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Os intervalos de tempo entre as sucessivas fases principais da Lua (Nova, Quarto Crescente, Cheia e
Quarto Minguante) nao sao idénticos e apresentam pronunciadas variagoes ao longo do tempo. Neste
trabalho é elaborada uma explicacao qualitativa para essas “anomalias”. E também apresentado
um conjunto de equagdes que permite o cdlculo do momento em que cada fase principal ocorre. As
equagoes foram geradas a partir de tabelas de lunagGes por procedimentos de regressao nao-linear;
com elas é possivel se estimar os momentos das fases principais com um erro padrao (desvio padrao
da estimativa) de 20 min. As tabelas de lunagdes foram obtidas junto ao Observatério Nacional do
Brasil e se referem ao periodo de 1940 a 2020.

The time intervals within each main phase of the Moon (new moon, first-quarter, full-moon and
last-quarter) are not identical. In fact they happen to vary pronouncedly on time. A qualitative
explanation for these “anomalies” is outlined at the beginnig of this text. Additionally the problem
is solved using a set of equations worked out by non-linear regression procedures. The equations
allow to calculate date and hour of a main phase occurence within a standard error of 20 min. The
data were extracted from lunation-tables obtained at Observatério Nacional do Brasil for the period

of 1940 - 2020.

I Introducao

As quatro principais fases da Lua (Nova, Quarto Cres-
cente, Cheia e Quarto Minguante) ocorrem nessa ordem
durante um més sinddico ou lunagao, cuja duracao é de
aproximadamente 29,5 dias. Entao, poder-se-ia pensar
que o intervalo de tempo entre duas fases consecutivas
da Lua é um quarto de 29,5 dias. Contudo, a consulta a
um calenddrio com as datas das fases principais da Lua
revela que tal idéia seria errada. O nimero de dias entre
fases consecutivas é em sua maioria 7 ou 8, mas também
ocorrem intervalos de até 9 dias ou de apenas 6 dias.
Por exemplo, em 5 de junho de 2001 ocorre uma Cheia
que é seguida 9 dias depois (14 de junho de 2001) pela
Quarto Minguante; em 12 de agosto de 2001 acontece
uma Quarto Minguante que é sucedida ap6s 6 dias (18
de agosto) pela Nova. Entre 2000 e 2002 ocorrem, entre
as fases principais sucessivas, apenas 5 intervalos de 6
dias e 4 de 9 dias. Dos restantes 90 intervalos, 55 sdo de

7 dias e 35 sdo de 8 dias. Se fizermos um levantamento
do numero de dias entre as fases principais consecuti-
vas durante um grande perfodo de tempo (entre 1940 e
2020), verificaremos que 48,0% desses intervalos sdo de
7 dias, 40,9% sao de 8 dias, somente 8,3% sao de 6 dias
e apenas 2,8% sdo de 9 dias. A Fig.(1) mostra, em dias
inteiros, o tempo que, entre 2000 e 2002, separa cada
fase principal da Lua da fase seguinte.

Observa-se na Fig.(1) que para uma especifica fase
principal, por exemplo Nova, o tempo para a fase que
lhe sucede é variavel (6, 7, 8 ou 9 dias).

A explicacdo para a existéncia das diferentes fa-
ses da Lua ji& era conhecida desde a Antiguidade.
Aristételes (384 - 322 A.C.), em sua obra Analitica Pos-
terior, ja destacava que a Lua ndo possui luz prépria e
que a sua face brilhante é a face voltada para o Sol
(Losee, 1993). Como a Lua gira em torno da Terra, sua
aparéncia para um observador terrestre dependera da
posi¢ao relativa Sol -Lua-Terra.
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Figura 1. Dias inteiros que transcorrem entre uma fase principal da Lua e a fase seguinte no periodo de 2000 a 2002.

II Uma explicacao para as fases
da Lua

Na Fig.(2) é apresentado um tipico diagrama utilizado
para explicar as fases da Lua, representando-a em mo-
vimento de translacdo circular uniforme em torno da
Terra; a parte da Terra que ali aparece é o hemisfério
norte! , que gira no sentido anti-horério (mesmo sentido
da translagdo da Lua em torno da Terra). O Sol, muito
distante, ilumina a regiao do sistema Terra-Lua com
raios luminosos praticamente paralelos entre si, mas nao
exatamente paralelos ao plano da érbita da Lua.

Lua-

Guarto Crescente

Rotacao da
Terra

MNiC

Il = B )

Lua
uarto Minguante

Figura 2. Lua em 6rbita circular em torno da Terra.

O plano da érbita da Lua em torno da Terra se in-
clina aproximadamente 5 graus em relagao ao plano da
6rbita da Terra em torno do Sol (ecliptica), conforme
representa a Fig.(3) (para que esse angulo possa ser re-
presentado, a figura o exagera). Caso esses dois planos
coincidissem, a cada Nova ocorreria um eclipse do Sol
e a cada Cheia ocorreria um eclipse da Lua. Os eclip-
ses somente sdo possiveis quando a Lua, na fase Nova
ou Cheia, estiver proxima a um dos dois pontos de in-
tersecdo da sua Orbita com o plano da ecliptica (esses
pontos sao denominados nodos); a cada ano ocorrem no
minimo dois e no méximo sete eclipses(Mourdo,1993).

Eixo de rotagéo

da TE”"’{ Plano da drhita da

: Lua
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Figura 3. Plano da érbita da Lua e a ecliptica.

A Fig.(4) explicita melhor as posicoes relativas Sol-
Lua-Terra em cada uma das quatro fases principais. E
importante destacar que, nas figuras deste trabalho, os
diametros dos trés corpos, bem como as distancias entre
seus centros, ndo estdo representados em escala. Uma
Nova ou Cheia ocorre quando, ignorando-se o fato de

INa verdade o eixo de rotagio da Terra estd inclinado cerca de 66,5° em relagdo ao plano de sua 6rbita em torno do Sol (ecliptica).
Desta forma, a regido da Terra vista na figura é em sua maior parte o hemisfério norte, mas também aparece uma pequena parcela do

hemisfério sul.
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que o plano da 6rbita lunar nao coincide com a ecliptica,
0s trés corpos estdo alinhados. A fase serd Quarto Cres-
cente ou Quarto Minguante quando o angulo Sol-Lua-
Terra for 90°.

Sol

Sol

Sol

Terra

Figura 4. Posigao relativa Sol-Lua-Terra para as quatro fa-
ses principais da Lua.

Cada posicdo relativa estd associada a uma es-
pecifica posicdo da Lua em sua Orbita. O horario em
que ocorre uma fase principal é muito bem conhecido e
pode ser encontrado em uma tabela de lunagies® (es-
sas tabelas adotam precisao de minuto; j4 a maioria
dos calendarios comuns assinalam apenas o dia em que
ocorre uma fase principal). Uma consulta a tabela para
2002, produzida pelo Observatorio Nacional, revela que
a primeira Lua Nova de 2002 serd em 13 de janeiro, as
10 h 29 min pelo horario normal de Brasilia.

A Fig.(5) constitui-se em uma representacdo mais
precisa dos intervalos de tempo que separam uma fase
principal da subseqiiente. Percebe-se que esses interva-
los variam entre aproximadamente 6,5 dias e 8,3 dias;
em média transcorrem 7,38 dias entre uma fase princi-
pal e a subseqiiente.
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Figura 5. Tempo decorrido entre uma fase principal da Lua
e a fase seguinte no periodo de 2000 a 2002.

O modelo adotado na Fig.(2) ndo consegue expli-
car as variagoes do intervalo de tempo entre duas fases
principais consecutivas; da representacdo feita naquela
figura decorre que o intervalo de tempo entre duas fases
principais consecutivas deveria ser sempre o mesmo, ja
que a Lua se encontra em movimento circular uniforme
em torno da Terra.

No presente trabalho pretende-se descrever com
mais precisao o movimento da Lua, possibilitando as-
sim uma explicacdo qualitativa para a irregularidade
dos intervalos de tempo entre as fases principais. No fi-
nal serdo apresentadas algumas equagdes que auxiliam
a efetuar o calculo do momento em que cada uma das
quatro fases ocorrem. Todos os dados sobre os momen-
tos em que ocorrem as fases principais da Lua foram
retirados de tabelas de lunacoes de 1940 a 2020, produ-
zidas pelo Observatério Nacional®.

IIT Aprimorando a explicagao:
a orbita do sistema Terra-
Lua em torno do Sol e a
orbita da Lua em torno da
Terra sao elipticas

A primeira corre¢ido importante no modelo apresentado
na Fig.(2) é que a distancia Terra-Lua ¢ varidvel, sendo
a oOrbita lunar em relacao a Terra aproximadamente
eliptica?. A excentricidade da érbita lunar ndo é des-

prezivel; a distancia média entre o centro da Terra e o

2Uma tabela de lunagdes, para um determinado ano, fornece, para qualquer das fases principais da Lua, a data do evento (més e
dia) e o horario com precisdo de minuto. O célculo de tais tabelas ndo é simples, pois a érbita da Lua é irregular. Tais irregularidades
ocorrem devido as influéncias do Sol e dos planetas, & ndo esfericidade da Terra e aos efeitos de maré (cdlculos precisos da érbita da
Lua envolvem mais de uma centena de termos). Neste trabalho utilizamos tabelas de luna¢des geradas pelo Observatério Nacional do

Brasil.

30 leitor interessado poderd facilmente obter tabelas de lunacées (e outras tantas informagdes astronomicas) acessando o enderego
oni vatori i www.on.br). Exi inu i i
eletronico do Observatério Nacional on.br). Existem intimeros outros “sites” de Astronomia que podem ser consultados, entre

eles, www.usno.navy.mil, www.if.ufrgs.br/ast.

4Caso o sistema Terra-Lua consistisse de dois corpos com distribui¢io de massa esférica e ndo interagisse com qualquer outro corpo
(Sol, planetas e demais constituintes do sistema solar), o movimento relativo Terra-Lua seria exatamente eliptico, sempre com o mesmo

periodo.
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centro da Lua é 384.000 km (60,3 raios terrestres), vari-
ando entre 356.800 km (56,0 raios terrestres) no perigeu
e 406.400 km (63,8 raios terrestres) no apogeu (Oliveira
Filho e Saraiva, 1997).

O periodo sideral da Lua (intervalo de tempo em que
a Lua descreve uma volta em torno da Terra no sistema
de referéncia das estrelas fixas) é aproximadamente
27,32 dias®. O tempo entre duas fases iguais conse-
cutivas (por exemplo, duas Novas consecutivas), deno-
minado de periodo sinddico da Lua, é aproximadamente
29,53 dias. Para se compreender a diferenca entre es-
ses dois periodos, deve-se ter em conta que enquanto
a Lua descreve uma volta em torno da Terra, o centro
de massa do sistema Terra-Lua® se translada em torno
do Sol em uma érbita aproximadamente circular”. A
Fig.(6) representa essa situagdo (as dimensoes dos trés
corpos, as distancias entre os seus centros e a excentrici-
dade da orbita da Lua nao estao em escala; a distancia
média Terra-Sol é cerca de 394 vezes a distancia média
Terra-Lua).

o

Sizstema
Terra-Lua

" Sol

N

Translagae do
sistema

Figura 6. Representagdo de trés Novas consecutivas.

A Fig.(6) nos ajuda a perceber que, apds transcorrer
um més sinddico, isto é, no periodo entre duas Novas
consecutivas, a Lua se translada mais do que uma volta
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completa em torno da Terra; assim, o periodo sinddico
da Lua acaba sendo maior do que o seu periodo sideral.

Devido a excentricidade da érbita do sistema Terra-
Lua em torno do Sol e da 6rbita da Lua em torno da
Terra, as velocidades angulares desses dois movimen-
tos sdo variaveis®. Como a duracdo do més sinddico
depende das duas velocidades angulares, o periodo
sinddico da Lua nao poderia ser constante.

A Fig.(7) mostra como a duragdo do més sinddico
(de Nova a Nova) varia entre 1984 e 2006.

29,83
] & il
29,73 I l

29,63 * 8 I

29,53

Periodo sinddico da Lua (dias)

2843

29,33 Y i

PR . . x . . x x x x ol
1984 1988 1952 1996 2000 2004

Data {anos)

Figura 7. Variacao do periodo sinddico da Lua entre 1984 e
2006.

O periodo sinddico da Lua é em média 29,53 dias,
variando entre 29,3 e 29,8 dias. As causas dessas va-
riacOes, além das j4 referidas acima, sdo diversas (mais
adiante retomaremos essa questao).

A excentricidade da 6rbita da Lua em torno da
Terra também é responséavel por variagdes no intervalo
de tempo que separa duas fases principais consecuti-
vas. Na Fig.(8) é possivel perceber que em um dado
més lunar, os comprimentos das trajetérias entre as fa-
ses principais consecutivas ndo sdo iguais’; também a
Fig.(8) indica que em meses diversos, o comprimento da
trajetoria entre as mesmas duas fases principais conse-
cutivas (por exemplo, entre Nova e Quarto Crescente) é
diferente. Assim, os intervalos de tempo associados as
passagens entre as fases principais (que dependem nao

5Mais precisamente, o periodo sideral da Lua é em média 27,32166 dias, variando em até 7 horas devido s perturbacées que o sistema

Terra-Lua sofre (Payne-Gaposchkin e Haramundanis; 1970).

6A massa da Lua é aproximadamente 1/81 da massa da Terra. O centro de massa do sistema Terra-Lua situa-se na linha que une
o centro dos dois corpos, em média a 0,74 raios terrestres do centro da Terra. Assim sendo, o centro de massa do sistema encontra-se

dentro da Terra.

7A excentricidade da 6rbita do sistema Terra- Lua em torno do Sol é 0,017; ao periélio corresponde uma distancia de 147,1 x 10
km e ao afélio 152,1 x 10 km. A excentricidade da 6rbita da Lua em torno da Terra é 0,055, portanto cerca de trés vezes a do sistema

Terra-Lua em torno do Sol.

8 A Mecanica Newtoniana (conservacdo da quantidade de movimento angular) permite demonstrar que quando diminui o raio da

6rbita, aumenta a velocidade angular.

9Por simplicidade, na Fig.(8), ndo estd sendo considerada a translagdo do sistema Terra? Lua durante o més sinddico. Esta
translacdo determina que o deslocamento angular da Lua em relacdo a Terra entre duas fases principais consecutivas seja maior do que

90° (aproximadamente 97°).
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apenas do comprimento das trajetorias mas também
da velocidade linear' em cada ponto da trajetoria),
nao sdo iguais ao longo do mesmo meés lunar, variando
também de um més para outro (vide os gréficos das

Figs.(1) e (5)).

Sistema Terra - Lua

Translagao
do
sistema

Figura 8. Representacdao das fases principais da Lua em
diferentes meses lunares.

IV  Perturbacgoes sofridas pelo
sistema Terra-Lua

O movimento da Lua em relacdo a Terra depende pre-
ponderantemente da interagdo gravitacional entre es-
ses dois corpos. Entretanto, tal movimento sofre per-
turbagoes devidas as acbes gravitacionais dos demais
corpos do sistema solar. As perturba¢ées mais impor-
tantes sdo aquelas produzidas pelo Sol porque o campo
gravitacional do Sol sobre o sistema Terra-Lua ndo é
uniforme. Conforme Silveira e Axt (p. 232-233, 2000):

O campo gravitacional externo ao sis-
tema Terra-Lua, produzido pelo Sol, nao é
rigorosamente uniforme pois as dimensoes
do sistema nao sio despreziveis frente d
distancia que o separa do Sol. Na Terra,
cujo raito € cerca de sessenta vezes menor
do que a distancia Terra-Lua, uma ma-
nifestacao da nao-uniformidade do campo
gravitacional do Sol ocorre nos efeitos de
maré observados nos oceanos: o Sol, que
atrai a Terra com wma forca cerca de 200
vezes a forca de atracao da Lua, contri-
bui para os efeitos de maré com forgas
de maré que perfazem 46% das forgas de
maré lunares (Marion e Thornton, 1995).
As variagoes do campo gravitacional produ-
zido sobre o sistema pelo Sol afetam o mo-
vimento relativo Lua-Terra, determinando

pequenas perturbagoes na trajetoria da Lua.
Caso o campo gravitacional externo ao sis-
tema Terra-Lua fosse uniforme, o movi-
mento relativo Lua-Terra dependeria ape-
nas da atracdo gravitacional mutua entre
o planeta e o seu satélite; como nao o é,
esse movimento depende também do campo
externo. De fato, a nao-uniformidade do
campo gravitacional externo ndo se deve
apenas ao Sol; os demais planetas do sis-
tema solar também contribuem, produzindo
outras tantas pequenas perturbagcoes no mo-
vimento relativo Lua-Terra.

Segundo as autoras Payne-Gaposchkin e Haramun-
danis (p. 169, 1970) “o movimento da Lua pode ser de-
composto em aprorimadamente 150 termos periodicos
principais ao longo da ecliptica, e outros tantos na
direcao perpendicular o ela”. Elas enumeram as 8 per-
turbacdes mais importantes sofridas pelo sistema Terra-
Lua, sendo algumas delas conhecidas anteriormente a
Newton (século XVII), até mesmo na Antiguidade.

Em conseqiiéncia das perturba¢oes, o movimento da
Lua relativamente a Terra é irregular; a duracao do
meés sinddico, bem como os intervalos de tempo entre
as fases principais consecutivas, sdo afetados por tais
irregularidades. Para a andlise que serd apresentada
nas secoes 5 e 6, é importante destacar trés das 8 per-
turbagoes principais: a variagao, a equag¢do anual € a
rotagao da linha de apside.

Segundo Payne-Gaposchkin e Haramundanis (p.
168, 1970):

A wariagao € um efeito que faz com que
a Nova e a Cheia ocorram mais cedo, e
a Quarto Crescente e a Quarto Minguante
mais tarde no ciclo.

A equacdo anual é um resultado da mu-
danga da for¢a perturbadora do Sol quando
a Terra viaja em sua Orbita eliptica, e a
distancia que a separa do Sol se modifica.

A wvariagao e a equagao anual foram ob-
servadas pela primeira vez por Tycho Brahe
por volta de 1600.

A linha de apside é a linha que passa pelos pon-
tos de maxima aproximagdo da Lua em relacao a Terra
(perigeuw) e maximo afastamento de Lua em relagéo a
Terra (apogeu); ou seja, a linha de apside constitui-se
no semi-eixo maior da elipse que representa a érbita da
Lua em relacao ao centro de massa do sistema Terra-
Lua. O centro de massa do sistema Terra-Lua, que esta
em um dos focos dessa elipse, translada-se em torno do
Sol em uma 6rbita aproximadamente circular (vide as
Figs. (6) e (8)). Concomitante com esse movimento, a

10A velocidade linear da Lua em relagdo & Terra é méxima no perigeu e minima no apogeu, variando de um ponto para outro da

trajetoria.
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elipse gira lentamente (o que ndo esta representado nas
Figs. (6) e (8)); essa rotagao perfaz um angulo de apro-
ximadamente 40° por ano, de tal forma que em apro-
ximadamente 9 anos ocorre uma rotacdo completa da
linha de apside. As Figs. (9(a)) e (9(b)), que ajudam a
imaginar o sistema Terra-Lua em dois momentos sepa-
rados de um ano, representam tal rotacdo (novamente
é importante destacar que as dimensoes dos trés corpos
e as distancias entre eles ndo estdo em escala; também
a excentricidade da 6rbita da Lua estd exagerada); a
Fig.(9(b)) apresenta o angulo rotado em um ano, isto
é, o angulo entre a linha de apside (linha que passa por
A e P) nessa figura com a linha de apside representada
na Fig.(9(a)), um ano antes.

Sistema
Terra-Lua

Sistema
Terra-Lua

a) (0}

Figura 9. Representacao da rota¢do da linha de apside: (a)
emt=0e(b)emt=1anoet=113 ano.

A Fig.(9(b)) também apresenta o tempo para que
a linha de apside volte a coincidir em orientacao com
a linha Terra-Sol (direcdo de onde vem a luz solar);
esse tempo é aproximadamente 1,13 ano ou 13,9 me-
ses sinddicos, a contar do instante ¢t = 0 registrado na

Fig.(9(a)).

\% Equacao para calcular a
duracao do més sinédico

A partir das tabelas de lunagbes de 1940 a 2020, fo-
ram calculados 1001 intervalos de tempo que separam
as Luas Novas consecutivas. Cada intervalo de tempo
counstitui-se em um periodo sinddico da Lua; a Fig.(7)
mostra como esse periodo se comporta entre 1984 e o
final de 2005. Cada meés lunar recebeu um numero de
ordem (numero da lunag¢do), iniciando em 1923. Por
exemplo, se consultarmos uma tabela de lunagoes para
2000, veremos que ela inicia em 6 de janeiro, com a Nova
da lunagdo 953, indo até 25 de dezembro, com a Nova
da lunagao 965. A Fig.(10) é idéntica a Fig.(7), exceto
que, ao invés da data em anos, apresenta o nimero da
lunagao.
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Figura 10. Variacao do periodo sinddico da Lua entre 1984
(lunagdo 755) e 2006 (lunagdo 1026).

Com auxilio do pacote estatistico SPSS - Versao
10.0, foi implementada uma regressao ndo-linear com
o objetivo de se encontrar uma equacao que permitisse
estimar o periodo sinddico da Lua em funcdo do nimero
N da luna¢do. A equacdo obtida é a seguinte:

T,

sinédico = U, 0866 cos [ (N —953) +0, 298] +

2w
12,3689

0, 1817 cos { (N —953) + 0, 602} + 29, 5306.

(1)

Nessa equacdo todos os ndmeros expressos com
fragoes decimais sdo parametros obtidos no procedi-
mento de regressao nao-linear. A unidade de medida
do periodo sinddico é dia; portanto, as amplitudes das
duas fungoes periddicas e do termo independente da
equagao sao, respectivamente, 0,0866 dia, 0,1817 dia e
29,5306 dias. O erro de cada pardmetro (desvio padrdo
de cada parametro) afeta apenas o tultimo algarismo sig-
nificativo do respectivo pardmetro. O erro padrao da
estimativa (desvio padrdo da estimativa) do periodo é
0,013 dia (19 minutos); os valores extremos do erro da
estimatival!l nos 1001 periodos sinddicos utilizados no
presente estudo (periodos sinddicos entre 1940 e 2020)
sdo -0,031 dia (-45 minutos) e 40,032 dia (+46 minu-
tos).

A Fig.(11) mostra em linha continua o periodo
sinddico da Lua estimado pela Eq.(1); os pontos sio
os valores do periodo sinddico obtido das tabelas de
lunagoes entre 1984 (lunagdo 755) € o 2006 (lunagdo
1026). Observa-se que a curva nao passa exatamente
pelos pontos que representam o periodo sinddico pois,
como referido no pardgrafo anterior, a estimativa do
periodo possui erro.

27
13,9444

1O erro da estimativa ou residuo é a diferenga entre o valor do periodo predito pela equacdo de regressio e o valor obtido das tabelas

de lunagoes.
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Figura 11. Periodo sinddico da Lua estimado pela Eq.(1) e
obtido das tabelas de lunagées entre 1984 (lunagdo 755) e
2006 (lunagdio 1026).

O termo independente da Eq.(1) (29,5306 dias)
constitui-se no periodo sinddico médio da Lua. O
periodo da primeira funcio periédica na Eq.(1) é

tNova = 0,1723 cos {

27
4 -
0,4067 cos {13, 94436

2
12,3689

12,3689 lunacoes; como uma lunag¢ao dura em média
29,5306 dias, pode-se facilmente calculd-lo em dias:
12,3689 x 29,5306 = 365,261 dias. Esta é a duracdo
do ano e, portanto, a primeira fungdo periddica esta re-
lacionada com a perturbacdo denominada equacdo anual
(vide secdo 4). O periodo da segunda funcdo periédica
é 13,9444 lunacoes ou 1,12738 ano; esse periodo, con-
forme o dltimo pardgrafo da secdo anterior, esta relaci-
onado com a perturba¢ao denominada rotagao da linha
de apside.

VI Equagoes para prever as
quatro fases principais da
Lua

Novamente, com auxilio do pacote estatistico SPSS -
Versao 10.0, foi implementada a regressdéo nao-linear
com 0 objetivo de se encontrar equagdes que permitis-
sem estimar os momentos em que ocorrem cada uma das
quatro fases principais da Lua desde 1940 até 2020 in-
clusive (um total de 4008 fases principais). As equagoes

obtidas sdo as seguintes'?:

(N —953) — 1, 526} +

(N —953) + 5, 089} +29,5305888(N — 953) + 5, 4716, (2)

2
tQuarto Crescente = 0, 1723 cos [m(lv —-953) -1, 401} +

2w
0,6280 cos [mu\f —953) +0, 488] +29,5305888(N — 953) + 12,8571, (3)
fonein = 0, 1723 cos | ——1— (N = 953) — 1,272 +
Cheia — Y, 12, 3689 )
27
4 T (N - 2,172| +2 N - 20,2 4
0,4067 cos [13794436( 953) + 2,17 ] +29,5305888(IN — 953) + 20, 2366, (4)
27
{Quarto Minguante = 0 172305 | 155 (N = 953) — 1, 143 +
2w
0,6280 cos [mu\f —953) + 3, 856] +29,5305888(IN — 953) + 27, 6163. (5)

Definindo-se o nimero N da lunagdo, as Eqgs. (2),
(3), (4) e (5), permitem que se calcule um intervalo de
tempo em dias que deverd ser adicionado a zero hora
(horario normal de Brasilia) do dia 01/01/2000 (Ny =
953). O resultado dessa adicdo estima o momento da
fase principal na lunag¢do N. Por exemplo, se especi-
ficarmos N = 980, na Eq.(4) encontraremos tcheia =
817,6524 dias. Adicionando esse intervalo de tempo &

zero hora de 01/01/2000 encontra-se 15 horas e 39 min
(horario normal de Brasilia) do dia 28/03/2002. Se con-
sultarmos a tabela de lunacées do Observatério Naci-
onal para 2002, veremos que a Cheia da lunag¢do 980
ocorre em 28/03/2002, as 15 horas e 25 min (portanto,
nesse caso estamos estimando o momento da Cheia com
erro de apenas 14 min).

120s niimeros expressos com fragdes decimais nas Eqs. (2) a (5) sfio os pardmetros obtidos através do procedimento de regressdo

nao-linear.
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O erro de cada parametro nas Egs. (2) a (5) (des-
vio padrdo de cada parametro) afeta apenas o ultimo
algarismo significativo do respectivo pardmetro. O erro
padrao da estimativa (desvio padrdo da estimativa) do
intervalo de tempo para cada fase principal é 0,014 dia
(20 minutos); os valores extremos do erro da estimativa
nos 4008 intervalos de tempo para as fases principais
utilizados neste estudo sao -0,037 dia (-53 minutos) e
+0,035 dia (+50 minutos). A Fig.(12) é um histograma
do erro da estimativa (ou residuo) com uma curva nor-
mal ou gaussiana ajustada; pode-se observar que a dis-
tribuicao do erro é aproximadamente gaussiana. Uma
andlise do erro da estimativa ao longo do tempo (1940
a 2020) mostrou nédo ser possivel rejeitar a hipétese de
homocedatiscidade; ou seja, o erro da estimativa é ho-
mogéneo 1o tempo.
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Figura 12. Histograma do erro da estimativa do momento
da fase principal.

Utilizando-se as Egs. (2) a (5) para determinar
apenas o dia em que ocorre cada uma das 4008 fases
principais deste estudo (isto é, ndo sendo relevantes os
horarios dos eventos), verificou-se um acerto de 3953
fases (98,63%); em 24 fases (0,60%) o erro foi de +1
dia e em 31 fases (0,77%) o erro foi de -1 dia.

Da mesma forma como na Eq.(1), as perturbagoes
denominadas equagao anual e rotagao da linha de ap-
side sdo reconhecidas nas Eqgs. (2) a (5). Adicional-
mente, percebe-se que as amplitudes do segundo termo
periddico para as Egs. (2) e (4) s@o menores do que as
das Egs.(3) e (5); isto é interpretado como decorrente
da perturbag¢ao denominada variacao.
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VII Conclusao

Neste trabalho aprimoramos a explicacdo para a
ocorréncia das fases da Lua em relacao & usualmente en-
contrada em textos introdutérios de Astronomia. Apre-
sentamos qualitativamente as razdes mais importantes
para a variagdo no intervalo de tempo que separa duas
fases principais consecutivas!3.

O célculo do momento de uma fase principal da Lua,
com a precisdo encontrada nas tabelas de lunagdes do
Observatério Nacional, necessita mais de uma centena
termos. Utilizando procedimentos de regressao nao-
linear, encontramos equagoes que permitem estimar o
momento de cada uma das quatro fases principais da
Lua, no periodo de 1940 a 2020, com erro padrao de 20
minutos.
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