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FURTADO,G.M ASPECTOS DA MODELAGEM MATEMATICA DE ESCOAMENTOS NAO-
NEWTONIANOS EMPREGANDO OS PRINCIPIOS DA MECANICA DO CONTINUO:
APLICACAO A ESCOAMENTOS ELASTO-VISCOPLASTICOS. 2013. 26. Monografia
(Trabalho de Concluséo do Curso em Engenharia Mecénica) — Departamento de Engenharia
Mecanica, Universidade Federal do Rio Grande do Sul, Porto Alegre, 2013.

RESUMO

Este Trabalho de Conclusédo de Curso tem como objetivos a utilizacdo da Mecéanica dos
Meios Continuos como ferramenta fundamental na modelagem mecénica de problemas nao
lineares em Mecénica dos Fluidos, e na investigacdo numérica do padrao de escoamento de
fluidos ndo-Newtonianos. O primeiro dos objetivos é encalcado com o estabelecimento rigoroso
dos principios e consequentes equacdes de conservacdo que governam o movimento dos
corpos mecénicos, e das equacdes constitutivas que descrevem a resposta mecanica dos
materiais de interesse desse estudo — a saber, fluidos que ndo mais mais obecedem a lei de
Newton de viscosidade, a qual modela a resposta linear de um fluido a uma dada tenséo nele
aplicada. O segundo objetivo desta monografia é estabelecido através da investigacéo
numérica, via a metodologia estabilizada de elementos finitos, de escoamentos de materias de
grande interesse industrial, tais como petréleo com alto teor de parafina, lamas de perfuracéo
de pocgos petroliferos, gel, shampoo, cremes e condicionadores na industria de cosméticos e
chocolate, iogurtes e ketchup na industria alimenticia. Esses materiais serdo aqui modelados
como materiais viscoplasticos sujeitos a efeitos de meméria, escoando lentamente no interior
de cavidades vazantes. Os efeitos cinematico, de yield stress, de shear-thinning e elasticidade
sao avaliados variando a intensidade de escoamento adimensional, o nivel de plasticidade
adimensional do material e o0 tempo de relaxacdo adimensional, respectivamente, em faixas de
relevancia.

PALAVRAS-CHAVE: (Mecénica do Continuo, Equacbes de Conservacédo, Principio das
Poténcias Virtuais, Materiais Elasto-Viscoplasticos).
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VISCOPLASTIC FLOWS. 2013. 26. Monograph (Conclusion Work Course in Mechanical
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ABSTRACT

This Conclusion Work aims the utilization of the Continuum Mechanics as a fundamental
tool in modeling nonlinear mechanics problems in fluid mechanics , and numerical investigation
of the flow pattern of non-Newtonian fluids . The first objective is tracked down with the
establishment of strict principles and consequent conservation equations governing the motion
of mechanical bodies , and the constitutive equations that describe the mechanical response of
materials of interest in this study - namely that no further fluid follow Newton's law of viscosity ,
which models the linear response of a fluid at a given stress it applied. The second objective of
this monograph is established through numerical investigation via a stabilized finite element
method , the flow of materials of great industrial interest , such as oil with high content of
paraffin, mud drilling oil , gel, shampoo , creams and conditioners in cosmetics and chocolate ,
yogurt and ketchup in the food industry . These materials will be modeled here as viscoplastic
materials subjected to the effects of memory, slowly flowing inside leaky cavity . The kinematic
effects , yield stress, shear- thinning and elasticity are measured by varying the intensity of
dimensionless flow , the level of non-dimensional plasticity of the material and dimensionless
relaxation time , respectively, in ranges of relevance.

KEYWORDS: (Continuum Mechanics, Conservations Equations, Principle of Virtual Potential,
Elasto-Viscoplastic Materials).
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1. INTRODUCAO

Este Trabalho de Conclusédo de Curso lida com escoamentos dos chamados fluidos
nao-Newtonianos 0s quais sdo extremamente comuns nos processos industriais. Por exemplo,
em escoamentos de extrusdo, escoamento de 6leo no interior de reservatérios petroliferos,
fabricacdo de cosméticos na industria farmacéutica e fabricacdo de alimentos. Os que
diferencia estes fluidos industriais dos chamados fluidos Newtonianos é ndo mais escoarem
com viscosidade constate em processo isotérmicos. Para estes fluidos a tenséo a eles aplicada
ndo € mais diretamente proporcional a taxa de deformacgéo que esta tensao produz — como a
lei de Newton de viscosidade prediz.

Os principios e postulados da Mecéanica dos Meios Continuos — a maioria deles
apoiados no Caculo Tensorial — sdo de vital importancia na modelagem rigorosa desses
fluidos, visto a necessidade de empregar equagbes constitutivas complexas e néo-lineares
para obter a resposta mecéanica desses fluidos a uma dada solicitagdo de tensdo. Sao
equacgdes que empregam como variavel primal a parte constitutiva do tensor total de tenséo —
doravante chamada simplesmente por tensdo extra — e, que nos casos de interesse para 0s
processos industriais, tém que caracterizar fendmenos nado-lineares como o shear-thinning da
funcdo viscosidade, materiais com limite de escoamento e materiais com efeitos de memoria e,
nos casos aqui estudados, meterias que combinam todos os efeitos citados. E ainda de
mencionar a introdugcdo natural de métodos variacionais na modelagem mecénica — e, em
particular, o método de elementos finitos empregado neste trabalho - feita com a introducéo
do Principio das Poténciais Virtuais (PPV). Principio este que carrega intrinsica a grande
virtude de nédo dissociar a Cinematica e a Dinamica dos fluidos ao introduzir a (versao
variacional da) equacao de movimento.

Especificamente, no que diz aos modelos matematicos que predizem o0s
comportamentos dos fluidos ndo-Newtonianos, pode-se, de maneira sucinta, citar, dentro os
modelos puramente viscosos, 0 modelo de Carreau — o qual descreve tanto o shear thickening
como o shear thinning da funcéo viscosidade, o0 modelo de Bingham e Herschel-Bulkley - os
guais predizem o escoamento de fluidos sujeitos a limite de escoamento. No que diz respeito
ao modelo de Carreau — 0s quais ndo necessitam alcancar uma dada tenséo para iniciarem a
escoar — dependendo do valor de seu coeficiente power-law n, ele tanto dar origem aos
chamados fluidos dilatantes (quando n>1) como aos ditos fluidos pseudoplasticos (quando
n<1). Ja o comportamento viscoplastico caracteriza-se pela necessidade do material exceder
um dado nivel de tensdo — o chamado limite de escoamento (yield stress) do material — para
gue ocorra escoamento. Uma vez estabelecido o escoamento, este pode se da de maneira
linear — ou seja, com uma relacéo linear tensdo/taxa de deformacéo — ou néo-linear — quando
esta relacdo é nao linear; os primeiros sdo ditos fluidos viscoplasticos lineares, sendo descritos
pelo modelo de Bingham, enquanto o segundo sao conhecidos como fluidos viscoplasticos
nao-lineares, com o modelo de Herschel-Bulkley sendo empregado em sua caracterizagéo
material.

Os modelos de Bingham e de Herschel-Bulkley sdo denominados modelos classicos de
viscoplasticidade por predizerem que ndo ha escoamento abaixo do limite de escoamento.
Entretanto, com o aumento da precisdo dos redémetros a baixas taxas de deformagéo, foi
possivel comprovar que, na verdade, os materiais viscoplasticos realizam escoamentos
extremamente viscosos e lineares abaixo deste limite — criando, assim, as chamadas regides
aparentemente nao-escodas(apparently unyielded regions). O proprio conceito classico de
limite de escoamento foi alterado, com o conceito atual de yield stress sendo visto como um
divisor de aguas entre as zonas de escoamentos extremamente viscosa linear e as ditas zonas
escoadas, nas quais o material escoa como um fluido power-law. Em face dessa nova visédo do
comportamento dos materiais reais viscoplasticos, surgem o0s chamados modelos
regularizados de viscoplasticidade, com as importantes contribuicdes de Bercovier et al. (1982)
e Papanastasious et al. (1987). O primeiro trabalho da origem ao chamado modelo de bi-
viscosidade, enquanto o segundo fornece uma fungdo analitica e continua para a tenséo
cisalhante em termos da taxa de deformacéo, a qual é valida para todo o dominio do fluido.
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Apesar do modelo de bi-viscosidade apresentar resultados muito bons no ajuste de dados
viscoplasticos experimentais, ele carrega a inconveniéncia da determinacao das superficies de
escoamento (yield surfaces), as quais é de determinacao trivial pelo modelo de Papanastasiou
— a saber, o lugar geométrico dos pontos no qual a tensado iguala a tensdo de escoamento.

Finalmente, tem-se ainda os fluidos que se afastam do comportamento puramente
viscosos por apresentarem efeitos de memoéria, efeitos estes que produzem um
comportamento elastico, superposto ao comportamento puramente dissipativo — os chamados
fluidos viscoelasticos. Dentre os modelos mais conhecidos e amplamente utilizados na
caracterizacdo dos materiais viscoelasticos, temos o modelo de Maxwell convectado superior
(ou simplesmente, modelo UCM) e o modelo de Oldroyd-B — este Ultimo de grande importancia
para este trabalho de conclusao ja que o modelo mecanico adotado é baseado em uma versao
modificada deste modelo de modo a acomodar o shear-thinning tanto dos tempos do fluido,
bem como de sua funcéo viscosidade polimérica.

Nesta monografia, € realizada a modelagem mecéanica e um estudo numérico de um
fluido elasto-viscoplastico, o qual realiza um escoamento lento no interior de uma cavidade cuja
tampa superior move-se com velocidade constante. O modelo é dito elasto-viscoplastico, no
sentido que este adiciona elasticidade (somente) as zonas aparentemente ndo escoadas de
um material viscoplastico. O modelo mecénico empregado é constituido pela equacdo da
continuidade para materiais incompressiveis e a equacdo de movimento para escoamentos
lentos, ambas acopladas a equacéao elasto-viscoplastica proposta por Nassar et al. (2011). Este
modelo é aproximado por uma formulacdo a trés campos de Galerkin minimos-quadrados
(GLS), em termos dos campos tensoriais de tenséo extra, do escalar de pressdo e do campo
vetorial de velocidades. Esta formulagdo pode ser vista como uma extensao — para 0 caso
elasto-viscoplastico sujeito a shear-thinning dos tempos de relacdo e retardamento, e da
funcédo viscoplastica SMD (de Souza Mendes, 2007) — da formulacédo proposta em Behr, et al.
1993, para fluidos de viscosidade constante. As simulagbes numeéricas sao focadas na
determinagdo da influéncia da elasticidade, tensdo de escoamento e da cinematica do
escoamento, na morfologia das regides aparentemente ndo-escoadas — investigacao esta
condizida para faixas relevantes do tempo de relaxacdo adimensional do material, de seu grau
de plasticidade e da intensidade dos escoamentos considerados.

2. OBJETIVOS

O presente trabalho tem por objetivo a introducdo dos principios basicos da teoria dos
meios continuos como uma importante ferramenta da mecénica computacional. Seréo
postuladas a hipétese do continuo, a definicdo de movimento de um fluido como um tensor de
transformacéo linear, as definicbes materiais e espaciais de velocidade, aceleracdo e
derivaridas temporais, Teorema de Reynolds, equacdes de conservacdo de massa e
momentum e o PPV. Do ponto de vista material sdo introduzidos os conceitos de material
viscoplastico, viscoelastico e elasto-viscoplastico. Por fim, este trabalho apresentara
simulagbes computacionais mostrando a influéncia da elasticidade em escoamentos
viscoplasticos sem inércia no interior de cavidades vazantes.

3. REVISAO BIBLIOGRAFICA

A tensao de escoamento é a caracteristica mais importante de um fluido viscoplastico e
sua definicdo esta ainda em debate na literatura.

BARNES et al., 1999, realizou uma revisdo sobre materiais com tensdo de escoamento, na
gual afirma que a propriedade tensdo de escoamento ndo existe. Apresentou curvas de
materiais viscoplasticos, mostrando a existéncia de escoamento abaixo da tensdo de
escoamento, o que contradiz a definicAo do termo. Portanto, considera que a tensdo de
escoamento é o nivel de tensao para o qual ocorre uma mudanca severa na microestrutura do
material e consequentemente uma mudancga na sua viscosidade.
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NASSAR et al., 2011, propds uma equacao constitutiva para o modelo elasto-viscoplastico com
base no modelo Oldroyd-B com o objetivo de substituir o valor da viscosidade, do tempo de
relaxacdo e retardacdo para expressdes que sdo funcdes da taxa de deformacdo. Como
resultado, analisou as superficies de escoamento em uma expansao-contracao.

4. METODOLOGIA
4.1. Cineméatica dos Fluidos

Neste trabalho, utiliza-se o modelo continuo para a descricao e o estudo da cinematica
e dindmica dos fluidos. Este modelo baseia-se na hip6tese de que a massa € distribuida
continuamente no espaco, exceto nas superficies de descontinuidade. Com o objetivo de
facilitar o entendimento dos fenémenos fisicos envolvidos no estudo da teoria da Mecanica do
Continuo, cria-se a idéia da particula material. Uma particula material ndo € um ponto ou uma
pequena porcao de matéria e, sim, uma abstracdo capaz de representar as propriedades
fisicas e a condicao cinematica de uma dada posicdo de um corpo; assim, é dito que um corpo
mecanico é formado por um conjunto de particulas materiais.

O escoamento de fluidos € um fenédmeno fisico que pode ser representado por uma
transformacao continua do espaco euclidiano, parametrizada pelo tempo t € [0, o). Para isso,
introduzimos um sistema de coordenadas fixo (x,, X,, X,) referido como posi¢éo denotada por x
. Considerando-se um ponto P do fluido, ou seja, uma particula movendo-se em um
escoamento, em t=0 (instante inicial arbitrario) esta particula ocupa a posicdo X=(X,, X,,X,) e
no instante genérico t ira ocupar posi¢cdo x=(x,,X,,X,) logo, podemos representar a posi¢éo do
fluido pela seguinte transformacéao linear:

x=x(X 1) (4.1)

onde, x representa uma transformacéo referida como seu movimento.

Fixando a posicao X da particula na configuracéo de referéncia e variando o tempo t,
isto €, x=x(X,.), a equacdo (4.1) representa a trajetdria da particula P e quando o tempo t é
fixo, isto &, x=x(.,t) , a equacao (4.1) representa a deformacéo do fluido, ver a figura (4.1).
Como os pontos distintos do fluido permanecem no decorrer do escoamento, a equagéao (4.1)
admite inversa, ou seja,

X=x(x,1) (4.2)

1

onde, x ~ representa uma transformacéo inversa do seu movimento.

x=x[(X.t)

gy

x(P) .~

~ X =xTNx,0)

Figura 4.1 — Descri¢cdo do movimento de uma particula P
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Também é importante analisar o movimento da particula em uma dada posi¢cdo ao
longo do tempo. Para isso ser feito, utilizamos campos espaciais, como por exemplo u=u(Xx,t)
o qual fornece a velocidade da particula na posicdo x no instante de tempo t.
As variaveis (x,t) sdo conhecidas como varaveis espaciais, enquanto que as variaveis
(X ,t) identificam as particulas do fluido e sdo denominadas variaveis materiais. Empregando-
se as transformaces (4.1) e (4.2) qualquer grandeza genérica ¢ de um fluido tanto pode ser
descrita por suas varaveis materiais como por suas variaveis espaciais. Se a grandeza ¢ for
um campo espacial do fluido (¢(x,t)) entdo sua descricdo material a relacionard com suas
variaveis materiais através da Eq. (4.1), ¢@(Xx,t)=¢(x(X,t),t) - relacdo a qual expressa o valor
da grandeza ¢ para um dado instante de tempo t, pela particula que inicialmente ocupa a
posicdo X . E se ¢ for um campo material (¢(X,t)), empregando-se a Eq(4.2), sua
descricao espacial sera ¢(X,t)=¢(x '(x,t),t), onde esta relagio representa o valor do
campo ¢ para um instante t de uma particula que instantaneamente ocupa a posi¢cdo x . Para
as derivadas temporais, aplicaremos a seguinte notacao:

0p_ 8¢(X t) de)_de(X.1)

_— 4.3
ot ot X (dt ): ot X (43)
onde, % e ¢ sdo conhecidas, respectivamente como derivada espacial e derivada material

de ¢. A derivada material mede a variacdo de ¢ seguindo uma particula, enquanto que a
derivada espacial mede a taxa de variacdo de ¢ segundo um observador fixo na posicdo x.
Sendo assim, podemos ainda pensar na derivada material de um campo espacial, sendo ¢
um campo vetorial, @(x,t),

2000 09L0L00 o, 20D,

X )=5——"=5 (x0=5 (X0 +
0 p(x (X,1),1) ]5X(X,t) B(p(x(X t), t) 290 (X,1),t) )
dx(X,1) |]at Ix x=x(X.1) + [5X(X,t) ]It x(X,0) = (4.4)

23’“ Vi + [V gx Ot G20,

onde essa equacdo deduz 0s campos espaciais e materiais.
A velocidade ude uma particula de fluido é definida materialmente como a taxa de
variagdo de seu movimento,

dx(X.t) _

u(Xx,t)= m

x(X,1) (4.5)

a qual pode ser expressa em coordenadas espaciais através da eq. (4.2),
u(X,t)=u(x *(x,1),1) (4.6)
A aceleracdo de uma particula € definida materialmente como a taxa de variacdo da

velocidade, isto é, a=u(X,t)=#(X,t) . Entretanto, € mais vantajoso em Mecanica dos Fluidos
expressa-la através da sua descrigdo espacial através da eq. (4.4),

a——+(V u)u (4.7)



4.2. Transporte de Reynolds

Seja @ um campo vetorial suficientemente regular. Para um dado volume Q=Q(t) e
em um dado instante de tempo t, 0 Teorema de Reynolds postula que

8<p(x t)

j p(x,t)de=]_ de+[ (p(x,tyu(x,t)).ndT (4.8)

Prova: Trocando o dominio de integracéo para €, ,onde €, €é o dominio da configuracéo
de referéncia (t=0) e portanto independe do tempo, obtém-se:

g—tjg<p(x,t)=jggT"’(x(x,t),t)detF(x,t)|x=x-1<x,t) do, =
=[ p(e(X, 1), Ddet F(X, 0+ @(x(X 1) det F (X, )@,

4.9)

usando o fato que det F=det Fdivu (Eg. (A.11.3)), aplicando o Teorema da divergéncia para
um campo vetorial (Eg. (A.10.5)) e retornando ao dominio de integragdo para a configuragdo
atual Q ,tem-se:

d_j p(x,dQ=[_ detF (X.O[g(x(X,1) )+ (x(X D) divulde,=

=[. ¢(x t)+@(x,t)divud Q= joa;”(x tx + Ve(x, tdivudQ= (4.10)

22 (x,)lx + dive(x,tu(x,t)dQ= f 2P (x,HxdQ + J . (e(x,u(x,t)).ndT
"6t

@ ot
A Eq. (4.10) fornece uma importante ferramenta para a obtencdo das equacgbes de
conservacdo de massa, transporte e energia, visto que ela fornece o valor da derivada material
da integral de uma quantidade mecéanica descrita espacialmente. (Ver no apéndice a deducéo
para @ sendo um escalar).

4.3. Equacéo da Continuidade

Para determinar a massa M de um fluido que ocupa um volume Q, supdem-se a
existéncia de uma funcédo densidade p=p(x,t) estritamente positiva, logo,

M=[_ p(x,t)dQ (4.11)
onde a massa M é um escalar.
4.3.1. Principio da Conservagao de massa

Este principio postula que “a vazdo massica liquida que entra em um volume fluido Q é
igual a taxa de varicdo com o tempo da massa no seu interior”. Assim, este principio pode ser
expresso matematicamente por:

d _
5t /o p(x yd Q=0 (4.12)
Fazendo ¢=p naEq. (4.10) e o Teorema da Divergéncia (Eq. (A 10.4)),

%jgp(x,t)zjg(p(x,t)+p(x,t)divu(x,t))dgz (4.13)
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Aplicando o Teorema da Localizacdo (Eq.(A.10.7)) e supondo o fluido um material
incompressivel (po=cte), chega-se a chamada Equacdo da Continuidade para fluidos
incompressiveis,

V.u=0 (4.14)

onde u é o vetor velocidade e segundo a Eq.(4.14), o principio da conservacao de massa para
um fluido incompressivel impde que o campo de velocidades tenha divergéncia nula.

4.4. Dinamica dos fluidos

Agora, veremos a dindmica dos fluidos com o objetivo de derivar a equacdo de
movimento. Para isso, precisamos inicialmente definir o conceito das for¢cas atuantes no
escoamento do fluido. Ao longo do movimento de um fluido tem-se trés tipos de forcas: forcas
mutuas entre partes disjuntas do fluido, forcas volumétricas ou de corpo e forgas de contato
entre uma porc¢ao do fluido e 0 meio que a cerca.

4.4.1. Principio da Conservagédo de Momentum Linear

Este principio postula que o fluxo liquido de momentum linear no sistema + soma das
forcas de corpo agindo no sistema + soma das forcas de superficies = taxa de aumento do
momentum linear no sistema, ou seja, a taxa de variacdo do momentum linear em um volume
de fluido Qé igual a forca total nele aplicada. Assim, este principio pode ser expresso

matematicamente fazendo @=pu na Eq.(4.10) e como %IQ o(x,u(x,t)dQ é amassa

vezes a aceleracdo, o balanco de momentum vai ser igual a esse termo igualado com o
somatorio de forgas agindo no sistema, a qual poder ser expressa pela tensdo multiplicada pela

normal, J'rt(x,t).n(x,t)dl“ e aplicando o teorema de Green (Eq.(A.10.10)), teorema da

divergéncia (Eqg.(A.10.7)), hipétese de Cauchy (Eq.(A.10.11)) e aplicando para um fluido
incompressivel e 0 escoamento em regime permanente,

S—t o p(X,t)u(X,t)dQ:LgZEP(X,I)U(X,I)) dQ+[ (p(x,u(x,tyxu(x,1).n(x,t)=
=fgW+fﬂdiv(p(x,t)u(x,t)xu(x,t))dQz (4.15)

=fszg(x,t)p(x,t)d Q+fSz u(x,tdivo(x,tu(x,t)+o(x, ) (Vu(x,t)u(x,)dQ=
=[x g(x, D+p(x,)(Vu(x,D)u(x,)d@=[ t(x,t).n(x,t)dr=[_F(x,t)dQ+[ t(n;x,t)dr

onde p € a massa especifica, T representa a superficie do volume Q, F representa o
campo de forcas totais externas e mutuas e t(n;Xx,t) representa o tensor de Cauchy, assim:

| — para todo vetro unitario n(x,t);
t(x,t;n(x,t)=T(x,t)n(x,t) (4.16)
Il — o tensor T(x,t) é simétrico; T=T',

Aplicando o Teorema da Localiza¢édo (Eq.(A.10.9)) para um fluido incompressivel na equacgéo
(4.15), chegamos na primeira lei de Cauchy, ou, equacédo de movimento,

o(x,u(x,t)=divT (x,t)+F(x,1) (4.17)
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em que esta equacgdo descreve o movimento dos fluidos, bem como o movimento de qualquer
meio continuo.

4.4.2. Principio das Poténcias Virtuais

Para a introducdo do método de elementos finitos, sera demonstrado o Principio das
Poténcias Virtuais (PPV), no qual para um volume de fluido Q e um instante de tempo t a
equacao da conservacao da energia mecanica é dada por:

d .
J.T(n).udr+f_f.ud Qzafg p%dmjdg T.D(u)dT (4.18)

onde D(u)=%(V u+Vu') (ver prova no apéndice (Eq.(A.11.4)).

Neste trabalho este principio consiste na multiplicacdo da equacdo de movimento pelo
campo de velocidade (V) , ou seja, este principio ndo é nada mais do que a formulagéo
variacional de Navier-Stokes.

Partindo da equacdo de movimento p(6,u+(Vu)u)=div(T)+pg , onde temos as
forcas de contato estaticas por volume representado pelo divT e as forcas de corpo por
volume representadas pelo produto pg , podemos abrir o termo das forgas de contato,
aplicando a equacao constitutiva do fluido Newtoniano incompressivel

T=—pl+t=—pl+2nD(u) . Essa parte da equacdo € chamada de formulacdo forte de
Navier-Stokes, div(T)=div(—pl+t)=div(—p 1) +div(t) , mas temos que,
div(—pl)=—pdiv(1)-1(Vp) ecomo divi=0 , chegamos que:

div(T)=—V p+dive (4.19)

onde T é otensortensdo dado pela equacédo constitutiva, p € ocampo de pressdoe T
€ 0 campo de tensdes envolvidas no problema.
Com isso, podemos partir para o PPV:

fg,o(atu+(Vu)u+Vp—divr—pg).VdQ:O , VYV Ev (4.20)

Agora, analisando cada termo da equacao acima e aplicando o teorema da divergéncia,
chega-se a forma variacional de Navier-Stokes (PPV) :

J pu+(Vuyu).vdao—[ _pdiv(v)de+[_ 2Du)D(V))de-[_(0g).VdQ- 4.21)
f qdivud§2+ef pqd Q=0; YV V EvV
Q Q
onde nesta equacao, foi acrescentado o termo da equacdo da continuidade, J'Q gdivudQ
pois precisamos de mais uma equacdo além da equacdo de movimento para conseguirmos
resolver o problema com duas equacdes e duas incognitas, (p,V) e também outro termo foi
acrescentado eJ'Q pqd Q em funcdo do erro (e) , pois esse erro foi colocado no programa
com o valor de 10°° apenas para ndo zerar o divu . Uma observacdio a ser feita é que,
qguando o escoamento € em regime permanente e sem inércia, o primeiro termo da equagéo
(4.21) se anula. E no caso de um fluido Newtoniano Generalizado, a viscosidade nao vai ser
mais constante, ela sera em funcao da taxa de deformacdo (D(u)2n(y)) . Essa dependéncia
da taxa de deformacéo é abordada nesse trabalho.



5. COMPORTAMENTO MATERIAL

Essas equacdes de conservacao até aqui mostradas séo insuficientes para caracterizar

totalmente o comportamento dos fluidos, por ndo serem capazes de distinguir os diferentes
tipos de comportamentos dos materiais. Entdo, € necessario introduzir hipéteses adicionais, as
chamadas equacdes constitutivas, que caracterizam o comportamento de um dado fluido.
Estes comportamentos sao descritos pela variacdo do tensor tensdo T com 0 movimento e a
deformacao as quais o corpo esta submetido. Porém, para definir um comportamento material
sao0 necessarios quatro principios para o comportamento ser valido (Slatery, 1999):
Principio do Determinismo: o que acontecera ao corpo no futuro néo ira influenciar seu campo
de tensdo no presente; principio da Acdo Local: a determinacdo da tensdo em um ponto
material em relagdo ao movimento do material exterior a uma vizinhanca pequena pode ser
ignorada, isto €, o movimento em uma parte de um corpo ndo necessariamente afetara o
estado de tensdo em uma outra parte do corpo; principio da Indiferenca do Referencial
Material: as equacdes constitutivas devem necessariamente ser invariantes ao referencial.

5.1. Comportamento de um fluido puramente viscoso

O comportamento de um fluido n&o-Newtoniano se caracteriza principalmente pela
relacdo da tenséo sobre a taxa de deformacado por cisalhamento ndo ser constante, ou seja, a
sua viscosidade ndo ser constante, equanto que, no fluido Newtoniano, essa relacdo é
constante. Esse comprotamento pode ser explicado da seguinte forma: como o fluido
Newtoniano possui viscosidade constante (n=1) , logo o que diferencia 0 Newtoniano do
dilatante e do pseudoplastico e o valor do indice de power-law, n , por sua vez, a diferenca
entre o shear thinning e o shear thickening é que o primeiro tem n<l e assim, a sua
viscosidade diminui com o aumento da taxa de deformacao e ja o segundotem n>1 e, com
iSsSo, a sua viscosidade aumenta.

Também podemos analisar 0 comportamento viscoplastico, no qual esse tipo de fluido
precisa de uma tenséo incial de escoamento T, para acontecer a deformagdo do fluido, ou
seja, para que o fluido escoe. O que diferencia 0 comportamento viscoplastico também é o
indice de power-law, isto €, quando n=1 o fluido é dito viscoplastico de Bingham e quando

n<l o fluido é dito viscoplastico de Herchel-Bulcley. Por outro lado, um material se
deformara elasticamente, como um corpo rigido, quando a tenséo aplicada for inferior a tenséo
inicial de escoamento, o que implica que a curva de escoamento nunca passa pela origem.
Com base nessas explicacbes, veremos a seguir o comportamento detalhado desses fluidos.

Um dos modelos mais usados para ajustar dados experimentais de materiais
viscoplasticos € o modelo de Herschel-Bulkley (HB). Este modelo usa trés parametros
reolégicos, 1, K, n e a sua equacéo constitutiva € dada por t=t,+Ky" e, como visto
anteriormente, quando n=1 este modelo se reduz ao modelo de Bingham, no qual sua
equagdo constitutiva € expressa por t=t,+u,y ,onde u, € a viscosidade plastica. Essas
duas equagbes prescrevem uma viscosidade infinita no limite quando a taxa de deformagéo
tende a zero.

Esses modelos vistos acima, sdo de dificil implementacdo no ponto de vista
computacional, pois a equacdo da tensdo ndo € continua em y . Para superar essa
dificuldade e para aumentar a abrangéncia dos modelos de viscoplasticidade, Papanastasiou et
al. (1987) propds uma modificagdo na equacéo do modelo de Herschel-Bulkley através de uma
funcdo exponencial que leva em seu argumento um parametro regularizador m que controla
0 crescimento exponencial da tensdo quando  y=0 . Aplicando ao modelo HB

r:ro(l—e’my)+Ky” ,onde m tem dimensao de tempo. A vantagem dessa regularizacéo é
gerar fungbes de tensdo de cisalhamento e viscosidades continuas, vélidas tanto para regiées
de escoamento t>t, , como para regides onde o material aparentemente ndo se deformou.
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Devido as dificuldades encontradas nos modelos classicos acima, de Souza Mendes e

Dutra et al. (2004) propuseram uma nova fun¢éo de viscosidade viscoplastica, a qual apresenta
um platé de viscosidade alta, porém finita para baixas tensbes de cisalhamento seguida de

uma quebra da viscosidade quando t=t, , afuncdo SMD é expressa por,

n=(L-ep(- )3+ ) 5.1)

onde m, é o baixo platd de viscosidade, t, € a tensdo inicial de escoamento, K é o indice
de consisténcia e n é o indice de power-law.

5.2. Comportamento viscoelastico

Para expressar esse comportamento, vamos introduzir dois modelos: o modelo de
Maxwell Convectado Superior(UCM) e o modelo Oldroyd-B. O modelo UCM é o modelo mais
simples para modelar o comportamento viscoelastico, visto que ele apresenta facilidade na
implementacao de algoritmos numéricos. A sua equacéo € dada por:

t+0,T=21nD(u) (5.2)

onde o seu modelo é descrito como uma mola em série com um amortecedor (Fig.(A.9.1)) e a
. v 7z
derivada T € expressa por,

1=(Vr)u—(Vu)yt—1(Vu)' (5.3)

O modelo UCM, combinado em paralelo com o modelo Newtoniano, resulta no chamando
modelo Oldroyd-B, em que a equacao constitutiva € expressa por:

T+0, ¥=2n(D(u)+0, D(u)) (5.4)

onde o seu modelo é descrito como um amortecedor em paralelo com uma mola e um
v
amortecedor em série (Fig.(A.9.2)) e aderivada D é dada por,

D=(V D)u—(Vu)-D-D-(Vu)’ (5.5)
onde D é otensortaxa de deformacao.

6. MODELAGEM MECANICA

O modelo mecéanico deste trabalho pode ser escrito como o acoplamento do principio
da conservacdo de massa (Eq.(4.14)) e do balanco de momentum (Eq.(4.17)) com uma
modificagcdo na derivada convectada na equacdo constitutiva viscoelastica Oldroyd-B. O
principal objetivo do modelo elasto-viscoplastico empregado é substituir o valor da viscosidade,
do tempo de relaxacao e retardacdo, no modelo Oldroyd-B, para expressdes que sdo funcbes
da taxa de deformagé&o, conforme Nassar et al. (2011).

A equacéo constitutiva do modelo elasto-viscoplastico para o tensor tenséo é dada por:

T+0,(y)¥=21(¥)(D(u)+6,(3) D(u)) (6.1)

v

onde T € o tensor extra de tensdo, D é o tensor taxa de deformacdo, t e D
representam as derivadas convectadas superior, respectivamente dadas pelas Egs.(5.3) e
(5.5)) e esta equacéao constitutiva representa 0 comportamento elasto-viscoplastico adotado.



10
A magnitude do tensor taxa de deformacdo segue a seguinte expressdo

y=\2tr|(D(u)f| e u representa o campo de velocidade.

A funcdo viscosidade viscoplastica € uma versdo modificada do modelo proposto por De
Souza Mendes e Dutra (2004) e pela Eq.(5.1),

N)=(L-ep(-w )3+ Y. 6.2)

onde m, € o alto platd de viscosidade.
O tempo de relaxacéo e retardagdo do fluido, sdo dados respectivamente seguindo as
seguintes expressdes:

el(Y)=(@m—@w)EXD(—(HOY/TO))W% e ez(Y):(eoz_eoo)EXp(_(noY/To))*’er (6.3)

onde 6, e 6, sdo otempo de relaxacdo abaixo do escoamento e acima do escoamento,
respectivamente; e, analogamente, 0, e 6, sdo o tempo de retardacdo abaixo do

escoamento e acima do escoamento respectivamente. Neste trabalho a elasticidade é
considerada somente abaixo da tensao limite de escoamento, entdo 0, =0, =0 . De acordo

com as Eqgs. (6.2) e (6.3), no limite y=0 (regides aparentemente ndo escoadas),

ny)=>n, , 0,(y)20, e 6,(y)=0, ,istoé, o modelo tende ao modelo classico Oldroyd-
B. Por outro lado, quando y>y, (regides escoadas), 0,(y)=0, , 0,(y)=0. e, assim,
obtemos uma equacéao do tipo Oldroyd-B com uma funcao viscosidade variavel (viscoplastico).
Tambem foi utilizado 6, =6,,=0 , isto €, 0 modelo Newtoniano Generalizado é recuperado e
o fluido se comporta como um fluido viscoplastico inelastico.

7. APROXIMACAO NUMERICA

Para aproximacdo do modelo mecéanico descrito acima, foi empregado multi-campos
com a formulagao de Galerkin Minimos Quadrados em termos da velocidade, presséo e tenséo
extra. Esta formulacdo pode ser vista como uma extensdo direta do modelo introduzido por
Behr et al. (1993) para fluidos com viscosidade constante e para escoamento de materiais
elasto-viscoplastico. Proposto por Hughes et al. (1986) para o escoamento de Stokes e
posteriormente estendido por Franca e Frey et al. (1992) para o escoamento de Navier-Stokes.
O método de Galerkin classico ndo garante aproximacfes estaveis, pode gerar solucdes sem
significado fisico e patologias numéricas para escoamento incompressiveis mistos. As
dificuldades associadas ao método de Galerkin sdo devido a compatibilidade da velocidade e
da pressdo dos subespacos do elemento. A velocidade e a pressdo dos subespacos ndo
podem ser gerados por qualquer combinacéo arbitraria de interpolacdes de elementos finitos e,
no caso deste trabalho, que emprega uma formulacdo multi-campos, outra condicdo de
compatibilidade deve ser imposta da tensdo e da velocidade dos subespacos. A alternativa
para corrigir essas deficiéncias impostas pelo modelo de Galerkin para fluidos incompressiveis
€ mudar a formulacédo classica de Galerkin, ou seja, adicionar termos malha-dependentes, que
sao funcbes dos residuos da equacdes governantes do escoamento e usar elemento
Lagrangeano simples. Explorando esse recurso, uma ordem de igualdade bi-linear (Q1) para a
interpolacé@o de elementos finitos € utilizada.

Para gerar a malha foi utilizado o programa GID; ja as equac¢6es que regem o problema
proposto neste trabalho foram resolvidas utilizando o Fortran e um cdédigo proposto pelo
professor Frey chamado nnfem que também utiliza o Fortran e, para gerar as figuras, foi
utilizado o progrma Gmsh.
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7.1. Método de Elementos Finitos

Consiste em uma aproximagado numérica de equacdes diferenciais, as quais podem ser
representadas como uma combinacdo linear de graus de liberdade e de funcdes de
aproximacao selecionas ao longo de todo o dominio do problema (2) e para a sua
formulacéo, parte-se da Eq.(4.18).

A formulacao forte é obtida da particularizacdo da equacado da conservacao de massa,
balanco do momentum e da equacdo constitutiva. A formulagéo fraca ou variacional consiste
em uma aproximacdo do problema utilizando equacdes integro-diferenciais, para diminuir a
ordem da derivada, adimitindo funcBes pesos conhecidas; com isso, ira acontecer o
enfraguecimento da exigéncia para encontrar a solu¢do do problema. Esta formulacdo é com
base na Eq.(4.21).

7.2. Parametros Adimensionais

As superficies de escoamento sdo calculadas como o local geométrico dos pontos nos
quais a magnitude do tensor taxa de deformacédo é inferior ao mais baixo valor da taxa de
deformacéo, para a qual a viscosidade € igual ao platd inferior de viscosidade 1, , isto &,
quando y<y, , ver Santos et al. (2011), para mais detalhes.

Com o objetivo de analisar os efeitos viscosos e elasticos sobre o padrdo de
escoamento, os parametros adimensionais que representam o problema s&o obtidos com a
introducdo de alguns parametos adimensionais:

U =— p T - T, = p
L y:L Y1 TR To/ ¥

x=X =Y y=Y p=P p-z -7 (7.1)

onde, o sobrescrito (*) indica uma variavel adimensional e ylz(rolK)“” representa o valor da
taxa de deformacéo para a qual a viscosidade comeca a ter um comportamento power-law. A
partir dessas equacbes acima, 0s parametros adimensionais governantes do problema
estudado séo identificados como:

. 1/n-1
. . . Y. =y T
U =Y1C|— 1001=001 Y1 100=000 ¥, = 1Y0 OznO(K()llnl)71 (7.2)

A intensidade do escoamento U" surge da adimensionalizacdo da condicdo de
contorno de velocidade e fornece a intensidade de escoamento na tampa da cavidade. O
parametro J € uma medida relativa do colapso da microestrutura do material, ver de Souza
Mendes et al. (2007) para maiores detalhes.

8. RESULTADOS E DISCUSSAO

A geometria considerada esté ilustrada na figura (8.1). Ela representa uma cavidade
qguadratica de comprimento L, com a parede superior submetida a uma velocidade horizontal
u, ndo-nula dirigida na tampa da esquerda para a direita e condicbes de ndo-deslizamento e

c

impermeabilidade, u=0 imposta nas paredes restantes da cavidade.

y [T

i
- E——
l_

X

Figura 8.1 - Geometria e condigGes de contorno
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Uma verificacdo da qualidade de malha (Fig.8.2) , com base da magnitude da tenséo
extra ao longo do eixo x,=0.5 (centro da cavidade), foi analizada na figura (8.3). Apesar da
semelhanca de todos os perfis apresentados, a malha mais refinada com 10000 elementos Q1,
10201 pontos nodais e com o seu menor valor de comprimento de malha adimensional foi
selecionada de modo a garantir aproximacdes mais precisas préximas das quinas da cavidade.
O método para analisar o erro dessa escolha foi feito calculando o menor valor de comprimento
de malha para as malhas 10x10 , 20x20 , 50x50 , 70x70 e 100x100 e esse valor foi plotado no
eixo das abscissas e no eixo das ordenadas foi plotado o valor do erro, sendo o seguinte: valor
do mddulo da tensdo nos pontos x,=05 e em x, alguns pontos semelhantes nas 5
malhas e com isso foi feito 0 seguinte calculo: tensdo extra maior menos tensao extra menor
dividido pela tensdo extra maior nos pontos semelhantes das malhas. O grafico (Fig.8.3) foi
plotado com escala logaritimica para a melhor visualizacao.

085 T

0.6 b, 010 —— x=0.2 —
L ] 3 —— X;=0.6
—— X,=0.8
—F— x,=0.9

|

0.01L -
—&— 50x50 L
—&— 70x70
—6— 100x100 ||
—— 20220
—o— 10%10

Ll il L
09 0.95 1 1.05 1.1 115 0.02 0.022 0.024 0.026 0.028

) A Ll
0.7 075 08 085

Figura 8.2 — Qualidade de malha Figura 8.3 — Ekrro Calculado

Com base na figura (8.2), podemaos perceber que as malhas 10x10 e 20x20 sdo muito pouco
refinadas e, com isso, a qualidade de malha ndo é muito boa; ja as malhas 50x50 , 70x70 e
100x100 possuem uma boa qualidade de malha. Para a resolugdo desse trabalho o tempo
computacional ndo foi problema, logo a malha escolhida foi 100x100 por possuir melhores
resultados. Em relago a figura (8.3), podemos ver que quando x, aumenta, o erro também
aumenta com relagdo ao h, e o maximo valor do erro foi de 10% em x,=0.2 e em
x,=0.8 obteve-se um erro muito baixo, menos de 1%.

Os resultados foram obtidos de acordo com o critério da taxa de deformacéo, visto que
a velocidade é adimensionalisada em funcéo deste parametro e também este critério separa 0s
efeitos elasticos dos inerciais. Os resultados visam a visualizacdo e compeensao dos efeitos
elasticos e viscosos na topologia das superficies de escoamento. Para isso, sera feita a
variacdo da intensidade de escoamento adimensional U” , o tempo de relaxacédo
adimensional 0, e o nimero de salto J . Todos os resultados s&o obtidos negligenciando
o tempo de retardagdo, 0,=0 . Assim, é importante mencionar que, para essa categoria de
fluidos analisados neste trabalho, a elasticidade somente desempenha um papel néo-
negligenciavel nas regibes aparentemente ndo-escoadas, isto &, regides aonde y<y,

8.1. Influéncia dos Efeitos Viscosos

A Figura 8.4 representa a influéncia do ndmero de salto J , na topologia das
superficies de escoamento, para U'=01 , n=05 e 0,,=250 . As zonas pretas
visualizadas nas figuras representam as zonas aparentemente ndo-escoadas (y<y,) ,
enquanto que as zonas brancas representam as zonas escoadas (y=y,) .



(a) (b) (© (d)

Figura8.4- U'=0.1 , n=05 e 6,=250 ,(a)J=500,(b)J=1000 (c) J=5000 e (d) J=10000

Duas regibes néo-escoadas podem ser vistas no interior da cavidade, uma regido quase
estagnada na parte de baixo da cavidade e outra perto da sua tampa. Essa ultima regido esta
associada com a recirculagdo provocada pelo 0 movimento da tampa e, no entanto, esta sujeita
a niveis de tensdo mais elevados. Com base na definicdo do nimero de salto J (Eq.(7.2)),
observa-se que valores mais elevados de J representam que o fluido terd um
comportamento viscoplastico mais acentuado, assim, as regides nao-escoadas crescem a
medida que J aumenta. Para o menor valor de J ,representado na figura 8.4 (a), o material
se comporta quase como um fluido pseudoplastico, com pequenas regiées aparentemente
ndo-escoadas nos cantos inferiores da cavidade. Com relacdo a simetria, fica notéria a
assimetria das superficies de escoamento. Este fato deve-se a presenca de elasticidade dentro
das regifes ndo-escoadas.

8.2. Influéncia dos Efeitos Elasticos

A Figura 8.5 representa o efeito da elasticidade sobre as superficies de escoamento
para U'=0.01 , n=05 e J=1000

- - o "
(@) (b) (c) (d)

Figura8.5- U'=0.01 , n=05 e J=1000 ,(a) 6,=250 ,(b) 6,=1000
(c) 0,=1500 e (d) 6,=2000

Observa-se um padrao assimétrico das regibes aparentemente ndo-escoadas, tanto na parte
superior quanto na parte inferior da cavidade. Essa tendéncia assimétrica é explicada pela
elasticidade e essas regibes se tornam mais assimétricas de acordo com aumento da
elasticidade. Outra influéncia observada é a diminui¢cdo da dimensédo das zonas aparentemente
ndo-escoadas de acordo com o aumento do nivel elastico.

8.3. Influéncia da Intensidade do Escoamento

A Figura 8.6 ilustra a influéncia da intensidade do escoamento sobre o padrdo do
escoamento na cavidade para 0,=250 , n=05 e J=1000

@) (b) (c) (d)

Figura8.6 - 0,=250 , n=05 e J=1000 , (a) U*=0.01, (b) U*=0.05, (c) U*=0.2 e (d) U*=1
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Como U* também é relacionado com o inverso do niimero de Herschel-Bulkley, U'=HB™ " |,
a diminuicdo das regides aparentemente ndo escoadas é esperada com o aumento de U~
Essa tendéncia é facilmente observada em toda cavidade. Com isso, duas observactes
podem ser feitas: a primeira € com relagdo a parte superior da cavidade, pois a regido
aparentemente ndo-escoada esta localizada no vortice principal da cavidade e, assim, ela esta
cercada por zonas sujeitas a crescentes niveis de tensdo quando U~ aumenta, logo essa
regido sofre uma forte reducéo. A outra observagédo é com respeito a parte inferior da cavidade,
onde também nota-se claramente que a regido aparentemente ndo-escoada sofre uma forte
reducdo, entretanto porcdes significativas ainda se fazem presentes nos cantos da cavidade.
Percebe-se, ainda, que, apds um valor critico de U™ , ocorre a divisdo dessas regides e elas
aumentam com a medida do crescimento de U~ . Essa separacdo € causada pelos niveis
elevados de tensdao que comecam a atingir o fundo da cavidade, visto que esses niveis mais
elevados de tensdo estdo associados com o vortice principal do escoamento. Como os efeitos
cinematicos se sobrepde aos efeitos elasticos para valores cresentesde U~ ,as formas
assimétricas tendem a desaparecer tanto na parte superior quanto no fundo da cavidade a
medida que a intensidade de escoamento aumenta.

9. CONCLUSOES

Neste Trabalho de Conclusdo de Curso foram analisados aspectos da Mecéanica do
Meios Continuos na mecanica e simulacdo numérica de escoamentos lentos de fluidos elasto-
viscoplasticos no interior de cavidades nas quais 0 escoamento € induzido por suas paredes
superiores. Inicialmente, de modo a modelar o movimento dos corpos mecénicos, foram
introduzidos os conceitos de continuo, velocidade, aceleracdo e derivadas temporais,
postulado o Teorema de Transporte de Reynolds e, fechando a sec¢do de Cinematica dos
Fluidos, foi estabelecido o Principio da Conservacao de Massa e sua consequente equacédo da
Continuidade, para materiais incompressiveis. Em nivel da Dinamica dos Fluidos, sao
introduzidos a hipdtese e Teorema de Cauchy, e assertando a localidade e linearidade do
tensor total de tenséo, e postulados o Principio da Conservacao da Quantidade de Movimento
Linear e o Principio das Poténcias Virtuais — o primeiro conduzindo a equacao de balanco das
forcas atuantes em um corpo mecéanico, a chamada equacdo de movimento, enquanto o
segundo introduz a verséo variacional desta equacdo, formulacdo esta de grande importancia
na aproximacao de elementos finitos dos problemas aqui abordados.

Visando a fechar a modelagem mecéanica dos escoamentos a serem estudados neste
trabalho, foram introduzidas as hipéteses constitutivas as quais descrevem a resposta
mecéanica de um dado constituinte a uma solicitacdo de tensdo. Afastando-se do
comportamento linear entre tensdo/taxa de deformacdo previsto pela Lei de Newton, séo
introduzidas equacdes que descrevem o comportamento de materiais viscoplasticos sujeitos a
shear-thinning da func@o viscosidade, materiais que apresentam efeitos de memoria
superpostos aos efeitos puramente viscosos — os chamados modelos viscoelasticos — e,
finalmente, equacdes que adicionam um comportamento elastico as apparently unyielded
regions (regibes aparentemente ndo escoadas) de materias viscoplasticos — as chamadas
equacdes elasto-viscoplasticos.

Nesta monografia, o modelo de elasto-viscoplasticidade empregado foi introduzido por
Nassar et al. (2011), cuja principal caracteristica € a analise da dependéncia dos tempos de
retardacdo e relaxacédo e também a viscosidade em funcdo da taxa de deformacédo. Para isso,
a equagdao constitutiva foi feita com base no modelo Oldroyd-B modificado. Essa capacidade do
modelo permite que a elasticidade s6 deva ser considerada dentro das regides nao-escoadas
no escoamento. O modelo mecanico foi aproximado pelo método Galerkin Minimos Quadrados
com a utilizac&o de trés campos, em termos da tenséo extra, pressao e velocidade.

As simulagbes numéricas realizadas avaliam a influéncia, na topologia das vyield
surfaces, tanto das grandezas reolégicas do material — a saber, o tempo de relaxacdo do
material e 0 numero de salto, ,da funcéo viscosidade — como da cinematica do escoamento — a
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saber, a intensidade do escoamento. A medida que o nivel de elasticidade do material
aumenta, verifica-se que aumenta a assimetria das yield surfaces no interior da cavidade,
aumento este devido ao crescimento da influéncia do termo (assimétrico) de upwind de tenséo
extra da derivada convectada superior do tensor, t. Observa-se também que o aumento da
elasticidade tende a diminuir as dimensdes das apparently unyielded regions, comportamento
este associado aos crescentes niveis de tensdo gerados pela natureza mais elastica do tensor
extra. Quanto a influéncia da cinematica do padrédo de escoamento, verifica-se uma acentuada
reducdo das apparently unyielded regions com o crescimento da intensidade de escoamento,
pois também o aumento de U* provoca niveis crescentes de tensdo em toda a cavidade, o que
faz com que mais regibes excedam o limite de escoamento do material e comegem a escoar
como um fluido power-law.

Como extensfes futuras deste Trabalho de Conclusédo, vislumbra-se, de imediato, o
estudo da influéncia dos efeitos da inércia sobre a topologia das yield surfaces no interior da
cavidade. Num segundo momento, pode ainda pensar na extensdo do atual estudo ao caso em
trés dimensbes, uma extensao sempre desejada de modo a avaliar a influéncia que os efeitos
de extremidade posam vir a ter sobre o padréo de escoamento bi-dimensional analisado.
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10. ANEXOS.

Anexo | — Teoremas da divergéncia

- div(aa)=Va.a+adiv(a) ,sendo o umescalare a um campo vetorial. (10.1)

- divT.u=div(T'u)-TVu ,sendo u um campo vetorial (por exemplo, velocidade) (10.2)
e T umtensor (por exemplo, o tensor de tensdes).

- J'QVOLZJ'F andl’ ,onde o éumescalare n é o vetor normal. (10.3)
- J'Q divadQ:fr a.ndl" ,onde a éumcampo vetoriale n ¢é o vetor normal. (10.4)
- J'Q Vud Q:fr undI' ,onde u € umcampo vetoriale n € o vetor normal. (10.5)
- fQSd Q=fr(8)ndr ,onde T éumtensore n € o vetor normal. (10.6)
- div(vxw)=vdivw+(Vv)w ,onde v e w s&o vetores. (20.7)

Anexo Il — Derivada material de um campo escalar

- (pz%w Vi ,onde ¢ éumescalare u é o vetor velocidade. (10.8)

Anexo Ill — Teorema da Localizacdo

Seja @ um campo escalar ou vetorial, continuo e definido em conjunto aberto Q
sedado x € Q e seporsuavez,

f edQ=0 ,paratodo Q < Q ,entdo ¢=0 (10.9)
Anexo IV — Teorema de Green
- J'FT(x,t).n(x,t)d I“=J'Q divT(x,t)dQ ,onde T é umtensor. (10.10)
Anexo V — Hip6tese de Cauchy

- t(x,t,—n)=-t(x,t,n) (10.11)



Anexo VI — Modelo Maxwell

Figura 10.1 — Descricdo do modelo de Maxwell

Anexo VIl — Modelo Oldroyd-B

Figura 10.2 — Descricdo do modelo Oldoryd-B
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11. APENDICE(S)

Apéndice | — Tensor gradiente de deformacao

Seja F otensor gradiente de deformacéo, temos que, Fzg—; e por consequéncia,

dx=detFd X ,onde detF € ojacobiano em um instante de tempo t.
Seja @ uma funcao definida no conjunto de todos os tensores inversiveis de A |, tal
que: @(A)=det(A) .Usando a propriedade dos Invariantes de um tensor, temos que:

det(A—a 1) =—a’+1,(A)a’—1,(A)a+1,(A) (11.1)

onde, a=f(A) e 1,1,,1, s&o osinvariantes, na qual os seus valores sdo
L(A)=tr A , 1(A)=(/2)[(tr AY—tr A*] , I,(A)=det A e fazendo a=-1 ,temos que,
det(I+A)=1+tr A elogo,se A éinversivele U € Line é arbitrario, entdo:
det (A+U)=det A+det Atr(U A)"" ¢ linear, pelo fato de a operacéo do trago ser linear, assim:

Dg(A)U=det Atr(U A)™* (11.2)
Sendo assim, de acordo com a eq. (11.2) e fazendo A=F , tem-se:
%:F):(detF)tr(l': F , onde F=(D/Dt)F . Levando em conta que

tr(FF~Y)=divu , chegamos a comprovacio que:
det F=det Fdivu (11.3)
Apéndice Il - PPV

Prova da Eq.(4.18): fazendo-se um produto interno da equagédo de movimento com um
campo de velocidade virtual u , fazendo integracao por partes e como o tensor de Cauchy é
simétrico, teremos:

0=/, (o(x,t)u(x,t)—f (x,)—divT (x,t). u(x,t))dQ=

=f, p(x,t)wd Q—[_f(x,t).u(x,)dQ+[_ T(x,1).Vu(x,1)dQ-

-, div(TT(x, u(x, )d Q= (11.2)
_d
==,
+J'QT(x,t).D(u (x,t))dQ—LT(x,t)u(x,t).n(x,t)dF

p(x,t)wd Q- [ f(x.0).u(x,tydQ+

Aplicando o teorema de Cauchy T (n)=Tn |, finalizamos a prova do teorema.



