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Resumo:

Apresentamos o teorema de limite hidrodinamico para o processo de exclusao simples
simétrico com taxa lenta no bordo. Neste processo, particulas descrevem passeios aleato-
rios independentes no espago {0,1,..., N}, respeitando a regra de exclusao (que afirma
que duas particulas ndo ocupam o mesmo lugar ao mesmo instante). Paralelamente, par-
ticulas podem nascer ou morrer nos sitios 0 e N com taxas proporcionais a N~!. Com o
devido reescalonamento, a densidade de particulas converge para a solugao fraca de uma
equacao diferencial parcial paraboélica. Além disso, no primeiro capitulo, apresentamos
secoes sobre o Teorema de Prohorov, o espaco das funcoes cadlag e a métrica de Skorohod
definida nesse espago.

Palavras Chave: Limite hidrodinamico, processo de exclusao, taxa lenta.

Abstract:

We present the hydrodynamic limit theorem for the simple symmetric exclusion process
with slow driven boundary. In this process, particles describe independent random walks
in the space {0,1,..., N}, using the exclusion rule (which says that two particles do not
occupy the same place at the same time). We also suppose that particles can be born
or die on the sites 0 and N with rates proportional to N~1. With the right rescaling
procedure, the density of particles converges to the weak solution of a parabolic partial
differential equation. In the first chapter, we present sections about Prohorov’s Theorem,
the cadlag function space and Skorohod’s metric defined in this space.

Key Words: Hydrodynamic limit, exclusion process, slow driven boundary.
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Introducao

O objetivo da mecanica estatistica consiste na descricao de fendmenos macroscopicos a
partir da descricao do comportamento microscopico do ambiente. Suponha que queremos
estudar a de evolugao de um gas. A principio, o comportamento macroscopico pode ser
explicado através da aplicacao das leis da mecanica classica para cada uma das particulas.
Entretanto, o nimero de particulas ¢ muito grande (tipicamente da ordem de 10%%) o
que torna inviavel este tipo de raciocinio. Logo, é necessaria uma maneira diferente de
relacionar os caracteres macroscopico e microscopico. Um modelo matematico que tem se
mostrado altamente eficiente é assumir que o estado microscopico se comporta de maneira
aleatoria. Esta nova forma de pensamento foi introduzida com a ajuda de Boltzman, no
século XIX, motivo pelo qual ele é conhecido como um dos pais da mecanica estatistica.

Uma das formas de fazer essa conexao entre os mundos microscopico e macroscopico é
através do limite hidrodinamico, que é um limite de escala (assim como a Lei dos Grandes
Nuameros e o Teorema Central do Limite). Neste cenério, a partir de uma lei probabilistica
que governa o comportamento microscopico do gas e uma densidade macroscopica do gas
em consideracao, associamos uma distribuicao de particulas microscopicas associadas a
essa "distribuicao"macroscopica. A esta distribuicao inicial, associamos uma cadeia de
Markov a tempo continuo, modelando a lei microscopica do gas. Com esta modelagem,
esperamos que o processo microscoOpico nos ajude a entender a evolucao temporal da
densidade do gas.

Desde que esta teoria comegou a se desenvolver, varios modelos microscopicos foram
propostos. Um em particular, chamado de processo de exclusao, proposto por Spitzer
em 1970 (ver [10]), é de grande importancia por ser matematicamente tratavel. Por
esse motivo, este processo foi extensivamente estudado nas ultimas décadas. Aqui vamos
estudar uma das variantes do processo de exclusao: o processo de exclusao no intervalo
com taxa lenta no bordo.

Uma caracteristica marcante das técnicas aqui utilizadas é que elas fornecem uma

ponte entre as teorias da Probabilidade e das Equacoes Diferenciais Parciais (EDP), pois



a evolucao temporal da densidade de particulas no estado macroscopio é descrita como
a solucao fraca de uma EDP de evolucao. Este fato é surpreendente: um processo de
natureza aleatoria di origem a um processo que é deterministico. Além disso, do ponto
de vista das EDPs, as técnicas aqui usadas sao interessantes, pois exibem uma maneira
diferente de demonstrar a existéncia de solucoes fracas de EDPs, via ferramentas de
Probabilidade.

O processo de exclusao simples simétrico com taxa lenta no bordo pode ser descrito
de maneira informal da seguinte forma: neste modelo, existe no maximo uma particula
por posicao disponivel (sitio) em {0,1,2,---, N}, que pode se mover para um de seus
vizinhos, se o local estiver vazio, com taxa 1 para cada lado. Além disso, uma particula na
borda pode sair do sistema com taxa (1 —«)/N ou entrar (caso o local esteja vazio) com
taxa a/N no sitio 0. De maneira analoga, o mesmo comportamento ocorre no sitio N,
com taxas de saida (1—)/N e de entrada $/N. Isto descreve a nossa regra microscopica.

Fazemos agora um reescalonamento, considerando o processo acima descrito no con-
junto {0,1/N,2/N,--- /1}. A ideia é que, se considerarmos o processo neste espago,
quando fazemos N — oo, o comportamento microscopico da densidade se aproxima do
comportamento no caso continuo (espaco macroscopico). Na verdade, aqui precisamos
fazer uma mudanca de escala: o tempo é acelerado por um fator de N2.

Com esta dissertacao, pretendemos escrever um texto detalhado sobre as técnicas
necessarias para a demonstracao de um teorema de limite hidrodinamico. Vamos aqui
fazer uma demonstracao parcial do limite hidrodinamico para o processo de exclusao no
intervalo com taxa lenta no bordo, um modelo ainda nao abordado na literatura. Para
isto, vamos comegar com um capitulo introdutério sobre teoria da Probabilidade, onde
serao apresentados resultados ja conhecidos, mas que serao importantes na demonstracao
do nosso resultado.

No primeiro capitulo, tratamos de alguns resultados preliminares de extrema impor-
tancia para o bom entendimento do texto. Comecamos com a noc¢ao de convergéncia
fraca de probabilidades e o Teorema de Prohorov. Na segunda secao introduzimos a
métrica de Skorohod, uma métrica no espaco das fungoes cadlag (continuas a direita e
com limite & esquerda) com contradominio em um espago métrico completo e separavel.
Esta métrica torna o espaco das funcgoes cadlag completo e separavel, o que nos permite
utilizar a teoria da convergéncia fraca de probabilidades neste ambiente.

Logo depois, passamos para a principal parte desta dissertacao. Definimos formal-
mente o que significa o limite hidrodinamico e o que ¢ o processo de exclusao com taxa

lenta no bordo. Também apresentamos as principais notacoes que serao utilizadas durante



o texto. Além disso, tratamos de questées que surgem naturalmente quando se introduz
uma cadeia de Markov. Um exemplo disso é a existéncia de medidas invariantes, e mais
que isso, reversiveis. Verificamos que, sob certas condicoes, a medida Bernoulli produto
(definida mais & frente) torna nosso processo reversivel, o que nos permite utilizar novas
ferramentas que facilitam as demonstracoes.

Os Capitulos 3 e 4 tratam de 2 partes da demonstragao do nosso principal teorema. A
demonstragao desse teorema tem 3 partes: a rigidez de uma sequéncia de probabilidades,
a caracterizacao dos seus pontos limites, e a demonstracao da unicidade da solugao fraca
de uma EDP. Aqui demonstraremos as duas partes iniciais. O primeiro capitulo afirma
que uma sequéncia de probabilidades associadas aos processos microscopicos é rigida.
Estas probabilidades trazem consigo toda a informagao microscopica do sistema. O co-
nhecimento da rigidez destas probabilidades nos permite considerar os possiveis pontos
limites. Isto é feito no Capitulo 4, onde os limites sao caracterizados como probabilidades
concentradas em trajetérias de medidas que sao absolutamente continuas em relacao a
medida de Lebesgue e tém densidades regulares, num sentido que serd explicado mais
tarde.

O Apéndice possui uma colecao de resultados de facil demonstragdo ou resultados
nao demonstrados (quando a complexidade da demonstracao nio é adequada ao texto).
Quando este for o caso, indicamos uma referéncia onde o leitor pode encontrar uma
demonstragao do resultado.

Todos os resultados inéditos deste trabalho foram obtidas em conjunto com Otéavio
de Macedo Menezes. Sugerimos que a sua leitura se dé em paralelo com a leitura da

dissertacao de mestrado Otavio de Macedo Menezes.



Capitulo 1

Preliminares

Aqui vamos apresentar os resultados preliminares que serdao usados no restante do
texto. Comecamos com a exposicao do Teorema de Prohorov, que trata de convergéncia
fraca de probabilidades. Na secao seguinte, apresentamos a métrica de Skorohod, uma
métrica definida em Dg[0, 1], o espaco das fungoes cadlag com dominio [0, 1] e contrado-

minio R. O leitor mais experiente pode se sentir & vontade para avancar este capitulo.

1.1 O Teorema de Prohorov

Aqui demonstramos o Teorema de Prohorov, que trata das condi¢Oes necessarias e
suficientes para que uma sequéncia de probabilidades tenha uma subsequéncia fracamente

convergente. Observe que isso nao é sempre verdade, como nos mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 1.1. Sejam P, = dy,) probabilidades definidas na reta, onde 4, denota a
medida delta de Dirac concentrada em n. Sabemos que deltas de Dirac convergem fra-
camente para alguma probabilidade se, e somente se, a sequéncia de pontos converge.
Neste caso, a sequéncia de pontos nao tem nenhuma subsequéncia convergente, donde a

sequéncia de probabilidades {IP,,} nao tem subsequéncia fracamente convergente.

Embora simples, este exemplo diz que precisamos de uma condicao especial sobre
as probabilidades ou sobre o espaco onde elas estao definidas para que o conjunto de
probabilidades seja sequencialmente compacto, isto é, para que toda sequéncia possua
uma subsequéncia fracamente convergente. Esta condi¢ao adicional é chamada de rigidez

e é definida no que segue.



Definicao 1.2. Um conjunto de probabilidades IT definidas em um espaco métrico (€2, S)
¢ chamado rigido se, dado € > 0, existe um compacto K C € tal que P(K) > 1 — ¢,
VP e Il. Aqui, S denota a o-algebra de Borel de ).

Observe que a ideia de rigidez é invariante por fungoes continuas entre espacos métri-

COS.

Proposicao 1.3. Seja Il uma familia rigida de probabilidades em (S,S) e h : S — 5
continua. Entao a familia T = {Ph=! : P € I1} de probabilidades em (S’,S') ¢ rigida.

Demonstracao. Dado ¢ > 0, tomamos K compacto tal que P(K) > 1 — ¢ para toda
probabilidade em TI. Como h é continua, K’ = h(K) é compacto e entao Ph~'(K’) >
P(K) > 1 —¢, donde II' & rigida. O

Teorema 1.4. (Teorema de Prohorov) Seja 11 um conjunto de probabilidades de
(S,8). Sell e rigido, entao toda sequéncia de probabilidades de 11 tem uma subsequéncia

fracamente convergente. Além disso, se S for completo e separdvel, vale a reciproca.

A demonstragao do teorema é dividida em vérias partes. Comegamos demonstrando
que a afirmacao é valida em R", depois para R>. Apoés estes dois casos, demonstramos
para espagos o-compactos e finalmente para o caso geral. Precisamos de umas proposigoes
adicionais para tornar o caminho mais facil.

Em R", escrevemos = < y se x; < y;, para todo ¢ = 1,2,...,n, onde x; denota a
i-ésima coordenada de x na base canonica. Denotamos [x <y|={z e R" : x; < y;,Vi =
1,...,n} e chamamos de retangulo um conjunto da forma (a,b] = {z € R" : q; < x; <
b;,¥Vi = 1,...,n}. Definimos a fun¢do de distribuicdo F' : R™ — R associada a uma
probabilidade P definida em (R",R") como F(y) = Plz < y|]. Sabemos que as fungdes

de distribuicoes satisfazem as trés propriedades listadas a seguir.

(1) F é continua por cima em todo ponto z, isto é, Ve > 0,36 > 0/
r<y<z+dou=|F(zx)—-Fly)| <e. Aqui,u=(1,...,1) € R"

(77) 0 < F(x) < 1 para todo z € R™. Além disso, F' é crescente em cada variavel e,

para cada retangulo n-dimensional (a, b, vale
Z(—l)an?:l "F(ay +mdy, ..., an + pdy) >0,

onde d = b— a e a soma é feita sobre todas as 2" sequéncias (71, ...,7n,) de zeros e

uns.



(14i) F(x) — 0 quando qualquer uma das coordenadas de x vai para —oo e F/(z) — 1

quando todas as coordenadas de x vao para +oo.

Proposicao 1.5. (Teorema de Helly) Se {F;} é uma sequéncia de funcoes de dis-
tribuigio em R", entao eviste uma subsequéncia {Fy,} e uma fung¢io F satisfazendo as
condicoes (i) e (7i) acima tal que Fy, () Ly F(x) em todos os pontos de continuidade de

F.

Demonstracao. Seja {ri,rs,...} uma enumeragao de Q® C R™. Para cada k, considere
xp = (Fp(r1), Fe(r2), Fp(rs),...) € R™®. Como 0 < Fi(z) < 1, {zx} pertence ao compacto
[1[0,1], donde {xy} possui uma subsequéncia {x } convergente. Isto nos diz que cada
coordenada de {z)/} converge para algum valor. Para cada ponto r; em Q", defina uma
funcao G pondo

G(r;) = lUm Fy(r;).

k'—o0
Claramente G satisfaz as condicoes (i) e (i) para pontos em Q". Definimos F': R" —
R da forma
F(z) =if{G(r):z <r,reQ"}.

Observe que, se x € Q", entao F(x) = G(x). Afirmamos que a fungao F assim definida
¢ continua por cima, pois se ; | x, tomamos 7, € Q" com xy < Ty, |wp — 73] < 35 €
|F(z1,) — F(re)| < ¢, donde limr, = z e lim F(2;) = lim F(r). Sabemos que existe uma
sequéncia de pontos {r}} com F(r;) — F(z). Podemos escolher esta sequéncia de forma
que 1, < 75 e entdo F(x) < lim F(ry) < lim F(r}) = F(z). Além disso, F' claramente
satisfaz o item (7). Se F' é continua em z, entdao dado € > 0, podemos tomar pontos com

coordenadas racionais r e v’ tais que r < x <1’ e
F(x)—e < G(r) < G(r') < F(x) +e.
Para cada £/, temos
Fiu(r) < Fo(x) < Fu(r').
E entao
F(z) —e < liminf F(x) < limsup Fi (x) < F(z) + €.

Como ¢ ¢é qualquer, temos o resultado. O

Em R*, consideramos a projecao m, : R® — R" como a fun¢ao que faz correspon-
der a uma sequéncia de ntimeros reais x = (x1,2,...) suas n primeiras coordenadas

m(z) = (21,79,...,1,). Para n > 1, consideramos a funcao v, : R® — R""! dada



por ¥, (z1, T2, ..., T,) = (T1,%2,...,2,_1). Como estas func¢oes sdo continuas, elas sao
mensuraveis nas respectivas o-algebras de Borel.

Além disso, um conjunto A na o-algebra de Borel de R* (que denotaremos por R>)
serd chamado de cilindro se ele puder ser escrito como A = 7, 1(B), para algum n e
B € R", a o-algebra de Borel de R™. Observe que os cilindros formam uma &lgebra de
conjuntos que geram a o-algebra de Borel de R>.

Dada uma probabilidade P em (R, R*>), podemos considerar a probabilidade P, em
(R™",’R™) induzida pela fungao m,, isto ¢, para A € R" definimos P,(A) = P(7,, ' (A)).
Como 7,_1 = ¥, m,, temos que

P, =Pt (1.1)

Consideramos o problema contrario agora. Dadas probabilidades P, em (R",R"),
queremos saber se existe P em (R, R>) tal que P, = Pr,, . Sabemos que uma condigao
necessaria ¢ (1.1). O Teorema de Existéncia de Kolmogorov diz que esta condi¢ao nao ¢é

somente necessaria mas também suficiente.

Proposicao 1.6. (Teorema de Existéncia de Kolmogorov) Sejam P, probabilidades
em (R",R"™) satisfazendo (1.1). Entao ezxiste uma unica probabilidade P em (R, R>)
tal que P, = P 1.

Demonstracao. A ideia geral da demonstragao consiste em usar o Teorema de Carathéo-
dory para estender uma medida definida na algebra dos cilindros. Para tal, basta definir-

mos uma medida adequada nesta algebra. Paran > m > 1, defina v, ,,, : R" — R"™ pondo

Y(T1,...,T,) = (21,...,2y). Observe que ¥y, 1 = Yy, qUe Yy m = Vi1 Umi2 - Un, €

-1
n,m?

que Ty, = Y ,mT,. Disto e de (1.1) segue que P, = P, para n >m > 1.

Seja F a algebra dos cilindros que gera a o-dlgebra de Borel de R*. Definimos uma
fungdo P : F — R, colocando P(A) =P, (H), se A =r,'(H).

Observe que, embora cada conjunto A de F seja da forma A = 7, !(H), para algum n e
H € R™, esta representagao nao ¢ tnica. Suponha que A =7, (H) = m }(H'), com m <
n. Entdo x = (x1,z9,...,x,) estd em H, se, e somente se, T = (1, %s,...,2,,0,0,0,...)
estd em A, o que ocorre se, e somente se V., () = (1, Z2,..., %) estd em H'. Isto nos
mostra que 1, (H') = H e isto implica que P,,,(H') = P,(H). E entao a funcao P esta
bem definida.

Claramente P(A) > 0, para A € F, P()) = 0 e P(R*) = 1. Suponha que A = 7, ' (H)

B = 7,'(J) sao cilindros disjuntos e que m < n. Tomando J' = %} .(J), temos

m

e
B=mY(J)e HNJ =0, pois AN B = (), donde
P(AUB)=P,(HUJ) =P,(H)+P,(J') =P(A) + P(B).

8



Segue por inducao que P é uma medida finitamente aditiva na algebra dos cilindros

F. Vamos verificar que P ¢é aditiva, verificando que se {A;} € F é uma familia com
AL DAy D --- (12)

e (i>1 Ax = 0, entdo lim P(A;) = 0.

Como cada conjunto destes é um cilindro, temos para cada n que
A, =m Y(H,), H,ecR".

'(H), podemos

escrever A = - 1(H), com n < m. Com isso, podemos assumir que os 7, formam uma

Vimos que, dada uma representacao de um cilindro como A =

sequéncia estritamente crescente, isto é:
1 <ig<izg<---

Suponha, por absurdo, que P(A4,) > ¢, para todo n. Disto segue que P;, (H,,) > ¢, para

£

todo n € N. Para cada n, tomamos um compacto K,, C H, tal que P; (H, — K,,) < 557
e definimos B,, = W;ll(Kn), um cilindro contido em A,, que satisfaz P(A, — B,) < 557
Tomamos C,, = (<, Bi- Entdo por (1.2), temos P(A, — C,,) < 3711 P(4; — B;) < 5.

Isso, juntamente com a hipotese de que P(A,) > ¢, implica que P(C,,) > £,

e que C, é
nao vazio.
Acabamos de construir uma sequéncia de conjuntos nao vazios tais que C,, C 7T;11<Kn),

com K, compacto e tal que

013023033"'
Além disso, como C,, C A, para concluirmos que () -, 4, é nado vazio, basta verificar
que (),>; Cn € nao vazio. Seja, entdo, x, = (acg), ng), ...) um elemento qualquer de C,,.

Observe que, se m > n, entao x,, € C,. Disto segue que m; (x,,) € K,, que é compacto.
Assim, sup,,~, xfﬁ) < 00, e entao sup,, :1:5,?) < oo. Logo, para cada n, a sequéncia {zI'};
é limitada. Usando o método da diagonal, obtemos uma subsequéncia {z, } de {z,} em
que toda coordenada converge. Mas entao {z,s} converge para algum x € R*. Como
cada C,, é fechado, temos = € C,, para todo n, donde = € ngl C, C ﬂn21 A,,. Mas isto
¢ um absurdo, pois (1,5, 4, = 0.

Com isso, concluimos que P é uma medida na &lgebra dos cilindros F. Aplicando o
Teorema de Carathéodory, podemos estender P para a o-algebra gerada por F. Esta o-

algebra é exatamente a o-algebra de Borel, o que demonstra o teorema. O

Estamos quase em condicoes de demonstrar a primeira parte do teorema. Precisamos

de mais alguns resultados que enunciamos a seguir.



Proposicao 1.7. Se S é um espago métrico separdvel, entao ele é homeomorfo a um

subconjunto de R*.

Demonstracao. Em S, seja {ry,79,73,...} um conjunto enumeravel denso. Definimos

h:S — R* pondo para cada x € S
h(z) = (d(x,r1),d(z,72),d(2,73), .. .),

onde d é a métrica em S. Queremos mostrar que h é um homeomorfismo sobre a sua
imagem.

Se z, — x em S, entdo d(w,, 7)) — d(x,7;) para todo k fixo. Como cada coordenada
converge, temos h(z,) — h(z). Suponha que x,, - x em S, entao existe uma subsequén-
cia z,y tal que d(z,s,x) > € para algum € > 0. Tomamos 7 tal que d(z, ;) < %5. Entao
d(zy,11;) > 3¢ para todo n'. Assim d(z,,ry) - d(x,73) e h(z,) - h(z). Acabamos de
demonstrar que h(x,) — h(x) se, e somente se, x, — x.

Daqui, concluimos que h é continua, injetiva e um homeomorfismo sobre sua imagem:.

]

Seja S um espago métrico e S’ C S um boreliano. Sabemos que S’ tem uma estrutura
métrica induzida por S. Além disso, a o-algebra de Borel de S” é exatamente o conjunto
dos borelianos de S contidos em S’. Se P é uma probabilidade em (S,S) com P(5") = 1,
podemos considerar a restrigdo de P a S’ definindo P"(A) = P(A) para A € §’. Por outro
lado, dada uma probabilidade P em (5, S’), podemos considerar a extensao de P¢ para
(S,8) pondo P¢(A) = P(ANS’), para A boreliano de S. Se, na Proposi¢ao 1.3 tomamos
h:S" — S a inclusao, dada P uma probabilidade em (S’,8’), temos Ph~! = P¢ e entdao,

neste caso particular

Proposicao 1.8. Se Il ¢ uma familia rigida de probabilidades em (S',S’), entdo 11° =
{P¢: P € 11} é uma familia rigida de probabilidades em (S,S). Além disso, se P,, — P em

(5',8"), entao P& — P em (S,S), onde — denota a convergéncia fraca de probabilidades.
Proposigao 1.9. SeP,, = P em (5,S) eP,(S") =P(S') =1, entao P, — P em (5',S’).

Acima e no que segue, denotamos por — a convergéncia fraca de probabilidades. A
demonstragao dessas duas proposicoes segue de maneira facil do Teorema de Portmanteau
e serd omitida aqui.

Com estes fatos em maos, estamos em condicoes de demonstrar o Teorema de Proho-

rov.
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Demonstracao do Teorema de Prohorov. Comecamos supondo que II ¢ um conjunto ri-
gido de probabilidades. Como ja foi dito anteriormente, vamos dividir a demonstragao

em varias partes.

Caso R". Se {P,} é uma sequéncia de probabilidades em II, o Teorema de Helly implica
que {F,}, a sequéncia de distribuigbes correspondentes, contém uma subsequéncia
{F,/} tal que

Fu(x) = F(x),

para todo ponto de continuidade de F', onde F' é uma fun¢ao continua por cima.
Sabemos que existe uma medida g em (R",R") tal que u(a,b] é a diferenca de F
nos vértices do retangulo n-dimensional (a,b]. Se provarmos que p(R™) = 1, entao
concluimos que P, — pu. Para isso, tomamos ¢ > 0 e, por rigidez, um compacto
K tal que P, (K) > 1 — ¢, para todo n’. Escolha a e b tais que K C (a,b] e tal
que todos os vértices de (a,b] sdo pontos de continuidade de F. Como P, (a,b]
(respectivamente, u(a,b]) é a diferenca dos valores de F,, (respectivamente, F)
nos vértices do retangulo, temos p(R™) > p(a,b] = limP,(a,b] > 1 — ¢ e entao
w(R™) > 1. Se por acaso pu(R"™) > 1, tomamos um compacto K com pu(K) > 1 e
um retangulo (a, b] tal que todos os vértices sdo pontos de continuidade de F' e que
K C (a,b]. Dai u(K) < p(a,b] = imP,(a,b] < 1. Mas pu(K) > 1, o que é um
absurdo. Concluimos p(R™) = 1.

Caso R*°. Tomamos 7, : R® — R" as projecoes em R". Sabemos, pela Proposicao
1.3 que se II é uma familia rigida de probabilidades em (R*,R*) entao II,, =
{Pr,! : P € II} ¢ uma familia rigida de probabilidades em (R",R"). Tomamos
uma sequéncia de probabilidades {P,,} em II, pelo caso tratado anteriormente e
pelo método da diagonal, conseguimos uma subsequéncia {P,} tal que Pnrﬂgl — P
para cada k € N. Como a cole¢ao { P} claramente satisfaz as condi¢oes do Teorema
de Existéncia de Kolmogorov, existe P uma probabilidade em (R*,R*) tal que
Pr,;t = P,. Afirmamos que P, — P. E sabido que, em (R®, R>), a convergéncia
das marginais implica a convergéncia da sequéncia e como Pn/ﬁgl — P7rkf1, temos

o resultado neste caso.

Caso o-compacto. Sabemos que um espago S o-compacto é separavel e entdao existe
um homeomorfismo de S em um subconjunto de R*. Como S é o-compacto,
sua imagem pelo homeomorfismo é um boreliano. Sabemos que convergéncia fraca
é preservada por homeomorfismos e compacidade também o é. Assim, podemos

assumir que S é um boreliano de R*. Se II é uma familia rigida, entao II¢ é
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rigido em (R*>°,R*°), pela Proposicao 1.8. Pelo caso anteriormente tratado, dada
uma sequéncia {IP§ } em II°, temos uma subsequéncia {P¢, } fracamente convergente.

Pela Proposicao 1.9, {P,/} converge fracamente.

Caso geral. Seja I uma familia rigida em (5,S), onde S é um espago qualquer, para
cada n, tomamos um compacto K, tal que P(K,) > 1 — %, para toda probabilidade
P em II. Fazendo S’ = |J K,,, todas as probabilidades em II tem seu suporte em S’.
Dada uma sequéncia {P,} em I, como P,,(S’) = 1 para todo n, podemos considerar
{P'}, uma sequéncia rigida de probabilidades em S, que é o-compacto. Pelo caso
anterior, podemos tomar uma subsequéncia {IP/,} que converge fracamente. Como

(P")¢ = P, usando a Proposicao 1.8, {P,,} converge fracamente.

Isto termina a demonstracao da primeira parte do teorema. Vamos demonstrar a
segunda parte agora, que afirma que num espaco completo e separével, se Il é sequenci-
almente compacto, entao ele é rigido.

Para tal, afirmamos que, dados € e ¢ positivos, existe uma colecao finita de esferas
de raio 6, By, Ba,...,B,, tal que P(|
que isto nao é verdade, entdo existem ¢ e ¢ tal que toda colecao finita de esferas de
raio 0, By, Bo, ..., B, satisfaz P(Uign B;) < 1 — ¢ para algum P em II. Como S é
separavel, ele pode ser escrito como a uniao enumeravel de uma colecao de esferas abertas
de raio 9, By, Bs,.... Coloque A, = Uign B; e tome P, € 1II tal que P,(A,) <1 —e.
Se alguma subsequéncia de {P, } converge fracamente para algum P, entdao P(A4,,) <
liminf,, P,/(A,) <liminf,, P, (A,) < 1—¢, pois A, é aberto. Como A,, T 5, nenhuma

subsequéncia de {P,} pode convergir fracamente e entao II ndo pode ser rigido, o que

B;) > 1 — ¢ para todo P em II. Suponha

i<n

contraria a nossa hipotese.
Com a afirmacao acima em maos, podemos demonstrar que o conjunto Il é rigido,

sabendo que ele é sequencialmente compacto. Dado ¢ > 0, tomamos, para cada k

inteiro positivo, uma quantidade finita de esferas de raio %, Bf,Bg,...,ijk tal que
P(Uicn, Bf) = 1 — gre. Se K & o fecho de (21 U<, BY, entdo ele é totalmente li-
mitado e completo, donde compacto. Para P € II vale P(K) > 1 —e. O

1.2 A métrica de Skorohod

Considere o espago Dg[0, 1] das fungdes cadlag definidas em [0, 1] com contradominio

R. Precisamos considerar probabilidades definidas neste espacgo e conseguir dizer quando
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uma sequéncia de probabilidades é rigida. Para tal, necessitamos que o espago tenha uma

estrutura métrica que o torne completo e separével. Isto é o que fazemos aqui.

Nota. Aqui demonstraremos os resultados para contradominio R. Entretanto, sem tra-
balho adicional, podemos aplicar as mesmas demonstracoes quando o contradominio for
um espago métrico E separavel e completo. Além disso, é claro que os mesmos resultados
sdo validos se considerarmos um intervalo real qualquer, ao invés de considerarmos [0, 1]

como o dominio de nossas funcoes.

Defina, para x € Dg[0,1] e I um intervalo,
we(I) = sup{|z(t) — z(s)| : s,t € T}.

Precisamos de algo que desempenhe o mesmo papel que o médulo de continuidade em
C10,1]. Esta fungao é

/ — ] . .
wi(0) = 1%f max Welti—1,ti),

onde este infimo ¢ tomado sobre todas as particoes P = {0 =1ty <t; <...<t, =1} de
0, 1] satisfazendo inf;(t; — t;—1) > 0.

Lema 1.10. Se z € Dg|0,1], entao Ve > 0, Ity < t; < ... < t, particao de [0,1] tais
que wylti tiv1) <e,i=0,1,...,r—1.

Demonstracao. Fixe ¢ > 0 e defina A = {t > 0 : 30 = tm < t; < ... < t, =
t tais que wy[t;, t;41) < €}. Observe que A é nao vazio pela continuidade a direita no
zero. Além disso, se 7 = sup A, entao 7 € A, pois lim,_,,— existe. Novamente, pela

continuidade a direita, devemos obrigatoriamente ter 7 = 1. O]

O lema acima implica que toda fungao em Dgl0, 1] é limitada. Além disso, se = €
Dg|0, 1], entao w.(6) — 0 quando 6 — 0.

Estamos em busca de uma métrica adequada para Dg[0,1]. Como toda fungdo em
Dg|0, 1] é limitada, poderifamos tomar a métrica da convergéncia uniforme. Entretanto,
esta métrica ndo ¢ "boa", no sentido que funcées do tipo f(t) = Lysoy € g=(t) = Lysq
estao a distancia 1, mas intuitivamente, gostariamos de dizer que elas estao proximas.

Uma maneira de fazer isto é permitir pequenas perturbacées no dominio. Para tal,
denote A o conjunto das fung¢oes A : [0,1] — [0, 1] continuas, estritamente crescentes e
sobrejetoras. Observe que A(0) = 0 e que A\(1) = 1. Para z,y € Dg[0, 1], defina d(x,y)

como

d(xz,y) =inf{e > 0:3I X € A tal que sup |A(t) —t| < e e supl|z(t) — y(A(t))] < e}
t t

13



Proposicao 1.11. d é uma métrica no espa¢o Dg|0, 1].

Demonstracao. Seja A = {e¢ > 0 : I\ € A tal que sup, [A\(t) — t| < e sup, |z(t) —
y(A(t))| < €}, de modo que d(z,y) = inf A. Tomando A(t) = t, obtemos ||z — y||oo =

sup; |z(t) — y(t)| € A, donde d(z,y) < oo. Além disso, claramente d(z,y) > 0. Se
1

n’

d(z,y) =0, entdo Vn > 0, I\, € A que satisfaz [N, — I]|oo < = e ||z — y o Ap||oo <
onde I é a identidade. Logo, \,(t) — t e x(t) = limy(\,(t)), de modo que em todos os
pontos de continuidade de y temos z(t) = y(t). Disto concluimos que = = y.

Pelo fato de que se A € A entdo A™! € A, temos a simetria da métrica. Observe que
se A, Ao € A, entdao My € A e

[Ada(t) — 2] < [Mda(t) — Xa(B)] + [Aa(t) — 1,

[2(MA2(t)) = y(B)] < Je(MAa(t)) — 2(Xa(t)] + |2(Aa(E)) — y ()]
Com isto temos a desigualdade triangular para d. ]

Com esta métrica, Dg|0, 1] é separavel: um subconjunto denso é o conjunto das fungoes
escadas Y 1 | ¢ilia, 5, onde oy, B; € QN [0,1] e ¢; € Q. Mas esta métrica nao torna
Dg|0,1] completo. Um exemplo disso é tomar z, = 1[%7%+%). Para esta sequéncia,
d(zy, Tm) = |2 — L| e ela ndo converge.

A topologia induzida por esta métrica se chama topologia de Skorohod. Precisamos
achar uma meétrica que torne o conjunto Dg[0, 1] completo e que seja equivalente a d.
Para tal, dado A € A, defina
At) — Als)

lo
& t—s

Y

[IAl] = sup
s#t
e faca

do(z,y) =inf {e > 0: I € A tal que [|A|| < e e sup|z(t) —y(A(t))| < e}

A nova definicao de dy nos leva a considerar um modo diferente de medir as per-
turbacoes em A. O que fazemos ai é levar em conta as inclinacoes das retas secantes
pelo grafico de uma A € A qualquer. Entretanto, ainda temos uma relacao entre ||A|| e

sup; |A(t) — t|. Observe que
1A= [tog (22) | = L 20 1> Liaey -4
- t okt — xx ’
onde xx é dado pelo Teorema do valor médio aplicado a funcao logaritmo. Em particular,
se ||A|| for suficientemente pequeno, temos uma desigualdade do tipo sup [A(t) — t| <

ClIAIl-
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Proposicao 1.12. dy é uma métrica no espaco Dg|0, 1].

Demonstracao. A demonstracdo da finitude e da positividade é analoga aquela apresen-
tada na Proposigao 1.11. A simetria segue do fato que [|A|| = [|A7!]|. Além disso, se

)\1, )\2 € A, entao
)\1)\2@) — /\1)\2(8)

log

[[A1 2| = sup
s#t

t—s
AAo(t) — M A Aa(t) — A
— sup log( 1A2(8) — Mida(s) Aa(?) 2(3))‘
st )\Q(t) — )\2(8) t—s
< Al [1A]]-
Disto segue a desigualdade triangular e o fato de que dy é uma métrica. O]

As métricas d e dy estao fortemente relacionadas. De fato, d e dy sao equivalentes e

Dg|0, 1] é completo com a métrica dy.

Nota. Se tomarmos |s| < 3 , entdo s — s* < log(1 +s) e se s > —1, entdo log(1 +s) < s.
Estas desigualdades sao facilmente demonstradas utilizando a expansao em séries de

poténcias de log(1 + s) e nos serdo tteis no que segue.

Lema 1.13. Se d(x,y) < 6%, com 0 < § < =

1 entao do(z,y) <46 + w(6).

Demonstracao. Escolha {t;} satisfazendo

O=to<ti <...<t,=1;
ti—tig>0Vi=1,2,...n;
wx[ti,l,ti) < w;((S) + 0.

Escolha A € A satisfazendo
sup (1) — y\(®)| < 5%
sup [\(t) —t| < 6%
t

Defina u € A colocando pu(t;) = A(t;) e fazendo uma interpolagio linear, de modo que,
set € [ti—17ti)7 entao /\71/!(75) S [ti—la tz>

Com isso obtemos
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Vamos verificar que ||p|| < 46. Para tal, observe que
i) = pltio) = (8 — tia)| < 207 < 28(t; — t;0).

Pelo carater poligonal de p, a desigualdade acima vale para quaisquer s,t € [0, 1]. Disto

segue diretamente que

()

log(1 — 268) < log % < log(1 + 26).

Pelas desigualdades mencionadas na nota acima temos ||u|| < 46. O
Agora podemos provar a equivaléncia entre as duas métricas.
Proposicao 1.14. As métricas d e dy sao equivalentes.

Demonstracao. Dados © € Dg[0,1] e ¢ > 0, pelo Lema 1.10 , podemos encontrar ¢ > 0
que satisfaz § < 1 e 46 + w/,(6) < e. Pelo lema acima, temos Sy(z, 6%) C Sy, (x, ).
Vamos agora demonstrar que, dado € > 0, podemos escolher § > 0 tal que Sy, (x,0) C

Sa(z,€). Observe que, se dy(z,y) < & < 1, como A(0) = 0, temos

At
log(l—2¢) <e< log¥ < e <log(1l+ 2¢).

Dai segue que |A(t) —t| < 2et < 2¢, donde d(x,y) < 2dy(z,y). Isto implica que d(z,y) < ¢

quando dyo(z,y) < &/2. O

Nota. Este ultimo teorema nos permite caracterizar convergéncia no espaco Dgl[0, 1] com
a métrica dp, uma vez que ela é equivalente a métrica d. Ora, uma sequéncia {f,} em
Dg|0, 1] converge na métrica dy se, e somente se, {f,} converge na métrica d. Suponha

entdao que f, — f. Tome reparatetrizagoes {\,} € A tais que

Sl;-p |/\n(t) - t| < d(fmf) + %

sup [fa 0 Aa(t) = FO] < d(fu, f) + %

Para esta sequéncia de reparametrizagoes, temos |\, (t) —t| = 0 e |f, oA\, (t) — f(t)] — O
uniformemente em ¢. Isto é, f, — f na topologia de Skorohod se e somente se existem
reparametrizacoes A, € A tais que |A\,(¢) — t| — 0 uniformemente em t e f, o A\, — f

uniformemente.

Teorema 1.15. Dg|0, 1] é completo na métrica dy.
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Demonstragao. Tome {z,} € Dg[0,1] uma sequéncia de Cauchy e uma subsequéncia

{yn} de {zn} com do(yn, Yns1) < 57
Tome agora {u,} € A com

o (0) = s ()] < 5

1
< —.
luall <

Defina ¢!, = tintmt1fntm - - - fn- Observe que

3 n 1
Sgp O () — P (D)] < Sl;p |nsma1 () = ] < 2| ptnmia]] < ot

para m suficientemente grande. Pelo Teste M de Weierstrass, )\, = lim,, ¢}, existe.

Observe que ||\, || < 5, pois

< [l¢mll

log ¢%(ti : f%(s)

3

< 2 el

<
-1

IA
[\
i
L

Observe também que A, = A, 14, donde

SUP 9 (A (1)) = Y (A1 (8)] < 5P [y (8) = Yo (1 (8)] < 2%

O fato de que ||\,|| < +o0 implica que A\, € A. Com isso, y, A ! & uma sequéncia de
Cauchy na métrica da convergéncia uniforme e portanto converge uniformemente para
alguma funcdo x. E facil ver que x € Dg[0, 1] e que 3, — x na métrica dy, pois ||[A,|| — 0
e sup, [y (s (1) — 2(t)] = 0,

Agora, dada uma sequéncia de Cauchy, construimos uma subsequéncia convergente.
E um fato ja conhecido que uma sequéncia de Cauchy com subsequéncia convergente

também converge, o que termina a demonstracao do teorema. O]

1.2.1 Compacidade em Dg|0, 1]

Vamos agora caracterizar os conjuntos compactos de Dg[0, 1]. O Teorema de Arzela-
Ascoli tem um correspondente neste caso. Para podermos demonstra-lo, precisamos de

um lema inicial.
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Lema 1.16. Se {f,}nen € uma sequéncia de fungoes semicontinuas superiormente, com

fn 1 0 pontualmente, entao f,, — 0 uniformemente em compactos.

Demonstra¢ao. Para ¢ > 0 e K compacto, defina G,, = {z : f,(z) < €}. Como as f,
sao semicontinuas superiormente, cada G, é aberto. Além disso, como f,,1 < f,, temos
G, C Gyy1. Observe que K C UG,,. Extraindo uma subcobertura finita, concluimos que

K C G, a partir de algum ng, o que mostra a convergéncia uniforme. 0

Além desse lema, para podermos entender a demonstracao do teorema, precisamos

saber o que é uma e-net.
Definigao 1.17. Uma e-net em E é um conjunto A tal que Vo € E,Jy € A:d(z,y) < e.

Teorema 1.18. Um conjunto A C Dg|0, 1] tem fecho compacto se, e somente se, valem
as sequintes afirmacoes:

sup sup |z (t)] < +o00;

T€EA t

lim sup w!,(§) = 0.

Demonstracao. Vamos comecar provando que, se as duas condicoes valem, o conjunto A
tem fecho compacto. Para isto, basta verificar que A é totalmente limitado na métrica
dp, pois esta métrica torna o espaco completo. Primeiramente, vamos verificar que A é

totalmente limitado com relagao a métrica d.

Dado € > 0, tome k inteiro com % <ee w;(%

uma e-net finita de [—a, af, onde o = sup, 4 sup, |z(t)|. Defina B como o conjunto finito

) < e, Vo € A. Tome também H

dos y € Dg[0,1] que em intervalos da forma [%, “1) sdo constantes, com valores em H
e y(1) € H. Afirmamos que B é uma 2e-net de A na métrica d, ou seja, dado =z € A,
podemos achar y € B tal que d(z,y) < 2e.

Dado = € A, use que w;(%) < ¢ para escolher uma particio 0 =tg <t; < ... <t, =1
tal que

1
by —ti1 > pE

w/[ti_l, tl) < E.

Escolha inteiros u; de modo que 2+ <1 < “T“ Observe que os u; sao distintos, pois
b —ti_1 > % Tome agora A € A que satisfaz A(%2) = ¢; e que ¢ linear entre estes pontos.

Escolha um y € B tal que



Observe que todo intervalo da forma [A(%), A(%H

[ti,tit1). Logo, a fungdo x o A ndo pode variar mais do que € em um intervalo da forma

)) esta contido em algum intervalo

[%, ). Como y ¢ constante em intervalos desta forma, obtemos ||y — z 0 M| < 2e.
Observe que também vale |A(%) — ¢| < €, e por linearidade |A(t) —t| < . Com isso,
concluimos que d(z,y) < 2¢ e entdo B é uma 2ec-net de A na métrica d.

Dado n > 0, vamos mostrar agora que podemos cobrir A com um ntmero finito de
bolas de raio n na métrica dy e entao concluir que A tem fecho compacto nesta métrica.
Escolha 6 de modo que 0 < § < § e 46 + w,(§) < n para todo z € A. Escolha ¢ que
satisfaca 0 < 2 < 2. Tome o conjunto finito B construido acima com respeito a este
e. Dado z € A, tome y € B que satisfaga d(z,y) < 2¢ < 6% Pelo Lema 1.13, temos
do(x,y) < 40 + w,(§) < n. Logo, tomando bolas com centro em elementos de B e raio
n cobrimos A com um nimero finito delas. Isto implica que A é compacto e com isso,
terminamos a primeira parte da demonstracao.

Suponha agora que A tem fecho compacto. Vamos verificar que ele satisfaz as duas
condicdes do teorema. Como A é compacto, ele ¢ limitado e, em particular, vale
SUP,e 4 SUpP; |2(t)] < 400, e portanto a primeira condi¢ao do teorema ¢ satisfeita.

Vamos agora demonstrar a segunda condi¢ao. Primeiramente, note que w’(6) | 0,
quando ¢ | 0, para todo z € A. Queremos verificar que esta convergéncia ¢ uniforme em
x em A . Para tal, usando o Lema 1.16, basta demonstrar que as funges z — w.(J),
para ¢ fixo, s@o continuas superiormente. Se demonstrarmos isto, o teorema fica provado.

Fixez € Ae d > 0. Dado € > 0, temos que encontrar n > 0 tal que d(z,y) < n
implique w; (d) < w,(0) +¢. Podemos fazer isto na métrica d pois ela é equivalente a

métrica dy. Escolha uma particao 0 =ty <t; < ... <t,=1talque, Vi =1,2,...,n:

t; —ti_1 > (5,
€
w;[ti_l, tz) < w;(é) + 5
Tome 71 pequeno de modo que

ti—tig>0+2;Vi=1,2,...,n;
- €
77 4'
Se d(z,y) < n, entdo para algum A € A temos

sup [A(t) —t| <,
t

sup [y(t) — 2(A(B)] <7
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Tome s; = A 7'(#;), de modo que s; — ;1 > t; — t;_1 — 2n > 0. Observe que, se
s,t € [si1, ), entdo A(s), \(t) € [ti—1,t;), de modo que

y(s) = y(B)] < 20+ [2(A(5)) = 2(AB)| < w}(0) + 5 + 5 = wi(d) +=

Logo, wy[si1 — 8;) < w, () + ¢ e entdo w, (0) < w,(d) +e. O

1.2.2 Rigidez de probabilidades em Dg|0, 1]

O Teorema 1.18 caracteriza os conjuntos compactos de Dg[0,1] e isto nos permite

achar um teorema equivalente ao Teorema de Prohorov em Dgl0, 1]:

Teorema 1.19. Uma sequéncia de probabilidades { P, } definidas em Dgl0, 1] € rigida se,

e somente se:

1. V> 0,dc >0 tal que

Po{z isuplz(t)| >ch <n, Vn=1;
t

2.¥n>0,Ye>0,36 € (0,1),Ing € N tal que

Pz :wl(6) >e} <n, Vn>ny

Demonstra¢ao. Suponha que {P,} é rigida. Dados ¢ e i) positivos, tome K compacto com
P,(K)>1-—n,Vn > 1. Pelo Teorema 1.18, existe ¢ > 0 tal que K C {x : sup, |z(t)| < ¢}
e, para 0 suficientemente pequeno, K C {z : w,(§) < £}, o que prova a necessidade das
condicoes 1 e 2.

Suponha agora que as condicoes 1 e 2 sao verdadeiras. Observe que, diminuindo o
valor de ¢, podemos supor que a segunda condicao vale com ng = 0, pois um conjunto
finito de probabilidades é sempre rigido. Dado n > 0, escolha ¢ > 0 de modo que
A = {z : sup,|z(t)| < ¢} satisfaz P,(A) > 1 — In, Vn > 1. Escolha §; a fim de que
Py(Ar) > 1 — 581, Vn > 1, onde Ay = {2 : w,(6) < £}. Tomando K como o fecho
do conjunto A N (N, Ak, temos P,(K) > 1 —n e, pelo Teorema 1.18, resulta que K ¢

compacto. ]

1.2.3 O caso geral: a métrica de Skorohod em Dg|0, 1]
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Seja F um espago métrico separavel e completo com métrica d. Denotamos por
Dg|0, 1] o espago das fungoes f : [0, 1] — E que sdo continuas & direita e que tém limite
a esquerda.

Podemos definir uma métrica em Dg[0, 1] colocando

() = fuf mesx { 1AL, s, (70 (9900}

Como no caso em que £ = R, a equagao acima de fato define uma métrica em Dg|0, 1]
que torna esse espacgo separavel e completo.

Seguem os enunciados dos resultados sobre a métrica de Skorohod que sao utilizados no
decorrer do texto. As demonstracoes desses resultados sao pequenas adaptacoes daquelas

apresentadas para o caso E = R.

Lema 1.20. Sejam f,,f € Dgl0,1]. Entao f, — [ na topologia de Skorohod se e
somente se existem reparametrizagoes \, € A tais que |\, (t) —t| — 0 uniformemente em

tef,oM, = f uniformemente.

Definicao 1.21. (Médulo de continuidade) Sejam f € Dg[0,1] e 6 > 0. Definimos

w}(é) = inf max sup d(f(¢), f(s)),

b s—tf<s

onde o infimo é tomado sobre todas as parti¢oes 0 =ty < t; < ... < t, = 1 de [0, 1] tais

que t; — t;_1 > 0 para todo i.

Observe que, para § < 1/2, conseguimos uma partigdo {t;} tal que 6 < t; —t;_1 <24

para todo i. Usando essa particao obtemos

w(0) < sup d(f(t), f(s)). (1.3)

[t—s]|<25

Teorema 1.22. Seja {QV}nen uma sequéncia de probabilidades em Dgl0,1]. Essa

sequéncia € rigida se, e somente se, as duas afirmagoes sequintes sao verdadeiras

1. Para todo € > 0 existe K C E compacto tal que QN[f : 3t € [0,1] com f(t) €
K¢] < e para todo N € N.

2. Para todo € > 0,

(lsim limsup QV[f : w’(6) > €] = 0.

-0 Nooo
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1.2.4 O caso E=M

Sejam K um espa¢o métrico compacto, C(K) o espago de Banach das fungoes reais
continuas definidas em K, M o conjunto das medidas finitas em K com massa limitada
por 1.

Podemos identificar M com um subconjunto do espaco dual de C'(K) pondo, para
f e C(K), {u, ) = [, fdu. Note que ||ull. = p(K) = (u,1), onde || - |, é a norma
do espaco dual. Coloque em M a topologia da convergéncia fraca de medidas. Com
a identificacio M C C(K)*, essa norma corresponde a topologia fraca estrela. Pelo
Teorema de Banach-Alaoglu, M é relativamente compacto. Como C(K) é separavel e
M é limitado, a topologia fraca estrela de M pode ser metrizada.

Uma métrica que gera a topologia fraca estrela pode ser obtida da seguinte forma (ver
[2] para a demonstragio): tome um conjunto enumeravel {gx }ren denso em {f € C(K) :
| flleo < 1}. Para p,v € M, defina

= 1
Z—k 1 ) — (v, gi)|-

k=1
Com essa métrica, M é um espaco métrico compacto, portanto completo e separavel®.
Com isso podemos definir a métrica de Skorohod em Dy4[0, 1], tornando-o um espago

métrico também separavel e completo.

Concluimos essa se¢ao apresentado uma caracterizacao para rigidez de probabilidades
em Dp[0,1], quando K = [0, 1].

Proposigao 1.23. Suponha que {QN }nen € uma sequéncia de probabilidades em D [0, 1].
Se, para um subconjunto denso A C C[0,1] vale

lim limsup QV |7 : sup |(my, H) — (n,, H)| > | =0, para todo e >0,
020 N—oo |t—s|<6

para toda fun¢io H € A, entio a sequéncia de probabilidades {QN} ¢ rigida.

Demonstra¢ao. Vamos usar a versdo do Teorema de Prohorov para o espago Da[0, 1]

(Teorema 1.22). Como o espago M é compacto, a primeira condi¢do é trivialmente

satisfeita. Por (1.3) é suficiente mostrar que, para quaisquer € > 0,

lim lim sup Q~ [7; : sup d(my,ms) > 6] =0.

=0 Nooo |s—t|<d

!Sabemos que M é relativamente compacto em C(K)* com a topologia fraca estrela. Que M &

fechado é uma consequéncia do Teorema da Representacao de Riesz.
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Seja {gr}ren um subconjunto enumeravel denso de {f € C[0,1] : [|f]lee < 1} tal
que gr € A para todo k. Usamos esse conjunto para definir uma métrica que induz a

convergéncia fraca em M. Tomamos k. € N tal que 27% < /2. Temos

QY |7 : sup d(m,m,) >6] = QY |7+ sup Z (755 i) — (e, i) >€]

|s—t|<d ls—t/<8 3y

<QN |r : sup Z ! (75, ) — (72, Gk | >5/2]

ke
<> QF [W. tosup (s, i) — (e, gi)| > 5/2’““] .
k=1

|s—t|<6

Aplicando a hipotese aos termos do tltimo somatorio obtemos o resultado.

1.2.5 Continuidade e convergéncia em D [0, 1]

Lema 1.24. Sejam 7V, ©. € Dp[0,1] tais que ™ — 7. na topologia de Skorohod. Entdo

7V — 7 para quase todo t, incluindo t =0 et = 1.

Demonstragao. Pelo Lema 1.20 existem reparametrizagoes Ay de [0, 1] com Ax(s) — s

uniformemente em s e tais que 7T/]\V (s) — Ts para todo s. Note que, como Ay(0) =0 e

An(1) =1 para todo N, ja temos 7)) — mp e 7 — 7.

Fixe t € [0,1] tal que m é continua em t. Observe que o conjunto dos ¢ possiveis
tem medida de Lebesgue total em [0, 1] pois uma fungao cadlag tem no méaximo enume-
raveis pontos de descontinuidade. Afirmo que 7V — 7. Seja d a métrica que induz a

convergéncia fraca em M. Pela desigualdade triangular vale
d(m, 7)< d(wt,w)\ p) + d(ﬂ')\ )T ).
Notamos que

[t =AW (O] < sup |5 = Ay (s)] = sup |s = An(s)] "7 0.
56[071] 86[0,1}

Com a continuidade de 7 em ¢ obtemos limy_,, d(m, 7r/\;vl(t)) = 0. Analogamente

d(my—1 < sup d(my-1, V) = sup dws,sz N=20
(T ™) < s dmygiy 7)) = s dr )
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A proposicao a seguir é utilizada para verificar que varias funcoes que aparecem ao

longo do texto estao bem definidas.
Proposigao 1.25. Sejam H € L'0,T] x [0,1] e 7. € Dup[0,T). Entdo a funcio ¢ :
[0,7] — R definida por
1
o(s) :/ H(s,u)dms(u)
0

€ mensurdvel.

Demonstracdo. E suficiente mostrar a proposicao quando H é a funcio indicadora de um

retangulo [a,b] X [¢,d] em [0,T] x [0,1]. Nesse caso temos

¢(s) = msle, d|1jap(5)-

Logo, basta mostrar que s — m,[c,d] é mensuravel. Pelo Teorema de Portmanteau
a fungao p — pfe, d] definida em M é semicontinua superiormente, portanto mensura-
vel. Por outro lado a funcao s +— 7, é cadlag, logo mensuravel também. Segue que a

composicao s — [, d] & mensuravel, como querfamos demonstrar. ]

Proposicao 1.26. Fize uma funcao H € C[0,T] x [0,1]. A fung¢dao ® : Dp[0,T] — R
dada por

Opy(m) = /0 o H(s,u)dms(u)ds

€ continua.

Demonstragdo. Tome V7 € Dp[0, 1] medidas que satisfazem 7V — 7. Ja demonstra-

mos que 7V — 7, para quase todo s. Logo, para quase todo s também vale

H(s,u)dr™ (u) ds — H(s,u)dmrg(u)ds.

[0,1] [0,1]

O resultado segue pelo Teorema da convergéncia dominada. O
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Capitulo 2

Consideracoes iniciais

Comecamos por introduzir notacao:

Notagao: Para todo N > 1, defina Iy = {0, 1,..., N} um subconjunto de N com N + 1
pontos. Os sitios de Iy serdao denotados por z, y e z enquanto que as variaveis macrosco-
picas (pontos no intervalo [0, 1]) serdo denotadas por u, v e w. O estado microscopico sera
denotado por {0,1}~; elementos de {0, 1}~ chamados de configuracdes, serdo denota-
dos por n e . Desta maneira n(z) € {0, 1} representa o ntimero de particulas no sitio
para a configuracao 7. Dado um processo de Markov com medida inicial x4, denotaremos
por P, ou Q, a medida de probabilidade induzida no espaco das trajetérias pelo processo
com distribui¢ao inicial p e por E, a esperanca com relacao a P, ou Q,.

O processo de exclusao com taxa lenta no bordo pode ser descrito informalmente da
seguinte forma: neste modelo, existe no maximo uma particula por sitio de Iy que pode
se mover para uma de suas posicoes vizinhas, se ela estiver vazia, com taxa 1 para cada
lado. Além disso, uma particula no bordo pode sair do sistema com taxa (1 — «)/N ou
entrar (caso o local esteja vazio) com taxa /N no sitio 0. De maneira analoga, o mesmo
comportamento ocorre no sitio IV, com taxas de saida (1 — 5)/N e de entrada 3/N.

Nosso objetivo nesse trabalho é estudar o limite hidrodinamico desse processo. Para
isto, consideramos o processo em {0,1/N,2/N, ..., 1} e fazemos N — oo. Mostraremos
que a densidade de particulas em [0, 1] (que sera precisamente definida na se¢ao seguinte)
converge (também num sentido preciso definido na se¢do seguinte) para a (inica) solugao
fraca de uma EDP de evolucao.

Formalmente, podemos definir o processo de exclusao unidimensional com bordo de
taxa lenta como o processo de Markov com espaco de estados {0,1}~ cujo gerador

infinitesimal é dado pelo operador Ly no espago das fungoes reais em {0, 1}/¥, que em
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fungoes f : {0,1}'¥ — R ¢ dado por *

(Lnf)(n) = (Lnof)n) + (Lnpf) (),

onde
(Lnof)m) =) [f0™*h) = f(n)],
n(z+1l) ,se y==x
™) =9 @) Ssey=z+1
n(y) , caso contrario
(Ena)n) = [0 = 0(0) + = “0(0)] [70) - £ ()]
S =)+ ) o) - ).

<wxw={1‘”@)’%y:$

n(y) , Caso CONtrario.

Observe que o espacgo de estados do processo acima descrito é finito. Portanto, pode-
mos usar toda a teoria ja desenvolvida para processos de Markov com espaco de estados

finitos. Em particular, o operador Ly pode ser descrito por uma matriz, que é dada por:

Ly = Lno+ Lny,

onde
1 yse E=n"tL0< 2 < N—-1en(z)#n(z+1)
Lyom,&) = § —#{z :n(x) #n(z +1)} ,se&=1
0 , caso contrario,
e
[ 52m(0) + (1= n(0)) cse &=
LBp(N) + 21— n(N ,se & =nV
g = { TR se &=
=5 n(0) = (1 =n(0)) = FFn(N) = K1 —n(N)) ,sel=n
0 , caso contrario.

10 leitor pode pensar intuitivamente que a férmula do gerador infinitesimal é dada por
L f(n) = >_¢ (faxa de salto de n para &)[f(£) — f(n)]-
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Denote por {nY = nn2 : t > 0} o processo de Markov em {0, 1}~ associado ao
gerador Ly acelerado por N2. Mesmo que 1 dependa em « e 3, ndo vamos indexar
por estes indices para simplificar a notacao. Quando estiver claro qual o valor de N que
estamos considerando, podemos omiti-lo também, escrevendo somente 7, para o processo
n. Observe que podemos considerar 7" como uma funcao aleatoria em Dy v Ry,
o espago das trajetorias cadlag tomando valores em {0, 1}~ onde, para cada tempo t
associamos a configuragao n¥ € {0, 1}/~.

Comegamos procurando as medidas invariantes para o processo 7" . Na verdade, que-
remos procurar medidas que fazem com que o processo seja reversivel. Para tal, sabemos
que precisamos achar medidas p que satisfazem pu(n)L(n, &) = p(§)L(&, n), quaisquer que
sejam 7, & € {0, 1}~ ver [7].

Definigao 2.1. A medida de probabilidade em {0, 1}~ que satisfaz v [n(z) = 1;Vz €
A] = oMl onde |A| denota a cardinalidade do conjunto A, é chamada de Bernoulli

produto com parametro .

Novamente, quando o valor de N for claro, vamos denotar 2 simplesmente por v,.

«
Observe que a medida v, é equivalente a considerar n — n(z) como varidveis aleatorias

independentes com distribui¢do de Bernoulli com parametro a. Por isso, vale v (n) =
aXem0 @) (1 — q)N+H1-Xlon(@),

Proposicao 2.2. Quando o = 3 a medida de probabilidade v, torna o processo n. rever-

sivel.

Demonstragao. Como foi observado acima, basta verificar que v, (n)L(n, £) = v, (&) L(&,n)

2+l antao

sempre vale. Esta igualdade ¢ clara se & = 7. Se £ for diferente de n 1n°, n™¥ e n
L(n,&) = L(&,n) = 0, o que verifica a condi¢do. Os casos restantes podem ser verificados

por um calculo direto. O

Este resultado, em particular, nos permite estabelecer a medida invariante do processo

de Markov, no caso em que a = 3, como sendo uma Bernoulli produto de parametro a.

2.1 O limite hidrodinamico

De maneira geral, a uma distribuicao inicial de particulas associamos uma sequéncia
de probabilidades uy em {0,1}/¥, que serd a distribuigao inicial do processo de Markov

n~ para cada N. De modo intuitivo, quando tomarmos o limite em N, as distribuigoes
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do limite no tempo ¢ representarao as densidades do processo macroscépico no tempo
correspondente. Vamos demonstrar que as densidades limites sao solucoes fracas de uma

EDP. Isso tudo vai ficar mais claro em seguida.

Definigao 2.3. Uma sequéncia de probabilidades {ux : N > 1} em {0,1}/~ & dita
associada ao perfil de densidade continuo v : [0,1] — [0, 1] se, para todo § > 0 e toda
funcao continua H : [0,1] — R,

v > H(E)n(@) - | H(u)y(w)du

zelN [0’1]

A}i_}rréou]v [77: > (5] = 0. (2.1)
Notagao: Denotaremos por (-, -) o produto interno em L?[0, 1], por p; uma fungao p(t, -)
e para um inteiro n, denote por C"[0,1] o conjunto das fun¢des continuas definidas em
0, 1] com contradominio R e com derivadas continuas até a ordem n. Quando estivermos
tomando o produto interno em L?[0, 1] com outra medida u, vamos denotar este produto
por (-,-),. Para Z um intervalo em R, no que segue, para n e m inteiros, denotamos
C™™([0,T] x Z) o conjunto das fun¢oes definidas em [0, 7] x Z que sao de classe C™
no tempo e C™ no espaco. Um subindice na funcao sempre denotard uma varidvel,
nao uma diferenciacdo. Por exemplo, Hg(u) significa H(s,u). As derivadas de uma
fungao H : [0,T] x [0, 1] serao denotadas por d;H (primeira coordenada) e 0, H (segunda

coordenada). A derivada segunda na segunda coordenada sera denotada por AH. 2

Definigao 2.4. Dizemos que uma fungao f € L?(0,1) pertence ao espago de Sobolev
H(0,1) se exite g € L?(0,1) tal que, para toda ¢ € C°(0,1), vale

[ st du=— [ gotwan

A funcao g é chamada derivada fraca de f e ¢ denotada por f’. Conforme [3], H!(0, 1)

¢ um espaco de Hilbert com produto interno

(f- 9101 = (f 9201 + (f's9) 12001)

Defini¢ao 2.5. O espago L*(0;T;H'(0,1)) é formado pelas fungoes mensuraveis f :
[0,7] — #H'(0,1) tais que

T
/0 171 By d < +o0.

2Podemos pensar que a primeira coordenada representa o tempo e a segunda coordenada o espaco.
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Defini¢ao 2.6. Seja v : [0,1] — R uma fungao continua. Uma fungdo limitada p :

[0,7] x [0,1] = R é uma solucdo fraca da EDP parabolica com condiges de fronteira

dp = Ap
Oupt(0) = —a+ p:(0), Vt € [0,T]
se p € L*0,T;H'(0,1)) e para t € [0,T] e H € C"*([0,T] x [0,1]), p(t,-) satisfaz a

equagao integral

(2.2)

(1)~ (. 11) = | (oo (00 + AV HL)ds
v f 0 (0)0LH.(0) — pu(1)0,H(1) s (23)
1 /0 {HS(O) (a = ps(0)) + Hs(1) (B8 — ps(1)) }dS-

Na expressao acima, precisamos dar um sentido as integrais envolvendo p4(0) e ps(1),
pois as densidades p, s6 estao definidas a menos de um conjunto de medida de Lebesgue
nula. Sabemos que p € L2(0;T;H'(0,1)). E possivel demonstrar (ver |2|, Teorema 8.2)
que para cada s € [0, T] a func¢do ps é igual quase certamente a uma func¢ao absolutamente
continua. Dessa forma, as fun¢oes f, : [0,7] — R definidas por

1/n
fuls) = = / palu) du

n

convergem pontualmente quando n — co. Denotamos por ps(0) o limite lim,, o fr($).
Note que as fungbes f,, sdo mensuraveis, logo ps(0) é uma funcao mensuravel de s, de
modo que a integral envolvendo p,(0) acima esta bem definida. Procedemos da mesma
forma para dar sentido & integral envolvendo p,(1).

Para mais informacgoes de como se deduz esta nocao de solucao fraca, o leitor pode
consultar o Apéndice A.

Agora podemos enunciar o nosso principal resultado:

Teorema 2.7. Fize um perfil inicial continuo «y : [0,1] — [0,1]. Seja {uny : N > 1} uma
sequéncia de probabilidades em {0, 1}~ associada a . Suponha que o = 3. Entdo, para
cada t € [0,T), para cada 6 > 0 e para toda H € C|0, 1], vale

lim P [0 |y D0 HE) 0 (@) -

N—+o0
reln

- H(u) p(t, u)du) > 5} =0,

onde p(t,-) € a solu¢ao fraca da EDP (2.2).
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Observacao: Colocamos a hipotese o = [ porque a nossa demonstracao precisa da
reversibilidade do processo com respeito a medida invariante Bernoulli produto em um
de seus passos (no Capitulo 4). No entanto, outros passos da demonstra¢do funcionam
bem sem essa hipotese, motivo pelo qual continuaremos diferenciando « e 8 sempre que

for possivel.

Até agora, temos uma sequéncia de processos de Markov 7/, que podemos considerar
como fungoes aleatorias em Dy 41y [0, 7], para T > 0 fixo. Queremos fazer um limite
em N para demonstrar o Teorema 2.7. Entretanto, o espaco de estados muda conforme
mudamos o valor de N. Para contornar isto, vamos considerar as medidas empiricas
associadas ao nosso processo, que definimos agora. Dada uma configuracao 7, associamos

uma medida, chamada de medida empirica associada a 7, dada por

N
™= ) n(@)ds,
=0

N em vez de

onde J, denota a delta de Dirac no ponto u. As vezes escreveremos 7
7w para explicitar a dependéncia em N. Com isso, dado um processo de Markov em
Dyo1315[0,T], podemos considerar o processo das medidas empiricas 7V em D0, T],
onde M é o conjunto das medidas positivas em [0, 1] com massa total menor ou igual a
um, dotado com a topologia da convergéncia fraca. Observe que a aplicagao que leva um
processo de Markov em D 1,15 [0, 7] no processo das medidas empiricas em D [0, T
¢ claramente injetiva, disto segue que 7V também pode ser visto como um processo de
Markov.

Para uma fungao integravel H : [0,1] — R, (¥, H) indica a integral de H com
respeito a i¥:

(Y H) = 5 > H()m ().

zely
Embora estamos usando a mesma notagao para o produto interno em L?[0, 1], elas nao
significam o mesmo. Além disso, quando m; tem densidade p, isto &, w(t, du) = p(t, u)du,
podemos escrever (p,, H) para denotar (m, H).

Fixe T' > 0. Dada uma medida de probabilidade ;y em {0, 1}!¥, considere o processo
de Markov 7% em D[0,T] associado ao processo 7™ em Dy 1,1y [0, T] que tem como
distribuicao inicial py. Denote por Qu a medida de probabilidade em D [0, T] induzida
por . Observe que Qy é o pushforward da medida P,,, definida em Dyo13x[0,T7,
pela aplicacao que associa a uma configuracao a sua medida empirica.

Fixe um perfil inicial continuo 7 : [0,1] — [0,1] e considere uma sequéncia {uy :
N > 1} de medidas em {0, 1}~ associadas a 7. Seja Q, a medida de probabilidade em
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D [0, T) concentrada no caminho deterministico (¢, du) = p(t, u)du, onde p(t,-) é uma

solucao fraca de (2.2).

Proposicdo 2.8. Quando N 1 400, a sequéncia de probabilidades {Qx}nen converge

fracamente a Q,.

Observe que a proposicao anterior implica o Teorema 2.7, como explicamos a seguir.

Defina a funcao )
By(m) = |(my, H) — / H(w)pu(w) dul,
0

para uma H € C?[0,1] fixa.

Observe que o conjunto dos pontos de descontinuidade da funcao ®; tem medida
Q. nula, pois a medida Q, estd concentrada numa trajetoria em que cada medida é
absolutamente continua em relagao a medida de Lebesgue, com densidades satisfazendo
a EDP (2.2) no sentido fraco. Com isto, concluimos que Qy®; ' — Q,®;'. O teorema

segue entao pelo Teorema de Portmanteau, uma vez que
A}im Qu[m. : @) > 0] = Qulm. : §y(m) > 6] =0
— 00

A demonstracao da Proposicao 2.8 é dividida em trés partes principais. Aqui vamos
demonstrar somente a primeira e parte da segunda. No préximo capitulo nés mostramos
que {Qn }nen é relativamente compacta. No capitulo 4 os pontos limites sdo caracteriza-
dos como probabilidades concentradas em medidas absolutamente continuas em relacao
a medida de Lebesgue, com densidade p;(u) no espago L?(0;T;H'(0,1)). O final do se-
gundo passo consiste em demonstrar que as densidades sao solugdes fracas da EDP (2.2).
Aqui vamos somente esbocar a demonstracao. O leitor interessado pode encontrar esta
demonstracao em detalhe na dissertacao de mestrado de Otévio de Macedo Menezes. O
ultimo passo na demonstracao do resultado é demonstrar a unicidade de solucoes fracas
da EDP (2.2). Nao faremos isto aqui. Para o leitor interessado, apontamos o artigo [4],
que utiliza a mesma técnica para demonstracao de unicidade de solugoes que pode ser

aplicada aqui.
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Capitulo 3

Rigidez do processo

Aqui demonstramos que a sequéncia de probabilidades {Qy}, definidas no capitulo
anterior, é rigida. Esta parte da demonstracao é de extrema importancia. A partir daqui,
se concluirmos que todos os pontos limites sao iguais, teremos a convergéncia de toda a
sequéncia. As ferramentas matematicas aqui usadas sao importantes por si s6. A teoria de
martingais, por exemplo, é uma fonte inesgotével de problemas interessantes. A formula
de Dynkin desempenha um papel central nesta demonstragao, e pode ser encontrada no

Teorema D.5 do apéndice.

Proposicao 3.1. A sequéncia de medidas {Qn}nen € rigida na topologia de Skorohod
de DM [0, T]

Demonstragdo. Para provarmos a rigidez de {7¥ : 0 < t < T}yen em Dp[0,T], é

suficiente provar que

lim limsup P, | sup |<7riV,H>—<7réV,H>|>5] =0, paratodoe >0 (3.1)

00 Nooo [t—s|<d

vale para toda fungao H em um subconjunto denso de C[0,1]. Usaremos H € C?[0, 1].

Pela formula de Dynkin (ver o Teorema D.5), sabemos que
t
MN(H) = (], H) —(z},H) — / N?Ly{nN, H) ds (3.2)
0

¢ um martingal com respeito a filtragdo natural F; := o(ns : s < t). Pela expressao

anterior, (3.1) segue de

lim limsup P, | sup |M(H)—MN(H)|> 5] =0, para todoe >0, (3.3)

=0 Nooo [t—s|<d
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¢
lim limsup P, [ sup / N2Ly(xN, H) dr‘ > 5} =0, paratodoe >0. (3.4)

=0 Nooo 0<t—s<§

Mostraremos os seguintes resultados, mais fortes (eles implicam (3.3) e (3.4) pela
desigualdade de Markov):

lim limsup E
=0 Nooo o

sup |MN(H) — M;V(H)|] =0, (3.5)

jt—s/<6

¢
/ N?Ly(zN, H) dr

lim limsup E, [ sup
Ogtfsgé S

=0 Nooo

} ~0. (3.6)

Para provar (3.5), usaremos a variagao quadratica de MY (H), que denotaremos por
(MN(H)). Calculamos

E,, | sup |MY(H) - MY (H)|

jt—s|<6

UN

< 9E,, [ sup [MY <H>|]

0<t<T

[SIES

<2E,, [ sup |M5V<H>|2]

0<t<T

< 4R, [| MY (H)P)z
— 4R, [(MN(H))]?

onde a terceira desigualdade é uma aplicacao da Desigualdade de Doob e a quarta usa
que {M}N(H) — (M} (H))}o<t<r ¢ um martingal nulo no tempo t = 0.
Mostraremos que a variagao quadréatica (M} (H)) converge a zero uniformemente em
t € [0,T], quando N — oo. Temos
t
M) = [ Nl H)? = 2w H) Lo H) s,
0

s )

pelo Teorema D.5 do apéndice. Para simplificar a notagao, denotaremos F(n) := (7, H) =
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NLH > wery M(@)H(5). Agora fazemos algumas contas:

N?[Lyo(rY, HY?=2(x, H) Ly o, H)]
= N? N::[Fz(nf’x“) — F*(n,)] - Ng: 2F (s)[F (n9™™) — F(ns)]
— N? N:[F (") = F(n))?
= N? N__Ol o [0s(@ + DH(5) + ns(0) H(5H)
- —ns(x)H () = s+ 1) H (5]

H(==
BN (ns(x) — ns(x + 1)) ( NN_1
Usando o teorema do valor médio, vemos que o termo envolvendo H é limitado por
|(H)?||o- A altima expressao ¢ entao limitada por ﬁ”([—[’)sz , donde concluimos
que
t
lim N?[Lyo(m™, HY? — 2(zxN H)Lyo(n), H)] ds = 0
—00 0
uniformemente em ¢ € [0, 7.
O proximo passo consiste em demonstrar que

t
lim [ N?[Lyy(al, H)Y? — 2(xY HYLyy(zY, H)] ds = 0 (3.7)

s
N—oo 0

uniformemente em ¢ € [0, 7.
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Para isso, calculamos
N2[LypF(15)° = 2F (ns) Ly p F(ns)]
= N* {(}52:(0) + 5 (1 = ,(0))) [F(n)* = F(ns)* = 2F (n,)(F(ng) — F(ns))] }

+4w{(£%ﬁmmw+%u-man)wwﬁf—wme—ZmeFw%—mem}

= N {1 = a)ns(0) + a1 = ()] [F(nS) = F(n)]*}
+N{W—ﬁmww+ﬁﬂ—mMWHF%) F(n)]’}
(1= )na(0) + a1 = ()1 — 20.(0) H(0)?
(L= B)n(N) + A1 = (N)][1 = 20, () H(N)?
= [ = )ne(0) + a(1 — 1,(0))| H(0)?

7 [(1 = B)ns(N) + B(L = ny(N)) H(N)?.

O valor absoluto da tltima expressdao ¢ menor ou igual a 2||H?||oN/(N + 1), donde
segue (3.7). Isso conclui a demonstracao de (3.5).

1
Nota. Em particular, a quantidade E,,,, [supg<,<r [M} (H)[*]* converge para zero quando

N — 4o00. A desigualdade de Markov implica que, para cada J > 0 vale

lim P, | sup |[MN(H)|>§| =0, (3.8)

N—oo 0<t<T

o que, junto com (3.5), implica a rigidez da sequéncia de martingais {M}(H);t €
[0, T} ven- Isto nos seré 1til mais a frente, quando caracterizaremos os pontos limites de
{Qn}ren.

Agora, precisamos examinar o termo integral em (3.2). Gostariamos de provar que

existe uma constante C := C'(H) > 0 tal que |N2Ly (7Y, H)| < C, o que implica

t
/ N?*Ly(x™ H)dr| < C|t — 3|,

donde (3.6) segue facilmente.
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Mostraremos primeiro que N2Ly o(7, H) ¢ limitado.

N?Lyo(n, H)

=25 D (@) ANH (%) — 25n:(N)VNH(L) + 250.(1) VN H(0),
onde
AyH(u)=N?[H (u+ ) + H (u— %) —2H(u)],
VNH(0) =N [H (%) — H(0)]

VNH(1)=—-N[H (1-+)—H(1)].

Usando o teorema do valor médio, vemos que o valor absoluto da expressao anterior
¢ limitado por 2||H"||o + 2||H'||o- Resta apenas mostrar que N2 Ly (7Y, H) é limitado

por 2||H ||, como segue:

N?Lyy(rN, H)

= N2 [£(1 = 1:(0) + 520.(0)] 325 [(1 = 14(0)) = ms(0)]H (0)

+ N2 [£(1 = (V) + 50.(N)] 5 ((1 = na(N)) = ma (V)] H (1)

= e H(0) {al(1 = 1:(0)) = na(0)(1 = na(0))]

+(1 = ) [n:(0)(1 = 0s(0)) = 1:(0)*]} + A= H(1) (3.10)
x {BI(1 = nu(N))? = (V)L = na(N))] + (1 = B)na(N)(1 = ms(N)) = na(N)?]}

= s la(l = 1:(0))* = (1= a)n.(0) H(0)

+ 3aam B = nu(N))? = (1= B)na(N)?H(1)

= v (@ = na(0) H (0) + 55 (8 — na(N)) H (1)

36



Capitulo 4

Caracterizacao dos pontos limites

No capitulo anterior demonstramos que a sequéncia de probabilidades {Qy}yen €
rigida. Tomamos agora uma subsequéncia fracamente convergente de {Qny}nen, sem
perda de generalidade, supomos que {Qy}yen converge para uma probabilidade limite
Q.. Aqui, vamos verificar que a medida de probabilidade Q, est& concentrada em traje-
torias m. € D[0, T| que sao absolutamente continuas em relagdo a medida de Lebesgue
e tém densidades p € L?(0;T;H'(0,1)). Também vamos esbogar uma demonstra¢ao da
afirmacdo que diz que as densidades sdo solugoes fracas da EDP (2.2). Vamos denotar
por [E, a esperanca com respeito a probabilidade Q,.

A caracterizacao dos pontos limites é dividida em trés passos. O primeiro passo
consiste em demonstrar que a medida de probabilidade Q, é concentrada em trajetorias
absolutamente continuas com relagao a medida de Lebesque, o segundo passo consiste em
demonstrar que as densidades pertencem ao conjunto L*(0;7;H(0,1)). O tltimo passo

consiste em verificar que as densidades sao solugoes fracas da EDP (2.2).

4.1 Medidas absolutamente continuas

Aqui vamos demonstrar a primeira parte da nossa caracterizacao. Estamos assumindo

que Qn — Q., o que implica que 7 converge em distribui¢ao para 7, quando N — +oc.

Nota. Observe que as varidveis aleatorias {7} yey ndo tem contradominio R. Na ver-
dade, estas funcoes sao na realidade medidas aleatérias. Como o leitor pode conferir na
Subsecao 1.2.4, o espaco em que nossas medidas aleatorias tomam valores é um espaco

métrico completo e separavel, o que nos permite considerar convergéncia fraca de proba-
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bilidades sobre este espaco, conforme [1]. Além disso, o Teorema de Portmanteau ainda

vale nesse cenario, bem como grande parte dos seus corolarios.

Proposicao 4.1. Qualquer ponto de acumulacao Q, tem suporte sobre caminhos tomando
valores em medidas absolutamente continuas. Mais precisamente, existe nos borelianos
de Dp[0,T] um conjunto C' de medida Q, total em que todo elemento m de C' € tal que m;
¢ uma medida absolutamente continua com rela¢ao a medida de Lebesque, com densidade
(derivada de Radon-Nikodym) limitada por 1.

Note que apos caracterizarmos os suportes dos pontos limites como as trajetorias
com densidades que satisfazem fracamente a EDP (2.2), e assumindo que a solu¢ao fraca
da EDP (2.2) é tnica (ndo faremos isso aqui), teremos como consequéncia que C' ¢ um
conjunto unitario. Além de provarmos a convergéncia da sequéncia {Qny}, o limite sera
uma delta de Dirac no caminho definido por medidas com densidades que satisfazem a
EDP (2.2) fracamente. Por enquanto, tudo que sabemos é caracterizar os pontos de C'
da maneira enunciada na proposi¢ao acima.

Comecamos com um lema que nos auxiliard na demonstracao do resultado.

Lema 4.2. Se p é uma medida que satisfaz |(u, GY| < (A, |G|), para toda fun¢io G :

[0,1] = R continua, entdo u < \, isto é, p € absolutamente continua com respeito a .

Demonstra¢ao. Dado um aberto A C [0, 1] qualquer tomando funcoes que valem 1 em A
e que se anulam em todo ponto a uma distancia maior que § de A, obtemos p(A) < A(A).
Dado com conjunto £ de A-medida zero, podemos encontrar um aberto A com A\(A) < e
e E C A, donde pu(E) < p(A) < MA) < e. Consequentemente, u(E) =0e p << A. O

Para demonstrarmos o resultado, vamos verificar que Q*[r. : supy<,<p [(m, G)| <
|G| d\, VG :[0,1] — R continua e limitada | = 1. Para tal, observe primeiramente que
basta demonstrarmos esse resultado para um conjunto denso de fungées {G,, },en. Agora,
como o conjunto de fungdes é enumeravel, basta verificar que a igualdade vale para cada
uma delas.

Vamos demonstrar entdao que Q*[m, : supg<,<p (7, G)| < [ |G|d)] = 1, para cada G
continua e limitada.

N — 7 em distribuicdo, concluimos que

Pelos Lemas B.1 e C.1, e pelo fato que 7
supg<i<r (17, G)| = supg<i<rp |(m, G)| em distribuicao. Além disso, uma vez que [n(z)| <
L mY, G < %5 PO |G ()| Pelo fato da funcdo G ser continua e limitada a soma de
Riemann - SN LIGE)] = fol |G(z)| dz. Disto concluimos que Qy[7V : {7V, G)| <
N+rl Zi\;o |G(%)]] = 1 e entdo por passagem ao limite, obtemos o resultado, pelo Lema
B.2.
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Denotaremos por p; a densidade da medida ;. Observe que as medidas m; nao sao
necessariamente medidas de probabilidade. No entanto, elas sao finitas, o que implica que
p: € L'[0,1]. Além disso, as densidades p; sdo limitadas, como demonstramos a seguir.

Comegamos considerando . como uma sequéncia de aproximagcoes da identidade, ver

[2]. A sequéncia 1
7o) = [ 1elo = u)p. ) du

converge em L' para a fungio p,, quando € | 0. Observe que |f.(v)] = [{tc(v — -, ps)| <
fol |te(v — u)|du = 1, pelo que demonstramos acima. Tomando uma subsequéncia de f.

que converge quase certamente para p,, obtemos |ps(u)| < 1.
2(n-7-2y1
4.2 O espago L=(0;T;H (0,1))

O espago de Sobolev H'(0, 1) ¢ um espago de Hilbert separavel, veja [3]. O seu produto

interno é dado por

mmzlfwmww+AfMﬂmm

onde f,g € L*(0,1) e f' e ¢’ denotam suas derivadas fracas, também em L?(0,1). Note
que, por H(0,1) ser espaco de Hilbert, todo funcional linear F' € H'(0,1)* é o produto
interno por alguma funcao de H!(0,1), ou seja, existe f € H1(0,1) tal que F(g) = (f,g),
para todo g € H(0,1).

Nesta segao vamos demonstrar a seguinte proposicao:

Proposicao 4.3. Seja Q. um ponto de acumulacio da sequéncia {Qn}. O suporte de

Q. € composto de trajetorias m € D0, T) que satisfazem:

1. m € absolutamente continua em relagao a medida de Lebesgue com densidade p; em

H(0,1);

2. A fungio p : [0,T] — HY0,1) estd em L?(0;T;H'(0,1)), isto € as densidades
p: € HY(0,1) sio uma fungao mensurdvel p : [0,T] — H(0,1) e satisfazem

1
| ooy dt < o

Para tal, vamos usar o seguinte lema:
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Lema 4.4. Suponha que 7. € Dpy[0,T) € tal que, para todo t € [0,T], m; é absolutamente
continua em relagio a medida de Lebesgue, com densidade p; € L'[0,1] limitada por 1 e

que existe uma fungdo € € L*([0,T] x (0,1)) que satisfaz

/OT/Ol OuH (s,u)p(s,u) duds = —/UT/O1 H(s,u)é(s,u) duds,

para toda funcao H € CY' ([0, T] x (0,1)). Entao p € L*(0,T;H(0,1)).

Demonstracao. Comecamos mostrando que ¢t — p; estd bem definida, isto é, mostrando
que p; € H'(0,1) para cada t fixo. Para tal, dada H € C!(0,1) e uma sequéncia de
aproximagoes da identidade ¢, aplicamos a hipotese nas fun¢oes He (s, u) = t.(t—s)H (u)

para obter

/OT /01 Le(t — )0, H (u)p(s,u) duds = —/OT /01 o (t — ) H(w)E(s,u) du ds.

Observe que o lado esquerdo da igualdade acima converge para fol OuH (u)p(t, u)du em
LY0,T] (a fungdo t — fol O H (u)p(t, u)du esta em L'[0,T] pela Proposi¢ao 1.25) e que o
lado direito converge, também em L'[0,T], para — fol H(u)&(t,u)du. Como o limite em
L'[0,T] ¢é tnico, estas fungoes sdo iguais quase certamente para cada H fixa. Podemos
estender esta igualdade para toda fungao H em um conjunto enumeravel, ainda fazendo
com que ela valha quase certamente. Como o conjunto C}(0,1) é separavel na norma C*,
estendemos a nossa igualdade para todo o conjunto. Isto termina a primeira parte da
demonstracao, ou seja, a funcao t — p; estd bem definida.

Agora verificamos que a fungiao t — p; € H'(0,1) é mensuravel. Para tal, usando
o Lema C'.2, basta verificarmos que a composicao de p; com cada funcional linear f em
H'(0,1)* ¢ mensuravel. Como este tiltimo espago é um espago de Hilbert, a composi¢ao

fica
tHﬂmzApmmmm+A&wﬂwm

onde g € H'(0,1) e ¢ indica a sua derivada fraca. A primeira parcela é mensurivel pelo
Lema 1.25. A segunda parcela é mensuravel pelo Teorema de Fubini.
Agora, basta verificarmos que a fungao t — p; esta de fato em L?(0,T;H'(0,1)). Para

isto, temos que verificar que

T T 1 1
[ eyt = [ ([ ptsnaus [ ets,udu)ds < +oo
0 0 0 0

e 2 _ 2 2 4 A
Para tal, observe inicialmente, que [|p¢|[72(01) = [|pel[310.1) = |1&tl72(0,1) € mensuravel

em t, pois t — p; € H'(0,1) é mensurével, a fun¢ao norma ¢ continua e, pelo Teorema

de Fubini, t > [|]]12(0,1) ¢ mensurdvel. Como a densidade p ¢é limitada por 1, segue o

lema. O
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A partir deste lema, para concluirmos que p. € L?(0;T;H'(0,1)), basta vermos que
existe £ € L2 ([0,T] x (0,1)) que satisfaz

/OT /01 OuH (s,u)p(s, u) duds = —/OT /01 H(s,u)&(s, u) duds, (4.1)

para toda fungao H € C%' ([0, 7] x (0,1)).
Vamos demonstrar isto de maneira indireta. Vamos definir um funcional linear [, em

C21([0,T] x (0,1)), dado por

L(H) = /O ' /0 O H (5.1)p(s, u) duds — /O ' /0 O H(s.u) dmi(u) ds. (42)

Com um segundo passo, vamos verificar que podemos estender continuamente este
funcional para o conjunto L?([0,7] x (0,1)). Quando concluirmos que [, é quase cer-
tamente continuo com respeito a probabilidade Q,, pelo Teorema de representacao de
Riesz, poderemos encontrar & € L% ([0,T] x (0, 1)) satisfazendo (4.1). Para tal, vamos
usar o Lema C.3, demonstrando que [,(H) — ¢||H||3 < K, para H € C%*([0,T] x (0,1))
e ¢ uma constante adequada que serd determinada mais tarde, com Q,-probabilidade 1.

Na verdade, vamos verificar que um resultado um pouco mais forte do que este vale:

Proposicao 4.5. Se os funcionais 1, sio definidos por (4.2), entdo existe uma constante
Ky tal que
E.sup{1,(H) ~ |l g r1uon}) < Ko < o0, (4.3)

com ¢ =2, onde o supremo acima € tomado no conjunto L*[0,T] x (0,1).
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4.2.1 Demonstracao da Proposicao 4.5

Aqui isolamos a demonstragao da Proposicao 4.5, por sua importancia. A técnica aqui
utilizada é a mesma para a demonstracao do Lema de Substituigdo (ver a dissertacao de
mestrado de Otévio de Macedo Menezes).

Vamos denotar por ||H||y norma de uma fungao H € L%[0,7] x (0,1).

Por densidade (ver Lema C.4), basta considerarmos supy{l,(H) — c||H||3} para H
pertencendo a um subconjunto enumerével {H™} denso de C%2 ([0, 7] x (0,1)), ao in-
vés de toma-lo em todo o conjunto. Além disso, como maxy<,{l,(H") — c||H"|3} 1
supy{l,(H) — c||H||3}, por convergéncia monoétona, E.[maxy<,,{l,(H*) — c||H*||2}] —
E.[supy{l,(H) — ¢||H|[3}], quando m — +4oo. Assim, é suficiente verificarmos que
E.[maxg<n{l,(H*) — c||H*||3}] < Ky, para cada m fixo.

Lema 4.6. Dada um conjunto finito de func¢oes continuas F,, : [0,T]x(0,1) - R, n <k,
a fung¢io ® : Dpy[0,T] — R dada por

_m<ax{/ / n S 75 d7Ts ) 5_C||Fn||g}

€ continua na topologia de Skorohod.

A demonstracao deste fato segue da Proposi¢ao 1.26.

A partir disto, temos

E.fmax{l,(HY) — o H*|3}) = E.[0] = lim E,[0]

T 1
~ im E, {m{ [ auns,u)dwﬁV(wds—cHH’“H%}]
N—+o00 k<m 0 0
IknaX{NH/ Za HE(2)n )ds—cHHkHQ}].

A partir de agora, vamos trabalhar somente com a tltima expressao acima. Como

= lim E,,

N—+o0

¢ a medida inicial do processo de Markov 7, vale a relagao
m;;{N/ 2O () )ds—cHH"‘Hz}]
- /IE max {Nil / Za HY (%) ms(r) ds — c||Hk||2}] Ay ().

Acima, quando escrevemos [, estamos nos referindo a esperanca do processo quando

E

KN

a distribuicao inicial for a delta de Dirac na configuragao . Agora usamos a desigualdade
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da entropia D.1 para obter que a expressao acima é dominada por

I]?aX{N+1/ Za HE (2 )ds—cNHHkHQ}] dva ().

onde v, é a medida invariante Bernoulli produto de parametro a.

H o) 1
<'u+|y) Nlog exp [,

Agora, pelo Lema D.1, temos que H (un|va) < Ko(N + 1), onde Ky é uma constante
que depende somente de «. Isto limita o primeiro termo. Usando a desigualdade de

Jensen, o segundo termo fica dominado por

1
NIOg/En exp [rl?ax{NH/ Z@ HE (£)n )ds—cN||Hk||2}” dve(n)
1
= —logE,, |exp [gﬁf{f\fﬂ/ Za HE (L)1 )ds—cN||Hk||2}”.

N
Seguimos observando que exp{max, <, a,} < Y., e®, e portanto a tltima expressio

fica limitada por

1
N log El/a

S o s [ D0 (5) e ez
k=1

Estamos interessados em estimar o limite superior da quantidade acima quando N —

+00. Pelo Lema C.5 do apéndice, é suficiente estimar a quantidade

exp{NLH/ Z@H % )ds—cN||H||2}],

para uma fungdo H € C%2[0,T] x (0, 1) fixa.

Uma vez que o processo n. é reversivel com respeito a medida inicial v,, podemos usar

1
limsup — logkE,
N—>+cxI>) N & “

a formula de Feynman-Kac, limitando a esperanca acima por

T
exp {/ Iy ds},
0

I',= sup {(VS,f2>ya + (N?Lnf, f>’/a}7
HfHL2(Va):1

onde

1
Vi(s,n) = N+1ZaH (%) (:c)—cN/O H,(u)?du

Assim, o limite superior fica hmltado por

T

limsup — [sds,
N—+o0 0
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2=

) n(x)f*(n) dva(n)

y / Ho(u)? du+ N{Ly , f)
0

ve |- (4.4)
Agora vamos analisar o primeiro termo do supremo acima. O primeiro passo consiste
em somar somente a partir de x = 1, de modo que, se

._NH/Z@H (2)

%) (@) f2(n) dva(n),
entao
- N+1/Za H, () () £20n) dvalo) + R
onde
¥ =t [ HLOO) ) dva(n)
Note que RY = i

(4.5)
= 0, pois H tem suporte compacto contido em [0, 7]x (0, 1). Uma vez que
H € C%2([0,T] x (0,1)), a quantidade %]

5 HS (U + 5) —
Portanto, para N suficientemente grande, o resto

R NH/ZaHﬂ

~) —

s(u)] = 0y Hs(u) uniformemente

N [H, (%) — Hs (555)]] (@) £2(n) dva(n)

(4.6)
é tao pequeno quanto quisermos. Além disso, podemos escrever

- L / ZN — H, (522)] () £2(n) dva(n) + RY.

Nota. Usando o fato de que || f||2¢,) = 1, obtemos

£
N

RS = [t [ 30 0uH. (3) = N [H () = He (5] )2 (0) )
< D[ () < N ()~ . () |\ / o)) )
< D[t () - N

Z|s
N—
|
flb
—
ZL
N—"
=
=

S

) = Hs (574)] |-
Se colocarmos RY

= 51 2amt [0uH: (%) —

N [H, (%) — Hs (%] |, entdo vale RY <
|RY| < RY. Além disso, quando fazemos N — 400, vale RY — 0

44



Observe que vale

A=y / H, () nlx) f(n) dva(n)

de modo que

A=g5 Zl /Hs (£) (n(z) = n(z + 1)) f*(n) dva(n) + RY + RY,

onde
RY = 55 [ (Ho(D)n(N) = Hy(0)n(1))f*(n) dva(n). (4.7)

Novamente aqui, o fato que H tem suporte compacto contido em [0, 7] x (0, 1) implica
que este erro RY é nulo. O proximo passo consiste em escrever A = %A + %A e fazer a

mudanga de variaveis n — n®**! (que ¢ invariante para v,) para obter
N-1
A=l /Hs (%) (n(x) = n(x+ D)) — ™) dva(n) + R
=1

Agora, usamos que (f2(n) — f2(n™*1)) = (f(n)+ f (™)) (f (n) — f(n™**1)) e depois
que ab < Ca? + % para qualquer nimero real C' > 0 e que |n(x) —n(z + 1)| < 1 para

obter

A< e Z JH G )+ ) )

N-1

o 2 [ () = £ dva(n) + B

r=1

Usamos o fato que || f||2¢,,) = 1 para obter

/(f(n) + f(™)? dva(n) < 2+ 2/f(n)f(nx’z“) dva(n) < 24 2|f||2lIf]]2 = 4.

Com isso, finalmente obtemos
N-1 N-1
X 2 xr,T
A<ZRNH (%) + 5o DL /(f(n) — ™)) dug(n) + RY.
r=1 =0

Quando escolhemos C' = (N + 1)~! conseguimos a estimativa

=

-1

2N

A< Gy 2o He (R)" = NiLwof S, + B

1

T
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onde RY ¢ dado por (4.6).

Com isto, temos, escolhendo ¢ = 2, que

1 2N —
ST, < sup {— (2) —2/ H,(
N T il g=t LIV 4 1)2 (&)
£ NULfs fon = N{Lof o + BY }

Finalmente, pela nota acima R fica pequeno quando N for suficientemente grande.
Outra observagéo importante é que N(Lyf, f}l,a — N{(Lnof, [)va = N(Lnpf, [lv. <0

Também vale N+1 AN S (& ) — 2 fo u)? du, donde podemos escrever

N-1 1
. ZHS(%)Q—Q/ Hy(u)? du+ RY — 0
0

N s = (N+1)2

pontualmente, quando N — +o00. Dai concluimos que

T 1 )
1imsup/ NFSdSSlimsup/ <N+1 ZH (%) —2/ H,( du+R§V>ds.
0

Pelo Teorema da convergéncia dominada, esta tltima integral converge para zero, o que

conclui a demonstragao de que as densidades p estao quase certamente em L?(0;T; H'(0,1)).

4.3 Caracterizacao dos pontos limites

O objetivo desta secao consiste em esbocar a demonstracao de que as densidades pj

satisfazem a EDP (2.2) no sentido fraco. Isto é

Teorema 4.7. Para qualquer medida Q. que seja um ponto limite da sequéncia de me-

didas {Qn} nen, temos
Q. [w. Ao HY — () = [ (0, DB b
~ [ {02000 s [ {H0) (0= 0)+H1) (0= pu(1)) s =
vt e[0,T], VYH e C"*([0,T] x [0, 1])] =1. (4.8)

Os detalhes desta demonstracao podem ser encontrados na dissertagao de mestrado
de Otavio de Macedo Menezes.
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Inicialmente, observe que é suficiente demonstrar que

Q* [77 . sup ‘<pt7 Ht> - <’77 HO> - /Ot<p57 (as + A)I——,s> ds — /Ot {ps(o)auHs(())

0<t<T

t
— ps(1)0, Hy(1) }ds — /0 {HS(O) (a = ps(0)) + Hy(1) (o — Ps(l))}ds > 5] =0, (4.9)
para cada 6 > 0 fixo e cada H € C'3([0,T] x [0,1]), pois este conjunto é denso em
C2([0,77 x [0,1]) com a norma ||H|| = [|H]| + [|0:H]| + [|0uH]lo + || AH||oc-

Para demonstrarmos isto, o primeiro passo consiste em trocar Q, pelo limite das
probabilidades Qn. Entretanto, este passo tem algumas dificuldades, pois o conjunto
acima nao pode ser medido com as probabilidades Q). Para contornar isto, trocamos
os valores de py(0) e py(1) pelas aproximacdes tm[0,¢] e 1m[l —e,1], onde & > 0 sera
tomado suficientemente pequeno. Com isso, (4.9) fica limitado pela soma dos seguintes

termos:

Q. [7‘(‘_ : sup ‘(Wt,Ht>—<7r0,H0>—/O (7, (0s+A)H )ds—/o éﬁs[O,e] [0,Hs(0)—H(0)] ds

0<t<T

+/t éﬂs[l—g, 1[0 H, (1) + Hy(1)] ds—/toz[Hs(O)+H5(1)] ds’ >5/4], (4.10)
Q[ : [(mo, Ho) — (v, Ho)| > 6/4], (4.11)

lw: sup | / 0,H,(0) — H,(0)] Ews[o,d—ps(m] s

0<t<T

> 6/4]

[W:sup’/aH +H()]lws[1—61] ()]ds>5/4.

0<t<T

As duas tltimas probabilidades sao nulas para e suficientemente pequeno. A demons-
tracao desta afirmacao é técnica e ndo a faremos aqui. A probabilidade (4.11) é nula por
consequéncia da definicao de medida associada a um perfil inicial y. Outro lema técnico

demonstra que a probabilidade (4.10) é limitada por

liminf Qu [7? : sup

N—o0 0<t<T

(Wt,Ht>—(7rg,Hg>—/0 (7o, (Os + AVIL) ds

- /t %ﬂs[o,e?“auHs(O) — H,(0)]ds + /t éws[l — &, 1[0, H,(1) + Hy(1)] ds

_ / CG[HL(0) + Ho(1) ds| > 6/16]. (4.12)
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Vamos demonstrar que este altimo limite é nulo. Somando e subtraindo fot N2Ly(rN H,

ao termo que aparece dentro do supremo em (4.12), podemos limitar essa expressao pela

soma de

lim sup @N[ sup |MN(H)| > 5/32] (4.13)

N—o00 0<t<T

t t
lim sup Qun [7;: sup ‘/ N2Ly(xN, H,) ds—/ (rN,AH,) ds
0 0

N—o00 0<t<T

£ 9

- / L (0. £I[OLHL(0) — HL(0)] ds + / Ll e O (1) + ()] ds
_/toz[Hs(O) + H, (1) ds| > 5/32]. (4.14)

A Observagao (3.8) mostra que o limite em (4.13) é nulo. Quando escrevemos

) [N
n(0) = —7V(0,¢) = 7 > ()
=0
eN 1 N 1 a
V) =l -l = o D @)
x=N—|eN]

onde |-] é a funcdo parte inteira, podemos reescrever a equagao (4.14) como

t ¢
limsup P, [n. : sup ‘/ N?Ly{(zN . H,) ds —/ (7N, AH,) ds
0 0

N—o0 0<t<T

- / 7N (0)[0,H,(0) — H,(0)] ds + / BN (V) [0,Ho(1) + Ho(1)] ds

_ /Otoc[Hs(O) b HL(1)] ds

> 5/32] . (4.15)

O proximo passo consiste em associar cada uma das parcelas acima com uma parcela
do gerador Ly = Ly + Ly, utilizando as expressoes (3.9) da pagina 36 e (3.10) da
pagina 36. Lembrando também que estamos assumindo aqui @ = [, para limitar a

expressao dentro da probabilidade em (4.15) pela soma de

sup ‘/Ot{N;HNZInS(x)ANHs (%) —<7r§V,AHS>}ds‘, (4.16)

0<t<T

sup ‘ /O {niN(O)[auHs(O) — H(0)] — 15(0) ;55 [V~ Hs(0) — HS(O)]} ds|,  (4.17)

0<t<T
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sup ‘/ H,(1) = Hy(D] = (V)5 [V Ho (1) = Hy(D] pds|  (4.18)

0<t<T

o??%‘ /Ota[Hs(0)+Hs(1)](1 Y ds| (4.19)

Como H € C13([0,T] x [0,1]), temos que Ay H(u) — AH,(u) uniformemente em s e
em u, o que implica que o termo (4.16) converge para zero, uniformemente em 7. Como
H & limitada, segue facilmente que (4.19) também converge para zero, quando N — +oc.
Os outros dois termos sdo majorados de maneira similar. Vamos tratar da parcela (4.18).

Comece limitando esta parcela por

sup /0 [nZN(N) [0,H,(1) — VNH,(1)]] ds‘

0<t<T

+ sup /0 [VnH (1) — Hy(D)] [2N (N) — n5(N)] ds’

0<t<T

+ sup /Otns(N)(l N+1>[VNH() Hs(l)]ds’.

0<t<T

Observe que a terceira parcela acima converge para zero, quando N — oo, pois
VnHg(1) é limitado uniformemente em N. Além disso, a primeira parcela também é
nula no limite N — oo, pois VNHs(1) — 0,Hs(1) uniformemente em s. O mesmo
raciocinio pode ser aplicado para a equacdo (4.17), o que nos deixa com o problema de

estimar o limite, quando N — oo, da parcela

0 s | [ [HG) ~ BT — o] as] >3]

0<t<T

para x € {0,N} e § > 0. Isto segue do fato que VnHy (%) — Hy(5) é uniformemente
limitado em N e pelo Lema de Substitui¢ao (ver a dissertacao de mestrado de Otéavio de

Macedo Menezes).
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Apéndice A

Motivacao para a definicao de solucao
fraca da EDP (2.2)

O intuito desta secao é de servir como motivacao para a definicao de solugao fraca da
EDP (2.2). Alertamos que o que faremos aqui possui carater informal.
Fixe t € [0,T] e H € C**([0,T] x [0,1]). Como temos a condi¢ao inicial que po(u) =

v(u), esperamos poder escrever algo da forma

(pt, Hy) — (7, Ho) = (pr, Hi) — {po, Ho) = /0 Os(ps, Hs)ds. (A1)

A partir dai, podemos intuir que 9(ps, Hs) = (Osps, Hs) + {ps, 0sH,). Agora, se p é

solu¢ao da EDP, vale 0,p, = Aps, com isto, obtemos
Os(ps, Hs) = (Aps, Hs) + (ps, OsHs). (A.2)

O proximo passo consiste em fazer uma integragdo por partes no termo (Apg, Hy),

para obtermos
<Aps, Hy) = aupS(u)HS(u) Zz(l) — (Oups, OuHs).

Novamente, aqui utilizamos integragao por partes no tultimo termo acima para obter
(Aps, Hy) = 8uPS(U)HS(U)‘Zi(1) - p8<u>auHS(u)|Zz(1) + (ps, AH).

Observe que nossa equagao também satisfaz as condi¢oes 0,p5(0) = —a + ps(0) e
Oups(1) = B — ps(1). Com isso, vale
<A,Osa Hs> = <Pm AHS)
+ H,(0)(a = ps(0)) + Hy(1) (8 — ps(1)).
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Juntando as equacdes (A.1), (A.2), e (A.3), obtemos
(pr Hy) — (. Ho) — /Ot(ps, (0, + A)H.)ds
+ [ {020 = p(00. 1 (D) s
+ /Ot {Hs(O) (@ = ps(0)) + H (1) (8 — ps(1)) }ds-
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Apéndice B

Resultados gerais sobre variaveis

aleatorias

Lema B.1. Suponha que X,, — X em distribuicdo e que f € uma funcao continua. Entdo
f(X,) — f(X) em distribuicao.

Demonstracao. Para toda func¢do continua e limitada g : R — R, E[g(f(X,))] = E[g o
f(Xn)]l = Elg o f(X)] = Elg(f(X))]. O

Lema B.2. Suponha que X,, — X em distribuicdo, e que {c,} € uma sequéncia de

nidmeros reais que convergem para c. Se P[X, <c¢,| =1, Vn > 1, entdo P[X <¢| = 1.

Demonstra¢ao. Dado 6 > 0, observe que P[X,, < ¢+ ¢] = 1, para n suficientemente
grande. Pelo teorema de Portmanteau, temos P[X < ¢+ 0] > limsup P[X,, < ¢+ ] = 1.
Assim, P[X < ¢+ 6] = 1, para qualquer § > 0. Daqui concluimos que P[X < ¢ =1. O
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Apéndice C

Ferramentas de Analise

Lema C.1. Se G : [0,1] — R € uma funcdo continua e limitada, entdo a fun¢do F :

Dum[0,T] = R dada por F(m;) = supgc;<r |(me, G)| € continua.

Demonstracao. Observe que a funcao F pode ser escrita como a composta de duas fungoes
Fy : Dpm[0,T]) — Dr[0,T] e Fy : Dg[0,7] — R dadas por Fi(7)(t) = (m,G) e Fy(¢) =
supg<,<r |¢(t)|. E facil verificar que F} ¢ continua. Se ¢, — ¢ em Dg[0,T], entdo existem
reparametrizagoes A, de [0,7] tais que ¢, o A\, — ¢ uniformemente. Com isso, temos
Fy(én) = Fa(dn 0 A\n) — F2(9).

Basta agora verificarmos que Fj é continua. Suponha entao que 7™ — 7 em D [0, T
Com isso, existem reparametrizagoes A, de [0,7T] tais que T\ — Tt uniformemente.
Com isso, Fy(7")(A,(t)) = Fi(m)(t) uniformemente. Disto segue-se que Fy(n") — Fy(7)
em Dg|0,T7.

Como F' é a composta de duas fungoes continuas, ela é uma fungao continua. O

Lema C.2. Seja E um espaco de Banach separdvel. Entdo a o-dlgebra de Borel em E é

gerada pelos abertos da topologia fraca de E.

Demonstracao. Como E é separével, basta mostrar que as bolas fechadas na topologia
forte estao na o-algebra gerada pelos abertos fracos. Para isso observamos que os conjun-
tos convexos que sao fechados na topologia fraca sao também fechados na topologia forte
(pois dado um ponto fora do convexo fracamente fechado K podemos usar o Teorema de
Hahn-Banach para encontrar um hiperplano que separa esse ponto de K, de modo que

podemos escrever K como uma intersecao de semiespacos fechados). O
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Lema C.3. Sejam E um espago de Banach com norma || - ||, K >0 e f: E — R um
funcional linear. Se

sup { /(@) = a2} < oo,
zel
entao f € limitado. Além disso,
AP = — . Sup {f(@) = kll=]*} .
Demonstracao. Observe que vale
sup { f(z) — 2]} = Sup s sup {f () — AlAylI} - (C.1)
TE lyl|l=
Para y € F com |ly|| = 1 fixado, vemos que f(\y) — || A\y||> = A\f(y) — kA? atinge o
seu maximo em A = 5- f(y). Substituindo esse valor de A em (C.1) obtemos

_ _i 2 _ Ly
21612{f( li”x|| } ||Sl||l£) fly ) 4/{”]0” )

como queriamos demonstrar. O

Nota. No lema acima s precisamos que F' esteja definido num subespaco denso de E.
De fato, podemos estender o funcional F' para todo o espaco E da seguinte forma: dado
x € E, tome {z,} e {y,} sequéncias de pontos em E que convergem para z. Pela
limitacdo de F, as sequéncias {F(x,)} e {F(yn)} sdo limitadas em R, donde podemos
tomar subsequéncias que convergem. Sem perda de generalidade, suponha que {F(z,)}

e {F(y,)} convergem. Observe que
|F'(2n) = F(yn)| < (C+ k)|wn = yn| = 0.

Com isso, podemos definir F'(z) = lim F'(z,), onde {z,} é uma sequéncia de pontos em

E que convergem para z. O funcional F': B — R assim definido é claramente continuo.

Lema C.4. O espago C%' ([0, T] x (0,1)) € separdvel com a norma C* ||H||cr = || H |00+
100 H [] oo

Demonstragdo. Como C%! ([0,T] x (0,1)) c C* (0, T] x [0, 1]), é suficiente demonstrar-
mos a separabilidade do dltimo conjunto. Para isto, tome um subconjunto enumeravel
denso {f,} € C°[0,T] e um subconjunto enumeravel denso {g,} C C°([0,7] x [0,1]).
Defina, para m,n € N, F, ,(s,u) = fu(s) + [ gn(s,v) dv. Observe que {F,,} defini-
das como acima formam um subconjunto enumeravel de C%! ([0, 7] x [0, 1]). Dada uma
fungao H € C% ([0,T] x [0,1]), tome g, que satisfaz ||g, — O,H||c < € e f,, satisfa-
zendo || f, — H(-,0)|| < €. Bscrevendo H(s,u) = H(s,0) + [ 0,H (s, v)dv, obtemos
| Frm — H|loo < 2 € ||0uFnm — OuH||oo = ||gn — OuH||oo < €, donde o conjunto {F, .}
é denso em C%! ([0, 7] x [0,1]). O

24



Lema C.5. Sejam {an}nen, {bn}nen € {cn}nen sequéncias de mimeros nao-negativos
com cy 1 0o. Entao

1 1 1
lim sup — log(ay + by) = max {lim sup — log ay, lim sup — log bN} )
N—ooco CN N—oo CN N—oo CN

Demonstracao. Usando ay +by > ay e ay +by > by, é facil ver que o lado esquerdo da

igualdade acima é maior ou igual ao lado direito. Resta mostrar a desigualdade contréria:
: 1 . 1
lim sup — log(ayx + by) < limsup — log 2 max{ay, by}
N—oo CN N—ooco CN

1
= lim sup — log max{ay, by}
N—oo CN

) 1 ) 1
= max < limsup — log ay, limsup — log by ¢ .
N—oo CN N—ooo CN
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Apéndice D

Resultados sobre Processos de Markov

Dadas duas medidas finitas p ¢ m num espaco de medida F, definimos a entropia de

/4 com respeito a ™ como
H(ulm) = sup{(, f) — logtr, )},

onde o supremo é tomado sobre as fun¢oes f : F — R limitadas. Sejama > 0e f: F — R

limitada. Pela definicao da entropia temos
(u, af) < H(plm) + log(m, e*)
1 1
={p. f) < —H(p|r) + —log(m, /). (D.1)

Quando o espaco E é enumeravel e p é absolutamente continua com relacao a 7 a

entropia H (p|m) tem uma formula explicita:

l'
)1 D.2
H(plw) = p(x) Og ) (D.2)

el
A demonstracao dessa formula pode ser encontrada no Teorema 8.3 de [5].

N

Lema D.1. Sejam v, a probabilidade Bernoulli produto de pardmetro o no espago

{0, 1}~ e puy uma probabilidade qualquer em {0,1}~. Entao
H(plve) < K(N + 1),

onde K é uma constante que depende somente de .
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Demonstracao. Usando a formula explicita (D.2) para a entropia obtemos (denotando

por a A b o minimo entre dois nimeros a e b)

N N(n)
HuxvY) = 3wy >1og“
e N(n)

1
<Z/LN 1og (1—a)]N+1

= (N +1)log (m> '

]

Lema D.2. (Feynman-Kac) Sejam {X;}s>0 um cadeia de Markov com espaco de es-
tados enumerdvel E, gerador infinitesimal L e medida invariante m e V : [0,00) x E — R
uma funcao limitada. Suponha que a cadeia de Markov € reversivel em relagdo a medida

mvariante m. Entao

E, [exp{/otws,xs)dsﬂ < exp{/otrs ds},

Fs = sup {<‘/Saf2>ﬂ+ <Lf7 f)Tl'} (DB)

||fHL2(Tr)§1

onde

A demonstracao da formula de Feynman-Kac pode ser encontrada em [5], Lema 7.2.

Lema D.3. (Forma de Dirichlet) Considere um processo de Markov com espago de
estados finito E e semigrupo { P, }i>0, reversivel com respeito 4 medida v em E. Sejam L

a matriz do gerador infinitesimal e f : E — R uma funcao. Entdao
(Lf, f = ——ZZL (m,OLF () = FE)Pv(n).
neE ¢€E
Demonstracao. Note que

(Pt o= Pin, &) (&) f()v(n)

neEr (eE

:—%Zth(n,&){[f(f)—f( - FEF - FoP ). (DA

neE €€k

Usando a reversibilidade, isto é, v(n)P;(n,&) = v(§)P,(&,n), obtemos

ZZBN ZZ EP(En)f(n)

neE el ¢EE neE

= v(n)fn)

nek
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Além disso, como v é medida invariante,
DD RO V) =D v(€)f(©)
(€EE neE E€E
Substituindo as duas dltimas identidades em (D.4) obtemos
(Pf = 1. f) = Z > P, [f(€) — F)Pr(n).
nEE I3

Note que as parcelas com n = £ sao nulas, de forma que, denotando por I a matriz

identidade, podemos escrever a expresséo acima como

——ZZ [Py(n,€) — I(n, OILf(E) — f(n)]*v(n).

neklk ¢éeE

Finalmente, calculamos

(Lf, Flv =lim <Ptf fo F)v
—1%1——22 [P0, &) = T(n, ON[f () = F(m)]*v(n)

nek (€E

= LSS L O ~ F)vin).

nek éeE

]

Corolario D.4. Seja Ly = Lo + Ly o gerador infinitestmal definido no Capitulo 2.

Entao
N2 N-1

<N2LNoff>gy:——Z / vt )] du (1),

S
I

Teorema D.5. Sejam {X;}i>0 um processo de Feller com semigrupo {P;}i>0 e [ : R X

<N2LNbf f v = —

w|zm|z

%(1 - n(N))] [F(n™) = F)Pavy (n)

E — R uma funcdo limitada, C* na primeira coordenada com as derivadas de primeira
e seqgunda ordens limitadas uniformemente na sequnda coordenada. Suponha ainda que
f(t, ) € D(L) para todo t € R", onde L denota o gerador infinitesimal do processo e
D(L) seu dominio. Entao, denotando f(t,z) por fi(x),

M) = 50%0) ~ o)~ | (Ou L) fulXa) du (0.5)
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¢ um martingal com respeito a filtra¢ao natural do processo {Xi}i>o.

Além disso, definindo

(M(f)) = / [LA(X) — 2. (X)LA(X)} ds,

temos que (My(f))? — (M;(f)) € um martingal com respeito a filtra¢ao natural do processo

{Xi 0. O processo (My(f)) é chamado de variacao quadrética de M;(f).

O primeiro martingal do teorema acima é conhecido como Férmula de Dynkin e é de
extrema importancia no decorrer do texto. Nao vamos demonstrar este teorema aqui. Ao

leitor interessado, uma demonstragdo pode ser encontrada no apéndice de [5].
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