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Estudo de um modelo mı́nimo

para a Matéria Escura
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Resumo

Fazemos uma revisão do modelo padrão das interações eletrofracas, devido a Glashow,

Weinberg e Salam, o qual constitui a base para extensões do Modelo Padrão (MP) que

incluam WIMPs (Weakly Interacting Massive Particles). Supõe-se que essas part́ıculas

compõem a Matéria Escura, responsável por 90% do conteúdo de massa do Universo que,

no entanto, ainda não foi detectada diretamente em eventos de raios cósmicos ou em acel-

eradores de part́ıculas.

Introduzimos um modelo mı́nimo para a matéria escura, que consiste de três singletos do

MP: um escalar, um férmion de Dirac e um bóson vetorial massivo. O escalar implementa

quebra espontânea de simetria no setor escuro, além de ser responsável por conectar a

matéria escura às part́ıculas do MP através de interações com o bóson de Higgs. Calculamos

algumas seções de choque e taxas de decaimento nesse modelo; em particular estudamos

a produção de bósons vetoriais massivos em colisões fóton-fóton utilizando a fórmula de

Breit-Wigner.



Abstract

We review the standard electroweak model of Glashow, Weinberg and Salam, which

forms the basis for extensions of the Standard Model (SM) including Weakly Interacting

Massive Particles (WIMPs). These particles are supposed to compose the Dark Matter

responsible for 90% of the mass content of the Universe, but have not yet been directly

detected in cosmic ray events or in particle colliders.

We then introduce a minimal model of dark matter, consisting of three SM gauge singlets:

a scalar, a Dirac fermion and a massive vector boson. The scalar implements spontaneous

symmetry breaking in the dark matter sector, and is also responsible for connecting dark

matter with SM particles by interacting with the Higgs boson. We calculate some cross

sections and decay rates within this framework, in particular we study the production of

massive vector bosons in photon-photon collisions by using the Breit-Wigner formula.



Índice

Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1. Preliminares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.1 Notação e convenções . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.2 Equação de Dirac . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
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Introdução

O problema da matéria escura foi identificado pela primeira vez por Fritz Zwicky, em

1934, ao estudar a distribuição de velocidades de estrelas em galáxias[1]. Se uma estrela

possui uma distância orbital média r do centro de sua galáxia, podemos utilizar a gravitação

Newtoniana para estimar que sua velocidade orbital seja v(r) ∼
√

M(r)
r

, ondeM(r) é a massa

da galáxia que dista menos do que r do centro galáctico. Para objetos orbitando a galáxia

além de sua parte viśıvel, deveriamos ter v(r) ∼
√

1
r
. O que se observa é que v(r) tende para

uma constante, e medidas indicam que 90% da massa das galáxias poderia ser atribuida à

matéria escura[2].

Uma proposta mais conservadora para explicar a matéria escura é a da existência dos

MACHOs (Objetos Compactos Massivos do Halo), os quais poderiam ser, por exemplo,

anãs marrons, que não são luminosas e, portanto, seriam dif́ıceis de observar. Estudos

detalhados de nucleosśıntese do Big Bang indicam, no entanto, que a densidade de bárions

do universo não pode dar conta completamente da densidade observada de matéria escura

[3]. Propostas de modificação da interação gravitacional para escalas galácticas [4] não são

capazes de explicar fenômenos de lentes gravitacionais relatados em [5]. Somos forçados,

então, a aceitar a existência da matéria escura.

Como a matéria escura não é viśıvel, não pode interagir eletromagneticamente. Além

disso, estudos da anisotropia na radiação cósmica da fundo e de nucleosśıntese do Big

Bang indicam que a matéria escura não interage fortemente [3, 6]. Observações também

indicam que as part́ıculas da matéria escura sejam bastante massivas e frias, ou seja, não

relativ́ısticas. Caso essas part́ıculas não sejam singletos MP, só poderão interagir fracamente.

As únicas part́ıculas do MP que interagem somente via força fraca são os neutrinos, os quais

não podem compor matéria escura fria [2]. Sendo assim, o MP não possui um candidato

para resolver o problema da matéria escura.

Ainda, se admitirmos que a matéria escura é uma reĺıquia térmica do universo, junta-

mente com outras suposições, pode-se calcular a densidade do candidato a matéria escura

em função de sua seção de choque de aniquilação[3]. Para ajustarmos a densidade calculada

às medidas experimentais, devemos tomar 〈σv〉 ∼ 1pb, o que é consistente com a seção de

choque de processos fracos [2].
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Outra constatação de interesse vem ao estudarmos a f́ısica do bóson de Higgs. O estudo

das correções radiativas no MP mostra que estas podem introduzir grandes correções à sua

massa [7] e, inclusive, tornar o vácuo da teoria instável para altas energias [8]. A introdução

de f́ısica além do MP na escala eletrofraca permitiria restaurar a estabilidade do vácuo [8].

Uma postura otimista é, então, a de assumir que as evidências da cosmologia para f́ısica

nova estão relacionadas às da F́ısica de Part́ıculas, e tentar explicá-las de uma maneira

unificada.

Neste trabalho, fazemos uma revisão da construção do modelo de Glashow, Weinberg e

Salam para a unificação eletrofraca, o qual constitui a base para estudarmos as extensões

do MP relevantes para o problema da matéria escura, ao tomarmos a “postura otimista”

citada anteriormente. A seguir, apresentamos um modelo mı́nimo para a matéria escura,

para o qual propomos uma extensão. Para finalizar, calculamos algumas seções de choque

e taxas de decaimento a ńıvel árvore, com o intuito de, futuramente, ajustar os parâmetros

do modelo e fazer uma análise de estabilidade de seu vácuo.



Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1 Notação e convenções

Neste trabalho, utilizamos ~ = c = 1. Isso significa que é ĺıcito escrever expressões

como E = ω = m, sendo ω uma frequência angular e m uma massa. Também nos permite

expressar seções de choque em unidades de inverso de quadrado de energia, e larguras de

decaimento em unidades de energia. Densidades lagrangeanas tem dimensão de m4 e a ação

é adimensional, bem como o momentum angular.

Utilizamos também a convenção de Einstein para soma de ı́ndices repetidos, da seguinte

maneira: em uma expressão com ı́ndices gregos repetidos, somas estão impĺıcitas quando

os ı́ndices repetidos estão em posições distintas, um ı́ndice em cima e um embaixo. Dessa

forma, V µVµ =
3∑

n=0

V nVn e gαβRαβ =
3∑

m,n=0

gmnRmn. Tais somas são feitas sempre com os

ı́ndices mudos variando entre 0 e 3.

Quando for desnecessário salientar o caráter quadrivetorial, um quadrivetor Vµ poderá

ser representado simplesmente como V, e também iremos escrever VµV
µ ≡ V 2. Represen-

tamos por gµν a matriz diag(1,-1,-1,-1) e por gµν sua inversa, que satisfaz gµνgνσ = δµσ , ou

seja, 1, quando µ = σ e 0 caso contrário. Definimos também ∂µφ = ∂φ
∂xµ = φ,µ

Somas sobre ı́ndices latinos repetidos estão sempre impĺıcitas, e podem ser usadas para

representar somas sobre componentes espaciais de um quadritensor (isto é, de 1 a 3), sobre

ı́ndices espinoriais de um campo fermiônico (com os ı́ndices variando entre 1 e 4) ou somas

sobre os ı́ndices de algum grupo . Dessa forma, se pµ é o quadrimomentum (E,p) de uma

part́ıcula, então pip
i = −|p|2 e FiµνF

µν
i =

N∑

j=1

FjµνF
µν
j para o termo cinético de uma teoria

de gauge, com N a dimensão do grupo de Lie a ela associado.

Dado um quadrivetor A, definimos /A = A · γ = γµAµ. Para um campo de Dirac ψ,

definimos ψ = ψ†γ0 e ψL = 1
2
(1 − γ5)ψ, bem como ψR = 1

2
(1 + γ5)ψ. Os projetores de

helicidade exatos para part́ıculas massivas nunca serão usados. Para simplificar a notação,

poderemos representar o campo de Dirac associado ao férmion “X” (e sua antipart́ıcula)
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como X, ao invés de ψX . Deve ficar claro do contexto quais letras representam espinores e

quais representam quadrivetores.

Dessa forma, fazemos X ≡ ψX e X ≡ ψX . Quando estivermos usando essa notação, a

carga elementar será representada como qe(> 0). Quando utilizarmos ψX para identificar o

campo do férmion “X”, a carga elementar será indicada simplesmente como “e”(> 0).

1.2 Equação de Dirac

A equação de Dirac descreve férmions de spin 1/2, cujo estado é representado por um

campo de quatro componentes ψ(x). Para um férmion de massa m, livre, ela se escreve

(iγµ∂µ − m)ψ = 0, onde {γµ} é um conjunto qualquer de quatro matrizes que satisfaça

{γµ, γν} = 2gµν . Nessa última expressão, bem como na expressão da equação de Dirac, a

matriz identidade,Id, não está escrita explicitamente. A partir dessas definições, podemos

verificar as seguintes propriedades [17]:

Tr[Id] = 4 (1.1)

Tr[γµγν ...γα
︸ ︷︷ ︸

2k+1 fatores

] = 0 (1.2)

Tr[γαγβ] = 4gαβ (1.3)

Tr[γαγβγγγδ] = 4(gαβgγδ − gαγgβδ + gαδgβγ) (1.4)

Tr( /A/B) = 4A ·B (1.5)

Tr( /A/B /C /D) = 4[(A ·B)(C ·D)− (A · C)(B ·D) + (A ·D)(B · C)] (1.6)

Definimos também a matriz γ5 = iγ0γ1γ2γ3. Vale que {γ5, γµ} = 0,(γ5)2 = Id e

(γ5)† = γ5, donde segue que 1
2
(1±γ5) são dois projetores ortogonais PL (sinal -) e PR (sinal

+). Vale PLPR = PRPL = 0 e PL + PR = Id. Sendo assim, ψψ = (ψL + ψR)(ψL + ψR) =

ψLψR + ψRψL, pois ψRψR = ψ†PRγ
0PRψ = ψPLPRψ = 0, e semelhantemente ψLψL = 0.

Da mesma maneira, mostra-se que ψγµψ = ψLγ
µψL + ψRγ

µψR. No limite de altas energias

(ou para part́ıculas sem massa), ψL e ψR representam as projeções de ψ em autoestados de

helicidade [18].

Espinores representados por u(r)(p) correspondem a soluções de energia positiva (e com-

ponente z do spin r) da equação de Dirac no espaço de momentum [19] para o férmion

descrito por ψ(x), enquanto os espinores representados por v(s)(p) correspondem ao an-

tiférmion (com componente z do spin s). Esses espinores satisfazem as relações de completi-

tude [20]:
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∑

r

u(r)a(p)u(p)(r)b = Λ
(+)
ab =

(/p+m)ab

2m
(1.7)

−
∑

r

v(s)a(p)v(p)(s)b = Λ
(−)
ab =

(/p−m)ab

2m
(1.8)

Onde por u(r)b estamos nos referindo à b-ésima componente do espinor u(r). Dada

uma matriz qualquer Γ, utilizamos o método descrito em [17] para reduzir somas do tipo
∑

r u(r)Γu(r) ao cálculo de traços de matrizes.

1.3 Teoria Clássica de Campos

Utilizaremos o formalismo lagrangeano da teoria clássica de campos: descreveremos um

conjunto {φr} de campos, definidos em uma região Ω do espaço-tempo através de uma função

L(φr, ∂µφr, x) dependente dos campos, de suas derivadas e, eventualmente, da posição no

espaço-tempo. Assumiremos que um prinćıpio variacional é satisfeito pelos campos: estes

são tais que a ação S =
∫

Ω

d4xL é extremizada. Isso conduz às equações de movimento [17]:

∂µ

(
∂L
∂φr,µ

)

− ∂L
∂φr

= 0 (1.9)

Um resultado que será importante é o Teorema de Noether: caso a transformação infin-

itesimal φr → φr + δφr (juntamente com as transformações induzidas por esta) mantenha

L invariante, então temos que ∂µj
µ = 0, onde jµ = ∂L

∂φr,µ
δφr, o que significa que a carga de

Noether Q =
∫
d3xj0 é constante no tempo e, além disso, é um escalar [21].

O último resultado que necessitamos diz respeito às teorias com invariância de gauge

local, nas quais tomamos um conjunto de campos

ϕ =






ϕ1

...

ϕn






Para os quais temos que L é invariante frente uma transformação tipo ϕ → Uϕ, onde

U é uma matriz constante, a qual pertence a algum grupo de Lie e pode ser escrita em

termos de seus geradores Ta como U = e−igθaTa , com g uma constante. Podemos obter uma

teoria invariante frente transformações em que a matriz U dependa da posição se fizermos

a substituição [22]:

∂µ → Dµ = ∂µ + igAaµTa (1.10)
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Os campos vetoriais Aaµ se transformam, frente uma transformação de gauge infinitesi-

mal, via [22]:

Aaµ → Aaµ + ∂µθa + gfabcθbθc (1.11)

Onde os fabc são definidos via [Ta, Tb] = ifabcTc. Além disso, para dar dinâmica aos

campos introduzidos, adicionamos à L o termo invariante de gauge −1
4
FiµνF

µν
i , no qual

[22]:

F µν
i = ∂µAν

i − ∂νAµ
i − gfabcA

µ
bA

ν
c (1.12)

1.4 Teoria Quântica de Campos

Dada uma teoria de campos clássica sem v́ınculos e descrita por campos {φr}, ao quan-

tizá-la transformamos os campos em operadores, os quais deverão satisfazer [φr(x, t), πs(x, t)] =

δrsδ(x− x′), onde πs é o momentum canônico conjugado a φr,
∂L

∂φr,0
. Impomos também

[φr(x, t), φs(x
′, t)] = 0 e [πr(x, t), πs(x

′, t)] = 0. Essas relações são usadas caso esses cam-

pos descrevam bósons [17]. Se estivermos tratando de campos fermiônicos ψ(x), impo-

mos relações de anticomutação entre suas componentes espinoriais: {ψa(x, t), ψ
†
b(x

′, t)} =

δabδ(x− x′), bem como {ψa(x, t), ψb(x
′, t)} = 0 e {ψ†

a(x, t), ψ
†
b(x

′, t)} = 0 [17].

Estaremos interessados em teorias quânticas de campos interagentes e desejamos calcular

seções de choque para certos processos, além de taxas de decaimento de part́ıculas instáveis.

Fazemos isso utilizando uma expansão do operador S, definido como U(∞,−∞) (U é o

operador de evolução temporal), a qual é devida a Dyson [17]. A saber, escrevemos

S =
∑

n

(−i)n
n!

∫

· · ·
∫

d4x1...d
4xnT{H(x1) · · ·H(xn)} (1.13)

Na expressão acima, T é o operador de ordenamento temporal, para o qual T{φ(x)ξ(x′)} =

φ(x)ξ(x′) se t > t′ ou ǫφξξ(x
′)φ(x) se t′ > t, e ǫφξ depende do caráter fermiônico/bosônico

dos campos envolvidos, podendo valer 1 ou -1. Dessa expansão, podemos obter a inter-

pretação diagramática de Feynman para os processos f́ısicos da teoria interagente. Dados

dois estados quânticos |i〉 e |f〉, Sfi = 〈f |S|i〉 dá a amplitude de probabilidade que o estado

inicial |i〉 evolua (assintoticamente) para o estado final |f〉. É ĺıcito escrever [17]

Sfi = δfi + (2π)4δ(pi − pf )
∏

i

(
1

2V Ei

)1/2∏

f

(
1

2V Ef

)1/2∏

l

(2ml)
1/2M, (1.14)
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onde pi, pf é o quadrimomentum total dos estados i e f, e os produtórios em i e f devem

se estender sobre todas as part́ıculas presentes nos estados i e f. O produtório em l se faz

sobre todos os campos de Dirac massivos presentes no processo, cada um tendo massa ml.

V é um volume de normalização e M é a chamada amplitude invariante do processo. Para

um processo 1 + 2 → 3 + 4, pode-se obter a seção de choque no referencial do centro de

massa em termos de M [17]:

(
dσ

dΩ

)

CM

=
A

64π2s

|p′
1|

|p1|
(
∏

l

2ml)|M|2, (1.15)

onde introduzimos a variável de Mandelstam s = (p1+p2)
2 = (p3+p4)

2, que é igual à energia

total do processo no referencial CM. Os vetores p′
1 e p1 são, respectivamente, o momentum

de uma das part́ıculas emergentes e de uma das part́ıculas incidentes. O fator estat́ıstico

A depende das part́ıculas do estado final serem idênticas ou não. Para um decaimento

1 → 2 + 3, obtemos sua taxa (no referencial de repouso de 1) via [17]:

Γ =
A|p|
8πm2

1

(
∏

l

2ml)|M|2, (1.16)

onde p é um dos momenta emergentes após o decaimento.



Caṕıtulo 2

O Modelo de Glashow, Weinberg e

Salam

2.1 Introdução

O objetivo deste caṕıtulo é, partindo do primeiro modelo de interação fraca, motivar e

construir a densidade lagrangeana da teoria de Glashow, Weinberg e Salam, a qual fornece

uma descrição unificada das interações fracas e eletromagnéticas. A descrição das interações

fracas inicia com a teoria de Fermi para o decaimento beta, proposta em 1934. A carac-

teŕıstica mais marcante dessa interação é que ela pode mudar a identidade de part́ıculas que

a sofrem: o próprio decaimento beta foi modelado como n→ p+ e− + νe.

Além disso, as taxas de decaimentos em reações fracas eram muito pequenas, e incom-

pat́ıveis com as forças eletromagnética e forte [18]. Uma outra caracteŕıstica a reproduzir é

que as interações fracas são de curto alcance: observamos o decaimento beta e outros de-

caimentos fracos de hádrons em escalas de distância da ordem do tamanho de um núcleon.

Fermi propôs descrever todas essas caracteŕısticas utilizando uma interação de contato, na

qual todas as interações de um processo elementar (como o decaimento beta) ocorrem em

um ponto, como ilustrado nos diagramas abaixo.

n

p

e−

νe

n

e+

p

νe

Fig. 2.1: Alguns processos elementares na teoria de Fermi

Heuristicamente, obtemos esse tipo de interação propondo que a amplitude invariante
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de uma reação como a captura de elétron por um núcleo (resumida como e− + p→ n+ νe)

tenha a seguinte forma:

M = GF [nγ
µp][νγµe] (2.1)

Esta deve ser comparada com a amplitude do espalhamento elétron-múon em eletro-

dinâmica quântica, na qual a interação é mediada pelo fóton, como no diagrama abaixo,

com amplitude M = −ie2[eγσe]gσν

q2
[µγνµ] = −i e2

q2
jα(e)jα(µ), onde q

2 é o quadrimomentum

transferido entre as part́ıculas e jα(e) = eγαe, com jα(µ) é definido analogamente. Escrevendo

a amplitude nessa forma fica claro que temos uma interação entre correntes mediada pelo

fóton, que “conecta” os dois vértice através do propagador iDFµν = −igµν
q2

.

e−

γ

µ−

Fig. 2.2: Espalhamento elétron-múon segundo a QED

É fácil ver que a amplitude (2.1) pode ser escrita na forma de um produto de duas

correntes: uma (que leva o nêutron no próton) aumentando a carga da part́ıcula de sáıda

e a outra diminuindo-a (leva o pósitron no antineutrino), para conservar a carga elétrica.

A teoria de Fermi, apesar de bem sucedida, tinha problemas graves: um cálculo da seção

de choque de espalhamento elétron-neutrino mostra que σ ∼ s para a onda S, ao passo que

argumentos de unitariedade mostram que devemos ter σ ≤ 4π
s

no limite de altas energias

[23].

Há outro aspecto no qual a teoria de Fermi não está completa: essa não incorpora a

violação de paridade descoberta experimentalmente em 1954. Isso pode ser feito facilmente

fazendo a substituição γµ → γµ(1−γ5), levando assim a uma teoria em que a amplitude não

é invariante sob paridade, devido à presença da matriz γ5:termos tipo ψγµψ transformam-

se como vetores, e termos tipo ψγµγ5ψ transformam-se como pseudo-vetores. Assim, ao

somarmos um vetor e um pseudo-vetor na expresão da amplitude, introduzimos violação de

paridade. [25].

Numa tentativa de aproximar a descrição das interações fracas com a de uma teoria

renormalizável tipo QED, Glashow propõe em 1957 um modelo no qual as interações fracas
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também são mediadas por bósons. Dado o curto alcance das interações fracas, esses bósons

devem ser muito massivos. Ainda, a hipótese desses bósons serem massivos era consistente

com sua não detecção experimental (que só ocorreu em 1983), a qual requer
√
s ≥ 2mW .

Utilizando o propagador correto para um bóson vetorial massivo podemos escrever a ampli-

tude para o processo e+e− → νeνe como

M = gW [eγµ(1− γ5)ν]
−igµα + qµqα

m2

W

q2 −m2
W

[νγα(1− γ5)e] (2.2)

Para baixas energias (q2 ≪ m2
W ), evidencia-se que obtemos uma teoria tipo a de Fermi

fazendo GF = gW
m2

W

. Seria a teoria de Glashow uma resposta para o problema da uni-

tariedade? Mostra-se que esse não é o caso: a teoria de Glashow não é renormalizável.

Isso evidencia-se do fato que o propagador do bóson vetorial massivo tende para uma con-

stante para momenta de módulo (Euclideano) muito grande, o que dá origens a divergências

quadráticas quando diagramas com laços estão envolvidos [17].

Uma observação importante para o desenvolvimento teórico foi dada por Mahmoud e

Konopinski em 1953: as interações fracas aparentam conservar quantidades denominadas

números leptônicos, que podem ser definidas como Le = N(e) − N(e+) + N(νe) − N(νe),

e números para múons e tauons podem ser definidos de maneira análoga. Essa lei de

conservação pode ser usada para explicar, por exemplo, porque a reação µ → eγ não

ocorre [19]. Poder-se-ia obter alguma informação da natureza da interação a partir dessa

conservação? Restringindo-nos, deste ponto em diante, a interações leptônicas, procuramos

por interações que respeitem a conservação das correntes Jµ = eγµ (1−γ5)
2

ν e Jµ†, que podem

ser usadas para a construção de densidades lagrangeanas que conservam número leptônico

[17]. A única maneira que conhecemos de obter interações a partir de simetrias é o prinćıpio

de gauge, o qual tem o benef́ıcio de gerar teorias renormalizáveis [22].

2.2 Uma teoria de gauge para a interação fraca

2.2.1 A escolha do grupo de simetria

Ao construir uma teoria de gauge, necessitamos de dois ingredientes: um grupo de

simetria e um conjunto de campos que se transforme segundo uma representação desse

grupo [22]. O prinćıpio de gauge então nos permite obter, a partir de uma teoria livre, uma

teoria interagente, na qual as interações são mediadas por bósons vetoriais, em número igual

ao número de geradores do grupo. Como os bósons vetoriaisW± possuem carga elétrica, isso

significa que eles interagem entre si. Isso indica a necessidade de construirmos uma teoria

de gauge não-abeliana [25]. Para isso, o menor grupo que podemos usar é SU(2), o qual
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tem três geradores, um a mais que o número de bósons introduzidos por Glashow. Nessa

seção o limite de altas energias estará impĺıcito, para facilitar a discussão das componentes

“left” e “right” dos campos fermiônicos.

Notemos, no entanto, a sutil conexão entre a interação eletromagnética e a interação

fraca: os vértices carregados da teoria eletrofraca mudam a carga das part́ıculas em exata-

mente uma unidade para cima ou para baixo. Isso sugere que, ao contrário da interação

forte, a interação fraca está de alguma maneira “ciente” da interação eletromagnética. De

fato, em 1957 Schwinger propõe um modelo eletrofraco, e Glashow, em 1961, propõe que

a unificação é o caminho para obter uma teoria renormalizável para as interações fracas.

Incluindo o fóton com os bósons W±, podemos utilizar o grupo SU(2), com três geradores,

para construirmos uma teoria.

É necessário, então, que as cargas de Noether cuja conservação foram propostas, i.e, as

cargas associadas à conservação de Jµ, Jµ† e a corrente eletromagnética, gerem um grupo de

simetria, formando uma álgebra fechada ao tomarmos seus comutadores. Restringindo-nos,

a partir desse ponto, a uma única famı́lia leptônica, para ilustrar a teoria da maneira mais

simples posśıvel, definimos:

T =
1

2

∫

d4xν†(1− γ5)e ; T † =
1

2

∫

d4xe†(1− γ5)ν (2.3)

Qem = −
∫

d4xe†e (2.4)

No entanto, utilizando as relações de anticomutação canônicas para os férmions, obtemos:

[T, T †] =

∫

d3xd3x′[ν†L(x)eL(x), e
†
L(x

′)νL(x)]

=

∫

d3xd3x′[ν†Li(x){eLi(x), e†Lj(x′)}νLj(x′)− e†Li(x
′){νLi(x′), ν†Lj(x)}eLj(x)]

=

∫

d3x[ν†L(x)νL(x)− e†(x)e(x)] ≡ 2T3, (2.5)

onde é claro que T3 não é combinação linear de T, T † e Qem. Notemos que os geradores

de SU(2) (as matrizes de Pauli) têm traço zero, correspondendo ao fato de que a carga

SU(2) dentro de um multipleto é zero (1/2 -1/2), ao passo que estamos, implicitamente,

construindo multipletos utilizando o elétron e o neutrino, que não formam um conjunto

de carga neutra. Sendo assim, temos duas escolhas: ou introduzimos novas part́ıculas em

nossa teoria, para manter os multipletos neutros [25], ou introduzimos uma nova corrente

neutra em nossa teoria, que leve à conservação da carga T3. Escolheremos aqui a segunda

abordagem, ampliando o grupo de simetria para SU(2) × U(1). Isso pode ser feito pois
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mostra-se que Y = 2(Qem − T3) comuta com T, T † e T3. É usual tomar os geradores de

uma álgebra de Lie como operadores hermitianos. Para isso, definamos:

T1 =
1

2
(T + T †) ; T2 =

1

2i
(T − T †) (2.6)

Obtemos, então:

T1 =
1

2

∫

d3x[ν†L(x)eL(x) + e†L(x)νL(x)]

T2 =
1

2

∫

d3x[ie†L(x)νL(x)− iν†L(x)eL(x)]

T3 =
1

2

∫

d3x[ν†L(x)νL(x)− e†L(x)eL(x)]

Torna-se claro que podemos usar ΨT
L = (νL eL) como um multipleto de SU(2) na nossa

teoria. De fato, sendo σi as matrizes de Pauli, as cargas acima se escrevem como Ti =
∫
d3xΨ†

LσiΨL. Assim, encontramos uma maneira simples de obter uma teoria de gauge na

qual a paridade é explicitamente violada: introduzimos ΨL como um dubleto de SU(2) e

postulamos que as componentes eR e νR (caso exista) sejam singletos de SU(2). Como vale

Qem = T3 +
Y
2
, a componente eR do campo do elétron deve possuir carga U(1)Y .

Antes de escrevermos o lagrangeano da teoria eletrofraca, notemos o seguinte: processos

neutros de interações fracas foram descobertos no CERN em 1973, os quais poderiam ser,

em prinćıpio, atribúıdos a um campo de se acoplasse com a carga T3. No entanto, estes

processos neutros não acoplam somente as componentes de mão esquerda, como ocorre

em T3. Sendo assim, vemos que a unificação eletrofraca efetivamente ocorre através das

correntes neutras: nem Y nem T3 representam cargas f́ısicas, e sim uma combinação linear

dessas correntes neutras dará as cargas f́ısicas.

2.2.2 Uma densidade lagrangeana com simetria de gauge

SU(2)× U(1)

Partindo da densidade lagrangeana livre para campos fermiônicos, modificamos seu termo

cinético,

LK = νi/∂ν + ei/∂e (2.7)

Fazendo a separação ψi/∂ψ → ψLi/∂ψL + ψRi/∂ψR e, no primeiro termo, substituindo,

∂µ → D
(L)
µ = ∂µ + ig σi

2
Wiµ + ig′ Y

2
Bµ, onde introduzimos os campos Wi e B, os quais

implementam a simetria de gauge [22]. No segundo termo, fazemos a substituição ∂µ →
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D
(R)
µ = ∂µ + ig′ Y

2
Bµ. Introduzimos também termos cinéticos para os bósons de gauge, os

quais serão definidos mais adiante em (2.16).

Temos, agora, que lidar com dois problemas em exigir que a densidade lagrangeana

possua simetria de gauge local SU(2) × U(1). O primeiro, bem conhecido, é que termos

de massa do tipo m2BµB
µ ou m2WµW

µ não são invariantes de gauge [22]. O segundo

problema decorre da violação de paridade. Sabemos que ψψ = ψLψR + ψRψL. Como ψL e

ψR tem propriedades de transformação distintas, é imposśıvel construir um termo invariante

de gauge a partir de seu produto. Se por um lado, então, o prinćıpio de gauge nos permite

obter interações a partir de simetrias, o seu acoplamento à violação de paridade exclui todos

os termos de massa da teoria.

A pergunta que devemos nos fazer, então, é a seguinte: como introduzir uma escala de

massa na teoria? De fato, a densidade lagrangeana acima só possui acoplamentos adimen-

sionais, então não há uma escala que possamos utilizar para incluir as massas na teoria de

uma maneira invariante de gauge. O mecanismo mais simples que permite fazer isso nas

teorias de gauge não abelianas foi proposto após trabalhos de Anderson e Nambu [14, 15],

os quais indicavam que a quebra espontânea de simetria poderia fornecer uma maneira de

introduzir as massas mantendo a renormalizabilidade, que é perdida quando os termos de

massa são introduzidos arbitrariamente [22]. O fato de a quebra da simetria SU(2)× U(1)

ser plauśıvel vê-se pois os dubletos SU(2) indicam uma simetria entre elétron e neutrino que

não é observada na natureza - em particular, suas massas são muito diferentes.

2.3 Quebra Espontânea de Simetria

2.3.1 Introdução: escolhendo um campo de Higgs

Resumidamente, o mecanismo de quebra espontânea de simetria introduzirá um campo

Φ, chamado campo de Higgs, o qual irá interagir com todas as part́ıculas massivas da teoria.

Os termos de massa serão obtidos fazendo com que o valor esperado do vácuo do campo

Φ seja não trivial, 〈0|Φ(x)|0〉 = v(x) 6= 0. Como esperamos que o vácuo seja homogêneo

e isotrópico, v deve ser uma constante e o campo Φ deve ser escalar, para que não se

introduza uma direção preferencial com o spin. Resta agora escolher o caráter de Φ frente

SU(2) × U(1) para termos todos os ingredientes necessários para introduzr a quebra de

simetria eletrofraca. Queremos obter um termo do tipo f(φ)ψψ que seja invariante de

gauge e que forneça massa ao elétron.

Vemos que ψψ se transforma segundo a representação fundamental de SU(2), a de spin

1/2. Caso escolhamos o campo de Higgs como um dubleto de SU(2), um termo do tipo

ψLΦψR + h.c. se transforma segundo o produto de duas representações de spin 1/2. A
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conhecida decomposição de Clebsch-Gordan 1
2
⊗ 1

2
= 1 ⊕ 0 permite concluir que é posśıvel

extrair um termo singleto dessa combinação. É fácil ver que a escolha 〈Φ〉 = 1√
2

(
0
v

)
dá massa

ao elétron ao fazermos a expansão Φ = v + δΦ. Resta, então, escolher a hipercarga de Φ.

Como desejamos que o vácuo da teoria seja eletricamente neutro, devemos fazer Y = 1 para

o campo de Higgs.

Agora que temos todos os números quânticos internos do campo de Higgs podemos

implementar a quebra de simetria na teoria eletrofraca. Para entender como se faz isso,

mostraremos o mecanismo de quebra espontânea de simetria (global e local) em um contexto

mais simples, usando uma teoria abeliana.

2.3.2 Quebrando simetrias globais

Definimos φ = 1√
2
(φ1 + iφ2) como um campo escalar complexo, ao qual associamos a

densidade lagrangeana

L = ∂µφ
†∂µφ− V (φ†φ), (2.8)

V (φ†φ) = µ2φ†φ+ λ(φ†φ)4.

A lagrangeana acima é claramente invariante frente φ→ eiθφ, com θ constante. Para ter-

mos uma teoria razoável, devemos ter λ > 0. Caso µ2 > 0, temos a densidade lagrangeana

de um campo escalar complexo de massa µ. O que acontece se µ2 < 0? Primeiramente,

notemos que, se µ2 > 0, V (φ†φ) possui um único extremo, ocorrendo para φ = 0. No en-

tanto, com µ2 < 0, não só a interpretação do termo quadrático não é clara, por corresponder

a um quadrado de massa negativo, como também a forma do potencial fica alterada, tendo

agora V mı́nimos para |φ| = v ≡
√

−µ2

λ
.

Fig. 2.3: Corte unidimensional de V (φ†φ) para µ2 > 0 e µ2 < 0, respectivamente

A maneira como interpretamos os termos da densidade lagrangeana, utilizando diagra-

mas de Feynman, vem da expansão da matriz S, a qual é uma boa descrição de uma teoria
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no regime perturbativo. Sendo assim, é razoável que desloquemos o campo, escrevendo L
em termos de φ = v+ η+ iξ, expandindo L em torno de um de seus pontos de mı́nimo. Os

campos η e ξ medem as flutuações de φ em torno do equiĺıbrio e, assim, sua interpretação

pode ser feita da maneira convencional.

É importante notar que o estado fundamental desse campo, com φ = veiδ não possui a

invariância frente transformações de fase que L possui. Quando isso acontece, dizemos que

ocorreu quebra espontânea de simetria, apesar de ser mais apropriado dizer que a simetria

foi “escondida”, e não explicitamente quebrada, pois a escolha de um vácuo em torno do

qual fazer a expansão possui uma arbitrariedade justamente por causa da simetria de L.
Efetuando a expansão, obtemos:

L =
1

2
∂µη∂

µη + µ2η2 +
1

2
∂µξ∂

µξ + ..., (2.9)

onde (...) indica termos de mais alta ordem ou constantes. Em termos dessas variáveis, o

espectro da teoria fica claro: estamos lidando com um campo escalar massivo (lembremos

que µ2 < 0) e um campo escalar sem massa (ξ), o qual surge justamente devido à quebra de

simetria. Intuitivamente, podemos compreender sua existência da seguinte maneira: uma

perturbação infinitesimal que faça v → (1 + iθ)v leva o vácuo da teoria em outro vácuo, ou

seja, a variação de energia ao realizar essa perturbação é nula.

Em termos de análise de Fourier, estamos adicionando ao campo uma onda de compri-

mento de onda infinito ao campo original. Interpretando essa perturbação em termos de

part́ıculas através de E = ω = m, vemos que ela corresponderia a uma part́ıcula de massa

zero. De fato (cf. Apêndice A), podemos generalizar a situação exposta acima e vemos que

a quebra de simetrias globais implica na existência de part́ıculas sem massa na teoria, de-

nominadas bósons de Goldstone. Os bósons de Goldstone não são observados na natureza.

Veremos, no entanto, que ao quebrarmos uma simetria local, a solução do problema criado

pelos bósons de Goldstone é exatamente a geração de massa para os bósons vetoriais da

teoria.

2.3.3 Quebrando simetrias locais

Ainda nos restringindo ao campo complexo, escrevamos uma densidade lagrangeana

invariante frente transformações de gauge locais, introduzindo um campo Aµ

L = (Dµφ)
†Dµφ− V (φ†φ) (2.10)

Dµφ = ∂µ + iqAµ (2.11)
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Escrevendo φ = 1√
2
(v+φ1+iφ2), vemos queDµφ = 1√

2
[∂µφ1+iqv(Aµ+

1
qv
∂µφ2)+iqAµ(φ1+

iφ2)]. Notemos que o segundo termo tem exatamente a forma da transformação de gauge

(1.11), dando a esperança de podermos eliminar completamente a dependência em φ2 da

teoria, o qual se torna intimamente ligado a Aµ. Adicionar um grau de liberdade escalar a

Aµ forneceria a este campo uma componente de spin zero a qual, no espaço de momentum,

pode ser interpretada como um grau de liberdade longitudinal, que é exatamente o grau de

liberdade associado á massa não nula de um campo vetorial. Partindo dessa constatação,

tentaremos obter uma transformação de gauge que elimine φ2.

Estaremos, assim, fixando o gauge no chamado gauge unitário. É importante perceber

o seguinte: um campo escalar complexo, bem como um campo vetorial sem massa, possui 2

graus de liberdade. Dessa forma, L descreve 4 graus de liberdade. É importante, então, que

fixemos um gauge para descrever a teoria com o bóson vetorial massivo, pois esse campo

tem 3 graus de liberdade, e não queremos introduzir graus de liberdade espúrios na teoria.

Façamos, então, φ′ = e−iqΛ(x)φ = [cos(qΛ)(v + φ1)− φ2sen(qΛ)] + i[−sen(qΛ)(v + φ1) +

φ2cos(qΛ)]. Vemos que a escolha qΛ = tan−1 φ2

v+φ1

nos permite tornar nula a segunda

componente. Como L possui invariância de gauge local, calculamos o termo |Dµφ|2 no

calibre novo, onde introduzimos φ′
1 ≡ H(x), obtendo:

|Dµφ
′|2 =

1

2
[∂µH + iqAµ(v +H)][∂µH − iqAµ(v +H)]

=
1

2
∂µH∂

µH +
1

2
(q2v2 + 2q2vH + q2H2)AµA

µ. (2.12)

Torna-se expĺıcito que nossa teoria descreve, agora, um bóson escalar (massivo, como

se vê expandindo V), e um bóson vetorial de massa mA = qv. Podemos dizer que o bóson

de Goldstone φ2 foi “engoblado” por Aµ, o qual, no processo, adquire massa. É posśıvel

provar, inclusive, que a teoria resultante é renormalizável [22]. Sendo assim, vemos que

a quebra espontânea de simetria consegue uma façanha notável: partimos de uma teoria

invariante de gauge local, sem massa, e obtemos uma teoria com bósons vetoriais massivos

que é renormalizável.

No caso não abeliano, com um grupo de dimensão N e um vácuo invariante frente

transformações de um subgrupo de dimensão M, mostra-se que também existe um calibre

unitário [22, 16] e que a teoria resultante possui M bósons vetoriais sem massa e N-M bósons

vetoriais massivos. Ilustramos isso na seção seguinte para construir o modelo de Glashow,

Weinberg e Salam.
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2.4 Construção do modelo GWS

2.4.1 Quebra de simetria e geração de massa para os bósons de

gauge

Vimos, na seção 2.3.1, que o Higgs da teoria eletrofraca deverá ser um dubleto de SU(2)

com hipercarga Y=1. Escrevemos, então,

Φ =
1√
2

(

φ1 + iφ2

φ3 + iφ4

)

Introduzimos, então, L = |D(L)
µ Φ|2 − V (Φ†Φ) − 1

4
FaµνF

µν
a − 1

4
BµνB

µν , onde Bµν e F µν
a

são definidos seguindo a prescrição de (1.12). Assumindo a existência de um gauge unitário,

faremos a expansão Φ = 1√
2

(
0

v+h

)
, na qual utilizamos o gauge unitário para nos livrarmos dos

três bósons de Goldstone associados às não invariâncias do vácuo da teoria. Dáı, obtemos:

D(L)
µ Φ =

1√
2

[(
0

∂µh

)

+
ig

2
√
2
σ ·Wµ

(
0

v + h

)

+
ig′

2
√
2
Bµ

(
0

v + h

)]

.

Introduzindo Wµ = 1√
2
(W1µ − iW2µ) e W

†, temos que:

σ ·Wµ =

(

W3µ

√
2Wµ√

2W †
µ −W3µ

)

,

donde obtemos

D(L)
µ Φ =






ig

2
Wµ(v + h)

1√
2
∂µh+

i(v + h)

2
√
2

(g′Bµ − gW3µ)




 . (2.13)

Tomando o módulo quadrado, obtemos, finalmente:

|D(L)
µ Φ|2 = 1

2
∂µh∂

µh+
(gv

2

)2

W †
µW

µ +
v2

8
(g2W 2

3 − 2gg′W3.B + g′2B2) + ... (2.14)

onde, novamente, (...) representa os termos de mais alta ordem. Vemos que o campo

complexo W tem massa mW = gv
2
e que os campos W3µ e Bµ se misturam, não sendo estes

os autoestados de massa da teoria, leia-se, os campos f́ısicos. Para obtê-los, diagonalizamos

a matriz de massa M2, definida de maneira que a forma quadrática de W3 e B acima

escreva-se 1
2
M2

ijQi.Qj , com Q1 = W3 e Q2 = B. É fácil ver que
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M2 =
v2

4

(

g2 −gg′
−gg′ g′2

)

.

Diagonalizando a matriz de massa, encontraremos os estados f́ısicos como autovetores

de M2. Como M2 é real e simétrica, pode ser diagonalizada por uma matriz ortogonal O,

donde podemos definir os autoestados f́ısicos Z e A da seguinte maneira:

Z = cos θWW3 − sin θWB

A = sin θWW3 + cos θWB, (2.15)

onde introduzimos o ângulo de Weinberg θW . Por inspeção, podemos verificar que det(M2)=0,

ou seja, um dos campos f́ısicos não tem massa. Isso ocorre pois, como exposto na seção 2.3.1,

o vácuo da teoria eletrofraca é neutro, ou seja, é invariante frente as transformações geradas

por Q e, como exposto em [22], a presença de invariâncias do vácuo implica em bósons

sem massa na teoria. Obtermos um bóson sem massa (o fóton) é, então, uma condição de

compatibilidade com nossa construção da quebra de simetria.

Usando o fato que Tr(M2)=λ1 + λ2, onde os λi são os autovalores de M2, obtemos

rapidamente a massa do bóson neutro Z: mZ = v
2

√

g2 + g′2. Exigindo que o campo A

corresponda ao bóson sem massa, devemos ter:

(

g2 −gg′
−gg′ g′2

)(

sin θW

cos θW

)

= 0.

Donde obtemos, tomando a equação para a primeira componente, tanθW = g′

g
, de onde

obtemos sin θW = g′√
g2+g′2

; cos θW = g√
g2+g′2

.

2.4.2 A densidade lagrangeana no modelo GWS

Podemos, finalmente, escrever a densidade lagrangeana para a teoria eletrofraca de

Glashow, Weinberg e Salam, para o caso de uma única famı́lia leptônica, e sem quarks.

A renormalizabilidade da teoria completa foi provada por t’Hooft e Veltman em 1971. Ini-

cialmente, façamos algumas definições preliminares, escrevendo-a em termos dos campos

não f́ısicos (Wi, B,Φ). Definamos:

Bµν = ∂µBν − ∂νBµ

Faµν = ∂µWaν − ∂νWaµ − gǫabcWbµWcν (2.16)

λe√
2

=
me

v
, (2.17)
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onde v é o VEV do campo de Higgs eme a massa do elétron. Então, a densidade lagrangeana

da teoria GWS é

LGWS = ΨLi /D
(L)

ΨL + ei /D
(R)
e− λe(ΨLΦeR + eRΦ

†ΨL) + [D(L)
µ Φ]†[Dµ(L)Φ]

−V (Φ†Φ)− 1

4
FaµνF

µν
a − 1

4
BµνBµν . (2.18)

O próximo passo é escrever LGWS em termos dos campos f́ısicos, fazendo Φ = 1√
2

(
0

v+h(x)

)

e introduzindo os campos vetoriais W, W †, A e Z definidos na seção anterior. Obtemos

uma densidade lagrangeana que pode ser separada em termos correspondentes aos campos

livres, e termos correspondentes às interações entre as part́ıculas. Ilustraremos como os

termos correspondentes aos acoplamentos dos férmions com o fóton e os bósons W e Z

podem ser obtidos a partir de LGWS, expandindo os termos das derivadas covariantes que

possuem dependência nos campos de gauge.

Começamos com a parte correspondente a ΨL, onde usamos a expressão expĺıcita para

σ ·Wµ já exposta anteriormente, obtendo que a densidade lagrangeana de interação entre

os férmions e os bósons de gauge é

LFB =

(

νL eL

)(

−g
2
/W 3 − g′Y

2
/B − g√

2
/W

− g√
2
/W

† g
2
/W 3 − g′Y

2
/B

)(

νL

eL

)

− g′Y ′

2
eR /BeR,

onde Y é a hipercarga do dubleto SU(2) e Y ′ a carga do singleto SU(2). Fazendo os produtos

matriciais, obtemos:

LFB = νL(−
g

2
/W 3 −

gY ′

2
/B)νL − g√

2
νL /WeL − g√

2
eL /W

†
νL

+eL(
g

2
/W 3 −

g′Y

2
/B)eL − g′Y ′

2
eR /BeR. (2.19)

Agora, utilizando a expressão Qem = T3 +
Y
2

e notando que a carga do elétron (em

unidades de e) é -1, identificamos Y = −1 e Y ′ = −2. Definindo, também, jµW = 2eLγ
µνL,

invertemos a expressão de A e Z em termos dos campos não f́ısicos para obter

LFB = − 1

2
νL(g sin θW /A+ g cos θW /Z − g′ cos θw /A+ g′ sin θw /Z)νL

+
1

2
eL(g sin θW /A+ g cos θW /Z + g′ cos θW /A− g′ sin θW /Z)eL

+ g′ cos θW eR /AeR − g′ sin θW eR /ZeR

− g

2
√
2
(jµWW

†
µ + jµ†WWµ). (2.20)
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Notando que g′ cos θW = g sin θW , vemos que o acoplamento do neutrino com o fóton é

nulo. Exigindo, então, que o termo que acopla o elétron ao campo A corresponda à corrente

eletromagnética jµem = −eγµe, somos forçados a tomar g′ cos θW = qe, a carga elementar.

Escrevendo explicitamente os projetores de helicidade, calculemos os termos correspondentes

ao acoplamento do neutrino e do elétron ao bóson Z, LNC , utilizando que g′ = g tan θW

LNC = −1

2
νL(g cos θW + g

sin2 θW
cos θW

)/ZνL +
1

2
eL(g cos θW − g

sin2 θW
cos θW

)/ZeL,

−g sin
2 θW

cos θW
eR /ZeR,

= − g

4 cos θW
νγµ(1− γ5)νZµ,

+
g

4 cos θW
eγµ((cos2 θW − sin2 θW )(1− γ5)− 2 sin2 θW (1 + γ5))eZµ,

= − g

4 cos θW
νγµ(1− γ5)νZµ +

g

4 cos θW
eγµ(1− 4 sin2 θW − γ5)eZµ. (2.21)

Utilizando, agora, a notação mais tradicional, que identifica e com a carga elementar e

ψf com o campo do férmion “f”, inserimos LNC em LFB para obter, finalmente,

LFB = − g

2
√
2
(ψνγ

µ(1− γ5)ψeWµ + ψeγ
µ(1− γ5)ψW †

µ) + eψγµψAµ

− g

4 cos θW
ψνγ

µ(1− γ5)ψνZµ +
g

4 cos θW
ψeγ

µ(1− 4 sin2 θW − γ5)ψeZµ.(2.22)

A partir de uma medida experimental de θW , da constante de estrutura fina e da con-

stante de Fermi, GF , podemos determinar todos os outros parâmetros livres em LFB, inclu-

sive a massa dos bósons de gauge W e Z, a menos de correções radiativas [17]. Fazendo as

definições usuais:

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ,

FWµν = ∂µWν − ∂νWµ,

Zµν = ∂µZν − ∂νZµ,

é posśıvel escrever LGWS = L0+LI , onde o primeiro termo corresponde aos campos livres e

o segundo gera as interações. Temos que (admitindo que os neutrinos tenham massa nula):

L0 = ψνi/∂ψν + ψe(i/∂ −me)ψe −
1

4
FµνF

µν − 1

4
ZµνZ

µν − 1

2
FWµνF

µν†
W

+
1

2
∂µh∂

µh− 1

2
(−2µ2)h2. (2.23)
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Já o termo de interação pode ser decomposto em 5 partes, LFB, calculada anteriormente,

e outros quatro termos:LBB,LHB,LHH ,LHF , os quais representam, respectivamente, as

interações entre os bósons de gauge, as interações do Higgs com os bósons de gauge, a auto-

interação do Higgs e a interação do Higgs com os férmions da teoria. Um longo cálculo

mostra que [17]:

LHH = −1

4
λh4 − λvh3, (2.24)

LHF = −me

v
hψeψe, (2.25)

LHB =
1

2
vg2W †

µW
µh+

1

4
g2W †

µW
µh2 +

vg2

4 cos2 θW
ZµZ

µh+
g2

8 cos2 θW
ZµZ

µh2, (2.26)

LBB = ig cos θW [(W †
µWν −W †

νWµ)∂
µZν + (∂µWν − ∂νWµ)W

ν†Zµ

−(∂µW
†
ν − ∂νW

†
µ)W

νZµ]

+ie[(W †
µWν −W †

νWµ)∂
µAν + (∂µWν − ∂νWµ)W

ν†Aµ

−(∂µW
†
ν − ∂νW

†
µ)W

νAµ]

+g2 cos2 θW [WµW
†
νZ

µZν −WµW
µ†ZνZ

µ]

+e2[WµW
†
νA

αAβ −WµW
µ†AνA

ν ]

+eg cos θW [WµW
†
ν (Z

µAν + AµZν)− 2WµW
µ†AνZ

ν

+
1

2
g2W †

µWν [W
µ†W ν −W µW ν†]. (2.27)

É posśıvel estender a teoria exposta aqui para incluir as outras famı́lias leptônicas e os

quarks. Feito isso, e incluindo a QCD na teoria, expandimos a simetria de gauge para uma

simetria SU(3)× SU(2)L × U(1)Y e obtemos o Modelo Padrão da F́ısica de Part́ıculas.



Caṕıtulo 3

Matéria Escura Fermiônica

3.1 Uma proposta de densidade lagrangeana

Introduzimos nesta seção o modelo de Lee, Kim e Shin [9] para a matéria escura. Faremos

uma breve descrição dos autoestados de massa da teoria e ilustraremos como se faz o cálculo

de um observável de interesse, a taxa de decaimento do bóson de Higgs em um par de

part́ıculas de matéria escura. No próximo caṕıtulo, proporemos uma extensão deste modelo.

São introduzidas duas part́ıculas novas: um escalar S e um férmion χ, ambos singletos

de SU(3)×SU(2)×U(1) do MP. Para evitar que haja mistura cinética entre χ e os férmions

do MP, exigimos que o número fermiônico associado à simetria de fase global da equação de

Dirac livre seja conservado na teoria. Dessa maneira, χ não pode estar acoplado diretamente

à nenhuma das part́ıculas do modelo padrão.

Resta, então, a possibilidade de que a interação entre o setor escuro e o MP ocorra

através do escalar. Propõe-se que a interação de S com o MP ocorra exclusivamente através

do bóson de Higgs, o que inclui o modelo numa classe de teorias conhecidas como Higgs

portal dark matter. Além disso, o escalar terá um potencial que permite quebra de simetria

no setor escuro, gerando uma correção de massa para o férmion χ. Podemos escrever, então

[9]:

L = LMP + Lχ + LS − gϕSχχ+ LInt, (3.1)

Lχ = χ(i/∂ −mχ0
)χ, (3.2)

LS =
1

2
∂µS∂

µS − (
m2

0

2
S2 +

λ3
3!
S3 +

λ4
4!
S4)

︸ ︷︷ ︸

≡VS

, (3.3)

LInt = −λ1Φ†ΦS − λ2Φ
†ΦS2, (3.4)

onde LMP é a densidade lagrangeana do MP. A forma do potencial presente em LS indica

claramente a possibilidade de quebra espontânea de simetria no modelo, a qual parame-

trizaremos introduzindo 〈S〉 = x0. Ao explicitarmos a quebra espontânea de simetria em
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ambos os setores, escrevendo o campo de Higgs como no caṕıtulo anterior e S = x0+ϕ, vê-se

que L conterá uma forma quadrática em h e ϕ, indicando que esses não são os autoestados de

massa da teoria. Defimos V = VS+V (Φ†Φ) e nessa seção escreveremos V (x) = −µ2x2+λx4,

ou seja, faremos µ2 > 0. Exigindo que
∂V
∂h

∣
∣
∣
∣
v,xo

=
∂V
∂S

∣
∣
∣
∣
v,x0

= 0, podemos isolar µ2 e m2
0,

eliminando-os dos cálculos a seguir. Obtém-se:

m2
0 = −λ3

2
x0 −

λ4
6
x30 − λ2v

2 − λ1v
2

2x0
(3.5)

µ2 = λv2 + x0(λ1 + λ2x0) (3.6)

Além disso, sabemos que a matriz de massaM2 obedeceM2
ij =

∂2V
∂2qiqj

[22], onde definimos

q1 = h e q2 = S, as derivadas parciais sendo calculadas no ponto de mı́nimo. Sendo assim,

utilizando as relações acima podemos obter expressões para os elementos da matriz de massa:

M2
hh = 2λv2 (3.7)

M2
ss =

λ3x0
2

+
λ4
3
x20 −

λ1v
2

2x0
(3.8)

M2
hs = M2

sh = (λ1 + 2λ2x0)v (3.9)

Introduzimos os estados f́ısicos da teoria, h1 e h2, os quais serão parametrizados por um

ângulo θ via

h1 = ϕ sin θ + h cos θ (3.10)

h2 = ϕ cos θ − h sin θ. (3.11)

Esses estados serão autoestados de M2. Definindo y =
2M2

hs

M2

hh
−M2

ss
e utilizando a fórmula

m2
1,2 =

1
2
TrM2 ± 1

2

√
TrM2 − 4DetM2, obtemos as massas como

m2
1,2 =

M2
hh +M2

ss

2
+
M2

hh −M2
ss

2

√

1 + y2.

Associaremos m2
1 ao autovalor com sinal +, que será a massa ao quadrado do estado

h1. Introduzindo essa condição na matriz de massa obtemos tan θ = y

1+
√

1+y2
, donde vemos

que, se exigirmos θ > 0, vale 0 < θ < π
4
, donde conclúımos que h1 é sempre “tipo MP” e h2

é sempre “tipo singleto escuro”.
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3.2 O decaimento h→ χχ

Para ilustrar a teoria acima, calcularemos a taxa de decaimento Γ(h1 → χχ) em ńıvel

de árvore. Introduzimos h1 e h2 na densidade lagrangeana, obtendo um termo de interação

entre h1 e χ dado por −gϕsenθh1χχ. Precisamos encontrar um termo da expansão da matriz

S (1.13) que represente essa interação. O termo de primeira ordem dessa expansão contém

precisamente a lagrangeana de interação (a menos de um sinal), então aproximaremos:

S = S1 = −igϕsenθ
∫

d4x : h1(x)χ(x)χ(x) : (3.12)

h1

χ

χ

Fig. 3.1: Diagrama de Feynman correspondente ao termo de primeira ordem para h1 → χχ

Precisamos calcular o termo de matriz 〈f |S|i〉, onde |i〉 = a†H(0)|0〉 e |f〉 = c†(k1)d
†(k2)|0〉

representam, respectivamente, o estado inicial (uma part́ıcula h1 em repouso) e o estado

final (um par χχ). A dependência de spin foi suprimida em c† (que cria χ) e d† (que cria

χ). Introduzimos, agora, as decomposições em ondas planas:

h(x) =
∑

k

√
1

2V ωk

(e−ikxaH(k) + eikxa†H(k)) (3.13)

χ(x) =
∑

r,p

√
mχ

V ωp

(cr(p)u(r)(p)e
−ipx + d†r(p)v(r)(p)e

ipx). (3.14)

Utilizando o fato que aH |0〉 = 0 e denominando k0 = (mh1
, 0) o quadrimomentum do h1

em repouso, a parte relevante de S|i〉 é

S|i〉 = −igϕsenθ
∫

d4xχχ
∑

k

√
1

2V ωk

e−ikx[aH(k), a
†
H(0)]|0〉,

=
−igϕsenθ√

2V EH

∫

d4xe−ik0xχχ|0〉.
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Essa é a parte de S|i〉 que corresponde ao fato de termos um h1 no estado inicial e

nenhum no estado final (só recebe contribuições da parte de “frequência positiva” definida

em [17]). Agora, tomamos o produto dessa expressão com o bra 〈f | e, como esse bra só

tem contribuição de operadores de aniquilação, mantemos em χχ somente as partes com os

operadores de criação c† e d†. Obtemos, então

〈f |S|i〉 = 〈0|ds′(k2)c2(k1)
−igϕsenθ√

2V EH

(
√

2mχ)
2 ×

×
∫

d4xe−ik0x
∑

r,r′,p,p′

1
√
2V ωp

√
2V ωp′

c†r(p)u(r)e
ipxd†(r′)(p

′)eip
′x|0〉.

Utilizando as relações de anticomutação canônicas, podemos agrupar os operadores em

termos do tipo aa†, e substituimos o produto pelo anticomutador (pois o termo a†a tem

valor esperado de vácuo nulo). Isso nos permite eliminar as somas, ficando com uma parte

totalmente independente da posição no espaço tempo e uma integral de exponenciais que

claramente dá uma delta de conservação de energia. Obtemos, então,

Sfi =
(2π)4δ(k1 + k2 − k0)√
2V EH

√
2V Eχ

√
2V Eχ

(
√

2mχ)
2(−igϕsenθu(s)v(s′)), (3.16)

donde obtemos a importante expressão (cf. 1.14)

M = −igϕu(s)v(s′). (3.17)

Somando sobre os spins segundo o método descrito em [17], com Γ = Id e usando os

teoremas de traço para matrizes de Dirac, obtemos:

〈|M|2〉 =
g2ϕsen

2θ

4m2
χ

Tr[(/k2 −mχ)(/k1 +mχ)],

=
g2ϕsen

2θ

m2
χ

(k1 · k2 −m2
χ). (3.18)

Como estamos no referencial do centro de massa, vale que k1 · k2 = 2E2
χ −m2

χ e Eχ =

Eχ =
mh1

2
. Utilizando E2

χ − |p|2 = m2
χ, juntamente com a expressão (1.16), obtemos

Γ =
g2ϕsen

2θmh1

8π

(

1−
4m2

χ

m2
h1

)3/2

. (3.19)

Medidas diretas da taxa de decaimento do bóson de Higgs, juntamente com estimativas

da massa propostas em [9] poderiam ser usadas para tentar obter limites sobre gϕ e excluir

mais regiões do espaço de parâmetros do modelo aqui introduzido.



Caṕıtulo 4

Um modelo com matéria escura

vetorial

4.1 Introdução

Iremos estender o modelo apresentado na seção anterior incluindo um bóson vetorial

massivo. A motivação principal para fazê-lo são os experimentos que estão sendo planejados

no JLAB para a detecção desse tipo de part́ıcula, bem como o fato de certos modelos de

matéria escura vetorial permitirem que se vincule a massa do bóson Higgs a estar muito

próxima do valor de 125 GeV [10]. Esse bóson irá obter sua massa a partir da quebra

de simetria no setor escuro. Adicionamos à densidade lagrangeana do caṕıtulo anterior o

seguinte termo:

LV = −1

4
VµνV

µν + g′V SVµV
µ − gV χ/V χ,

Vµν = ∂µVν − ∂νVµ.

As expressões acima mostram que V implementa uma simetria de gauge local U(1), sob

a qual o férmion χ é carregado. Explicitando a quebra de simetria no setor escuro podemos

ver que a massa mV é tal que
m2

V

2
= g′V x0. Deste ponto em diante eliminamos a constante

g′V em favor do parâmetro de quebra de simetria x0 e exploramos alguns dos processos

elementares desse modelo. Apresentamos também uma discussão da produção dos bósons

vetoriais da matéria escura em uma colisão de dois fótons.

4.2 O decaimento h1 → V V

O termo que descreve a interação entre V e S é g′V SVµV
µ. Utilizando o valor da massa

de V obtido na seção acima, escrevemos a interação de V com ϕ via LI =
m2

V

2x0

ϕVµV
µ. Para
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obter a interação de V com h1 simplesmente escrevemos ϕ em termos dos campos f́ısicos, e

obtemos

Lint =
m2

V

2x0
sin θh1VµV

µ. (4.1)

h1

V

V

Fig. 4.1: Decaimento hi → V V diagramaticamente.

Substituimos Lint na expansão da matriz S (1.13), como foi feito no caṕıtulo ante-

rior, para obter a taxa de decaimento em primeira ordem. Sendo b† o operador que cria

o bóson V, teremos um estado inicial a†H(0)|0〉 novamente, e o estado final será |f〉 =

b†(k1, λ1)b
†(k2, λ2)|0〉, com λi representando a polarização dos V. Utilizando a prescrição do

ordenamento normal, só vamos precisar da parte do operador h1 que contém operadores de

aniquilação e, em Vµ, da parte que contém operadores de criação. Introduzimos a expansão

em ondas planas para V
(−)
µ [24], que é a parte relevante ao cálculo.

V (−)
µ =

∑

k,λ

√
1

2V ωk

eikxb†(k, λ)ǫµ(k, λ). (4.2)

Nessa expressão, ǫ é um vetor de polarização, correspondendo ao um dos três graus

de polarização de V. Delinearemos, agora, algumas particularidades do cálculo, que é feito

da mesma maneira que o do decaimento h → χχ do caṕıtulo anterior: introduzimos a

expansão em ondas planas para calcular o elemento de matriz 〈f |S|i〉. O cálculo da parte

dependente de h1 é exatamente igual ao feito no caṕıtulo anterior, e simplesmente introduz

um fator e−ik0x√
2V EH

na integral. Como V é sua própria antipart́ıcula, os operadores de criação

que aparecem na expansão em ondas planas podem ser aniquilados por qualquer um dos

dois operadores de aniquilação no bra do estado final. Isso introduz dois fatores semelhantes

aos que aparecem quando inserimos o operador χχ no caṕıtulo 3. A saber, obtemos:

2×
[

ǫ1 · ǫ2√
2V ωk1

√
2V ωk2

ei(k1+k2)x

]

, (4.3)
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onde ǫi é o vetor de polarização da part́ıcula i. Salientamos o fator 2, o qual é devido à

estat́ıstica bosônica obedecida por V. O termo que aparece acima tem duas contribuições:

uma do próprio fator entre colchetes, e a outra de permutarmos as duas part́ıculas do estado

final, e ocorre que, como o termo entre colchetes é simétrico frente essa permutação, um

fator 2 é obtido. Inserindo esse termo, obtemos, então

Sfi =
im2

V sin θ

2x0

∫

d4x
e−ik0x

√
2V EH

2ǫ1 · ǫ2√
2V ωk1

√
2V ωk2

ei(k1+k2)x. (4.4)

Fazendo a integral e utilizando a expressão (1.14), vemos que

M =
im2

V sin θ

x0
gαβǫ1αǫ2β. (4.5)

Inserimos M em (1.16) utilizando A = 1/2. Como E2
V − |p|2 = m2

V e o h1 que decai está

em repouso, obtemos:

Γ =
m4

V sin2 θ

32πx20mh1

√

1− 4m2
V

m2
h1

ǫ1µǫ1σǫ
µ
2ǫ

σ
2 . (4.6)

Para obter a taxa de decaimento total, somamos sobre todas as polarizações posśıveis das

part́ıculas do estado final, o que consiste em substituir ǫµǫν → −gµν + kµkν
m2

V

[24]. Utilizando

o fato que gµνg
µν = 4 e que k21 = k22 = m2

V , obtemos que a média do quadrado do produto

escalar entre os vetores de polarização é

〈(ǫ · ǫ′)2〉 = 2 +
(k1 · k2)2
m4

V

,

=
m4

h1

4m4
V

(

1− 4
m2

V

m2
h1

+ 12
m4

V

m4
h1

)

. (4.7)

Obtemos, finalmente

Γ(h1 → V V ) =
m3

h1
sin2 θ

128πx20

(

1− 4
m2

V

m2
h1

+ 12
m4

V

m4
h1

)
√

1− 4
m2

V

m2
h1

. (4.8)

4.3 Produção de pares χχ em colisões e+e−

Agora que calculamos as taxas de decaimento de h1 em χχ e V V , podemos começar a

traduzir as interações entre as part́ıculas em termos de regras de Feynman, introduzindo os
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chamados fatores de vértice, que facilitam a construção das amplitudes invariantes [19]. Por

inspeção, vemos que o fator de vértice correspondente ao termo trilinear h1χχ é −igϕ sin θ.
Caso trocássemos h1 → h2 bastaria fazer sin θ → cos θ. Os fatores de vértice para hill, com

l um lépton do modelo padrão, podem ser obtidos a partir dos fatores encontrados em [17]

simplesmente multiplicando-os por ξ1 = cos θ ou ξ2 = − sin θ, dependendo de qual dos hi

está no vértice.

e+

e−

hi

χ

χ

Fig. 4.2: Produção de matéria escura fermiônica em colisões e+e−.

Tendo em mãos os fatores de vértice, aplicamos as regras de Feynman como descritas

em [17] para obter seções de choque utilizando (1.15). Faremos isso para obter a seção

de choque de produção de χχ em colisões e+e− ultrarelativ́ısticas. Obtemos a amplitude

invariante para esse processo a partir de uma soma de diagramas como o acima, envolvendo

cada um dos hi. Obtemos uma expressão simplificada:

M =
imegϕ sin(2θ)

2v

∆m2

(s−m2
1)(s−m2

2)
[uv]e[vu]χ, (4.9)

onde introduzimos ∆m2 = m2
2−m2

1. A média do módulo quadrado dos produtos espinoriais

que aparecem em M já foram calculadas quando investigamos o decaimento h1 → χχ, então

podemos simplesmente substituir o resultado

〈|M|2〉 =
m2

eg
2
ϕ sin

2(2θ)

4v2
(∆m2)2s(s− 4m2

χ)

(s−m2
1)

2(s−m2
2)
, (4.10)

onde usamos o fato que s >> m2
e. Substituindo em (1.15) e utilizando |pe| =

√
s
2
, obtemos

o resultado

σ = |pχ|
m2

eg
2
ϕ sin

2(2θ)

16πv2
(∆m2)2(s− 4m2

χ)√
s(s−m2

1)
2(s−m2

2)
2
. (4.11)
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4.4 Produção de pares de V

4.4.1 Via colisões e+e−

Inspecionando a expressão (4.5) e as regras de Feynman em [17], conclúımos que o fator

de vértice para hiV V é
im2

V ηi
x0

gαβ, com η1 = sin θ,η2 = cos θ. Fazendo a soma das amplitudes

para esse decaimento, obtemos

M =
−imem

2
V sin(2θ)

2vx0

∆m2

(s−m2
1)(s−m2

2)
[uv]eg

αβǫ1αǫ2β. (4.12)

Tendo a amplitude invariante, tomamos a média de seu módulo ao quadrado. As médias

dos quadrados de ambos os fatores já foram computadas anteriormente, então simplesmente

deixamos aqui o resultado final para σ obtido a partir de (1.15)

σ = |pV |
m2

em
2
V (∆m

2)2 sin2(2θ)

64πv2x20

(

2 +
(k1 · k2)2
m4

V

)
1√

s(s−m2
1)

2(s−m2
2)

2
, (4.13)

onde k1,2 são os quadrimomenta dos V emergentes, e o produto escalar vale, no referencial

do centro de massa,
s−2m2

V

2
.

hi

e+

e−

V

V

Fig. 4.3: Produção de matéria escura vetorial em colisões e+e−.

4.4.2 Via colisões γγ

Como o bóson de Higgs não tem carga e o fóton não tem massa, não há interação

direta entre essas part́ıculas na densidade lagrangeana do MP. No entanto, podemos obter o

decaimento de um bóson de Higgs em dois fótons através de correções radiativas. Esse canal

de decaimento do Higgs é importante para o estudo experimental de suas propriedades.

Utilizaremos esse decaimento para modelar a produção de matéria escura em colisões

fóton-fóton. Um colisor fóton-fóton poderia obter até
√
s = 500 GeV, mas nos concen-

traremos em resultados próximos ao polo de h1 [12]. Faremos isso através da fórmula de

Breit-Wigner[11]:
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γ

γ

hi

V

V

Fig. 4.4: Esquema de uma colisão fóton-fóton produzindo matéria escura vetorial.

dσ

dz
=

8πΓ(h→ V V )Γ(h→ γγ)

(s−m2
h)

2 +m2
hΓ

2
h

, (4.14)

onde z = cosφ, em que φ é o ângulo no qual um dos V emerge no referencial do centro

de massa. Para utilizarmos essa fórmula, faremos as seguintes suposições: o canal com

intermédio do bóson h2 estará muito fora da camada de massa para contribuir, identificare-

mos h com h1, e suporemos que a modificação da largura de decaimento do Higgs devido

ao férmion χ pode ser desprezada em primeira aproximação. Assim, podemos utilizar o

programa HDECAY [13] para obter Γ(h→ γγ) e Γh, devendo somente introduzir os fatores

apropriados de cos2 θ nessas expressões.

Para diminuir o número de parâmetros em Γ(h → V V ), assumiremos que a massa do

bóson V é muito menor que a massa de h1, a qual fixamos em 125 GeV. Assim, ignoraremos

todos os termos ∼ m2

V

m2

h1

e podemos escrever a seção de choque acima exclusivamente em

termos do fator de quebra de simetria x0 e do ângulo de mistura θ. Fundamentamos essa

suposição no fato de que os experimentos no JLAB estão procurando “fótons pesados” de

massa na região de MeV.

Abaixo, apresentamos gráficos da seção de choque diferencial de produção de “fótons

pesados” em colisões fóton-fóton, medida em picobarn (pb). Tomamos, em todas as curvas,

m1 = 125 GeV. O comportamento obtido ao variarmos s levemente indica que a suposição

de h2 não contribuir é razoável se sua massa não for próxima à de h1
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Fig. 4.5: Seção de choque de produção de matéria escura em função do ângulo de mistura.

Tomamos
√
s = 125GeV e x0 = 1TeV
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Fig. 4.6: Seção de choque com
√
s = 126GeV e x0 = 1TeV
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Fig. 4.7: Seção de choque com
√
s = 125GeV e x0 = 10TeV
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Fig. 4.8: Seção de choque com
√
s = 125GeV e x0 = 100GeV
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Conclusões e Perspectivas

O objetivo principal deste trabalho foi estudar o formalismo da teoria quântica de campos

interagentes e aplicá-lo a um problema ainda em aberto: a descrição teórica da matéria

escura. Apresentamos um modelo fenomenológico simples e uma proposta de como estendê-

lo. Utilizando ferramentas computacionais conseguimos extrair informação quantitativa de

um dos processos da teoria, a partir de uma estimativa de qual a escala da f́ısica nova que

explica a matéria escura e da energia dispońıvel em um futuro colisor fóton-fóton. Para

os processos elementares calculados, observamos que efeitos de interferência levam a um

comportamento das seções de choque que é bastante caracteŕıstico.

No entanto, deve-se frisar que o problema da matéria escura não é exclusivamente do

domı́nio da f́ısica de part́ıculas: a cosmologia tem muito a dizer sobre ele e, em particular

uma das maneiras mais diretas de se vincular modelos de matéria escura é integrando uma

equação de Boltzmann que permita calcular a densidade reĺıquia da matéria escura[9, 10,

8, 3]. Isso requer um estudo de teoria quântica de campos à temperatura finita, bem como

simulações computacionais mais complexas que as desenvolvidas aqui. Por isso, esse tipo de

cálculo está fora do escopo deste trabalho, mas é uma perspectiva interessante e essencial

para o futuro desenvolvimento do modelo.

Além disso, o estudo do potencial que quebra a simetria da densidade lagrangeana à

temperatura finita deve ser acompanhado de um estudo das equações do grupo de renormal-

ização, para que se obtenha a evolução das constantes de acoplamento da teoria. Com isso,

podeŕıamos estudar a estabilidade do vácuo para tentar restringir o espaço de parâmetros.

Devemos notar também que este trabalho não utilizou todos os acoplamentos renormalizáveis

posśıves entre S e V , de maneira que também podeŕıamos estudar os novos processos ele-

mentares introduzidos com a inclusão de mais termos de interação.

A última perspectiva de extensão deste trabalho de conclusão pode vir do LHC: caso seja

confirmado que o bóson com massa de aproximadamente 125 GeV descoberto pelo CERN

este ano de fato é o bóson de Higgs (como supomos implicitamente neste trabalho), medidas

de precisão dos acoplamentos do Higgs e de sua taxa de decaimento em part́ıculas do MP

(a calculada com o programa HDECAY) permitiriam estabelecer limites aos acoplamentos
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do Higgs com a matéria escura aqui propostos. Tomando uma postura otimista, a junção

de todas as possibilidades mencionadas acima permitiriam que, com o modelo devidamente

vinculado experimentalmente, fosse posśıvel começar a fazer previsões mais espećıficas de

implicações experimentais da teoria aqui proposta.



Apêndice A

O Teorema de Goldstone

Neste apêndice, apresentamos uma demonstração do Teorema de Goldstone, o qual

enunciamos da seguinte maneira: “se o vácuo de uma teoria com simetria de gauge global

não abeliana não é invariante frente transformações geradas por um subgrupo de dimensão

N-M do grupo de gauge G (de dimensão N), então essa teoria apresenta N-M bósons de

Goldstone”.

Para demonstrarmos o teorema, introduzamos uma teoria de gauge de um conjunto ϕ

de campos, com densidade lagrangeana L = 1
2
(∂µϕ)

T∂µϕ− V (ϕ), onde V é tal que a teoria

possua um vácuo não trivial. Escrevamos ϕ = v + ϕ̃. Em termos do campo deslocado,

expandimos L

L =
1

2
(∂µϕ̃)

T∂µϕ̃− V (v)− 1

2

∂2V

∂ϕ̃i∂ϕ̃j

ϕ̃iϕ̃j − ... (A.1)

Vemos claramente que a Hessiana da função potencial, calculada em v corresponde à

matriz de massa da teoria. Como v é um mı́nimo, essa matriz deve ser não-negativa. Como

M2
ij é simétrica, então é garantida a existência de N autoestados mututamente ortogonais

entre si, com massa não-negativa, que serão os estados f́ısicos da teoria. Suponhamos agora

que haja um subgrupo maximal de transformações de grupo que mantenha v invariante,

tendo esse subgrupo dimensão M.

Então, escolheremos um conjunto de geradores Ta tal que a = 1, ...,M corresponde

a geradores do subgrupo que mantém v e invariante e, por hipótese, a = M + 1, ..., N

corresponde a geradores tais que suas transformações não mantém v invariante. Tomando

transformações infinitesimais tipo v → e−iθTa

︸ ︷︷ ︸

θ→0

v, vemos que

Tav =







0 se a = 1, ...,M

6= 0 se a =M + 1, ..., N

Além disso, a simetria de L frente transformações de G nos permite obter N correntes
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conservadas através do teorema de Noether, tomando δϕ = −iθTa. As correntes de Noether
serão, portanto

jµa =

(
∂L
∂ϕ,µ

)T

δϕ

= (∂µϕ)
TTaϕ, (A.2)

onde, na segunda linha, removemos o fator arbitrário −iθ. Agora, as equações de movimento

nos permitem concluir que

∂µ∂
µϕ+

∂V

∂ϕ
= 0, (A.3)

donde a conservação da corrente nos permite concluir que

∂µ(∂
µϕ)TTaϕ+ (∂µϕ

︸︷︷︸

πµ

)TTa∂µϕ = 0

(
∂V

∂ϕ

)T

Taϕ+ gσρπT
σ Taπρ = 0. (A.4)

Se nos especializamos a campos constantes, o segundo termo se anula. Derivando com

respeito a uma das componentes ϕc e fazendo ϕ = v, obtemos

∂2V

∂ϕk∂φi

(Ta)ijvj = 0, (A.5)

ou seja, como Tav 6= 0 para a =M+1, ..., N , a equação acima implica que a matriz de massa

possui N-M autovetores não triviais com autovalor nulo, ou seja, N-M bósons de Goldstone.

No caso do grupo de simetria ser complexo, generalizamos a demonstração acima escrevendo

a densidade lagrangeana em termos de suas componentes reais e identificando G com um

subgrupo do grupo de simetria de L frente transformações de suas componentes reais (por

exemplo, se G=SU(2), podeŕıamos identificá-lo com um subgrupo de O(4)).
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