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8 CONCLUSÃO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

BIBLIOGRAFIA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

ÍNDICE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93



VI

LISTA DE ABREVIATURAS

(b1, b2, . . . , bn) a sequência binária de um grafo threshold
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RESUMO

Nesta tese de doutorado estudamos uma classe de grafos denominada

threshold. Iniciamos apresentando algumas caracterizações dos grafos threshold e

definindo-os de uma forma apropriada para o nosso propósito.

Mais especificamente, estudamos o espectro dos grafos threshold. Para

isso apresentamos alguns resultados previamente conhecidos, como por exemplo, em

relação à matriz de adjacência, uma redução para o cálculo do polinômio carac-

teŕıstico e a multiplicidade dos autovalores não principais.

Desenvolvemos um algoritmo que constrói uma matriz diagonal D con-

gruente a A + xI, onde A é a matriz de adjacência de um grafo threshold, x é um

número real e I é a matriz identidade. Como aplicação, determinamos quantos

autovalores de um grafo threshold G pertencem a um intervalo real (a, b]. A im-

plementação do nosso algoritmo depende apenas da sequência binária de um grafo

threshold e sua complexidade é de ordem O(n). Tal algoritmo é facilmente adaptado

para a matriz distância Θ de um grafo threshold G.

Nesta tese apresentamos aplicações desse algoritmo, como a simplici-

dade dos autovalores principais, a minimalidade do menor autovalor de um threshold,

exibindo uma fórmula para esse menor autovalor, uma ordenação dos grafos thresh-

old via ı́ndice, e uma classe infinita de grafos threshold com espectro integral. Além

disso, apresentamos um novo algoritmo para o cálculo do polinômio caracteŕıstico

de um grafo threshold G.
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ABSTRACT

In this thesis we study the class of threshold graphs. We begin showing

some characterizations of threshold graphs defining them in a convenient way for

our purposes.

More specifically, we study the spectrum of threshold graphs. To this

end, we show some previously known results about the adjacency matrix, such as

the reduction for computing the characteristic polynomial and the multiplicity of

non main eigenvalues.

We developed an algorithm that constructs a diagonal matrix D con-

gruent to A + xI, where A represents the adjacency matrix of a threshold graph

and x is a real number. As an application, we determine how many eigenvalues of a

threshold graph lie in an interval (a, b]. The algorithm implementation depends only

on the binary sequence of the threshold graph, and its complexity is of order O(n).

This algorithm is easily adapted for the distance matrix Θ of a threshold graph G.

We finish this dissertation showing some applications of this algorithm.

We show that the main eigenvalues are simple. We also determine the class of

threshold graphs which have the minimum eigenvalue among threshold graphs of

order n, and a formula for this eigenvalue is given. We identify an infinite class of

threshold graphs with integral spectra. And finally we obtain a simple algorithm to

compute the characteristic polynomial of a threshold graph G.
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1 INTRODUÇÃO

O trabalho desenvolvido nesta tese teve como motivação principal as

relações existentes entre as propriedades espectrais de matrizes associadas a grafos

com a estrutura desses grafos. O estudo que relaciona autovalores, autovetores e

polinômios caracteŕısticos de matrizes associadas a propriedades de grafos é o núcleo

da área denominada teoria espectral de grafos.

A teoria espectral de grafos teve origem basicamente na Qúımica. Quan-

do certas moléculas de hidrocarbonetos foram representadas por grafos, como na

Figura 1.1, verificou-se no trabalho de Hückel [24], que os autovalores dos grafos

estavam relacionados com a energia de certos elétrons associados à molécula.

Figura 1.1: Representação de um hidrocarboneto

A teoria espectral de grafos é uma área de crescente interesse na comu-

nidade cient́ıfica internacional, o que é evidenciado pelo número de publicações nessa

área, pela quantidade de conferências e pelo gabarito dos matemáticos que atual-

mente trabalham nela. O leitor interessado poderá consultar a página Spectral

Graph Theory [34] para poder comprovar alguns destes dados.

As aplicações da teoria espectral de grafos não se limitam apenas à

Qúımica. Podemos citar diversas aplicações, como por exemplo, a que utiliza os au-

tovalores da matriz distância de um grafo para resolver problemas de comunicação de

dados [20].
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De modo geral podemos dizer que o objetivo central da teoria espectral

de grafos é poder descrever as propriedades de grafos a partir do seu espectro, ou

seja, dos autovalores das matrizes associadas aos grafos. Por exemplo, em relação à

matriz de adjacência A de um grafo G = (V, E) de ordem n, definida por

aij =

 1, se (vi, vj) ∈ E

0, nos outros casos.

A partir do polinômio caracteŕıstico de G, obtido por p(λ) = det(A− λI), ou seja,

p(λ) = λn + a1λ
n−1 + a2λ

n−2 + . . . + an−1λ + an,

podemos obter informações sobre o grafo, tais como:

• o número de arestas é igual a −a2;

• o número de triângulos é igual a −a3

2
;

• o maior autovalor (́ındice) de G está entre o grau médio e o grau

máximo, onde o grau de um vértice é o número de vértices adjacentes

a este.

Um problema encontrado em teoria espectral de grafos e que descreve

um grafo G a partir do seu espectro é o seguinte: G é bipartido se, e somente se,

possui espectro simétrico em relação a zero. Por exemplo, a Figura 1.2, ilustra o

grafo bipartido K3,8 cujo espectro é {−
√

24, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,
√

24}.

Figura 1.2: Grafo bipartido K3,8
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De maneira geral, dizemos que um grafo G é caracterizado pelo seu es-

pectro se os grafos coespectrais (grafos com o mesmo espectro) a G são isomorfos a

G. Notemos que se dois grafos são isomorfos eles têm o mesmo espectro. Idealmente

gostaŕıamos que a rećıproca fosse verdadeira, isto é, que todo grafo fosse caracteri-

zado pelo seu espectro. No entanto, a rećıproca não é verdadeira. Como exemplo,

a Figura 1.3, apresenta grafos coespectrais e não isomorfos.

Figura 1.3: Grafos coespectrais

Neste trabalho pressupomos que o leitor tenha conhecimentos básicos

em grafos e em Álgebra Linear. Apontamos algumas referências bibliográficas que

solidificam ainda mais a teoria espectral de grafos, como o livro clássico de Cvetković,

Doob e Sachs [15], mais recentemente temos o de Brouwer e Haemers [10] e também

o de Abreu, Del-Vecchio, Vinagre e Stevanović [16].

A classe de grafos considerada neste trabalho é denominada grafos

threshold, traduzidos por grafos de limiar. O estudo de grafos threshold é moti-

vador por várias razões. A primeira razão é a importância em aplicações. Os grafos

threshold têm várias aplicações, em psicologia, sicronização de processos paralelos,

eficiência e estabilidade de estruturas de rede e outros [33, 35]. Provavelmente por

este motivo, eles aparecem na literatura com vários nomes equivalentes e surgem em

contextos variados.

Outra razão que torna esta classe de grafos interessante é que existem

muitas formas de caracterizá-los, tais como grafos livres de {2K2, C4, P4}, grafos

split nested, como uma subclasse dos cografos, unigrafos, através de uma sequência

binária, etc.
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Como citamos anteriormente, existe um considerável campo de conhe-

cimento sobre propriedades espectrais de grafos. Em relação aos cografos, que

contém a classe dos grafos threshold, foram estudadas por Royle em [38], e re-

centemente por Simić, Stanić e Biyikoglu em [7]. Propriedades espectrais de grafos

threshold foram estudadas por Sciriha e Farrugia em [39], e também por Simić,

Bellardo, Marzi, Tosić em [40], e por Stanić em [41].

Nesta tese trabalhamos com apenas dois tipos de matrizes associadas

aos grafos threshold: a matriz de adjacência e a de distância. A razão para não

estudarmos a matriz laplaciana é simples, já que o espectro laplaciano de um grafo

threshold G é facilmente determinado através da sequência dos graus dos vértices.

Considerando G um grafo threshold e d1 ≥ d2 ≥ . . . ≥ dn a sequência

de graus dos vértices, (ver, por exemplo [36]), o espectro laplaciano de G consiste

nos autovalores

µi = |{j : dj ≥ i}|,

ou seja, o espectro é determinado a partir do conjugado de sua sequência de graus.

Por exemplo, a Figura 1.4 ilustra o grafo threshold G e a sequência de graus represen-

tada por um diagrama de Ferrers. A sequência de graus dos vértices de G, que cor-

responde às linhas do diagrama é igual a [7, 6, 5, 4, 4, 3, 2, 1], enquanto que o espectro

laplaciano de G, que corresponde às colunas do diagrama é igual a [8, 7, 6, 5, 3, 2, 1, 0].

Figura 1.4: Grafo threshold e o diagrama de Ferrers
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Assim, concentramos nosso trabalho no estudo da matriz de adjacência

de um grafo threshold, pois essa é a matriz mais estudada em teoria espectral de

grafos, e dedicamos o último caṕıtulo a uma extensão de nossos resultados para a

matriz distância.

Iniciamos com o desenvolvimento de um algoritmo que constrói uma

matriz diagonal D congruente à matriz A + xI, onde A representa a matriz de

adjacência de um threshold G, x é um número real e I é a matriz identidade. Este

algoritmo de diagonalização para grafos threshold é inspirado nas técnicas usadas na

diagonalização para árvores [30].

Assumimos que A é de ordem n, o novo algoritmo executa n− 1 passos

e opera na matriz de baixo para cima e da direita para a esquerda. Em cada

passo, as linhas e colunas m e m − 1 participam nas operações linha e coluna. A

diagonalização é obtida pelo fato que, no fim de cada passo, todas as entradas da

linha e coluna m serão nulas com exceção do elemento da diagonal.

Após n−m passos do algoritmo, a matriz parcialmente diagonalizada

é da forma exibida na Figura 1.5. O objetivo do passo seguinte é remover os v′s da

linha e coluna m. Notemos que se v = 0, não precisamos fazer nada.

Figura 1.5: Diagonalização Parcial
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Existem dois pontos relevantes para o nosso algoritmo desenvolvido

para matrizes associadas a grafos threshold que gostaŕıamos de enfatizar. O primeiro

deles é que, embora o nosso algoritmo seja baseado em operações elementares de ma-

trizes, na prática sua implementação não requer o armazenamento dessas matrizes,

ou seja, o algoritmo pode ser implementado em dois vetores de comprimento n, de

modo que sua complexidade é de ordem O(n).

O segundo ponto é que, enquanto podemos esperar algoritmos de tempo

linear para grafos com matrizes de adjacência esparsas (por exemplo árvores), os

grafos threshold têm matrizes de adjacência que podem ser densas, pois estes grafos

podem ter muitas arestas e, em particular, apresentar muitos ciclos, como mostra

a Figura 1.6. Sob o ponto de vista numérico, anular as entradas da matriz de

adjacência de um grafo com muitas arestas pode ser um problema dif́ıcil. Nesse

sentido nosso algoritmo tira vantagem da estrutura da matriz de adjacência de grafos

threshold: mesmo que ela possua muitos elementos não nulos, nosso algoritmo é

eficiente para a diagonalização.

Figura 1.6: Grafo threshold

Apresentamos várias aplicações do algoritmo de diagonalização para

grafos threshold. Dentre elas podemos destacar: determinamos o número de auto-

valores de G em um intervalo real (a, b], o que permite localizar os autovalores de um

grafo threshold com uma certa precisão; mostramos que todo autovalor λ 6= 0,−1 de
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um grafo threshold é simples; determinamos a classe de grafos threshold que admite

o menor autovalor mı́nimo entre todos os grafos threshold de ordem n; apresentamos

um algoritmo para o cálculo do polinômio caracteŕıstico de um grafo threshold G;

obtemos uma ordenação sobre os grafos threshold via ı́ndice e exibimos uma classe

de grafos threshold com espectro integral.

Como mencionamos anteriormente, existem várias formas de caracteri-

zar os grafos threshold. Dessa forma, um caṕıtulo anterior aos nossos resultados é

dedicado ao estudo dos grafos threshold. Apresentaremos três caracterizações equiva-

lentes que consideramos importantes para o desenvolvimento do nosso trabalho: via

sequência binária, grafos livres de 2K2, C4 e P4, e grafos split nested. Além dessas

caracterizações, ainda no mesmo caṕıtulo, apresentaremos algumas propriedades

espectrais dos grafos threshold em relação à matriz de adjacência, conhecidas da

literatura.

Esta tese está organizada da seguinte forma.

O caṕıtulo 2 desta tese é dedicado à apresentação dos grafos threshold

e de algumas caracterizações equivalentes. Na seção final, apresentamos uma re-

dução para o cálculo do polinômio caracteŕıstico de um grafo threshold em relação à

matriz de adjacência, devido Sciriha e Farrugia [39], que diminui o tamanho da

matriz original.

No caṕıtulo 3 apresentamos o nosso algoritmo de diagonalização e prova-

mos a simplicidade dos autovalores de um grafo threshold. Do caṕıtulo 4 ao 6,

obtemos novos resultados espectrais, a partir do algoritmo de diagonalização.

No caṕıtulo 7, fazemos uma extensão de nossos resultados para a matriz

distância. Adaptamos o nosso algoritmo de diagonalização para a matriz distância

Θ de um grafo threshold G. De forma análoga, determinamos quantos autovalores

de Θ pertencem a um intervalo real qualquer e provamos também a simplicidade

dos autovalores λ 6= −1,−2.
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2 GRAFOS THRESHOLD

Este caṕıtulo é dedicado à apresentação dos grafos threshold. Definimos

os grafos threshold de forma apropriada para o nosso propósito, e algumas caracteri-

zações equivalentes são apresentadas. Finalizamos o caṕıtulo, apresentando uma

redução para o cálculo do polinômio caracteŕıstico de grafos threshold, em relação à

matriz de adjacência de acordo com Sciriha e Farrugia [39].

2.1 Introdução

Os grafos threshold foram introduzidos por Chvátal e Hammer [11] e

por Henderson e Zalcstein [25] nos anos 70. Uma referência mais recente sobre os

grafos threshold é o livro de Mahadev e Peled [33]. Esse livro apresenta diversas

caracterizações destes grafos e faz várias aplicações. Em relação a propriedades

espectrais podemos destacamos os artigos [5, 6, 39, 40, 41].

Existem muitas formas de caracterizar os grafos threshold, tais como

grafos livres de {2K2, C4, P4}, grafos split nested, uma subclasse dos cografos, uni-

grafos, através de sequência binária, etc. Nessa tese apresentaremos três dessas

caracterizações, que mostraremos serem equivalentes.

Uma caracterização dos grafos threshold é via sequências binárias, que

adotaremos como definição. Escolhemos essa caracterização como definição porque

ela permite obter um grafo threshold através de processo recursivo. Além disso,

essa caracterização será usada para os algoritmos que apresentaremos nos próximos

caṕıtulos.

Podemos, também, caracterizar os grafos threshold como grafos livres

de {2K2, C4, P4}. A nossa motivação é dada a seguir. Consideremos as seguintes

definições.
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Definição 2.1.1. Seja G = (V, E) um grafo, onde V é o conjunto de vértices e

E é o conjunto de arestas. Dizemos que dois vértices u, v ∈ V são adjacentes se

{u, v} ∈ E, e não adjacentes, caso contrário. Um subconjunto S de V é dito estável

em G se os elementos em S são dois a dois não adjacentes em G.

Definição 2.1.2. Sejam G = (V, E) um grafo, e S ⊂ V = {v1, v2, . . . , vn} um

subconjunto de V estável em G. O vetor caracteŕıstico de S é o vetor (x1, x2, . . . , xn)

dado por:

xi =

 1, se vi ∈ S

0, caso contrário.

Exemplo 2.1.1. Seja G = K3 o grafo completo de 3 vértices representado pela Figu-

ra 2.1. Temos que os posśıveis conjuntos estáveis em G são ∅, {u}, {v}, e {w}. Então

os vetores caracteŕıticos de S são dados, respectivamente por (0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0),

e (0, 0, 1).

Figura 2.1: K3

Notemos que os subconjuntos de vértices de K3 estão numa corres-

pondência biuńıvoca com os vértices de um cubo unitário no R3 de acordo com as

coordenadas de seus vetores caracteŕısticos. Assim temos a seguinte motivação a-

presentada em [19]: existe um plano que divida o espaço R3 ao meio de tal forma

que em um dos lados todos os vértices do cubo correspondem aos conjuntos estáveis

de G e do outro correspondem a conjuntos não estáveis? Ou equivalentemente, é

posśıvel distinguir quais subconjuntos de V são conjuntos estáveis usando uma única

desigualdade linear?

Mostra-se que a resposta é positiva exatamente para os grafos que são

livres de 2K2, C4 e P4.
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Em nosso exemplo, como o grafo K3 em questão é um grafo livre de

2K2, C4 e P4 então é posśıvel distinguir os conjuntos estáveis dos não estáveis através

da seguinte desigualdade linear

x + y + z ≤ 1,

onde x, y, z ∈ {0, 1}. Notemos que a desigualdade é satisfeita somente pelos vetores

caracteŕısticos dos conjuntos estáveis de K3. O plano que faz a separação geométrica

é ilustrado na Figura 2.2.

Figura 2.2: Separação do espaço R3

Uma terceira caracterização dos grafos threshold, é via grafos split nest-

ed. Dizemos que um grafo G = (V, E) é split, se o seu conjunto de vértices V

pode ser particionado em uma clique K e um conjunto estável S. Os grafos split são

considerados uma importante classe de grafos, devido tanto a problemas relaciona-

dos à complexidade de algoritmos, quanto a problemas de reconhecimento de grafos

k-coloŕıveis.

De fato, os grafos threshold G são grafos split com a propriedade nested,

traduzido por vizinhança. Essa propriedade significa que além dos vértices de G

formarem uma clique K e um conjunto estável S, podemos particionar K e S, em

subconjuntos disjuntos tais que vértices pertencentes a Ki e Si, admitem a mesma

quantidade de vizinhos.
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A importância de caracterizar grafos threshold via grafos split nested

é precisamente espectral. Veremos na seção final desse caṕıtulo, que tal estrutura

fornece uma partição mı́nima no conjunto de vértices de G e induz um grafo de-

nominado quociente, cujo polinômio caracteŕıstico está relacionado com o de G. A

partir disso, podemos obter uma redução para o cálculo do polinômio caracteŕıstico

de G.

Para obtermos tal redução do polinômio caracteŕıstico de G, será necessário

apresentarmos a classe de grafos denominada de cografos. Dessa forma, na próxima

seção faremos uma descrição breve dos cografos.

2.2 Cografos

Os cografos foram introduzidos ao mesmo tempo que os grafos threshold

por Lerchs na década de 70. Posteriormente Corneil et al. [12] desenvolveram um

algoritmo de complexidade linear para reconhecer tal classe.

Os cografos são obtidos através de um número finito de operações de

união e junção que definiremos a seguir de acordo com [7]. Um cografo também pode

ser caracterizado como um grafo livre de P4, o que significa que grafos threshold são

uma subclasse dos cografos.

Antes de definirmos um cografo, consideremos as seguintes operações:

Dados dois grafos disjuntos A e B, dizemos que um grafo G = (V, E) é a união de

A e B e escrevemos G = A⊕ B, se V (G) = V (A) ∪ V (B) e E(G) = E(A) ∪ E(B).

Definimos o grafo junção de A e B, denotado por G = A ⊗ B obtido a partir de

A⊕B adicionando-se todas as arestas (a, b), com a ∈ V (A) e b ∈ V (B).

Definição 2.2.1. Um cografo é obtido recursivamente a partir de K1 e por operações de

união ou junção, da seguinte forma:

(i) K1 é um cografo,
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(ii) Se G1 e G2 são cografos, então a união G1 ⊕G2 também o é, e

(iii) Se G1 e G2 são cografos, então a junção G1 ⊗G2 também o é.

Definição 2.2.2. Dizemos que um subgrafo H de G é um subgrafo induzido de G

se, para qualquer par de vértices x e y de H, (x, y) é uma aresta de H se e somente

se (x, y) é uma aresta de G.

Os cografos admitem uma representação única através de árvores, de-

nominada coárvores [7, 13]. Faremos aqui uma breve descrição de como obter tal

árvore:

(i) A coárvore TG de um cografo G é uma árvore com raiz, onde cada vértice interior

w ou é do tipo ⊕ (correspondendo à união) ou do tipo ⊗ (correspondendo à junção);

(ii) Os vértices terminais (folhas) da coárvore TG são do tipo {•}, correspondendo

aos vértices do cografo G;

(iii) Qualquer vértice interior w representa um subgrafo de G induzido pelos suces-

sores terminais de w, e é representado por Gw;

(iv) O sucessor direto (ou filho) de qualquer vértice interior w tem tipo diferente

de w. Além disso, cada vértice não terminal tem no máximo dois sucessores não

terminais;

(v) Todos os vértices interiores de um caminho qualquer, partindo da raiz até os

vértices terminais, forma um caminho alternado (⊕,⊗).

Figura 2.3: Um cografo G e a sua coárvore TG.
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A Figura 2.3 ilustra a coárvore TG do cografo obtido recursivamente

pela seguintes operações G = {((v1⊕ v2)⊗ v3⊕ v4)⊗ ((v5⊗ v6)⊕ v7)}⊗ v8. Podemos

observar que a raiz de TG é representada por ⊗, se G é conexo, e por ⊕, se G for

desconexo.

Lema 2.2.1. Todo subgrafo induzido de um cografo é um cografo.

Prova: Como qualquer subgrafo pode ser obtido removendo-se vértices um por

um, é suficiente mostrar que removendo-se apenas um único vértice a partir de um

cografo, ele ainda permance um cografo. Seja G(V, E) um cografo e TG sua coárvore.

O subgrafo G′ induzido por V − {y} é um cografo, se e somente se, a coárvore TG′

pode ser associada a G′. Para a construção de TG′ , verificamos o vértice x pai de y

em TG, e consideremos os seguintes casos:

(i) x tem mais do que dois sucessores, constrúımos TG′ removendo a folha y de TG.

(ii) x tem exatamente dois sucessores: y e y′. Se y′ é uma folha, constrúımos TG′

removendo x e y de TG e conecte y′ aos pais de x. Se y′ não é um folha, remova

x, y e y′ a partir de TG e conecte todos os sucessores de y′ aos pais de x. Em ambos

casos, TG′ é uma coárvore do subgrafo G′, e assim estabelece que G′ é um cografo.

�

Lema 2.2.2. Seja G = (V, E) um grafo. As seguintes afirmações são equivalentes:

(1) G não tem um subgrafo induzido isomorfo a P4.

(2) O complementar de qualquer subgrafo induzido, conexo, não trivial de G é des-

conexo.

Prova: (2)⇒ (1) Suponha que G admite um subgrafo induzido conexo isomorfo a

P4. Como P4 ' PC
4 , então o complementar de G admite um subgrafo induzido conexo

isomorfo a PC
4 . (1)⇒ (2) Provaremos por indução sobre o número de vértices. Seja

G um grafo |V (G)| = p. Assumimos que o resultado vale para n < p. Considere um

subgrafo de G, retirando-se um vértice, ou seja, G′ = G−{x}. Se x é um vértice não

adjacente em G′, então todos os subgrafos induzidos conexos não triviais de G estão

em G′. Logo por hipótese de indução segue que o argumento é verdadeiro. Se x não
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é um vértice isolado em G, então existe um vértice y ∈ G′ : (x, y) ∈ E(G). Suponha

por absurdo que existe uma componente conexa C de G, tal que sua complementar C

ainda é conexa. Isso implica que x ∈ C, pois caso contrário x não seria adjacente em

G. Temos então que o grafo C −x = C1 ∪C2 é desconexo por hipótese de indução.

Então existem z ∈ V (C1) −{y}, w ∈ V (C2) : (z, w) /∈ E(G′). Assumimos então que

y ∈ V (C1). Seja Q o menor caminho em G′, unindo y a w. Então o subgrafo em G′

induzido pelas arestas {y, z}, {z, x} e {x, w} é isomorfo a P4.

Figura 2.4: Grafos G′ e G′, respectivamente.

O teorema abaixo, caracteriza os cografos como grafos livres de P4, apresentado em

[13].

Teorema 2.2.1. Um grafo é um cografo se e somente se ele não admite um P4

como um subgrafo induzido.

Prova: Seja G um cografo. Mostraremos que G satisfaz a propriedade (2) do Lema

2.2.2. Seja H um subgrafo induzido conexo de G. Como todo subgrafo de um cografo

é um cografo, o complementar de H é obtido trocando-se os vértices interiores

da coárvore TH , o que prova que HC é desconexo. Agora suponha que G é um

grafo que não admite P4 como um subgrafo induzido. Assumimos por indução que

tal afirmação vale para n < p. Considerando que um cografo é preservado sob

o complementar, temos que verificar se G ou GC é um cografo. Sem perda de

generalidade, assumimos que GC é desconexo. Por hipótese de indução cada uma

das componentes conexas de GC é um cografo, assim GC é um cografo obtido através

de uniões disjuntas. �
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2.3 Caracterizações

A partir de agora apresentaremos os grafos threshold. Para uma me-

lhor compreensão dessa classe de grafos e dos resultados espectrais a seguir, apre-

sentaremos três caracterizações equivalentes. Iniciaremos com a definição de grafos

threshold que adotaremos neste trabalho.

2.3.1 Definição

Como mencionamos anteriormente, existem várias formas de caracteri-

zar os grafos threshold, mas basicamente eles podem ser obtidos através de um pro-

cesso recursivo que inicia com um vértice isolado e onde, a cada passo, ou um novo

vértice isolado é adicionado ou um vértice adjacente a todos os vértices anteriores é

adicionado (vértice dominante).

A partir desse processo, uma maneira conveniente de descrever um grafo

threshold G com n vértices, é considerar uma sequência de tamanho n composta por

caracteres 0 e 1. Denotaremos sempre por 0 o primeiro caractere da sequência, ele

representa o primeiro vértice do grafo, de forma que 0 representa a adição de um

vértice isolado e 1 a adição de um vértice dominante.

Definição 2.3.1. Um grafo threshold G = (V, E) de ordem n é definido através de

uma sequência binária (b1, b2, . . . , bn), onde bi = 0, representa adição de um vértice

isolado e bi = 1, representa adição de um vértice dominante.

Exemplo 2.3.1. A Figura 2.5, mostra a construção de um grafo threshold G =

(V, E) que começa com 3 vértices isolados, seguido de 1 vértice dominante, 4 vértices

isolados e 1 vértice final dominante. A sequência binária que representa o grafo

threshold G é (0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1).

Notemos que um grafo threshold G é conexo, se e somente se, bn = 1.
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Figura 2.5: Construção de um grafo threshold

2.3.2 Caracterização livre de 2K2, C4 e P4

Dentre diversas propriedades estudadas em teoria de grafos, uma pro-

priedade importante é saber determinar se um grafo pertence ou não a uma certa

classe. Dessa forma uma primeira caracterização alternativa é mostrar que eles são

exatamente os grafos que não admitem como subgrafos induzidos 2k2, C4 e P4. Essa

é a caracterização clássica e feita por Chvátal e Hammer [11].

Definição 2.3.2. Dada uma matriz A = [aij] de ordem m× n, com aij ∈ {0, 1}, o

grafo interseção das colunas de A, G(A) é o grafo obtido da seguinte maneira:

(1) Os vértices de G(A) estão em correspondência biuńıvoca com as colunas de A,

(2) Dois vértices distintos são adjacentes se e somente se as colunas correspondentes

têm um produto escalar usual positivo.

Exemplo 2.3.2. A Figura 2.6 apresenta uma matriz A e o grafo interseção das

colunas de A.

Figura 2.6: Matriz A e o grafo interseção G(A).
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Generalizando o problema proposto na introdução deste caṕıtulo, consideremos

A = [aij] uma matriz de ordem m × n, com aij ∈ {0, 1}. Desejamos encontrar

as soluções da desigualdade

Ax ≤ 1, x ∈ {0, 1}, (2.1)

que podem ser escritas em uma única desigualdade linear

c1x1 + c2x2 + . . . + cnxn ≤ b (2.2)

para ci, b ∈ <. Notemos que as soluções zero-um da desigualdade (2.1) são precisa-

mente os vetores caracteŕısticos dos conjuntos estáveis em G(A). Para justificarmos

essa afirmação, suponhamos que x = (x1, . . . , xn) é um vetor caracteŕıstico, tal

que ai1x1 + ai2x2 + . . . + ainxn > 1. Então o vetor caracteŕıstico e a i-ésima lin-

ha (ai1, ai2, . . . , ain) têm ao menos duas entradas iguais a 1. Denotando por k e

s essas posições, sejam vk e vs os vértices de G(A) associados às colunas k e s da

i−ésima linha de A, respectivamente. O produto escalar usual dessas colunas é posi-

tivo, implicando que os vértices vk e vs são adjacentes, logo não existe um conjunto

estável contendo vk e vs. Assim, para responder o problema proposto, consideremos

o seguinte resultado:

Teorema 2.3.1. Seja um grafo G = (V, E) de ordem n. Se G é um grafo threshold

então existem números reais c1, c2, . . . , cn e b de modo que as soluções zero-um de

c1x1 + c2x2 + . . . + cnxn ≤ b (2.3)

são precisamente os vetores caracteŕısticos dos conjuntos estáveis em G.

Prova: Provaremos por indução sobre o número de vértices. Se G tem apenas um

único vértice, basta tomar c1 = b = 1. Suponhamos que vale para um threshold G

de ordem n.

Caso 1) Adicionamos um vértice dominante v. Como os conjuntos S estáveis em G

não são alterados, apenas acrescenta-se um conjunto estável formado pelo próprio

vértice v. Então basta atribuir a v o valor b, e deixamos os outros valores ci e b
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inalterados, obtendo-se
n∑

i=1

cixi + bxn+1 ≤ b.

Caso 2) Adicionamos um vértice isolado v. Neste caso, os conjuntos S estáveis podem

ser alterados. Para cada conjunto estável S, existe a possibildade do acréscimo do

conjunto estável formado por v. Então dobramos os valores dos antigos vértices,

substitúımos b por 2b + 1 e atribúımos a v o valor 1, obtendo-se

n∑
i=1

2cixi + xn+1 ≤ 2b + 1.

�

Dessa forma, como uma solução x que satisfaz (2.1) é precisamente um vetor carac-

teŕıstico de algum conjunto estável de G(A), segue que às restrições de (2.1) podem

ser agregadas as restrições de (2.2) se e somente se G(A) é um grafo threshold.

Lema 2.3.1. Se G é C4, 2K2, ou P4 então G não é um threshold.

Prova: Suponhamos que um dos grafos acima é um threshold. Então existe uma

desigualdade linear c1x+c2y+c3z+c4w ≤ b, cujas soluções zero-um são precisamente

os vetores caracteŕısticos dos conjuntos estáveis de G. Como {x, z} e {y, w} são

conjuntos estáveis comuns desses grafos logo c1 + c3 ≤ b e c2 + c4 ≤ b. Por outro

lado, {x, w} e {y, z} são conjuntos não estáveis para esses grafos, logo temos que

c1 + c4 > b, e c2 + c3 > b. Claramente, essas quatro desigualdades são inconsistentes.

�

Figura 2.7: Os menores grafos não threshold

A Figura 2.7 ilustra os menores grafos não threshold: C4, 2K2 e P4,

respectivamente.
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Lema 2.3.2. Se G é um grafo threshold, então todo subgrafo induzido de G é um

threshold.

Prova: Pelo Teorema 2.3.1, existem c1, c2, . . . , cn, b ∈ < de modo que as soluções zero-

um de
n∑

j=1

cjxj ≤ b (2.4)

são os vetores caracteŕısticos dos conjuntos estáveis em G. Seja H um subgrafo

induzido de G, com conjunto de vértices S. Denotemos por
∑∗ o somatório sobre

todos os sub́ındices j com vj ∈ S. Assim, os conjuntos estáveis de H correspondem

aos conjuntos estáveis de G que não contêm vértices de V − S. Afirmamos que as

soluções zero-um de
∗∑

cjxj ≤ b (2.5)

são precisamente os vetores caracteŕısticos dos conjuntos estáveis em H. Se existir

uma solução de (2.5) que não é vetor caracteŕıstico de estável em H, então tal

solução também satisfaz (2.4), e tal solução não é vetor caracteŕıstico de conjunto

estável de G, pois se não é estável em H, não é estável em G. �

Como os grafos threshold são livres de 2K2, C4, P4, eles são uma sub-

classe dos cografos e estamos agora interessados em saber que tipo de árvore repre-

senta os grafos threshold, então consideremos o seguinte resultado.

Teorema 2.3.2. Se G é um grafo threshold, então cada vértice interior de TG tem

no máximo um vértice interior como um sucessor imediato.

Prova: O resultado vale para o número de vértices n ≤ 3. Assim suponhamos que

um vértice interior possui mais de um vértice interior como sucessor. Então qual-

quer subgrafo induzido de G contendo ao menos 4 vértices, tem uma das seguintes

representações como coárvores, exibidas na Figura 2.8. Como essas coárvores re-

presentam os grafos C4 e 2K2, respectivamente, então G possui um subgrafo induzido

isomorfo a C4 ou a 2K2, contrariando a hipótese de indução.
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Figura 2.8: Coárvore de C4 e 2K2

Lembramos que uma caterpillar é uma árvore na qual a remoção de

todos os vértices terminais (vértices de grau 1) resulta num caminho. No caso em

que G é um grafo threshold, a representação da coárvore é mais simples, conforme o

resultado a seguir, apresentado em [7].

Corolário 2.3.1. A coárvore de um grafo threshold é uma caterpillar.

A Figura 2.9 ilustra a coárvore do grafo threshold G = (0, 0, 1, 1, 0, 1, 1).

Figura 2.9: Coárvore de um threshold

2.3.3 Caracterização via grafos split nested

Como mencionamos anteriormente uma terceira caracterização dos grafos

threshold é através dos grafos split nested [40]. Um grafo G = (V, E) é dito split, se

o seu conjunto de vértices V pode ser particionado em uma clique K e um conjunto
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estável S. Mostraremos que os grafos threshold são grafos split com a propriedade

nested.

Vamos mostrar que o algoritmo a seguir determina os conjuntos K e

S de um grafo threshold G = (V, E), se G não é um threshold, então o algoritmo

encontra um subgrafo induzido de G, isomorfo a 2K2, C4, ou P4.

Algoritmo KS

Passo 1. Determinar a sequência dos graus dos vértices de G em ordem não cres-

cente d = (d1, d2, . . . , dn), K = S = ∅, e k = n.

Passo 2. Se k = 1 então d tem somente um termo, pare o algoritmo.

Se k > 1 sejam u e v o primeiro e último termo da sequência d, respectivamente.

Se d(u) = |K| + k − 1, vá para o passo 3. Faça d(v) = |K|, vá para o passo 4. Se

|K| < d(v) ≤ d(u) < |K|+ k − 1, vá para o passo 5.

Passo 3. Faça vk = u, então delete u de d, substitua K por K ∪ vk, k por k − 1 e

retorne ao passo 2.

Passo 4. Faça vk = v, então delete v de d, substitua S por S ∪ vk, k por k − 1 e

retorne ao passo 2.

Passo 5. Faça u1 = u. Encontre um vértice u3 ∈ d que não é adjacente a u1 e

encontre um vértice u2 ∈ d que é adjacente a u3. Encontre um vértice u4 ∈ d que é

adjacente a u1 mas não a u2. Então pare, os vértices u1, u2, u3, u4 induzem um 2K2

ou C4 ou P4 em G.

Exemplo 2.3.3. Consideremos o grafo G da Figura 2.10. Vamos usar o algoritmo

KS para particionar o conjunto de vértices de V.
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k d1 d2 d3 d4 d5 d6 d7 u, v K, S

7 6 5 3 3 2 2 1 u = v1, v = v7 K = S = ∅

6 5 3 3 2 2 1 u = v2, v = v7 K = {v1}, S = ∅

5 5 3 3 2 2 u = v2, v = v6 K = {v1}, S = {v7}

4 3 3 2 2 u = v3, v = v6 K = {v1, v2}, S = {v7}

3 3 3 2 u = v3, v = v5 K = {v1, v2}, S = {v6, v7}

2 3 3 u = v3, v = v4 K = {v1, v2}, S = {v5, v6, v7}

1 3 u = v4 K = {v1, v2, v3}, S = {v5, v6, v7}

K = {v1, v2, v3, v4}, S = {v5, v6, v7}

Figura 2.10: Grafo threshold G

Lema 2.3.3. Se G = (V, E) é um grafo threshold então existe uma ordem nos

vértices {v1, v2, . . . , vn} de G e uma partição de V em dois subconjuntos K e S tais

que K é uma clique e S formam um conjunto estável em G.

Prova: Seja G = (V, E) um grafo threshold com n vértices. Enumerando-se em

ordem não-crescente os vértices de acordo com os seus graus d1 ≥ d2 ≥ . . . ≥ dn ≥ 0.

Sejam u, v os vértices de maior e menor grau em (d), e k o tamanho da sequência.

Como desejamos que os vértices em K formam uma clique, um candidato ao conjunto

K deverá ser um vértice u que é adjacente aos elementos de K e ao resto dos

elementos da sequência, ou seja, d(u) = |K| + k − 1. Por outro lado, um vértice

em S deverá ser adjacente apenas aos elementos de K, ou seja, d(v) = |K|. Assim

qualquer vértice w 6= u, v satisfaz

|K| ≤ d(v) ≤ d(w) ≤ d(u) ≤ |K|+ k − 1 (2.6)
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Suponhamos por absurdo que G não é um grafo split. Temos a seguinte situação:

|K| < d(v) ≤ d(w) ≤ d(u) < |K|+ k − 1 (2.7)

Analisaremos que tipo de subgrafo H de G, satifaz (2.7). Pelo menos dois vértices de

H não podem ser incluidos em K ou em S. Sejam u1 e u2 com d(u1) ≥ d(u2). Supon-

ha que existe um vértice u3, adjacente a u1 e u2, satisfazendo (2.7), ou seja, |K| <

d(u2) ≤ d(u3) ≤ d(u1) < |K|+ 2. Isso implica em d(u1) = d(u2) = d(u3) = |K|+ 1.

Dessa forma o vértice u3 deveria estar em K. Então u3 só pode ser adjacente a u2. Por

outro lado, como d(u1) ≥ d(u3) ≥ d(u2), então deve existir um vértice u4 adjacente

a u1, mas não adjacente a u3. Dessa forma o subgrafo H de G induzido pelos vértices

u1, u2, u3 e u4 induz um 2K2. As outras duas possibilidades de subgrafos ocorrem

quando ligamos os vértices u1 e u2 obtendo-se um P4 e quando ligamos u3 e u4,

obtendo-se um C4. �

Definição 2.3.3. Dizemos que um grafo G = (V = (K,S), E) é split nested, se

ambos conjuntos K (clique) e S (estável) são particionados em h células disjuntas

K1 ∪K2 ∪ . . . ∪Kh e S1 ∪ S2 ∪ . . . ∪ Sh, de modo que todos os vértices de Si estão

ligados através de arestas a todos os vértices de K1 ∪K2 ∪ . . . ∪Ki.

A Figura 2.11 ilustra a estrutura de um grafo split nested. O resultado a seguir

mostra a equivalência das três caracterizações apresentadas.

Teorema 2.3.3. Para todo grafo G = (V, E), as seguintes afirmações são equiva-

lentes:

(1) G é um threshold.

(2) G não tem subgrafo induzido isomorfo a C4, 2K2, e P4.

(3) G é um grafo split nested G = (V = (K, S), E).

Prova: (1)⇒ (2) segue dos Lemas 2.3.1 e 2.3.2.

(2)⇒ (3) segue do Lema 2.3.3, que podemos particionar o conjunto de vértices V em

uma clique K, e um estável S. Resta mostrar que G é nested. Ordenando de acordo

com o grau os elementos de S = {u1, u2, . . . , um}, em ordem decrescente, definimos o
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Figura 2.11: Grafo split nested

seguinte conjunto N(u) = {v ∈ V : v é adjacente a u}. Pela construção de S, temos

que N(u1) ⊇ N(u2) ⊇ . . . ⊇ N(um). Definimos a partição de S = S1 ∪ S2 ∪ . . .∪ Sh,

onde, Si = N(ui)−N(ui+1). Como cada vértice de S se liga com apenas os vértices

de K, a partição em S, induz uma partição em K, ou seja, K = K1 ∪K2 ∪ . . .∪Kh,

como desejávamos.

(3)⇒ (1) Sejam K uma clique e S um estável. Ordenamos os elementos de K e S

de acordo com o grau, ou seja, K = {v1, v2, . . . , vk} S = {vk+1, . . . , vn}. Obtemos a

sequência binária (bi) de n d́ıgitos da seguinte forma:

(i) A sequência é preenchida inicialmente pelos (k) 1′s, tal que, o vértice vk ocupa

a primeira posição da sequência e o vértice v1 a n-ésima posição (b1 = 0 bn = 1);

(ii) Para 2 ≤ i ≤ n− 1, bi = 0, se e somente se, existir v ∈ S tal que d(v) é igual a

quantidade de 1′s a direita de i.

(iii) Se existir v ∈ S tal que d(v) é maior que a quantidade de 1′s da sequência,

então ele deve ocupar a primeira posição da sequência, e o antigo b1 deve ser igual

a 1. �



25

2.4 Redução do polinômio caracteŕıstico

O objetivo desta seção é apresentar uma redução para o cálculo do

polinômio caracteŕıstico de um grafo threshold em relação à matriz de adjacência

de acordo com [39]. Para obtermos tal redução vamos explorar a estrutura dos

grafos split nested, através de um grafo quociente. Iniciamos com a definição de

partição equilibrada mı́nima.

2.4.1 A partição equilibrada mı́nima

Os grafos threshold admitem uma partição mı́nima sobre vértices que

pode ser vista através da estrutura dos grafos split nested. Consideremos a seguinte

definição.

Definição 2.4.1. Seja G = (V, E) um grafo. Dizemos que uma partição π =

V1 ∪ V2 ∪ . . . ∪ Vr do conjunto de vértices V de G, de tamanho r, é dita equilibrada

se, para cada i, e para todo u, v ∈ Vi, temos que N(u)∩Vj = N(v)∩Vj, para todo j.

Dizemos que a partição equilibra π é mı́nima se r é o menor inteiro que

particiona o conjunto de vértices de G.

Exemplo 2.4.1. O grafo G com sequência de graus [8, 4, 2, 2, 2, 1, 1, 1, 1] tem par-

tição equilibrada π1 = [{v1, v2}, {v3}, {v4}, {v5, v6, v7, v8}, {v9}], de tamanho r = 5, e

uma mı́nima π0 = [{v1, v2, v3}, {v4}, {v5, v6, v7, v8}, {v9}] com r = 4.

Figura 2.12: Partição equilibrada π1 e π0.
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Segue da definição anterior que, a partir da estrutura dos grafos split

nested podemos obter uma partição equilibrada mı́nima π, sobre os vértices de G, de

tamanho r, escolhendo r como sendo o número de graus distintos do grafo. Assim

todas as outras partições do conjunto de vértices de G são refinamentos de π com

um número maior de partes.

Dessa forma é conveniente representarmos um grafo threshold G com

partição equilibrada mı́nima π de tamanho r por G(a1, a2, . . . , ar), onde cada inteiro

positivo ai, para 1 ≤ i ≤ r, é uma clique ou estável de tamanho ai. Tal represen-

tação também pode ser vista, a partir da co-árvore TG de um threshold G, onde os

vértices terminais {•} que são sucessores imediatos do vértice ⊗ formam uma clique

Ki, já aqueles imediatos sucessores do vértice ⊕ formam um estável Si. Por exemplo

as representações do grafo threshold G(2, 2, 1, 2, 1, 2) são exibidas na Figura 2.13.

Figura 2.13: Representações do threshold G(2, 2, 1, 2, 1, 2)

2.4.2 A multiplicidade dos autovalores 0 e -1

Para obtermos a redução para o cálculo do polinômio caracteŕıstico de

um grafo threshold G, precisamos obter as multiplicidades dos autovalores 0 e −1.

Para isso definiremos vértices denominados de duplicados e coduplicados (gêmeos).

Definição 2.4.2. Seja G = (V, E) um grafo threshold. Um par vértices de G é dito

coduplicado (duplicado), se eles são adjacentes (não adjacentes) e têm exatamente

os mesmos vizinhos.
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Como a matriz de adjacência depende de forma que os vértices de G

são ordenados, tomamos os vértices com grau em ordem decrescente d(v1) ≥ d(v2) ≥

. . . ≥ d(vn) de modo que cada linha li de A está associada a cada vértice vi ∈ G.

Segue que a matriz de adjacência A de um threshold G, em que as

linhas da matriz A correspondente aos vértices duplicados são idênticas, e para

aquelas relacionadas aos vértices coduplicados k e h, a k-ésima e h-ésima linhas

diferem somente nas k-ésima e h-ésima entradas. Por exemplo, o grafo threshold

G = (2, 2, 1, 2, 1, 2) tem um vértice duplicado e três vértices coduplicados. A sua

matriz de adjacência A e o grafo são representados, respectivamente na Figua 2.14.

Figura 2.14: Matriz de adjacência e o grafo threshold.

É posśıvel determinarmos a multiplicidade dos autovalores 0 e −1 do

grafo threshold G, conforme dois lemas auxiliares de [38].

Lema 2.4.1. O posto de um cografo é igual ao número de linhas distintas e não

nulas da sua matriz de adjacência A.

Lema 2.4.2. Seja G um cografo. Então 0 é um autovalor de G se, e somente se,

−1 é um autovalor do complementar GC .

Teorema 2.4.1. A nulidade η(A) de um grafo threshold G de ordem n é igual ao

número de linhas repetidas de sua matriz de adjacência A.
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Prova: Seja A a matriz de adjacência de um grafo threshold G de ordem n. Como

G também é um cografo segue pelo Lema 2.4.1 que o seu posto é igual ao número de

linhas distintas e não nulas. Como a nulidade é obtida por η(A) = n−posto, segue o

resultado. �

O seguinte resultado mostra como obter a multiplicidade dos autova-

lores 0 e −1, a partir dos vértices duplicados e coduplicados, respectivamente.

Corolário 2.4.1. Seja G(a1, . . . , ar) um grafo threshold com partição equilibrada

mı́nima π de tamanho r. Quando r é par , tem-se

(i)
∑r/2

k=1(a2k−1 − 1) vértices duplicados ,

(ii)
∑r/2

k=1(a2k − 1) vértices coduplicados.

Para r ı́mpar, G(a1, a2, . . . , ar), tem-se

(i)
∑(r−1)/2

k=1 (a2k − 1) vértices duplicados,

(ii)
∑(r−1)/2

k=1 (a2k−1 − 1) vértices coduplicados.

Prova: Do Teorema 2.4.1 um vértice duplicado é obtido verificando as linhas

idênticas de sua matriz de adjacência A, ou seja, a quantidade de vértices terminais

repetidos em TG que são imediato sucessores de ⊕. Do Lema 2.4.2 um vértice dupli-

cado em GC é um vértice coduplicado em G, portanto os vértices coduplicados de

G são obtidos de vértices terminais repetidos em TG que são imediato sucessores de

⊗. �

2.4.3 O grafo quociente

Apresentaremos agora a redução para o cálculo do polinômio carac-

teŕıstico de um grafo threshold G. Tal redução é obtida através de um grafo quo-

ciente. Mais precisamente estamos interessados em obter a outra parte do espectro

de um grafo threshold, ou seja, os autovalores λ 6= 0,−1. Consideremos a seguinte

definição conforme [18].
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Definição 2.4.3. Seja G = (V, E) um grafo com partição equilibrada π = V1 ∪ V2 ∪

. . .∪Vr. O grafo quociente G/π de G relativo à partição equilibrada π é um multigrafo

que tem como vértices os subconjuntos de π e, para i, j ∈ {1, 2, . . . , r}, G/π tem qij

arcos de Vi para Vj, onde qij = NG(v) ∩ Vj, para todo o v ∈ Vi.

Exemplo 2.4.2. Considere o grafo threshold G(2, 4, 1, 2), com partição equilibrada

mı́nima igual a π = [{v1, v2}, {v3, v4, v5, v6}, {v7}, {v8, v9}]. Os grafos threshold G e

quociente G/π são representados na Figura 2.15, respectivamente.

Figura 2.15: Grafos G e G/π, respectivamente.

Segue naturalmente que a definição da matriz de adjacência AG/π do

grafo quociente G/π é uma matriz de ordem r × r com entradas qij.

Seja G um grafo threshold com partição equilibrada mı́nima π. O seguinte

resultado relaciona os espectros do grafo quociente G/π e G, de acordo com [41].

Lema 2.4.3. Sejam λ 6= 0,−1 um autovalor de um grafo threshold G(a1, a2, . . . , ar)

e G/π o grafo quociente. Então λ é um autovalor de G/π.

Prova: Pelo Corolário 2.4.1 a multiplicidade do autovalor 0 (respect. −1 ) de um

grafo threshold G(a1, a2, . . . , ar) é igual a
∑

ai∈Si
(ai − 1) (respect.

∑
ai∈Ki

(ai − 1)).

Assim cada vértice exclúıdo do somatório de duplicados ou coduplicados está associ-

ado a um autovalor λ 6= 0,−1. Então G(a1, a2, . . . , ar) tem exatamente r autovalores

distintos de 0 ou −1. Por outro lado, como espectro do grafo quociente G/π está con-

tido no espectro de G (Teorema 9.3.3 de [18]) e G/π tem exatamente r autovalores

então G/π contém o espectro dos autovalores λ 6= 0,−1 de G(a1, a2, . . . , ar).
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Agora apresentamos a redução para o cálculo do polinômio caracteŕıstico.

Teorema 2.4.2. Seja G(a1, a2, . . . , ar) um grafo threshold com uma partição equi-

librada mı́nima π de tamanho r, tendo α duplicados e β coduplicados. Seja AG/π a

matriz de adjacência do grafo quociente G/π. Então, p(G, λ) = λα(λ+1)βp(AG/π, λ),

onde p(AG/π, λ) é o polinômio caracteŕıstico do grafo quociente G/π.

Exemplo 2.4.3. Seja o grafo threshold G(2, 4, 1, 2) com partição equilibrada mı́nima

dada por π = [{v1, v2}, {v3, v4, v5, v6}, {v7}, {v8, v9}]. Obtemos os vértices duplicados

e coduplicados por α = (2 − 1) + (1 − 1) = 1, e β = (4 − 1) + (2 − 1) = 4.

Ordenando os vértices de G/π em ordem descrescente de grau, temos que a sua

matriz de adjacência é dada por

AG/π =


1 4 2 1

2 3 2 0

2 4 0 0

2 0 0 0


De acordo com o Teorema 2.4.2, o polinômio caracteŕıstico de G(2, 4, 1, 2) é

p(G, λ) = λ(λ + 1)4 · p(AG/π, λ)

p(G, λ) = λ(λ + 1)4 · (λ4 − 4λ3 − 19λ2 − 6λ + 16).
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3 LOCALIZANDO AUTOVALORES

Neste caṕıtulo apresentamos um algoritmo que determina uma matriz

diagonal D congruente a A + xI, onde A é a matriz de adjacência de um grafo

threshold G, x é um número real e I é a matriz identidade. Como aplicação, podemos

determinar quantos autovalores de A pertencem a um intervalo qualquer. Na última

seção mostramos que todo autovalor λ 6= 0,−1 de um grafo threshold G é simples.

Os resultados deste caṕıtulo estão no trabalho [28].

3.1 Introdução

A motivação para este caṕıtulo é o algoritmo desenvolvido em [30] para

localizar os autovalores de uma árvore T. Esse algoritmo baseia-se na diagonali-

zação de A+xI, e tem várias aplicações, entre elas a verificação de que os autovalores

diferentes de zero de uma caterpillar são simples.

Vale lembrar que, enquanto algoritmos de tempo linear desenvolvidos

para matrizes de adjacência associadas às árvores podem ser esperados, uma vez que

árvores têm matrizes de adjacência esparsas, os grafos threshold podem ter muitas

arestas e, consequentemente, têm matrizes de adjacência que podem ser densas. En-

tretanto, o algoritmo que desenvolvemos para grafos threshold, embora seja baseado

em operações elementares de matrizes, na prática, sua implementação só depende

da sequência binária do grafo. De fato, o nosso algoritmo pode ser implementa-

do usando dois vetores de comprimento n e sua complexidade é O(n) em tempo e

espaço, onde n é o número de vértices do grafo.

Primeiramente, observamos que a construção da matriz de adjacência

de um grafo threshold G pode ser obtida através da sequência binária associada a

G, onde a enumeração dos vértices é a mesma da sequência binária. Por exemplo, a
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Figura 3.1 apresenta a matriz de adjacência do grafo threshold G representado por

(0, 0, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 1).

Figura 3.1: Matriz de adjacência de um threshold.

Seja G um grafo threshold com sequência binária (b1, . . . , bn), e seja

A = [aij] sua matriz de adjacência. É fácil ver que se bi = 1, então aij = aji = 1,

para i < j. E se bi = 0, aij = aji = 0, para i < j.

3.2 Diagonalizando A + xI

O algoritmo de diagonalização para grafos threshold G constrói uma

matriz diagonal D congruente a A + xI, onde A é a matriz de adjacência de G, x

é um número real e I é a matriz identidade. Lembramos que duas matrizes R e S

são congruentes se existe uma matriz P não singular tal que R = P T SP.

Assumimos que A é de ordem n, então o algoritmo executa n−1 passos

e opera na matriz de baixo para cima e da direita para esquerda. Em cada passo,

as linhas e colunas m e m − 1, onde 2 ≤ m ≤ n, participam nas operações linha

e coluna. A diagonalização é obtida pelo fato que, no fim de cada passo, todas as

entradas da linha e coluna m serão nulas com exceção do elemento da diagonal.

Após n−m passos do algoritmo, a matriz parcialmente diagonalizada

é da forma exibida na Figura 3.2. O objetivo do passo seguinte é remover os v′s da

linha m e coluna m. Notemos que se v = 0, não precisamos fazer nada.
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Figura 3.2: Diagonalização Parcial

A cada passo, o nosso procedimento sempre que executa uma operação ele-

mentar na k-ésima linha executa a mesma operação na k-ésima coluna, o que garante

que a matriz resultante é congruente à matriz original.

Após n−m passos, a submatriz em destaque na Figura 3.2 estará dia-

gonalizada, logo precisamos considerar somente a submatriz restante m×m. Supo-

nhamos que a sequência binária de G é dada por (b1, b2, . . . , bn). Vamos considerar

três casos principais.

Caso 1: bm−1 = bm = 1. Então a submatriz tem a seguinte forma:

m− 1

m



1 1
...

...

1 1

1 . . . 1 x 1

1 . . . 1 1 α


.

Neste caso, fazemos as operações abaixo nas linhas e colunas

lm ← lm − lm−1
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cm ← cm − cm−1

m− 1

m



1 0
...

...

1 0

1 . . . 1 x 1− x

0 . . . 0 1− x α + x− 2


.

A maior parte dos elementos não nulos da linha e coluna m foram

removidos. Agora devemos remover as duas entradas iguais a 1−x. Assim, conside-

raremos três subcasos, dependendo se α + x− 2 6= 0 e se x = 1.

Subcaso 1a: α + x− 2 6= 0. Então procederemos com as seguintes operações:

lm−1 ← lm−1 −
1− x

α + x− 2
lm

cm−1 ← cm−1 −
1− x

α + x− 2
cm

obtendo

m− 1

m



1 0
...

...

1 0

1 . . . 1 γ 0

0 . . . 0 0 α + x− 2


,

onde γ = x− (1−x)2

α+x−2
= αx−1

α+x−2
.

Subcaso 1b: α + x = 2 e x = 1. Então a submatriz é da forma:
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1 0
...

...

1 0

1 . . . 1 1 0

0 . . . 0 0 0


,

ou seja, já está na forma diagonal desejada.

Subcaso 1c: α + x− 2 = 0 e x 6= 1. Então a matriz é da forma:



1 0
...

...

1 0

1 . . . 1 x 1− x

0 . . . 0 1− x 0


.

Como 1− x 6= 0, para cada i, 1 ≤ i ≤ m− 2 fazemos :

li ← li −
1

1− x
lm

ci ← ci −
1

1− x
cm

Isso anula os 1′s na coluna m− 1 e linha m− 1, resultando



0 0
...

...

0 0

0 . . . 0 x 1− x

0 . . . 0 1− x 0


.

Para remover as entradas iguais a 1− x, fazemos as seguintes operações:

lm−1 ← lm−1 +
1

2
lm

cm−1 ← cm−1 +
1

2
cm.
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Com isso substitúımos a diagonal x por 1, e a seguir fazemos

lm ← lm − (1− x)lm−1

cm ← cm − (1− x)cm−1

para obtermos finalmente a matriz diagonalizada



0 0
...

...

0 0

0 . . . 0 1 0

0 . . . 0 0 −(1− x)2


.

A diferença entre esse subcaso e os anteriores é que as entradas da linha e coluna

m−1 também foram anuladas. Vamos memorizar isso fazendo a seguinte atribuição:

bm−1 ← 0.

Caso 2: bm−1 = 0 e bm = 1. Então a submatriz tem a seguinte forma:



0 1
...

...

0 1

0 . . . 0 x 1

1 . . . 1 1 α


.

Neste caso trocamos as linhas m e m− 1 e as colunas m e m− 1, obtendo a matriz:



1 0
...

...

1 0

1 . . . 1 α 1

0 . . . 0 1 x


.
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Consideraremos dois subcasos, dependendo se x é zero ou não.

Subcaso 2a: x = 0. Então para cada i, 1 ≤ i ≤ m− 2 fazemos as operações:

li ← li − lm

ci ← ci − cm

que anulam os 1′s da linha e coluna m−1, à esquerda e acima de α. Com as operações

lm−1 ← lm−1 +
1− α

2
lm

cm−1 ← cm−1 +
1− α

2
cm

lm ← lm − lm−1

cm ← cm − cm−1

obtemos a matriz 

0 0
...

...

0 0

0 . . . 0 1 0

0 . . . 0 0 −1


.

Subcaso 2b: x 6= 0. Então fazemos as operações:

lm−1 ← lm−1 +
1

x
lm

cm−1 ← cm−1 +
1

x
cm

obtendo a matriz: 

1 0
...

...

1 0

1 . . . 1 α− 1
x

0

0 . . . 0 0 x


.
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Como a linha e coluna m − 1 estão preenchidas por 1′s, à esquerda e acima do

elemento da diagonal, fazemos a seguinte atribuição:

bm−1 ← 1.

Caso 3: bm = 0. Neste caso não é preciso fazer alguma operação já que a submatriz

é da forma 

0
...

...

0

. . . x 0

0 . . . 0 0 α


.

O algoritmo de diagonalização baseado nestas operações é apresentado

na Figura 3.3. Notemos que a única informação importante é a descrição do grafo

e os valores da diagonal, então ele pode assim ser implementado com dois vetores

de comprimento n. Assumimos que G é representado por (b1, b2, . . . , bn), então os

valores da matriz diagonal D são dados por (d1, d2, . . . , dn).

Teorema 3.2.1. Dados G e x ∈ <, onde G é um grafo threshold com matriz de ad-

jacência A, o algoritmo de diagonalização calcula uma matriz diagonal D congruente

a A + xI.

3.2.1 Exemplos

Ilustraremos o algoritmo com dois exemplos. Nosso primeiro exem-

plo assumimos que G é um threshold representado por (0, 1, 1, 1) e x = 0. Após a

inicialização o algoritmo executa três passos: m = 4, 3, 2.

Para m = 4, já que b3 = b4 = 1 e α = x = 0, o primeiro passo o

algoritmo executa o subcaso 1a e as seguintes atribuições são feitas:

d3 ←
αx− 1

α + x− 2
=

1

2
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Figura 3.3: Algoritmo de diagonalização

d4 ← α + x− 2 = −2.

Para m = 3, o segundo passo do algoritmo também executa o subcaso

1a, já que b2 = b3 = 1, x = 0, e α = 1
2
, logo

d2 ←
αx− 1

α + x− 2
=

2

3

d3 ← α + x− 2 = −3

2
.

Para m = 2, o passo final do algoritmo é executado o subcaso 2a, já

que b1 = 0, b2 = 1, e x = 0. Assim,

d1 ← 1

d2 ← −1.



40

A seguinte tabela fornece os passos do algoritmo em cada passo:

bi di

0 0

1 0

1 0

1 0

inicial

bi di

0 0

1 0

1 1
2

1 −2

após 1a

bi di

0 0

1 2
3

1 −3
2

1 −2

após 1a

bi di

0 1

1 −1

1 −3
2

1 −2

após 2a

No segundo exemplo, assumimos que G é representado por (0, 1, 0, 1)

e x =
√

3+1
2

. Esse exemplo ilustra como o subcaso 1c pode aparecer. Ele também

mostra que o caso 3 pode ocorrer, mesmo num grafo sem vértices isolados.

Após a inicialização, o primeiro passo será o subcaso 2b, já que b3 =

0, b4 = 1 e α = x 6= 0. Note que 1
x

=
√

3− 1. Assim as atribuições são:

d3 ← x− 1

x
=

3−
√

3

2

d4 ← x =

√
3 + 1

2

b3 ← 1.

Como b3 = 1, o próximo passo é o caso 1, já que b2 = 1. Como d3+x = 2

e x 6= 1, o subcaso 1c será executado:

d2 ← 1

d3 ← −(1− x)2 =

√
3− 2

2

b2 ← 0.
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Finalmente, já que b2 = 0, o passo final é o caso 3 e assim não é

necessário alguma operação. A seguinte tabela fornece os passos do algoritmo em

cada passo.

bi di

0
√

3+1
2

1
√

3+1
2

0
√

3+1
2

1
√

3+1
2

inicial

bi di

0
√

3+1
2

1
√

3+1
2

1 3−
√

3
2

1
√

3+1
2

após 2b

bi di

0
√

3+1
2

0 1

1
√

3−2
2

1
√

3+1
2

após 1c

bi di

0
√

3+1
2

0 1

1
√

3−2
2

1
√

3+1
2

após 3

3.2.2 Encontrando autovalores

Sejam G um grafo threshold, A sua matriz de adjacência e (a, b] um

intervalo real. Nosso objetivo é calcular o número de autovalores de G em (a, b]. O

seguinte resultado é conhecido como a lei da Inércia de Sylvester . A prova pode ser

encontrada em [9].

Teorema 3.2.2. Duas matrizes reais, simétricas, de ordem n×n são congruentes se

e somente se elas têm o mesmo número de autovalores positivos e o mesmo número

de autovalores negativos.

O seguinte resultado estabelece uma relação entre os autovalores de G

com a matriz D obtida pelo algoritmo de diagonalização.

Teorema 3.2.3. Seja D a matriz diagonal resultante da aplicação do algoritmo de

diagonalização para (G,−a), onde G é um grafo threshold. Então:

i. O número de autovalores de G maiores do que a é o número de entradas positivas
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em D.

ii. O número de autovalores de G menores do que a é o número de entradas negativas

em D.

iii. A multiplicidade de um autovalor a é o número de entradas nulas na diagonal

de D.

Prova: Seja A a matriz de adjacência de G, com autovalores

λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn (3.1)

e sejam

β1 ≥ β2 ≥ . . . ≥ βn (3.2)

os autovalores de B−a = A−aI. Notemos que βi = λi−a. Assim λi > a se e somente

se βi > 0. Agora sejam

d1, d2, . . . , dn (3.3)

os elementos da diagonal de D. Pelo Teorema 3.2.1, D e B−a são congruentes. Pelo

Teorema 3.2.2, o número de valores positivos em (3.3) é exatamente o número de

valores positivos em (3.2), que é o mesmo número de elementos de (3.1) que são

maiores do que a. Isto prova a parte i. A parte ii. é semelhante. Agora para a parte

iii., basta observar que se 0 aparece em (3.3) j vezes, então pelo Teorema 3.2.2, ele

aparece em (3.2) j vezes. Logo a aparece j vezes em (3.1). �

Corolário 3.2.1. O número de autovalores de um grafo threshold G com matriz de

adjacência A num intervalo (a, b], incluindo multiplicidades, é o número de entradas

positivas na diagonalização de A − aI, menos o número de entradas positivas na

diagonalização de A− bI.

Segue do corolário acima que podemos determinar o número de auto-

valores de um grafo threshold em um intervalo, chamando o algoritmo de diagonali-

zação duas vezes, como ilustra a Figura 3.4. Se soubermos que o intervalo (a, b]

contém ao menos um autovalor de G, então podemos localizar o autovalor à direita,
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através de um algoritmo de bissecção, exibido na Figura 3.5, onde a constante ε é

alguma condição de precisão fixada. O algoritmo pode ser modificado, se desejarmos

localizar o autovalor à esquerda.

Figura 3.4: Número de autovalores em (a, b].

Figura 3.5: Localizando autovalor à direita em (a, b].

Exemplo 3.2.1. Consideremos o grafo threshold G = (0, 0, 0, 1, 1). Para x = 0, o

algoritmo de diagonalização fornece os seguintes valores d = (0, 0, 1,−1,−2). Pelo

Teorema 3.2.3, conclúımos que λ = 0 é um autovalor com multiplicidade 2, e que

existe um autovalor de G maior do que 0. Quando aplicamos o algoritmo ao mesmo

grafo para x = −4, obtemos a diagonal com valores d = (−3
4
,−4,−4,−4,−10). Isso

implica que todos os autovalores de G são menores do que 4. Finalmente podemos

concluir que existe um único autovalor no intervalo (0, 4].
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3.3 Simplicidade dos autovalores

A partir desta seção apresentaremos novos resultados espectrais obtidos

utilizando-se o algoritmo de diagonalização. Nossa primeira aplicação é mostrar que

todo autovalor λ 6= 0,−1 de um grafo threshold G é um autovalor simples.

Define-se um autovalor λ como principal se a soma das coordenadas de

todo autovetor associado a ele tem soma não nula. Em outras palavras, todo autove-

tor é não ortogonal ao vetor (1, 1, . . . , 1)T . No trabalho de Sciriha e Farrugia [39],

foi provado que todo autovalor de um grafo threshold G, λ 6= 0,−1 é um autovalor

principal.

Encontrar grafos com autovalores principais é uma tarefa dif́ıcil. Sabe-

se por exemplo, que grafos com apenas um autovalor principal são regulares. Cvetković

em [14] propôs o problema de caracterizar grafos com exatamente k > 1 autovalo-res

principais. Nesse sentido, Hagos caracterizou em [22] os grafos com exatamente dois

autovalores principais.

Dizemos que um autovalor λ de um grafo G é simples se λ tem multipli-

cidade igual a 1. Se G é um grafo threshold, segue do algoritmo de diagonalização o

seguinte resultado sobre os autovalores principais de G.

Teorema 3.3.1. Em grafos threshold, a multiplicidade de um autovalor λ é um, a

menos que λ = 0 ou λ = −1.

Prova: Assumimos que λ é um autovalor. Então o algoritmo de diagonalização de

(G,−λ) produz pelo menos um zero na diagonal. Existem três maneiras de um zero

aparecer na diagonal:

(1) quando inicializamos;

(2) quando atribúımos dm ← 0 para algum m ≥ 2;

(3) quando atribúımos dm−1 ← 0 para m = 2;

Um zero pode ser produzido quando inicializamos o algoritmo somente quando λ =

0. Se a atribuição dm ← 0 ocorre, para algum m ≥ 2, uma verificação cuidadosa
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do algoritmo, mostra que ela só pode ter ocorrido no subcaso 1b. Assim a diagonal

inicializada com x = 1, implica que λ = −1. Suponha agora que λ 6= 0,−1, e que um

zero foi produzido no passo final pela atribuição dm−1 ← 0 para m = 2. Logo somente

um zero pode aparecer na diagonal, e sua multiplicidade é um. �

Assim, temos que os autovalores principais de um grafo threshold G são

simples.
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4 A MINIMALIDADE DO MENOR

AUTOVALOR

Neste caṕıtulo utilizamos o algoritmo de diagonalização para determi-

nar o espectro de uma subclasse dos grafos threshold que denotamos por G(k, j).

Além disso, mostramos que esta subclasse de grafos contém o grafo com o menor

autovalor mı́nimo entre todos os grafos threshold de ordem n. Finalizamos o caṕıtulo

mostrando quais são os grafos que têm esta propriedade extremal.

4.1 Introdução

Existem muitos resultados na literatura sobre o maior autovalor da

matriz de adjacência de um grafo G. Entretanto, pouco se conhece sobre o menor

autovalor. Sabe-se que esse menor autovalor é um número negativo. Para grafos

com pelo menos uma aresta, o menor autovalor é menor ou igual a -1, sendo que a

igualdade só ocorre se o grafo é completo.

Na tentativa de obter novos resultados para o menor autovalor de um

grafo, pesquisadores têm explorado novas técnicas espectrais. Um trabalho recente

e muito interessante tem como autores Bell, Cvetković, Rowlinson e Simić [5]. Neste

artigo caracteriza-se a estrutura de grafos conexos de ordem n com m arestas, que

admitem o menor autovalor entre todos os grafos de ordem n. Tal caracterização é

obtida através de uma partição no conjunto de vértices do grafo, dividindo-os em

vértices positivos, negativos e nulos, de acordo com o autovetor associado a esse

autovalor mı́nimo. O resultado principal de [5] é enunciado abaixo.

Proposição 4.1.1. Seja G um grafo conexo de ordem n com m arestas. Se G é o

grafo que admite o menor autovalor mı́nimo entre todos os grafos conexos de mesma

ordem, então ou G

i) é um grafo bipartido, ou

ii) é uma junção de dois grafos split nested (ambos não desconexos).
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Notemos que o item ii) do resultado acima é equivalente a dizer que G é

uma junção de dois grafos threshold. Na verdade, em [5] trata-se apenas do caso ii).

Em um trabalho posterior [6], os autores estudam o caso i) dos grafos bipartidos.

O que provamos neste caṕıtulo, na última seção, é um resultado dife-

rente dos apresentados nos trabalhos [5, 6]. Denotando por λmin,n o menor auto-

valor mı́nimo dentre todos os grafos threshold G de ordem n, provamos qual é a

subclasse dos threshold que contém o autovalor λmin,n e determinamos quais grafos

nesta subclasse atingem a minimalidade. Além disso, exibimos uma fórmula para

esse autovalor mı́nimo. Fazemos isso usando o nosso algoritmo de diagonalização.

Primeiramente, vamos determinar o espectro de uma subclasse que nos interessa.

4.2 O espectro de G(k, j)

Denotando por G(k, j) a seguinte subclasse de grafos threshold com n

vértices, tal que n = k + j, que possui representação binária da forma

(0, 0, . . . , 0, 1, 1, . . . , 1)

com k > 0 zeros seguidos de j > 0 uns. Primeiramente vamos determinar o menor

autovalor de G(k, j). Apesar de ser posśıvel determinar o espectro de G(k, j) usando

a redução do cálculo do polinômio caracteŕıstico (Teorema 2.4.2) e o Corolário 2.5

de [22], podemos fazer isso usando o algoritmo de diagonalização.

Lema 4.2.1. Sejam G = G(k, j) um grafo threshold e x ∈ <. Se a diagonali-

zação de (G, x) executa o subcaso 1a nas primeiras j− 1 iterações, então, para cada

iteração i ≥ 1, onde m = n− i + 1, o algoritmo faz as atribuições:

dm−1 ←
x + i

i + 1
(4.1)

dm ←
i + 1

i
(x− 1) (4.2)
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Prova: Demonstraremos por indução em i. Para i = 1 o algoritmo executa uma

única iteração. Neste caso temos que dm−1 = xx−1
x+x−2

= x2−1
2x−2

= x+1
2

e dm = x+x−2 =

2
1
(x − 1). Assumimos agora que o resultado vale para uma iteração i, ou seja, que

as atribuições de (4.1) e (4.2) foram feitas. Então, na iteração i + 1, o algoritmo

atribuirá

dm−1 ←
x+i
i+1

x− 1
x+i
i+1

+ x− 2
(4.3)

dm ← x +
x + i

i + 1
− 2 (4.4)

Visto que o lado direito de (4.3) pode ser escrito como:

x(x + i)− (i + 1)

x(i + 1) + (x + i)− 2(i + 1)
=

(x− 1)(x + i + 1)

(i + 2)(x− 1)
=

x + i + 1

i + 2

o que completa a demonstração de (4.1). O lado direito de (4.4) pode ser escrito

como:

x(i + 1) + (x + i)− 2(i + 1)

i + 1
=

x(i + 2)− (i + 2)

i + 1
=

(i + 2)(x− 1)

i + 1

completando a demonstração de (4.2). �

Lema 4.2.2. Sejam G = G(k, j) um grafo threshold e x > 1. Então a diagonali-

zação de (G, x) executa o subcaso 1a nas j−1 primeiras iterações e atribui números

positivos a todas as entradas dm.

Prova: É suficiente mostrar que α + x− 2 > 0 para cada uma das j − 1 primeiras

iterações. Como x > 1 o algoritmo não executa o subcaso 1b. Suponha que o

algoritmo executa o subcaso 1c. Logo temos que α + x − 2 = 0. Seja j0 o primeiro

ı́ndice tal que isso ocorre. Assim, no passo anterior a j0 o algoritmo executou o

subcaso 1a, e portanto, pelo Lema 4.2.1 temos que

α + x− 2 =
x + j0

j0 + 1
+ x− 2 = 0 (4.5)

De (4.5) obtemos que x = j0+2
j0+2

= 1, contrariando a hipótese. Logo o algoritmo

executa apenas o subcaso 1a. Segue que as atribuições de (4.1) e (4.2) são positivas.

�
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Lema 4.2.3. Sejam G = G(k, j) um grafo threshold e x ∈ <. Se a diagonalização de

(G, x) executa o subcaso 1a nas j−1 primeiras iterações então a j-ésima iteração dm

é inicializada com o valor x+j−1
j

.

Prova: O resultado segue do Lema 4.2.1 e do fato que dm−1 na iteração j−1 torna-se

dm na iteração j. �

Lema 4.2.4. Sejam G = G(k, j) um grafo threshold e x 6= 0. Se a diagonalização de

(G, x) executa o subcaso 1a nas j − 1 primeiras iterações então nas últimas k ite-

rações é executado o subcaso 2b.

Teorema 4.2.1. Seja G = G(k, j) um grafo threshold, onde k > 1. O menor auto-

valor de G é

λ =
(j − 1)−

√
(j − 1)2 + 4kj

2
(4.6)

Prova: Seja x a quantidade positiva

−(j − 1) +
√

(j − 1)2 + 4kj

2
(4.7)

Como k > 1, temos que x > 1. Então pelo Lema 4.2.2, o algoritmo de diagonali-

zação de (G, x) executa o subcaso 1a nas primeiras j−1 iterações, atribuindo valores

positivos a todos os di. Pelo Lema 4.2.3, ele atribui a dm o valor x+j−1
j

. Além disso,

pelo Lema 4.2.4, o algoritmo executa o subcaso 2b para os passos seguintes. Cada

iteração do subcaso 2b, subtrai de x+j−1
j

o valor 1
x
. Logo, após k iterações, temos

x + j − 1

j
− k

x
(4.8)

Para −x ser uma cota inferior para todos os autovalores de G(k, j), precisamos que

(4.8) seja não negativo, ou seja,

x2 + (j − 1)x− kj ≥ 0

o que é garantido quando tomamos

x ≥
−(j − 1) +

√
(j − 1)2 + 4kj

2
.

�
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Corolário 4.2.1. Seja G = G(k, j) um grafo threshold, onde k > 1. Então o espectro

de G é

spect(G) =

 −1 0
(j−1)−

√
(j−1)2+4(n−j)j

2

(j−1)+
√

(j−1)2+4(n−j)j

2

j − 1 k − 1 1 1

 ,

onde os autovalores −1 e 0 têm multiplicidades j − 1 e k − 1, respectivamente.

Prova: Seja G = G(k, j) com k > 1. Para x = 1, o algoritmo de diagonalização de

(G, x) executa o subcaso 1b nas j − 1 primeiras iterações e atribui j − 1 zeros na

diagonal, ou seja, −1 é um autovalor com multiplicidade j − 1. Aplicando agora o

algoritmo de diagonalização para x = 0, temos que o algoritmo executa o subcaso

1a nas j − 1 primeiras iterações. Como x = 0, a j-ésima iteração é inicializada

com α = j−1
j

. Além disso, já que bj−1 = 0 e bj = 1, o subcaso 2a é executado.

Assim, para bi = 0, 1 ≤ i ≤ k − 1, os próximos k − 1 passos do algoritmo não são

executados, ou seja, k − 1 zeros são atribúıdos na diagonal da matriz. Portanto,

zero é um autovalor com multiplicidade k − 1. Agora, sejam λ(G) e λ, o maior e

menor autovalor de G(k, j), respectivamente. Desde que a soma dos autovalores é

nula, temos que

λ(G) + λ− (j − 1) = 0.

Segue de (4.6) que o maior autovalor de G(k, j) é dado por

λ(G) =
(j − 1) +

√
(j − 1)2 + 4kj

2
.

4.3 O Menor autovalor λmin,n

Nessa seção mostraremos que os grafos threshold G que admitem o

menor autovalor mı́nimo entre todos os grafos threshold de ordem n são do tipo

G(k, j). Além disso, exibimos para quais k e j o threshold G(k, j) tem o menor

autovalor mı́nimo.
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Nessa seção consideramos G um grafo threshold conexo de ordem n ≥ 3

possuindo o menor autovalor mı́nimo λmin,n, entre todos os grafos threshold de ordem

n. Nosso objetivo é identificar G e exibir uma fórmula para λmin,n.

Seja x a quantidade positiva −λmin,n. Então para qualquer grafo thresh-

old G′ de ordem n, quando executamos o algoritmo de diagonalização de (G′, x) de-

vemos produzir somente valores não negativos nas entradas da diagonal. Portanto

é imposśıvel o algoritmo executar o subcaso 1c e o subcaso 2a, porque nestes há

atribuição de um valor negativo. Assim para n ≥ 3 e para x > 1, o subcaso 1b não

ocorrerá. Também a conectividade impede iniciarmos com o caso 3. Dessa forma,

somente os subcasos 1a e 2b podem ocorrer na diagonalização quando tomamos

x = −λmin,n.

A chave para resolver esse problema da minimalidade é entendermos o

comportamento das seguintes funções:

g(α) =
αx− 1

α + x− 2
(4.9)

e

f(α) = α− 1

x
(4.10)

utilizadas nos subcasos 1a e 2b, respectivamente, onde x ∈ < é um valor fixo. Note

que g tem uma singularidade em α = 2−x. A Figura 4.1 exibe essas funções quando

x = 4.

Durante a execução do algoritmo de diagonalização de (G′, x), existe

uma sequência de n valores calculados da direita para esquerda

αG′,x = (α1, α2, . . . αn−1, αn = x) (4.11)

que são temporariamente atribúıdos na diagonal, que denominaremos por α-sequência.

Exceto para o valor final α1, cada valor é renovado. Esses valores são calculados

por:

αi−1 = hi(αi), 2 ≤ i ≤ n
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Figura 4.1: As funções f e g quando x = 4.

onde

hi(α) =

 g(α), se bi−1 = 1

f(α), se bi−1 = 0

tal que g e f são dadas por (4.9) e (4.10). Através de uma composição de funções,

obtemos

α1 = (h2 ◦ h3 ◦ . . . ◦ hi)(αi) (4.12)

para 2 ≤ i ≤ n. Em particular, temos

α1 = (h2 ◦ h3 ◦ . . . ◦ hn)(x) (4.13)

A sequência de hi’s depende somente dos bi’s originais. Se para 1 < i < n, bi é

alterado, isso afeta somente hi+1, já que o subcaso 1c é evitado.

Lema 4.3.1. Ambas as funções f e g são crescentes em (2− x, +∞).

Prova: Basta observar que suas derivadas df
dα

= 1 e dg
dα

= (x−1)2

(α+x−2)2
são positivas.

Lema 4.3.2. As funções f e g satisfazem as seguintes propriedades:

i. f( 1
x
) = g( 1

x
) = 0.

ii. Para α > 1
x

temos 0 < f(α) < α.
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iii. Para α > 1
x

temos 0 < g(α) < α.

iv. Para 1
x

< α < 2 temos f(α) < g(α).

v. f(2) = g(2).

vi. Para α > 2 temos g(α) < f(α).

Prova: As propriedades i. e ii. são facilmente verificadas . Para provar iii. devemos

mostrar que αx−1
α+x−2

< α. Assumindo que α+x−2 > 0, então obtemos que 0 < (α−1)2.

Para verificarmos iv. note que f(α) = α− 1
x

= αx−1
x

que é menor do que αx−1
α+x−2

se e

somente se α +x− 2 < x. As propriedades v. e vi. são facilmente verificadas. �

Lema 4.3.3. Se 1
x

< αi < 2 e hi = g é substitúıda por f, então α1 decrescerá, desde

que os α′
is pertençam ao intervalo (2− x, +∞).

Prova: Segue da propriedade iv. do Lema 4.3.2 que α
′
i−1 = f(αi) < g(αi) = αi−1.

Consideremos h = h2 ◦ h3 ◦ . . . ◦ hi−1 a composição restante de (4.12). Assim pelo

Lema 4.3.1, h deverá ser monótona, logo

α
′

1 = h(α
′

i−1) < h(αi−1) = α1.

�

Usando um argumento semelhante através da propriedade vi. do Lema 4.3.2, obte-

mos o seguinte resultado:

Lema 4.3.4. Se αi > 2 e hi = f é substitúıda por g, então α1 decrescerá, desde que

os α′
is pertençam ao intervalo (2− x, +∞).

Lema 4.3.5. Se o subcaso 1c for executado, então a diagonal final terá um valor

negativo.

Isso segue da atribuição final dada que é −(1− x)2, e já que bm−1 ← 0.

Lema 4.3.6. Se uma α-sequência contém elementos em (−∞, 2−x), então a diago-

nal final terá um valor negativo.
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Prova: Escolhemos o maior i de modo que αi < 2−x. Se todas as funções restantes

de (4.12) são f, então α1 será negativo. Caso contrário, consideremos a primeira g

aplicada em algum α < 2−x. O subcaso 1a, será executado e isso atribuirá α+x−2 na

diagonal que é um número negativo. �

Lema 4.3.7. Sejam G um grafo threshold, x = −λmin,n e α o primeiro elemento de

αG,x não excedendo 2, produzido pelos j − 1 primeiros passos da diagonalização de

(G, x). Se α < 2 então G = G(k, j). Se α = 2, então ou G = G(k, j) ou G =

G(k − 1, j + 1).

Prova: Assumimos que G = (b1, . . . , bn). Como −x é um autovalor de G, sua αG-

sequência tem α1 = 0 e α2 = 1
x
. Para qualquer outro grafo threshold G′ de ordem n,

sua α-sequência deverá ter α
′
1 ≥ 0. Pelo Lema 4.3.2 ( ii. e iii.), αG,x é uma sequência

estritamente crescente de números variando de 0 a x. Assim existe um máximo k

tal que

αk+1 ≤ 2 (4.14)

Caso 1: αk+1 < 2. Existem k funções aplicadas em argumentos menores que 2,

e n − k − 1 funções aplicadas em argumentos maiores que 2. Afirmamos que

G = G(k, j), onde j = n−k. Vamos supor por contradição que para 2 ≤ i ≤ k, bi = 1.

Podemos formar um novo grafo G′ cuja representação é a mesma de G exceto na

posição i, que é 0. Quando aplicarmos o algoritmo de diagonalização em G′, pelo

Lema 4.3.5 podemos assumir que o subcaso 1c é evitado ou a diagonal terá um valor

negativo. Similarmente, podemos assumir pelo Lema 4.3.6 que todos os α′
is per-

manecem em (2−x, +∞). Quando diagonalizamos G′, substituiremos hi+1 = g por f,

mas todas as outras funções de (4.13) serão as mesmas. Desde que 1
x

= α2 < αi < 2,

pelo Lema 4.3.3, obteremos um valor negativo para α1, o que é uma contradição.

Isto mostra que bi = 0 para i ≤ k. Afirmamos agora que bi = 1 para i > k. Se

existir bi = 0, onde k < i < n, podemos construir um novo grafo G′ tomando bi = 1.

A diagonalização de G′, será a mesma de G, exceto em (4.13) um hi+1 = f será

substituida por g. Pelo Lema 4.3.4 obteremos um valor negativo para α1, uma con-

tradição. Portanto G = G(k, j).
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Caso 2: αk+1 = 2. Usando o mesmo argumento acima, devemos ter bi = 0 para i < k

e bi = 1 para i > k. Mas pelo Lema 4.3.2 (v.) implica que hk+1 = f e hk+1 = g têm o

mesmo efeito. Então bk pode ser 0 ou 1, ou seja, o grafo threshold ou é G = G(k, j)

ou é G = G(k − 1, j + 1). �

Teorema 4.3.1. Para n ≥ 3, G(n−bn
3
c, bn

3
c) tem o menor autovalor mińımo λmin,n

entre todos os grafos threshold de ordem n. Se n ≡ 2 mod 3, o grafo G(n−dn
3
e, dn

3
e)

também possui o autovalor λmin,n.

Prova: É suficiente mostrar que o único α no Lema 4.3.7 ocorre quando j = bn
3
c,

com igualdade quando n ≡ 2 mod 3. Seja j = bn
3
c de modo que n = 3j + m, m ∈

{0, 1, 2}. Tomando x o valor de (4.7), pelo Lema 4.2.3, após os j − 1 passos, o valor

de α é
x + j − 1

j
=

√
(j − 1)2 + 4kj + (j − 1)

2j

Substituindo k por n− j, então n com 3j + m fornece√
(j − 1)2 + 4(2j + m)j + (j − 1)

2j
=

√
9j2 + (4m− 2)j + 1 + (j − 1)

2j

Assim α ≤ 2 se e somente se√
9j2 + (4m− 2)j + 1 ≤ 3j + 1

Elevando ao quadrado e fazendo simplificações obtemos

4m ≤ 8 (4.15)

Isto é satisfeito para cada m ∈ {0, 1, 2}. Note que obtemos a igualdade quando

m = 2. Se j é escolhido for menor do que bn
3
c, então n = 3j+m para m ≥ 3. Ou seja,

quando m ≥ 3 (4.15) não é satisfeita. �

Corolário 4.3.1. Dentre todos os grafos threshold de ordem n, o menor autovalor

é

λmin,n =
1

2
((bn

3
c − 1)−

√
(bn

3
c − 1)2 + 4(n− bn

3
c)(bn

3
c)).
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Obtemos esse valor tomando j = bn
3
c e k = n− j, pelo Teorema 4.2.1.

A Tabela 4.1 ilustra os G(k, j) que atingem o autovalor λmin,n, para

alguns pequenos valores de n. Podemos mostrar que quando n ≡ 2 mod 3, λmin,n =

−bn
3
c − 1. Assim os valores mostrados são inteiros e exatos para n ≡ 2 mod 3, mas

aproximados para n 6= 2 mod 3.

Tabela 4.1: Grafos threshold com λmin,n.
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5 ORDENANDO OS GRAFOS THRESHOLD

Nesse caṕıtulo estabelecemos uma ordem parcial sobre os grafos thresh-

old, com o objetivo de relacionar os seus respectivos ı́ndices. Utilizamos o algoritmo

de diagonalização para obter tal relação. Na seção final apresentamos uma famı́lia

infinita de grafos threshold com espectro integral.

5.1 Introdução

Um parâmetro bastante estudado em teoria espectral de grafos é o

ı́ndice ou raio espectral de um grafo. O ı́ndice de um grafo G, denotado por λ(G) é

o maior autovalor de sua matriz de adjacência. Neste caṕıtulo mostramos que existe

uma ordem parcial nos grafos threshold G, que está relacionada aos seus ı́ndices.

De acordo com a teoria de Perron-Frobenius, o ı́ndice de um grafo G

de ordem n e m arestas, λ(G) = máx{|λi| : λi é um autovalor de G}, satisfaz a

desigualdade

máx{d,
√

∆} ≤ λ(G) ≤ ∆,

onde d = 2m
n

é a média dos graus dos vértices e ∆ é o máximo grau de um vértice

em G. Segue da desigualdade acima que λ(G) > 1.

Determinar o ı́ndice de um grafo G de ordem n é um problema conside-

rado relevante e interessante por vários autores. Por exemplo, quando fixamos o

número de vértices de G, é conhecido que o maior ı́ndice λ(G) é atingido pelo grafo

completo Kn que é um grafo threshold. O problema se torna muito complicado,

quando fixamos o número de vértices e o número de arestas de G. Nesse caso,

de acordo com Simić et.al. [40], ainda não se conhece, quais são os grafos conexos

com o maior ı́ndice. Porém, em [40], são utilizadas técnicas de autovetores para

determinar novas cotas para o ı́ndice de grafos threshold, fixando-se o número de

vértices e arestas dos grafos.
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A partir da definição de grafos threshold podemos facilmente definir

uma ordem parcial nessa classe de grafos, ou seja, se G e H são representados

por sequências binárias (b1, b2, . . . , bn) e (c1, c2, . . . , cn), respectivamente, definimos

G ≤ H se e somente se bi ≤ ci para todo i. Assim G < H, se e somente se existir

k > 1 com bk = 0, ck = 1, e bi ≤ ci para i 6= k.

Neste caṕıtulo, utilizando o algoritmo de diagonalização, provaremos no

Teorema 5.2.1 que entre todos os grafos threshold G, conexos de ordem n, se G < H

então λ(G) < λ(H). Assim, entre todos os grafos threshold conexos de ordem n,

a árvore Kn−1,1 tem o menor ı́ndice, enquanto que o grafo completo Kn admite o

maior ı́ndice.

É bem conhecido que se acrescentarmos arestas a um grafo, então o

ı́ndice não diminui. Assim podeŕıamos argumentar que o resultado acima é ver-

dadeiro porque se G < H, então H tem mais arestas do que G. De fato, quando

n = 8, entre os 64 grafos threshold quase sempre, um número maior de arestas im-

plica um ı́ndice maior. No entanto, a Tabela 5.1 ilustra que nem sempre este é o

caso. Observamos que nenhum dos grafos da Tabela 5.1 estão relacionados sob a

ordem parcial < .

Tabela 5.1: ı́ndices e arestas de thresholds com n = 8

5.2 Ordenação via ı́ndice

Seja G um grafo threshold conexo de ordem n > 2, cujo ı́ndice é deno-

tado por λ(G). Vamos denotar por x a quantidade negativa −λ(G) < −1.
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Lema 5.2.1. Se G é um grafo threshold com ı́ndice λ(G) = −x então a diagonali-

zação de (G, x) produz um zero no topo da diagonal, e valores negativos abaixo.

Prova: Como −x é um autovalor de G, pelo Teorema 3.2.3 devemos obter um zero

na diagonal. Como −x é o maior autovalor, pelo mesmo teorema, os elementos

restantes na diagonal devem ser negativos. Assim para x 6= 0,−1, de acordo com

Teorema 3.3.1, um zero pode ser atribúıdo na diagonal, somente na última ite-

ração do algoritmo, ou seja, no topo da diagonal. �

Fazendo uma análise do algoritmo de diagonalização, quando tomamos

x = −λ(G), não é dif́ıcil de verificar que novamente recáımos nos subcasos 1a e 2b.

Lema 5.2.2. As funções g e f definidas em (4.9) e (4.10) satisfazem as seguintes

propriedades:

i. f(α) = 0 se e somente se α = 1
x
.

ii. g(α) = 0 se e somente se α = 1
x
.

iii. Para x < 0 então α < 1
x

< 0 implica que α < f(α) < g(α) < 0.

Prova: As propriedades i. e ii. são facilmente verificadas . Para provar iii. seja

α < 1
x

< 0. Isso implica que o denominador de g(α) é negativo, e x < 0 implica que

seu numerador é positivo. Assim g(α) < 0. Para verificar f(α) < g(α), devemos

mostrar que

α− 1

x
=

αx− 1

x
<

αx− 1

α + x− 2

que é equivalente a 1
x

< 1
αx−2

, que vale, já que α + x − 2 < x. Finalmente, como

x < 0, α < α− 1
x

= f(α). �

Lema 5.2.3. Se G é um grafo threshold com ı́ndice λ(G) e x = −λ(G), então a

α-sequência é uma sequência estritamente decrescente de números não positivos

α1 = 0 > α2 =
1

x
> . . . αn−1 > αn = x.

Prova: Pelo Lema 5.2.1, α1 = 0. Pelo Lema 5.2.2 (partes i. e ii.) devemos ter α2 =

1
x
. E pelo Lema 5.2.2 (parte iii.), a sequência é monótona. �
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Consideremos agora G′ um grafo threshold conexo obtido a partir de G

por uma troca de um único bk, 1 < k < n, de 0 para 1. Considerando a diagonali-

zação de (G′, x), a nova α-sequência

αG′,x = (α′
1, . . . , α

′
k, αk+1, . . . , αn = x) (5.1)

computada é exatamente a mesma, exceto hk+1 que trocará de f para g.

Lema 5.2.4. Se 1 < k < n, e hk+1 = f é substitúıda por g, então α1 crescerá, desde

que todos os valores de (5.1) pertençam ao intervalo (−∞, 2− x).

Prova: Como k > 1, pelo Lema 5.2.3, temos 0 > 1
x

> αk+1. Segue do Lema 5.2.2

(parte iii.) que

αk = f(αk+1) < g(αk+1) = α′
k.

Seja h = h2◦h3◦. . .◦hk a composição restante. Como f e g são cont́ınuas e crescentes

em (−∞, 2 − x), então cada hi também será cont́ınua e crescente em (−∞, 2 − x),

logo a composição deverá satisfazer

α1 = h(αk) < h(α′
k) = α′

1.

�

Lema 5.2.5. Durante a diagonalização de (G′, x), se a α-sequência não permanece

em (−∞, 2− x) então a diagonal final contém um valor positivo.

Prova: Se existe algum αi ∈ [2− x, +∞), então podemos escolher tal i como sendo

o maior. Segue do Lema 5.2.3 e de (5.1), que i ≤ k. Se o valor positivo foi atribúıdo

após executarmos o subcaso 1c, então na iteração anterior i+1, foi atribúıdo o valor

αi ← 2− x,

contrariando o fato de i ser o maior. Assim o subcaso 1c não pode ocorrer. Se

todas as funções de (5.1) para i < k forem hi = f, como αi > 0, então no topo da

diagonal deveremos ter um valor positivo. Por outro lado, se a g é aplicada para

um αi > 2− x, então αi + x− 2 > 0 será atribúıdo na diagonal. �
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Lema 5.2.6. Seja G um grafo threshold conexo, representado por (b1, . . . , bn), e

seja G′ o grafo threshold obtido pela troca de um único bk = 0 por 1, para algum

1 < k < n. Então λ(G) < λ(G′).

Prova: Pelo Teorema 3.2.3, é suficiente mostrar que a diagonal após a diagonali-

zação de (G′, x) contém um número positivo. Se a sequência (5.1) permanece em

(−∞, 2−x), então pelo Lema 5.2.4 α′
1 > α1 = 0 são atribúıdos. Caso contrário, pelo

Lema 5.2.5 segue o resultado. �

Definição 5.2.1. A distância de Hamming entre duas sequências binárias (bi) e

(ci) de mesmo comprimento é o número de elementos que são distintos.

Exemplo 5.2.1. As sequências binárias (0, 0, 1, 1, 1) e (1, 1, 0, 0, 0) têm distância

de Hamming igual a 5.

Teorema 5.2.1. Para grafos threshold conexos de ordem n, se G < H então λ(G) <

λ(H).

Prova: Sejam G e H grafos threshold conexos de ordem n, representados por

(b1, . . . , bn) e (c1, . . . , cn), respectivamente. O resultado segue do Lema 5.2.6 e de uma

indução sobre a distância de Hamming entre (b1, . . . , bn) e (c1, . . . , cn). �

Corolário 5.2.1. Entre todos grafos threshold conexos de ordem n, a árvore Kn−1,1

tem o menor ı́ndice.

5.3 Uma famı́lia com espectro integral

A procura de grafos com espectro integral, ou seja, grafos em que todos

os autovalores são inteiros é um problema interessante em teoria espectral de grafos.

Um trabalho seminal de Harary e Schwenk [23] identificou vários grafos com espectro

integral. Nesta seção, identificamos uma subclasse infinita de grafos threshold que

admite tal propriedade.
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Vimos no caṕıtulo 4, que os grafos threshold do tipo G(k, j) têm espectro

{λn,−1, 0, λ(G)}, onde o menor autovalor é

λn =
(j − 1)−

√
(j − 1)2 + 4kj

2
(5.2)

e o ı́ndice é dado por

λ(G) =
(j − 1) +

√
(j − 1)2 + 4kj

2
. (5.3)

Considerando n = 3j + 2, ou seja, j = n−2
3

, e k = n − j, a partir de

(5.2) obtemos o inteiro λn = −n−1
3

= −bn
3
c− 1, e (5.3) torna-se λ(G) = 2bn

3
c. Assim

temos o seguinte resultado:

Teorema 5.3.1. Se n ≡ 2 mod 3, então G(n − bn
3
c, bn

3
c) tem o seguinte espectro

integral : {−bn
3
c − 1,−1, 0, 2bn

3
c}, com multiplicidades 1, bn

3
c − 1, n − bn

3
c − 1, 1,

respectivamente.

Tomando n = 3j − 1, e j = n+1
3

, e usando um argumento similar,

obtemos:

Teorema 5.3.2. Se n ≡ 2 mod 3, então G(n − dn
3
e, dn

3
e) tem o seguinte espectro

integral : {−bn
3
c−1,−1, 0, bn

3
c+dn

3
e}, com multiplicidades 1, dn

3
e−1, n−dn

3
e−1, 1,

respectivamente.

Os grafos do Teorema 5.3.1 e 5.3.2 têm o mesmo autovalor mı́nimo, mas

admitem ı́ndices diferentes, ou seja, λ ( G ( n−bn
3
c, bn

3
c ) ) < λ ( G ( n−dn

3
e, dn

3
e ) ) ,

o que está de acordo com o Teorema 5.2.1.
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6 O POLINÔMIO CARACTERı́STICO

Nesse caṕıtulo apresentamos um algoritmo para o cálculo do polinômio

caracteŕıstico de um grafo threshold G, baseado no algoritmo de diagonalização.

Nosso algoritmo é simples e mais prático do que o método de redução do cálculo do

polinômio caracteŕıstico apresentada no caṕıtulo 2.

6.1 Introdução

Um problema importante em álgebra computacional é o cálculo de

polinômios caracteŕısticos simbólicos de matrizes. A nossa motivação para o algorit-

mo que apresentaremos neste caṕıtulo foi o trabalho de Jacobs e Trevisan [29], que

apresenta um algoritmo de ordem o(n2) para o cálculo do polinômio caracteŕıstico

de matrizes de adjacência de árvores.

O algoritmo desenvolvido para as árvores funciona de forma elegante,

sem a necessidade de explicitar a matriz de adjacência, devido a uma enumeração

apropriada dos vértices. No final desse processo, obtém-se a triangularização da

matriz λI −A. Dessa forma o polinômio caracteŕıstico é obtido multiplicando-se os

valores finais atribúıdos aos vértices da árvore.

O algoritmo que desenvolvemos para o cálculo do polinômio carac-

teŕıstico de grafos threshold, apesar de ter sido inspirado no algoritmo desenvolvido

para árvores, têm diferenças em relação a esse algoritmo. Entre as diferenças está

o fato que ao invés de trabalharmos com uma matriz triangular, vamos trabalhar

com uma matriz diagonal. Utilizaremos as operações elementares realizadas nas

matrizes para justificar a correção do algoritmo, mas é importante salientar que a

implementação depende somente da sequência binária do grafo.
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6.2 Diagonalizando A− λI

Sejam λ uma variável e A a matriz de adjacência de um grafo G.

Chamamos de polinômio caracteŕıstico do grafo G o polinômio caracteŕıstico de

A, definido por p(λ) = det(A− λI).

Alguns autores definem o polinômio caracteŕıstico como det(λI − A),

de qualquer maneira esses polinômios diferem apenas por um fator (−1)n, onde n é

a ordem da matriz de adjacência.

As ráızes do polinômio caracteŕıstico são os autovalores de G. Vale lem-

brar que, como a matriz de adjacência é simétrica, os seus autovalores são números

reais.

Seja G um grafo threshold representado através de sua sequência binária

(b1, b2, . . . , bn). Assumimos que G é conexo, pois caso contrário, o polinômio carac-

teŕıstico de G é obtido por p(λ) = λk
∏

pG′(λ), onde cada pG′(λ) é o polinômio

caracteŕıstico de uma componente conexa de G.

O algoritmo que apresentaremos para o cálculo do polinômio carac-

teŕıstico de um grafo threshold conexo G, é baseado no algoritmo de diagonali-

zação de A + xI, apresentado no caṕıtulo 3. O algoritmo de diagonalização pode

ser facilmente estendido para trabalhar sobre um corpo qualquer F, onde x ∈ F.

Dessa forma podemos usar a diagonalização de (G,−λ) para calcular det(A − λI).

Entretanto, como λ é uma variável não estamos mais trabalhando sobre um corpo,

mas sim no corpo quociente Q(λ) de Q[λ].

Para uma melhor compreensão, vamos repetir os passos do algoritmo

de diagonalização, adaptado para esse caso. Após n − m passos do algoritmo, a

diagonalização parcial é exibida na matriz abaixo, onde αi(λ) representa o quociente
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de polinômios na variável λ.

0 1 0 · · · 0
...

...

0 1

0 . . . 0 −λ 1
...

...

1 . . . 1 1 −λ 0 0

0 0 αn−m(λ) · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 0 αn(λ)



.

O passo seguinte é diagonalizarmos a submatriz m×m. Após a diagona-

lização o det(A−λI) é calculado através do produto dos elementos da diagonal, com

o sinal ajustado. Para diagonalizarmos a submatriz m×m, consideremos os seguintes

casos:

Caso 1: bm−1 = 1 e bm = 1. Então a matriz é da seguinte forma:

1 1
...

...

1 1

1 . . . 1 −λ 1

1 . . . 1 1 α(λ)


.

Consideremos as seguintes operações

lm ← lm − lm−1

cm ← cm − cm−1

1 0
...

...

1 0

1 . . . 1 −λ 1 + λ

0 . . . 0 1 + λ α(λ)− λ− 2


.
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Como λ é uma variável, temos que λ 6= −1. Devemos analisar se a função α(λ)−λ−2

é nula ou não. Consideremos dois subcasos.

Subcaso 1a: Se a função α(λ) 6= λ + 2, façamos

lm−1 ← lm−1 −
1 + λ

α(λ)− λ− 2
lm

cm−1 ← cm−1 −
1 + λ

α(λ)− λ− 2
cm

obtemos a matriz da forma desejada



1 0
...

...

1 0

1 . . . 1 β(λ) 0

0 . . . 0 0 α(λ)− λ− 2


,

onde β(λ) = −λ− (1+λ)2

α(λ)−λ−2
= α(λ)(−λ)−1

α(λ)−λ−2

Subcaso 1b: Se α(λ) = λ + 2. Então a matriz é da forma:



1 0
...

...

1 0

1 . . . 1 −λ 1 + λ

0 . . . 0 1 + λ 0


.

Como 1 + λ 6= 0, para cada i, 1 ≤ i ≤ m− 2 façamos :

li ← li −
1

1 + λ
lm

ci ← ci −
1

1 + λ
cm

Isso anula os 1′s na coluna m− 1 e linha m− 1 :
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0 0
...

...

0 0

0 . . . 0 −λ 1 + λ

0 . . . 0 1 + λ 0


.

Fazendo as seguintes operações:

lm−1 ← lm−1 +
1

2
lm

cm−1 ← cm−1 +
1

2
cm

substitúımos a diagonal −λ por 1, assim basta tomar

lm ← lm − (1 + λ)lm−1

cm ← cm − (1 + λ)cm−1

para obtermos finalmente a matriz diagonalizada



0 0
...

...

0 0

0 . . . 0 1 0

0 . . . 0 0 −(1 + λ)2


.

A diferença desse subcaso em relação ao anterior é que as entradas da linha e colu-

na m − 1 também foram anuladas. Vamos memorizar isso tomando a seguinte

atribuição:

bm−1 ← 0.

Caso 2: bm−1 = 0 e bm = 1. Então a submatriz tem a seguinte forma:
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0 1
...

...

0 1

0 . . . 0 −λ 1

1 . . . 1 1 α(λ)


.

Após trocarmos as linhas m e m− 1 e as colunas m e m− 1, a matriz é da forma:



1 0
...

...

1 0

1 . . . 1 α(λ) 1

0 . . . 0 1 −λ


.

Desde que λ 6= 0, então façamos as operações:

lm−1 ← lm−1 +
1

λ
lm

cm−1 ← cm−1 +
1

λ
cm

obtendo a matriz da forma desejada



1 0
...

...

1 0

1 . . . 1 α(λ) + 1
λ

0

0 . . . 0 0 −λ


.

Como a linha e coluna m − 1 foram preenchidas por 1′s, devemos fazer a seguinte

atribuição

bm−1 ← 1.

Caso 3: bm = 0. Não é preciso fazer alguma operação e o algoritmo move-se para

o passo seguinte.
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O algoritmo do cálculo do polinômio caracteŕıstico de G é exibido na

Figura 6.1. Notemos que a única informação importante é a descrição do grafo

(b1, b2, . . . , bn) e os valores da diagonal (d1, d2, . . . , dn).

Figura 6.1: Algoritmo do polinômio caracteŕıstico

Teorema 6.2.1. Sejam G um grafo threshold conexo (b1, . . . , bn) e (d1, . . . , dn) os

valores obtidos via diagonalização de (G,−λ). Então p(λ) = (−1)n
∏n

i=1 di é o

polinômio caracteŕıstico de G.

Exemplo 6.2.1. No primeiro exemplo assumimos que G é um grafo threshold dado

por (0, 1, 0, 1). Após inicializarmos, três passos serão executados, m = 4, 3, 2.

Como b3 = 0 e b4 = 1 o caso 2 é executado e as seguintes atribuições são feitas:

d3 ← −λ +
1

λ
=

1− λ2

λ

d4 ← −λ

b3 ← 1.
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No segundo passo do algoritmo, como b2 = 1, b3 = 1 e α(λ) = 1−λ2

λ
6= λ + 2, o

subcaso 1a é executado

d2 ←
α(λ)(−λ)− 1

α(λ)− λ− 2
=

1−λ2

λ
(−λ)− 1

1−λ2

λ
− λ− 2

d3 ← α(λ)− λ− 2 =
1− λ2

λ
− λ− 2.

No passo final do algoritmo, como b1 = 0, b2 = 1, e α(λ) = d2, logo o caso 2 é

executado novamente

d1 ←
1−λ2

λ
(−λ)− 1

1−λ2

λ
− λ− 2

+
1

λ

d2 ← −λ

b1 ← 1.

A seguinte tabela fornece os passos do algoritmo em cada estágio:

bi di

0 −λ

1 −λ

0 −λ

1 −λ

inicial

bi di

0 −λ

1 −λ

1 −λ + 1
λ

1 −λ

após 2

bi di

0 −λ

1
1−λ2

λ
(−λ)−1

1−λ2

λ
−λ−2

1 1−λ2

λ
− λ− 2

1 −λ

após 1a

bi di

1
1−λ2

λ
(−λ)−1

1−λ2

λ
−λ−2

+ 1
λ

1 −λ

1 1−λ2

λ
− λ− 2

1 −λ

após 2

Temos que o polinômio caracteŕıstico é dado por

p(λ) = (−1)4

4∏
i=1

di.

Logo segue que

p(λ) = (
1−λ2

λ
(−λ)− 1

1−λ2

λ
− λ− 2

+
1

λ
)(−λ)(

1− λ2

λ
− λ− 2)(−λ)

p(λ) = λ4 − 4λ2 − 2λ + 1.
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Exemplo 6.2.2. Assumimos que G é um grafo threshold representado por (0, 0, 1, 1).

Após inicializarmos, três passos serão executados, m = 4, 3, 2.

Como b3 = 1, b4 = 1, e α(λ) = −λ 6= λ + 2, o subcaso 1a é executado e as

atribuições são:

d3 ←
α(λ)(−λ)− 1

α(λ)− λ− 2
=

λ2 − 1

−2λ− 2
=

λ− 1

−2

d4 ← α(λ)− λ− 2 = −2λ− 2.

No segundo passo do algoritmo como b2 = 0, b3 = 1, e α(λ) = λ−1
−2

, o caso 2 é

executado

d2 ← α(λ) +
1

λ
=

λ− 1

−2
+

1

λ

d3 ← −λ

b2 ← 1.

No passo final do algoritmo como b1 = 0, b2 = 1 e α(λ) = d2, o caso 2 é novamente

executado

d1 ← α(λ) +
1

λ
=

λ− 1

−2
+

2

λ

d2 ← −λ

b1 ← 1.

A seguinte tabela fornece os passos do algoritmo em cada estágio:

bi di

0 −λ

0 −λ

1 −λ

1 −λ

inicial

bi di

0 −λ

0 −λ

1 λ−1
−2

1 −2λ− 2

após 1a

bi di

0 −λ

1 λ−1
−2

+ 1
λ

1 −λ

1 −2λ− 2

após 2

bi di

1 λ−1
−2

+ 2
λ

1 −λ

1 −λ

1 −2λ− 2

após 2
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Temos que o polinômio caracteŕıstico é dado por

p(λ) = (−1)4

4∏
i=1

di

Então

p(λ) = (
λ− 1

−2
+

2

λ
)(−λ)(−λ)(−2λ− 2)

p(λ) = λ4 − 5λ2 − 4λ.

6.3 Considerações sobre a complexidade

O objetivo dessa seção é apresentarmos algumas considerações gerais

sobre a complexidade do algoritmo para o cálculo do polinômio caracteŕıstico de um

grafo threshold G, apresentado na seção anterior desse caṕıtulo.

No caṕıtulo 2, foi apresentado uma redução para o cálculo do polinômio

caracteŕıstico de grafos threshold, de acordo com o trabalho de Sciriha e Farrugia [39].

Tal procedimento, fornecido pelo Teorema 2.4.2, é apenas uma redução para o cálculo

do polinômio caracteŕıstico, e não fornece explicitamente o polinômio caracteŕıstico.

Em relação à complexidade dessa redução, podemos perceber que em

alguns casos, ela é aproximadamente igual a complexidade do problema original. Por

exemplo, consideremos o grafo threshold G de ordem n e sequência binária igual a

(0, 1, 0, 1, . . . , 0, 1), tendo partição equilibrada mı́nima de tamanho n− 1. De acordo

com o Teorema 2.4.2, o cálculo do polinômio caracteŕıstico de G, se reduz ao cálculo

do polinômio caracteŕıstico de uma matriz de ordem (n− 1)× (n− 1).

Diferentemente da redução para o cálculo do polinômio caracteŕıstico

de grafos threshold G, o algoritmo desenvolvido neste caṕıtulo fornece de forma

expĺıcita como obter esse polinômio.

Em relação à complexidade do algoritmo desse caṕıtulo, em linhas

gerais, é de ordem O(n), onde n é o número de operações polinomiais. Como cada

polinômio envolvido tem grau limitado por n, se usarmos aritmética usual, multi-
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plicação e divisão de polinômios são limitadas por O(n2) operações. Portanto, em

uma primeira aproximação podemos dizer que nosso algoritmo tem complexidade

de O(n3) operações inteiras.

Uma análise mais criteriosa certamente pode baixar a complexidade.

Se usarmos a técnica de interpolação certamente podemos vislumbrar um algoritmo

com O(n2) operações aritméticas.
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7 EXTENSÃO PARA A MATRIZ

DISTÂNCIA

Finalizamos esta tese apresentando uma extensão do algoritmo de diago-

nalização para a matriz distância Θ de um grafo threshold G. Como aplicação,

podemos determinar quantos autovalores de Θ pertencem a um intervalo qualquer.

Mostramos também que todo autovalor λ 6= −1,−2 da matriz distância Θ de um

grafo threshold é simples. A técnica desenvolvida neste caṕıtulo está no artigo [27].

7.1 Introdução

Distância em teoria de grafos é uma idéia simples, mas poderosa, sobre

a qual dependem vários parâmetros, incluindo diâmetro, raio, distância média e

outros.

Um caminho em um grafo G é uma sequência de vértices distintos,

de modo que vértices adjacentes na sequência são adjacentes no grafo. O compri-

mento de um caminho é o número de arestas do caminho. Para grafos conexos, a

distância entre dois vértices de um grafo G, digamos u e v, denotada por d(u, v) é

o comprimento do menor caminho entre u e v.

O diâmetro de um grafo conexo G, denotado por diam(G), é a distância

máxima entre dois vértices. A excentricidade de um vértice é a distância máxima

a partir dele para qualquer outro vértice. O raio de G, denotado por rad(G), é a

excentricidade mı́nima entre os vértices de G.

A distância média de um grafo de ordem n, denotada por µ(G), é a

distância esperada entre um par de vértices distintos escolhidos aleatoriamente. O

estudo da distância média começou com o qúımico Wiener [42], que observou que

o ponto de fusão de determinados hidrocarbonetos é proporcional à soma de todas

as distâncias entre pares não ordenados de vértices correspondentes ao grafo. Esta
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soma, representada por W (G), é chamada ı́ndice de Wiener de G. Claramente,

W (G) =

(
n

2

)
µ(G).

O ı́ndice de Wiener e suas aplicações à qúımica têm recebido muita

atenção (ver, por exemplo, [1, 2, 3, 32]).

A matriz de distância Θ de um grafo G conexo é a matriz cujas linhas e

colunas são indexados por seus vértices tais que a sua entrada (u, v) é igual a d(u, v).

Formalmente temos a seguinte definição.

Definição 7.1.1. Seja G = (V, E) um grafo conexo com n vértices tal que para todo

vi e vj ∈ V, d(vi, vj) = dij é o comprimento do menor caminho entre os vértices vi

e vj. A matriz distância Θ de G é uma matriz quadrada de ordem n e cuja entrada

correspondente a (vi, vj) é dada pelos valores dij.

Por exemplo, a Figura 7.1, ilustra a matriz distância Θ em relação ao grafo G.

Figura 7.1: Matriz distância do grafo G.

Seja 1 o vetor coluna com todas entradas iguais a um, então o ı́ndice

de Wiener pode ser escrito na forma

W =
1T Θ1

2
.

Os autovalores de Θ são chamados de autovalores da distância de G,

formam assim o espectro da distância, e têm várias aplicações do mundo real. Os

autovalores da matriz distância foram estudadas pela primeira vez por Graham e

Pollack em 1971 para resolver um problema de comunicação de dados [20].
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A matriz de distância contém informação em vários passeios em grafos

qúımicos. É útil no cálculo de ı́ndices topológicos e propriedades termodinâmicas,

tais como pressão e temperatura de coeficientes. Ela contém informações mais es-

truturais do que a matriz de adjacência [26, 37]. Na literatura qúımica, o maior

autovalor de Θ(G) ajuda a modelar o ponto de ebulição de alcanos [1]. Além de

qúımica, matrizes de distância encontram aplicações em teoria musical, ornitologia,

biologia molecular, psicologia, arqueologia, etc [4, 8, 31, 37].

No intuito de colaborarmos com novos resultados espectrais em relação à

matriz distância, nesse caṕıtulo apresentamos uma extensão de alguns resultados a-

presentados nos caṕıtulos anteriores para a matriz distância.

7.2 Diagonalizando Θ + xI

A construção da matriz distância Θ de um grafo threshold G é obtida

através da sequência binária associada a G, onde a enumeração dos vértices é a

mesma da sequência binária. Por exemplo, a Figura 7.2, apresenta a matriz distância

do grafo threshold representado por (0, 0, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 1).

Figura 7.2: Matriz distância de um threshold.

Seja G uma grafo threshold com sequência binária (b1, . . . , bn), e seja

Θ = [dij] sua matriz distância. É fácil ver que se bi = 1, então dij = dji = 1, para

i < j. E se bi = 0, dij = dji = 2, para i < j.
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A técnica de diagonalização da matriz Θ + xI, é análoga ao caso da

matriz de adjacência. Existem 4 casos principais:

Caso 1: bm−1 = bm = 1 é análoga a matriz de adjacência.

Caso 2: bm−1 = 0 e bm = 1. Então a submatriz tem a seguinte forma:



2 1
...

...

2 1

2 . . . 2 x 1

1 . . . 1 1 α


.

Fazendo as seguintes operações

lm ← lm −
1

2
lm−1

cm ← cm −
1

2
cm−1

obtemos 

2 0
...

...

2 0

2 . . . 2 x 1− x
2

0 . . . 0 1− x
2

α + x
4
− 1


.

A maioria dos elementos da linha e coluna m foram anulados. Assim devemos

eliminar as duas entradas 1− x
2
. Dessa forma, existem três subcasos, dependendo se

α + x
4
− 1 6= 0 e se x = 2.

Subcaso 2a: Se α + x
4
− 1 6= 0. Então façamos as seguintes operações:

lm−1 ← lm−1 −
1− x

2

α + x
4
− 1

lm
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cm−1 ← cm−1 −
1− x

2

α + x
4
− 1

cm

obtendo 

2 0
...

...

2 0

2 . . . 2 γ 0

0 . . . 0 0 α + x
4
− 1


,

onde γ = x− (1−x
2
)2

α+x
4
−1

= αx−1
α+x

4
−1

.

Subcaso 2b: Se α + x
4

= 1 e x = 2, então a matriz é da forma



2 0
...

...

2 0

2 . . . 2 2 0

0 . . . 0 0 0


,

ou seja, já está da forma diagonal desejada.

Subcaso 2c: Se α + x
4

= 1 e x 6= 2. Então a matriz é da forma:



2 0
...

...

2 0

2 . . . 2 x 1− x
2

0 . . . 0 1− x
2

0


.

Como 1− x
2
6= 0, para cada i, 1 ≤ i ≤ m− 2, procedemos

li ← li −
2

1− x
2

lm
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ci ← ci −
2

1− x
2

cm

Isso anula todos os uns na linha e coluna m− 1 :



0 0
...

...

0 0

0 . . . 0 x 1− x
2

0 . . . 0 1− x
2

0


.

As operações

lm−1 ← lm−1 + lm

cm−1 ← cm−1 + cm

substituem a diagonal x por 2, enquanto que as operações

lm ← lm −
1− x

2

2
lm−1

cm ← cm −
1− x

2

2
cm−1

eliminam os elementos fora da diagonal:



0 0
...

...

0 0

0 . . . 0 2 0

0 . . . 0 0 −1
2
(1− x

2
)2


.

Como a linha e coluna m−1 estão da forma desejada, façamos a seguinte atribuição

m← m− 1.

Caso 3: bm−1 = bm = 0. Então a submatriz tem a seguinte forma:
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2 2
...

...

2 2

2 . . . 2 x 2

2 . . . 2 2 α


.

É posśıvel decompor este caso em três subcasos, mas de fato, usaremos uma simpli-

ficação para reduzi-lo. Consideremos as seguintes operações

lm ←
1

2
lm

cm ←
1

2
cm

obtemos a matriz: 

2 1
...

...

2 1

2 . . . 2 x 1

1 . . . 1 1 α
4


.

Dessa forma podemos aplicar as operações do caso 2, já que a matriz está da forma

apropriada para esse caso.

Caso 4: bm−1 = 1 e bm = 0. Então a submatriz tem a seguinte forma:

1 2
...

...

1 2

1 . . . 1 x 2

2 . . . 2 2 α


.

Consideremos as seguintes operações

lm ←
1

2
lm
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cm ←
1

2
cm

obtemos a matriz: 

1 1
...

...

1 1

1 . . . 1 x 1

1 . . . 1 1 α
4


.

Dessa forma reduzimos o problema ao caso 1.

Nosso algoritmo é mostrado na Figura 7.3. Note que, a única infor-

mação importante é a descrição do grafo G, dada pela sequência binária e os valores

da diagonal. Assim o algoritmo pode ser implementado com dois vetores de com-

primento n. Assumimos que G é representado por (b1, b2, . . . , bn), então os valores

da matriz diagonal D são dados por (d1, d2, . . . , dn).

Teorema 7.2.1. Dados G e x ∈ <, onde G é um grafo threshold com matriz

distância Θ, o algoritmo de diagonalização calcula uma matriz diagonal D con-

gruente a Θ + xI.

Ilustraremos o algoritmo com dois exemplos. O primeiro exemplo sim-

ples, vamos assumir que G é um threshold representado por (0, 1, 1, 1), e x = 0. Após

a inicialização, existem três passos: m = 4, 3, 2.

Para m = 4, temos b4 = b3 = 1, α = 0 e x = 0. Então no primeiro passo

o algoritmo executa o subcaso 1a e as atribuições são:

d3 ←
αx− 1

α + x− 2
=

1

2

d4 ← α + x− 2 = −2.
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Figura 7.3: Diagonalizando Θ + xI

Para m = 3, o algoritmo executa o subcaso 1a, já que b3 = b2 = 1, x = 0,

e α = 1
2
. Logo as atribuições são:

d2 ←
αx− 1

α + x− 2
=

2

3

d3 ← α + x− 2 = −3

2
.

Para m = 2, o algoritmo executa o subcaso 2a, já que b1 = 0, b2 = 1 e

x = 0. Logo as atribuições são:

d1 ←
αx− 1

α + x
4
− 1

= 3

d2 ← α +
x

4
− 1 = −1

3
.

A seguinte tabela fornece os passos do algoritmo em cada estágio:
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bi di

0 0

1 0

1 0

1 0

inicial

bi di

0 0

1 0

1 1
2

1 −2

após 1a

bi di

0 0

1 2
3

1 −3
2

1 −2

após 1a

bi di

0 3

1 −1
3

1 −3
2

1 −2

após 2a

Nosso segundo exemplo, assumimos que G é representado por (0, 1, 0, 1)

e x = 1. Após a inicialização, temos m = 4, α = x = 1, b4 = 1 e b3 = 0. Então no

primeiro passo, o algoritmo executa o subcaso 2a e as atribuições são:

d3 ←
αx− 1

α + x
4
− 1

= 0

d4 ← α +
x

4
− 1 =

1

4
.

Para m = 3, temos α = 0, x = 1, b2 = 1 e b3 = 0. Então o subcaso 4a é

executado e as atribuições são:

α← α

4
= 0

d2 ←
αx− 1

α + x− 2
= 1

d3 ← α + x− 2 = −1.

Para m = 2, temos α = 1, x = 1, b1 = 0 e b2 = 1. Então o subcaso 2a é

executado e as atribuições são:

d1 ←
αx− 1

α + x
4
− 1

= 0

d2 ← α +
x

4
− 1 =

1

4
.
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A seguinte tabela fornece os passos do algoritmo em cada estágio:

bi di

0 1

1 1

0 1

1 1

inicial

bi di

0 1

1 1

0 0

1 1
4

após 2a

bi di

0 1

1 1

0 −1

1 1
4

após 4a

bi di

0 0

1 1
4

0 −1

1 1
4

após 2a

De forma análoga à matriz de adjacência, desejamos localizar os auto-

valores de um grafo threshold G, em relação à matriz distância Θ. Sejam G um grafo

threshold, Θ sua matriz distância e (a, b] um intervalo real. Primeiramente vamos

determinar o número de autovalores de G em (a, b]. A prova do seguinte resultado é

análoga ao Teorema 3.2.3.

Teorema 7.2.2. Seja D a matriz diagonal congruente a Θ − aI, onde Θ é real

simétrica.

i. O número de autovalores de Θ maiores do que a é o número de entradas positivas

em D.

ii. O número de autovalores de Θ menores do que a é o número de entradas negativas

em D.

iii. A multiplicidade de um autovalor a é o número de entradas nulas na diagonal

de D.

Corolário 7.2.1. O número de autovalores de Θ em (a, b], incluindo a multiplici-

dade é o número de entradas positivas na diagonalização de Θ−aI, menos o número

entradas positivas na diagonalização de Θ− bI.



85

Portanto de forma análoga à matriz de adjacência podemos determi-

nar o número de autovalores em um intervalo, chamando o algoritmo de diagonali-

zação duas vezes.

Se soubermos que o intervalo (a, b] contém ao menos um autovalor então

podemos localizar o autovalor à direita ou à esquerda, através de um algoritmo de

bissecção.

Exemplo 7.2.1. Consideremos o grafo threshold G = (0, 1, 0, 1). Para x = 1, o

algoritmo de diagonalização fornece os seguintes valores d = (0, 1
4
,−1, 1

4
). De acordo

com o Teorema 7.2.2, significa que x = −1 é um autovalor de G com multiplicidade

1, existem dois autovalores maiores do que −1 e um autovalor menor do que −1.

Quando aplicarmos o algoritmo ao mesmo grafo para x = 0, obtemos a diagonal

com os valores d = (7
3
,−3

7
,−7

4
,−1). Isso implica que 3 autovalores são negativos e 1

é positivo. Finalmente podemos concluir que existe um único autovalor no intervalo

(−1, 0].

De forma análoga à matriz de adjacência, temos um resultado para

a simplicidade dos autovalores de G em relação à matriz distância Θ. A prova é

análoga ao Teorema 3.3.1.

Teorema 7.2.3. Seja Θ a matriz distância de um grafo threshold G. Então todo

autovalor λ 6= −1,−2 de G é simples.
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8 CONCLUSÃO

Nesta tese de doutorado trabalhamos com temas de teoria espectral

de grafos. Mais especificamente, estudamos a classe de grafos denominada grafos

threshold. O estudo dos grafos threshold foi intensamente motivador tanto pelas

caracteŕısticas estruturais desses grafos como por suas propriedades espectrais.

Para desenvolvermos este trabalho, no caṕıtulo 2 apresentamos algumas

caracterizações equivalentes dos grafos threshold, que consideramos importantes e

que são conhecidas. Assim definimos os grafos threshold através de uma sequência

binária, mostramos que esses grafos são livres de {2K2, C4, P4} e mostramos também

que eles são grafos split nested.

Propriedades espectrais dos grafos threshold conhecidas da literatura,

também foram apresentadas. Através da estrutura dos grafos split nested e da par-

tição equilibrada mı́nima, mostramos como obter a multiplicidade dos autovalores

não principais desses grafos. Além disso, usamos o grafo quociente com objetivo

de obter o espectro principal de um threshold. Dessa forma apresentamos uma re-

dução para o cálculo do polinômio caracteŕıstico de um grafo threshold de acordo

com [39].

No intuito de obter um método eficiente para determinar o espectro de

grafos threshold, a partir do caṕıtulo 3 iniciamos com as nossas contribuições. Mesmo

sabendo que os grafos threshold têm matrizes de adjacência que podem ser densas,

desenvolvemos um algoritmo de tempo linear que constrói uma matriz diagonal D

congruente a A + xI, onde A é matriz de adjacência de um grafo threshold G, x é

um número real e I é a matriz de identidade. Embora nosso algoritmo seja baseado

em operações elementares de matrizes, na prática sua implementação só depende

da sequência binária do grafo threshold de ordem n, e pode assim ser implementado

usando dois vetores de comprimento n, tal que sua complexidade é de ordem O(n).
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A partir desse algoritmo de diagonalização, obtivemos várias aplicações.

Como principal aplicação, usamos a lei da Inércia de Sylvester para determinar

exatamente quantos autovalores de um threshold G pertencem a um intervalo real

(a, b]. Dessa forma, sabendo que esse intervalo contém ao menos um autovalor então

podemos aproximá-lo, com uma certa precisão, usando um algoritmo de bissecção.

Ainda no caṕıtulo 3, usamos o algoritmo de diagonalização para mostrar que todo

autovalor principal de G é simples.

Percebemos que o algoritmo de diagonalização, além de ser útil para

determinar o número de autovalores de um grafo threshold em um intervalo qualquer,

é uma ferramenta important́ıssima para resolver outros problemas espectrais.

Vimos que é posśıvel utilizá-lo para determinar quais são os grafos

threshold que contêm o menor autovalor mı́nimo, dentre todos os grafos thresh-

old de ordem n. Assim no caṕıtulo 4, primeiramente determinamos o espectro de

uma subclasse G(k, j), representada por 0k1j. Então utilizamos o algoritmo de di-

agonalização para mostrar que de fato os grafos G(k, j) contêm o menor autovalor

mı́nimo, ou seja, provamos que G(n−bn
3
c, bn

3
c) tem o menor autovalor mı́nimo entre

todos os grafos threshold de ordem n. Quando n ≡ 2 mod 3, o grafo G(n−dn
3
e, dn

3
e)

também possui esse autovalor. Como conhećıamos o espectro dos G(k, j), obtemos

uma fórmula para esse autovalor mı́nimo.

No caṕıtulo 5, focamos nosso estudo para a outra extremidade do es-

pectro de um grafo threshold, ou seja, estávamos interessados no ı́ndice de um grafo

threshold. Usamos novamente o algoritmo de diagonalização para mostrar que exis-

te uma ordem parcial sobre os grafos threshold G, de ordem n, de modo que seus

ı́ndices estão relacionados. Além disso, identificamos uma famı́lia infinita de grafos

threshold com espectro integral.

A nossa motivação para o caṕıtulo 6, foi o trabalho de Jacobs e Tre-

visan [29], que apresenta um algoritmo de ordem o(n2) para o cálculo do polinômio

caracteŕıstico de matrizes de adjacência de árvores. Dessa forma, adaptamos o nos-
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so algoritmo de diagonalização para desenvolver um novo algoritmo para o cálculo

do polinômio caracteŕıstico de um grafo threshold G. Até o presente momento, o

método conhecido para resolver tal problema era o da redução apresentada por

Sciriha e Farrugia [39].

A execução do nosso algoritmo para o cálculo do polinômio carac-

teŕıstico depende apenas da sequência binária de um threshold. Além disso, tal

algoritmo é prático e mais simples do que a redução para o cálculo do polinômio

caracteŕıstico apresentada no caṕıtulo 2. Em relação à complexidade deste algorit-

mo, um posśıvel trabalho futuro, é desenvolvermos um algoritmo com complexidade

menor, usando-se a técnica de interpolação.

Dedicamos o caṕıtulo final desta tese a uma extensão de nossos resul-

tados para a matriz distância. Iniciamos apresentando um algoritmo de diagonali-

zação para a matriz distância Θ de um grafo threshold G. De forma análoga, como

aplicação, determinamos quantos autovalores de Θ pertencem a um intervalo real

qualquer. Mostramos também que todo autovalor λ 6= −1,−2 da matriz distância

Θ de um grafo threshold G, é simples.

Futuramente pretendemos estudar a energia de grafos threshold. A

energia de um grafo G, definida por Gutman em [21] é a soma dos valores absolutos

dos autovalores de G. Mais precisamente, se λ1, λ2, . . . , λn são os autovalores da

matriz de adjacência associada ao grafo G então a energia de G é dada por

E(G) =
n∑

i=1

|λi|.

Naturalmente esse invariante foi estendido para a matriz laplaciana. A energia

laplaciana de um grafo G é dada por

EL(G) =
n∑

i=1

|µi − d|,

onde (µi) são os autovalores laplacianos de G, e d é a média dos graus dos vértices

de G.
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Em relação à energia laplaciana, existem vários problemas em aberto.

Um deles é encontrar árvores de n vértices não coespectrais com a mesma energia

laplaciana. Um outro problema interessante é sobre a energia laplaciana de grafos

threshold. No trabalho de Del-Vecchio, Justo, Trevisan e Vinagre [17], foi conjec-

turado que certo grafo threshold, conhecido como abacaxi, possui a maior energia

laplaciana dentre todos os grafos conexos de ordem n.

Um problema que estamos trabalhando em paralelo a esta tese, embora

não esteja relacionado ao algoritmo de diagonalização, é a obtenção de uma fórmula

para o determinante da matriz de adjacência de grafos threshold. Mais especifi-

camente, desejamos obter tal fórmula para o determinante a partir da sequência

binária de um grafo threshold G. A inspiração para obter tal fórmula, se deve a um

resultado muito interessante sobre o determinate da matriz distância de uma árvore

T, que não depende de sua estrutura mas somente de sua ordem [20]: o determi-

nante da matriz distância de uma árvore T de ordem n, é obtido através da seguinte

expressão det(Θ(T )) = (−1)n−1(n− 1)2n−2.

De modo geral existe um considerável número de problemas em aber-

to relacionados aos grafos threshold. Assim, a partir deste trabalho acreditamos

que seja posśıvel resolver alguns desses problemas. Também vislumbramos que o

nosso algoritmo de diagonalização (matriz de adjacência e distância) possa ser útil

e até mesmo ser adaptado à outras classes de grafos, permitindo obtermos novos

resultados espectrais.
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[11] Chvátal, V., and Hammer, P. Aggregation of inequalities in integer

programming. Ann. Discrete Mathematics 1 (1977), 145–162.

[12] Corneil, D., Perl, Y., and Stewart, L. K. A linear recognition

algorithm for cographs. SIAM Journal on Computing 14(4) (1985), 926–

934.

[13] Corneil, D. G., Lerchs, H., and Burlingham, L. Complement

reducible graphs. Discrete Appl.Math. 3 (1981), 163–175.
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