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Resumo

O passeio aleatério quantico foi totalmente entendido por [3] e desde entdo muitos esforgos foram
feitos para compreender casos mais gerais como no passeio aleatoério tradicional. Nés introduzi-
mos o caso periddico e discutimos a heuristica sendo considerada como uma particula quantica
difundindo em um cristal atémico linear. Assim, estendemos o teorema de Grimmett-Janson-
Scudo [3] para este caso que é um método para obter a densidade de probabilidade limite do
operador posicao dependendo da diagonalizacao da matriz de evolugao unitaria e mostramos que
o caso periddico é de fato balistico, [9]. Como um exemplo, é discutida a densidade probabilidade
limite de periodo dois.

Palavras-chave: Passeio Aleatorio Quantico; Ambiente Periédico; Método de Grimmett-Janson-
Scudo.



Abstract

The homogeneous quantum random walk was completely understood by [3] and since then many
efforts were made to compreehend more general cases like in the tradicional random walk. We
introduce the periodic case and discuss a heuristic to be considered as a quantum particle diffusion
in a atomic linear crystal. Thus, we extend the theorem of Grimmett-Janson-Scudo [3] to this
case which is a method to obtain the limit of the probability density of the position operator
depending on the diagonalization of the unitary evolution matrix and show that the periodic
case is in fact ballistic, [9]. As an example, it is shown the limit probability density of the period
two.

Key-words: Quantum Random Walk; Periodic Environment; Grimmett-Janson-Scudo Method.
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Capitulo 1

Introducao

O passeio aleatério quantico (QRW) pode ser entendido como uma particula quantica presa a
um cristal discreto de uma dimensao onde cada atomo do cristal altera o estado quantico. E esta
ideia, que norteia a definicao formal do passeio aleatério quantico, é semelhante a heuristica do
passeio aleatério cldssico. Este é definido, de modo heuristico, como uma particula presa a uma
rede unidimensional, de tal modo que se ela estiver no sitio x € Z, entao a probabilidade de ela dar
um préximo passo a direita é p(z) e a probabilidade de que seja dado um passo para a esquerda
é q(x) = 1—p(x). E para decidir o préximo passo procede-se da mesma forma. Assim, se 0 QRW
encontra-se no sitio x € Z a chance de encontra-lo no atomo a direita serd determinada por uma
matriz P(x) e a chance de encontré-lo no dtomo & esquerda pela matriz Q(x). Semelhantemente
ao passeio cldssico, a relacio matricial estabelecida é P(z) + Q(z) = A(z) € Uz(C), sendo
Uz(C?) matrizes unitérias com coeficientes complexos. Assim, o QRW pode ser considerado
uma quantizagao do famoso processo estocéstico cldssico, ja que objetos que comutam entre
si no mundo cldssico, representados pelas fungdes p(x) e ¢(x), sdo transformados em objetos
que ndo necessariamente comutam no mundo quantico, representados pelos operadores P(x) e
Q(z) e a fungao de probabilidade P(x) do passeio cldssico torna-se o estado quantico ¥(z) com
|| ¥(z)||* sendo a probabilidade de encontrar a particula em x € Z. E como uma teoria geral de
quantizacao de sistemas classicos ainda é um tanto obscura, o estudo do QRW foi motivado por
ser um exemplo claro de uma possivel quantizagao de um modelo probabilistico classico e por
ter uma solucgao relativamente facil de ser demonstrada e entendida.

Esta monografia divide-se em quatro capitulos. O primeiro capitulo é a presente introdugao ao
QRW, o segundo contém a definicao do passeio aleatério quantico em um ambiente periddico e
a expressao matricial da sua evolugao temporal unitdria. O terceiro capitulo é a extensao do
teorema de Grimmett-Janson-Scudo [3] para o ambiente periddico. Este teorema afirma que a
distribuicao da posicao normalizada pelo tempo converge fracamente para uma distribuicao bem
determinada para tempos grandes. O quarto capitulo apresenta e demonstra a densidade de
probabilidade limite do QRW num ambiente de periodo dois.



Capitulo 2

O passeio aleatério quantico em
um ambiente peridédico

Primeiramente, vamos considerar o passeio aletério quantico nos inteiros Z. Para cada tempo
n € IN, o estado da particula é transformado por um operador unitario descrito por uma rotagao
dos graus de liberdade internos seguido por uma translagao condicionada na posicao. Estes
graus de liberdade internos representam a moeda que no passeio aleatorio tradicional determina
a translacao na posicao. Dessa forma, a heuristica do passeio aleatério quantico é uma particula
quantica destribuida nos sitios * € Z e em cada tempo n € IN o estado quéantico dos graus de
liberdade internos da particula ¥,,(z) é transformado em cada sitio € Z por uma tranformacao
unitaria A, e uma parte do estado da particula translada para a esquerda e uma parte para
a direita conforme os graus de liberdade internos. Essa heuristica norteard as defini¢oes que
seguirao. Deste modo, o estado desse sistema quéntico pertence ao espago de Hilbert Hy; @ Hp,
no qual Hp, esta associado aos graus de liberdade internos e Hp a posicao. No nosso caso, vamos
considerar Hy = C%2 e Hp = lQ(Z). Uma base apropriada para Hp é a base de autovetores do
operador posigao
Xv, =2av, , ©€E€Z.

sujeito a (vg, Ugr) = 05,47, delta de Kronecker. Assim, um estado geral ¥ do sistema com respeito

a essa base é )
=2 > (@) ve@w;

z€Z j=1

com {ws,ws} sendo a base canoénica do Hyy.

A rotacao no grau de liberdade interno que participa da evolugao temporal unitéria U consiste
em um operador unitario A que age em Hyy,

2

az by

AT = Zzwj(x) U ® Azw; , com Ay = < e d. ) € Uy(0).
z€Z j=1

Além da rotacao, a translacdo condicionada na posicao é definida por

S(vy @ W) =vpq1 @uwp € S(vy @ Wa) = Vpq ® Wa.



Portanto, a evolugao temporal unitaria U torna-se

UV =8 0 AV =" [(az1(2) + bat2 (7)) V241 w1

TEZ
+(Caﬂ/}1($) + dsz(w)) Vp—1® w2] .

De agora em diante, vamos representar o espaco de Hilbert H; na forma vetorial deixando
a sua base e a de Hp subentendida,

_( ¥i(z) 2
\I/(x) = ( Vo () )er com 1,12 €1 ((Z))

J& a ac@o da evolugao temporal fica, nessa representacao,

A aethi(@ = 1)+ bprta(z — 1)
(UW)(z) = ( C£+11¢j($+1)+dx+i¢z(x+1) )»ﬂeZ'

Logo, dado um estado inicial ¥¢ € Hys @ Hp, o estado ¥,, da particula em um instante de tempo
nelNé

n

: @ :
U, (—1) L0 Qo Wo(—1)
\Iln(x) = \Ifn (O) = P_1 0 Ql ‘1’0(0)
W, (1) b o Wo(1)
Py

Dessa forma, a evolucao temporal do passeio aleatdério quéntico é semelhante a do passeio
aleatdrio classico em que a probabilidade de encontrar a particula no sitio x € Z torna-se o
estado quantico ¥,,(z) e as fungoes p(z) e ¢(x) tornam-se matrizes 2 x 2, Q(x) e P(z). Contudo,
nao serd no espago de Hilbert Hys @ Hp = [12(Z) x I>(Z) que trabalharemos a partir de agora
mas no espago de Hilbert isomorfo L?([—, 7)) x L?([—m,7)). E o isomorfismo isométrico entre
estes dois espagos é a transformada de Fourier aplicada componente a componente,

vor= (106 ) - (Eeiie )

com o isomorfismo inverso

" [T e () dk
R B ¢1(k) o [ﬂ 1/)1( )
\I/(k) = ~ I — T o
2 (k) i/ e~ Ko (k) dk
-7 TEZ
Neste espacgo, os operadores rotagdo A e de translagao condicionada S tornam-se

. _ | Xscz(aai(x) + bpipa(x))e ™™
(AV) (k) = ( Zwé(czwl(aﬁ) + dytpa())e™® )

o= (50 L) ()= ()



Ainda nao colocamos nenhuma restricao nas matrizes A, e isso faz com que o passeio aleatério
quantico esteja em um ambiente qualquer. Entao a fim de tornar o ambiente periddico com
periodo N € IN impomos a condi¢do Ayn4+; = A; € Uz(C) para todo x € Z e todo j €
{0,1,2,..., N —1}. Isso significa que, na heuristica do passeio quantico, em cada sitio tN +j € Z
os graus de liberdade internos sao transformados da mesma maneira que o j € Z. Por exemplo,
se o periodo é 2, os graus de liberdade internos sao transformados nos sitios 0, 2, -2, 4, -4, 6, -6,
... pela mesma matriz unitdaria Ag e nos sitios 1, -1, 3, -3, 5, -5, ... pela mesma matriz unitdria
Ay

Assim, se dividirmos Hy; ® Hp em seus N subespacos Hyy @ Hp = L2([—m, 7)) x L2([-7, 7)) =
HO x HU x .. x HN=Y com HY = span({e’@N+)k o € Z}) x span({@NTD* 2 € 7}),
um estado U é escrito como

o ()

5 ()

T 50 )

- | " :(k) = 5t (k)
T (k) A(N—:U(k:)
(é“(k))

Deste modo, a evolucio temporal em cada H) torna-se

(D) (k) = S(P; + Q)W) (k) = e Py (k) + e™*Q ¥ (k) ,

a; b; 0 O
COHle(OJ 0J>7Qj<c. d»)'
i @

Note que eikPj\i/(j)(k) e e‘iij\i/(j)(k) nao pertencem a H@), mas a HUTY e a HU-1 respec-
tivamente. Entao,

U:gYW — gu+) ¢ gl-1
T (k) s * PO (k) + e *Q, 0 (k)

E o operador Usnxan pode ser escrito na forma matricial da seguinte forma:

0 e *kQ, 0 0 0 et Py_q

e*Py 0 e *kQy 0 0 0

0 et P, 0 e Qs 0 0
Uk)=| 0 0 e*pP, 0 0 0

0 0 0 0 e QN1

BiikQQ 0 0 e 6ikPN_2 0



E a evolucao temporal de \ilo(k) no tempo n torna-se

W, (k) = (Uanxan (k)"




Capitulo 3

Teorema G-J-S para o caso
periddico

Nesse capitulo, vamos estender o Terorema de Grimmett-Janson-Scudo [3] para o caso periédico
geral definido no capitulo anterior. Sejam Aq(k), Aa(k), ..., Aan (k) os autovalores de Uspn xon (k)
e v1(k),va(k),...,van (k) os autovetores associados a eles.

Proposicao 1. Suponha que \;(k) # Xj(k) para todo i,j € {1,2,..,2N}, i # j, e para todo
k€ [-m,7), entao A\j(k) e v;(k) sdo funcoes C™ em k.

Demonstragio. Essa demonstragido é baseada no teorema da funcdo implicita. Seja p(k,\) o
polinémio caracteristico de U (k). Estamos interessados nas raizes A(k) tais que p(k, A(k)) =
0.Como X;(k) # A;(k) Vi, j Yk, temos que em um ponto kg ,p(ko, o) = 0, 0 teorema da fungao
implicita afirma que existe um intervalo I em torno de ky e uma funcdo A : I — C tal que
p(k,A\(k)) = 0 e A(k) é tdo suave quanto p(k,\) que é C*°. Os autovetores de U(k) sao C*
porque sao obtidos resolvendo U (k)v(k) = A(k)v(k) e esse processo é C™°. O

Agora, a posicao do QRW em um instante de tempo n serd considerada como uma variavel
aleatdria, i.e., X, :  — Z com a probabilidade associada P({X,,(w) = z}) = ||¢n($)H122(Z o2 =

D@1 @) + [(Wn)a(@)* com g (x) = (Y1 (@), (Y1 (x)) = Uniho(w) para cada n > 0.

rE€EZ
Vamos calcular agora os momentos de X, como um ponto chave do teorema. Desta forma,

E(X!) = Z ' PH{X,(w) =z}) = Z " (Y (), YPn(x)) e usaremos o seguinte lema para este

TEZ T EZ
céalculo.

Lema 1. Sejam f,g: R — C fungdes b — a periddicas entao, Vr € IN, temos
[ gt e =1y [0 | o] ao

Demonstragcao. Temos que

/ [ (@)g(@)dz = f(a)g(a) — F(b)g(b) - / f(2)g (@)de



Como f e g sdo periddicas, f(a)g(a) = f(b)g(b). Usando esta ideia para %f(a:) obtém-se o lema
por indugao em r. O

B05) = 5 [ (8w, (145 ) ) a

Demonstracao. Como o QRW foi introduzido no espaco de Fourier, os momentos serao calculados
da seguinte maneira:

Proposigao 2.

k)= e* i (z) € Cx G

TEZ

Y (z) = % /_ e (k) dk
E(erl) _ er <217T [W eikmizin(k)dk, %/ eik’mi)n(k/)dk/> _

—T

> <217T /ﬂ e, (k)dk, % /ﬂ xTe““’an(k’)dk'> -
TEZ - -
Z<217T/7r 6¢kx¢n(k)dk,%/j [(lddk’> ez‘k’z} zﬁn(k’)dk’> '

TEZ
Assim usando o lema no segundo argumento do produto interno,

E(X)) =) <217T/7; e* e, (k)dk, % /: k' ( dk:’> D (K')dk > _

TEZ

Zgﬂ/ QW/ el <wn( ) (dk) Pk )>dk’ dk .

Na defini¢ao do produto interno, usamos a identidade (av,w) = @ (v, w)Va € C Vv,w € C? x C2.

Finalmente, usando a férmula ;- Z e F =R — §(k' — k), temos
TEZ

B0G) = o [ o [0 =0 (5w, (15 ) k) )k’ a
= %/_ﬂ <¢n(k‘)7 (de) Q;n(k)>dk?

Com essa forma de expressar os momentos de X,,, Grimmett, Janson e Scudo desenvolve-
ram um método de obter a convergéncia fraca de X,, para o caso de perfodo 1, ou seja, N = 1. [3].

O

Teorema 1. Sejam Q = [r, —7) x {1,2} e pu uma probabilidade em Q dada por

A 2
dpj = ‘<”j( )s Yo(k) >‘ 9k em cada [0,21) x j e j = 1,2. Suponha que \;(k),v;(k) sdo C*> e

seja hj(k) = zi E:; e defina h : Q@ — R por h(j,k) = h;(k). Entdo % —w Y = h(Z) com Z

sendo uma vamavel aleatoria de 0 com distribuicao p.



Seguimos, entdo, para o resultado principal da monografia que é uma extensao direta do
método de Grimmett, Janson, Scudo [3] para o caso do QRW em um ambiente periédico. Se-
guimos aqui a mesma notagao do artigo de Norio Konno [6]. Este método é baseado no Método
dos Momentos cujo enunciado é:

Teorema(Método dos Momentos): Suponha que a distribuicdo de X seja determinada pelos seus
momentos, que X, tenha momentos de todas as ordens e que lim, ., E(X]) = E(X"), Vr € IN.
Entao X,, — X (converge fracamente) .

A prova deste teorema encontra-se no livro [2], pagina 408, como Teorema 30.2 .

Teorema 2. Sejam Q = [r,—7m) x {1,...,2N} e pu uma probabilidade em Q dada por du; =
. 2

‘<Uj (k), o (k) > 9k em cada [0,2m) x j. Suponha que \j(k),v;(k) sio C> e seja hj(k) = Zi E:;

e defina h : Q@ — R por h(j, k) = hj(k). Entdo % —w Y = h(Z) com Z sendo uma varidvel

aleatdria de 2 com distribuicdo p.

Obs.: Supondo que A;(k) # A;(k) Vi, jVk, pela proposicao 1 tem-se que A;(k) sao C™ .

Demonstragio. Usando a forma diagonalizada de Usy xan (k),
~ ~ 2N ~
b (k) = U™ (K)do(k) =Y N (k) (v (k), o (k))v; (k).
j=1

Ja que \;(k),v;(k) sdo C*° por hipdtese, podemos calcular as r-ésimas derivadas de Un (k) com
n > r a fim de usar a proposicao 2.

( ) P ( de;[ - < (k)71/30(k)>vj(k)} e ainda

[)\ <v],w0> v]} =n(n—1)--(n—r+1)(N;)"\]™" <vj,z[)0> v; + O(n™1).

dr
dk"

Consequentemente pela proposicao 2,

E(X") = -~ /Tr 2N { vgv¢0>() " ﬁ!r)!()\;.)r)\;?r <Uj»1/30>} dk+ O(n™1) =

x 2N

Z lAnA” ( '>T<vj,¢o> <vj,zﬁo>] dk~(nﬁ!r)!+ O™,

Com esse comportamento assintético dos r-momentos do QRW periddico, podemos usar a de-
finicao de O(n"~1) para ver que quando n — oo,

2((3)) =2 [ (5 il e e 22

Jj=1

—1 —0



Lf(n)]

Acima usamos que uma funcdo f(n) = O(g(n)) com g(n) > 0 se e somente se lim, oo pTe)

existe. Entao,

0] r—1 O r—1 1
lim (n )—lim (nl)-limf:constnO:O.
n—o00 n’ n—oo N n—oo N
Também temos que
| 1) (n — 1 -1
lim " = lim n(n ) (n—rt1) =liml.(1-—-).---.(1— ! )=1
n—oo (n—r)ln"  n—oo nr n

Portanto, no limite de tempos grandes temos que

e (5)) 3 30 Yo s

—T

Assim, note que |E ((%)T) — fQ h"du para todo r € IN. Como h é limitada, podemos aplicar

o teorema anterior para obter a convergéncia fraca desejada 2= —,, Y := h(Z) onde E(Y") =

Jo P (2)dp(z). O

Obs.: Note que o suporte de Y é [min h,max h], i.e., a probabilidade de encontrar Y em
(—oo,min h)U (max h,+oc0) é nula.

Corolério 1. O limite no tempo para passos de tamanho s > 1 é o mesmo que para passos
de tamanho um. Em outras palavras, sejam \j(k) e v;(k) os autovalores e autovetores C'*°

- iNi(k)
de Usyson(k), h(j, k) = i((li) e Z varidvel aleatéria em Q com distribuicdo fi dada por
5 . .
. 2 X R )
dfi; = ‘<@j(k),wo(k) >‘ & Pntio w Y =WZ), h=h Z=Z efi=p.
s-n

Demonstracdo. Primeiramente, note que )g';"l" é uma subsequéncia de %, entao, ambas conver-
gem fracamente para o mesmo limite.

Como Aj(k) = Aj(k) e 0;(k) = vj(k), a base diagonalizadora de Ujy oy (k) é a mesma de
Uanxan (k) exceto pela potenciacdo de A;(k) por s. Portanto, i =y e

L) )

h(3, )—m—s j 1(k)m=h($k>~

O

Temos, até agora, que o limite da distribuicao da posicao estd bem definido. No entanto,
sabemos apenas os r-ésimos momentos e nao calculamos ainda o limite da distribuicdo de Y em
si. Passemos, entao, a calcula-lo.

Como Y = h(Z) e Z é uma varigvel aleatéria com distribui¢ao p, temos que, dado um y €
[min A, max hl,

PWsmzémﬂmmwwmazﬂ d(2)

“H((—o0y))

10



- 2 dk

) Z/h}l((oo,y]) ‘<Uj(k)’w°(k)>‘ o

A densidade de probabilidade é f(y) = %IP [Y <y]. Supondo que

hit(—o0,y]) = | krju(®): k2u ()]

leL;

seja uma uniao disjunta e L; enumerdvel, temos que

k’21l(y
fly) = / Ydk .
(y) = ﬂdy -

j= 1l€L

Como L; é o conjunto de indices de intervalos [k1 ;(y), k2,;.1(y)] C [—7, 7], pode acontecer de
L; ser infinito. Caso isso aconteca, a convergéncia da série de funcoes em y acima serd uniforme,
ja que todas as parcelas sdo todas positivas e de soma menor ou igual a 1. Assim, usando a

ignaldade - [7) f(t)dt = f(b(2)V (x) — f(a(z))a’ (x),

Z Z (s (ka,50(y)ks ;.1 (y) — pi (kg (W)kL . (W)]

j=11€eL;

. 2
<vj(k), 1/)0(k)>‘ o que conclui a prova do seguinte teorema:

com p;(k) =
Teorema 3. Com a notagao acima, tem-se

Z Z pg (k2,50 (W)ks, 5.0 (y) = pj (kg (w)ky ;. (y)] -
j=11leL;
Esta férmula nos dd uma idéia do que precisamos para obter a densidade de probabilidade

R 2
limite. Precisamos calcular as funcoes p; (k) = ‘<vj (k), ¢O(k)>‘ e das funcoes ks ;1(y) € k1,5, (y).
Isto conclui o que podemos dizer sobre o caso periddico com um periodo geral N, pois o

resultado é baseado na diagonalizagao da matriz Usyxan, que nao é dificil de determinar para
N=12¢ed4.

11



Capitulo 4

O Periodo Dois

O objetivo deste capitulo é obter a distribui¢ao do passeio aleatério quantico (QRW) do perfodo
dois. Se o periodo é dois, temos apenas duas matrizes unitdrias para incluir na evolugao do
passeio quantico :

U _ 0 Al(k‘) _ ' 0 ‘ 6ikP1 + e*ile
ax4 Ao(k) 0 €ZkPQ + eﬂon 0 ’

onde

e /et VI=pe? s Vae” VI —gqe?
0= VI = pe iB+0) _ﬁe—i(a%) 1= VI = qe i0+9) —\/Fje_i(7+¢) ’

| /e VI —peP B 0 0
Po( 0 0 , Qo= me—i(ﬁ—ke) _ Jpe-itato) |-

o ae" JT=ge? _ 0 0
P = ( 0 0 ¢ Ql B 1 — qe_i(5+¢) _\/ae—i('y+¢) :
Consideramos acima as matrizes unitarias mais gerais possiveis a fim de descobrir a riqueza de
parametros do QRW em detrimento da facilidade da contas para o leitor acompanhar. Contudo,
nesta monografia, ndo consideraremos os casos em que p=0oug=0oup=qged— [+ % =
nw , Vn € Z.

Assim, o estado do QRW no tempo dois é dado por

o AWA) 0 by (k)
Vo =Uiya¥o = ( 0 " Ap(k)A1 (k) ) ( A((Jl)(k) > -

Este fato é claro se tivermos percebido a seguinte intuigdo do modelo. No primeiro passo, a parte
dos sitios pares do estado inicial 1&80)(]{) ¢é transformada pela matriz Ag e depois é transladada
para os sitios impares. No segundo passo, essa parte esta agora nos sitios impares e transformada
pela matriz A; e transladada de volta aos sitios pares. Entao, o estado inicial nos pares tem a
evolugdo unitaria S o A; 05 o Ay para passos de tamanho dois. No espago de Fourier, a evolugao
de dois passos para os pares é A;(k)Ag(k). Analogamente, a evolugdo dupla nos sitios impares
& A(k) Ay (k).

Passemos agora para a diagonalizagao das matrizes A; (k)Ao(k) e Ao(k)A1(k), pois se v1(k), v2(k),
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A1(k), A2(k) sdo os autovetores e autovalores de A (k)Ag(k) e vs(k), va(k), A3(k), Aa(k) sdo os de

V1 (%)
Ag(k)A1(k), entdao Ai(k), Aa(k), A3(k), Asa(k) s@o os autovalores de Ugyxy € ( 0 ) , ( 0 ) ,

0 0
0 0
0 , 0 sa0 seus respectivos autovetores.
U3 Vg

Proposicao 3. Considere as matrizes dadas por:

Av(k)Ao(k) = (235:)) Ziiﬁii) ‘
Ao(k)As (k) = (igiEZ)) 221((2) |

onde temos as funcgoes definidas por:

= \/]qui(%—&-a-&-v) + (1 —p)(l — q)ei(é—ﬁ—e)7
= p(1 — q)ei(2k+w+ﬁ) — V1= p)qei(zsfafa)?

(k)

(k)

(k) = —v/p(1—q)e " CHHaHoto) L /(1 — p)ge 'Ot
(k) = Vpge "EHrattOtd) 4 (1 —p)(1 - g7,

= V/pge' et 4 /(1 —p)(1 - g)e'P 079,
= Vp(1— @)’ — /(1 - p)ge’P=179),

(k)
(k)

cor(k) = —+/p(L = q)e i@h+ats+o+9) 4 [T pyae—iB=1+0) ¢
(k) = +ypge  Chtatytotd) L /(1 = p)(1 — q)e F=0+0),

Considere ainda as matrizes da evolugio U3, 4 e A1 (k), Aa(k), v1(k), v2(k) os autovalores e autove-
tores associados a A1(k)Ao(k) e As(k), Aa(k),v3(k),va(k) a Ag(k)A1(k). Definan := a+’y+0+7¢
ev:=0—L03+ %79. Se p # q ou | cosv| < 1, entdo temos

ME) = Ag(k) = e iED) [(@cos(2k+n)+\/m cosu)

ciyfi- ( qcoszk+n>+mcosy)2] ¢ ainda
No(k) = Ma(k) = e il"3? >[( /Pg cos 2k+77)+\/(1——1—qcosu)

N qcoszk+n>+mcosyﬂ

13



FE os autovetores sao

nk) =

VIb10(F)[Z + [Ai (k) — aro(k)[?
vo(k) = !
VIb10(F)? + [A2(k) — ar0(k)[?

(
(

wlk) = 1 ( boy (k)
(

V1bo1 (F)? + [As(k) — a1 (k)[?
1

Vb0 (F)[2 + [As(k) — ao1 (k)[?

Ainda mais, \j(k),v;(k) sao C™ para j =1,2,3,4.

U4(k) =

2
~ . _ tr(A) (tr(A)) _ _ 1 b
Demonstragdao. Primeiro note que A = —5—~ i\/ — det(A) e vy, TER e ( \—q
- . b
sdo os autovalores e autovetores de uma matriz 2 x 2 geral A = Z d

Deste modo, basta calcular tr(A;(k)Ao(k)) e det(Ai(k)Ao(k)) para encontrar A; e v;, pois
?T(Al(k)Ao(k)) =tr(Ao(k)A1(k)) e det(A1(k)Ao(k)) = det(Ao(k))det(A1(k)) = det(A1(k)Ao(k)),
j& que

2

2 2
2
ao(h) = TAEDE) ¢ (AN deras (0:40009) = M)
t?”(Al(k)AQ(k)) = alo(k) + le(k)

N (ei(2k+a+v) i e—i(2k+a+v+0+¢))
+ V0 -p)(1—-gq) (e“ﬁ*‘;*d’) + e*“ﬁ*“"))

2¢~i("5%) (J}chos(Zk; +n)+ (1 —=p)(1—q)cos 1/) .

Ja o determinante é

eik eik

0 0
0 ik ) det(Ap) det( 0 ik ) det(Aq)

= emif—id _ ,—i(6+0)

det(Ay (k) Ag(k)) = det (

14



Logo, se p # q ou |cosv| < 1,

(k) = A3(k) = e i(75%) (\/}TqCOS(Qk; + 1)+ /(1 —p)(1—q)cos 1/)

Jr\/(e_i(gy) (\/ZTQCOS(% +n)+ (1 —p)(1—q)cos 1/))2 — e~ i(0+9)

= 5D K\/]chos(% +n) 4+ (1 —=p)(1—q)cos V)

4 i\/l ~ (vPacos@k + ) + VT - )1~ ) Cosv)zl .
Analogamente,
Na(k) = Nalk) = e 5 |(Ypgeos(2k +m) + /(L= p)(1 — g) cosv)
- z'\/l - (\/pT]cos(Qk 1)+ /(1 —p)(1 — q)cos V)Q] .

Agora para provar que \;(k) sdo C'>°, precisamos mostrar que

1- (\/z?qcos(Zk—l—n) +v1-p)(1—-9q) cosy)2 >0
< |Vpgcos(2k +n) + /(1 —p)(1 —q)cosv| < 1.

De fato, temos que
‘\/]chos(Qk +n)+ V(1 —p)(1—q) cosu‘ <
|v/Pq cos(2k +n)| + ’\/mcosu‘ <
VP4V (1 —p)(1—¢q)|cosv| .

Desse modo, vemos que

VPa+/(1=p)(1—q) < 1
& 1-p(l-q < (1-pg)?
Sl-(p+tq +pg < 1-2pq+pg
-+ < —2Vpg
0 < (Vp—va)?

Portanto, se p # ¢ ou |cosv| < 1 entdo
[v/Pgcos(2k +1n) + /(1 —p)(1 — q)cosv| < 1,
e, consequentemente, os \;(k),v;(k) sao C*. O

Teorema 4. Seja Q = [—m,7) x {1,2,3,4}. Entio X —, Y = h(Z) sendo Z uma varidvel
aleatéria de 0 com distribuicdo p como definido no coroldrio 1 do capitulo 1. E ainda temos as
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sequintes identidades:

I(k) = \/1(\/17qcos(2k+?7)+ (1fp)(lfq)cosz/>2;

k) = —/Dgsin(2k + 1) _ - pgsin(2k +1)
\/1—<\/]chos(2k+77)+ (1—p)(1—q)cosu>2 Ik)
hi(k) = ha(k) = —ha(k) = —ha(k) ;
dug(k) = pi(k) o
R b
( I (k p)(jl(k smu>>+ 1/}(1) )z/J(Z)(k)blo(k)ei(HTd))};
o) = 5 (jo0wf \ 2w[ + (o] - W( )
<h2 VA 1““”)) =9 (D@ (k)bro (k) )}
o = 3ol -yl (\ww \ w)

¢(3) (k) )(k)b(n(kz)ei(T)} :

><k>|2) .
%{Ww@(k)bm(k)ei(#)} .

<
2

pak) = 3 ([p@ @) + [p@ ®)[* + (|¢<3><k>»2 -

3 3 (1-p)(1—-gq)sinv 1
( i ) )) VI®)

Demonstracao. De fato, pelo corolario 1 temos que % —w Y =h(Z) e que h(j, k) =

2% (k)
Sejam wy (k) = M + arccos (\/]TqCOS(Qk +71)+ /(1 =p)(1—q)cos 1/) e
wo (k) = M — arccos (\/]chos(Qk +n) 4+ /(1 —=p)(1—q)cos V).
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Assim, \; (k) = \3(k) = e @1(F) ¢ Xy (k) = \y(k) = €' «2(F)) Desse modo,

Ni(k) (wj(k)e® g
hj(k) = (k) =1 9picw; (k) = _iwj(k) )
hi(k) = _7 (arccos ( V/pgcos(2k +n) + /(1 —p)(1 — ¢) cos 1/))/
= (-1) ! — (—v/pgsin(2k + 1) 2)

2\/1 - (\/pT]cos(Qk +n)++/(1—-p)(1—q) cosy)
—/Pqsin(2k + n)

\/1 - (\/qucos(% +1)+ /(1 =p)(1—q) COS”)2 |

Analogamente, hy(k) = —h;(k). Agora, a fim de provar a férmula de p;(k), temos que relembrar
que

[or (k). (k) [

Vb + |A11(k> — (k) (oo )- (ot )

T luo®)P+ All(k) — aro (k) Do)y () +mw(2)(/€)\2
T )+ All(k) k) ('bm(k)z !w““’@f + M () — ano (k)] ]w@)(/ﬂ)f

+ 2R b (k) — a0 (B)PD®)6P (k) } ) -

p1(k)

Calculemos |\ (k) — a1o(k)|:

A(k) —aw(k) = e i(55) [(\/]chos(% +n)+ /(1 —=p)(1—q)cos 1/) + i 1I(k)
VB - )T = e
= e i(FY); [— (\/pT]sin(Qk +1n)+ /(1 —p)(1—q)sin l/> + I(kz)] .
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Defina s1(k) = (\/gquin@k +7)+ /(1 =p)(1—¢q)sin I/). Entao,

8) = o = (=108 + VIG)) = (o108 + VI EEZ i %g

(—81(k)+\/m).
(089 + V)

( V/pgcos(2k +n) + (lfp)(lfq)cosz/)2
— ( pgsin(2k +n) + /(1 — )(1—q)sinu>2>
L) Conem),
+F) (Vi)

pOiS 1-— |G,10(/€)| = |b10(k)| .

bio(k)[*,

Logo ficamos com:
)2 |0 [ 2|5@ (1)
bao(k)| \w B)] + (k) = aso(k) [ (k)|

_ |b10( (Wl) ‘ ( (k)+\/m)+‘w(2’(k)‘2(—sdk)+\/m))

+F
) |b10 lﬁ(‘“’m ‘+)¢<2>(k)]2+(\w“)(k)f—]w@)(k)f) 811((]2)>'

Na equacao anterior, fazendo por um instante |¢(1) k |2 =1le ’1/1(2)(k |2 =1, temos

‘blo(k})|2 —+ |)\1(k) _ alO(k)|2 2 |b10 k | I(/{j)

Ainda falta simplificar

R {bro (1) O () — aro ()P ()92 (1)}
= R {EDE® (B)b10()e' ) (=) b (=51 (k) + VIR) )
2
S LG w (k)bro (k)5 | (bw:@' VIE)

oM

Juntando as equacgoes anteriores, obtemos
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BT (jomwl ¢ o+ (jo0 o - o) e )

o osi(k) +I(k) 1(k)
)= 2[buo (k)P /I(R)
Sl(k) + I(k’)
bro(R)|* VI(k) 1 g g0 2) ¢i(%5%)
o TS T e}
2 |byo(K)|* /I(k)
s1(k) + /1(k)
- (el el (el - )
(1-p)(1 —¢g)sinv
(o ST
LN Goveyvemel (o5
+ =S (PO B (e}
Analogamente, verifica-se que as expressoes de pa(k), ps(k), pa(k) sdo as do enunciado. O

Agora temos as expressoes de p;(k) e para obter a distribuigdo f(y), pelo Teorema 2 do
capitulo 2, temos de inverter h;(k) a fim de obter as funcées k1 ; e k2 j; que sdo os extremos
dos intervalos de h;((—o0,y])

Proposigao 4. Sejam y_ := min h , k_ € [ — 2,5 — 3] tal que hi(k—) = y_. Sejam
ki [y—,0] =[5, k-] tal que hi(ki(y)) =y e ko : [y, 0] — [k—, 5 — 3] tal que hi(k2(y)) = y.
Entao, definindo

L(y) = 1—(Asen(2ki(y) +n)— B)?,
L(y) = 1-—(Asen(2ka(y) +n) — B)?,
Aly) = (A*—y»)(1—-y%) + B,

Y)
A = /pg e
B (1 =p)(1—=gq)cosv, temos as identidades:

{ g —min by — —max hj:_\/1+A2—BQ—\/(12+A2—B2)2—4A2
k — 1 L Bu? 1 2)(A2 2 B242 n
1(y) = 2ar01005(14(1_y2)(y+\/(—y)( —y?) + y)>—2,
cos(2k1(y) +n) = 0= (By2+ V(1 —42)(A2 — ¢?) +32y2>,
sin(2k1(y) + 1)) = Gy \/(1 — A?)(1 —y?) — B2(1+¢?) — 2B\/A(y),

L) = aiey/( - A2)(1—y2) - B2 +42) - 2BV/AQ),
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ol = yarccos (s (B0~ V=PI =7 5 577) ) - 4
V= y2)(A2 = y?) + B%ﬂ)

(1= 42)(1 - y?) — BX(1+42) + 2B\/A)

L) = a1 - A2 —y2) — B2(1+42) + 2BV/AQ) e

Q
o
2]
—~
[\
G
)
—
<
S~—
+
=
S—
|
-~
=/
Sy
<
o
I

w
.
=
=
[\}
>
V)
S
N
N—
_l’_
3
N—
N—
I
hS
-~
Lk
<
)

Demonstracao. Observando o numero de férmulas no enunciado é de se esperar que esta pro-
posicao envolva muitos calculos. Para evitar que a demonstragao fique desnecessariamente muito
longa, omitiremos a maior parte deles, deixando-os apenas indicados.

Para inverter hi(k) precisamos saber em que intervalo tal funcdo é inversivel. Assim, precisamos
encontrar seu minimo e seu méximo. Derivando hq(k), obtemos:

_ A?Bcos®(2k +1n) — A(1 — A® — B?) cos(2k + 1) + A’B

k) 1n(k)2

A fim de descobrir os pontos tais que k] (k) = 0, vamos resolver a equagao
A?BX? — A(1 - A% — B?)X + A?B = 0, que tem apenas uma solugdao X. € [—1,1], a saber

(1—A2—B?)— \/(I— A2 — B?)? — 1423

X, =
2AB
Seja k_ = % arccos(X.) — 2 se B > 0 ou k_ = $arccos(X,) — %2 — 2 se B < 0. Entdo k_ €

s

[—45,% — 2] e hi(k_) = min hy. Para descobrir o maximo, note que hi(—k_ —n) =hi(k_) =0e

Asin(2(=k— —n)+n)

hi(=k-—n) = 5
V1= (Acos(2(—k_ —n) +n) + B)
—Asin(2k_ +
_ ( n) (k).
\/1 — (Acos(2k_ +1n) + B)®
Portanto, sendo k4 = —k_ — 7, temos que hy(ky) = maxh; = —minh;. Substituindo, k_ em

hi1(k), ficamos com

14+ A2 — B2 — /(14 A2 — B2)2 — 442
minh1 = hl(k‘_) = —\/ + \/( 2+ ) .

Como hy(k) = hs(k) = —ha(k) = —ha(k), tem-se

1+ A% — B? — /(1 + A2 — B2)2 — 4A2
2 Y

Y4+ = max hy = max he = max hy = max hy = \/

14+ A2 — B2 — /(14 A2 — B2)2 — 442
5 :

yY— = min hy = min hs = min hy = min hy = —\/

Tendo o maximo e minimo de h1 (k) podemos definir o intervalo em que é inversivel. No entanto,
vamos inverter apenas o intervalo em que y_ < hy(k) < 0. Sejam ki : [y_,0] — [-3,k_] e
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ko :[y—,0] = [k—, 5 — 3] tais que hi(k1(y)) =y e hi(ka(y)) = y. Logo, dado y € [y, 0],

hi(ki(y)) =y

= (ha(k;(v)))? = v°
A%sin®(2k;(y) +n) = y* (1 — (Acos(2k;(y) + 1) + B)?)
A*(1 = cos®(2k;(y) + 1)) = v — y* (A% cos® (2k; (y) + 1)
+2AB cos(2k;(y) +n) + BQ)
& (A%(1 = y?)) (cos(2k;(y) +n))* — (2ABy?) cos(2k;(y) + n)
+(y?*(1-B%) - A% =0

¢t ¢

cos(2k;(y) +n) =
= ou

cos(2hy () + 1) = 7 (B = VI=PIR = 7 57 =t alw).

ﬁ (By2 —+ \/(1 — yz)(AQ _ y2) + B2y2> —. Cl(y)

Como cos(2k1(y) + 1) = cos(2ka(y) + 1) e c1(y) = c2(y), entao cos(2ki(y) +n) = ci(y) e
cos(2ka(y) + 1) = c2(y). Desse modo,

)

N3

k1 (y) = % arccos(cy (y)) —
ko (y) = %arccos(@(y)) - g .

Desse modo, temos

hio) = oo (s (87 + Va7 7)) - 4
cos(2k1(y) +n) = A0 =47 (By2 + /(1 —y2) (A2 —y?) + BQy2)

ka(y) = éarclcos <A(11_y2) By? — /(1 —y?)(A2 —y?) + B2y2)> -3
cos(2k2(y) +1) = A0 — g2 (BZ/2 — V(=942 —y?) + BQyz) .

A expressao sin(2k;(y) + 1)) = A(%’yz)\/(l —A%)(1—4y2) - B2(1 +42)+ (—1)72B\/A(y) é
obtida através de manipulagoes algébricas dos elementos envolvidos. A expressao de /I (y)
obtém-se fazendo

—Asin(2ki(y) + 7))

y=hi(k1(y)) =

Ii(y)
e 1= 0*71@/2)\/(1—A2>(1—y2)—32(1+y2)_23m
) Li(y)
& VEW) = (- AN =) — B+ ) - 25V

Computar k] (y) e k4 (y) utiliza apenas as defini¢bes das fungoes envolvidas, e sua demonstragao
serd omitida nesta versao do trabalho. O
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Abaixo encontram-se os graficos de hy(k) e ha(k).

o <
|— h[1]1(k) — = h[2]K)|

Figura 4.1: hi(k) em linha preta e hs(k) em linha pontilhada para p = 14—0, q= 1—70 en=0

Observando-se os gréificos tem-se uma boa idéia de como estender k1 (y) e k2(y) para [y—, y+].
As extensoes sao

ki(y) = ki(y), se y <0
k sy ki k_
1t y—sy4] = kg, k-] com { k1(y) = —ki(—y) —n, se y>0
k =k , se y<0
ky iy y4] = [k—, ks + 7] com { kzg; = —zligg—y) —|—y7'r —n,se y>0

Tendo essas extensdes de k; (y) e ko(y) podemos encontrar os conjuntos hy ' ((—o0, y]) e hy ' ((—00, y])
para calcular a densidade de probabilidade f(y) do QRW de perfodo dois.
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o)) = hyt((—o0,u) = [=m, kaly) — 1] U [l (), B2 ()] U [k ) + 7, 7,
hy'((—o0,y]) = hy'((—o0,y)) = [=m ki(—y) — 7] U [k2(—y) — 7, k1 (—y)] U [ka(—y), 7).
Esey <0,
hy ' ((=oo,y]) = hi'((—o0,y)) = [k1(y) — 7, ka(y) — 7] U [k1(y), k2(y)],
hit((—oo,y]) = hy'((—00,y]) = [ka(—y) — 7 k1 (—=y)] U [k2(—y), k1 (—y) + 7).

Para facilitar a notagao no teorema a seguir, introduzimos as seguintes defini¢oes:

o1(y) = ki(y) T1(y) = ka2(y)
o2(y) == ki(—y) o T2(y) == k2(—y)
( ) . T .
(y) -

X,
Teorema 5. Seja f(y) a densidade de probabilidade de Y tal que — =Y, ou seja, do QRW
n

de periodo dois e matrizes Ag e A1. Entao,

fy) = ]1:/\/,%)[ 11(y)42r L(y)
- g( Il(y)zz[gw(%(y))+2§R{Z(0J(y))}]+ Iz(y)i[gw(w(y))+2§R{Z(Tj(y))}])
- LS eyt + vl )
+ iz (-1 (S{T(03() + T3 )]
T g—nﬂs{z( ) - 2L Y2 g(—m{zm (y))}]

com

T(k) == O (k)Y@ (k)e' ) /p(1 — q) + v (k)™ (k)e ) /q(1 - p)

Z(k) = Mw@)(k)e“”ﬁ)\/l? +W<k>w<4><k)e“”)\/7

e gy(k) = WO R)P+ O R = [P (k)P = [ @ (k)]

Demonstracao. Faremos apenas para y > 0, pois para y < 0 é andlogo. Do capitulo anterior,
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temos que

fy) = > zi[pj(kz,jz( Nks5.1(y) — pj (k1 (y))k . (v)]

[(P1+P3 (k2(y) — m) + (p1 + p3)(ka2(y))
—y) =) + (P2 + pa) (k2(—y))] k3(y)
(
)

)
(

o 1+ p)(Ea(w) + 1+ ps)(Ra(9) + )
(-
(

+
S
N
+
hs]
a
=
N}

+

P2+ pa)(k1(=y) — ) + (p2 + pa) (k1 (—y))] K1 (y)-
Assim, vamos calcular agora (p1 + p3)(k) e (p2 + pa)(k).

- 2 - —q)sinv
(+p)(k) = ;(2 w90 + g4 <_h1(k)+ =P -0 ))

= (k)

{wu)( )¢(2)( Ybio(k)e (4 )_|_¢(3)( )¢(4)( )bOI(k)ei(#)}

T(k
N % <1 + g4 (k) <_h1(k) L va —p)(Il(k—)q) Sinu))
1

I(k)
e
(p2 +pa)(k) = ;<1+g¢ —ho(k )(Il(k—)q)smu»
_ m { P (k) LZJ(2)( )b1o(k ) +q/;(3)( )¢( (k )bm(k)ei(T)} .

Simplificando b1o(k)ei(“Z*) e by (k)e?"5*) | temos

bio(R)e' (5% = \/p(1 = q)el A SE) /(T = pgei—o—0+ 59
0+¢
i(52) —

boi (k)e’ (1 — q)eihratd+S58) | 1 pygei(B=r—o+5%)
Mas,
7+B+0+T¢:(a+v+¥)—a+,3=n—a+ﬁ
a0+ 0 o5 pr 2 catp=v-atp
+5+%¢ (+7+%¢) THI=n—7+6
B _¢+%¢ (54'5—%)—74-5:—1/—74—5.
Logo,

i(2te i(—a i (v
bio(k)e(5) = Mot (/p(T = )@ — (T = pjge’™)) |

bm(k;)ei(#) — oi(=7+9) ( (1= )i _ /(T _p)qei(—u)) .
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Além disso, note que

& {WT(W Yeil=a+8) /a1~ ple 1(2k+n)}
{%/JO (k)@ (k)e' ) /q(1 — p) (cos(2k + n) + i sin(2k + eta))}
= cos(2k+1)3 {w<1><k>¢<2><k>ef<*a+ﬂ> a(1—7)

+ sin(2k + )R {¢(1)( )¢(2 z( a+ﬁ)\/W}

Definindo S(k) = S {w(l)(k)¢(2)(k)blo(k) + @ Ry (k )bm(k)ei(%)} e agrupando os
termos da expressao de (k), temos que

S = S{PDEEA (k)= (VgL = p)e 1) — /p(T = g)e™)
+ 0@ EE () (Vp(T = e ) — /gl = ple ) |
= —S{T(k)} + Acos(2k + n)S {Z(k)} + Asin(2k + n)R{Z(k)} .
Lembrando que v/T(k1(y)) = /T1(y) e \/T(ka(y)) = \/T2(y), temos que
V(K iy)iﬂ VIki(£y) = VI(ki(y) = VL(y)
VI(ka(£y) £ ) = /I(ka(£y)) = V/I(k2(y)) = VI2(y)

pois v/I(k) é m-periddica e cos(2k;(y) +n) = cos(2k;(—y) +n).

Partimos agora para o célculo de f(y).

fly) =

Usando (k) =

—S{T(k)}+ Acos(2k+n)S{Z(k)} + Asin(2k +n)R{Z(k)}, temos que a dltima
parcela de f(y) é

Z T(S(o(9) + (7)) = = (=1 (3{T (0 ()} + H{T(75(»)})

Jj=1

- B s Cyatzto ) + 2 S iyt

4
y (\/h(y)Q > RZ(0 )} +VEW2 Y ?R{Z(Tj(y))}) .
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Finalmente,

fy)

b3S (1Y (ST (6 () + T, (1) )]
By? + /A(y) o By? — /A(y) o
) oo ) - S Y S Sy

Obs.: O caso p # q e |cos(v)| < 1 foi excluido, pois para o perfodo 1 p = g e cos(v) = 1, mas
a distribuicao gerada pelo Teorema 4 é diferente dada pelo Teorema 1 de Konno [8]. Ou seja, o
Teorema 4 gera parap=q,a=7, 5=0,0=¢ .

(Vi=B+ /0 - - = peni = - -9 ) -
T = 2r(1 = y?)(p* — ¢?)

e a densidade probabilidade limite do passeio aleatério quantico de periodo 1 é

flyy = Y20 —v)
(1l —y2) VP2 — 92

segundo [6].
(U(k) IS
- . @) (k) Q) : o )
Corolario 2. Se ¢y = ¢(3 (k) = 3) € C*, ou seja, se o estado inicial estd
v (k) P
confinado nos primeiros dois sitios da rede, entdo

VLW +VERY) T, (1)2 (32 _ 1,212 _ 1,,(4)]2
£0) = 2 T (Lo (WP 4 WO = P —

+ {wu pPei a+ﬂ>\/7+¢3>w Vell= ”“\/7})} Ly w1 )

com

c [ \/1+A2—B2—\/(1+A2—B2)2—4A2 \/1+A2—B2—\/(1+A2—32)2—4A2
Yy - )

2 2
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Um artigo que é similar a este coroldrio é [8] em que os autores do artigo consideram evolugéo
temporal periddica, isto é, evoluir no tempo 1 com a matriz unitdria A; e no tempo 2 com a
matriz Ag, no tempo 3 com a A; e no 4 com a Ay e assim por diante. No artigo [8], é argumentado
que esta evolugao equivale a considerar o ambiente peridédico de periodo dois e enunciam que a
densidade de probabilidade limite é a f(y) do coroldrio 2 .

s e L , _ 4 4 _ 4
Coroldrio 3. Se o estado inicial é p = 3 7;_; tjlej){e;| com > 5 t; =1 e {e;};_; a base
canénica do C*, entdo

fly) =~ I;(?\;ﬁ;(y) L=yt —to+ts—ta)] 1y () -

Suponha que t; = t3 e t3 = t4, por exemplo p = %|€1><€1| + %|62><€2‘, isto é, a matriz
densidade do estado quantico da particula é com probabilidade % o estado (1,0) no sitio 0 € Z e
com probabilidade % o estado (0, 1) no sitio 0 € Z. Entao f(y) é simétrica em relagdo a varidvel
y. E o gréfico da fungdo f é o seguinte:
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Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

Na presente monografia conclui-se que pode-se obter a evolugao temporal do passeio aleatério
quantico em um ambiente peridédico de periodo N como uma matriz 2N X 2N e coeficientes depen-
dentes de uma varidvel k € [—m, 7). Também pode-se obter a convergéncia da varidvel aleatdria
posicao através do método de Grimmett, Janson, Scudo [3] e obter a densidade de probabilidade
limite do passeio aleatério quantico em um ambiente aleatorio em funcao da diagonalizagao da
matriz evolugao temporal 2N x 2N e do estado quantico da particula no tempo zero. Assim,
pode-se fazer o calculo da densidade de probabilidade limite do caso que em o periodo do ambi-
ente é dois com matriz de rotagao dos graus de liberdade internos gerais Ag e A; € Us(C).

As perspectivas dessa dissertacdo sao estudar que mais pode-se obter da funcao densidade de
probabilidade do passeio aleatério quantico em ambiente periédico descrita no Teorema 3 do
capitulo 3 e calcular a densidade de probabilidade limite do periodo 3 e 4. O autor acredita que
pode-se obter uma expressao facil do polinémio caracteristico do ambiente periddico. Também
pode-se estudar o ambiente geral néo periédico dado por matrizes A, € U3(C) ou o caso em que
essas matrizes sao escolhidas ao acaso tornando-se um problema de matrizes aleatérias.
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