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Resumo

Neste trabalho nos interessamos em expor algumas ligacoes entre fungoes elipticas
e equacoes diferenciais nao-lineares. Mais especificamente, focamos na integracao
de alguns tipos de equacoes diferenciais através de funcgoes elipticas e expomos uma

aplicagao a um problema mecanico de atracao central nao-gravitacional.



Abstract

In this work we expose relationships between elliptic functions and nonlinear
differential equations. We give an application to a mechanical problem of a non-

gravitacional central force.
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Introducao

A teoria de funcoes elipticas se desenvolveu numa das mais elegantes areas
classicas da matematica, tendo como uma de suas fontes e motivagoes os proble-
mas da mecanica analitica. Dois de seus autores fundamentais foram Karl Wilhelm

Theodor Weierstrass e Carl Gustav Jakob Jacobi.

No capitulo 1, apresentamos as nogoes fundamentais de fungoes elipticas com-
plexas e demonstramos a equacao diferencial da funcao de Weierstrass, bem como
relagbes entre fungoes elipticas e algumas das notdveis férmulas aditivas (expondo

e detalhando o material de [1] e [2] ).

Originalmente as funcoes elipticas foram introduzidas como fungoes inversas de
integrais, muitas delas importantes nas aplicacoes mecanicas. E os autores classicos
produziram equagoes diferenciais para elas. Mas é possivel inverter o processo e
introduzir as funcoes fundamentais de Jacobi via sistemas de equacoes diferenciais,

conforme [4].

No capitulo 2, formulas aditivas serao usadas para integrar um tipo de equacao
diferencial de grau quatro via funcoes elipticas. Nesse ponto, introduzimos a funcao
seno de Jacobi via esse mesmo tipo de equacao. E relembraremos as expressoes
originais de algumas funcoes de Jacobi como funcoes inversas de integrais elipticas,

que serao usadas no proximo capitulo.



A aplicacao que temos em vista é a integracao de equacoes do movimento em

campos centrais nao-gravitacionais.

Uma das propriedades das fungoes de Jacobi é que essas fungoes degeneram em
fungoes trigométricas (circulares ou hiperbélicas) quando um parametro s tende a
0 ou 1. Quando se perturba o problema de atracao gravitacional do tipo r% para Tik
pode-se esperar que se possa ainda integrar as equacgoes diferenciais do movimento

via as funcoes de Jacobi.

Mas por um resultado de Wittaker e Watson (vide [1]) e Broucke (vide [5]) sao
poucos os valores de k que permitem integracao por fungoes elipticas. Por exemplo,

k = 4, o qual sera focado em todo detalhe no capitulo 3 deste trabalho, expandindo

a se¢do 5.3 de [3].

O estudo qualitativo das solucoes para rikv Vk > 0 foi feito em [7] e o0 caso k = 4

da qualitativamente o aspecto do caso geral k > 3.




Capitulo 1

Funcoes Elipticas sobre C

Vamos apresentar neste capitulo alguns conceitos e proposi¢oes sobre Funcoes

Elipticas que serao necessarios ao longo da dissertacao, expondo material de [1] e
[2].
No Apeéndice reunimos fatos de Variavel Complexa que usaremos ao longo do

trabalho.

1.1 Definicao e propriedades gerais

Comecaremos com algumas defini¢oes e propriedades sobre Funcgoes Elipticas

que podem ser encontrados em [1] e [2].

Definigao 1.1.1. Sejam w, W' dois niimeros (reais ou complexos) cuja razdo ndo
seja um numero puramente real. Uma fungdo que satisfaca as equagoes f(z+2w) =
f(2) e f(z +2w') = f(2), para todos os valores de z para os quais f(z) existe, ¢

chamada funcdao duplamente periddica de z, com periodos 2w e 2w’ .



Definigcao 1.1.2. Dado um ponto zy € C, chamaremos de célula ou paralelogramo peridodico

ao paralelogramo ABCD, onde A = 2y,B = 29+2w,C = 20+ 2w+2w e D = z5+2uw'.

Definicao 1.1.3. Uma fun¢ao meromorfa e duplamente periodica é chamada uma

funcao eliptica.

Observe que se tivermos uma funcao duplamente periddica sem pdlos, isso im-
plica que teremos uma fungao inteira (isto é, definida em todo o plano complexo)
e limitada (pois todos seus valores se resumem a avaliar uma tnica célula e uma
fungao continua num compacto assume méximo e minimo). O teorema de Liouville,

conforme o Apéndice, nos mostra que essa funcao sé pode ser constante.

Portanto s6 faz sentido trabalharmos com fungoes que possuam poélos. Assim,

definimos o seguinte.

Definicao 1.1.4. A ordem de uma funcao eliptica é o niumero de pdlos que ela

possui no paralelogramo periodico, observando que:
Um palo de ordem p € contado p-vezes;

Se o pdlo estd nos vértices (ou nas arestas), entio apenas um deles € contado.*

Com a definicao de ordem dada, afirmamos que “funcoes elipticas sao pelo menos

de ordem dois”. Isso resulta diretamente do teorema abaixo.

Teorema 1.1.1. A soma dos residuos nos polos de uma funcgao eliptica f em seu

paralelogramo periodico € zero.

Demonstragao: Podemos escolher o vértice O(z = z) tal que o paralelogramo

periédico OABC' contenha todos os poélos. Por um lado, sabemos que:

*Para evitar erros de contagem, é melhor escolher o paralelogramo periédico tal que todos os

polos se encontrem dentro da célula.



/OABC f(z)dz = 2mi Z Res(f)

Por outro, temos que tanto as integrais [,, e [, quanto as [,, e [, se

cancelam, pois:
zo+2w
(2)dz —/ f(2)dz
OA 20

Fazendo u = z — 2w’, vem:

z0+2w’ 20
f(z)dz:/ i f(z)dz:/ fu+2w")du

BC 0+2w+2w’ 0+2w

Lembrando que f(u+ 2w’) = f(u) por causa da periodicidade de f e utilizando

z como variavel muda ao invés de u, obtemos:

- f(z)dz = /:0 fu)du = /:O f(z)dz = — (z2)dz

0+2w 0+2w OA

De modo anélogo,

20
(2)dz :/ f(z)dz
CcO z0+2w’
Fazendo v = 2z — 2w, vem:

20+2w—+2w’

zo+2w’
. f(2)dz = /zo+2w f(z)dz = / flv+2w)dv

20

Como f(v+ 2w) = f(v) pela periodicidade de f e utilizando z como variavel

muda ao invés de v, chegamos a:

2042w’
fe= [ pedz= [ re
AB 20 CcO
Logo,
/ f(z)dz = f(z)dz + f(z)dz + f(z)dz + f(2)dz=0
OABC 0A AB BC co

Portanto, o lado esquerdo da equacao inicial é zero, o que implica em

ZRes(f) =0

A seguir, outra consequéncia imediata do teorema acima:



Corolario 1.1.1. O numero de zeros de uma funcao eliptica no paralelogramo

periodico € igual a sua ordem; isto €, ao numero de polos

Demonstracgao: Seja f uma funcao eliptica. Entao f’ também é eliptica e a funcao
f'(z)
f(2)

Por um lado, temos que a soma dos residuos de ¢ no paralelogramo periddico é

¢ definida por ¢(z) = também o é.

igual a:

> (Res(¢)) = Z(f) - P(f)

onde Z(f) e P(f) denotam, respectivamente, o nimero de zeros e o ntimero de

polos de f.
Por outro, ¢ é uma fungao eliptica. Logo, > (Res(y)) = 0.
Assim, segue o resultado. |

Corolario 1.1.2. Se uma funcao eliptica g tem ordem N > 0, entao g assume cada

valor ¢ € C|J{oo} exatamente N vezes.

Demonstracao: Esta é a definicao de N se ¢ = oo; Logo, podemos assumir que
¢ € C. Tomando f = g— ¢, notamos que f é eliptica e tem ordem N. Pelo corolario

(1.1.1), f tem exatamente N zeros, isto é, g assume N vezes o valor c. [ |

Abaixo veremos um teorema que relaciona a soma dos zeros com a soma dos

polos.

Teorema 1.1.2. A soma dos zeros de uma funcgao eliptica menos a soma dos polos

no paralelogramo periodico € igual a um de seus periodos, isto €, w.

Demonstragao: Seja f uma funcao eliptica com periodo w = 2mw + 2m/w’, onde



m,m’ € Z. Seja s a ordem de f e ay, B com (k= 1,...,8) seus respectivos zeros e

polos.

Entao

Z ap — Z Br ! () dz

— """ 2mi Joapco f(2)

onde os vértices de OABC sao zg, 2o+2w, z0+2w+2w' e zg+ 2w’ respectivamente

e nao existem zeros nem polos na fronteira.
Primeiramente, considere [, e [5.:
/ 2042w /
[ S [,
OA f(Z) 20 f(Z)

SE) [ e, [ Niop
BC f(Z) : /zo+2w+2w’ f(Z) © /zo+2w(u+2W)f<u) !

onde a ultima igualdade resulta da substituicao z = u + 2w’

Utilizando z como varidvel muda no lado direito da dltima igualdade de | BO

Vel:

(ot o)

- zo0+2w /& B
= /ZO 2w 72) dz =

= —2w'log f(2)]2* = —2w'i[—2m'] = 2m/w’ [271]

onde m’' € Z e o termo —2imrm’ surge da defini¢ao de logaritmo complexo.

Da mesma forma, obtemos:
/
z}”((z) dz = 2mw|2mi]

(/*L) B

onde m € Z e o termo —2imm também surge da defini¢ao de logaritmo complexo.

/
Assim, — )

, dz = 2mw—+2m'w’ = w e o teorema fica demonstrado.
21t Joapco f(2)




1.2 A funcgao p(z)

1.2.1 Definicao e a equacao diferencial de p(z)

Ja vimos que funcoes elipticas sao pelo menos de ordem dois, conforme teorema

(1.1.1).

Dentre as funcgoes elipticas de ordem exatamente igual a dois, apresentaremos
agoral a funcdo p(z) de Weierstrass, caracterizada por possuir um pélo duplo em

cada paralelogramo periddico.

Nessa secao, estaremos preocupados em construir a funcao p(z) de acordo com

a sua caracterizagao. Sendo assim, temos que:

Como p tem um pdlo duplo, podemos escolher w = 2mw + 2m/w’ como seu
“tnico” (entende-se por unico no paralelogramo considerado) pélo, onde 2w e 2w’

sao os periodos da fungao p e m,m’ € Z.

Além disso, como a soma dos residuos de uma funcao eliptica é zero, a parte
principal de f no pdlo é ﬁ. Tome, por simplicidade, A = 1. Com os dados

acima, construimos a funcao eliptica de Weierstrass:

o(2) 1=%+2{ﬁ_5]

’
Onde: ) denota o somatério sobre m,m’ € Z com o termo m = m' = 0

excluido.

A seguir, algumas propriedades imediatas (ou quase imediatas) da funcao p(z):

fTambém temos as funcoes elipticas de Jacobi, cuja ordem é exatamente dois, mas que se
caracterizam por possuirem dois pdlos simples. Ao invés de introduzi-la neste Capitulo, optamos

por apresenti-la através de uma equacao diferencial no Capitulo 2



1) p(z) é uma funcao duplamente periddicat (2w, 2w’) com w como seu tinico

pélo (em cada paralelogramo periédico);

2) Na vizinhanca da origem, sua parte principal é ;;

1
3) p(z) — 2= 0 quando z — 0

Afirmacgao 1.2.1. As trés propriedades acima determinam @ completamente.

Demonstragao: De fato, se existisse f com as mesmas propriedades, entdao f(z)—
©(2) seria uma fun¢ao duplamente periddica sem singularidades (por 1 e 2); Logo,
pelo teorema (4.0.5), f(z) — p(z) = C, C constante. Pela terceira propriedade,
C=0. Assim f(z) = p(z).

4) p(z) é uma funcao par e ©'(z) é impar;
.. . 1 . .
Observe que, na vizinhanga da origem, p(2) — z pode ser expandida em série

de poténcias.

Para tal, considere g(z) := (z_lw)2. Dai:

J() = o 9(0) = 5

o(2) — 9(0) = =¢(0) + 4" (0) + S (0) + .

isto é,

tA convergéncia de p(z) é baseada em ideias classicas e apresentada - por exemplo - em [2].

Como estamos interessados mais em apresentar propriedades, optamos por nao apresenta-la aqui.



1 1_22+322+ et 1) 2"
(z—w)? w> w w7 "

wnt2 + -

Agora, perceba que os termos impares, quando somados, se tornam nulos pois:

Afirmacao 1.2.2.

S
Z 2n1 = 0
w n—1
Demonstragao: Sejam m,m’ € Z nao simultaneamente nulos.

Se na soma ocorre o termo

1
(2mw + 2m/w’)?n-1

(1.1)

!/
entdo, como Y percorre m,m’ € Z (exceto m = m’ = 0), ocorre também o

termo

(1.2)

que ¢ igual a:

1 —1

(—=1)2=1(2mw + 2m/w’)?n—1 N (2mw + 2m/w’ )21

Logo, a soma de (1.1) com (1.2) é nula. Como m,m’ € Z sao arbitrarios, segue

o resultado.
[ |

Finalmente, com a afirmacao acima obtemos a seguinte expansao da func¢ao de

Weierstrass:

1 2 4 2n—2 G 2n—2
p(z) :;—'—022 —|—C3Z +...+CnZ +:chz (13)

n=0

10



onde:

1 1
C[):]_, 01:0, CQZ?)ZE, C3:5ZE
1
cn:(Qn—l)ZW, Vn > 2.

Diferenciando (1.3), vem:
/ —2 3 2n—3
P'(z) = 5 20+ Aoz + o4 (20— 2)e 2B 4 (1.4)

1.2.2 A equacgao diferencial de p(z) e algumas consequéncias:

Queremos estudar a relagao algébrica existente entre p(z) e ¢'(z). Apds obter
tal relacao, desejamos mostrar a ligacdo existente entre os semiperiodos w e w’
da fungdo p(z) tanto com seus zeros como com certas constantes 7, 7/, definidas

posteriormente.

Proposicao 1.2.1. A relagdo algébrica entre p(z) e ¢'(2) € dada por
" (2) = 49°(2) — g20(2) — 93

onde: / /
g2 = 60 Z w™! € gs = 140 Z w0

Demonstracao: Considere as expansoes em série de poténcias de p(z) e de ©'(z2),

dadas pelas equagoes (1.3) e (1.4). Note que:

1 302
3 _
p(z)—;+?+303+...

4 802
2 —
p, (Z)—;—?—l(SCg‘F

11



onde os termos que nao aparecem nas equacgoes acima se tornam nulos quando

z=0.

Com o objetivo de eliminar o termo z7% quando somarmos as equacoes acima,

multiplique a primeira equagao por —4. Dai,

20
0% (2) — 49’ (2) = —?CQ — 28¢5+ ...

A idéia aqui é usar fortemente a terceira propriedade da funcao p(z), isto é:
1
o(z2) — = =0 quando z — 0

22

Agora, observe que as funcoes elipticas:

0%(2) —4¢%(2) e —20cp(2) — 28¢c3

tém os mesmos periodos e partes principais.
Pelo teorema (4.0.5), a diferenca entre essas duas fungoes é constante.
E pelo fato de que a diferenca é nula em z = 0, resulta que elas sao iguais.

Pondo g := 20¢3, g3 := 28c3 e lembrando de (1.3), segue o resultado.

A seguir, uma consequéncia imediata da equacao obtida acima.

Corolario 1.2.1. ©"(z) = 6p*(z) — %

Demonstracgao: Basta derivar a equagao da proposic¢ao acima e dividir ambos os

membros por 2¢'(z). Segue o resultado.

12



1.2.3 Cubicas projetivas na forma de Weierstrass

A relagdo algébrica entre p(z) e ¢'(z) que obtivemos acima é de extrema im-
portancia. De fato, considere o caso especial de uma curva cubica na chamada

“forma de Weierstrass”, cujas coordenadas (z',y’) satisfazem:

onde go, g3 € C.

De acordo com a proposigao (1.2.1), as coordenadas dessa curva podem ser

expressas em termos de funcoes elipticas:

' = p(u) Yy =¢'(u) (1.5)

e os pares (2/,y') estdo em correspondéncia um-a-um com u dentro de uma célula.
Antes de mostrarmos isso, note que p(0+w) = p(0) = oo e p'(0) = co. Além disso,
mostraremos na afirmacao (1.2.3) que p(w, + w) = p(wy) = e, e P'(wp + w) =
¢ (wr) = 0. Seja 6 a aplicagdo que leva u nos pontos (z' = p(u),y = ©'(u)) da

cubica. Temos entao que:

0(0+w) =0(0) = (00,00) e O(wp +w) =0(wi) = (ex,0)

Para cada ponto restante (a/,

y') da cibica, temos z' # o0,e, e Yy # 0,0.
Como p(u) é par e de ordem 2, segue do corolario (1.1.2) que para cada x’ # oo, ey,
existem duas solugoes distintas v = fu; para p(u) = 2’. Como ¢'(u) é uma fungao

fmpar, ¢'(u1) # @' (—u1), pois @' (u1) # 0. Entdo existe um tnico u em cada célula

satisfazendo 0(u) = (2/,y') e, portanto,  é uma bijecao®.

§Maiores detalhes sobre a demonstragiao podem ser encontrados na referéncia [8].

13



O ponto u = 0 é pélo tanto de p(z) quanto de ¢'(z). Entao é natural estendermos
o plano (z/,y') € C x C ao plano projetivo, o que é feito adjuntando mais dois

sistemas de coordenadas (z1,y1) € (%2, y2):

x 1
I = - e Y = -
Y Yy
1 '
To = - € Yz = -
x x
Temos entao que:
=— = =——u’+ O(u
Ty T oW 2 )
e

' o(u) 1 1 5 7
T =— = o () = _(§>u - (%)9216 + O(u'),

Yy
ou seja (z1,y1) ~ (u,u?) o que significa que temos uma inflexdo.

Ou seja, o completamento projetivo da cibica em (2/,y') tem inflexdo com a

reta no infinito y; = 0, quando o parametro u = 0.

14
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Cubica no plano projetivo

Vamos continuar estabelecendo a correspondéncia entre valores do parametro u

e a cubica:

(y)* = 42')* — go2’ — g5

Agora, sejam ey, e, e3 as raizes de 4(z')% — go2’ — g3. Entao temos:

4(2")3 — gor’ — g3 = 4(2" — 1) (2 — e3)(2 — e3)

e, portanto, obtemos:

€1+ es+e3 =0; e1€y + eje3 + egez = _ng; e16963 = % (1.6)

Pela proposigao (1.2.1) e pelas consideragoes acima, vemos que a cada raiz ey

do polinémio cibico em p(z) (k=1,2,3), correspondem os trés zeros zx de ©'(z) no

15



paralelogramo periédico, isto é,

o(zr) = e

O que vamos mostrar a seguir é que os zeros de ©'(z) estao estritamente relaci-

onados com os semiperfodos da funcao p(z).

Afirmacgao 1.2.3. 2z, = wy (k=1,2,3), onde

W=w, w=-w—-—w e wy3=uw

Demonstracao: Do fato de ¢'(z) ser periédica e impar, vem:

O (2 +2w) = ¢'(2) = —p'(—2)

Tome z = —w na equacao acima. Obtemos:

Se w nao é pdlo, temos que E'(w) ¢ finito e assim obtemos:

20" (w) =0

donde ©'(w) = 0.
Da mesma forma, chegamos a ¢'(w') =0 e ¢'(—w —w') = 0.
|

Assim, temos p(w;) = €1, p(w2) = €3 e p(ws) = e3, onde w; = w, Wy = —w — W'

ews =w.
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1.2.4 Expressao de uma funcao eliptica em termos de p(z)

Vamos mostrar que toda fungao eliptica se escreve em fungao de p(z).

Como p(z) é uma fungao par, precisamos dividir em dois casos: f par e f impar.
Para ambos os casos, considere o paralelogramo ABC D, onde

A=w+d, B=uw—-w, C=—-Ww—-w e D=w—-u

CASO 1: Seja f = f; par.

Temos que dentro do paralelogramo ABC'D, os zeros e os pdlos aparecem aos

pares. Respectivamente, temos +aq, *ao, ..., tag e £51, £05s, ..., £0.

Sabemos do corolédrio (1.1.1) que o nimero de zeros de uma funcao eliptica é

igual ao nimero de polos. Entao, se:
k <1, z=0 é um zero de ordem 2(I — k);
k> 1, z=0 é um pdlo de ordem 2(k — ).
A ordem s da fungao eliptica f é o valor méximo entre {2k, 2(}.

Para encontrarmos f em termos de p(z), defina:

o(z) = [p(2) — plar)][p(2) = plag)]...[p(2) = p(aw)]
[9(2) = p(B1)]-[p(2) — 9(B2)].-[p(2) — p(B1)]

Note que ¢ tem os mesmos zeros e polos de f; Além disso, a periodicidade de

¢ segue diretamente da periodicidade de g. Por isso, = é uma fun¢ao duplamente
¥

periédica sem singularidades; logo, pelo teorema (4.0.5), i é uma constante. Assim,
¥

temos:

CASO 2: f = fy impar

17



f(2)
©'(2)

Sabemos que ¢'(z) é impar; Dai, é par. Utilizando o resultado anterior,

vel:

3
&
|
=
=
5
O
|
)
sy
2
T
N
|
=
=

)

Agora note que uma fungao eliptica geral f(z) pode ser escrita como uma soma
de uma func¢ao par com uma funcao impar, como segue:

fo - SO | G = S(=2)

2 2

= h(z) + fa(2)

1.3 A fungao ((z)

1.3.1 Definicao e relagao existente com p(z)

Essa funcao é de grande importancia na teoria, pois precisamos dela para a re-
presentacao da integral de uma funcao eliptica. Para construi-la, primeiramente
considere um caminho no plano complexo que una os pontos 0 e z e que tal cami-

nho nio passe por pélo algum. Assim, temos: I

]@(2)—%d2=—2/:{2_1w+§+ﬂ (1.7)

0

Agora defina:

C(Z>1:§+Z/:{ ! +i+l} (1.8)

z—w w? w

Comparando (1.7) e (1.8), vem:

YUso no integrando z ao invés da varidvel muda u para simplificar a notacao

18



Diferenciando a equacao acima, obtemos:

('(2) = —p(2) (1.9)

Em outras palavras, a funcao zeta é o oposto aditivo da integral termo a termo

da série da funcao p de Weierstrass na vizinhanga da origem. Além disso, ((z) é

uma func¢ao impar. De fato, temos que:

Agora note que:

’

Z[_Zl_w+;—f+ﬂ:—i:{ ! +i+i}:—§/:{_l p 2L

z4+w  w? —w

onde a ultima igualdade é vélida porque o somatdério é sobre todos m,m’ € Z

(exceto m = m’ = 0), entdo tanto faz utilizar w ou —w.!

Portanto,

((=2) = =((2)

Mas o lado direito da equagao (1.7) é uma func¢ao meromorfa com pélo simples

em z = w. Isso nos diz algo:

Observacgao 1.3.1. ((z) ndo é uma func¢ao eliptica nem possui dupla periodicidade

ILembrando que w = 2mw + 2m'w’, onde 2w e 2w’ sio os perfodos da funcéo p
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Demonstragao. Note que a afirmagao acima segue diretamente do fato de ((z) ter
apenas um polo simples e, portanto, possuir residuo(Ja sabemos do teorema (1.1.1)
que fungodes elipticas f tem Y Res(f) = 0). Utilizando a contrapositiva do teorema

(1.1.1), segue o resultado.
|

Apesar de nao termos dupla periodicidade nem elipticidade para a fungao ((z),

note que ((z + w) e ((z) possuem a mesma derivada, conforme mostrado a seguir:

((z+w) = —pz+w) = —p(z) = ()

onde a primeira e a terceira igualdades seguem de (1.9), e a segunda segue da

periodicidade de p(z).

Logo, ((z + w) e ((z) diferem por uma constante. Esse fato nos ajudara a
“remediar”a falta da dupla periodicidade para a fungao ((z), conforme a préxima

definicao.
Definigao 1.3.1. As constantes fundamentais n e 1 sao definidas de forma que:

C(z+2w) =C((2) +2n C(z+20) =C((2) +21/ (1.10)

Note que utilizando o fato de {(z) ser uma func¢ao impar e colocando z = —w, z =
—w' respectivamente nas equagoes de (1.10), obtemos a seguinte relagao funcional

que envolve a fungao (, os semiperiodos w, w’ de p(z) e as constantes n e 7'

C(w)=mn (W) =1 (1.11)
Com as relacoes acima, obtemos a seguinte generalizacao:

Afirmagao 1.3.1. ((z + w) = {(z + 2mw + 2m'w’) = ((z) + 2mn + 2m'y/
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Demonstracgao: Para os naturais, faremos a prova por inducao. Param = m’ =1,

temos por defini¢ao que:

Gz + 2w+ 20) = (= + 2w) + 20f = ((=) + 20 + 20

Supondo a afirmacao valida para m,m’ € N, vem:

C(z+2(m+ Dw+2(m + 1)) = ((z + 2mw + 2m'w’ + 2w + 2u') =

=((z + 2mw +2m'W") + 20+ 21 = ((2) + 2mn + 2m/y’ +2n + 21 =

=((z)+2(m+n+2(m' + 1)y

Para os inteiros negativos, note primeiramente que:

((z = 2w) = —p(z — 2w) = —p(z) = ('(2)
onde a primeira e a tultima igualdades seguem de (1.9) e a igualdade inter-
medidria segue da periodicidade de p(z).

Logo, ((z — 2w) — ((z) = C, onde C é uma constante a ser determinada. Ao
substituir z = w obtemos C' = —21. Repetindo o mesmo processo de indugao para

((z — 2nw), n inteiro positivo, fica demonstrada a afirmagao.
[ |

Como ja sabemos que ('(z) = —gp(z) por (1.9), temos a seguir a expansao em
série de poténcias da fungao ((z) na vizinhanga da origem, obtida integrando termo

a termo a série de p(z) e trocando o sinal de cada parcela. Assim, vem:
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1 923 32 i

() =-- S - — o (1.12)

No que segue, apresentamos uma relacao de grande valia entre os semiperiodos

w,w’ de p(z) e as constantes n,n'.

Afirmacao 1.3.2. Correspondente aos wy:

W=w, w=-w—-—w e wyg=w

temos:
¢ (Wk) = Mk

onde:

/ /

m=rn N2=-—N—0 € n3 =1

Demonstracao: ((w;) = m e ((w3) = n3 = sao provenientes de (1.11). Para

mostrar que ((ws) = 12, note que pela afirmagao (1.3.1), vem:

(242w +20") = ((2) + 2n + 21/

Pondo z = —w — w’ = wy na equagao acima, obtemos:

((w+uw) =((~w—uw)+2n+29

Pelo fato de ((z) ser uma fungao impar, vem:

—2n =21 = ((-w - ') = ((w+ o) = 2((-w - )

ou seja:

C(wa) = =n =1 =,

22



Proposigao 1.3.1. nw' —wn = %, onde i = /—1

- . W'
Demonstracao: Sem perda de generalidade™, suponha que Im(—) > 0 e con-
w

sidere o paralelogramo OABC, onde o vértice O = zy, o vértice A = zy + 2w,

B =2+ 2w+2w e C =z + 2w'. Entao, temos:

[ e = Y Res(c(2)) = 1

27 Joaco

onde a ultima igualdade segue de (1.12).

Assim, obtemos:

/ ((2)dz = 2mi (1.13)
OABCO

Agora, analisemos em separado as integrais fo 4 € ) BO"

(2)dz = / T e+ / T

(z)dz + ¢
BC 20 20+2w—+2w’

¢
OA

Na fBC, faca a substituicao u = z — 2w’; Dai, vem:

(2)dz + (2)dz = /ZO+ i ((z)dz + /ZO C(u+2w')du

¢ ¢
OA BC 20 20+2w

Lembrando que {(u + 2w’) = ((u) + 27/, temos:

= [ e [T e [T e

C(z)dz + ¢
OA BC 20 20 20

/
w

**Se I'm(—) < 0, a integral serd computada no sentido hordrio
w
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2042w
= —/ 2n'dz = =21/ (20 + 2w — 29) = —4wn

20

Analogamente, obtemos fAB e fCO, cuja soma é 4w'n.

Portanto, substituindo os resultados obtidos em (1.13), vem:

4w'n — dwn' = 2mi

Dividindo por quatro ambos os membros da equacao acima, segue o resultado.

1.3.2 Expressao de uma funcao eliptica em termos de ((z)

Suponha que os k-pélos 3, de uma funcao eliptica f(z) com periodos (2w, 2w') sejam

em geral de ordem p, e a parte principal na vizinhanca de (3, seja conhecida por:

B’I‘ BT r
2 T

Br,l +
(z — B)Pr

Z_ﬁr (Z_Br)

Com base nisso, defina a seguinte funcao:

o(z) =Y {quz —B) = Buallz = Ba) o+ (-1)%1%&”(2 _ 5,)}

r=1

Agora, observe que como z = 0 é um poélo simples de ((z), ¢ tem os mesmos

polos e a mesma parte principal de f.

Quanto a periodicidade, note que:

C(z = Br +2w) =((2 = B;) + 21
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e derivando a equacao acima, obtemos:

C/(Z - 67’ + 2(*‘}) = C/(Z - ﬁr)

Derivando sucessivamente, vem:

C(pr—l)(z — B+ 2w) = C(pr—l)(z -5

Com base no que temos acima, vemos que:

k
p(z+2w) = p(2) + 21 Y By
r=1

k

No entanto, Y B, é a soma dos residuos de f, logo igual a zero pelo teorema
r=1

(1.1.1).
Assim, p(z + 2w) = p(2). De forma analoga, p(z 4+ 2w') = ¢(2).

Das relagoes acima, f(z) — ¢(z) é uma fungao duplamente periédica sem singu-

laridades. Portanto, constante pelo teorema (4.0.5).

Finalmente,
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1.4 A fungao o(2)

1.4.1 Definicao e expressao de uma funcao eliptica em ter-
mos de o(z)
A funcdo o(z) é obtida de modo parecido com a funcao ((z). Para construi-la,

considere um caminho ligando os pontos 0 e z de forma que este nao passe por

polos e considere a seguinte integral:

’

2

f o=t S (- 5) S o

Para evitar a ocorréncia de funcao logaritmica multivalente, colocamos o lado

direito de (1.14) igual a In(Z&). Assim, temos:

z

/OZ(((Z) Yo (M) (1.15)

Portanto, comparando (1.14) e (1.15), vem:

, z z 22
z) = zII (1——)6 —+ — 1.16
o) =1t { (1= Z)ew (24 5 )} (1.16)
onde II' é o produto extendido a todos os inteiros m,m’ € Z, exceto o caso
m=m'=0.

Note que, diferenciando (1.15), obtemos:

ou seja:
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— ¢(2) (1.17)

Abaixo, algumas propriedades da fungao o(z):

1) o(z) é uma fungao impar;

2) 0(z) nao tem singularidade na parte finita do plano;

3) z = w como sua Unica raiz (w = 0 estd incluido em w = 2mw + 2m'w’)

Note que a fungao o(z) nao é uma fungao eliptica. De fato, caso fosse, terfamos
uma funcao duplamente periédica sem singularidades. Logo uma constante, pelo

teorema (4.0.5).

Assim, de forma a achar um analogo da dupla periodicidade, obtemos as seguin-

tes relacoes:

Afirmacgao 1.4.1.

o(z+2w) = —exp(2n(z + w))o(z) (1.18)
o(z+2w') = —exp(2n(z + W'))o(2) (1.19)
o(z+ 2w+ 2w') = —exp2(n +7')(z + w + w')]|o(2) (1.20)

Demonstracao: Note que

a’(z—|—2w)_a’(z)_ 1 9w) — (s =
et 2m) o(z) ST =

onde a primeira igualdade segue de (1.17) e a segunda segue de (1.10).

Integrando a equagao acima, vem:
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In(o(z+2w)) —In(o(z)) =2nz+InC

i (7E5) =20 4 me

o(z+2w)

o) = Cexp(2nz)

o(z 4+ 2w) = Cexp(2nz)o(z)

Substituindo z = —w na ultima equagao para obtermos o valor de C' e lembrando

que o(z) é uma funcao fmpar, obtemos:

o(w) = Cexp(—2nw)[—o(w)]
1 = —Cexp(—2nw)

C = —exp(2nw)

Dai, chegamos a (1.18). De forma andloga, obtemos (1.19). Para mostrarmos

(1.20), utlizaremos (1.19) para Z = z 4+ 2w e apds a equagao(1.18). Logo, temos:

o(z+ 2w+ 2w") = —exp(21(z + 2w + W))o(z + 2w) =

= — exp(277/(z + 2w + u/))[— exp(2n(z +w))o(z)]

o(z+ 2w+ 2w") = exp(21/(z + 2w + ') + 2n(z + w))o(2)
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Fazendo os calculos apenas com o expoente, vem:

20 (z + 2w+ W) + 2n(z + w) =20 (z + ') + 2n(z + w) + 45w

Reescrevendo, vem:

20 (z + 2w+ W) + 2n(z + w) =20 (z + ') + 2n(z + w) + 27w + 27w

20 (z+ 2w+ W) +2n(z+w) =20 (z +w+ W) +2n(z +w) + 20w

Da proposigao (1.3.1) [2n'w = 2nw’ — 1], segue que:

2 (z+ 2w+ W)+ 2n(z+w)=20z+w+ )+ 29z +w+ ) —mi

2 (z 4+ 2w+ W) +2n(z+w) =2n+71)z+w+ ') — mi

Utilizando a ultima igualdade, obtemos:

o= + 2w+ ') = exp[2(n + 1) (2 + w + )] expl =il (2)

ou seja:

o(z 42w+ 2w') = —exp[2(n+ 1) (z + w + w')]o(2)

conforme queriamos demonstrar.
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Expressando uma funcgao eliptica em termos de o(z)
Seja f(z) uma fungao eliptica com periodos (2w, 2w’) e de ordem s.

De acordo com o coroldrio (1.1.1), sejam «,. e 3., (r = 1,...,s), os respectivos

s-zeros e s-polos de f(z) no paralelogramo periédico.

Pelo teorema (1.1.2), podemos escrever:

S S

ZQT_ZBT:2Q

r=1 r=1

onde 22 é um certo periodo.

Com as hipdteses acima, construa a seguinte funcao:

o(z—a)...0(z — ay)

SO(Z) - g(z — 51)0'(2 - 55—1)0-(2 - 65 o 2Q>

Note que:
¢ tem os mesmos zeros e pélos de f, pois z = 0 é um zero simples de o(z).
Agora, verifiquemos a periodicidade de ¢:

Primeiramente, temos por (1.18) que:

o(z —ap +2w) = —exp(2n(z — a1 +w))o(z — 1)

o(z —ag + 2w) = —exp(2n(z — @ + w))o(z — az)

e, sucessivamente, obtemos:

o(z —as +2w) = —exp(2n(z — as + w))o(z — ay)

30



Também temos:

o(z—P1+2w) = —exp(2n(z — f1 +w))o(z — B1)

e, sucessivamente, vem:

U(Z - Bs—l + 2‘*’) == exp(277(z - 65—1 + w))a(z - Bs—l)

o(z— fs — 204 2w) = —exp(2n(z — s — 22 + w))o(z — s — 2Q)

Dai, segue que:

(—1)°exp(2n(sz + sw — a1 — ... — ay))
(—1)*exp(2n(sz + sw — f1 — ... — Bs — 2Q))

oz +2w) =

¢(2)

©(z 4 2w) = exp (27] (— Z a; + Z Bi + 29)) o(2)

Mas sabemos que (— PIRTEDY @) = —2Q por hipodtese.
r=1 r=1

Dali,

(2 + 2w) = exp(0)p(2) = ¢(2)

De forma analoga, ¢(z + 2w’) = ¢(z).
f(2)
(2)
implica pelo Teorema (4.0.5) que

é uma funcao duplamente periddica sem singularidades, o que

f(2)
¢ (2)

Portanto,

é constante.

Assim, obtemos:
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o(z—ay)..o(z — ay)

o(z—p1)..0(z — Bs—1)o(z — s — 2Q)

flz)=C

Agora que ja sabemos trabalhar com a fungao o(z), temos que a expressao da

integral de uma funcao eliptica f em termos de ((z) é

k prfl
/f( )dz—Cz+C”+ZBT11n0 (z—B) +ZZ TqH V(z-5)
r=1 r=1 g=1

1.5 Férmulas de adigao para o(z), ((z) e p(z):

Definicao 1.5.1. Uma formula de adicdo para uma funcdo f € uma expressao

obtida para f(z+ u), u sendo uma constante arbitrdria.

(1) Obtengao da férmula de adigao para o(z):

Primeiramente, expresse a fungao eliptica g(z) = p(z) — p(u) em termos de o(z);

Para tal, lembre-se que:
a) g tem duas raizes: u e —u;
b) z =0 é pdlo duplo de g.

Dali, temos:

o o
— =C 1.21
o(2) - plu) e (1.21)
Para encontrarmos o valor de C, faca o seguinte:

a) Multiplique a equagao acima por o2(2);

32



b) Faga z — 0.

Note que com as condic¢oes acima, obtemos:

[p(2) — p(uw)]o?(2) = Co(z + u)o(z — u) (1.22)

1
E quando z — 0, 0(2) ~ z e p(z) = — de forma que:
z

[p(2) — p(u)]o*(z) — 1

Como o(z) é analitica na vizinhanga da origem, temos que quando z — 0:

Co(z+u)o(z —u) — Co(u)o(—u) = —Co?(u)

Assim, fazendo z — 0 na equagao (1.22), vem:

1 =—Co*(u)

-1
o%(u)’

Substituindo o valor de C' em (1.21), obtemos:

ou seja, C' =

ol — _o(ztu)o(z —u)
o) - plu) = - T T (1.23)

que é a férmula de adigao para a funcao sigma.
(2) Obtencao da férmula de adigao para ((z):

Para encontrarmos a formula de adicao para a funcao zeta, vamos primeiramente
tomar o logaritmo em ambos os lados da equagao (1.23) para apds tomarmos a

derivada.

Tomando logaritmos, vem:
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Lw:qzmmz—u)—zaz)

Trocando z por u na equagao acima (note que ((z) é impar), obtemos:

—g'(u)

m =((z+u) = ((z —u) —2¢(u)

Somando as duas equacoes acima, vem:

G2 = W) e e

isto é,

Gl ) = 6la) = gt = 5 | 29 =2 (124

que ¢é a formula de adi¢ao para a funcao zeta.
(3) Obtencgao da férmula de adigao para a fungao p(z):

Derivando a equagao (1.24), vem:
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—2p(2+u)+p(2)+p(u) =

oz +u) + () = 5 [

Trocando z por u na equagao acima, segue que:

—olztu) el =3 [ o) o) (9(2) - olu)?

N | —

—20(z +u) + (2) + p(u) = 3p(2) + 3p(u) - % (0(2) — p(u))?

2ot ) =20 =20 == (A=)

ou seja, a féormula de adi¢ao para a fungao de Weierstrass é dada por:

olz + ) + p(2) + plu) = | (M) (1.25)

35



Capitulo 2

Resolucao da equacao diferencial
dX\?
k? — = k°X*+2hX’ +2ea
u

funcao seno de Jacobi

Neste capitulo estamos interessados em encontrar a solucao de uma equacao
diferencial que faz parte de um tipo geral estudado por Briot-Bouquet. Em seguida,

desejamos introduzir a fungao sn(u, k) de Jacobi através da equagao.

2.1 A resolucao da equacao diferencial

Vamos aqui utilizar o conhecimento de curvas algébricas na resolucao da equacao
diferencial acima citada, tendo como base a referéncia [2].

A idéia é associar & EDO uma curva quartica de coordenadas (X,Y) e considerar
uma curva ctibica auxiliar de coordenadas (x,y); em seguida, desejamos expressar as

coordenadas da quartica em termos das coordenadas da cibica e, logo apds, escrever
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as coordenadas da cibica em termos de funcgoes elipticas. Mais especificamente,
expressar (x,y) em termos da funcao p(z) (Assim, (X,Y) também ficam expressas

em termos de fungoes elipticas).

Para tal, considere a curva quartica Cj:

Cy:Y? = k2X* 4+ 2hX? + 2 (2.1)

onde h e k sdo constantes.

Assim, podemos reescrever C; da seguinte forma:

Cy:Y2P=EX"4+2hX?+2=P(X) = aoX* 4+ 4a: X® + 6a2X? + 4a3 X + a4

ondeaosz,alzagzO,a2:§ea4:2.

Multiplicando a equacao acima por ag = k2, vem:

E*Y? = kPX 4 61{:2(%)X2 + 2k?

Queremos parametrizar C; por funcoes elipticas. Ja sabemos do capitulo 1
que as cubicas sao parametrizadas por p(z) e ¢'(z), através da relagao algébrica
da proposi¢ao (1.2.1). Por isso, introduzimos uma cubica auxiliar C3 da seguinte

forma:

Considerando os polinomios homogéneos ¢;(X) de grau < i, definidos abaixo:

QOQ(X) = ]{52X2
03(X) = 2k2h X2 + 2k?

a equagao de uma cubica auxiliar C3, de coordenadas (x,y), serd dada por:
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3 Yy 2 Yy Yy
AN Z Iy =0
x @z(x) + 2z <P2(x)+93901($)

Substituindo os valores de ¢1(X), p2(X) e p3(X) na equacdo acima, vem:
v v
22k h = + 2k*) 4 227K = + 2(—1) = 0
x x

ou seja, a equagao da cubica auxiliar C5 é dada por:

2k*hy*x + 2k*2° 4+ 2k*y* — 2 =0 (2.2)
Com a equacao da quartica Cy e da cibica (5 dadas anteriormente, afirmamos:

Afirmacgao 2.1.1. As coordenadas (X,Y) de Cy se expressam em termos das co-

ordenadas (z,y) de C3 através das equagoes:

Demonstracgao:

Fazendo y = X - x na equagao (2.2), ou seja, eliminando gy, obtemos:
(2hk*X? + 2K%)2® + (2k*X?)2® —2 =0

Dividindo ambos os membros da equacao acima por x?, vem:

1 1
— — (2K X?)= — (2hK*X? 4+ 2k*) = 0

2 T

que é uma equacdo quadratica na varidvel w = 1.
x
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Resolvendo a equacao do segundo grau, obtemos:

1 2K°X?% 4 AKXt + 4(2hk2 X2 + 2k2)
r 2

= k2X% 4 /E2(k2X4 4 2hX2 + 2)

Ou seja,

L ex? JPP(X) = X2 4 kY
i

Logo:

Com a afirmagao acima, temos:

Afirmacgao 2.1.2. As coordenadas x ey da cubica auxiliar sdo expressas em termos

de funcoes elipticas como:

o 1 .- kg (u)
2k2p(u) — & (2k2p(u) — 8)(2k2p(u) + %)

Demonstracao: Resolvendo a equagao (2.2) com relagao a varidvel y, vem:

(2hk*x 4+ 2k*)y* + (2K*2° — ) =0

, v — 2k

Y = onker 1 2k
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o(1 - 2k%2%)  \/x(l — 2k22?)(2hk2x + 2k?)
2hk2r + 2k2 2hk2x 4 2k2

Note que £ = 0 é um zero do polinémio quartico que se encontra dentro da raiz

quadrada da equacao acima. Assim, pondo:

1
Tr = —
§
temos:
\/é (1 - 2k2%)(2hk?2E + 2k2)
2hk:2 Ly o2
& /(€% — 2K2)(2hA% + 2K%€)
Y= 2hk?+2k2E
'3
Entao:

_ V2K -2k (h + )
2k2¢(h + €)

ou, equivalentemente,

V2K + h — 2k — 2k2h)
B 2k2¢(h +€)

Na tultima equagao, observe que o polinomio em £ que estd dentro da raiz qua-
drada é um polinémio ctibico. Sendo assim, precisamos de uma mudanca de variavel

adequada para chegarmos na forma de Weierstrass, isto é, desejamos transformar a

raiz quadrada acima para o formato \/ 423 — gox! — g3, com ga,g3 € C.

Logo, fazendo a substituicao:
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h
= 2k%2' — -
¢ 3

na equacao anterior, obtemos:

V/2R2(2K2 — 1Y 4 h(2k2ar — B2 — 2K2(2k2 — B+ h)] B

v 2k2(2k20 — B)(h + 2k20 — 1)

- \/2k2[8k6x’3 +6k2(L)20) — k2 a — dkAa — (L)% + h(8)2 — 4k2L]
h 2k2(2k2 — 1) (2k2’ + 2)

Skz(ﬁ)272k2£72k4 72k2ﬁ+h(%)2,(%7)3
o2 2k0[4s 4 (ML A Ay Aoy

N 2k2(2k22' — 1) (2k22 + 2I)

Agora, note que 2k2%2 = 6k?(%)%. Dal,

_2]€2ﬂ+%
—)]

y= VWM 84 (P e 4 (2]
2k2(2k2a’ — 1) (2k%’ + )

k2ﬁ 2_’_;}1%& )]

_ V Al — (B (Ba T
- 2k2(2k2x! — B)(2k22! + 2I) B

3
| Ve - (2 (PEEE)
2k2(2k2 — )2k’ + &)

Definindo:

h h3

w|s

k2.2 4 3(%)?
BT
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obtemos que o polinomio sob o sinal da raiz quadrada torna-se

dag(42" — g’ — g3), onde ag = k?

Assim, temos:

_ 2k* /42" — gox’ — g3
- 2K2(2k22’ — B)(2k2a! + )

Y

k2\/4z2” — gox’ — g3
(2k22’ — &) (2k22 + 2)

y= (2.3)

Note que pondo y' = /42" — gy’ — g3, temos pela proposicao (1.2.1) e pelas

equagoes (1.5) que 2’ = p(u) e ¥ = ¢'(u). Dal, vem:

Logo, a equagao (2.3)torna-se:

k' (u)
(2k2p(u) — 2)(2k2p(u) 4+ %)

y:

Uma vez tendo expressa as coordenadas de Cy pelas coordenadas de C3 e as

coordenadas de C3 em termos de p(u) e ©'(u), chegamos a seguinte afirmacao:

Afirmacgao 2.1.3. As coordenadas (X,Y) da qudrtica sio expressas em termos de

funcoes elipticas por:
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C By (oo s o L (S =@’
 2k%p(u) + 2 Y_k<2p()+p() 4(@(@—@(1})))

d
onde as coordenadas X e Y da qudrtica sao tais que kd— =Y.
u
Demonstragao:
Logo, as expressoes® para X e Y sao:

k2! (u)
Y (2Keu)-5)(2ke(u)+F)

_ o) (2.4)

Y = /P(X) = - —k (gf (2.5)

ou, equivalentemente,
1
T

Introduzindo um parametro v tal que:

obtemos:

*Lembre que (z,y) sdo as coordenadas da cubica auxiliar e (X,Y’) s@o as coordenadas da

quéartica.
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X = k() N oA () I A R cA ()
22 (p(u) — (—i)) 2000 = o) 2(p(u) — p))

k2

onde a tltima igualdade segue do fato que ¢'(v) = 0;

Para encontrar Y, note primeiramente que:

K (20(u) — 2%5) = k*(2p(u) + p(v))

wl
e

1
— =92 -
" o(u) 3

Juntamente com o fato de que X = £, temos que:

v = vPE) = VP L) + o) - K22)

ou seja,

Conforme ja tinhamos anunciado no capitulo 1, aqui precisaremos das férmulas

de adicao:

Observe que, por um lado, ao utilizarmos (1.25), vem:
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Note, pelas duas equagoes acima, que temos:

dX
k— =Y
du

e, portanto, as coordenadas (X,Y) da quértica Y2 = k2X*+2h X2 +2 satisfazem

a equacao diferencial:

dX

d—)2 =Y? =k X*+2hX? +2
u

kz(
k2o (u)

n 2k2p(u) + %

é solugao da equacao diferencial:

dX

du

(=) = kK2 X* 4+ 2hX? + 2 (2.6)

2.2 A introducgao da fungao sn(u, k) de Jacobi via

equacao diferencial

Meyer([4]) introduz as trés funges de Jacobi via um sistema de equagoes diferen-

ciais, mais especificamente da seguinte forma:

Teorema-Definicao 2.2.1. (Meyer) Seja x € (0,1), u € R. As fungdes sn(u, k),
en(u, k) e dn(u, k) podem ser definidas como as solugoes p, q,r, respectivamente, do

sistema de equagoes diferenciais

r'(u) = —K*p(u)q(u)
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que satisfazem as condicoes iniciais:
sn(0,k) = p(0) =0 en(o, k) =q(0) =1 dn(0,k) =7(0) =1
Também temos que:

Afirmagao 2.2.1. As fungoes [ = p? +¢* e J = k*p* +1? sdo constantes ao longo
das solugoes do Teorema- defini¢ao (2.2.1) e a fun¢ao sn(u, k) satisfaz a equagao

diferencial

Demonstracao: De fato, temos:

%f(p(U), q(u)) = 2.p.p" +2.q.¢' = 2p(qr) + 2q(—rp) =0
%J(p(u),r(u)) = K% (2.p.0) + 20" =267 p.(qr) + 2r.(—K%pq) = 0

Entao I e J sao constantes ao longo das solugoes. Mais especificamente, I = J =1

para a solucgao (sn(u, k), cn(u, k), dn(u, k)) de (2.2.1).

Da definigao (2.2.1) e das identidades
) +¢(w) =1 e w&pu)+ri(u) =1

obtemos:

p' = (gr) = (=rp)r +a(—r"p.q) =

= —p(1 — k*p*) — K’p(1 — p*)
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Ou seja:

P’ =—(1+kHp + 2k p° (2.7)

Note que ja sabemos que sn(u, k) satisfaz a equac¢ao acima. Mas (2.7) tem uma

integral. De fato, basta multiplicar a equacao por 2p’ e integrar. Dai, obtemos:

I = (p/)Z T (1 + 52)])2 - /<;2p4

A constante L é igual a 1 para sn(u, k), pois sn(0,k) =0 e sn'(0,x) = 1.

Agora note que substituindo X por _71 na equagao (2.6), vem:

_ 2
2 d<_71) :LkQ d_X 2:
du X4 du
-1

I I 2 oo -1\* -1\*
= WX X2 o) =k 1o () +2(

Ou seja:

a5\’ LNy
Bl =) =k +2h | — 2 — 2.
() e (3) = (3) 2
Dividindo a equacio (2.8) por k?, obtemos:
d(3)\° oh (—1\%* 2 /—1\*
( du ) —”ﬁ(y) +ﬁ<7) (29)

Note que se introduzirmos a variavel k := = e supusermos que as variaveis h
(k* +2)

e k estejam interligadas através da equacao h = — , entao a equagao (2.9)

torna-se:
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d(3)\’ o (1N o (1)
X)) 1.1 _ -
() o (5) 0 (3)
- -1 . . .
Entao temos que ¥ © sn(u, k) satisfazem a mesma equagao diferencial. Dese-

jamos mostrar a seguinte proposicao:

Proposigao 2.2.1. _7 = sn(u, k)

Demonstracgao:

Como ~ e sn(u, k) satisfazem a mesma equacdo diferencial, basta mostrar

que ~ satisfaz as mesmas condigoes iniciais de sn(u, k) e a proposigao segue do

teorema de existéncia e unicidade das EDOs, isto é, devemos mostrar que:

k' (u)

2k2p(u) + %

-1 (zmu) + —> - (m@) - <*i,+1>)> _
X k2 (u) ¢ (u)
=u+ (—é — (%) /{2> u® + O(u®)

1
Assi —— ) |u=o = 0.
ssim, ( X) lu=0

Agora, calculando gy Ve

Lembre-se de que X = Dai, vem:

A3 1dx (20w - E2\ ax
o' (u) du

(2p(u) — =54)?

_ <2p<u> - —) ((2@@) — )" (w) — 2<p'<u>>2>
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d(%)
Portanto, obtemos lu=o = 1.
du
Pelo teorema de existéncia e unicidade das EDOs, segue o resultado esperado.
[ |

Vale ressaltar que, historicamente, as funcoes elipticas apareceram como fungoes

inversas de integrais elipticas. De acordo com [3], temos - por exemplo - que:

/b dt 1 . {m b ] (2.10)
= ent S ——— :
e V(@+2)2—12) Va?+P? b’ a*+ b?

onde: 0 <z <b.

/om V(a? - zf;(b? —y é‘g”_l [% 2] (2.11)

onde: 0<z<b<a

1
— “ps! F 9} (2.12)
a a a

/°° dt
= V(2 —a?)(t? - 1?)
onde: b<a<uzf

Essas formas sao chamadas de Formas de Legendre e assim serao referidas ao

longo do texto.

fns(t) =

sn(t)
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Capitulo 3

Funcoes Elipticas Reais aplicadas

a interacoes nao gravitacionais

Neste capitulo apresento em detalhes a integracao, através de fungoes elipticas
ou elementares, de um problema de atracao central do tipo %, onde r é a distancia
do ponto até o atrator.

No livro do Lawden[3] (1989), este t6pico estd resumido numa se¢ao de cinco
paginas do capitulo 5. E curioso que na secao seguinte, o autor trata do caso T%,
produzindo resultados analogos e nao comenta nada sobre o “isomorfismo” entre os
casos.

Foi o trabalho de McGehee[7] (década de 80) que explicou que, para todo k > 3,

a estrutura qualitativa das solugoes para rik ¢ sempre a mesma.

Nao podemos deixar de mencionar que o caso k = 3 e algumas solugoes elemen-
tares para k = 5 aparecem ja na segunda edigdo do Principia (onde é conhecida a

participagao de Cotes).
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3.1 A equacao diferencial das 6rbitas em coorde-

nadas polares

Neste trabalho, vamos supor que uma particula de massa unitaria é atraida para
um centro de massa O por uma forca radial 4, sendo r(t) e 0(t) suas coordenadas
polares no tempo ¢ no plano de movimento(conforme [3]).

Inicialmente recapitularemos que a energia total e o momento angular sao constan-

tes.

Se a posicao da particula é dada por
x(t) =r(t) - ).
entao a velocidade em cada instante é dada por:
x' =7 e’ +i-r-e?. 0

e a forga é dada por:

X// — 6@'6 X [’I"” —r. (0/)2] + i- 6@'6 X [27" i 0/ 4. 0//].

Supondo que a forga/aceleragao é radial e de médulo ||x”|

| = &, temos:
:

" —r(0)? = B e 20 1 =0,

ra
Temos
(HXQIHZ - Bifg)’ —<x' x> +“7;4T/ _
= —MTZJ + 'ur'fl =0.
Entao
2
”’;” - % =E, EE€R,



onde E é a energia total da trajetéria.

Por outro lado,

1-(7“2-0/),:27“,-9/+7“-(9”E
,

Logo:

2.0 =h, heR,

chamado de momento angular da trajetoria.
Note que se h #£ 0 e r £ 0, entao sempre 6’ > 0 ou sempre ¢ < 0.
Portanto, §(¢) admite uma fungao inversa ¢t = ¢(6).
Em suma, r(t) pode ser visto como r(#).
— 1 5
Se r(0(t)) = wemy entao

/ L du df 5 df du _ , du
w2 ar - T e a0

Também T-H’:%:h-u.

De
HX/HZ — (7’/)2 + (7“ . 9/)2 e ||X,||2 o i = E
2 3r3
obtemos:
du 20
h2 N2 2 :2E =3
[(dQ) + u| + 3 U
Multiplicando a equacao acima por %, vem:
3h% . du 9 9 3 Ok
Z[(@) +u]_u +7

. 2
Definindo « := —32h e f:=3E vem:
T 1
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duy 4 2 _
a(E) =u’ —au”+ [ = f(u). (3.1)

A equagao (3.1) determina a equagdo polar da drbita.

Note que « é positivo (pois h? e p sao positivos), mas 3 € R. Daqui em diante,
sempre deveremos assumir que o sentido do movimento serad naquele que 6 cresce*,

ou seja, h > 0.

3.2 Integracao da equacao polar

3 —au? = v*(u — a). Ela possui uma raiz

Considere a funcao auxiliar g(u) = u
dupla em v = 0 e uma raiz simples em u = «. Calculando a derivada primeira de

g, temos:

d (u) = 3u* — 2ua = u(3u — 2a)

Assim, como ¢’ > 0 em (—o0,0) U (%“,—i—oo), temos que g é crescente neste

intervalo. De modo parecido, concluimos que g é decrescente no intervalo (0, %a)

Note que os pontos de méaximo e minimo locais estao respectivamente em u = 0
eu= %O‘ Mais especificamente, sd@o os pontos A(0,0) e B(%O‘, ).

&

5 ¢ um ponto de inflexdo. Abaixo

A derivada segunda de g nos informa que u =

segue um esboco qualitativo de g(u).

*Isto é, 0" >0
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g(u) para a =3

Com base na andlise da funcao g, concluimos que para resolver a equagao (3.1)

existem cinco casos a considerar. Sao eles:
(i) B < 0; (i) = 0; (iii) 0 < B < 22 (iv) B = 222 (v) B > 4.
3.2.1 Caso (i)

Como f < 0, através da andlise do gréfico de g podemos ver que f(u) possui uma
raiz real a > « e duas raizes complexas. Mostremos que a parte real das raizes

complexas é negativa.

De fato, sejam \; e Ay as raizes complexas. Entao, temos:

u? —au® + B = (u—a)(u—\)(u—N\)

Comparando o coeficiente de u?, vem:

Oé:(l+)\1+)\2

Dali, obtemos:
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2Re(M) =a—a<0

Portanto, podemos escrever:
)\1 =—b+c

)\Qz—b—Ci
com b, c > 0.

Logo, obtemos f(u) = (u — a){(u + b)* + ¢*}; De acordo com a equagao (3.1),

Vel:

1, du
“ 9_/\/(u—a){(u+b)2+02}

O objetivo é chegar no formato da integral de Legendre, para encontrarmos

(3.2)

as funcgoes inversas de Jacobi. Em outras palavras, precisamos obter um polinémio
adequado de grau 4 dentro do radicando. Para atingirmos nosso propdsito, considere

os polinomios:

Si=u—a

Sy = (u+b)*+¢?

Queremos encontrar um novo formato para S; e S, de forma a conseguirmos

atingir nosso objetivo. Assim, seja:

Sp+ ASy = Au? + (2bA + Du+ AV +¢*) —a
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Estamos a procura dos valores de A\ para os quais o discriminante D(A) do
polinémio em u acima seja zero. Assim, para cada A\ encontrado, isso implica que

S1+ ASs tem raiz dupla.

Fazendo D(A) = 0, vem:

(20X + 1) —4ANA(B* + ) —a) =0

(—4AN +4(a+b)A+1=0

Dali, obtemos:

a+b—+/(a+b)?+c?

M\ =
! 2c2

a+b+/(a+b)?+c?
)\2 = 262 (34)

Afirmacao 3.2.1. u; = q € a raiz dupla de S1+ \Ss correspondente a \y € ug = —p
¢ a raiz dupla de S; + A\Sy correspondente a Ay, onde p := \/(a+b)>+c? —a e

qg:=+/(a+b)?+c+a.

Demonstragao: De fato, Sy + Sy = Mu?+ (20A + 1)u+ A(b* + ¢*) — a. Resolvendo

para u, vem:

—(20A0+1)£+/D

2)\

Tomando A = A; e lembrando que D()\;) = 0, obtemos:

1
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a+b—+/(a+b)+c?
2¢2

Como A\ = , vem:

up=— b+ 2c
b 2(a+b) — /{at b2+

= ab+ 2 —b/(a+02+2+32\ ((a+b) ++/(a+ b2+
- [(a+b) = v/(a+0)*+¢7] (a+b)++/(a+0)?+c

2 b2 2
G CA G )2 D) aT i R 4a—g

c

(a+0b)+ +/(a+b)>+c?
2¢?

Agora tomando A = \y = e lembrando que D(A\y) =0,

Verll:

1
U2:—<b—|—2—)\2>

uz:_<b+(a+b)+ (a+b)2+c2>

Racionalizando a fracao acima, obtemos:

u2:—<b—(a+b)+ (a+b)2—|—c2>

uzz—( (a+b)2—|—c2—a> =—p

Portanto, da afirmacao (3.2.1), obtemos:
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Sl + )\252 = )\Q(U —1—p)2 (35)

Sl + )\1S2 = /\1(U — q)2 (36)

Subtraindo a equagao (3.6) de (3.5), chegamos a:

(A2 — A1)S2 = Aa(u +P)2 — Mi(u— Q)2

Isto é:

s () - (2 ) e o 37

Agora, multiplicando a equagao (3.5) por Aj, a equagao (3.6) por (—Az) e so-

mando os resultados obtidos, vem:

(A1 — A2)S1 = (M) [(u+p)* — (u—q)?]

Ou seja:

= (5 ) M o = (w02 39)

Substituindo os valores de A; e Ay (vide (3.3) e (3.4)) nas novas expressoes de

S1 e Sy (equagoes (3.8) e (3.7), respectivamente), obtemos:

a+0b)?+c?

51:< ( ! )[(U+p)2—(u—q)2]

TNote que esta é apenas uma nova forma de expressar Ss.
fSabemos que S; = u — a e que a equacio aqui obtida nada mais é do que um novo formato

para Si.
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Note que p+ ¢ = 24/(a + b)? + 2. Dai, vem:

1 2 _ (4 —a)?
~ (55 0402~ = 3.9)

Quanto a Sy, temos:

R RV R A W (R V(R R A W
2_< 2¢/(a+b)% + 2 )( ) ( 2\/(a+b)?+c2 )( 2
Note que: y/(a+b)?+ 2+ (a+b)=q+be/(a+b)?2+c2—(a+b)=p—0b.

Dali, vem:

1 2 2
S — (m) [+ b)(u+ ) + (p— b)(u— )] (3.10)

Substituindo os valores obtidos em (3.9) e (3.10) na equagao (3.2), vem:

1, du
! e_ﬁ(p”)/¢[<u+p>2—<u—q>2n<q+b><u+p>2+<p—b><u—q>21

Reescrevendo a integral, vem:

du

@40 = V(pta) [

J(u+m%u+m%p®[1(5+g>2 <%%%)+(Zli)2

Com o objetivo de deixar a integral no formato de Legendre, faca as trans-

formagoes:

v =21 (3.11)




Dai, obtemos:

a 26 = \/z/ Ja- :rj)x(d2 +a?)

Utilizando a férmula (2.10), temos que:

_1 [ 2 p—>b _
(6] 20 = —_— cn ! Xz
p—pr+q (@)
, 2 p - b . .
com médulo k tal que k* = ——. Simplificando, vem:
pTq
2
a0 = en” ()
pt+q

Dalf, isolando cn™!(x), obtemos:

1N [PTq
cn ([E)—\/—2a 0

P+q _
, vem:

Definindo v :=

x = cn(v0)

Retornando a varidvel u - de acordo com (3.11) - temos:

u—q
uU—+p

— en(76)
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Logo,

_ p-en(h9) +¢
W= ——
1 — en(v0)
Mas u = % Dali, vem:
1-— 0
_ Lzenhd) (3.13)
q + p.cn(70)
onde p < q.
Escolhemos para ilustracao os parametros @« =1 e § = —1 e obtemos:

[lustracao: caso 1

Do ponto de vista fisico, como €' - r? = h é constante, segue que ha uma ejecao

com velocidade angular infinita e um retorno.

3.2.2 Caso (ii)

Veremos a seguir que o caso (ii) pode ser resolvido apenas com fungoes elementares
(sem a introdugao das fungoes elipticas), pois temos a presenga de uma raiz dupla.

De fato:
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No caso (ii), temos f(u) = g(u). Logo, f tem uma raiz dupla em u = 0 e uma

raiz simples em u = «. Portanto, substituindo o valor de  na equacgao (3.1), vem:

(Z_Z)Q _ uz(ua— @)

d_u_u\/u—oz
a9 o3

du -1
— = [azdb
/U,\/U—Oé /Oé

Efetuando a substituicao u = %, temos que du = —ﬁdv e a equagao acima se

torna:

1 / ’ldv /
l\/i F
Como v = V12 e 202 = /4o, vem:

2cv / v 1 / 2adv
o 2 6 = — T T = —Q 2
20022 VU — av? Vidav — 4a2v?

Somando e subtraindo 1 dentro da raiz quadrada, obtemos:

1 -1 / 2aedv 0 / 2cedv
azlh=q2 — 2
V1 - (4a20? — dav + 1) V1-—(2av —1)?

Para fins de célculo, utilize a transformagao t = 2av — 1. Dai, dt = 2adv e:
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(i) et

Portanto,
-1 -1 -1 -1 2ae
a2 = a2 arccos(t) = a2 arccos(2av — 1) = a2 arccos(— — 1)
u
ou seja,

- - 2
azh=az arccos(—a - 1)
u

Simplificando a equacao acima e isolando % de forma que encontremos a equacao

que descreva a orbita em questao (isto é, retornando a variavel r = %), temos:

1 +cos(0)

o (3.14)

1
r=—
U

que é uma cardioide.

Para a ilustracao do caso 2, escolhemos os parametros « =1 e 5 = 0:

0.6

0.2
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Caso 2: cardidide

Novamente temos ejecao com velocidade angular infinita e retorno.
E interessante que no Principia de Newton, reciproca da proposicao VII, estuda-se
o caso k = 5. Newton obtém a 6rbita correspondente que é um circulo passando

pelo centro.

3.2.3 Caso(iii)

Quando 0 < B < %, temos trés raizes reais u; < 0 < ug < %a < ug. Note que

0 < u < uy ouu > uz fazem com que f(u) > 0, conforme esbogo qualitativo do

grafico abaixo.

a=30<p=2<4
Como temos duas possibilidades para u, teremos dois tipos de érbitas.

Reescrevendo a equagao (3.1), vem:

L1, du
“ 0_/\/(u—u1)(u—u2)(u—u3) (3.15)

Fazendo a mudanca de variavel
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U =u; + ; (316)

com z > 0, temos por objetivo chegar a:

«

D=

2 dx
= —
V2 — (s — ) / V@)% -

1 1
e’ = .
U2 — U U3z — Uy

com a® =

Introduzindo a variavel x em (3.15), vem:

1 / —2273dx
a 20 =
\/Iiz(ul — Uy + ) (U1 — u3z + 33)
Lt / —223dx
\/x%(—(ug —uy)z? + 1)(1 — (uz — uy)z?)
ato— / —2dx

\/(UQ —u)(=a? + L) (s — w) (2t — 22)

2=_1 _eop2= T chegamos a:

Definindo a e b de forma que: a pp—

«

[N

2 dx
H— _
V (ug — ur) (ug — uy) / V(a2 — 2?) (b2 — 22)

Note que a > b.

Chegou o momento de dividir a resolu¢ao do caso (iii) em duas partes: quando
u>uzel<u<us.
Caso (iii) - parte 1

Se u > us, entao x < b pois:
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U—u; > us—up >0

v

Uz — Uy

Rwl —

— 2
us — Uy
Logo x <b.

Utilizando a férmula (2.11), vem:

_9 _
6 = Vg — ugsnt (\/u;), — Uz, Y2 ul)

\/(U2 - U1)(U3 - Ul) Uz — Uy

«

D=

Logo,

-2
O{_%e = \/ﬁsn_l(\/ Uus — U/lx)

Uz2—ul

com médulo k tal que k* = 211,

Efetuando certos célculos para isolar z, vem:

1 Uz — Uy

sn~HVuz — ux) = ~3 0

«

Uz — Uy

Se definirmos v = % , obtemos:

Vug — uix = sn(—~0)

Lembrando que sn(t) é uma funcdo impar, tem-se:
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Vusz —uix = —sn(y0)

Elevando ambos os membros da equacao acima ao quadrado, obtemos:

sn?(70) = (us — up)a?

Mas 22 = - daf:

u—uy’

1

U —uy = (U3 _U1>S’n,2—(79)

Assim, a expressao para u é:

u = u; + (uz — uy)ns*(70)

Finalmente, como r é o inverso de u, tem-se:

1
DT U+ (us — wn)ns?(10) 347

Caso (iii) - parte 2

Se 0 < u < ug, entao x > a pois:

U—u = —
x
com z > 0.
De u < ug, vem:

u—up < Uy — Uy
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R S

U—Uu ~ Uy — Uy

Logo,

o que implica z > a.

Assim, utilizando (2.12), vem:

—2 dx
V(2 — ) (uz — w) / V(@2 —a?)(a? - b?)

1 -2 1 Uy — Up
o 20 = Vg — uins ViU — Uulx,

\/(U2 - Ul)(us - Ul) Uz — Uy

—2
0= \/ﬁnsﬂ (\/ Ug — ulx)

(67
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Isolando x, vem:

1 Uz — Uy

0 =ns ' (Vug — ur)

«

1 Uz — Uy
2

Definindo v := , obtemos:

ns(—y0) = Vus — wx

Levando em conta que ns(t) é uma fungao impar, entao ao elevarmos ao qua-

drado a equagao acima tem-se:
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1

U — Uy

ns*(70) = (ug — uy)x?® = (ug — uq)

Isolando u, vem:

1

U —uy = (UQ _U1)W

u = uy + (uy — uy)sn(v0)

Voltando a r, obtemos:

1
uy + (ug — uq)sn?(~0)

Uy — U Us — U
onde k é tal que k2 = — 1,7:21 Sl e0<u< u,.
2
Uz — Uy (07

Escolhemos os parametros o = 3 e = 2 para a ilustragao abaixo:

r =

Figura: caso 3 - parte 1

69



3.2.4 Caso(iv)

Quando f = =%, podemos encontrar a solugao da EDO em termos de funcoes

elementares, assim como no caso (ii). Isso se deve ao fato da presenga de uma raiz

dupla. De fato, temos que f(u) = u® — au? —|— ® tem uma raiz dupla u; = uy = 2??.

Reescrevendo o polinémio de forma a obter a terceira raiz usz, vem:

U_Z_a u—z—& (u — us) = u® — au? +4i
3 3 ’ 27

Comparando os termos independentes, vem:

Simplificando, obtemos que a terceira raiz ug ¢ dada por:

Uz = ——

Dai, a equagao (3.1) toma a seguinte forma:

_1 du du
@ 29 - - 2a [+
\/(U_ %ay(qu%) (u—5)/(u+%)
Vamos dividir em duas partes: u > %0‘ eu< %"
Caso (i): Quando u > 2

Utilizando a transformagao u — , dai du = —% e a equacgao (3.1) fica:

3

_1
— 2

= —
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Dai:

Fazendo a substituicao t = 2av + 1, dai dt = 2adv e tem-se:

«

[N
[N

0=—a"

dt _1 _
/ = 2 cosh™'(2)

Retornando a v, vem:

6 = — cosh™ (20w + 1)

Voltando a variavel u, temos:

Com o objetivo de isolar u, obtemos:

4 da
cosh(—0) = Z_ i

Lembrando que cosh(t) é uma fungao par, temos que a expressao para u é dada

por:

Dai, a equacao da orbita para u > %a ¢ dada por:
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Caso (iv) - parte 2: Quando u < 2

Utilizando a transformagao (% — u) = %, temos du = % ¢ daf:

aho= [ 2—a>d\uﬁ<u 5

3

/ dv / dv 1/ dv
— e - = _—a 2 -
oo — 1L vVav? —o p2 -2

_1
= 2

l\)\»—l

Y —

Daif:

2acdv

\/2av—1

Analogamente a parte 1, temos:

0 = —cosh™ (20w — 1)

Retornando a u e lembrando que cosh(t) é uma func¢ao par, obtemos:

Isolando u, vem:

- (—iﬁhﬁfzhz;)

Logo, temos que a equagao da orbita quando u < a é:
3 [ 1+ cosh(6)
r=—\———=
2a \ cosh(6) — 2
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Escolhemos os parametros aw = 3 e § = 4 para ilustrar os casos 4(a) e 4(b).

Na primeira figura, temos que o corpo ¢é ejetado com velocidade angular infinita

e tende a trajetoria circular:

Figura: caso 4(a)

Agora o corpo vem do infinito e tende ao circulo:

Figura: caso 4(b)

Nao custa lembrar que esta trajetéria circular é instavel, enquanto que no caso
gravitacional uma possivel trajetéria circular com centro no sol é estavel: sua per-

turbacao produziria uma elipse com foco no sol.
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3.2.5 Caso (v)

Quando S > %, se nota através da andlise do gréfico de g que f(u) possui uma

raiz real u = —a, onde a > « > 0. Além disso, temos duas raizes complexas com
parte real positiva. O raciocinio para mostrar este fato é inteiramente analogo ao

feito no caso ().

Logo, podemos definir as raizes complexas por:

/\1:b+0i

)\sz—Ci

com b, c > 0.

Logo, obtemos f(u) = (u + a){(u — b)* + ¢*}; De acordo com a equagao (3.1),

Vel:

1, du
“ 9_/\/(u+a){(u—b)2+02}

(3.18)

O objetivo é chegar no formato da integral de Legendre, para encontrarmos
as fungoes inversas de Jacobi. Em outras palavras, precisamos obter um polinémio
adequado de grau 4 dentro do radicando. Para atingirmos nosso propdsito, considere

os polinomios:

Si=u+a

Sy = (u—b)? 4 ¢
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Queremos encontrar um novo formato para S; e Sy, de forma a conseguirmos
atingir nosso objetivo. Assim, seja:

Sp+ NSy = M + (=2bA + Du + A(b* + %) +a

Estamos a procura dos valores de A para os quais o discriminante D(A) do
polindmio em u acima seja zero. Assim, para cada A\ encontrado, isso implica que

S1 4+ AS; tem raiz dupla.

Fazendo D(A) = 0, vem:

(=20A + 1) —4ANA(V* + ) +a) =0

(—4cH)N —4(a+b)A+1=0

Dai, resolvendo a equacao do segundo grau para os lambdas, obtemos:

—(a+b) —/(a+b)?+ 2

AL = D2 (3.19)
¢
—(a+0b)++/(a+b)?+c?
y = et Vet (3.20)

Afirmacgao 3.2.2. u; = q € a raiz dupla de Sy + \Sy correspondente a Ay e uy = —p
¢ a raiz dupla de Sy + ASy correspondente 4 Ay, onde p := \/(a+b)2+c2+a e

q:=+/(a+b)?2+c?—a.

Demonstragao: De fato, S;+ASy = Mu?+(—20A+1)u+\(b* +¢*) +a. Resolvendo

para u, vem:

u

~ (26A—1) £ /D(N)
N 2\
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Tomando A = A; e lembrando que D();) = 0, obtemos:

1

—(a+0b)—/(a+b)?2+c2
2¢?

Como A\, = , vem:

uy = | b+ 2
b 2[(a+b) ++/(a+b)2 + ]

. ab+b* +by/(a + )2 + 2 + ¢ (@ +b) — +/(a + b)% + ¢2
U (@t + et b2+ +

2 _ b)2 2
oo 2D s

—(a+0b) ++/(a+b)?+
2c?

1

U2 = b—
( —(a+b) +

Racionalizando a fracao acima, obtemos:

Agora tomando A = \y =

0, vem:

(a+b)2+62>

up = (b= (a+b) = Va0 +)
U2=—( (a+b)2+c2—|—a) =—p
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Portanto, da afirmagao (3.2.2), obtemos:

Sl + )\252 = )\Q(U +p)2 (321)

Sl + >\1S2 = )\1(u — q)2 (3.22)

Subtraindo a equacao (3.22) de (3.21), chegamos a:

(A2 — A1)S2 = Ao (u —I—p)2 — Ai(u— 9)2

Isto é:

§SZ:(AQA—zAI)(“er)Q_(AQA—IM)(“_QV (3.23)

Agora, multiplicando a equagao (3.21) por A, a equagao (3.22) por (—Xq) e

somando os resultados obtidos, vem:

(A1 — A2)S1 = (M) [(u+p)* = (u—q)?]

Ou seja:

= (500 ) s 0~ (a0 (320

$Note que esta é apenas uma nova forma de expressar Ss.
YSabemos que S; = u — a e que a equacio aqui obtida nada mais é do que um novo formato

para Si.
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Substituindo os valores de A; e Ay (vide (3.19) e (3.20)) nas novas expressoes de

S1 e Sy (equagdes (3.24) e (3.23), respectivamente), obtemos:

1 2 2
51=<4 ( )[(U+p) — (u—q)7]

a+b)?+ c?

Note que p+ ¢ = 24/(a + b)? + 2. Dali, vem:

1 2 (4 —a)?
~ (550 0402~ (=2 (3.29

Quanto a Sy, temos:

[ —(a+b)+/(a+D)?+c? )2 —(a+b) — /(a+b)%+ c? o2
S2—< N >(—l—p) < 2 /(a1 b)? 1 2 )( q)

Note que: \/(a+0)?+c*—(a+b)=qg—be/(a+b)?+c+(atb)=p+b

Dai, vem:

]‘ 2 2
S — (m) (g — b)(u+p)* + (p 4+ B)(u— ) (3.26)

Substituindo os valores obtidos em (3.25) e (3.26) na equagao (3.18), vem:

1, du
! 9ﬁ(p”)/¢[<u+p>2—<u—q>2n<q—b><u+p>2+<p+b><u—q>21

Reescrevendo a integral, vem:

@40 = V(pta) [ L
J<u+p>2<u+p>2<p+b> - (120

—b —
)+ (5
p+b u+p
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Com o objetivo de deixar a integral no formato de Legendre, faca as trans-

formagoes:

T= p (3.27)
—b

Dali, obtemos:

o7k = \/E/ V- :vcj)%(ci2 +2?)

Utilizando a férmula (2.10), temos que:

2
a2 = \/ —— p—Mcn_l(x)
p+b\p+q

+b L. .
com médulo k tal que k% = pT Simplificando, vem:
bTq

Dali, isolando cn~!(z), obtemos:

cn_l(x) = ”p_—i- qQ
2a

, vem:

Ptq

Definindo v :=

x = cn(v0)
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Retornando a varidvel u - de acordo com (3.27) - temos:

u—4q

= 0
it enla)
Logo,
_ pen(0) +q
u -_——-—
1 — en(~0)
Mas u = % Dali, vem:
= 1 —en(y8) (3.29)
q + p-cn(79)

onde p > gq.

De forma anéloga se obtém a ilustracao do caso V, a qual serd omitida aqui.
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Capitulo 4

Apeéendice

Abaixo estao os principais fatos de Variavel Complexa que podem ser encontrados

na referéncia [6].

Comecamos relembrando a definicao de indice de uma curva:

Definicao 4.0.1. Se v € uma curva retificdvel em C entao para a & vy temos que

( ) 1 / dz
n(v:a) = —
7 2mi ),z —a

¢ chamado o indice de vy relativo ao ponto a.

A seguir, o teorema da férmula integral de Cauchy:

Teorema 4.0.1. Seja G um subconjunto aberto do plano e f : G — C uma fun¢ao
analitica. Se vy € uma curva retificavel em G tal que n(v;w) = 0 para todo w €

C — G, entdo para a € G — {v} temos:
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Abaixo, a definicao de residuo e o teorema dos Residuos:

Definicao 4.0.2. Suponha que f tenha uma singularidade isolada em z = a e seja

+00

f2) =Y alz—ay

n=—oo
sua expansao em série de Laurent em torno de z = a. Entao o residuo de f em

z=a € o coeficiente a_y e denotaremos isso por Res(f,a) = a_y.

Teorema 4.0.2. Seja f uma funcao analitica na regido G exceto pelas singulari-
dades isoladas ay, as, ..., a,. Se v € uma curva retificivel fechada em G que nao

passa pelos ay e se n(v;w) =0 para todo w € C — G, entao:

i |1 = e es(ra)

Note que, se o indice da curva para cada singularidade é n(vy;ax) = 1, temos
que fv f=2mi>;_, Res(f,ay).

A seguir, o teorema do Principio do Argumento:
Teorema 4.0.3. Seja f uma fungcao meromorfa com polos pi, pa, ..., Pm € 2€T0S

21, 22, .ory Zn. Sey € uma curva retificavel fechada em G que ndao passa pelos zeros

e pdlos e tal que n(y;w) = 0 para todo w € C — G, entao:

1 N(Z) n m
_22, ’Yf()dZ—_ n’Y,Zk E Tl}/p]

Observe que, se n(v;2;) = 1 para cada k e n(y;p;) = 1 para cada j, entao
/
1 e,
21 77 f(z)

zeros e o numero de pélos de f.

=Z(f)— P(f), onde Z(f) e P(f) sao respectivamente o nimero de

Para finalizar, uma generalizagao do teorema acima:
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Teorema 4.0.4. Seja f uma fung¢ao meromorfa com polos pi, pa, ..., Pm € 2€T0S
21, 29, ..., Zn. Se g € uma funcao analitica em G ey € uma curva retificdvel fechada
em G que nao passa pelos zeros e pdlos e tal que n(y;w) = 0 para todo w € C — G,

entao:

o [ 92 E = Y gtantrsa) - 3 atwntin)

Em particular, para g(z) = z e n(vy; z) = n(v;p;) = 1 para todo k e j, temos:

1 [ ) - .
— | z dz = 2k — Dj
2mi J, f(2) ; ]z_;
Teorema 4.0.5. Funcoes duplamente periddicas sem singularidades sdo constantes

Demonstragao: Como f nao tem singularidades na célula OABC' (conjunto fe-
chado e limitado), entao | f(2)| < M na célula. Pela dupla periodicidade, a limitacao

vale Vz € C.

Sejam z, 2’ pertencentes a célula OABC e C um contorno tal que z, 2’ estejam

dentro de C'. Entao pela férmula de Cauchy, temos:

1) - 16) = 5 [ (5= =) o

2w c—2z <¢—z

Tome por C' o circulo com centro em z e raio p, com p > 2|2/ — z|; isto §é,

s =z + p.e?. Daf, pondo x = pcos(f) e y = psin(d), vem:

c—z=x+1y
dr  dy
ds = <@+Z@) df e

dz\ > dy 2
|ds| = \/(@) + (@) df = pdf
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Portanto,

[f(2") = f(2)] =

2%”' /c ((€ —Z;’igz— 2)) fle)ds
1

27 | 1
< _/ |Zl Z|M.pd9
2w Jo o gp-p

2M |2 — 2|
S —
p

Fazendo p — oo, obtemos |f(2') — f(2)] = 0 e logo f(2') = f(2), ou seja, f é

constante.

84



Referéncias Bibliograficas

Wittaker, E.T.; Watson, G.N. “A course of Modern Analysis”, Cambridge

University Press, Cambridge, 1927.

Wang, Z. X.; Guo, D. R., “Special Functions”, World Scientific Publishing Co
Pte Ltd., Singapore, 1989.

Lawden, Derek F., “Elliptic functions and applications”, Springer-Verlag, New
York, 1989.

Meyer, Kenneth R.; Jacobi Elliptic Functions from a Dynamical Systems Point
of View, The Mathematical Association of America, Monthly 108 (October
2001), 729-737.

Broucke, R., Notes on the central force r", Astrophysics and Space Science, 72

(1980), 33-53.

Conway, John B., “Functions of One Complex Variable”, Springer-Verlag, New
York, 1989.

McGehee, R.; Double collisions for a classical particle system with nongravita-

cional interaction, Comment. Math. Helvetici 56 (1981), 524-557.

Jones, G. A.; Singermann, D., Complex Functions: An Algebraic and Geome-

tric Viewpoint, Cambridge etc., Cambridge University Press 1987.

85



