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Prof. Dr. Fábio Souto de Azevedo (PPGMap - UFRGS)

Prof. Dr. Leonardo Prange Bonorino (PPGMat - UFRGS)

Prof. Dr. Luiz Fernando Carvalho da Rocha (PPGMat - UFRGS)

∗Bolsista da Coordenação de Aperfeiçoamento de Pessoal de Nı́vel Superior (CAPES)



Agradecimentos

Agradeço aos meus pais por estarem sempre presentes nos momentos em que

mais precisei e aos meus familiares por me ajudarem a seguir meus objetivos. Um

muito obrigado especial a minha tia, Helena, por todo apoio e carinho.

Agradeço ao meu orientador, Professor Luis Gustavo Mendes, pela dedicação e em-

penho em todas as etapas da dissertação. Mais especificamente, pela amizade que
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Resumo

Neste trabalho nos interessamos em expor algumas ligações entre funções eĺıpticas

e equações diferenciais não-lineares. Mais especificamente, focamos na integração

de alguns tipos de equações diferenciais através de funções eĺıpticas e expomos uma

aplicação a um problema mecânico de atração central não-gravitacional.



Abstract

In this work we expose relationships between elliptic functions and nonlinear

differential equations. We give an application to a mechanical problem of a non-

gravitacional central force.
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Introdução

A teoria de funções eĺıpticas se desenvolveu numa das mais elegantes áreas

clássicas da matemática, tendo como uma de suas fontes e motivações os proble-

mas da mecânica anaĺıtica. Dois de seus autores fundamentais foram Karl Wilhelm

Theodor Weierstrass e Carl Gustav Jakob Jacobi.

No caṕıtulo 1, apresentamos as noções fundamentais de funções eĺıpticas com-

plexas e demonstramos a equação diferencial da função de Weierstrass, bem como

relações entre funções eĺıpticas e algumas das notáveis fórmulas aditivas (expondo

e detalhando o material de [1] e [2] ).

Originalmente as funções eĺıpticas foram introduzidas como funções inversas de

integrais, muitas delas importantes nas aplicações mecânicas. E os autores clássicos

produziram equações diferenciais para elas. Mas é posśıvel inverter o processo e

introduzir as funções fundamentais de Jacobi via sistemas de equações diferenciais,

conforme [4].

No caṕıtulo 2, fórmulas aditivas serão usadas para integrar um tipo de equação

diferencial de grau quatro via funções eĺıpticas. Nesse ponto, introduzimos a função

seno de Jacobi via esse mesmo tipo de equação. E relembraremos as expressões

originais de algumas funções de Jacobi como funções inversas de integrais eĺıpticas,

que serão usadas no próximo caṕıtulo.
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A aplicação que temos em vista é a integração de equações do movimento em

campos centrais não-gravitacionais.

Uma das propriedades das funções de Jacobi é que essas funções degeneram em

funções trigométricas (circulares ou hiperbólicas) quando um parâmetro κ tende a

0 ou 1. Quando se perturba o problema de atração gravitacional do tipo 1
r2

para 1
rk

pode-se esperar que se possa ainda integrar as equações diferenciais do movimento

via as funções de Jacobi.

Mas por um resultado de Wittaker e Watson (vide [1]) e Broucke (vide [5]) são

poucos os valores de k que permitem integração por funções eĺıpticas. Por exemplo,

k = 4, o qual será focado em todo detalhe no caṕıtulo 3 deste trabalho, expandindo

a seção 5.3 de [3].

O estudo qualitativo das soluções para 1
rk
, ∀k > 0 foi feito em [7] e o caso k = 4

dá qualitativamente o aspecto do caso geral k > 3.
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Caṕıtulo 1

Funções Eĺıpticas sobre C

Vamos apresentar neste caṕıtulo alguns conceitos e proposições sobre Funções

Eĺıpticas que serão necessários ao longo da dissertação, expondo material de [1] e

[2].

No Apêndice reunimos fatos de Variável Complexa que usaremos ao longo do

trabalho.

1.1 Definição e propriedades gerais

Começaremos com algumas definições e propriedades sobre Funções Eĺıpticas

que podem ser encontrados em [1] e [2].

Definição 1.1.1. Sejam ω, ω
′
dois números (reais ou complexos) cuja razão não

seja um número puramente real. Uma função que satisfaça as equações f(z+2ω) =

f(z) e f(z + 2ω
′
) = f(z), para todos os valores de z para os quais f(z) existe, é

chamada função duplamente periódica de z, com peŕıodos 2ω e 2ω
′
.
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Definição 1.1.2. Dado um ponto z0 ∈ C, chamaremos de célula ou paralelogramo periódico

ao paralelogramo ABCD, onde A = z0,B = z0+2ω,C = z0+2ω+2ω′ e D = z0+2ω′.

Definição 1.1.3. Uma função meromorfa e duplamente periódica é chamada uma

função eĺıptica.

Observe que se tivermos uma função duplamente periódica sem pólos, isso im-

plica que teremos uma função inteira (isto é, definida em todo o plano complexo)

e limitada (pois todos seus valores se resumem a avaliar uma única célula e uma

função cont́ınua num compacto assume máximo e mı́nimo). O teorema de Liouville,

conforme o Apêndice, nos mostra que essa função só pode ser constante.

Portanto só faz sentido trabalharmos com funções que possuam pólos. Assim,

definimos o seguinte.

Definição 1.1.4. A ordem de uma função eĺıptica é o número de pólos que ela

possui no paralelogramo periódico, observando que:

Um pólo de ordem p é contado p-vezes;

Se o pólo está nos vértices (ou nas arestas), então apenas um deles é contado.∗

Com a definição de ordem dada, afirmamos que “funções eĺıpticas são pelo menos

de ordem dois”. Isso resulta diretamente do teorema abaixo.

Teorema 1.1.1. A soma dos reśıduos nos pólos de uma função eĺıptica f em seu

paralelogramo periódico é zero.

Demonstração: Podemos escolher o vértice O(z = z0) tal que o paralelogramo

periódico OABC contenha todos os pólos. Por um lado, sabemos que:

∗Para evitar erros de contagem, é melhor escolher o paralelogramo periódico tal que todos os

pólos se encontrem dentro da célula.
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∫
OABC

f(z)dz = 2πi
∑

Res(f)

Por outro, temos que tanto as integrais
∫
OA

e
∫
BC

quanto as
∫
AB

e
∫
CO

se

cancelam, pois:∫
OA

f(z)dz =

∫ z0+2ω

z0

f(z)dz

Fazendo u = z − 2ω′, vem:∫
BC

f(z)dz =

∫ z0+2ω′

z0+2ω+2ω′
f(z)dz =

∫ z0

z0+2ω

f(u+ 2ω′)du

Lembrando que f(u+ 2ω′) = f(u) por causa da periodicidade de f e utilizando

z como variável muda ao invés de u, obtemos:∫
BC

f(z)dz =

∫ z0

z0+2ω

f(u)du =

∫ z0

z0+2ω

f(z)dz = −
∫
OA

f(z)dz

De modo análogo,∫
CO

f(z)dz =

∫ z0

z0+2ω′
f(z)dz

Fazendo v = z − 2ω, vem:∫
AB

f(z)dz =

∫ z0+2ω+2ω′

z0+2ω

f(z)dz =

∫ z0+2ω′

z0

f(v + 2ω)dv

Como f(v + 2ω) = f(v) pela periodicidade de f e utilizando z como variável

muda ao invés de v, chegamos a:∫
AB

f(z)dz =

∫ z0+2ω′

z0

f(z)dz = −
∫
CO

f(z)dz

Logo,∫
OABC

f(z)dz =

∫
OA

f(z)dz +

∫
AB

f(z)dz +

∫
BC

f(z)dz +

∫
CO

f(z)dz = 0

Portanto, o lado esquerdo da equação inicial é zero, o que implica em∑
Res(f) = 0

�

A seguir, outra consequência imediata do teorema acima:
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Corolário 1.1.1. O número de zeros de uma função eĺıptica no paralelogramo

periódico é igual a sua ordem; isto é, ao número de pólos

Demonstração: Seja f uma função eĺıptica. Então f ′ também é eĺıptica e a função

φ definida por φ(z) =
f ′(z)

f(z)
também o é.

Por um lado, temos que a soma dos reśıduos de φ no paralelogramo periódico é

igual a:

∑
(Res(φ)) = Z(f)− P (f)

,

onde Z(f) e P (f) denotam, respectivamente, o número de zeros e o número de

pólos de f .

Por outro, φ é uma função eĺıptica. Logo,
∑

(Res(φ)) = 0.

Assim, segue o resultado. �

Corolário 1.1.2. Se uma função eĺıptica g tem ordem N > 0, então g assume cada

valor c ∈ C
∪
{∞} exatamente N vezes.

Demonstração: Esta é a definição de N se c = ∞; Logo, podemos assumir que

c ∈ C. Tomando f = g−c, notamos que f é eĺıptica e tem ordem N . Pelo corolário

(1.1.1), f tem exatamente N zeros, isto é, g assume N vezes o valor c. �

Abaixo veremos um teorema que relaciona a soma dos zeros com a soma dos

pólos.

Teorema 1.1.2. A soma dos zeros de uma função eĺıptica menos a soma dos pólos

no paralelogramo periódico é igual a um de seus peŕıodos, isto é, w.

Demonstração: Seja f uma função eĺıptica com peŕıodo w = 2mω + 2m′ω′, onde
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m,m′ ∈ Z. Seja s a ordem de f e αk, βk com (k = 1, ..., s) seus respectivos zeros e

pólos.

Então
s∑

k=1

αk −
s∑

k=1

βk =
1

2πi

∫
OABCO

zf ′(z)

f(z)
dz

onde os vértices de OABC são z0, z0+2ω, z0+2ω+2ω′ e z0+2ω′ respectivamente

e não existem zeros nem pólos na fronteira.

Primeiramente, considere
∫
OA

e
∫
BC

:∫
OA

zf ′(z)

f(z)
dz =

∫ z0+2ω

z0

zf ′(z)

f(z)
dz∫

BC

zf ′(z)

f(z)
dz =

∫ z0+2ω′

z0+2ω+2ω′

zf ′(z)

f(z)
dz =

∫ z0

z0+2ω

(u+ 2ω′)
f ′(u)

f(u)
du

onde a última igualdade resulta da substituição z = u+ 2ω′

Utilizando z como variável muda no lado direito da última igualdade de
∫
BC

,

vem:

(∫
OA

+

∫
BC

)
zf ′(z)

f(z)
dz =

= −
∫ z0+2ω

z0

2ω′f
′(z)

f(z)
dz =

= −2ω′ log f(z)]z0+2ω
z0

= −2ω′i[−2m′π] = 2m′ω′[2πi]

onde m′ ∈ Z e o termo −2iπm′ surge da definição de logaritmo complexo.

Da mesma forma, obtemos:(∫
AB

+

∫
CO

)
zf ′(z)

f(z)
dz = 2mω[2πi]

ondem ∈ Z e o termo −2iπm também surge da definição de logaritmo complexo.

Assim,
1

2πi

∫
OABCO

zf ′(z)

f(z)
dz = 2mω+2m′ω′ = w e o teorema fica demonstrado.

�
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1.2 A função ℘(z)

1.2.1 Definição e a equação diferencial de ℘(z)

Já vimos que funções eĺıpticas são pelo menos de ordem dois, conforme teorema

(1.1.1).

Dentre as funções eĺıpticas de ordem exatamente igual a dois, apresentaremos

agora† a função ℘(z) de Weierstrass, caracterizada por possuir um pólo duplo em

cada paralelogramo periódico.

Nessa seção, estaremos preocupados em construir a função ℘(z) de acordo com

a sua caracterização. Sendo assim, temos que:

Como ℘ tem um pólo duplo, podemos escolher w = 2mω + 2m′ω′ como seu

“único”(entende-se por único no paralelogramo considerado) pólo, onde 2ω e 2ω′

são os peŕıodos da função ℘ e m,m′ ∈ Z.

Além disso, como a soma dos reśıduos de uma função eĺıptica é zero, a parte

principal de f no pólo é A
(z−w)2

. Tome, por simplicidade, A = 1. Com os dados

acima, constrúımos a função eĺıptica de Weierstrass:

℘(z) :=
1

z2
+

′∑[
1

(z − w)2
− 1

w2

]
Onde:

∑′
denota o somatório sobre m,m′ ∈ Z com o termo m = m′ = 0

exclúıdo.

A seguir, algumas propriedades imediatas (ou quase imediatas) da função ℘(z):

†Também temos as funções eĺıpticas de Jacobi, cuja ordem é exatamente dois, mas que se

caracterizam por possúırem dois pólos simples. Ao invés de introduzi-la neste Caṕıtulo, optamos

por apresentá-la através de uma equação diferencial no Caṕıtulo 2
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1) ℘(z) é uma função duplamente periódica‡ (2ω, 2ω′) com w como seu único

pólo (em cada paralelogramo periódico);

2) Na vizinhança da origem, sua parte principal é
1

z2
;

3) ℘(z)− 1

z2
= 0 quando z −→ 0

Afirmação 1.2.1. As três propriedades acima determinam ℘ completamente.

Demonstração: De fato, se existisse f com as mesmas propriedades, então f(z)−

℘(z) seria uma função duplamente periódica sem singularidades (por 1 e 2); Logo,

pelo teorema (4.0.5), f(z) − ℘(z) = C, C constante. Pela terceira propriedade,

C=0. Assim f(z) = ℘(z).

�

4) ℘(z) é uma função par e ℘′(z) é ı́mpar;

Observe que, na vizinhança da origem, ℘(z) − 1
z2

pode ser expandida em série

de potências.

Para tal, considere g(z) := 1
(z−w)2

. Dáı:

g(0) = 1
w2 ;

g′(z) = −2
(z−w)3

; g′(0) = 2
w3

e, sucessivamente, obtemos:

g(z)− g(0) = zg′(0) + z2g′′(0) +
z3

3!
g′′′(0) + ...

isto é,

‡A convergência de ℘(z) é baseada em ideias clássicas e apresentada - por exemplo - em [2].

Como estamos interessados mais em apresentar propriedades, optamos por não apresentá-la aqui.

9



1

(z − w)2
− 1

w2
=

2z

w3
+

3z2

w4
+ ...+ (n+ 1)

zn

wn+2
+ ...

Agora, perceba que os termos ı́mpares, quando somados, se tornam nulos pois:

Afirmação 1.2.2.
′∑ 1

w2n−1
= 0

Demonstração: Sejam m,m′ ∈ Z não simultaneamente nulos.

Se na soma ocorre o termo

1

(2mω + 2m′ω′)2n−1
(1.1)

então, como
∑′

percorre m,m′ ∈ Z (exceto m = m′ = 0), ocorre também o

termo

1

(2(−m)ω + 2(−m′)ω′)2n−1
(1.2)

que é igual a:

1

(−1)2n−1(2mω + 2m′ω′)2n−1
=

−1

(2mω + 2m′ω′)2n−1

Logo, a soma de (1.1) com (1.2) é nula. Como m,m′ ∈ Z são arbitrários, segue

o resultado.

�

Finalmente, com a afirmação acima obtemos a seguinte expansão da função de

Weierstrass:

℘(z) =
1

z2
+ c2z

2 + c3z
4 + ...+ cnz

2n−2 + ... =
∞∑
n=0

cnz
2n−2 (1.3)

10



onde:

c0 = 1, c1 = 0, c2 = 3

′∑ 1

w4
, c3 = 5

′∑ 1

w6

cn = (2n− 1)

′∑ 1

w2n
, ∀n > 2.

Diferenciando (1.3), vem:

℘′(z) =
−2

z3
+ 2c2z + 4c3z

3 + ...+ (2n− 2)cnz
2n−3 + ... (1.4)

1.2.2 A equação diferencial de ℘(z) e algumas consequências:

Queremos estudar a relação algébrica existente entre ℘(z) e ℘′(z). Após obter

tal relação, desejamos mostrar a ligação existente entre os semipeŕıodos ω e ω′

da função ℘(z) tanto com seus zeros como com certas constantes η, η′, definidas

posteriormente.

Proposição 1.2.1. A relação algébrica entre ℘(z) e ℘′(z) é dada por

℘′2(z) = 4℘3(z)− g2℘(z)− g3

onde:

g2 = 60

′∑
w−4 e g3 = 140

′∑
w−6

Demonstração: Considere as expansões em série de potências de ℘(z) e de ℘′(z),

dadas pelas equações (1.3) e (1.4). Note que:

℘3(z) =
1

z6
+

3c2
z2

+ 3c3 + ...

℘′2(z) =
4

z6
− 8c2

z2
− 16c3 + ...

11



onde os termos que não aparecem nas equações acima se tornam nulos quando

z = 0.

Com o objetivo de eliminar o termo z−6 quando somarmos as equações acima,

multiplique a primeira equação por −4. Dáı,

℘′2(z)− 4℘3(z) = −20c2
z2

− 28c3 + ...

A idéia aqui é usar fortemente a terceira propriedade da função ℘(z), isto é:

℘(z)− 1

z2
= 0 quando z −→ 0

Agora, observe que as funções eĺıpticas:

℘′2(z)− 4℘3(z) e − 20c2℘(z)− 28c3

têm os mesmos peŕıodos e partes principais.

Pelo teorema (4.0.5), a diferença entre essas duas funções é constante.

E pelo fato de que a diferença é nula em z = 0, resulta que elas são iguais.

Pondo g2 := 20c2, g3 := 28c3 e lembrando de (1.3), segue o resultado.

�

A seguir, uma consequência imediata da equação obtida acima.

Corolário 1.2.1. ℘′′(z) = 6℘2(z)− g2
2

Demonstração: Basta derivar a equação da proposição acima e dividir ambos os

membros por 2℘′(z). Segue o resultado.

�
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1.2.3 Cúbicas projetivas na forma de Weierstrass

A relação algébrica entre ℘(z) e ℘′(z) que obtivemos acima é de extrema im-

portância. De fato, considere o caso especial de uma curva cúbica na chamada

“forma de Weierstrass”, cujas coordenadas (x′, y′) satisfazem:

(y′)2 = 4(x′)3 − g2(x
′)− g3

onde g2, g3 ∈ C.

De acordo com a proposição (1.2.1), as coordenadas dessa curva podem ser

expressas em termos de funções eĺıpticas:

x′ = ℘(u) y′ = ℘′(u) (1.5)

e os pares (x′, y′) estão em correspondência um-a-um com u dentro de uma célula.

Antes de mostrarmos isso, note que ℘(0+w) = ℘(0) = ∞ e ℘′(0) = ∞. Além disso,

mostraremos na afirmação (1.2.3) que ℘(ωk + w) = ℘(ωk) = ek e ℘′(ωk + w) =

℘′(ωk) = 0. Seja θ a aplicação que leva u nos pontos (x′ = ℘(u), y′ = ℘′(u)) da

cúbica. Temos então que:

θ(0 + w) = θ(0) = (∞,∞) e θ(ωk + w) = θ(ωk) = (ek, 0)

Para cada ponto restante (x′, y′) da cúbica, temos x′ ̸= ∞, ek e y′ ̸= ∞, 0.

Como ℘(u) é par e de ordem 2, segue do corolário (1.1.2) que para cada x′ ̸= ∞, ek

existem duas soluções distintas u = ±u1 para ℘(u) = x′. Como ℘′(u) é uma função

ı́mpar, ℘′(u1) ̸= ℘′(−u1), pois ℘
′(u1) ̸= 0. Então existe um único u em cada célula

satisfazendo θ(u) = (x′, y′) e, portanto, θ é uma bijeção§.

§Maiores detalhes sobre a demonstração podem ser encontrados na referência [8].
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O ponto u = 0 é pólo tanto de ℘(z) quanto de ℘′(z). Então é natural estendermos

o plano (x′, y′) ∈ C × C ao plano projetivo, o que é feito adjuntando mais dois

sistemas de coordenadas (x1, y1) e (x2, y2):

x1 :=
x′

y′
e y1 :=

1

y′

x2 :=
1

x′ e y2 :=
y′

x′

.

Temos então que:

y1 =
1

y′
=

1

℘′(u)
= −1

2
u3 +O(u7)

e

x1 =
x′

y′
=

℘(u)

℘′(u)
= −(

1

2
)u− (

1

20
)g2u

5 +O(u7),

ou seja (x1, y1) ∼ (u, u3) o que significa que temos uma inflexão.

Ou seja, o completamento projetivo da cúbica em (x′, y′) tem inflexão com a

reta no infinito y1 = 0, quando o parâmetro u = 0.
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x

y’

x =
’2

1

x

y’
2

= y’
x ’

x
1
= x’

y’

’

y ’
y = 1

Cúbica no plano projetivo

Vamos continuar estabelecendo a correspondência entre valores do parâmetro u

e a cúbica:

(y′)2 = 4(x′)3 − g2x
′ − g3

Agora, sejam e1, e2, e3 as ráızes de 4(x′)3 − g2x
′ − g3. Então temos:

4(x′)3 − g2x
′ − g3 = 4(x′ − e1)(x

′ − e2)(x
′ − e3)

e, portanto, obtemos:

e1 + e2 + e3 = 0; e1e2 + e1e3 + e2e3 =
−g2
4

; e1e2e3 =
g3
4

(1.6)

Pela proposição (1.2.1) e pelas considerações acima, vemos que a cada raiz ek

do polinômio cúbico em ℘(z) (k=1,2,3), correspondem os três zeros zk de ℘′(z) no
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paralelogramo periódico, isto é,

℘(zk) = ek

O que vamos mostrar a seguir é que os zeros de ℘′(z) estão estritamente relaci-

onados com os semipeŕıodos da função ℘(z).

Afirmação 1.2.3. zk = ωk (k=1,2,3), onde

ω1 = ω, ω2 = −ω − ω′ e ω3 = ω′

Demonstração: Do fato de ℘′(z) ser periódica e ı́mpar, vem:

℘′(z + 2ω) = ℘′(z) = −℘′(−z)

Tome z = −ω na equação acima. Obtemos:

℘′(ω) = −℘′(ω)

Se ω não é pólo, temos que ℘′(ω) é finito e assim obtemos:

2℘′(ω) = 0

donde ℘′(ω) = 0.

Da mesma forma, chegamos à ℘′(ω′) = 0 e ℘′(−ω − ω′) = 0.

�

Assim, temos ℘(ω1) = e1, ℘(ω2) = e2 e ℘(ω3) = e3, onde ω1 = ω, ω2 = −ω − ω′

e ω3 = ω′.
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1.2.4 Expressão de uma função eĺıptica em termos de ℘(z)

Vamos mostrar que toda função eĺıptica se escreve em função de ℘(z).

Como ℘(z) é uma função par, precisamos dividir em dois casos: f par e f ı́mpar.

Para ambos os casos, considere o paralelogramo ABCD, onde

A = ω + ω′, B = ω′ − ω, C = −ω′ − ω e D = ω − ω′

CASO 1: Seja f = f1 par.

Temos que dentro do paralelogramo ABCD, os zeros e os pólos aparecem aos

pares. Respectivamente, temos ±α1,±α2, ...,±αk e ±β1,±β2, ...,±βl.

Sabemos do corolário (1.1.1) que o número de zeros de uma função eĺıptica é

igual ao número de pólos. Então, se:

k < l, z = 0 é um zero de ordem 2(l − k);

k > l, z = 0 é um pólo de ordem 2(k − l).

A ordem s da função eĺıptica f é o valor máximo entre {2k, 2l}.

Para encontrarmos f em termos de ℘(z), defina:

φ(z) :=
[℘(z)− ℘(α1)].[℘(z)− ℘(α2)]...[℘(z)− ℘(αk)]

[℘(z)− ℘(β1)].[℘(z)− ℘(β2)]...[℘(z)− ℘(βl)]

Note que φ tem os mesmos zeros e pólos de f ; Além disso, a periodicidade de

φ segue diretamente da periodicidade de ℘. Por isso,
f

φ
é uma função duplamente

periódica sem singularidades; logo, pelo teorema (4.0.5),
f

φ
é uma constante. Assim,

temos:

f(z) = C
[℘(z)− ℘(α1)].[℘(z)− ℘(α2)]...[℘(z)− ℘(αk)]

[℘(z)− ℘(β1)].[℘(z)− ℘(β2)]...[℘(z)− ℘(βl)]

CASO 2: f = f2 ı́mpar
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Sabemos que ℘′(z) é ı́mpar; Dáı,
f(z)

℘′(z)
é par. Utilizando o resultado anterior,

vem:

f(z) = C
[℘(z)− ℘(α1)].[℘(z)− ℘(α2)]...[℘(z)− ℘(αk)]

[℘(z)− ℘(β1)].[℘(z)− ℘(β2)]...[℘(z)− ℘(βl)]
℘′(z)

Agora note que uma função eĺıptica geral f(z) pode ser escrita como uma soma

de uma função par com uma função ı́mpar, como segue:

f(z) =
f(z) + f(−z)

2
+

f(z)− f(−z)

2
= f1(z) + f2(z)

1.3 A função ζ(z)

1.3.1 Definição e relação existente com ℘(z)

Essa função é de grande importância na teoria, pois precisamos dela para a re-

presentação da integral de uma função eĺıptica. Para constrúı-la, primeiramente

considere um caminho no plano complexo que una os pontos 0 e z e que tal cami-

nho não passe por pólo algum. Assim, temos: ¶

z∫
0

℘(z)− 1

z2
dz = −

′∑[
1

z − w
+

z

w2
+

1

w

]
(1.7)

Agora defina:

ζ(z) :=
1

z
+

′∑[
1

z − w
+

z

w2
+

1

w

]
(1.8)

Comparando (1.7) e (1.8), vem:

¶Uso no integrando z ao invés da variável muda u para simplificar a notação

18



z∫
0

℘(z)− 1

z2
dz =

1

z
− ζ(z)

Diferenciando a equação acima, obtemos:

ζ ′(z) = −℘(z) (1.9)

Em outras palavras, a função zeta é o oposto aditivo da integral termo a termo

da série da função ℘ de Weierstrass na vizinhança da origem. Além disso, ζ(z) é

uma função ı́mpar. De fato, temos que:

ζ(−z) =
1

−z
+

′∑[
1

−z − w
+

−z

w2
+

1

w

]
Agora note que:

′∑[
1

−z − w
+

−z

w2
+

1

w

]
= −

′∑[
1

z + w
+

z

w2
+

1

−w

]
= −

′∑[
1

z − w
+

z

w2
+

1

w

]

onde a última igualdade é válida porque o somatório é sobre todos m,m′ ∈ Z

(exceto m = m′ = 0), então tanto faz utilizar w ou −w.∥

Portanto,

ζ(−z) = −ζ(z)

Mas o lado direito da equação (1.7) é uma função meromorfa com pólo simples

em z = w. Isso nos diz algo:

Observação 1.3.1. ζ(z) não é uma função eĺıptica nem possui dupla periodicidade

∥Lembrando que w = 2mω + 2m′ω′, onde 2ω e 2ω′ são os peŕıodos da função ℘
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Demonstração. Note que a afirmação acima segue diretamente do fato de ζ(z) ter

apenas um pólo simples e, portanto, possuir reśıduo(Já sabemos do teorema (1.1.1)

que funções eĺıpticas f tem
∑

Res(f) = 0). Utilizando a contrapositiva do teorema

(1.1.1), segue o resultado.

�

Apesar de não termos dupla periodicidade nem elipticidade para a função ζ(z),

note que ζ(z + w) e ζ(z) possuem a mesma derivada, conforme mostrado a seguir:

ζ ′(z + w) = −℘(z + w) = −℘(z) = ζ ′(z)

onde a primeira e a terceira igualdades seguem de (1.9), e a segunda segue da

periodicidade de ℘(z).

Logo, ζ(z + w) e ζ(z) diferem por uma constante. Esse fato nos ajudará a

“remediar”a falta da dupla periodicidade para a função ζ(z), conforme a próxima

definição.

Definição 1.3.1. As constantes fundamentais η e η′ são definidas de forma que:

ζ(z + 2ω) = ζ(z) + 2η ζ(z + 2ω′) = ζ(z) + 2η′ (1.10)

Note que utilizando o fato de ζ(z) ser uma função ı́mpar e colocando z = −ω, z =

−ω′ respectivamente nas equações de (1.10), obtemos a seguinte relação funcional

que envolve a função ζ, os semipeŕıodos ω, ω′ de ℘(z) e as constantes η e η′:

ζ(ω) = η ζ(ω′) = η′ (1.11)

Com as relações acima, obtemos a seguinte generalização:

Afirmação 1.3.1. ζ(z + w) = ζ(z + 2mω + 2m′ω′) = ζ(z) + 2mη + 2m′η′
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Demonstração: Para os naturais, faremos a prova por indução. Para m = m′ = 1,

temos por definição que:

ζ(z + 2ω + 2ω′) = ζ(z + 2ω) + 2η′ = ζ(z) + 2η + 2η′

.

Supondo a afirmação válida para m,m′ ∈ N, vem:

ζ(z + 2(m+ 1)ω + 2(m′ + 1)ω′) = ζ(z + 2mω + 2m′ω′ + 2ω + 2ω′) =

= ζ(z + 2mω + 2m′ω′) + 2η + 2η′ = ζ(z) + 2mη + 2m′η′ + 2η + 2η′ =

= ζ(z) + 2(m+ 1)η + 2(m′ + 1)η′

Para os inteiros negativos, note primeiramente que:

ζ ′(z − 2ω) = −℘(z − 2ω) = −℘(z) = ζ ′(z)

onde a primeira e a última igualdades seguem de (1.9) e a igualdade inter-

mediária segue da periodicidade de ℘(z).

Logo, ζ(z − 2ω) − ζ(z) = C, onde C é uma constante a ser determinada. Ao

substituir z = ω obtemos C = −2η. Repetindo o mesmo processo de indução para

ζ(z − 2nω), n inteiro positivo, fica demonstrada a afirmação.

�

Como já sabemos que ζ ′(z) = −℘(z) por (1.9), temos a seguir a expansão em

série de potências da função ζ(z) na vizinhança da origem, obtida integrando termo

a termo a série de ℘(z) e trocando o sinal de cada parcela. Assim, vem:
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ζ(z) =
1

z
− c2z

3

3
− c3z

5

5
− ...− cnz

2n−1

2n− 1
− ... (1.12)

No que segue, apresentamos uma relação de grande valia entre os semipeŕıodos

ω, ω′ de ℘(z) e as constantes η, η′.

Afirmação 1.3.2. Correspondente aos ωk:

ω1 = ω, ω2 = −ω − ω′ e ω3 = ω′

temos:

ζ(ωk) = ηk

onde:

η1 = η, η2 = −η − η′ e η3 = η′

Demonstração: ζ(ω1) = η1 e ζ(ω3) = η3 = são provenientes de (1.11). Para

mostrar que ζ(ω2) = η2, note que pela afirmação (1.3.1), vem:

ζ(z + 2ω + 2ω′) = ζ(z) + 2η + 2η′

Pondo z = −ω − ω′ = ω2 na equação acima, obtemos:

ζ(ω + ω′) = ζ(−ω − ω′) + 2η + 2η′

Pelo fato de ζ(z) ser uma função ı́mpar, vem:

−2η − 2η′ = ζ(−ω − ω′)− ζ(ω + ω′) = 2ζ(−ω − ω′)

ou seja:

ζ(ω2) = −η − η′ = η2
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Proposição 1.3.1. ηω′ − ωη′ =
πi

2
, onde i =

√
−1

Demonstração: Sem perda de generalidade∗∗, suponha que Im(
ω′

ω
) ≥ 0 e con-

sidere o paralelogramo OABC, onde o vértice O = z0, o vértice A = z0 + 2ω,

B = z0 + 2ω + 2ω′ e C = z0 + 2ω′. Então, temos:

1

2πi

∫
OABCO

ζ(z)dz =
∑

Res(ζ(z)) = 1

onde a última igualdade segue de (1.12).

Assim, obtemos:

∫
OABCO

ζ(z)dz = 2πi (1.13)

Agora, analisemos em separado as integrais
∫
OA

e
∫
BC

:

∫
OA

ζ(z)dz +

∫
BC

ζ(z)dz =

∫ z0+2ω

z0

ζ(z)dz +

∫ z0+2ω′

z0+2ω+2ω′
ζ(z)dz

Na
∫
BC

, faça a substituição u = z − 2ω′; Dáı, vem:

∫
OA

ζ(z)dz +

∫
BC

ζ(z)dz =

∫ z0+2ω

z0

ζ(z)dz +

∫ z0

z0+2ω

ζ(u+ 2ω′)du

Lembrando que ζ(u+ 2ω′) = ζ(u) + 2η′, temos:

∫
OA

ζ(z)dz +

∫
BC

ζ(z)dz =

∫ z0+2ω

z0

ζ(z)dz −
∫ z0+2ω

z0

ζ(z)dz −
∫ z0+2ω

z0

2η′dz =

∗∗Se Im(
ω′

ω
) ≤ 0, a integral será computada no sentido horário
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= −
∫ z0+2ω

z0

2η′dz = −2η′(z0 + 2ω − z0) = −4ωη′

Analogamente, obtemos
∫
AB

e
∫
CO

, cuja soma é 4ω′η.

Portanto, substituindo os resultados obtidos em (1.13), vem:

4ω′η − 4ωη′ = 2πi

Dividindo por quatro ambos os membros da equação acima, segue o resultado.

�

1.3.2 Expressão de uma função eĺıptica em termos de ζ(z)

Suponha que os k-pólos βr de uma função eĺıptica f(z) com peŕıodos (2ω, 2ω′) sejam

em geral de ordem pr e a parte principal na vizinhança de βr seja conhecida por:

Br,1

z − βr

+
Br,2

(z − βr)2
+ ...+

Br,pr

(z − βr)pr

Com base nisso, defina a seguinte função:

φ(z) :=
k∑

r=1

{
Br,1ζ(z − βr)−Br,2ζ

′(z − βr) + ...+ (−1)pr−1 Br,pr

(pr − 1)!
ζ(pr−1)(z − βr)

}

Agora, observe que como z = 0 é um pólo simples de ζ(z), φ tem os mesmos

pólos e a mesma parte principal de f .

Quanto à periodicidade, note que:

ζ(z − βr + 2ω) = ζ(z − βr) + 2η
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e derivando a equação acima, obtemos:

ζ ′(z − βr + 2ω) = ζ ′(z − βr)

Derivando sucessivamente, vem:

ζ(pr−1)(z − βr + 2ω) = ζ(pr−1)(z − βr)

Com base no que temos acima, vemos que:

φ(z + 2ω) = φ(z) + 2η
k∑

r=1

Br,1

No entanto,
k∑

r=1

Br,1 é a soma dos reśıduos de f , logo igual a zero pelo teorema

(1.1.1).

Assim, φ(z + 2ω) = φ(z). De forma análoga, φ(z + 2ω′) = φ(z).

Das relações acima, f(z)−φ(z) é uma função duplamente periódica sem singu-

laridades. Portanto, constante pelo teorema (4.0.5).

Finalmente,

f(z) = C +
k∑

r=1

pr∑
q=1

(−1)q−1Br,q

(q − 1)!
ζ(q−1)(z − βr)
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1.4 A função σ(z)

1.4.1 Definição e expressão de uma função eĺıptica em ter-

mos de σ(z)

A função σ(z) é obtida de modo parecido com a função ζ(z). Para constrúı-la,

considere um caminho ligando os pontos 0 e z de forma que este não passe por

pólos e considere a seguinte integral:

∫ z

0

ζ(z)− 1

z
dz =

′∑[
ln
(
1− z

w

)
+

z

w
+

z2

2w2

]
(1.14)

Para evitar a ocorrência de função logaŕıtmica multivalente, colocamos o lado

direito de (1.14) igual a ln(σ(z)
z
). Assim, temos:

∫ z

0

(ζ(z)− 1

z
)dz = ln

(
σ(z)

z

)
(1.15)

Portanto, comparando (1.14) e (1.15), vem:

σ(z) = zΠ
′
{(

1− z

w

)
exp

(
z

w
+

z2

2w2

)}
(1.16)

onde Π
′
é o produto extendido a todos os inteiros m,m′ ∈ Z, exceto o caso

m = m′ = 0.

Note que, diferenciando (1.15), obtemos:

ζ(z)− 1

z
=

σ′(z)

σ(z)
− 1

z

ou seja:
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σ′(z)

σ(z)
= ζ(z) (1.17)

Abaixo, algumas propriedades da função σ(z):

1) σ(z) é uma função ı́mpar;

2) σ(z) não tem singularidade na parte finita do plano;

3) z = w como sua única raiz (w = 0 está inclúıdo em w = 2mω + 2m′ω′)

Note que a função σ(z) não é uma função eĺıptica. De fato, caso fosse, teŕıamos

uma função duplamente periódica sem singularidades. Logo uma constante, pelo

teorema (4.0.5).

Assim, de forma a achar um análogo da dupla periodicidade, obtemos as seguin-

tes relações:

Afirmação 1.4.1.

σ(z + 2ω) = − exp(2η(z + ω))σ(z) (1.18)

σ(z + 2ω′) = − exp(2η′(z + ω′))σ(z) (1.19)

σ(z + 2ω + 2ω′) = − exp[2(η + η′)(z + ω + ω′)]σ(z) (1.20)

Demonstração: Note que

σ′(z + 2ω)

σ(z + 2ω)
− σ′(z)

σ(z)
= ζ(z + 2ω)− ζ(z) = 2η

onde a primeira igualdade segue de (1.17) e a segunda segue de (1.10).

Integrando a equação acima, vem:
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ln(σ(z + 2ω))− ln(σ(z)) = 2ηz + lnC

ln

(
σ(z + 2ω)

σ(z)

)
= 2ηz + lnC

σ(z + 2ω)

σ(z)
= C exp(2ηz)

σ(z + 2ω) = C exp(2ηz)σ(z)

Substituindo z = −ω na última equação para obtermos o valor de C e lembrando

que σ(z) é uma função ı́mpar, obtemos:

σ(ω) = C exp(−2ηω)[−σ(ω)]

1 = −C exp(−2ηω)

C = − exp(2ηω)

Dáı, chegamos à (1.18). De forma análoga, obtemos (1.19). Para mostrarmos

(1.20), utlizaremos (1.19) para z̃ = z + 2ω e após a equação(1.18). Logo, temos:

σ(z + 2ω + 2ω′) = − exp(2η′(z + 2ω + ω′))σ(z + 2ω) =

= − exp(2η′(z + 2ω + ω′))[− exp(2η(z + ω))σ(z)]

σ(z + 2ω + 2ω′) = exp(2η′(z + 2ω + ω′) + 2η(z + ω))σ(z)
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Fazendo os cálculos apenas com o expoente, vem:

2η′(z + 2ω + ω′) + 2η(z + ω) = 2η′(z + ω′) + 2η(z + ω) + 4η′ω

Reescrevendo, vem:

2η′(z + 2ω + ω′) + 2η(z + ω) = 2η′(z + ω′) + 2η(z + ω) + 2η′ω + 2η′ω

2η′(z + 2ω + ω′) + 2η(z + ω) = 2η′(z + ω + ω′) + 2η(z + ω) + 2η′ω

Da proposição (1.3.1) [2η′ω = 2ηω′ − πi], segue que:

2η′(z + 2ω + ω′) + 2η(z + ω) = 2η′(z + ω + ω′) + 2η(z + ω + ω′)− πi

2η′(z + 2ω + ω′) + 2η(z + ω) = 2(η + η′)(z + ω + ω′)− πi

Utilizando a última igualdade, obtemos:

σ(z + 2ω + 2ω′) = exp[2(η + η′)(z + ω + ω′)] exp[−πi]σ(z)

ou seja:

σ(z + 2ω + 2ω′) = − exp[2(η + η′)(z + ω + ω′)]σ(z)

conforme queŕıamos demonstrar.

�
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Expressando uma função eĺıptica em termos de σ(z)

Seja f(z) uma função eĺıptica com peŕıodos (2ω, 2ω′) e de ordem s.

De acordo com o corolário (1.1.1), sejam αr e βr, (r = 1, ..., s), os respectivos

s-zeros e s-pólos de f(z) no paralelogramo periódico.

Pelo teorema (1.1.2), podemos escrever:

s∑
r=1

αr −
s∑

r=1

βr = 2Ω

onde 2Ω é um certo peŕıodo.

Com as hipóteses acima, construa a seguinte função:

φ(z) =
σ(z − α1)...σ(z − αs)

σ(z − β1)...σ(z − βs−1)σ(z − βs − 2Ω)

Note que:

φ tem os mesmos zeros e pólos de f , pois z = 0 é um zero simples de σ(z).

Agora, verifiquemos a periodicidade de φ:

Primeiramente, temos por (1.18) que:

σ(z − α1 + 2ω) = − exp(2η(z − α1 + ω))σ(z − α1)

σ(z − α2 + 2ω) = − exp(2η(z − α2 + ω))σ(z − α2)

e, sucessivamente, obtemos:

σ(z − αs + 2ω) = − exp(2η(z − αs + ω))σ(z − αs)
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Também temos:

σ(z − β1 + 2ω) = − exp(2η(z − β1 + ω))σ(z − β1)

e, sucessivamente, vem:

σ(z − βs−1 + 2ω) = − exp(2η(z − βs−1 + ω))σ(z − βs−1)

σ(z − βs − 2Ω + 2ω) = − exp(2η(z − βs − 2Ω + ω))σ(z − βs − 2Ω)

Dáı, segue que:

φ(z + 2ω) =
(−1)s exp(2η(sz + sω − α1 − ...− αs))

(−1)s exp(2η(sz + sω − β1 − ...− βs − 2Ω))
φ(z)

φ(z + 2ω) = exp

(
2η

(
−

s∑
r=1

αi +
s∑

r=1

βi + 2Ω

))
φ(z)

Mas sabemos que

(
−

s∑
r=1

αi +
s∑

r=1

βi

)
= −2Ω por hipótese.

Dáı,

φ(z + 2ω) = exp(0)φ(z) = φ(z)

De forma análoga, φ(z + 2ω′) = φ(z).

Portanto,
f(z)

φ(z)
é uma função duplamente periódica sem singularidades, o que

implica pelo Teorema (4.0.5) que
f(z)

φ(z)
é constante.

Assim, obtemos:
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f(z) = C
σ(z − α1)...σ(z − αs)

σ(z − β1)...σ(z − βs−1)σ(z − βs − 2Ω)

.

Agora que já sabemos trabalhar com a função σ(z), temos que a expressão da

integral de uma função eĺıptica f em termos de ζ(z) é:

∫
f(z)dz = Cz + C ′ +

k∑
r=1

Br,1 lnσ(z − βr) +
k∑

r=1

pr−1∑
q=1

(−1)qBr,q+1

(q)!
ζ(q−1)(z − βr)

.

1.5 Fórmulas de adição para σ(z), ζ(z) e ℘(z):

Definição 1.5.1. Uma fórmula de adição para uma função f é uma expressão

obtida para f(z + u), u sendo uma constante arbitrária.

(1) Obtenção da fórmula de adição para σ(z):

Primeiramente, expresse a função eĺıptica g(z) = ℘(z)−℘(u) em termos de σ(z);

Para tal, lembre-se que:

a) g tem duas ráızes: u e −u;

b) z = 0 é pólo duplo de g.

Dáı, temos:

℘(z)− ℘(u) = C
σ(z + u)σ(z − u)

σ2(z)
(1.21)

Para encontrarmos o valor de C, faça o seguinte:

a) Multiplique a equação acima por σ2(z);
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b) Faça z −→ 0.

Note que com as condições acima, obtemos:

[℘(z)− ℘(u)]σ2(z) = Cσ(z + u)σ(z − u) (1.22)

E quando z −→ 0, σ(z) ≈ z e ℘(z) ≈ 1

z2
de forma que:

[℘(z)− ℘(u)]σ2(z) −→ 1

Como σ(z) é anaĺıtica na vizinhança da origem, temos que quando z −→ 0:

Cσ(z + u)σ(z − u) −→ Cσ(u)σ(−u) = −Cσ2(u)

Assim, fazendo z −→ 0 na equação (1.22), vem:

1 = −Cσ2(u)

ou seja, C =
−1

σ2(u)
.

Substituindo o valor de C em (1.21), obtemos:

℘(z)− ℘(u) = −σ(z + u)σ(z − u)

σ2(u)σ2(z)
(1.23)

que é a fórmula de adição para a função sigma.

(2) Obtenção da fórmula de adição para ζ(z):

Para encontrarmos a fórmula de adição para a função zeta, vamos primeiramente

tomar o logaritmo em ambos os lados da equação (1.23) para após tomarmos a

derivada.

Tomando logaritmos, vem:
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ln[℘(z)− ℘(u)] = ln

[
−σ(z + u)σ(z − u)

σ2(u)σ2(z)

]
Derivando, temos:

℘′(z)

℘(z)− ℘(u)
=

σ′(z + u)

σ(z + u)
+

σ′(z − u)

σ(z − u)
− 2

σ′(z)

σ(z)

ou, equivalentemente,

℘′(z)

℘(z)− ℘(u)
= ζ(z + u) + ζ(z − u)− 2ζ(z)

Trocando z por u na equação acima (note que ζ(z) é ı́mpar), obtemos:

−℘′(u)

℘(z)− ℘(u)
= ζ(z + u)− ζ(z − u)− 2ζ(u)

Somando as duas equações acima, vem:

℘′(z)− ℘′(u)

℘(z)− ℘(u)
= 2[ζ(z + u)− ζ(z)− ζ(u)]

isto é,

ζ(z + u)− ζ(z)− ζ(u) =
1

2

[
℘′(z)− ℘′(u)

℘(z)− ℘(u)

]
(1.24)

que é a formula de adição para a função zeta.

(3) Obtenção da fórmula de adição para a função ℘(z):

Derivando a equação (1.24), vem:

−℘(z + u) + ℘(z) =
1

2

[
(℘(z)− ℘(u))℘′′(z)− (℘′(z)− ℘′(u))℘′(z)

(℘(z)− ℘(u))2

]
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Utilizando o fato de que ℘′′(z) = 6℘2(z)− g2
2
, vem:

−℘(z + u) + ℘(z) =
1

2

6℘2(z)− g2
2

℘(z)− ℘(u)
− (℘′(z))2 − ℘′(u)℘′(z)

(℘(z)− ℘(u))2


Trocando z por u na equação acima, segue que:

−℘(z + u) + ℘(u) =
1

2

−6℘2(u)− g2
2

℘(z)− ℘(u)
− (℘′(u))2 − ℘′(u)℘′(z)

(℘(z)− ℘(u))2


Somando as duas equações acima, vem:

−2℘(z+u)+℘(z)+℘(u) =
1

2

[
6(℘2(z)− ℘2(u))

℘(z)− ℘(u)
− (℘′(z))2 − 2℘′(u)℘′(z) + (℘′(u))2

(℘(z)− ℘(u))2

]

−2℘(z + u) + ℘(z) + ℘(u) = 3℘(z) + 3℘(u)− 1

2

(℘′(z)− ℘′(u))2

(℘(z)− ℘(u))2

−2℘(z + u)− 2℘(z)− 2℘(u) = −1

2

(
℘′(z)− ℘′(u))

℘(z)− ℘(u)

)2

ou seja, a fórmula de adição para a função de Weierstrass é dada por:

℘(z + u) + ℘(z) + ℘(u) =
1

4

(
℘′(z)− ℘′(u))

℘(z)− ℘(u)

)2

(1.25)
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Caṕıtulo 2

Resolução da equação diferencial

k2
(
dX

du

)2

= k2X4 + 2hX2 + 2 e a

função seno de Jacobi

Neste caṕıtulo estamos interessados em encontrar a solução de uma equação

diferencial que faz parte de um tipo geral estudado por Briot-Bouquet. Em seguida,

desejamos introduzir a função sn(u, κ) de Jacobi através da equação.

2.1 A resolução da equação diferencial

Vamos aqui utilizar o conhecimento de curvas algébricas na resolução da equação

diferencial acima citada, tendo como base a referência [2].

A idéia é associar à EDO uma curva quártica de coordenadas (X,Y) e considerar

uma curva cúbica auxiliar de coordenadas (x,y); em seguida, desejamos expressar as

coordenadas da quártica em termos das coordenadas da cúbica e, logo após, escrever
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as coordenadas da cúbica em termos de funções eĺıpticas. Mais especificamente,

expressar (x,y) em termos da função ℘(z) (Assim, (X,Y) também ficam expressas

em termos de funções eĺıpticas).

Para tal, considere a curva quártica C4:

C4 : Y
2 = k2X4 + 2hX2 + 2 (2.1)

onde h e k são constantes.

Assim, podemos reescrever C4 da seguinte forma:

C4 : Y
2 = k2X4 + 2hX2 + 2 = P (X) = a0X

4 + 4a1X
3 + 6a2X

2 + 4a3X + a4

onde a0 = k2, a1 = a3 = 0, a2 =
h
3
e a4 = 2.

Multiplicando a equação acima por a0 = k2, vem:

k2Y 2 = k4X4 + 6k2(
h

3
)X2 + 2k2

Queremos parametrizar C4 por funções eĺıpticas. Já sabemos do caṕıtulo 1

que as cúbicas são parametrizadas por ℘(z) e ℘′(z), através da relação algébrica

da proposição (1.2.1). Por isso, introduzimos uma cúbica auxiliar C3 da seguinte

forma:

Considerando os polinômios homogêneos φi(X) de grau ≤ i, definidos abaixo:

φ1(X) := −1

φ2(X) = k2X2

φ3(X) = 2k2hX2 + 2k2

a equação de uma cúbica auxiliar C3, de coordenadas (x, y), será dada por:
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x3φ3(
y

x
) + 2x2φ2(

y

x
) + xφ1(

y

x
) = 0

Substituindo os valores de φ1(X), φ2(X) e φ3(X) na equação acima, vem:

x3[2k2h
y2

x2
+ 2k2] + 2x2k2 y

2

x2
+ x(−1) = 0

ou seja, a equação da cúbica auxiliar C3 é dada por:

2k2hy2x+ 2k2x3 + 2k2y2 − x = 0 (2.2)

Com a equação da quártica C4 e da cúbica C3 dadas anteriormente, afirmamos:

Afirmação 2.1.1. As coordenadas (X,Y ) de C4 se expressam em termos das co-

ordenadas (x, y) de C3 através das equações:

X =
y

x
e Y =

√
P (X) =

1

kx
− k(

y

x
)2

Demonstração:

Fazendo y = X · x na equação (2.2), ou seja, eliminando y, obtemos:

(2hk2X2 + 2k2)x3 + (2k2X2)x2 − x = 0

.

Dividindo ambos os membros da equação acima por x3, vem:

1

x2
− (2k2X2)

1

x
− (2hk2X2 + 2k2) = 0

que é uma equação quadrática na variável w = 1
x
.
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Resolvendo a equação do segundo grau, obtemos:

1

x
=

2k2X2 +
√
4k4X4 + 4(2hk2X2 + 2k2)

2
=

= k2X2 +
√

k2(k2X4 + 2hX2 + 2)

Ou seja,

1

x
= k2X2 +

√
k2P (X) = k2X2 + kY

Logo:

Y =
1

kx
− k(

y

x
)2

�.

Com a afirmação acima, temos:

Afirmação 2.1.2. As coordenadas x e y da cúbica auxiliar são expressas em termos

de funções eĺıpticas como:

x =
1

2k2℘(u)− h
3

e y =
k2℘′(u)

(2k2℘(u)− h
3
)(2k2℘(u) + 2h

3
)

Demonstração: Resolvendo a equação (2.2) com relação a variável y, vem:

(2hk2x+ 2k2)y2 + (2k2x3 − x) = 0

y2 =
x− 2k2x3

2hk2x+ 2k2
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y =

√
x(1− 2k2x2)

2hk2x+ 2k2
=

√
x(1− 2k2x2)(2hk2x+ 2k2)

2hk2x+ 2k2

Note que x = 0 é um zero do polinômio quártico que se encontra dentro da raiz

quadrada da equação acima. Assim, pondo:

x =
1

ξ

temos:

y =

√
1
ξ
(1− 2k2 1

ξ2
)(2hk2 1

ξ
+ 2k2)

2hk2 1
ξ
+ 2k2

y =

1
ξ2

√
(ξ2 − 2k2)(2hk2 + 2k2ξ)

2hk2+2k2ξ
ξ

Então:

y =

√
2k2(ξ2 − 2k2)(h+ ξ)

2k2ξ(h+ ξ)

ou, equivalentemente,

y =

√
2k2(ξ3 + ξ2h− 2k2ξ − 2k2h)

2k2ξ(h+ ξ)

.

Na última equação, observe que o polinômio em ξ que está dentro da raiz qua-

drada é um polinômio cúbico. Sendo assim, precisamos de uma mudança de variável

adequada para chegarmos na forma de Weierstrass, isto é, desejamos transformar a

raiz quadrada acima para o formato
√

4x′3 − g2x′ − g3, com g2,g3 ∈ C.

Logo, fazendo a substituição:
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ξ = 2k2x′ − h

3

na equação anterior, obtemos:

y =

√
2k2[(2k2x′ − h

3
)3 + h(2k2x′ − h

3
)2 − 2k2(2k2x′ − h

3
+ h)]

2k2(2k2x′ − h
3
)(h+ 2k2x′ − h

3
)

=

=

√
2k2[8k6x′3 + 6k2(h

3
)2x′ − 4k2 h2

3
x′ − 4k4x′ − (h

3
)3 + h(h

3
)2 − 4k2 h

3
]

2k2(2k2x′ − h
3
)(2k2x′ + 2h

3
)

=

=

√
2k2.2k6[4x′3 + (

3k2(h
3
)2−2k2 h2

3
−2k4

k6
)x′ + (

−2k2 h
3
+

h(h3 )2

2
− (h3 )3

2

k6
)]

2k2(2k2x′ − h
3
)(2k2x′ + 2h

3
)

Agora, note que 2k2 h2

3
= 6k2(h

3
)2. Dáı,

y =

√
4k8[4x′3 + (

−2k4−3k2(h
3
)2

k6
)x′ + (

−2k2 h
3
+

h3
9 −h3

27
2

k6
)]

2k2(2k2x′ − h
3
)(2k2x′ + 2h

3
)

=

=

√
4k8[4x′3 − (

2k2+3(h
3
)2

k4
)x′ − (

k2 h
3
.2+

−h3
9 +h3

27
2

k6
)]

2k2(2k2x′ − h
3
)(2k2x′ + 2h

3
)

=

=

√
4k8[4x′3 − (

k2.2+3(h
3
)2

k4
)x′ − (

k2 h
3
.2−h3

27

k6
)]

2k2(2k2x′ − h
3
)(2k2x′ + 2h

3
)

Definindo:

g2 :=
k2.2 + 3(h

3
)2

k4
e g3 :=

k2 h
3
.2− h3

27

k6
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obtemos que o polinômio sob o sinal da raiz quadrada torna-se

4a40(4x
′3 − g2x

′ − g3), onde a0 = k2

.

Assim, temos:

y =
2k4
√
4x′3 − g2x′ − g3

2k2(2k2x′ − h
3
)(2k2x′ + 2h

3
)

y =
k2
√

4x′3 − g2x′ − g3

(2k2x′ − h
3
)(2k2x′ + 2h

3
)

(2.3)

Note que pondo y′ =
√
4x′3 − g2x′ − g3, temos pela proposição (1.2.1) e pelas

equações (1.5) que x′ = ℘(u) e y′ = ℘′(u). Dáı, vem:

x =
1

ξ
=

1

2k2℘(u)− h
3

.

Logo, a equação (2.3)torna-se:

y =
k2℘′(u)

(2k2℘(u)− h
3
)(2k2℘(u) + 2h

3
)

.

�.

Uma vez tendo expressa as coordenadas de C4 pelas coordenadas de C3 e as

coordenadas de C3 em termos de ℘(u) e ℘′(u), chegamos à seguinte afirmação:

Afirmação 2.1.3. As coordenadas (X, Y ) da quártica são expressas em termos de

funções eĺıpticas por:

42



X =
k2℘′(u)

2k2℘(u) + 2h
3

e Y = k

(
2℘(u) + ℘(v)− 1

4

(
℘′(u)− ℘′(v)

℘(u)− ℘(v)

)2
)

onde as coordenadas X e Y da quártica são tais que k
dX

du
= Y .

Demonstração:

Logo, as expressões∗ para X e Y são:

X =
y

x
=

k2℘′(u)

(2k2℘(u)−h
3
)(2k2℘(u)+ 2h

3
)

1
2k2℘(u)−h

3

X =
k2℘′(u)

2k2℘(u) + 2h
3

(2.4)

Y =
√

P (X) =
1

kx
− k

(y
x

)2
(2.5)

ou, equivalentemente,

kY =
√

k2P (X) =
1

x
− k2

(y
x

)2
.

Introduzindo um parâmetro v tal que:

℘(v) = −
h
3

k2
e ℘′(v) = 0

,

obtemos:

∗Lembre que (x, y) são as coordenadas da cúbica auxiliar e (X,Y ) são as coordenadas da

quártica.
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X =
k2℘′(u)

2k2(℘(u)− (−
h
3

k2
))

=
℘′(u)

2(℘(u)− ℘(v))
=

℘′(u)− ℘′(v)

2(℘(u)− ℘(v))

onde a última igualdade segue do fato que ℘′(v) = 0;

Para encontrar Y , note primeiramente que:

1

x
= 2k2℘(u)− h

3
= k2(2℘(u)−

h
3

k2
) = k2(2℘(u) + ℘(v))

Juntamente com o fato de que X = y
x
, temos que:

Y =
√

P (X) =

√
k2P (X)

k
=

1

k
(k2(2℘(u) + ℘(v))− k2X2)

ou seja,

Y = k

(
2℘(u) + ℘(v)− 1

4

(
℘′(u)− ℘′(v)

℘(u)− ℘(v)

)2
)

.

Conforme já t́ınhamos anunciado no caṕıtulo 1, aqui precisaremos das fórmulas

de adição:

Observe que, por um lado, ao utilizarmos (1.25), vem:

Y =
√

P (X) = k(2℘(u) + ℘(v)− ℘(u+ v)− ℘(u)− ℘(v)) = k(℘(u)− ℘(u+ v))

.

Por outro lado, ao derivarmos (1.24) e utilizarmos a igualdade (1.9), vem:

dX

du
=

d

du

(
1

2

℘′(u)− ℘′(v)

℘(u)− ℘(v)

)
= ℘(u)− ℘(u+ v)

.
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Note, pelas duas equações acima, que temos:

k
dX

du
= Y

e, portanto, as coordenadas (X,Y) da quártica Y 2 = k2X4+2hX2+2 satisfazem

a equação diferencial:

k2(
dX

du
)2 = Y 2 = k2X4 + 2hX2 + 2

isto é, X =
k2℘′(u)

2k2℘(u) + 2h
3

é solução da equação diferencial:

k2(
dX

du
)2 = k2X4 + 2hX2 + 2 (2.6)

�.

2.2 A introdução da função sn(u, κ) de Jacobi via

equação diferencial

Meyer([4]) introduz as três funções de Jacobi via um sistema de equações diferen-

ciais, mais especificamente da seguinte forma:

Teorema-Definição 2.2.1. (Meyer) Seja κ ∈ (0, 1), u ∈ R. As funções sn(u, κ),

cn(u, κ) e dn(u, κ) podem ser definidas como as soluções p, q, r, respectivamente, do

sistema de equações diferenciais
p′(u) = q(u)r(u)

q′(u) = −r(u)p(u)

r′(u) = −κ2p(u)q(u)
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que satisfazem as condições iniciais:

sn(0, κ) = p(0) = 0 cn(o, κ) = q(0) = 1 dn(0, κ) = r(0) = 1

Também temos que:

Afirmação 2.2.1. As funções I = p2 + q2 e J = κ2p2 + r2 são constantes ao longo

das soluções do Teorema- definição (2.2.1) e a função sn(u, κ) satisfaz a equação

diferencial

(p′(u))2 = (1− p2)(1− κ2p2) = 1− (1 + κ2)p2 + κ2p4

com as condições iniciais

p(0) = 0 e p′(0) = 1

Demonstração: De fato, temos:

d

du
I(p(u), q(u)) = 2.p.p′ + 2.q.q′ = 2p(qr) + 2q(−rp) ≡ 0

e

d

du
J(p(u), r(u)) = κ2.(2.p.p′) + 2.r.r′ = 2κ2.p.(qr) + 2r.(−κ2.pq) ≡ 0

Então I e J são constantes ao longo das soluções. Mais especificamente, I = J = 1

para a solução (sn(u, κ), cn(u, κ), dn(u, κ)) de (2.2.1).

Da definição (2.2.1) e das identidades

p2(u) + q2(u) = 1 e κ2p2(u) + r2(u) = 1

obtemos:

p′′ = (q.r)′ = (−r.p)r + q(−κ2.p.q) =

= −p(1− κ2.p2)− κ2p(1− p2)
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Ou seja:

p′′ = −(1 + κ2)p+ 2κ2.p3 (2.7)

Note que já sabemos que sn(u, κ) satisfaz a equação acima. Mas (2.7) tem uma

integral. De fato, basta multiplicar a equação por 2p′ e integrar. Dáı, obtemos:

L = (p′)2 + (1 + κ2)p2 − κ2p4

A constante L é igual a 1 para sn(u, κ), pois sn(0, κ) = 0 e sn′(0, κ) = 1.

�

Agora note que substituindo X por −1
X

na equação (2.6), vem:

k2

(
d(−1

X
)

du

)2

=
1

X4
k2

(
dX

du

)2

=

=
1

X4
(k2X4 + 2hX2 + 2) = k2 + 2h

(
−1

X

)2

+ 2

(
−1

X

)4

Ou seja:

k2

(
d(−1

X
)

du

)2

= k2 + 2h

(
−1

X

)2

+ 2

(
−1

X

)4

(2.8)

Dividindo a equação (2.8) por k2, obtemos:

(
d(−1

X
)

du

)2

= 1 +
2h

k2

(
−1

X

)2

+
2

k2

(
−1

X

)4

(2.9)

Note que se introduzirmos a variável κ :=

√
2

k
e supusermos que as variáveis h

e k estejam interligadas através da equação h = −(k2 + 2)

2
, então a equação (2.9)

torna-se:
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(
d(−1

X
)

du

)2

= 1− (1 + κ2)

(
−1

X

)2

+ κ2

(
−1

X

)4

Então temos que
−1

X
e sn(u, κ) satisfazem a mesma equação diferencial. Dese-

jamos mostrar a seguinte proposição:

Proposição 2.2.1.
−1

X
= sn(u, κ)

Demonstração:

Como
−1

X
e sn(u, κ) satisfazem a mesma equação diferencial, basta mostrar

que
−1

X
satisfaz as mesmas condições iniciais de sn(u, κ) e a proposição segue do

teorema de existência e unicidade das EDOs, isto é, devemos mostrar que:

−1

X
= 0 e

d(−1
X
)

du
= 1, se u = 0

Lembre-se de que X =
k2℘′(u)

2k2℘(u) + 2h
3

. Dáı, vem:

−1

X
= −

(
2k2℘(u) + 2h

3

k2℘′(u)

)
= −

(
2℘(u)− (κ

2+1
3

)

℘′(u)
)

)
=

= u+

(
−1

6
−
(
1

6

)
κ2

)
u3 +O(u5)

Assim,

(
− 1

X

)
|u=0 = 0.

Agora, calculando
d(−1

X
)

du
, vem:

d(−1
X
)

du
=

1

X2

dX

du
=

(
2℘(u)− κ2+1

3

℘′(u)

)2
dX

du
=

=

(
2℘(u)− κ2+1

3

℘′(u)

)2(
(2℘(u)− κ2+1

3
)℘′′(u)− 2(℘′(u))2

(2℘(u)− κ2+1
3

)2

)
=
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=
(2℘(u)− κ2+1

3
)℘′′(u)− 2(℘′(u))2

℘′(u)2
= 1 +

(
−1

2
−
(
1

2

)
κ2

)
u2 +O(u4)

Portanto, obtemos

(
d(−1

X
)

du

)
|u=0 = 1.

Pelo teorema de existência e unicidade das EDOs, segue o resultado esperado.

�

Vale ressaltar que, historicamente, as funções eĺıpticas apareceram como funções

inversas de integrais eĺıpticas. De acordo com [3], temos - por exemplo - que:

∫ b

x

dt√
(a2 + t2)(b2 − t2)

=
1√

a2 + b2
cn−1

[
x

b
,

b

a2 + b2

]
(2.10)

onde: 0 ≤ x ≤ b.

∫ x

0

dt√
(a2 − t2)(b2 − t2)

=
1

a
sn−1

[
x

b
,
b

a

]
(2.11)

onde: 0 ≤ x ≤ b < a

∫ ∞

x

dt√
(t2 − a2)(t2 − b2)

=
1

a
ns−1

[
x

a
,
b

a

]
(2.12)

onde: b < a ≤ x.†

Essas formas são chamadas de Formas de Legendre e assim serão referidas ao

longo do texto.

†ns(t) =
1

sn(t)
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Caṕıtulo 3

Funções Eĺıpticas Reais aplicadas

a interações não gravitacionais

Neste caṕıtulo apresento em detalhes a integração, através de funções eĺıpticas

ou elementares, de um problema de atração central do tipo µ
r4
, onde r é a distância

do ponto até o atrator.

No livro do Lawden[3] (1989), este tópico está resumido numa seção de cinco

páginas do caṕıtulo 5. É curioso que na seção seguinte, o autor trata do caso 1
r5
,

produzindo resultados análogos e não comenta nada sobre o “isomorfismo”entre os

casos.

Foi o trabalho de McGehee[7] (década de 80) que explicou que, para todo k > 3,

a estrutura qualitativa das soluções para 1
rk

é sempre a mesma.

Não podemos deixar de mencionar que o caso k = 3 e algumas soluções elemen-

tares para k = 5 aparecem já na segunda edição do Principia (onde é conhecida a

participação de Cotes).
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3.1 A equação diferencial das órbitas em coorde-

nadas polares

Neste trabalho, vamos supor que uma part́ıcula de massa unitária é atráıda para

um centro de massa O por uma força radial µ
r4
, sendo r(t) e θ(t) suas coordenadas

polares no tempo t no plano de movimento(conforme [3]).

Inicialmente recapitularemos que a energia total e o momento angular são constan-

tes.

Se a posição da part́ıcula é dada por

x(t) = r(t) · eiθ(t),

então a velocidade em cada instante é dada por:

x′ = r′ · eiθ + i · r · eiθ · θ′

e a força é dada por:

x′′ = eiθ · [r′′ − r · (θ′)2] + i · eiθ · [2r′ · θ′ + r · θ′′].

Supondo que a força/aceleração é radial e de módulo ||x′′|| = µ
r4
, temos:

r′′ − r · (θ′)2 = − µ

r4
e 2r′θ′ + rθ′′ ≡ 0.

Temos

(
||x′||2

2
− µ

3r3
)′ =< x′′,x′ > +

µ · r′

r4
=

= −µ · r′

r4
+

µ · r′

r4
≡ 0.

Então

||x′||2

2
− µ

3r3
≡ E, E ∈ R,
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onde E é a energia total da trajetória.

Por outro lado,

1

r
· (r2 · θ′)′ = 2r′ · θ′ + r · θ′′ ≡ 0

Logo:

r2 · θ′ ≡ h, h ∈ R,

chamado de momento angular da trajetória.

Note que se h ̸= 0 e r ̸= 0, então sempre θ′ > 0 ou sempre θ′ < 0.

Portanto, θ(t) admite uma função inversa t = t(θ).

Em suma, r(t) pode ser visto como r(θ).

Se r(θ(t)) = 1
u(θ(t))

, então

r′ = − 1

u2
· du
dθ

· dθ
dt

= −r2 · dθ
dt

· du
dθ

= −h · du
dθ

.

Também r · θ′ = h
r
= h · u.

De

||x′||2 = (r′)2 + (r · θ′)2 e
||x′||2

2
− µ

3r3
≡ E

obtemos:

h2[(
du

dθ
)2 + u2] = 2E +

2µ

3
u3

Multiplicando a equação acima por 3
2µ
, vem:

3h2

2µ
[(
du

dθ
)2 + u2] = u3 +

3E

µ

Definindo α := 3h2

2µ
e β := 3E

µ
, vem:
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α(
du

dθ
)2 = u3 − αu2 + β = f(u). (3.1)

A equação (3.1) determina a equação polar da órbita.

Note que α é positivo (pois h2 e µ são positivos), mas β ∈ R. Daqui em diante,

sempre deveremos assumir que o sentido do movimento será naquele que θ cresce∗,

ou seja, h > 0.

3.2 Integração da equação polar

Considere a função auxiliar g(u) = u3 − αu2 = u2(u − α). Ela possui uma raiz

dupla em u = 0 e uma raiz simples em u = α. Calculando a derivada primeira de

g, temos:

g′(u) = 3u2 − 2uα = u(3u− 2α)

Assim, como g′ > 0 em (−∞, 0) ∪ (2α
3
,+∞), temos que g é crescente neste

intervalo. De modo parecido, conclúımos que g é decrescente no intervalo (0, 2α
3
).

Note que os pontos de máximo e mı́nimo locais estão respectivamente em u = 0

e u = 2α
3
. Mais especificamente, são os pontos A(0, 0) e B(2α

3
,−4α3

27
).

A derivada segunda de g nos informa que u = α
3
é um ponto de inflexão. Abaixo

segue um esboço qualitativo de g(u).

∗Isto é, θ′ > 0
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g(u) para α = 3

Com base na análise da função g, conclúımos que para resolver a equação (3.1)

existem cinco casos a considerar. São eles:

(i) β < 0; (ii)β = 0; (iii) 0 < β < 4α3

27
; (iv) β = 4α3

27
; (v) β > 4α3

27
.

3.2.1 Caso (i)

Como β < 0, através da análise do gráfico de g podemos ver que f(u) possui uma

raiz real a > α e duas ráızes complexas. Mostremos que a parte real das ráızes

complexas é negativa.

De fato, sejam λ1 e λ2 as ráızes complexas. Então, temos:

u3 − αu2 + β = (u− a)(u− λ1)(u− λ2)

Comparando o coeficiente de u2, vem:

α = a+ λ1 + λ2

Dáı, obtemos:
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2Re(λ1) = α− a < 0

Portanto, podemos escrever:

λ1 = −b+ ci

λ2 = −b− ci

com b, c > 0.

Logo, obtemos f(u) = (u − a){(u + b)2 + c2}; De acordo com a equação (3.1),

vem:

α− 1
2 θ =

∫
du√

(u− a){(u+ b)2 + c2}
(3.2)

O objetivo é chegar no formato da integral de Legendre, para encontrarmos

as funções inversas de Jacobi. Em outras palavras, precisamos obter um polinômio

adequado de grau 4 dentro do radicando. Para atingirmos nosso propósito, considere

os polinômios:

S1 = u− a

S2 = (u+ b)2 + c2

Queremos encontrar um novo formato para S1 e S2, de forma a conseguirmos

atingir nosso objetivo. Assim, seja:

S1 + λS2 = λu2 + (2bλ+ 1)u+ λ(b2 + c2)− a
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Estamos à procura dos valores de λ para os quais o discriminante D(λ) do

polinômio em u acima seja zero. Assim, para cada λ encontrado, isso implica que

S1 + λS2 tem raiz dupla.

Fazendo D(λ) = 0, vem:

(2bλ+ 1)2 − 4λ(λ(b2 + c2)− a) = 0

(−4c2)λ2 + 4(a+ b)λ+ 1 = 0

Dáı, obtemos:

λ1 =
a+ b−

√
(a+ b)2 + c2

2c2
(3.3)

e

λ2 =
a+ b+

√
(a+ b)2 + c2

2c2
(3.4)

Afirmação 3.2.1. u1 = q é a raiz dupla de S1+λS2 correspondente à λ1 e u2 = −p

é a raiz dupla de S1 + λS2 correspondente à λ2, onde p :=
√
(a+ b)2 + c2 − a e

q :=
√

(a+ b)2 + c2 + a.

Demonstração: De fato, S1+λS2 = λu2+(2bλ+1)u+λ(b2+ c2)−a. Resolvendo

para u, vem:

u =
−(2bλ+ 1)±

√
D(λ)

2λ

Tomando λ = λ1 e lembrando que D(λ1) = 0, obtemos:

u1 = −
(
b+

1

2λ1

)
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Como λ1 =
a+ b−

√
(a+ b)2 + c2

2c2
, vem:

u1 = −

(
b+

2c2

2[(a+ b)−
√
(a+ b)2 + c2]

)

u1 = −

(
ab+ b2 − b

√
(a+ b)2 + c2 + c2

[(a+ b)−
√

(a+ b)2 + c2]

)(
(a+ b) +

√
(a+ b)2 + c2

(a+ b) +
√

(a+ b)2 + c2

)

u1 =
c2(
√

(a+ b)2 + c2 + a)

c2
=
√

(a+ b)2 + c2 + a = q

Agora tomando λ = λ2 =
(a+ b) +

√
(a+ b)2 + c2

2c2
e lembrando que D(λ2) = 0,

vem:

u2 = −
(
b+

1

2λ2

)

u2 = −

(
b+

c2

(a+ b) +
√

(a+ b)2 + c2

)

Racionalizando a fração acima, obtemos:

u2 = −
(
b− (a+ b) +

√
(a+ b)2 + c2

)

u2 = −
(√

(a+ b)2 + c2 − a
)
= −p

.

�

Portanto, da afirmação (3.2.1), obtemos:
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S1 + λ2S2 = λ2(u+ p)2 (3.5)

S1 + λ1S2 = λ1(u− q)2 (3.6)

Subtraindo a equação (3.6) de (3.5), chegamos a:

(λ2 − λ1)S2 = λ2(u+ p)2 − λ1(u− q)2

Isto é:

†S2 =

(
λ2

λ2 − λ1

)
(u+ p)2 −

(
λ1

λ2 − λ1

)
(u− q)2 (3.7)

Agora, multiplicando a equação (3.5) por λ1, a equação (3.6) por (−λ2) e so-

mando os resultados obtidos, vem:

(λ1 − λ2)S1 = (λ1λ2)[(u+ p)2 − (u− q)2]

Ou seja:

‡S1 =

(
λ1λ2

λ1 − λ2

)
[(u+ p)2 − (u− q)2] (3.8)

Substituindo os valores de λ1 e λ2 (vide (3.3) e (3.4)) nas novas expressões de

S1 e S2 (equações (3.8) e (3.7), respectivamente), obtemos:

S1 =

(
1

4
√
(a+ b)2 + c2

)
[(u+ p)2 − (u− q)2]

†Note que esta é apenas uma nova forma de expressar S2.
‡Sabemos que S1 = u − a e que a equação aqui obtida nada mais é do que um novo formato

para S1.
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Note que p+ q = 2
√
(a+ b)2 + c2. Dáı, vem:

S1 =

(
1

2(p+ q)

)
[(u+ p)2 − (u− q)2] (3.9)

Quanto à S2, temos:

S2 =

(
(a+ b) +

√
(a+ b)2 + c2

2
√

(a+ b)2 + c2

)
(u+ p)2 −

(
(a+ b)−

√
(a+ b)2 + c2

2
√

(a+ b)2 + c2

)
(u− q)2

Note que:
√
(a+ b)2 + c2 + (a + b) = q + b e

√
(a+ b)2 + c2 − (a + b) = p− b.

Dáı, vem:

S2 =

(
1

p+ q

)[
(q + b)(u+ p)2 + (p− b)(u− q)2

]
(3.10)

Substituindo os valores obtidos em (3.9) e (3.10) na equação (3.2), vem:

α− 1
2 θ =

√
2(p+ q)

∫
du√

[(u+ p)2 − (u− q)2][(q + b)(u+ p)2 + (p− b)(u− q)2]

Reescrevendo a integral, vem:

α− 1
2 θ =

√
2(p+q)

∫
du√√√√(u+ p)2(u+ p)2(p− b)

[
1−

(
u− q

u+ p

)2
][(

q + b

p− b

)
+

(
u− q

u+ p

)2
]

Com o objetivo de deixar a integral no formato de Legendre, faça as trans-

formações:

x =
u− q

u+ p
(3.11)
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d2 =
q + b

p− b
(3.12)

Dáı, obtemos:

α− 1
2 θ =

√
2

p− b

∫
dx√

(1− x2)(d2 + x2)

Utilizando a fórmula (2.10), temos que:

α− 1
2 θ =

√
2

p− b

√
p− b

p+ q
cn−1(x)

com módulo k tal que k2 =
p− b

p+ q
. Simplificando, vem:

α− 1
2 θ =

√
2

p+ q
cn−1(x)

.

Dáı, isolando cn−1(x), obtemos:

cn−1(x) =

√
p+ q

2α
θ

.

Definindo γ :=

√
p+ q

2α
, vem:

x = cn(γθ)

.

Retornando à variável u - de acordo com (3.11) - temos:

u− q

u+ p
= cn(γθ)
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Logo,

u =
p.cn(γθ) + q

1− cn(γθ)

Mas u = 1
r
. Dáı, vem:

r =
1− cn(γθ)

q + p.cn(γθ)
(3.13)

onde p < q.

Escolhemos para ilustração os parâmetros α = 1 e β = −1 e obtemos:

Ilustração: caso 1

Do ponto de vista f́ısico, como θ′ · r2 = h é constante, segue que há uma ejeção

com velocidade ângular infinita e um retorno.

3.2.2 Caso (ii)

Veremos a seguir que o caso (ii) pode ser resolvido apenas com funções elementares

(sem a introdução das funções eĺıpticas), pois temos a presença de uma raiz dupla.

De fato:
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No caso (ii), temos f(u) = g(u). Logo, f tem uma raiz dupla em u = 0 e uma

raiz simples em u = α. Portanto, substituindo o valor de β na equação (3.1), vem:

(
du

dθ

)2

=
u2(u− α)

α

du

dθ
=

u
√
u− α

α
1
2

∫
du

u
√
u− α

=

∫
α

−1
2 dθ

Efetuando a substituição u = 1
v
, temos que du = − 1

v2
dv e a equação acima se

torna:

α
−1
2 θ =

∫ −1
v2
dv

1
v

√
1
v
− α

= −
∫

dv

v
√

1
v
− α

.

Como v =
√
v2 e 2α

1
2 =

√
4α, vem:

α
−1
2 θ = − 2α

2α
1
2α

1
2

∫
dv√

v − αv2
= −α

−1
2

∫
2αdv√

4αv − 4α2v2

.

Somando e subtraindo 1 dentro da raiz quadrada, obtemos:

α
−1
2 θ = α

−1
2

(
−
∫

2αdv√
1− (4α2v2 − 4αv + 1)

)
= α

−1
2

(
−
∫

2αdv√
1− (2αv − 1)2

)
.

Para fins de cálculo, utilize a transformação t = 2αv − 1. Dáı, dt = 2αdv e:
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(
−
∫

2αdv√
1− (2αv − 1)2

)
= −

∫
dt√
1− t2

= arccos(t)

.

Portanto,

α
−1
2 θ = α

−1
2 arccos(t) = α

−1
2 arccos(2αv − 1) = α

−1
2 arccos(

2α

u
− 1)

ou seja,

α
−1
2 θ = α

−1
2 arccos(

2α

u
− 1)

.

Simplificando a equação acima e isolando 1
u
de forma que encontremos a equação

que descreva a órbita em questão (isto é, retornando à variável r = 1
u
), temos:

r =
1

u
=

1 + cos(θ)

2α
(3.14)

que é uma cardióide.

Para a ilustração do caso 2, escolhemos os parâmetros α = 1 e β = 0:
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Caso 2: cardióide

Novamente temos ejeção com velocidade ângular infinita e retorno.

É interessante que no Principia de Newton, rećıproca da proposição VII, estuda-se

o caso k = 5. Newton obtém a órbita correspondente que é um ćırculo passando

pelo centro.

3.2.3 Caso(iii)

Quando 0 < β < 4α3

27
, temos três ráızes reais u1 < 0 < u2 < 2α

3
< u3. Note que

0 ≤ u ≤ u2 ou u ≥ u3 fazem com que f(u) ≥ 0, conforme esboço qualitativo do

gráfico abaixo.

α = 3, 0 < β = 2 < 4

Como temos duas possibilidades para u, teremos dois tipos de órbitas.

Reescrevendo a equação (3.1), vem:

α− 1
2 θ =

∫
du√

(u− u1)(u− u2)(u− u3)
(3.15)

Fazendo a mudança de variável
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u = u1 +
1

x2
(3.16)

com x > 0, temos por objetivo chegar a:

α− 1
2 θ = − 2√

(u2 − u1)(u3 − u1)

∫
dx√

(a2 − x2)(b2 − x2)

com a2 =
1

u2 − u1

e b2 =
1

u3 − u1

.

Introduzindo a variável x em (3.15), vem:

α− 1
2 θ =

∫
−2x−3dx√

1
x2 (u1 − u2 +

1
x2 )(u1 − u3 +

1
x2 )

α− 1
2 θ =

∫
−2x−3dx√

1
x6 (−(u2 − u1)x2 + 1)(1− (u3 − u1)x2)

α− 1
2 θ =

∫
−2dx√

(u2 − u1)(−x2 + 1
u2−u1

)(u3 − u1)(
1

u3−u1
− x2)

Definindo a e b de forma que: a2 = 1
u2−u1

e b2 = 1
u3−u1

, chegamos a:

α− 1
2 θ = − 2√

(u2 − u1)(u3 − u1)

∫
dx√

(a2 − x2)(b2 − x2)

.

Note que a > b.

Chegou o momento de dividir a resolução do caso (iii) em duas partes: quando

u ≥ u3 e 0 ≤ u ≤ u2.

Caso (iii) - parte 1

Se u ≥ u3, então x ≤ b pois:
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u− u1 ≥ u3 − u1 > 0

1

x2
≥ u3 − u1

x2 ≤ 1

u3 − u1

= b2

.

Logo x ≤ b.

Utilizando a fórmula (2.11), vem:

α− 1
2 θ =

−2√
(u2 − u1)(u3 − u1)

√
u2 − u1sn

−1

(√
u3 − u1x,

√
u2 − u1

u3 − u1

)
Logo,

α− 1
2 θ =

−2√
u3 − u1

sn−1(
√
u3 − u1x)

com módulo k tal que k2 = u2−u1

u3−u1
.

Efetuando certos cálculos para isolar x, vem:

sn−1(
√
u3 − u1x) = −1

2

√
u3 − u1

α
θ

Se definirmos γ = 1
2

√
u3 − u1

α
, obtemos:

√
u3 − u1x = sn(−γθ)

Lembrando que sn(t) é uma função ı́mpar, tem-se:
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√
u3 − u1x = −sn(γθ)

Elevando ambos os membros da equação acima ao quadrado, obtemos:

sn2(γθ) = (u3 − u1)x
2

.

Mas x2 = 1
u−u1

, dáı:

u− u1 = (u3 − u1)
1

sn2(γθ)

Assim, a expressão para u é:

u = u1 + (u3 − u1)ns
2(γθ)

.

Finalmente, como r é o inverso de u, tem-se:

r =
1

u1 + (u3 − u1)ns2(γθ)
(3.17)

Caso (iii) - parte 2

Se 0 ≤ u ≤ u2, então x ≥ a pois:

u− u1 =
1

x2

com x > 0.

De u ≤ u2, vem:

u− u1 ≤ u2 − u1
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1

u− u1

≥ 1

u2 − u1

= a2

Logo,

x2 ≥ a2

o que implica x ≥ a.

Assim, utilizando (2.12), vem:

α− 1
2 θ =

−2√
(u2 − u1)(u3 − u1)

∫
dx√

(x2 − a2)(x2 − b2)

α− 1
2 θ =

−2√
(u2 − u1)(u3 − u1)

√
u2 − u1ns

−1

(√
u2 − u1x,

√
u2 − u1

u3 − u1

)

α− 1
2 θ =

−2√
u3 − u1

ns−1
(√

u2 − u1x
)

Isolando x, vem:

−1

2

√
u3 − u1

α
θ = ns−1(

√
u2 − u1x)

Definindo γ := 1
2

√
u3 − u1

α
, obtemos:

ns(−γθ) =
√
u2 − u1x

Levando em conta que ns(t) é uma função ı́mpar, então ao elevarmos ao qua-

drado a equação acima tem-se:
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ns2(γθ) = (u2 − u1)x
2 = (u2 − u1)

1

u− u1

Isolando u, vem:

u− u1 = (u2 − u1)
1

ns2(γθ)

u = u1 + (u2 − u1)sn
2(γθ)

Voltando a r, obtemos:

r =
1

u1 + (u2 − u1)sn2(γθ)

onde k é tal que k2 =
u2 − u1

u3 − u1

, γ := 1
2

√
u3 − u1

α
e 0 ≤ u ≤ u2.

Escolhemos os parâmetros α = 3 e β = 2 para a ilustração abaixo:

Figura: caso 3 - parte 1
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3.2.4 Caso(iv)

Quando β = 4α3

27
, podemos encontrar a solução da EDO em termos de funções

elementares, assim como no caso (ii). Isso se deve ao fato da presença de uma raiz

dupla. De fato, temos que f(u) = u3−αu2+ 4α3

27
tem uma raiz dupla u1 = u2 =

2α
3
.

Reescrevendo o polinômio de forma a obter a terceira raiz u3, vem:

(
u− 2α

3

)(
u− 2α

3

)
(u− u3) = u3 − αu2 +

4α3

27

Comparando os termos independentes, vem:

(
−2α

3

)(
−2α

3

)
(−u3) =

4α3

27

Simplificando, obtemos que a terceira raiz u3 é dada por:

u3 = −α

3

.

Dáı, a equação (3.1) toma a seguinte forma:

α− 1
2 θ =

∫
du√

(u− 2α
3
)2(u+ α

3
)
=

∫
du

(u− 2α
3
)
√

(u+ α
3
)

Vamos dividir em duas partes: u > 2α
3

e u < 2α
3
.

Caso (i): Quando u > 2α
3

Utilizando a transformação u− 2α
3
= 1

v
, dáı du = −dv

v2
e a equação (3.1) fica:

α− 1
2 θ = −

∫
dv

v
√

1
v
+ α

= −
∫

dv√
v + αv2

= −α− 1
2

∫
dv√
v
α
+ v2

= −α− 1
2

∫
dv√

(v + 1
2α
)2 − ( 1

2α
)2
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Dáı:

α− 1
2 θ = −α− 1

2

∫
2αdv√

(2αv + 1)2 − 1

.

Fazendo a substituição t = 2αv + 1, dáı dt = 2αdv e tem-se:

α− 1
2 θ = −α− 1

2

∫
dt√
t2 − 1

= −α− 1
2 cosh−1(t)

Retornando à v, vem:

θ = − cosh−1(2αv + 1)

Voltando à variável u, temos:

θ = − cosh−1

(
u+ 4α

3

u− 2α
3

)
Com o objetivo de isolar u, obtemos:

cosh(−θ) =
u+ 4α

3

u− 2α
3

Lembrando que cosh(t) é uma função par, temos que a expressão para u é dada

por:

u =
2α

3

(
cosh(θ) + 2

cosh(θ)− 1

)
Dáı, a equação da órbita para u > 2α

3
é dada por:

r =
3

2α

(
cosh(θ)− 1

cosh(θ) + 2

)
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Caso (iv) - parte 2: Quando u < 2α
3

Utilizando a transformação (2α
3
− u) = 1

v
, temos du = dv

v2
e dáı:

α− 1
2 θ =

∫
du

(u− 2α
3
)
√
(u+ α

3
)
= −

∫
dv

v
√

α− 1
v

= −
∫

dv√
αv2 − v

= −α− 1
2

∫
dv√
v2 − v

α

α− 1
2 θ = −α− 1

2

∫
dv√

(v − 1
2α
)2 − ( 1

2α
)2

Dáı:

θ = −
∫

2αdv√
(2αv − 1)2 − 1

Analogamente à parte 1, temos:

θ = − cosh−1(2αv − 1)

Retornando à u e lembrando que cosh(t) é uma função par, obtemos:

cosh(θ) =
u+ 4α

3
2α
3
− u

Isolando u, vem:

u =
2α

3

(
cosh(θ)− 2

1 + cosh(θ)

)
Logo, temos que a equação da órbita quando u < 2α

3
é:

r =
3

2α

(
1 + cosh(θ)

cosh(θ)− 2

)
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Escolhemos os parâmetros α = 3 e β = 4 para ilustrar os casos 4(a) e 4(b).

Na primeira figura, temos que o corpo é ejetado com velocidade angular infinita

e tende à trajetória circular:

Figura: caso 4(a)

Agora o corpo vem do infinito e tende ao ćırculo:

Figura: caso 4(b)

Não custa lembrar que esta trajetória circular é instável, enquanto que no caso

gravitacional uma posśıvel trajetória circular com centro no sol é estável: sua per-

turbação produziria uma elipse com foco no sol.
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3.2.5 Caso (v)

Quando β > 4α3

27
, se nota através da análise do gráfico de g que f(u) possui uma

raiz real u = −a, onde a > α > 0. Além disso, temos duas ráızes complexas com

parte real positiva. O racioćınio para mostrar este fato é inteiramente análogo ao

feito no caso (i).

Logo, podemos definir as ráızes complexas por:

λ1 = b+ ci

λ2 = b− ci

com b, c > 0.

Logo, obtemos f(u) = (u + a){(u − b)2 + c2}; De acordo com a equação (3.1),

vem:

α− 1
2 θ =

∫
du√

(u+ a){(u− b)2 + c2}
(3.18)

O objetivo é chegar no formato da integral de Legendre, para encontrarmos

as funções inversas de Jacobi. Em outras palavras, precisamos obter um polinômio

adequado de grau 4 dentro do radicando. Para atingirmos nosso propósito, considere

os polinômios:

S1 = u+ a

S2 = (u− b)2 + c2
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Queremos encontrar um novo formato para S1 e S2, de forma a conseguirmos

atingir nosso objetivo. Assim, seja:

S1 + λS2 = λu2 + (−2bλ+ 1)u+ λ(b2 + c2) + a

Estamos à procura dos valores de λ para os quais o discriminante D(λ) do

polinômio em u acima seja zero. Assim, para cada λ encontrado, isso implica que

S1 + λS2 tem raiz dupla.

Fazendo D(λ) = 0, vem:

(−2bλ+ 1)2 − 4λ(λ(b2 + c2) + a) = 0

(−4c2)λ2 − 4(a+ b)λ+ 1 = 0

Dáı, resolvendo a equação do segundo grau para os lambdas, obtemos:

λ1 =
−(a+ b)−

√
(a+ b)2 + c2

2c2
(3.19)

e

λ2 =
−(a+ b) +

√
(a+ b)2 + c2

2c2
(3.20)

Afirmação 3.2.2. u1 = q é a raiz dupla de S1+λS2 correspondente à λ1 e u2 = −p

é a raiz dupla de S1 + λS2 correspondente à λ2, onde p :=
√

(a+ b)2 + c2 + a e

q :=
√

(a+ b)2 + c2 − a.

Demonstração: De fato, S1+λS2 = λu2+(−2bλ+1)u+λ(b2+c2)+a. Resolvendo

para u, vem:

u =
(2bλ− 1)±

√
D(λ)

2λ
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Tomando λ = λ1 e lembrando que D(λ1) = 0, obtemos:

u1 =

(
b− 1

2λ1

)

Como λ1 =
−(a+ b)−

√
(a+ b)2 + c2

2c2
, vem:

u1 =

(
b+

2c2

2[(a+ b) +
√

(a+ b)2 + c2]

)

u1 =

(
ab+ b2 + b

√
(a+ b)2 + c2 + c2

[(a+ b) +
√

(a+ b)2 + c2]

)(
(a+ b)−

√
(a+ b)2 + c2

(a+ b)−
√
(a+ b)2 + c2

)

u1 =
c2(a−

√
(a+ b)2 + c2)

−c2
=
√

(a+ b)2 + c2 − a = q

Agora tomando λ = λ2 =
−(a+ b) +

√
(a+ b)2 + c2

2c2
e lembrando que D(λ2) =

0, vem:

u2 =

(
b− 1

2λ2

)

u2 =

(
b− c2

−(a+ b) +
√

(a+ b)2 + c2

)

Racionalizando a fração acima, obtemos:

u2 =
(
b− (a+ b)−

√
(a+ b)2 + c2

)

u2 = −
(√

(a+ b)2 + c2 + a
)
= −p
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Portanto, da afirmação (3.2.2), obtemos:

S1 + λ2S2 = λ2(u+ p)2 (3.21)

S1 + λ1S2 = λ1(u− q)2 (3.22)

Subtraindo a equação (3.22) de (3.21), chegamos a:

(λ2 − λ1)S2 = λ2(u+ p)2 − λ1(u− q)2

Isto é:

§S2 =

(
λ2

λ2 − λ1

)
(u+ p)2 −

(
λ1

λ2 − λ1

)
(u− q)2 (3.23)

Agora, multiplicando a equação (3.21) por λ1, a equação (3.22) por (−λ2) e

somando os resultados obtidos, vem:

(λ1 − λ2)S1 = (λ1λ2)[(u+ p)2 − (u− q)2]

Ou seja:

¶S1 =

(
λ1λ2

λ1 − λ2

)
[(u+ p)2 − (u− q)2] (3.24)

§Note que esta é apenas uma nova forma de expressar S2.
¶Sabemos que S1 = u − a e que a equação aqui obtida nada mais é do que um novo formato

para S1.

77



Substituindo os valores de λ1 e λ2 (vide (3.19) e (3.20)) nas novas expressões de

S1 e S2 (equações (3.24) e (3.23), respectivamente), obtemos:

S1 =

(
1

4
√
(a+ b)2 + c2

)
[(u+ p)2 − (u− q)2]

Note que p+ q = 2
√
(a+ b)2 + c2. Dáı, vem:

S1 =

(
1

2(p+ q)

)
[(u+ p)2 − (u− q)2] (3.25)

Quanto à S2, temos:

S2 =

(
−(a+ b) +

√
(a+ b)2 + c2

2
√

(a+ b)2 + c2

)
(u+p)2−

(
−(a+ b)−

√
(a+ b)2 + c2

2
√

(a+ b)2 + c2

)
(u−q)2

Note que:
√
(a+ b)2 + c2 − (a + b) = q − b e

√
(a+ b)2 + c2 + (a + b) = p + b.

Dáı, vem:

S2 =

(
1

p+ q

)[
(q − b)(u+ p)2 + (p+ b)(u− q)2

]
(3.26)

Substituindo os valores obtidos em (3.25) e (3.26) na equação (3.18), vem:

α− 1
2 θ =

√
2(p+ q)

∫
du√

[(u+ p)2 − (u− q)2][(q − b)(u+ p)2 + (p+ b)(u− q)2]

Reescrevendo a integral, vem:

α− 1
2 θ =

√
2(p+q)

∫
du√√√√(u+ p)2(u+ p)2(p+ b)

[
1−

(
u− q

u+ p

)2
][(

q − b

p+ b

)
+

(
u− q

u+ p

)2
]
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Com o objetivo de deixar a integral no formato de Legendre, faça as trans-

formações:

x =
u− q

u+ p
(3.27)

d2 =
q − b

p+ b
(3.28)

Dáı, obtemos:

α− 1
2 θ =

√
2

p+ b

∫
dx√

(1− x2)(d2 + x2)

Utilizando a fórmula (2.10), temos que:

α− 1
2 θ =

√
2

p+ b

√
p+ b

p+ q
cn−1(x)

com módulo k tal que k2 =
p+ b

p+ q
. Simplificando, vem:

α− 1
2 θ =

√
2

p+ q
cn−1(x)

.

Dáı, isolando cn−1(x), obtemos:

cn−1(x) =

√
p+ q

2α
θ

.

Definindo γ :=

√
p+ q

2α
, vem:

x = cn(γθ)
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Retornando à variável u - de acordo com (3.27) - temos:

u− q

u+ p
= cn(γθ)

Logo,

u =
p.cn(γθ) + q

1− cn(γθ)

Mas u = 1
r
. Dáı, vem:

r =
1− cn(γθ)

q + p.cn(γθ)
(3.29)

onde p > q.

De forma análoga se obtém a ilustração do caso V, a qual será omitida aqui.
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Caṕıtulo 4

Apêndice

Abaixo estão os principais fatos de Variável Complexa que podem ser encontrados

na referência [6].

Começamos relembrando a definição de ı́ndice de uma curva:

Definição 4.0.1. Se γ é uma curva retificável em C então para a ̸∈ γ temos que

n(γ; a) =
1

2πi

∫
γ

dz

z − a

é chamado o ı́ndice de γ relativo ao ponto a.

A seguir, o teorema da fórmula integral de Cauchy:

Teorema 4.0.1. Seja G um subconjunto aberto do plano e f : G → C uma função

anaĺıtica. Se γ é uma curva retificável em G tal que n(γ;w) = 0 para todo w ∈

C−G, então para a ∈ G− {γ} temos:

n(γ; a)f(a) =
1

2πi

∫
γ

f(z)dz

z − a
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Abaixo, a definição de reśıduo e o teorema dos Reśıduos:

Definição 4.0.2. Suponha que f tenha uma singularidade isolada em z = a e seja

f(z) =
+∞∑

n=−∞

an(z − a)n

sua expansão em série de Laurent em torno de z = a. Então o reśıduo de f em

z=a é o coeficiente a−1 e denotaremos isso por Res(f, a) = a−1.

Teorema 4.0.2. Seja f uma função anaĺıtica na região G exceto pelas singulari-

dades isoladas a1, a2, ..., an. Se γ é uma curva retificável fechada em G que não

passa pelos ak e se n(γ;w) = 0 para todo w ∈ C−G, então:

1

2πi

∫
γ

f =
n∑

k=1

n(γ; ak)Res(f, ak)

Note que, se o ı́ndice da curva para cada singularidade é n(γ; ak) = 1, temos

que
∫
γ
f = 2πi

∑n
k=1Res(f, ak).

A seguir, o teorema do Prinćıpio do Argumento:

Teorema 4.0.3. Seja f uma função meromorfa com pólos p1, p2, ..., pm e zeros

z1, z2, ..., zn. Se γ é uma curva retificável fechada em G que não passa pelos zeros

e pólos e tal que n(γ;w) = 0 para todo w ∈ C−G, então:

1

2πi

∫
γ

f ′(z)

f(z)
dz =

n∑
k=1

n(γ; zk)−
m∑
j=1

n(γ; pj)

Observe que, se n(γ; zk) = 1 para cada k e n(γ; pj) = 1 para cada j, então

1

2πi

∫
γ

f ′(z)

f(z)
dz = Z(f)−P (f), onde Z(f) e P (f) são respectivamente o número de

zeros e o número de pólos de f .

Para finalizar, uma generalização do teorema acima:

82



Teorema 4.0.4. Seja f uma função meromorfa com pólos p1, p2, ..., pm e zeros

z1, z2, ..., zn. Se g é uma função anaĺıtica em G e γ é uma curva retificável fechada

em G que não passa pelos zeros e pólos e tal que n(γ;w) = 0 para todo w ∈ C−G,

então:

1

2πi

∫
γ

g(z)
f ′(z)

f(z)
dz =

n∑
k=1

g(zk)n(γ; zk)−
m∑
j=1

g(pj)n(γ; pj)

Em particular, para g(z) = z e n(γ; zk) = n(γ; pj) = 1 para todo k e j, temos:

1

2πi

∫
γ

z
f ′(z)

f(z)
dz =

n∑
k=1

zk −
m∑
j=1

pj

Teorema 4.0.5. Funções duplamente periódicas sem singularidades são constantes

Demonstração: Como f não tem singularidades na célula OABC (conjunto fe-

chado e limitado), então |f(z)| ≤ M na célula. Pela dupla periodicidade, a limitação

vale ∀z ∈ C.

Sejam z, z′ pertencentes à célula OABC e C um contorno tal que z, z′ estejam

dentro de C. Então pela fórmula de Cauchy, temos:

f(z′)− f(z) =
1

2πi

∫
C

(
1

ς − z′
− 1

ς − z

)
f(ς)dς

Tome por C o ćırculo com centro em z e raio ρ, com ρ ≥ 2|z′ − z|; isto é,

ς = z + ρ.eiθ. Dáı, pondo x = ρ cos(θ) e y = ρ sin(θ), vem:

ς − z = x+ iy

dς =

(
dx

dθ
+ i

dy

dθ

)
dθ e

|dς| =

√(
dx

dθ

)2

+

(
dy

dθ

)2

dθ = ρdθ
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Portanto,

|f(z′)− f(z)| =
∣∣∣∣ 1

2πi

∫
C

(
z′ − z

(ς − z′)(ς − z)

)
f(ς)dς

∣∣∣∣
≤ 1

2π

∫ 2π

0

|z′ − z|
1
2
ρ.ρ

M.ρdθ

≤ 2M |z′ − z|
ρ

Fazendo ρ → ∞, obtemos |f(z′) − f(z)| = 0 e logo f(z′) = f(z), ou seja, f é

constante.

�
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