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RESUMO

E realizado um estudo sobre o problema do segundo espectro de frequén-
cias no modelo de Timoshenko para uma viga bi-apoiada. A equagao caracteristica,
associada as condicoes de contorno bi-apoiada, permite determinar dois autovalo-
res que dependem de um inteiro n nao negativo, sendo que o de menor modulo
esta associado ao valor predito pela teoria de Euler-Bernoulli, e o de maior médulo
é usualmente referido como sendo do segundo espectro. Este tltimo espectro foi
salientado por Traill-Nash e Collar (1953) e desconsiderado por Timoshenko, que
utilizou fungoes trigonométricas que satisfazem as condi¢oes de contorno para obter
os modos de vibragao. Neste trabalho, o modelo de Timoshenko é formulado matri-
cialmente e permite que o estudo dos autovalores e autofungoes seja realizado com
o uso de uma base da equagao modal matricial de segunda ordem completa, gerada
por uma solucao matricial fundamental. Devido a uma representagao analitica desta
solugao fundamental, o estudo é realizado com o uso da solugao de um problema de
valor inicial escalar, cujo comportamento torna-se completamente oscilatorio acima
de um valor critico. Sao obtidos resultados que permitem classificar os autovalores
como simples e duplos, em ambos os espectros, e determinar seus correspondentes
modos. Observa-se que autovalores que correspondem a dois inteiros diferentes e
localizados em espectros distintos, porém relativamente proximos, estao associados
a modos de vibragao descritos por func¢oes trigonométricas que apresentam niimero

de noés bastante diferente.
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ABSTRACT

A study about the problem of the second spectrum of frequencies that
arises in the Timoshenko model for a bi-supported beam is accomplished . The
characteristic equation associated with the bi-supported boundary conditions allows
to determine two eigenvalues that depend of a non-negative integer n, being that
the eigenvalue with smaller module is associated to the value predicted by theory
of Euler-Bernoulli, and the one with greater module is usually referred as belonging
to the second spectrum. This latter spectrum was emphasized by Traill-Nash and
Collar (1953) but disregarded by Timoshenko who used trigonometric functions that
satisfy the boundary conditions in order to obtain the vibration modes. In this work
the model of Timoshenko is formulated in matrix terms and allows that the study of
the eigenvalues and eigenfunctions be performed using a basis of a complete second
order matrix modal equation, generated by a fundamental matrix solution. Due to
an analytical representation of this fundamental solution, the study is done with
the solution of a scalar initial value problem, whose behavior becomes completely
oscillatory above a critical value. Results are obtained in such a way that allow to
classify the eigenvalues as simple and double in both spectra and to determine their
corresponding modes. It is observed that eigenvalues that correspond to different
integers and localized on distinct spectra, but relatively close together, are associated
with vibration modes described by trigonometric functions which have quite different

number of nodes.



1 INTRODUCAO

Vibracoes transversais de vigas desempenham papel central na elas-
todinamica devido a sua importancia no estudo de varios problemas em &reas tais
como aeronautica, automobilistica, geodinamica, nanomecanica, ultrasom, micros-
copia de forca atomica, entre outros. Teorias de vigas como as de Euler-Bernoulli
(EBT), Rayleigh, Vlasov e Timoshenko (TBT) tém sido utilizadas para modelar as
vibragoes transversais de vigas, e a derivacao de suas equagoes é apresentada em

[14].

A teoria de Euler-Bernoulli assume que as segoes transversais, que sao
perpendiculares ao eixo neutral antes da flexdao, permanecem planas e perpendicu-
lares ao eixo neutral deformado, e assim nao ha tensao de cisalhamento em seus
planos, efeitos de inércia rotatéria também sao desconsiderados. Esta teoria possui
restricoes quanto a sua eficiéncia na aproximagao da resposta para vigas nao delga-
das, e para altas frequéncias. No que se refere ao estudo de propagagao de ondas,

EBT prevé velocidades de fase irreais para pequenos comprimentos de onda [11].

A teoria de Timoshenko [24] inclui os efeitos da deformagao por cisa-
lhamento e inércia rotatoria a teoria de Euler Bernoulli. Considerando que as segoes

planas permanecem planas, mas nao perpendiculares ao eixo neutral.

Traill-Nash e Collar [25] apresentam um estudo detalhado a respeito
da teoria de Timoshenko, onde identificam que para altas frequéncias, acima de
uma frequéncia critica, existe a possibilidade de um segundo espectro de frequéncias
naturais para vigas bi-apoiadas, sendo este um novo espectro de frequéncias. Este
espectro nao foi considerado por Timoshenko, uma vez que seu interesse original era
melhorar a teoria de Euler-Bernoulli. Desde entao, trabalhos como [1], [17], [22],

[23], [2] discutem a existéncia e validade deste "novo" espectro de frequéncias.



Segundo Levinson e Cooke [17], de um ponto de vista geral, é apropriado
falar de um tunico espectro de frequéncias para a viga apoiada-apoiada, uma vez que
todas as frequéncias geram um conjunto completo de autofuncoes para a expansao
modal de um movimento arbitrario. No entanto, os termos "primeiro" e "segundo"

espectros sao utilizados na literatura, [1], [17], [22], [23], [2].

Deve ser salientado, que existem posicoes diferentes de autores em re-
lagao ao segundo espectro. Stephen [22], [23]| diz que o segundo espectro deve ser
desconsiderado. Em [23] re-examina um exemplo numérico, dado em [17], utilizando
a teoria elastodinamica de placas, e conclui que as predi¢oes do segundo espectro nao
estao consistentemente de acordo com qualquer modo de vibracao simples. Mostra
também que a energia de Ostrogradski é positiva para o primeiro espectro e nega-
tiva para o segundo, e diz que em alguns ramos da fisica isto seria suficiente para
classificar o segundo espectro como nao-fisico. Por outro lado, Bhaskar [2] afirma
que o segundo espectro nao deve ser desconsiderado, por ser o resultado de uma per-
turbacgao singular associada com a relacao de dispersao da equacao de Timoshenko

adimensionalizada.

Rensburg e Merwe [26] classificam os autovalores em dois diferentes
tipos, tipo 1 e tipo 2, sem mencionar os termos primeiro e segundo espectros, e obtém
resultados quanto a multiplicidade dos autovalores, simples e duplos, substituindo
no modelo de Timoshenko o que seria um modo escrito na forma trigonomética, que

jé satisfaz as condicoes de viga bi-apoiada.

Este trabalho tem como propésito apresentar um estudo sobre as fre-
quéncias e autofuncoes do primeiro e segundo espectros de uma viga bi-apoiada,
obtendo-se critérios para caracterizar a multiplicidade geométrica dos autovalores,
e obter todas as possiveis autofungoes de maneira explicita, identificando a sua na-
tureza oscilatoéria. Para isto, o modelo de Timoshenko é formulado matricialmente
com o propoésito de que o estudo dos autovalores e das autofungoes seja realizado com

o uso de uma base da equagao modal matricial de segunda ordem completa, gerada



por uma solu¢ao matricial fundamental. Devido a uma representagao analitica desta
solucao fundamental, o estudo é realizado com o uso da solu¢ao de um problema de
valor inicial escalar, cujo comportamento torna-se completamente oscilatorio acima
de um valor critico. Sao obtidos resultados que permitem classificar os autovalores
como simples e duplos em ambos os espectros e determinar seus correspondentes mo-
dos. Observa-se que autovalores que correspondem a dois valores inteiros diferentes
e localizados em espectros distintos, porém relativamente préximos, estao associados
a modos de vibragao descritos por func¢oes trigonométricas que apresentam nimero

de noés bastante diferente.

A dissertacao esta estruturada da seguinte forma: no capitulo 2 sao
apresentadas as equagoes do modelo de Timoshenko para vigas, formuladas algébrica
e adimensionalmente. No capitulo 3, é introduzido o problema de autovalor, escrito
na forma de uma equagao diferencial matricial, e sua solucao é dada em termos da
base de Euler e da base matricial fundamental. No capitulo 4, é tratado o pro-
blema de autovalor sujeito a condigoes de contorno, sao apresentadas propriedades
das frequéncias para a viga apoiada-apoiada, e discutida a natureza das raizes da
equacao caracteristica. No capitulo 5, é definido o segundo espectro de frequéncias
e sao obtidas propriedades para suas frequéncias. No capitulo 6, sao apresentados
resultados para a classificacao dos autovalores como simples e duplos e seus modos
de vibragao tanto no primeiro como no segundo espectro. No capitulo 7, sao uti-
lizados parametros fornecidos na literatura para obter as frequéncias de cada um
dos espectros e seus respectivos modos de vibracao. Finalmente, no capitulo 8 sao

apresentadas as conclusoes deste trabalho.



2 MODELO DE TIMOSHENKO

As equagoes que governam o movimento de uma viga uniforme segundo

a Teoria de Timoshenko, com carga transversal distribuida f (¢, x) e momento g(¢, x),

sao [21]
O%ult. © O*u(t, x 0 x
M% _KGA( agé ) _ wg; )> = ft2),  (21)
plazqé(;, x) Ela%g;tz, x) G A (% — (¢, x)) =g(t,z), (2.2)

sendo u(t,x) a deflexdo transversal, ¢(t,z) o giro da segao transversal devido &

flexao, p a densidade, A a area da secao transversal, I o momento de inércia da

secao tranversal, F o médulo de elasticidade, G o modulo de cisalhamento, e k o

coeficiente de cisalhamento que depende da forma da secao transversal. O moédulo

de cisalhamento para materiais homogéneos e isotropicos é dado pela expressao
E

G = m, v o coeficiente de Poisson.

No caso de uma viga de comprimento finito, condi¢des de contorno sao
impostas em suas extremidades © = 0 e z = L. Na literatura [13|, as condigoes de
contorno sao referidas como classicas e nao-classicas. Na Tabela 2.1 sao listadas as

condicoes de contorno classicas para o modelo de Timoshenko.



Extremidade Apoiada u=0, EI % =0

Extremidade Fixa u=20, ¥v=0

Extremidade Livre E]g—f =0, rGA (% — 1/1) =0

Extremidade Deslizante | v =0, rGA (g—;f — ¢) =0

Tabela 2.1: Condigoes de contorno classicas para a viga de Timoshenko

O sistema de equagdes em (2.1) e (2.2) pode ser escrito na forma de um

sistema matricial de segunda ordem

My + Kv =F, (2.3)
sendo
pA 0 u(t, ) f(t,x)
M = , vt x) = , F = , (2.4)
0 pI Y(t, ) g(t, x)
2
—IiGAa—2 /iGA2 92 9
com
—rkGA 0 0 kGA 0 0
M = , C= , R= . (2.6)



2.1 Formulagao Algébrica

Usualmente o modelo de Timoshenko é apresentado na forma desacoplada
[15], [21], como duas equagoes diferenciais de quarta ordem. Estas equagoes podem

ser obtidas utilizando a identidade de Cramer, como segue.

Escrevendo as equagoes (2.1) e (2.2) na forma

Lv(t,z) =F (2.7)
sendo
0? 0? 0
pA-5 — KGA-— KGA— u(t, x)
L= ot Ox ox v(t,z) =
a 62 82 ) b b
f(t, z)
F = ) (2.8)
g(t, )

Dada a matriz L, define-se adj(L) como sendo a transposta da matriz dos cofatores
de L, denominada matriz adjugada do operador L. A matriz adj(L) tem a seguinte

propriedade
adj(L)L = Ladj(L) = det(L)I (2.9)

sendo I a matriz identidade de ordem 2 x 2.

Segue de (2.8)

2 2
p[a—2 — EIa—2 + rGA —/~£GA2
adi(L) = | 00 2 T (2.10)
/@GA% pAﬁ — KGA@
e
0? 0? 0? 0? 0\

, o 0%\ 0° o



Utilizando a propriedade (2.9) em (2.7)

adj(L)Lv(t,z) = adj(L)F,
(2.12)
det(L)Iv(t,z) = adj(L) F,
desta igualdade resultam as equagoes de quarta ordem nao homogéneas, desacopladas

com respeito a u(t,x) e ¥(t, x),

ﬂu% +pA <nGA — (EI + »GI) aa;) 82%(;’ ©)
mGAE]% 2y (2.13)
par D (HGA — (BI +GI) 88;) AICLIN
mGAEI% - B, (2.14)
sendo
F= p[% = E[% + KGAF(t,x) - RGA%, (2.15)
B = HGA% + pA% = HGA%. (2.16)

Observa-se que o lado esquerdo das equagdes (2.13) e (2.14) sao da
mesma forma. Entretanto, o desacoplamento do modelo traz modificacoes aos ter-
mos nao-homogéneos. Os termos F} e F,, nas equagoes de Timoshenko para o
deslocamento (2.13) e para o giro (2.14), envolvem derivadas da forga f(¢,x) e do

momento ¢g(t,x), enquanto que para o modelo acoplado isto nao acontece.

Em [21], as equagoes (2.13) e (2.14) sao obtidas derivando as equagoes
(2.1) e (2.2) em relagao a z, e realizando sobre elas algumas manipulagoes algébricas,

a fim de eliminar u(t,z) ou ¥ (¢, x).



Assim, o desacoplamento (2.13)—(2.14) tem motivado o estudo da equagao

de quarta ordem no tempo e no espago

Iy(t, ) 0%\ 9*y(t,x)
2 ) - 9
p AI—6t4 + pA (/-@GA (EI+ rGI) (%2) 22
4
HGAEIa GED =r(t, ) (2.17)

ox?t
onde y = u ouy =1 com r = F} our = Fj, respectivamente, referida as vezes como

equagao de Timoshenko [21].

Para efeito de comparacao com o modelo de Euler-Bernoulli, a equacao

desacoplada para o deslocamento u(t,z) (2.13), supondo g(¢,x) = 0, é rearranjada

na forma
E184u(t,x) n A82u(t,az) ) — ]84u(t,x) n EI 872 it ) — A82u(t,x)
ort PO o P TP e TkGA 2 0T TP T g2
(I) (I1) (II1)
pl 872 QPu(t,z)\
KGA 02 (f (ta)=pA—n— ) =0
(Iv)

(2.18)
A fim de visualizar os efeitos de inércia rotacional e deformagao de cisalhamento,
consideradas no modelo de Timoshenko, identificam-se os seguintes termos rela-

cionados:

(I) Teoria de Euler-Bernoulli,

(IT) Inércia rotacional principal,

(IIT) Deformagao de cisalhamento principal,
(

IV) Inércia rotacional e deformagao de cisalhamento combinados.
2.1.1 Equagao caracteristica

Seja F = 0 e supondo uma solugao de (2.7) da forma

v(t,x) = P, (2.19)



sendo w vetor 2 x 1, substituindo em (2.7) resulta

pAY? — kG AB? kGAB

Pty = 0. (2.20)
—kGAB plv? — E13? + kGA
Para garantir a existéncia de uma solugao w nao nula exige-se que

Av? — kGAB? GA
det | PAT T READ RGAS — 0, (2.21)
—kGApS plv? — EI13? + kGA

ou seja,
A(B,7) = p*AIy* + pA (kGA — (EI + kGI) 8°) v* + kGAEIB* = 0. (2.22)

Definindo
a=rkGA, b=FEI, c=pA e e=pl, (2.23)

o A(f3,7) é reescrito como
A(B,7) = cex* — (b + ea) *y* + cay® + abB* = 0. (2.24)

Esta equagao é chamada equacao caracteristica e sera utilizada em diversos outros

pontos deste trabalho.

Observa-se que a equagao (2.22) é equivalente a equagao obtida ao se

procurar solugdes da forma y(t,z) = A\e”**7* para a equacio de quarta ordem

Oy(t, z) 9%\ 9*y(t,z)

2 ) . )

p Al—at4 + pA (HGA (EI+ rxGI) 8x2) BYe
My(t, x)

2.2 Formulacao adimensional

Em varias situacgoes, é preferivel tratar o modelo de Timoshenko na
forma adimensional. Seja para comparar com o modelo de Euler-Bernoulli [2], seja

para determinar a parte espacial nas solugdes exponenciais [15], [26].
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Na sequéncia, sao dadas as adimensionalizacoes realizadas nas referén-

cias [2], [15], |26] para o modelo de Timoshenko, no caso de uma viga homogénea

nao forcada

0*u(t, x) D*u(t,x) OY(t,x)
A————= — kGA L — ’ = 2.2
P o = ( Oz? oz > 0 (2.26)
O*Y(t, x) 0P (t, ) Ou(t, x)
[——~ —FE[———— — kGA| ———= —9(t = 2.2
o e nea (M van) =0 e
ou na forma matricial
MV + Kv = 0, (2.28)
sendo
pA 0 u(t, )
M = . v(tz) = : (2.29)
0 pI U(t, )
2
—/iGAa—2 /ﬁGA2 82 0
K = 955 . Oz =Mz +Co +R, (2.30)
—kGA— —Fl— A
kG o 9 + kG
com
—-kGA 0 0 rGA 0 0
M = ,C = R = (2.31)
0 —EI —-kGA 0 0 kGA
2.2.1 Adimensionalizagao para efeitos assintéticos
A adimensionalizagao proposta em [2|, introduz as variaveis
x t u(t, )
. = — * = ’ * = 2.32
=7, T=z winH=" PO =ulte),  (232)
ndo R = L raio de giro d ao transversal, T' = pL4’tm r
sendo _”AO aio de giro da secdo transversal, T = 4/ —-7 € o tempo carac-
teristico e L é o comprimento caracteristico na diregao x.
Da regra da cadeia tem-se
0 d 0 10 0 0 0 10
9% _ EaR e (2.33)

dr  0¢0x LOE ot orot  Tor
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assim
dult,) _10Rw(1,€) ROV (€)
or L 0& L o¢
u(t,z)  10Ru*(1,§) ROu*(1,§)
oo T or T or (2:34)
e
Pult,r) R Pu(r,§) Pult,r) R Pu(r,§) (2.35)
ox2 L2 o0& oz T2 o9r2 '
Resultados similares sdo obtidos para as derivadas parciais de ¥ (¢, x)
ox L 0 ot T or ‘
e
Pyt L PY(E  Pultn) 1 PU(nE 07

or: L2 0& o2 T2 972

Substituindo nas equagoes (2.26) e (2.27) as derivadas parciais de u(t, x)
e Y(t, ), resulta
p RLW(r8)  ROPW(1€) 00 (r,€)

= 2.
kG T? or? L 0& o€ 0, (238)
pl 1 P¢'(r,6)  EI 1'(r,6) Row'(r&) . .
RGAT? 072 RGAL?  0¢ I o TYmO=0 (239
Considerando as constantes adimensionais
R F
¢ = Z e o0 = E, (240)

as equagoes (2.38) e (2.39) sao reescritas adimensionalmente como

g30_82u* (7—7 g) o gaQU* (7-7 g) + 3¢*(77 g)

o7 o¢? oc
(7, € Oy (1) ou () .
§40% — %o 8§2T - ua(g +¢*(1,&) =0. (2.41)

As equagbes adimensionais em (2.41) podem ser representadas na forma

M.V, + K,v, =0 (2.42)
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sendo
o0 e a@
M. — K. = € é |
4 9 2 92
0 <o —Sp¢ 0T T 1
% 02u* (T,
u* (7, €) . )
vV, = , Ve = , : (2.43)
* 8 * T,
(7, ) gurire)

Considerando y = u e r = 0 na equagao (2.17) e substituindo as varia-

veis adimensionais (2.32) resulta

R 0*u*(T,€) R 0%u*(1,€) R 0%*u*(T,€)
2 N>/ 227 7NN 9
P AIT4 5.1 + prGA 52 pA(EI + kGI) 277 0gior
R 9w (1,§)
,%GAEI—L4 e 0. (2.44)

Manipulando algebricamente a equagao (2.44) e utilizando as constantes

definidas em (2.40) segue

40_84U’* (T7 g) 2

or <1+ 0)34u*(7-7 §  Fu(r.f) T (T, §)

0&2072 or2 o0&t

S =0, (2.45)

que para s = o = 0 representa a equagao do modelo de Euler-Bernoulli! [2].

2.2.2 Adimensionalizagao no estudo das amplitudes espaciais

Huang [15] adimensionaliza a variavel espacial na forma

x
5_57

e supoe solugoes do tipo

ut,x) = €MUE), lt,x) = MT(E) (2.46)

'Equacdo do modelo Euler-Bernoulli adimensionalizada utilizando (2.32).



para o modelo de Timoshenko (2.26) e (2.27), e substituindo, resulta

U"+¢*s°U — LYV =0
U/
20 — (1 — ¢Pk*sH) U + — =0

onde

1 I El
2 - AL4 2 k2 — 2 —
T = E’ : ALz ¢ % T RAGL?
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(2.47)

(2.48)

(2.49)

e U, U", U e U representam diferenciacao em relacao a &, ou ainda substituindo

(2.46) nas equagoes desacopladas de quarta ordem (2.13)-(2.14), para f(t,z) =

g(t,x) = 0, obtém-se
U™ + ¢ (K* + s°)U" — ¢*(1 — ¢°k?s*)U =0,
\Ij(w) + q2(k2 + 82)‘1/” . q2(1 . q2k232)\p — 0

Em [26] sao introduzidas as variaveis

u(z,t)
L

= 5w = e (1€ = vlt,)

X
AN

1Y ~ . L. . . .
sendo T = L e e sao consideradas as varidveis adimensionais
\ Gk

AL? AGKL?
o= —- =
) /’L E_[

resultando nas equagoes adimensionais

(&) 0w (rE) | O (r.g)

or? 0&? ¢

Y (r,§)  10%*(r,€)  Ou'(r,€) ) —
72 - ; aég -G ag + Oﬂﬂ (7—7 5) - O,

=0,

escritas matricialmente na forma

M,v, + K,v, = 0,

(2.50)

(2.51)

(2.52)

(2.53)

(2.54)

(2.55)

(2.56)
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com
92 )
10 ~oez o€
M() - 9 K<> = ’

0 102

0 1 _Oé(’)_g T2 082 o

0%u*(1.,8)

U*(T, f) or2
Vo = ) ‘”/O = : (257)
2™ (1,8)

(T, €) o7z
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3 O PROBLEMA DE AUTOVALOR NO
MODELO DE TIMOSHENKO

A procura de solugoes exponenciais
v(t,7) = e'w(z), wlz) = , (3.1)

para o modelo de Timoshenko da equagao (2.3) é de interesse no estudo de propa-
gagao de ondas planas em vigas infinitas (2.19), bem como no estudo de modos ou
autofungoes em vigas de comprimento finito, diante da presenca de condigoes de
contorno ou de interface. Por esse motivo, seréd realizado um estudo detalhado da

parte espacial w(x).
Substituindo (3.1) em (2.3), com F =0,
MV + Kv =0, (3.2)
obtém-se o problema quadratico de autovalor

(M +K)w =0. (3.3)

A equagao (3.3) pode ser escrita na forma diferencial matricial como o
sistema de segunda ordem

Mw" (z) + Cw'(z) + K(y)w(x) =0 (3.4)

com os coeficientes matriciais

—-kGA 0 0 rGA V2 pA 0
M = ) C - 7K(/y) = Y
0 —EI —kGA 0 0 ~?pl +KkGA
(3.5)
ou ainda
pA 0 0 0
K(y) =M+ R, com M= , R= . (3.6)



16

Observe que M é matriz real simétrica negativa definida! e C ¢ uma
matriz real anti-simétrica. A matriz K é simétrica, porém pode ser uma matriz real

ou complexa dependendo da natureza de 2.

Tem-se que a matriz K(y) ¢ autoadjunta, ou seja K(v) = K*(y) =
KT(V), se e somente se v2 = 72, ou equivalentemente v é real ou puramente ima-
ginario v = +iw, w > 0. Nestes casos, decorre que a matriz K é real simétrica, e

somente poderé ser negativa definida quando

<0, e < —

ou seja, se
rGA
pl

v = +iw satisfazendo w? >
A seguir foca-se o estudo tendo em conta,

e (Caso estacionéario v = 0;

e Caso evolutivo v # 0.

Nas secoes seguintes consideram-se diferentes bases de solugoes para o

sistema (3.4).

3.1 Base de Euler

Procurar solugoes exponenciais de (3.4) na forma
w(r) = v, v#£0, (3.7)

leva a um novo problema quadratico de autovalor em . Para sua resolucao deve-se

determinar 3 tal que o sistema matricial

I'(B,7)v=("M+BC+K())v=0 (3.8)

L(—M) positiva definida
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possua uma solucao v nao nula, de modo que S deve ser raiz do polinémio carac-

teristico

P(B,7) = det (8°M + SC + K(v)) , (3.9)

ou seja, satisfazer a equacgao caracteristica
A(B,7) = det (8°M + BC + K(v)) = 0. (3.10)

Utilizando as constantes definidas em (2.23) decorre

A(B,y) = ab(8* + ¢*(7)B* —r*(7)) =0 (3.11)
sendo
9*(y) = - (% + 2) v, i (y) = —ey? (eva; a) : (3.12)

As raizes de (3.11) séo

bu2 = %5y ~202(1) + 2/ T 4riCy)

By0 = %51 ~202(1) — 2V (@20 + 41 (). (313

Para garantir que as raizes em (3.13) sejam simples, exige-se que

A(B,7) =0 GE%AWAO%O (3.14)

resultando 3 # 0 e 52 # #.

T .
A fim de encontrar os autovetores v; = [v1; ;]  associados a cada
f3;, substitui-se as raizes (3.13) em (3.8), obtendo-se os seguintes sistemas a serem

resolvidos

L(Bi,v)vi =0, T(Ba,7)v2 =0,

F(Bg,’}/)V:g = 07 F(/8477>V4 - 07 (315>

com os coeficientes matriciais I'; = I'(f;,y), em termos das constantes (2.23)
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—5?& + ’YQC @-a U1j
F]‘ = (& Vj = . (316)

—Bia —[2b+ ey’ +a Vaj

Supondo que as raizes (3.13) sdo simples e realizando uma troca de

linhas na matriz I';, do sistema homogéneo (3.15), resulta o sistema

—Bja —szb +ey? +a vy 0 (3.17)
= . 3.1
—@% +~%c Bja Vaj 0

Utilizando Eliminacao Gaussiana decorre

Aj Bj (%] 0

—~

3.18)
0 0 vy 0

ou simplesmente a relagao entre as componentes do vetor v;

Alej + BjUQj = 0, (319)
onde
Aj = —ﬁja,
B; = —ﬁ?b + 7%e + a. (3.20)
Assim v; é dado por
_EUQ.
v=| Y7 (3.21)
’Ugj

Substituindo A; e B; dados em (3.20) tem-se

o —B%b—l—'yge—l—av i —B§b+726+av
—Bia 21 “Baa 22
Vi = , Vo = , (322)
V21 V22
_ —ﬂ§b+'y2e+av . —,BZb—&-'er—i-a'U
—fsa V23 ~faa 2
V3 = , Vg = ) (3.23)
V23 V24
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Sendo as quatro raizes de (3.13) distintas, a combinagao linear

Birz

w(z) = 16”7V + cae™vy + e3P vz 4 cheP vy (3.24)

[N

a solucao geral da equagao (3.4), pois a matriz Wronskiana em z = 0

Vi \P) V3 V4
(3.25)
Pivi Bava Bzvz Bavy
¢ nao singular?, ou seja, o problema ¢é nao defeituoso. Assim,
d1(z) = €My, do(m) = PPy, 3(x) = €M%y, Gu(z) = ™vy, (3.26)

serd a base de Euler do sistema (3.4), onde as solugbes ¢;(z), j = 1,...,4 sdo com-

pletamente definidas por (3.13), (3.22) e (3.23).

No caso de raizes simples, obtém-se as solugoes puramente exponenciais

por serem combinagoes lineares de solucoes do tipo
v(t,z) = Py,

De acordo com a natureza dos valores de v e 3, podem-se ter solugoes periddicas no
tempo quando v = iw, e periddicas no espago se 5 = im, w e m reais. No caso de

periodicidade tempo-espago tem-se ondas progressivas do tipo harmonico

e'yt—l—ﬁxv _ ezm(w—ct) v,

w
onde ¢ = ——.
m

No caso das raizes repetidas, nem sempre a forma da amplitude w(z)
serd combinacdo linear de solugdes exponenciais (3.24). Dai resulta conveniente

procurar solugoes modificadas [19], do tipo

w(r) = " p(z) (3.27)

2cada coluna da matriz é autovetor associado a autovalores distintos, §;, i = 1,2, 3, 4, da matriz
obtida reduzindo (3.4) a um sistema de equagoes de primeira ordem.
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onde

p(x) =ap+az+ ...+ a,z™,

¢ um polindémio a ser determinado, com a, a,, ..., a,, vetores 2 x 1.

3.2 Bases matriciais

A solugao geral de

Mw" (z) + Cw'(z) + K(v)w(z) = 0, (3.28)
—-kGA 0 0 rGA Y2 pA 0
M = 7C - 7K(Py) = ?
0 —FEI —kGA 0 0 %ol +KkGA
(3.29)
dada por
w(z) = c1101(2) + c21902(x) + c1203(x) + c2204(), (3.30)

sendo ¢;(x) de ordem 2 x 1 para j = 1, ..., 4, e {¢1(x), p2(2), d3(x), pa(x)} um
conjunto de solugoes linearmente independentes de (3.4). A solucao (3.30) pode ser

reescrita de forma compacta como

w(z) = &1 (x)c; + Pa(x)co, (3.31)

sendo
0(@) = | di(r) bo(2) |, Be) = | by(2) Gila) |, (3.32)
c, = o , Cg= e : (3.33)

Isto sugere introduzir o conceito de base matricial como segue.

Definicao 1. A matriz ®(x) de ordem 2 x 2 é uma solugao matricial de (3.4) se

cada coluna de ®(x) satisfaz a equacao (3.4), ou equivalentemente, se ®(x) satisfaz
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a equacao

M®" (z) + C¥'(z) + K(7)®(z) = 0 (3.34)

sendo 0 matriz nula de ordem 2 x 2.

Definigao 2. Sejam ®1(z) e Po(x), de ordem 2 x 2, solug¢oes matriciais de (3.4) diz-
se que {®1(x), Po(x)} formam uma base matricial de solugoes da equagao diferencial

se o Wronskiano

q)l(l’o) @2(1’0)
W (@1 (20), ®a(z0)) = det £0. (3.35)

D7 (o)  Pa(wo)

Pelo Lema de Abel extendido para sistemas de equagoes lineares, no-
vamente é suficiente que o determinante (3.35) seja nao nulo em um ponto qualquer

x = x, [19].

3.2.1 Base Fundamental

Com a base de Euler, observa-se que as soluc¢oes encontradas sao dividi-
das nos casos de raizes simples e raizes repetidas. Porém, é possivel introduzir outras
bases de solugao que nao requerem para sua formulagao, em um primeiro momento,
a distingdo da natureza das raizes do polindémio (3.11). Nas aplicagoes encontram-se
solugoes nao homogéneas obtidas através de convolugao com uma solucao funda-

mental caracterizada por seus valores iniciais impulsivos [20], [4], [5], [3] e [16].

Isto motiva generalizar conceitos do sistema de primeira ordem [19],
[3], através da introdugao da solugao matricial fundamental h(z), como sendo uma

matriz 2 X 2 que satisfaz o seguinte problema de valor inicial [7]

Mh"(z) + Ch'(z) + K(y)h(z) = 0 (3.36)
h(0) =0, MW(0) =1, (3.37)
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sendo 0 a matriz nula 2 X 2 e I a matriz identidade 2 x 2. Esta solugao, quando uti-
lizada em sistemas no repouso para x negativo, ¢ também conhecida como resposta

impulso ou solu¢ao de Green de valor inicial [19].

Derivando (3.36), sendo M, C e K coeficientes matriciais com compo-

nentes constantes,
Mh"(x) + Ch”(z) + Kh'(x) = M(h'(z))"” + C(h'(x))" + K(h'(z)) = 0,
assim h'(x) satisfaz a equagao (3.36).
O Wronskiano de h(z) e h'(z) em x =0 é
h(0) h'(0) 0 Mt 1
h'(0) h"(0) M -M'eMt | ¢

sendo a = kGA, b= EI, decorre que {h(z),h’'(z)} é base matricial para as solugoes

da equagao (3.4), sendo sua solucao geral dada por

w(z) = h(z)c; + h'(x)c,, (3.39)
C11 C12
C; = , Co = . (340)
Ca21 C22
Tomando em particular
1 0
C| = € Co = s (341)
0 0

c = e Cy= (3.42)

observa-se que a segunda coluna da matriz h(z) também é solucao de (3.4). Analoga-
mente, obtém-se que as colunas de h'(z) também sado solu¢oes da equagdo em

questao.
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Observa-se que para qualquer xy arbitrario e fixo, a solucao geral pode

ser escrita como

w(z) = h(z — z)e; + W (2 — z0)cs (3.43)

uma vez que
®,(z) = h(z — o), (3.44)
Oy(2) = W' (z — o) (3.45)

formam uma base matricial, pois o Wronskiano é nao nulo em x.

3.2.1.1 Base Normalizada

Sendo h(z) solugao de (3.36), com as condigoes iniciais dadas em (3.37),

define-se
ho(z) = h'(2)M + h(z)C, (3.46)
hy(z) = h(z)M (3.47)
satisfazendo as condigoes iniciais normalizadas
ho(0) =1, hg(0) =0, (3.48)
h;(0) =0 h{(0) =1, (3.49)
sendo I matriz identidade 2 x 2 e 0 matriz nula 2 x 2.

E possivel verificar que hy(z) e hy(z) satisfazem a equacio diferencial

em (3.36), e além disso

hy(0) hy(0) I 0
det = det =1 (3.50)
h{(0) h/(0) 01
Assim, tomando
Oy (x) = hy(z), (3.51)
Oy(x) = hy(z), (3.52)

{®1(z), Po(z)} formam uma base matricial normalizada para a equagao (3.4).
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3.2.1.2  Foérmula analitica para h(x)

Uma foérmula fechada para h(z) para o modelo de Timoshenko pode
ser obtida com a introducao de um polindmio caracteristico, e a resolucao de dois
problemas de valor inicial, um para uma equacao matricial em diferencas e outro

para uma equacao diferencial, ambos descritos a seguir [8], [6], [7].

Define-se
4
P(B,7) = det (M + SC + K(7)) = > _b;8*7 (3.53)
7=0

como sendo o polindmio caracteristico. Quando for de interesse observar apenas [

escreve-se P(f,v) = P(p).

Utilizando (2.23), tem-se que somente os coeficientes de indice par sao

diferentes de zero

bop=ab, by =0b3=0, by=—(ae+bc)y?*, by=(ey*+a)cy’ (3.54)

Considere o problema de valor inicial
bod ™) () + byd" (z) + byd(z) = 0,
d(0) =d'(0) = d"(0) = 0,abd” (0) =1, (3.55)
que corresponde & solucao fundamental da equacao diferencial Z?:o b;d*=9)(z) = 0,
construida com os coeficientes do polindmio caracteristico (3.53)-(3.54), e o problema
de valor inicial para a equagao em diferencas
th+2 + Chj+1 + Khj =0
hyg =0,Mh; =1, (3.56)

onde h; = h)(0).

Agora, pode-se determinar h(z) dada por [8], [6], [10]

J

h(z) = ) bd ) (2)hy_;. (3.57)

j=1 i=0

—
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A seguir, serao realizados os calculos para determinar a solugao funda-

mental matricial h(x), de (3.36)-(3.37), aprimorando os resultados apresentados em

7.

A resolugao de (3.55), utilizando a base de Euler, requer o estudo da

multiplicidade das raizes da equacao caracteristica

A(B,7) = ab(B" + g*(v)8* — (7)) = 0. (3.58)

De (3.13), as raizes podem ser escritas de maneira conveniente

Bro = te= i%\/—292(7) +2¢/(62())? + 4r1(v),

: 1
Boa = +id = %i 51/262(7) + 2V (GCIP + 4r1(3), (3:59)
onde
= (g +eh) e rt=5% (3.60)
No caso das raizes de (3.58) serem distintas, a solugao de (3.55) ¢ dada
por
J 4 eBr
T) = . 3.61
PSP oy

k=1

Utilizando as raizes na forma (3.59), obtém-se

0 senh(er) — e sen(d)

d(z) = .62
(z) abed (02 + €2) (3.62)
onde § = () e € = €(vy) dados por (3.59).
Do problema (3.56) segue
00 —1/a 0
hO = ) hl - )
0 0 0 —1/b
0 —1/b (—%cb + a?)/a?b 0
h, = ., hy= . (3.63)
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Finalmente, utilizando (3.54), (3.55), (3.63) em (3.57) obtém-se

h(s) — —bd"(z) + (e7? + a)d(z) —ad'(z) 360
ad' () —ad"(x) + cy*d(x) |
(e — —bd" (z) + (e + a)d'(x) —ad"(x) (3.65)
ad”(z) —ad" (z) + cy?*d (z)

3.2.1.8  Representagao espectral de h(x)

A seguir sera considerada uma representagao espectral para h(x) para

o0 caso em que as raizes de (3.58) s@o todas distintas. Neste caso, a solucao de (3.55),

por [12], é
Ay =32 (3.66)
x) = —_—. .
2 PG
Esta representagdo de d(x) permite escrever h(z), dada em (3.64), da seguinte
maneira
Iy (3.7
h(z) = —— Ay, 3.67
P
sendo
—bBE+ev* +a —aB
Ay = . (3.68)
afr, —af? + cy?
A matriz Ay pode ser convenientemente fatorizada em termos dos autovetores
—Bra
vp = | —afi + ey’ (3.69)
1

associados aos autovalores 3, do problema
(B*M + BC + K(7))v = 0, (3.70)
ja calculados em (3.22)-(3.23). Segue que

Ap = vp - Wi (3.71)
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onde

aB
Wy = . (3.72)

—afi +cy’

Utilizando a relagao (3.72) em (3.67) obtém-se a representacao espectral

da resposta impulso matricial

h(z) = P wl, (3.73)

onde P'(By) = 4abB; — 2(ae + cb)y? By

2

~ . a .
Observagdo: Para o caso v = iw, com w® > —, tem-se M, K auto-adjuntas e C
e

anti-simétrica, sendo M, C e K reais. Assim, decorre de 9] que wy sdo autovetores

do problema de autovalor adjunto associado com (3.70), dado por
(€M + £C* + K*(7))w = (€M — £C + K(y))w = 0,

onde ¢ = 8.

3.3 Relagao entre base de Euler e base fundamental

Sendo d(z) solugao do problema de valor inicial (3.55) dada por

_ 6 senh(ex) — e sen(dx)
dw) = abed (92 + €2) ’

(3.74)

com

., cosh(ex) — cos(dx)
d(w) = ab(6? + €2) '

s, €senh(ex) + 0 sen(dx)
'(x) = ab(0? + €2) ’

e? cosh(ex) + 62 cos(dx)
ab(6? + €2) ’

d”/(il?) —
(3.75)



e definindo ) ) )
cosh(ex) d(x)
senh(ex) d (z)
E = e D= ,
sen(dz) d"(z)
cos(dx) d" (x)
tem-se
D = MZE,
sendo ~ -
0 ! — 0
abe(e2+462) abd(e2+62)
1 0 0 1
ab(e2+462) ab(e2+62)
Mp = )
0 ab(e2+462) ab(e2+462) 0
€2 52
| ab(e?+42) 0 0 ab(e2+462)
e segue que
E =MED
sendo ) )
0 baé> 0 ab
. . ebad? 0 abe 0
Mp = (ME)_ = )
—€e2abd 0 abd 0
0 —€e%ab 0 ab

de onde decorre a seguinte igualdade

cosh(ex)
senh(ex)

sen(dx)

cos(dx)

bad*d' (z) + abd” (x)
ebad*d(x) + abed” (x)
—e2abdd(x) + abdd" (x)

—e2abd' (z) + abd” ()

28

(3.76)

(3.77)

(3.78)

(3.79)

(3.80)

(3.81)
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No caso critico € = 0 procede-se segundo Liouville. Multiplicando (3.79)

pela matriz

e fazendo € — 0 obtém-se

T
sen(0x)

cos(dx)

[a)
=

(@]

o

[ bad®d (z) + abd”(z)
bad*d(x) + abd”(x)

abdd” (x)

abd” (x)

(3.82)

(3.83)

Neste capitulo, a solu¢do de (3.4) foi dada em termos das bases de

Euler e matricial fundamental.

Na sequéncia, serd considerada a base matricial

fundamental, para determinar os modos de vibracao na presenca de condig¢oes de

contorno.
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4 EQUACAO MODAL PARA O MODELO DE
TIMOSHENKO COM CONDICOES DE
CONTORNO

Até este momento, considerou-se a obtencao de solugoes exponenciais

no tempo

v(t,r) = "'w(z), (4.1)

em uma viga sem condi¢oes de contorno, em que as amplitudes espaciais w(x) sao

solugoes da equagao (3.4)
Mw" (z) + Cw'(z) + K(y)w(z) = 0, (4.2)

com os coeficientes matriciais

—-kGA 0 0 kG A v2pA 0
M = C= K(y) =
0 —EI —-kGA 0 0  ~?pl +KkGA
(4.3)

Para a determinacdo do deslocamento transversal u(t,z) e giro (¢, x)
de uma viga de comprimento L, descrita pelas equagoes (2.1) e (2.2), serao conside-

radas condigoes de contorno nos extremos z = 0 e x = L da forma geral

Avru(t, 0) + Antb(t, 0) + Jug (£,0) + T2 ?/1 (1,0) = 0,
(4.4)

oY

du

oY

ou
Aglu(t 0) + AQQ’(/J(t 0) + Jog—

B (t 0)+J22

(¢,0) = 0;

Friu(t,L) + Fia9(t, L) + Q11 (t L)+ Q12 (75 L) =0,

(4.5)

9y

Fglu(t L) + FQQ?/J(t L) + Q21 (t L) + Q22 (t L) 0.
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Segue que as amplitudes espaciais w(z) em (4.1), na forma matricial,

estao sujeitas as condigoes de contorno

Aw(0) + Jw'(0) = 0,
Fw(L)+ Qw'(L) =0, (4.6)

sendo A = [Ay], T = [Jij], F = [Fy] e Q = [Qy;]-
Substituindo
w(z) = h(z)e; + h'(z)c,
em (4.6) tem-se

A[h(O)Cl + h/(O)Cg] + j[h/(O)Cl -+ h”(O)CQ] = 0,
Flh(L)e: + W(L)es] + QW(L)ey + h(L)cs] = 0, (4.7)

ou ainda, utilizando h(0) = 0, h’(0) = M~ e h”(0) = —M~'CM™!, decorrentes de
(3.36) e (3.37), segue

AM tey) + JM ey — M 'CM ey = 0,
.F[h(L)Cl + h,(L)CQ] + Q[h/(L)Cl + h”(L>CQ] =0. (48)

As condigbes de contorno (4.7) ou (4.8) podem ser escritas como

U(y)e =0, (4.9)
sendo
Z/l( ) Ah(0) + Jh/(0)  .Ah’(0) + Jh"(0) | JM-1 (A-gM~ic)M™!
"}/ pr— ey
Fh(L) + Qh'(L) Fh'/(L)+ Qh"(L) | Fh(L)+ Qh'(L)  Fh/(L) + Qh"(L)
Cq C11 C12
c= , €] = , Cy = .(4.10)
Co Co1 C22

Simplificando ainda mais, pode-se escrever

Uly) = BS, (4.11)
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h(0) h'(0) 0 M-
AT 00 W(0) h"(0) M- —M-!CM-!
]B — > @ = =
0 0 F Q h(L) h/'(L) h(L) h'(L)
W(L) h"(L) W(L)  h'(L)
(4.12)
Retomando a resposta impulso matricial h(z) dada em (3.64) tem-se
B 0 0 -1 0 7]
0 0 0 -1
-1 0 0 -1
0 -1 H 0
o = ,
—bd"" (L) + (ev? + a) d(L) —ad'(L) —bd"" (L) + (er? +a) /(L) —ad" (L)
ad’ (L) —ad (L) 4+ cy3d(L) ad’ (L) —ad"’ (L) + cv3d' (L)
—bd""" (L) + (6’72 + a) d' (L) —ad(L) —bd(V) (L) + (e'yz + a,) d'"(L) —ad""(L)
L ad” (L) —ad"" (L) + ev?d/ (L) ad”"’(L) —ad) (L) + en2d’" (L) |
(4.13)
e substituindo d(z) dada em (3.62)
i) = dsenh(ex) — esen(dz) (4.14)

abed (0% +€%)
a matriz ® é dada diretamente em termos de senh(eL), sen(dL), cosh(eL) e cos(dL),
de onde pode-se escrever

®=d(5,e). (4.15)

Para que exista uma solu¢ao nao trivial ¢ de (4.9) é necessério exigir

que

JM! (A— JMIC)M!
det(U(y)) = det = 0. (4.16)
Fh(L)+ Qh'(L) Fh'(L)+ Fh"(L)

A equagao resultante dessa igualdade é chamada equacao caracteristica, e sera de-

notada por

Ay = det(U(7)) = det (B (S, €)) = 0. (4.17)

A equagao caracteristica (4.17) determina valores de € = ¢(y) e 0 = d(7)

e consequentemente os valores de 7.
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Observacgo: E importante observar que d(x) = d(, ), implicando entdo que h(z) =

h(z,v).

4.1 Viga apoiada-apoiada

Considerando uma viga apoiada-apoiada cujo movimento é descrito
pelo modelo de Timoshenko, sera estabelecido, no estudo dos modos e frequéncias,
que os autovalores v sdo imaginarios puros escritos da forma v = iw, com w # 0.
As condigoes de contorno sao

u(t,0) =0 ,(t,0) =0,
u(t,L) =0 .(t, L) =0, (4.18)

e para escrevé-las na forma (4.6) tem-se

0 0 0 1

Utilizando (3.64), (3.65), (4.19) e as condigoes iniciais dadas em (3.55), a matriz U

¢ dada por

1

0 0 —— 0
a

0 ! ! 0
U= b b

—bd" (L) + (ev? + a)d(L) —ad’ (L) —bd""’ (L) + (ev? + a)d/ (L) —ad’'(L)
ad’ (L) —ad”’ (L) + cv2d' (L) ad'’ (L) —ad() (L) 4 ey2d/' (L)

(4.20)

Da primeira equagao do sistema (4.9), com a matriz Y dada em (4.20), decorre
0'C11+O'021—(1/a)'012—|—0'022:O—>612:0, (421)
utilizando ¢15 = 0, da segunda equacao segue

O‘Cn-(l/b)‘Cn‘i‘(l/b) 'O+0'622:0—>021 = 0. (422)
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Como consequéncia, o sistema (4.9) reduz-se a
Dc = 0, (4.23)

sendo

—bd"(L) + (ev* + a)d(L) —ad"(L) 11
D= ,C = . (4.24)
ad" (L) —ad™ (L) + ey*d"(L) C22
Do PVI (3.55) tem-se que

(ae + cb)y2d" (L) — (ey* + a)ey?d(L)

d™(L) = 4.25
(L) - , (4:25)
e utilizando esta igualdade a matriz (4.24) pode ser reescrita na forma'
—bd"(L) + (e7* + a)d(L) —ad"(L)
D= 4.26
() ey d'(L) + (7 + a)ertd(r) | 40
b
Neste caso, a equagao caracteristica (4.17) é dada por
b 2
Ay = det(D) = (e7? +a) |ald"(L)]* — m%”d(L)d”(L)
2 (pon2
+M[d@)}2] —0.  (4.27)

Observa-se que, colocando em evidéncia o termo d(L) e utilizando (4.25)

em (4.27), segue que
Bu(y) = (7 + @)a{ [@"(L) = d(L)a™ (D)} =0 (4.28)

é a equacao caracteristica que seria obtida manipulando o determinante da matriz

D dada em (4.24).

No decorrer do texto seré utilizada a matriz D na forma (4.26), pois esta envolve apenas d(r)
e sua derivada de ordem dois, tornando-se mais apropriada para a derivagao de resultados.
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4.2 Propriedades das Frequéncias e Modos

Para fungdes vetoriais continuas num intervalo [0, L]

I fi(=) o 91 (@) | (429

fo(z) 92()

serd considerado o produto interno
L
() = | 1@yt (1.30)
0
* _T ra ra
com f*=f = [fl f2}-
A equagao (3.4), modificada pela relagao (3.6), é escrita como
Mw"(z) + Cw'(z) + (v*"M + R) w(z) = 0, (4.31)
fazendo o produto interno, por w, decorre
(w,Mw") + (w,Cw') + v*(w, Mw) + (w,Rw) = 0. (4.32)
Integrando por partes, tem-se
L / /
v*(w, Mw) = Blw, w]| —{—/ (W* Mw' +w* Cw + W*(—R)W) dx, (4.33)
0
sendo
Blw, w] = — [w*Mw’ + w*Cw] | . (4.34)
Considerando as matrizes M, M, C ¢ R dadas em (3.5) ¢ (3.6), com
w =[U ¥]", e as condicoes de contorno
U0)=90)=0 e U(L)=Y(L)=0, (4.35)

resulta

Blw, w] =0 (4.36)
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(§]
L / /
/ (W* Mw' + w* Cw + w*(—R)w) dx
0
L 2 2 — — 2
——/ KGA (\U’\ 4|0 —U\IJ+U\II) 4 BEIN)?dr
0
L —
_ _/ KGA|U' — U2 + BTV + kGAUT) da
0
L
— _/ KGA|U' — U + EI |V dx, (4.37)
0
sendo |z|* = zz.
Assim

. L (RGAU =W + BT da (438
V== ) .
Jo (pAIUP + pI [9]) dz

decorre entdao que 72 ¢ o negativo do quociente de duas grandezas nao negativas e

portanto v = iw, w real, ou seja, v um nimero puramente imaginéario.

A seguir, sera estabelecido que o caso estacionéario v = 0, nao deve ser

considerado para a condi¢ao apoiada-apoiada.

De (4.38), segue que para v = 0 deve-se ter
U—-¥=0 e V=0, (4.39)

e dai

U(x)=a1 e Ux)=omz+ as. (4.40)

Para que U(z) e ¥(z), dadas em (4.40), satisfagam as condigbes de contorno apoiada-
apoiada em z = 0 e x = L, resulta a; = 0 e ay = 0. Dessa forma, nao existindo
modos nao nulos, considera-se v? < 0. Quando a equagao caracteristica (4.17) tiver
solucoes do tipo v = iw, w real, o valor w seré referido como frequéncia natural.
Pela discussao anterior, tem-se que para as condi¢oes de contorno apoiada-apoiada,

todos os autovalores estao associados a frequéncias naturais.



37

Para frequéncias naturais, segue que as matrizes K e M em (2.29)-(2.30)

sao reais e da equagao (4.2), segue que

Mw"(z) + Cw'(z) + K(w)w(z) = 0, (4.41)
com
—w?pA 0
K(w) = , (4.42)
0 —w?pl + KGA

¢ uma equagao com coeficientes matriciais reais. Segue que as solugoes do tipo

exponencial (3.1) tornam-se periodicas no tempo,
v(t,r) = e“'w(z), (4.43)
onde os modos w(z) sdo reais.

Supondo que wi(x), wo(x) modos associados aos autovalores v = iw; e

7 = iws, respectivamente. De (3.3) decorre
(K —wiM)w; =0, (K —w;M) wy =0, (4.44)

e por U(x) e U(x) serem reais segue

(wa, Kwy) = (w1, Kwy), (4.45)
(wo, Mwy) = (w1, Mwy), (4.46)

e entao
(wi — w3) (wa, Mwy) = 0. (4.47)

Consequentemente, as autofungoes correspondentes a autovalores distintos, que sao
frequéncias naturais distintas, s@o ortogonais com respeito a M. Observa-se que

também s@o ortogonais com respeito a matriz K, pois de (4.44) tem-se
(wa, Kw) — w?(wy, Mw,) = 0,
e por wi e wy serem ortogonais em relacao a M resulta

<W2, KW1> =0.
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4.3 Natureza das raizes ¢ e ¢

Retomando a equagao (3.58), considerando 7 = iw, w real nao nulo,

tem-se
A(B,w) = ab(B" + g*(w) B2 — r'(w)) = 0. (4.48)
cujas raizes sao
B2 ==xe e 54 = Fid, (4.49)
sendo
¢ = W 20%(w) + 2V, (4.50)
5 = ;\/29( )+ 2vVQ (4.51)
com
Q = () +4r'(w), (4.52)
P =2 (5+5), rw-e (). (15

e os parametros a, b, ¢ e e dados em (2.23).

Determina-se, a seguir, a natureza de 0 e e€:

1. & € real:

Substituindo os termos g*(w) e 7*(w) em Q2 tem-se

e c\ 2 c
Q=(-—-) w+4w*- 4.54
(b a)w—l—wb>0, (4.54)
de onde decorre
1
2 —
5 2( (w )+x/_> (4.55)

Assim, § > 0 de (4.51).
Observacdo: Esta andlise ¢ realizada com w?, entao a relagao (4.54) e

as consideragoes sobre § também sao validas para w < 0.
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2. A natureza de € € analisada com relagao a frequéncia
GA
W=t (4.56)
e pl

chamada frequéncia critica, como seque:

(a) Para w? < w? tem-se € real nao nulo.

(b) Para w? = w? tem-se € = 0.

2

2 tem-se € puramente 1magindrio.

(c) Para w?® > w

Verificagio de (a):

Partindo de w? < w? segue

(—92 +/(g%)* + 4r4> > 0,

N | —

W<w=srt>0=E =
pois tem-se que g2 > 0.

Nesta situacao, tem-se € real nao nulo, sendo as raizes (3 » distintas e

reais, e a solugao d(z) ¢ dada em (3.62)
d senh(ex) — € sen(dx)
d pum
(z) abes (82 + %)

é representada por fungoes hiperbolicas e trigonométricas.

(4.57)

Verificagcao de (b):

Considera-se neste caso w? = w? e assim

2 2 4 2 a—ewg o 1 2 N2
w? =w’ = r*(w.) = aw; — =0=¢ :§<—g —l—\/(g)):O,

pois g2 > 0. E a solugao d(z) ¢ dada utilizando processo de limite quando ¢ — 0

Ccomo segue

d(x) = lim (4.58)

6 senh(ex) — esen(dx)\  6r —sen(dw)
abed (62 + €2) B abs®

Verificagao de (c):
Tem-se que

W>w=rt<0=E =

(—92 + W) <0,

DN | —
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pois g%(w) > 0. Assim, segue que € = ig, € real nao nulo.
A substituicao da identidade
senh(iex) = i sen(ex)
em (3.62) resulta
_ esen(dx) — J sen(ew)

dlw) = abde(e? — §?)

Nesta situacao, d(z) é representada apenas por fungdes trigonométricas.

(4.59)

4.3.1 Equacgao caracteristica em termos da base de Euler

Como observado anteriormente, a natureza da soluc¢ao d(x), periddica

ou nao, depende da localizacao da frequéncia natural, w, em relacao a frequéncia
a

critica, w? = —. Utilizando as fungoes d(x) definidas em (4.57), (4.58) e (4.59)
e

obtém-se de (4.28), respectivamente

senh(eL) sen(dL)

Ay(iw) = (—ew® +a)a pETEY =0, paraw’<w?  (4.60)

Ay(iw) = (—ew? +a)a % =0, paraw®=w? (4.61)

Ay(iw) = (—ew? +a)a sen(aj;)b;;;(éL) =0, paraw®>w?’ (4.62)
Observacdes:

e Pode-se tomar de forma geral a equacao (4.60) e a partir dela obter as
equagoes (4.61) e (4.62), por processo de limite com ¢ — 0 e substi-

tuindo € = ie respectivamente.

e v = iw,. sempre satisfaz a equagio (4.27), pois neste caso a — ew? = 0.
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5 ESPECTROS DE FREQUENCIAS DO
MODELO DE TIMOSHENKO

Neste capitulo é caracterizado o segundo espectro de frequéncias para

o modelo de Timoshenko com condigoes de contorno apoiada-apoiada.

Sabe-se que para as condicoes de contorno apoiada-apoiada v = 1w,

a
w # 0, e considerando w? # —, a equacao caracteristica (4.60) dada por
e

senh(el) sen(dL)

Ay(iw) = (ew? —a) a P25 =0, (5.1)
é satisfeita para
5:"% ou e:in%. (5.2)

Definicao 3. Os espectros de frequéncias sao definidos como:

e O primeiro espectro de frequéncias € definido pelo fator sen(6L) =0 de

(5.1), ou seja, § = %, com €2 = 6% — w? <% + 2)

e O sequndo espectro de frequéncias € definido pelo fator senh(el) = 0 de

(5.1), ou seja, € = ic, € = % com 6% = w? <§ =+ g) — g2,

A equagao (4.48)

A(Biw) = ab(B* + g*(iw)” — r*(iw)) = 0 (53)
g*(iw) = (g + 2) w?  ri(iw) = aw? (a _aIfW2> , (5.4)

¢é reescrita da forma

ez e
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Substituindo-se

nm

big =10 = if’ (5.6)
nm
Psa=¢€= T (5.7)

em (5.5), resulta a equagao

(R R 1 R

referenciada, em [17|, como equagao de frequéncia , cujas raizes sao

o =3+ () 2y () (o) a2 (2’|,

=3 () () 2o ((02) () +2) - ()

i (5.9)

Observacdo: Para a escolha n = 0 a raiz w?(0) = 0, mas como ja observado ante-

riormente, o valor de w = 0 nao é considerado frequéncia natural para a viga com
- : : , . a

condigoes apoiada-apoiada. Ja paran = 0 a raiz w3(0) = — = w?. No decorrer deste
e

trabalho considera-se n # 0.

5.1 Propriedades das frequéncias wi(n) e w3(n)

Nesta segao sao demonstradas propriedades das raizes w?(n) e w3(n) da

2

equagao (5.8), relacionando-as com a frequéncia critica, w:

a :
= —, e com as frequéncias
e

preditas pela teoria de Euler-Bernoulli.

e As raizes w?(n) e w3(n) sao reais e consequentemente wi(n) < w3(n),

n # 0.
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De fato, utilizando a desigualdade!

(Z + %)2 = 4‘;—5 >0, (5.10)
segue que 2
(D) e
e entdo
wf(n):% KZJF%) (%)QJFZ—\/K], (5.12)
wg(n):% [<g+%) (%)Z%ﬁ}, (5.13)

sao reais, e wi(n) < wi(n).

Observagdo: A igualdade em (5.10) s6 ocorre para o caso — =
e

as constantes definidas em (2.23) e o moédulo de cisalhamento dado em termos do

a .
—. Considerando
c

modulo de Young pela relagao G = , tem-se

2(1+v)

b E
Coe_F 1—L =0, para V:E—l.
e ¢ p 2(1+v) 2

o wi(n)>w? n#0.

Novamente utilizando a desigualdade

2
(9 T 9) L (5.14)

(5.15)

L(A+ B)? > 4AB
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e As frequéncias w?(n) localizam-se acima ou abaixo da frequéncia critica,

a
w? = —, dependendo do valor de n, como segue:
e

L2
1. wi<w?para0<n<N,N= ﬁ<§+%>'

2. w?>w? paran > N.

Tomando

segue

G R (R TN B
O (DG RO IO

Elevando ambos os lados ao quadrado e manipulando algebricamente

resulta
(c n a) L? <2
-+ -)—=<n
e b/ w2 ’
. a c a\ L?
assim wi(n) > — paran > N en < —N, sendo N = (——l——) —.
e nr e b/
No entanto, para w?(n) tem-se § = T e como ja observado anteri-

ormente § > 0, dessa forma considera-se apenas o caso n > N. E
consequentemente w?(n) < w? para 0 <n < N.
e As frequéncias w?(n) sao menores que os valores preditos pela teoria de
ET nm\4
Euler-Bernoulli, denotadas por w%z(n) = — <T> :
p

De fato, pelo produto das raizes da equagao (5.8), tem-se

4
W = 2 (1)
12 ce L )
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substituindo w? = g, e utilizando as constantes definidas em (2.23) segue
e
ET /nm\4
Por [21], as frequéncias da Teoria de Euler Bernoulli para as condigdes apoiada-

. . 9 EI /nm\4 .
apoiada sao wypp = p_A <T> e entao

2
Wy o

WIQE‘B = Wy, (517)

2
We

e pela desigualdade (5.15) em (5.17), decorre

whp > W (5.18)
Na literatura [17], para cada valor n, a menor raiz w?(n) é considerada
a que corresponde ao valor de w?(n) previsto pela teoria de Euler-Bernoulli, ou seja
nm
2

0 = —. Esta escolha é justificada pelo fato de que wj(n) é menor que o valor

L
classico w%z(n).

~ , N nm 2
Proposigao 1. As frequéncias w*(n), w # 0 nao podem gerar os valores §* = (f)

2 nm 2 o
eee=—(—) , de maneira stmultinea.

L

Retomando € e § dados em (3.59) e reescrevedo-as em termos das cons-

tantes a, b, c e e tem-se

S R . T (3% PR

com

2
Q= <E — E) Wt 4w > 0. (5.20)

2 2
Supondo que w?(n) satisfaz §% = (%T) eet=— (%T) segue

Gra)eeyG-aeasy] o

2
[ GG ] o
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decorrendo que

e c\? 4 2C

A igualdade acima é um absurdo, pois para w real e nao nulo, que é o caso das

frequéncias da viga apoiada-apoiada, tem-se

2
(g - 2) W+ 4w2§ > 0. (5.24)
2 2
Logo w?(n) nao satisfaz simultaneamente 6 = <n%> ee=— <n%> .

Tem-se agora condicoes de fornecer uma definicao para os espectros de

frequéncia considerando as frequéncias que compdem cada um dos espectros [17].

Definigao 4. Dadas as raizes wi(n) e wi(n) da equacao de frequéncia (5.8)

o As raizes menores wi(n) compéem o primeiro espectro de frequéncias,

e sao consideradas correspondentes aos valores w? preditos pela teoria

2
de Euler-Bernoulli, satisfazendo 6 = (%) .

e As raizes maiores w%(n) constituem o sequndo espectro de frequéncias

nm 2
e satisfazem €2 = — (T> .

Observacdo:

Em principio, w?(n) poderia provir da equagao da frequéncia para os

nm nm : :
valores 6 = — ou € = i—. No entanto, foi estabelecido que w?(n) < w? para

L L

L? /¢ a

0 <n < N,onde N = /— (— + 5)’ obtendo-se para estes valores de n que

w2 \e
nmw

€2 > 0. Isto exclui que w?(n), para todo n, venha a ser obtido de € = Zf
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6 MODOS DE VIBRACAO DA VIGA
APOIADA-APOIADA

De maneira geral, tem-se os modos de vibra¢ao da forma (3.39)

w(z) = h(z)c; + h'(z)c,, (6.1)
com
c c
Cip = H e Co — 2 N (62)
C21 C22

ou ainda substituindo h(z) e h'(z), dadas em (3.64)-(3.65), segue

(=bd"(x) + (ev? + a)d(x)) 11 — ad'(x) ey
ad'(x)cyy + (—ad’(x) + cy?d(x)) co1

w(z) =

(—bd"(z) + (ev* + a)d'(z)) c12 — ad”(z)can

(6.3)
ad"(x)cyy + (—ad” (x) + cy?d'(x)) e

Para a viga com condigoes de contorno apoiada-apoiada determinou-se,
em (4.21) e (4.22), as constantes cg; = ¢12 = 0, com v = iw, w # 0. Assim, o modo

de vibragao dado em (6.3) reduz-se a

[—bd"(z) + (a — ew?)d(x)]c1y + [—ad”(z)]caz

w(z) =
lad'(z)] c11 — [ad" (z) + cw?d (x)]c22

, (6.4)

sendo ¢17 e ¢9y determinadas pela solugao do sistema (4.23).

Para garantir a existéncia de uma solugao nao trivial do sistema ho-
mogéneo (4.23), exigiu-se que

det(D) = 0, (6.5)

isso leva a duas possibilidades em relacao a nulidade!, ou a nulidade de D ¢ 1,
ou a nulidade de D é 2, pois as duas linhas da matriz D devem ser linearmente

dependentes para garantir que seu determinante seja zero.

LA nulidade de D sera denotada por nul(D).
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e Se nul(D) = 1, pelo teorema do posto posto(D) = 1. Neste caso,
obtém-se um autovetor linearmente independente soluc¢ao de (4.23), e

~ é dito um autovalor simples.

e Se nul(D) = 2, também pelo teorema, resulta posto(D) = 0, portanto
D identicamente nula. Para esta situacao, obtém-se duas solugoes li-
nearmente independentes de (4.23). O autovalor 7 é chamado autovalor

duplo.

6.1 Autovalores Duplos e Simples

De acordo com a defini¢ao, um autovalor v = iw sera duplo se a matriz
D (4.26) for identicamente nula. E importante lembrar que, ao tomar v autovalor,

tem-se satisfeita a equacao Ay(y) = det(D) = 0.

Teorema 1. Seja v = iw um autovalor. Entao v € autovalor duplo se e somente se

d"(L) = 0.

Demonstracao:

(=) Supondo v = iw duplo, tem-se pela definicao que D em (4.26) é identicamente
nula, logo a coordenada D5 = —ad”(L) = 0 implicando que d”(L) = 0.

(<) Suponha-se d’(L) = 0. Por ser v = iw autovalor, segue de (4.27) que

0= By = (—ew? + a) |ald" (D) + EHOEa(L)a" (L) - =0 q(L)]?) =
— %5 ((—ew? + a)d(L)2.

Utilizando esta condigao, segue que a matriz D é identicamente nula.
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Para determinar os autovalores duplos, deve-se entao determinar os

valores de w tais que d”(L) = 0, onde
( senh(eL)e +sen(dL)d

2 2
ab(€? + 02) WS e
11 . SGIl((;L) 2 _ 2
d (L) - Sab , WT = We, (66>
—sen(eL)e + sen(0L)d _
- ab(e? — 0?) > e €=

Por outro lado, do determinante (4.27) decorre que para estes valores de w deve-se
ter (—ew? + a)d(L) = 0, onde
(¢ senh(eL) — e sen(dL)
abed (62 + €2)
0L —sen(6L) )

2
c

,wl<w

d(L) =« s W =l (6.7)
K < ser;(f(i)(; isde;;(aL)’ w? > w? e =ie.
Considerando w? < w?, da condicao d”(L) = 0 segue de (6.6) que
senh(eL)e + sen(dL)d = 0. (6.8)

Por outro lado, sendo w? < w?, do determinante (4.27) segue que d(L) = 0 e por

(6.7) tem-se
d senh(eL) — e sen(dL) = 0. (6.9)

Multiplicando as equagoes (6.8) e (6.9) respectivamente por € e § , e adicionando-as
deve-se ter

(€ 4 &%) senh(eL) = 0. (6.10)
Sendo € real nao nulo e § também real, a equagdo (6.10) ndo pode ser satisfeita.
Assim, conclui-se que para w? < w?, nao existe um w que satisfaga simultaneamente

d’"(L) =0 e d(L) = 0, portanto nao existem autovalores duplos para w? < w?.

Para o caso w? = w?, de (6.6) segue que sen(dL) = 0, entao § = nx/L.
Conclui-se que autovalores duplos para w? = w? ocorrem somente para § = nrw/L e

e =0.
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Agora, considerando w? > w? da condigao d”’(L) = 0 segue de (6.6)
que

—sen(eL)e +sen(0L)d = 0. (6.11)

e do determinante (4.27) segue que d(L) = 0, assim de (6.7) tem-se
e sen(dL) — d sen(eL) = 0. (6.12)

Multiplicando as equagbes (6.11) e (6.12) respectivamente por d e ¢, e fazendo a

diferenca entre as equacoes resultantes tem-se
(6% — &) sen(6L) = 0. (6.13)

Como w # 0 e real tem-se 62 # &2, logo, para satisfazer a equagao (6.13) exige-se

nm
b=—.
L
< nm
Retomando a equagao (6.11), com § = - tem-se

—sen(eL)e = 0. (6.14)
de onde decorre ¢ = % Assim, das condigoes d’(L) =0 e d(L) = 0 tem-se 6 = %
eazg,comm#n.

A partir da anélise realizada acima segue o resultado:

Teorema 2. O autovalor v = iw, w # 0, € duplo < 6 = % ee=1ie, onden #0e

mm
—, m#0 com w? > w2,
e=< L (6.15)

2 _ 2
0, w* = wz,

com m #n pois § # € para w # 0.

Este resultado esta representado na Figura 6.1, na qual representa-se o

nm mm
plano € — d. Neste plano sao graficadas as retas 0 = T e €= I A interpretacao

é realizada da seguinte forma: caso esteja no primeiro espectro, acima da frequéncia
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" 5 5 - nm . :
critica, wi(n) > w2, pela definigdo dos espectros tem-se § = T que esta no eixo.

O valor de ¢ correspondente é calculado pela relagao

e =— (%)2 + wi(n) (g + 2) . (6.16)
Se ¢ calculado por (6.16) for igual a %, tem-se a interseccao das retas 6 = nr e
€ = %, e nesta situacdo, pelo teorema anterior tem-se v = iw;(n) um autovalor
duplo.

Caso esteja no segundo espectro, w3(n), tem-se novamente pela definigao

mm .
€= calcula-se entao o por

6= — (%)2 + w3 (m) (E + E) : (6.17)

Se 0 calculado por (6.17) é igual a nL_7r’ tem-se a intersecgao das retas § = n% ec=

mm . : .
T caracterizando novamente pelo teorema anterior v = iws(m) como autovalor

duplo.

Simples  Duplo

)
N

b, | .

nn/L

Primeiro Espectro

o) (s

S
Bl L mm/L "€

Segundo Espectro

8= (”iﬁy + w3 (m) ((E+ %)

Figura 6.1: Plano € — ¢
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Corolario 1. O autovalor vy = iw, w? > w?, € duplo se, e somente se, w* = wi(n) =

wi(m), m #n.

Demonstracao:

(=) Serao consideradas duas possibilidades separadamente, o caso em que w? =

w?(n) e o caso em que w? = wi(m).

Caso w* = wi(n):
Retomando
e ¢\ o e c\? ,  Adaw?(a—ew?)
S Y ¥ 1
<b+a>w \/<b+a) Wi ab (6.18)

e fazendo w? = z, reescreve-se

S GHERICEEE S

Derivando (6.19) em relagdo a x tem-se

3|+ s (G )

+ 5)2272 + 4cw(2b—ew)

82:

1
2

2c2a?
z ((ea — cb)’ z + 4ca?b) \/(% + §)2$2 + W

como w é real, tem-se r = w? > 0, e também

\/(f +E>2x2+—4cx<a_ex> > 0.
b a ab

Assim, (€2)” > 0, Yz, de onde decorre que (£2)" é uma funcio crescente de z. Como

(9)" =

, (6.20)

oy 2y €C
(%) (we) = ea + cb

>0,

tem-se que (¢2)’ > 0, para w? > w?. E entdo, conclui-se que £?(w?) ¢ uma funcao

crescente para w? > w?.
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Sendo w? = w?(n) tem-se §%(w?(n)) = (T) Da hipoétese de ser duplo
9 mm\ 2
segue que, wy (T) :

No entanto, existe uma frequéncia do segundo espectro w3(m) tal que
(mﬂ

(n) >w? e e*(wi(n)) =

2
e2(w2(m)) 7 ) Assim, tem-se w?(n) > w? e wi(m) > w? satisfazendo
e*(wi(n) =

e2(w3(m)), como €? crescente para w? > w?, segue w?(n) = wi(m).
Caso w? = wi(m):

Supondo agora w?

s(zm)) = (")

(m) tem-se da hipotese de ser duplo que

2
7 ) e e2(w2(m)) ( . Por outro lado, existe uma frequéncia

do primeiro espectro w?(n) tal que §?(w?(n)) = <n%> . Tomando

0%(wi(n)) — 0*(wi(m)) =

0,

e substituindo § dado na equagao (4.51) tem-se

P (1)) — (@B () + 1/ g2 (@) + 4r4(wh(m) — /2 (w3

Substituindo os valores de ¢g? e r* dados em (4.53), tem-se

(5) o)+,

sendo

0 - ¢ S P (D O {01

ab ’
(5 ) et + 2 ) 61

Supondo que w?(n) > wi(m), resulta Oy > Qy, logo

0%(wi(n)) — 6% (w3(m)) > 0.

E supondo w?(m) > wi(n), resulta Qy > Qy, e portanto

0%(wi(n)) — 6% (w3(m)) < 0.
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Assim, a igualdade

0%(wi(n)) — 0%(w3(m)) =0,
ocorre apenas para o caso w?(n) = w3(m).

(<) Supondo w? = w?(n) = w3(m), pela defini¢ao dos espectros tem-se

52:% e 52:%.

Assim, pelo teorema 2 tem-se que v = iw? é um autovalor duplo. H

Observa-se entao que a existéncia de autovalores duplos requer a seguinte
relagao
e ¢ e ¢
n?n* + m*n? = L* (— + —) wi(n) = L? (— + —> w3 (m). (6.22)
b a b a
A Figura 6.2 ilustra a existéncia dos dois espectros de frequéncia acima

da frequéncia critica, e a duplicidade do autovalor quando w?(n) = w3 (m).

w (1) wil) W wi+)  win)

Figura 6.2: Espectros de frequéncias

6.2 Modos de vibracao associados a autovalores simples

Da primeira equagao do sistema (4.23)
Dc =0, (6.23)

com a matriz D dada em (4.26) pode-se escolher

_ —bd"(L) + (—ew? + a)d(L)
2= ad"(L)

i1, (6.24)



%)

pois da hipotese de que v = iw é um autovalor simples tem-se pelo Teorema 1 que

d"(L) # 0.

Substituindo g2 (6.24) em (6.4) segue

(a— e"JZ)d(L) "
(a? 4+ cw?b)d" (L) — cw?(a — ew?)d(L) , abd" (L) — a(a — ew?)d(L)
ad' (L) ¢(@) + ad’ (L)

(a — ew?)d(z) —

W([E) = C11 ) (625)

d///(x)

tomando ¢y; = nad” (L), com n # 0

a(a — ew?) [d"(L)d(z) — d’(z)d(L)]
w(z) =17 . (6.26)

[(a? 4+ cw?b)d"” (L) — cw?(a — ew?)d(L)] d'(z) + [abd” (L) — a(a — ew?)d(L)] d"(z)

Dividindo w(x) por d(L)a(a — ew?) tem-se, para w? # a
e

() — d'(x)

w(z) =1 . (6.27)

(a24cw?b)d" (L) cw? b (L)
[m B T] d'(z) + [m — 1| d"(z)

A partir deste ponto, analisa-se separadamente os modos para a frequéncia critica,

frequéncias do primeiro e do segundo espectros:

e Modo de vibrag¢ao para o primeiro espectro de frequéncias:

: nm
Considerando w? = w#(n), sendo § = T tem-se

d'(L) _
d(L)
que substituindo em (6.27) e escolhendo 1 = —abd resulta
—abdd(x)e* + abdd" (x)
w(x) = . (6.28)
bt [ (it — 5) d (o) + (e = 1) 4" ()]
b 2 2
Tomando a constante K, = 0 (Zbe” —ew +a)’ e sabendo que da

(a — ew?)
equagao (3.58) e de suas raizes (3.59) decorre

e2cw?b + cwle — cw?a + elab + Eaew? = 0,



26

o modo (6.28) é reescrito como

—dabd(x)e* + dabd” (z)
w(z) = . (6.29)
K, (—€*abd'(z) + abd" (x))

Finalmente, utilizando as relagoes dadas em (3.81) segue

sen(0x)
w(x) = . (6.30)
K,cos(dz)
Substituindo em (6.30) os valores 6 = n%r e el =0 —w? (g + E) resulta
a
sen (MZB)
w(z) = t , (6.31)
K, cos (”—L“x)
com
—bn*m?a + w?L%ch + a*L*
K, =nr
L3a(a — ew?)
e Modo de vibrag¢ao para o sequndo espectro de frequéncias:
Considerando w? = w2(n), sendo € = ic, € = %, tem-se
L
aiz)y 7
que substituindo em (6.27) e escolhendo 1 = —abe resulta
abed*d(x) + abed” (x)
w(x) = . . . (6.32)
—abe [(——(aa(atc:;é)) 5% — §w2> d'(z) + (—af‘iwz — 1) d’”(x)}

€(b6? — ew? + a)

e sabendo que da equagao (3.58) e suas
(a — ew?)

Tomando a constante C,, =

raizes (3.59) tem-se
abdt — w?6%ea — cbw?6? — cw’a + cew =0,
o modo (6.32) é reescrito como

abed?d(x) + abed” (x)
w(z) = . (6.33)
Cy(abd?*d' (z) + bad” (x))
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Utilizando as relagdes dadas em (3.81) segue

senh(ex)
w(z) = . (6.34)
Cycosh(ex)

Substituindo em (6.34) os valores € = zn% e 0% = e +w? (g + E) resulta
a

wa) = | () , (6.35)

1K, cos ("—L”x)
com
—abn?m? + cbw?L? + a*L?
L3a(a — ew?) ’

K,=nr

ou ainda multiplicando o modo por —z

o () | (6.36)

e Modo de vibragao para a frequéncia critica

Considerando w? = 97 com € = 0, o modo dado em (6.26) reduz-se a
e

0
w(z) =17 : (6.37)
(a®+ <) d"(L)d'(z) + abd"(L)d" (x)

dL
Considerando d(z) dada em (4.58) que resulta d”(L) = Segib ) e escolhendo n =
SGI?E)(?L) decorre de (6.37) o seguinte modo
0
w(x) = . (6.38)

a(aejcb) d’(m) + abd’”(x)
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b
Observando que para w? = g, 5?2 = w? <§ + E), tem-se a(ae +cb) =
e a e
abd?, o modo (6.38) ¢ da forma
0
w(z) = , (6.39)
bad*d' (z) 4 abd” (x)
da relagao dada em (3.83) resulta
0
w(z) = : (6.40)
1

Como consequéncia dos modos obtidos para a frequéncia critica e fre-

quéncias do primeiro e segundo espectro, segue o seguinte teorema:

2
c’

Teorema 3. Todos os modos associados a autovalores simples v = iw, w? # w

(77)
sen | —
I T

K, cos (%x)

sao da forma

w(r) =

)

com
—abn?m? 4 cbw?L? + a?L?
L3a(a — ew?)

No caso de autovalor simples critico , w?* = w?, 0 modo associado é

K, =nnr

w(z) =

6.3 Modos de vibracao associados a autovalores duplos

Seja v = iw um autovalor duplo. O sistema (4.23) é dado por

0 0 C11 0
= (6.41)
0 0 Co2 0
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permitindo escolhas arbitrarias de cq; e cg3. No entanto, para evitar modos nulos, a

escolha deve satisfazer ¢2; + 2, > 0.

O modo de vibragao de maneira geral dado em (6.4), com v = iw, é

[—bd" (x) + (a — ew?®)d(x)]ery + [—ad”(x)]con
w(z) = . (6.42)
lad' ()] c11 — [ad"” (z) + cw?d'(x)]c20

Sabe-se que, no caso de autovalores duplos, para uma frequéncia w

tem-se § = % 6 ¢ = im, m#n e w?=win)=wilm).

L L

Substituindo J, € em d(x) e suas derivadas em (6.42) e realizando algu-

mas operacgoes algébricas, decorre que o modo é da forma

w(z) = W, + oWy, (6.43)
onde
sen (&g
wy(z) = (%) : (6.44)
Ay cos (kf”x)

onde ¢; e cg sao constantes arbitrarias. Uma vez que m # n, segue que existem dois

modos linearmente independentes. Os detalhes sao descritos a seguir.

Em (6.42), serdo consideradas duas escolhas particulares para as cons-

tantes C11 € Co9.

2 2
ae” + cw
1. Escolhendo ¢j; = ———¢99.
a
2 2
o ae” + cw
Substituindo ¢;; = —————¢99 em (6.42) tem-se
a

2.2

ae

(—bae® —bcw?—a?) iy (a?e2+acw? —ew
(bac® —beu® =) (1) 4 ¢y .

=] " 29 )
w(x) =
cpae’d (z) — acopd” ()

(6.45)
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a’bd
bae? 4+ bew? + a?

Escolhe-se convenientemente cqo = resulta

—e2abdd(x) + abdd” ()
w(z) = : (6.46)
A, (—bae*d (z) + abd” (x))

com
a®d
Y= , 6.47
bae? + bcw? + a? (6.47)
Utilizando novamente as relagoes obtidas de (3.81) decorre
sen(dz)
w(z) = : (6.48)
A, cos(dx)
e finalmente substituindo § = % ee= z% segue
(77)
sen ( —ux
w(z) = L : (6.49)
A, cos (Tx)
" L
4 — a’*nrl (6.50)
" —bam?m? + bew? L2 4 a2L?’ '
ou ainda utilizando € = §% — w? (£ + )
anmL
A, = . 6.51
n?m2b — w?l?e + al? (6:51)
52 _ 2
2. Escolhendo ¢y = —wcm.
a
52 _ 2
Substituindo ¢;; = —uczg em (6.42) tem-se
a

_cgg(—ba52+bcw2+a2)d//(x) N 022(a252—acw2—ew2a(52+ew4c) d(l’)

a a

w(z) =
—C99a0%d! (1) — acyd” (z)

(6.52)
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© _bad? + bew? + a2’

Convenientemente? escolhendo cqy =

. cabd?d(z) + abed” ()
By, (abd?d' (z) + abd" (x)) |

com
a’e

B, = .
—bad? + bew? + a?

Utilizando novamente as relagoes obtidas de (3.81) decorre

senh(ex)
w(r) = :
B,, cosh(ex)

.mT
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resulta

(6.53)

(6.54)

(6.55)

nm
e finalmente substituindo 6 = — e € = i segue , multiplicando por

L
—i,
(%)
sen ( —ux
L

A,, cos (%x)

w(z) =

sendo

a*mmL
—ban?m2 + bcw?L? + a2L?’

B,, =iA,,, com A, =

ou ainda utilizando §2 = €2 4 w? (% + 5) tem-se

ammL

A, = )
bm2n? — w?2L2%e 4+ al?

6.3.1 Modos para a frequéncia critica dupla

(6.56)

(6.57)

(6.58)

Sabe-se do teorema 2 que para classificar a frequéncia critica, w?, com

nmw . . .
e = 0, deve-se ter o = T Analogamente ao desenvolvimento realizado acima,

procura-se dois modos linearmente independentes associados a w,, desta forma serao

tomadas as mesmas escolhas particulares da relagao entre cq; e cao.

2Esta escolha de cyp nao é valida para a frequéncia w,, ja que neste caso € = 0.
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2 2

ae” + cw

1. Escolhendo ¢;; = ————¢99,.
a

Tomando ¢ =0 e w? = * em (6.46)
e

abdd” (x)
w(z) = , (6.59)
A, (abd” (x))

e utilizando as relagoes dadas em (3.83) resulta

sen(dx)
w(z) = : (6.60)
A, cos(dx)
ou ainda, substituindo § = %
sen <nlx>
w(z) = L 7 (6.61)
Acos (70)
ncos (-
onde
anme
A, = —.
L(bc + ae)
2 _ 2
. Escolhendo ¢;; = _a(S—cwCQQ'
a

Partindo do modo dado em (6.52)

_czz(—ba62+bcw2+a2)d//(x) . 622(a262—acw2—ew2a62+ew4c)d(l_)
w(r) =
—C92a0°d () — acgad” ()
(6.62)
substituindo w? = w?, §% = w? (g + E), e escolhendo cyy = —b tem-se
a
0
w(z) = , (6.63)

bad?d'(x) + abd" (x)
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e novamente das relagdo dadas em (3.83), segue o modo

0
w(z) = . (6.64)
1

Assim, os dois modos linearmente independentes associados a frequén-

. nmw mr .
cia critica, com § = — e € = i——, m = 0, sao

L L
nm
w,(z) = - (fx> e wy(zr)= " : (6.65)
A,, cos (%x) 1

De maneira geral, reunindo os resultados obtidos, segue:
Teorema 4. Todos os modos associados a autovalores duplos v = iw sao da forma
w(x) = Wy () + oWy ()

onde

o Para wi(n) = wi(m), 6 = T €= iT, m#n
(mr ) (mw )
sen | —x sen | —=x
Wn(x) = L ) Wm(x) = L )
A, cos (Ex) A, cos (mx)
" L m L
com
A = anmL e A — ammL .
b2n?n? — w2L2e + al? bm2m?2 — w?L2e + al?
o Para w? = w?, (5:@, e=0
L
nw
0 sen (Tx)
w(z) = , e wy(x) =
1 A, cos (nlx>
L

com
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7 SIMULACOES

Considere a viga apoiada-apoiada, ilustrada na Figura 7.1, com coe-

/N JAN

Figura 7.1: Viga apoiada-apoiada

ficiente de cisalhamento x = 0,85, coeficiente de poisson v = 0,33, e os demais

parametros fornecidos em [18] transcritos na Tabela 7.1.

Parametro Valor Numérico  Unidade
Moédulo de Young - E 210 GPa
Densidade - p 7850 kg/m?
Momento de inércia - 1 0,025 m*
Area da secdo transversal - A 0,3 m?
Comprimento - L 11,547 m
Moédulo de cisalhamento - G 78,94736842 GPa

Tabela 7.1: Parametros para viga apoiada-apoiada [18]

A partir dos valores fornecidos para as constantes fisicas, Tabela 7.1,
serao obtidas, na sequéncia, as frequéncias do primeiro e segundo espectros, Tabela
7.2. Também serao apresentados os graficos de U(x) e ¥(z), componentes do modo

de vibragao w(z), para determinados valores de n.

Substituindo os parametros, da Tabela 7.1, na equacao de frequéncia

(5.8) obtém-se
w'—(2,647504984-10°n* 7% +1, 025812940-10%)w?+1, 28635222510 n*7* = 0 (7.1)

cujas raizes wi e woy, referentes ao primeiro e segundo espectros respectivamente, sao

apresentadas na Tabela 7.2.



n Freq. 1%espectro Freq. 2%espectro | m
6= "7 €= 1"
1 109,1460948
2 421,4811740
3 900,0515596
4 1502,289133
) 2191,224482
13 8747,955424
14 9597,155850
Freq.critica 10128,24239
15 10445,43295 10255,84535 1
16 11292,23807 10623,35062 2
17 12137,23286 11193,21426 3
18 12980,22482 11921,91865 4
19 13821,12217 12771,23316 )
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Tabela 7.2: Frequéncias naturais do primeiro e segundo espectros

Nas Figuras 7.2, 7.3, 7.4 estao graficadas as componentes de w(x) nor-
malizado, que sdo U(x) e ¥(z), para as frequéncias do primeiro e segundo espectros
com n = 1, 2, e 17 respectivamente. E possivel observar, que componentes dos
modos de vibragao para as frequéncias wi(n) e wy(n) diferem pela amplitude, como

era de se esperar pelas observagoes e resultados do capitulo anterior.
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Figura 7.2: Componentes de w(x), normalizado, para wi(1) e wo(1)
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No que se refere a existéncia de autovalores duplos, Rensburg e Merwe
[26] afirmam que sua existéncia pratica é improvavel, mas apresentam um exem-
plo e analisam o comportamento dos modos associados a autovalores relativamente

proximos. A seguir é realizada esta analise para frequéncias da Tabela 7.2.

A diferenca relativa entre as frequéncias wq (16) = 11292, 23807 e wy(3) =

11193, 21426 é
(JJ1<16) — U.)Q(3)
w1(16)

Assim, considera-se que wi(16) e w(3) estao relativamente proximas. No entanto, a

= 0,008769192554.

167
componente U(x) de seus modos sdo determinadas respectivamente por sen < Tx)

e por sen (%x) , possuindo nimero de nés bastante diferente. Esta diferenca deve-
se ao fato de que a frequéncia no primeiro espectro foi calculada para n maior que o
m da frequéncia no segundo espectro, a observagao estende-se também & componente
U(z). Na Figura 7.5, estdo graficadas as componentes do modo de vibragao para

ambas as frequéncias.
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Figura 7.5: Componentes dos modos de vibra¢ao w(z), normalizados, associados as

frequéncias wi (16) e wy(3)



69

8 CONCLUSOES

Em [25] é identificada a possibilidade de existéncia de uma "nova'"familia
de frequéncias da viga de Timoshemko bi-apoiada, denominada segundo espectro de
frequéncias. Esta "nova''familia de frequéncias nao foi considerada em trabalhos
como [24], [15]. A existéncia e validade do segundo espectro tem sido discutida na

literatura [17], [1], [22], [23], |2]

Neste trabalho, a partir da formulacao matricial do modelo de Timo-
shenko, foi caracterizada analiticamente e evidénciada computacionalmente a exis-
téncia do segundo espectro de frequéncias para as condicoes de contorno da viga
apoiada-apoiada. Com a utilizagdo da base matricial fundamental, dada analiti-
camente em termos da solucao fundamental de uma equacao diferencial escalar de
quarta ordem, obteve-se resultados para classificar autovalores como simples e du-
plos. E posteriormente, o segundo espectro foi utilizado como ferramenta para esta

classificagao.

Os modos de vibracao foram caracterizados para todas as frequéncias
do modelo de Timoshenko, e foi observado que frequéncias relativamente préximas,
mas localizadas em espectros diferentes, podem apresentar modos de vibracao com

numero de noés bastante diferente.

Em continuagao a este trabalho, pretende-se investigar a existéncia do
segundo espectro de frequéncias para o modelo de Timoshenko nao-local para uma

viga bi-apoiada.
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