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Resumo: seguindo o trabalho de S. Gudder, fazemos uma construcgao
de cadeias de Markov quanticas a partir de matrizes complexas, unitarias,
estocasticas e analisamos o conceito de interferéncia nesse contexto, dando
atencao para uma cadeia que chamamos de moeda quantica. Estamos in-
teressados na entropia de cadeias de Markov reais, no principio variacional
para energia livre associado e em uma possivel construcao analoga no caso
complexo. Este trabalho visa também dar uma introdugao matematicamente
rigorosa de certos aspectos de mecanica quantica.

Abstract: following the work of S. Gudder we make a construction of
quantum Markov chains via complex, unitary, stochastic matrices and we
analyse the concept of interference in that context, with emphasis on a certain
chain we call the quantum coin. We are interested in the entropy of real
Markov chains, in the associated variational principle for free energy and
in analogous constructions in the complex case. This work also aims to
be a mathematically rigorous introduction to certain aspects of quantum
mechanics.
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Capitulo 1

Introducao

Um principio fundamental da mecanica quantica diz que a evolucao tem-
poral de um sistema fisico isolado pode ser colocada em correspondéncia com
um espaco vetorial de dimensao infinita de tal modo que os estados do sistema
sao representados por vetores e uma medigao fisica qualquer corresponde a
um operador linear. Com o intuito de simplificar o problema, vamos analisar
um modelo onde o tempo é discreto, o espaco vetorial é de dimensao finita
e a cadeia de Markov classica é modificada pela introducao de uma matriz
complexa.

As cadeias de Markov quanticas sao tteis para obter um comportamento
aproximado do problema em dimensdo infinita da mecanica quantica (que
¢ muito mais complexo). Esta aproximagao (assim como outras abordagens
discretas) é motivada nao apenas pela necessidade de se estudar uma simpli-
ficacao do problema maior, mas também pela possibilidade de que o préprio
tempo seja discreto (questao complicada). E razodvel também especular que
o problema real com espago de estados continuo possa ser aproximado por
um com espaco de estados discreto.

Inicialmente analisamos o trabalho feito por J. Marbeau e S. Gudder em
[15], onde consideramos uma matriz de amplitude de transigdo que tem a
forma de uma matriz de Dirichlet. Tais matrizes geram um analogo discreto
da amplitude de Feynman continua. Depois, calculamos a distribuicao de
probabilidade para estas cadeias.

A seguir, estaremos interessados em ferramentas que permitam descre-
ver outros processos, ditos discretos ou quase-discretos, seguindo a descricao
dada em [16]. Vamos considerar uma medida complexa sobre um espaco,
onde também definiremos certos tipos de medigoes.

Como estamos interessados em estudar processos de natureza quantica,
sera util ter em mente os postulados da mecanica quantica, que sao discuti-
dos com detalhe em uma formulagao via operadores densidade. A notacao



de Dirac, de uso corrente em mecanica quantica, também é introduzida. Es-
tudaremos também as entropias de Shannon e von Neumann e analisamos a
entropia de certos processos de Markov quanticos.

No capitulo 6, analisamos um problema variacional para cadeias de Markov
finitas. Mais especificamente, se H denota a entropia, U é um potencial, e A
é um certo autovalor associado a U, temos o conhecido principio variacional
para energia livre:

Hin) - [ Ud < log

onde vale a igualdade se e somente se u for uma determinada medida especial
v =1 que chamamos medida de Markov.

Dado este teorema para cadeias de Markov (reais), podemos nos per-
guntar se existe algum andlogo para cadeias quanticas. Neste trabalho, nao
propomos uma solu¢ao para esse problema, mas fornecemos algumas ferra-
mentas que podem ajudar na sua resolucao.

Na literatura, uma cadeia de Markov quantica normalmente estd asso-
ciada a uma importante construcao via algebra de operadores, devida a L.
Accardi ([1], veja também [30]). Nossa abordagem inicial difere bastante de
tal contexto, mas no capitulo 7 faremos uma breve introducao as cadeias
quanticas, fazendo uso de C*-algebras.

1.1 Sobre medicoes em um sistema quantico

Em processos estocasticos, estamos interessados nos resultados obtidos por
uma familia, ou seqiiéncia, de fun¢ées mensuraveis. Podemos considerar, por
exemplo, que o processo representa o resultado de se jogar uma moeda um
nimero arbitrario de vezes, ou entao a quantidade de chamadas telefonicas
em um certo intervalo de tempo, ou mais geralmente, um fenémeno tal que
sua evolucao depende da probabilidade de ocorréncia de um determinado
evento. Tais problemas fazem parte de uma quantidade consideravel de
pesquisa em matemaética.

Como a mecanica quantica possui um carater probabilistico, é natural
perguntar de que forma podemos descrever o movimento de uma particula
microscopica nos moldes de um processo estocastico. Veremos que a mecanica
quantica impoe restri¢oes severas quanto a evolugao dos objetos que descreve.
Dito de maneira geral, estaremos interessados em operadores que fornecem
amplitudes de transicao. No caso discreto, isso significa considerar ma-
trizes unitarias agindo sobre os vetores estados que descrevem a evolucao das
particulas; no caso continuo, isso significa que a evolugao de tal vetor estado



satisfaz a equacao de Schrodinger:

L d[Y)
ih=-=H %)
t

No entanto, descrever fenomenos quanticos é um problema substancial-
mente mais dificil do que modelar problemas classicos. A idéia de realizar
uma seqiiéncia de medigoes sobre um elétron, como em um experimento co-
mum com objetos macroscdpicos, é no minimo problematica. Surge entao a
necessidade de se construir um formalismo de interferéncia entre medigoes.
Uma parte importante de nosso trabalho consistira da construcao matematica
dessa idéia. Aqui X; vai descrever a evolugao temporal de amplitude quantica
de um sistema. O processo X;, t € N, vai tomar valores num conjunto finito
S={0,1,..,n—1}.

E natural tentar encontrar um ” setting quantico sobre um conjunto de
estados S = {0, 1,...,n—1}" que seja de alguma forma semelhante ao ”setting
probabilistico sobre um conjunto de estados S = {0,1,....n — 1}”. Neste
ultimo caso, se analisa P(X; = s) € [0, 1], onde X; é um processo estocdstico e
s € S. Sendo assim, se espera que no primeiro ”setting” intervenha de alguma
forma uma medida complexa A e se deseja entender a evolugao A(X; = s) €
C, onde X; é um processo estocastico e s € S. Vamos assumir que de alguma
forma natural a hipotese markoviana apareca no problema. Desejamos que
uma matriz A, do tipo n por n, descreva a ”amplitude de transicao”. Como
veremos, neste formalismo nos deparamos com o conceito de interferéncia e
com a questao do futuro (eventualmente poder) interferir no passado, o que
nos parece indesejado (embora talvez fisicamente possivel).

Dois resultados importantes que veremos nesse sentido sao:

Teorema 1 Em uma N-cadeia quantica {X,}, Xy nao interfere em X, para
todo 0 <t <t <N.

Teorema 2 Se (X)ier € unitdrio entdo X; nao interfere em X para s < t.

Em outras palavras, estes teoremas nos dizem que o futuro nao inter-
fere no passado. KEsta é uma propriedade desejavel da teoria que iremos
desenvolver. O primeiro teorema se refere a um sistema discreto, e o outro
a sistema continuos ou quase-discretos. Provaremos estes dois teoremas no
préximo capitulo. A mecanica quantica, como teoria fisica (ou matemaética)
da natureza, é incompleta e desafia muitas das caracteristicas que conside-
ramos senso comum no mundo classico. Iremos explorar apenas algumas
propriedades de tal teoria.



Em geral, nao iremos discutir a validade experimental implicada pelo
formalismo matematico que discutiremos aqui, mas em alguns casos parti-
culares importantes, como os sistemas descritos pelas matrizes de Dirichlet
que veremos no proximo capitulo, sabemos que existe tal confirmacao com a
realidade (as matrizes de Dirichlet sdo um andlogo discreto das amplitudes
de Feynman calculadas em eletrodinamica quantica (QED)).



Capitulo 2

Cadeias de Markov quanticas

2.1 Introducao

Nesta segdo consideramos apenas t € N e § = {0,1,2...,n — 1}. O
grupo das transformacoes lineares unitarias B, agindo sobre C" é dito grupo
unitario de ordem n. A evolucao de um sistema quantico é descrita pela
acao de t no grupo unitério, denotada por U(t), onde ¢t € N é um parametro
temporal. Este semigrupo indexado por ¢t € N pode ser usado para calcular o
estado do sistema em qualquer tempo dado, bem como encontrar amplitudes
de transicao.

Suponha que temos um operador unitario U em um espaco de Hilbert
(sobre os corpo de escalares complexos) H de dimensao n que gera um grupo
unitdrio discreto U(t) = U?, t € N. Dizemos que se o sistema encontra-se no
estado ¢ em um certo tempo entao (¢, U(t)y) é a amplitude de transigao do
estado 9 para o estado ¢ apds ¢t unidades de tempo. Se ¢;,7 =0,1,...,n—1
¢ uma base ortonormal para H, definimos a n X n matriz de amplitude de
transicdo A relativa a esta base por A, = (¢, Uty). E claro que A é
uma matriz unitaria (e possivelmente com entradas complexas) Aj;, onde
j,k € S. Entdao no nosso caso, identificamos U = A e H = C". Esta de-
scricao simples da mecanica quantica sera suficiente para o que estudaremos
neste capitulo. Iremos formular mais precisamente o que entendemos por
um sistema quantico no capitulo 4, quando considerarmos os postulados da
mecanica quantica.

Como temos uma interpretagao probabilistica desta cadeia, podemos per-
guntar se ela estd associada a um processo estocastico que gera estas ampli-
tudes de transicao. A resposta é afirmativa, e as funcoes X; do processo
podem ser interpretadas como observacoes quanticas, ou como chamaremos,
medicoes. Como a matriz A é unitaria, dizemos que X; é um processo



unitario; queremos, além disso, que os processos considerados tenham a pro-
priedade de Markov. Para que isso ocorra, A nao deve ser apenas unitaria,
mas também estocdstica. Diremos que X satisfazendo a isto ¢ uma cadeia
quantica.

2.2 N-cadeias quanticas

Um aspecto essencial da teoria quantica é o conceito de interferéncia. Um
observador que realiza uma medi¢ao em um sistema ira em geral modifica-lo.
Ainda, distintas possibilidades (e probabilidades) interferem uma nas outras.
Comecaremos descrevendo matematicamente o que significa interferéncia en-
tre eventos e suas medicoes. Consideramos inicialmente uma medida com-
plexa A denominada amplitude. Esta medida sera usada posteriormente para
medir probabilidades (do mesmo modo como uma medida em uma cadeia de
Markov cléssica).

Seja Q = SN (ou, entao Q@ = SV, onde N € N estd fixo) que chamaremos
espaco amostral. Os elementos w de €2 sao ditos pontos amostrais e cada
ponto representa uma determinada configuracao de um sistema fisico. Seja
A uma o-édlgebra fixada de subconjuntos de Q2 e seja A: A — C uma medida
complexa com A(Q) = [,dA = 1. Quando Q = S¥, entdo A é a sigma-
algebra gerada pelos cilindros, ou seja, a sigma-algebra de Borel. Para A €
A, o nimero complexo A(A) = [, dA é dito amplitude quantica (ou
amplitude de transi¢do, ou amplitude de probabilidade) do evento A € A.
Assumimos acima que A é o-aditiva, e tal propriedade serd necessaria na
prova de alguns teoremas, como por exemplo na proposicao (2.2.3).

A probabilidade P de que um evento A € A ocorra é definida por
P(A) = |A(A)[?

Observagao Em geral, P = |A|?> ndo é uma probabilidade no sentido
de teoria da medida se supormos que A é uma medida complexa. O motivo
¢é que a o-aditividade nao vale em geral: para C, C5 conjuntos disjuntos,

P(CyUCh) = |A(CL U Co) |2 = |A(C) + A(Cy))?
= |A(C)? + |A(Cy)* 4 2Re(A(Ch)A(Ch))

Os dois primeiros termos da iltima igualdade fornecem o resultado classico
e o ultimo é um termo de interferéncia, que contribui com uma soma ou
subtragao a parte cldssica (veja também a se¢ao 3.2). Um lema bésico (e
negativo) relacionado com esta questao é o seguinte (o leitor pode omitir a
demonstra¢ao numa primeira leitura):

8



Lema 2.2.1 Seja Q = {1,2,3}, A uma o-dlgebra de subconjuntos de €,
A: N — C, A= +ius uma medida complexa, onde py, s : A — R
sdo medidas com sinal. Entdo P : A — R, P = |A]?> é uma medida real
aditiva (sobre os cilindros de tamanho 1) se e somente se pelo menos um dos
cilindros 1,2,3 € A (mas ndo todos),

TZ:{WEQZ(JJ:(WDWQ) ) = }
2:={w e :w=(w,ws,...),w; =2}
3i={weQ:w=(v,wy,...), w1 =3}
tem medida nula (i.e., A(1) =0 ou A(2) =0 ou A(3) =0).

Prova Como A é medida, vale a aditividade para os conjuntos disjuntos

P(TU2) =|ATU2)]? = |AD) + AQ2)]

AT +AQ)P? = [AD)P + [AQ)]* + 2Re(A(DA(2)) (2.1)
e portanto,

PIU2) = P(1) + P(2) = Re(A(1)A(2)) = 0.

Mas

Re(AM)A2)) =0 & (1) (2) + pa(T)pa(2) = 0
3:

e analogamente para os pares de cilindros 1,3 e 2,
)11 (3) + pa (1) pa(3)

Re(A(2)A(3)) = 0 & p1(2)m(3) + p2(2)p2(3) = 0

Temos o sistema

=
o
-~
=
-
)
I
o
=
=)
—)

0

(D) (2) + pa(Dpa(2) =
p (1)1 (3) + 2 (D) ua(3)
p1(2)pn (3) + p2(2)p2(3)
Suponha que a medida de um dos cilindros seja nao nula, digamos a do

cilindro 1. Entdo ao menos p;(1) # 0 ou uz(1) # 0. Suponha sem perda
de generalidade que po(1) # 0. Dai, a primeira e a segunda equagiao nos

fornecem
e i1 (D) (3)
p12(1) ’ p12(T) '

0
0
0

p2(2) = — p2(3) = —



Substituindo essas expressoes na terceira equagao, temos

pa (D) (2) (D) (3)
p12(T) i2(1)

sy [ m@?]

< p(2)p(3) [1 + MQ(T)Z] =0

Logo, 111(2)=0 ou 11(3) = 0. Se p1(2) = 0 entdo uz(2) = 0 pois

) = m@Mme) _

2 (T)

=0«

1(2)pa (3) +

|

faa(

Se 111(3) = 0 entao p2(3) = 0 pois

M (1) (3)
pa(1)

Portanto, em qualquer caso, um dos cilindros basicos deve ter medida nula.

H2 (g) =

OJ

A demonstracao deste lema vale para qualquer espago mensuravel que
admita uma cobertura finita.

Vamos fazer agora a construcao de N-cadeias quanticas. Comegamos com
o conceito de medigao.

Definigao Seja S = {sq, $1, ..., S, } um conjunto finito e seja X : Q@ — S.
Dizemos que X é uma medicao se X !(s;) € A, j =0,...,n — 1, ou seja,
que X é mensuravel.

Note que se P e probabilidade sobre € entao: »_; P(X7(s;)) = 1 onde
X~1(s;) é o conjunto de eventos que produzem o resultado s;.

Usaremos a notagao [X = s;| para o conjnto X '(s;). Ainda, P(X =

s5) = P(X'(s5)).

A menos que seja especificado, podemos supor que Q = SV para algum
N ou entao Q = SV,

Notacgao Escreveremos

agar -y = {w € QXo(w) = ag, X1(w) = a1,..., Xi(w) = a;},

10



onde a; € S para todo j € {0,1,2...,¢}. Com esta notagao, podemos aplicar
a o-aditividade de A para escrever

A[Xy = s3] = A[ U SioSiy ° "Sz‘f,_lsk} = Z AlSigSi, * Siy_1 5k]

10,815 8t —1 10,8150+ 8t —1
Outra notagao que usaremos ¢ i(t) := ;.

Defini¢ao Dizemos que a seqiiéncia {X;}, 0 < ¢t < N, com X; : Q —
S e com todas as medigoes sobre o mesmo conjunto de resultados S =
{50y, 8n—1}, ¢ uma N-cadeia se, para todot =1,...,N e

Sj(1)5 85(2)s - - - » S(t—1)5 Sj(t)>

temos
A[Xt = Sj(t),th = Sj(t-1),""" , X1 = Sj(l)] # 0

onde s sdo eventos que ocorrem no tempo k.
Observagao Em [15], a defini¢do de N-cadeia inclui ainda a seguinte
condicao:

[XO = 80] =0

ou seja, temos um certo estado inicial fixado sy. Em geral nao vamos supor
que essa condicao vale.
A partir de agora as medicoes X, : Q = S¥ — S serdao sempre da forma

X, (w) = wy, ondew = (wp, wy, .., wy) € SV.
Ou entao, X; : Q = SN — S serdo sempre da forma

X, (w) = wy, ondew = (wo, w1, .., wy, ...) € S™.

Definicao A amplitude do evento A; condicionada ao evento Ay é

AN N A,)
A(Ao)

A(A1]Ag) =
se A(Ay) # 0 e vale 0 caso contrério.
Definigao Uma N-cadeia {X;} ¢ homogénea no tempo se
A[Xi1 = 5| Xt = si] = A[X7 = 54| X0 = ¢
paratodo 5, k=1,....n—1et=1,2,... N — 1.

11



Definigao Fixada uma medida complexa A, uma N-cadeia {X;} homo-
genea no tempo ¢ uma cadeia de Markov se

AlXip = 5j|Xt = Sj(t), Xe—1 = Sj(t-1), ", X1 = 8j(1)] = AlXi1 = Sj‘Xt = 5j

paratodot=1,...,N—1ej, j(t),...,5(1) =0,...,n — 1.
A matriz A da forma n por n associada a tal medida complexa A (que

define uma cadeia de Markov homogenea no tempo X; como definida acima)
sobre Q = SV ¢ dada por

Aij == A[Xl == Sj|X0 = Si]7

i,7€40,1,2,...,n—1}.
Os conceitos analogos para X; : Q@ = SY¥ — S, com t € N, sao definidos
de maneira semelhante.

Definicao Sejam X e Y medigoes, X : @ — R, Y : Q — S R =
{ro,...rm-1}, S = {s0,...,8,-1}. Dizemos que Y nao interfere em X se,
Vi, k,j=0,...,m—1:

PX =r;]= nZiP[X =71, Y = s

k=0

A probabilidade do evento A; condicionada a A, é dada por P(A]|Ay) =
P(Ay N Ay)/P(Az), P(Ay) # 0. Dizemos que A[Xy; = s;|X; = s3] € a
amplitude de transicao do sistema do estado s, para o estado s; em uma
unidade de tempo. Interpretamos o conjugado complexo A[Xy = s;|X; = sy
como sendo a amplitude de transi¢ao de s; para s em —1 unidades de tempo.
Esta propriedade sera 1til para indicarmos que na cadeia em que estivermos
trabalhando, o sistema nao pode dar saltos em acréscimos de tempo t = 0,
ou seja, se j # k entao ela satisfaz a seguinte condigao:

—_

n—

A[XQ = 8T|X1 == Sj]Z[XQ = ST|X1 = Sk] = 0. (22)

\3
Il
=)

Diremos que
Py = |A[Xs = ;X1 = 8]

¢ a probabilidade de transicao de s para s;. Se X3 nao interfere em X; entao

—_

n—1 . .
]Zopjk - m P[X2<Sj)7X1(Sk)] =1

J

Il
=)

12



ou seja, dado um estado fixo s, em t = 1, as somas das probabilidades de
transicao para qualquer outro estado vale 1. Logo, dizer que X5 nao interfere
em X, significa que para qualquer s, fixado

—_

n—

P[XQ = Sj|X1 = Sk] =1 (23)

<.
Il
=)

Definigao Uma N-cadeia é unitdria se X, nao interfere em X; (o que
implica Y |A.;]|? = 1) e se satisfaz a equagdo (2.2).

Definicao Uma N-cadeia homogénea no tempo, unitaria e Markov é
chamada N-cadeia quantica.

Conceitos similares podem ser considerados para o caso de Q = SN e X, :
Q0 — S, medicoes com t € N. Neste caso terfamos uma N-cadeia quantica,
ou, cadeia quantica para simplificar.

A matriz A da forma n x n com entradas

.Ajk = A[XQ = Sk‘Xl = Sj]

¢ a matriz de amplitude quantica de transicao para {X;}. Desta
maneira, a evolucao do processo fica determinada por uma matriz A com
valores complexos. Associada a esta matriz temos uma matriz estocastica P
real. Examinemos com mais detalhes as propriedades da matriz de ampli-
tude.

Primeiro, A é uma matriz unitaria, pois da equagao (2.2), >, Z;C,Ark =
S AAm = 0se j # k; se j =k, temos pela equacio (2.3) (que é valida
neste caso pois estamos supondo que {X;} é N-cadeia quantica, e portanto
X3 nao interfere em X), que

D A A=Y AnAy =Y 1A = Y AKX = s X = s = 1

Segundo, pela defini¢ao de N-cadeia, temos que os valores A, sao difer-
entes de zero, j,k=0,...,n— 1.

Terceiro, Aj;;, é uma matriz coluna-estocastica, pois

ZAjk— ZAXQ_SjyXI_Sk] 1.

J

Observe que a primeira propriedade que citamos vale para qualquer N-
cadeia unitaria, e as outras duas valem para qualquer N-cadeia. Em resumo,
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A descreve a evolugao com probabilidades complexas (ondulatéria) e P é a
evolucao correspondente com probabilidades reais.

Resumindo, mostramos que a cada N-cadeia quantica corresponde uma
matriz estocastica, unitaria e com entradas nao nulas. Reciprocamente, toda
matriz n X n com essas propriedades é a matriz de amplitude de transicao
de uma N-cadeia quantica [15]. De fato:

Observacao O processo acima pode se revertido a partir de uma matriz
complexa A do tipo n por n que seja estocastica e unitaria. Dada a matriz
A, temos uma maneira natural de definir a medida de amplitude complexa
A sobre SN. TIsso é andlogo ao que é feito no caso real [36]. Seja P =
(pos - - -, pn—1) uma distribuigdo de probabilidade inicial, isto é, um vetor tal
que po+- - -+p,_1 = 1. Podemos definir uma probabilidade sobre os cilindros
de SN = {s¢,..., 8, 1} por

A(@Oal tee at) = Aazat—rAat—lat—z o "Aalao (ﬁ)ao

Isto define a medida complexa sobre toda a o-algebra gerada pelos cilin-
dros, pelo teorema da extensao de Kolmogorov. Esta A é sigma aditiva.
Chamamos A de medida complexa de Markov.

Seja agora X; : SY — S, onde X;(w) = wy, e w = (wp, w1, .., Wy, ...), com
te N

E facil ver que X;, t € N, e A satisfazem a hipdtese de ser uma cadeia
quantica.

Se P é tal que AP = P, entdo o processo X; serd A- estaciondrio, ou
seja,

A(Xt1 = daq, th = a9, ...th = an> = A(Xt1+t = daq, Xt2+t = ag, ..., th-f—t = an)
paratodost > 0,e 0 <ty <ty <. <t,,eayas,..,a, €5 .

Teorema 2.2.2 Em uma N-cadeia quantica {X;}, Xy ndo interfere em X,
para todo 0 < t < t' < N. Em outras palavras, o futuro nao interfere no
passado.

Prova Usaremos a notagao j(t) := j;. Podemos assumir que ¢ > 1. Pela
propriedade de Markov e pela estacionariedade, temos:

AIX;H(s5) N Xy (sn)]

= > A ()N X (s5w-0) N N X (s) N N X (s50)]
j(l)r":j(t/*l)
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= ) A (i) N NXT )AL (501 X0 (85001

j(l)v"'vj(t/_l)

Z ALX T (s5) N X0 (80— Arjr—1) (2.4)

J('—1)

[terando esta equagao obtemos

ALX;H(s5) N Xy (sn)]

= Y D> A () N X (s 0) Ak -y Ajw e -2)

j(t'=1) 5(t'—=2)

Z AlX )N X So(Sj- )]Akg t—

e — Z A[Xt’l(sj) N X{l(sj(t))](Atlft)kj(t) = A[Xtil(sjﬂ(At/it)kj
J(t)

Como A é unitéria, At também é, e portanto
ZP ) N X, ()] = PLX (s9)] Y 1AL P = PIX(sy)]
k

o que conclui a prova.
OJ

Note que no ultimo passo da demonstragao fica clara a importancia da
matriz A ser unitdria: esse fato é essencial para garantir a nao interferéncia
entre as medicoes da N-cadeia. Note que podemos analisar uma teoria de
amplitudes associadas a matrizes complexas estocasticas, sem levar em conta
a unitariedade das matrizes, mas nesse caso a demonstracao que fizemos do
teorema acima nao é valida.

Suponha uma N-cadeia {X;} com matriz de amplitude de transicao A =
(A)jk, 4,k € S. A amplitude e a distribuigao dos estados sg, s1,. .. 5,1 €
S no tempo t =0,..., N sao dados, respectivamente, por

X; = (A[X; = s0), ..., A[X; = 5,4]) € C"
que é um vetor unitario (ou seja, Y. [A[> =1) e

Py(k) = P[X; = s¢] = [A[X; = si]|” = (X[

15



Teorema 2.2.3 Em uma N-cadeia quantica {X,}, )_(; = At)?o e
p(Xi = k) = Pu(k) = [(A'X0)el” (25)
Prova Por ser uma cadeia de Markov e pela homogeneidade, temos

A[Xt_l(sk) N Xt_—ll(sj(tfl)) (SJ )]

:A[Xtill(sj(t—l))m'”mxil(sj(o))] (X 1(Sk)\X 1(85¢t-1))]
= Awje-nAX (sj0-1) NN X (s50))]
= Agjie-nAja-1je-2) - Aj@un AKX (5500) X0 (550)]

)
= Apje-1Aje-1ie-2) - Aj)i0) (Xo)jo)
Portanto, -
(Xt)k = A[Xt = Sk-]
H
= > Age Ao Aimio(Xo)jo) = (AXo)
j(t—1),...,5(0)

Segue que X; = A'Xg e que Py(k) = |(A'Xg )],

Este teorema ilustra o fato de que temos d01s sistemas evoluindo com
0 tempo em paralelo: um complexo dado por .AtXO e outro real dado por
Pth O sistema definido por P é a cadeia de Markov classica e o definido
por A é a cadeia de Markov quantica.

Uma maneira mais simples de se obter a evolucao da cadeia quantica
é através dos autovalores e autovetores de A. Desta forma obtemos uma
expressao explicita para o calculo de probabilidades P(X; = k).

Sejam A, ..., A\,_1 autovalores (possivelmente repetidos) de uma matriz
unitdria A e seja 1, ..., 9,1 a base ortonormal de autovetores correspon-
dente. Como é feito em [15], supondo que Xy = (1,0,...,0), temos:

ATX, = Al Z<Y07wj>¢j = Z(Qﬁ_j)oflt%’ = Z(@/’_j)o)‘;%

E da equagao (2.5), obtemos
k) = |Z(¢_j)o/\§(¢j)k|2- (2.6)

Usaremos esta expressao para calcular probabilidades de transicao, mas
em alguns exemplos iremos considerar o caso geral em que XO é qualquer.
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2.3 Matrizes de Dirichlet

Nesta secao vamos exibir uma grande classe de matrizes A satisfazendo a
hipdtese de ser matriz quantica.

Defini¢ao Sejam n, a inteiros positivos, (n,a) = 1. A matriz de Dirichlet
M (n,a) é a matriz n x n com entradas

1 . .
B, = —=eimU=R*/n, G k=0,1,...,n—1

NG

E possivel mostrar que M (n,a) gera um andlogo discreto da amplitude de
Feynman para uma particula livre, e que se n — 00, esse andlogo se aproxima
da amplitude de Feynman.

Queremos saber quando a matriz M(n,a) é unitdria. Precisamos do
seguinte lema, cuja prova é imediata.

Lema Dois inteiros positivos n e a sao relativamente primos se e somente
se al # nm, para quaisquer inteiros [, m, com 0 < || < n.

Teorema A matriz M(n,a) é unitdria se e somente se n e a sao relativa-
mente primos.
-Prova Como

n—1
> 1Bl =1
k=0

para j =0,...n — 1, é claro que M (n,a) é unitdria se e somente se

n—1
Z Bjkgj/k =0
k=0

para j # j'. Nesse caso, temos

n—1 n—1 .
> BBy =Y exp { TG~ k)P - (- 07}
k=0 k=0

n—1
— pima(j®=5"%)/n i2ma(j’ —j)k/n
=e e
k=0
Se n e a sao relativamente primos temos, aplicando o lema, que a soma

geométrica na ultima expressao satisfaz

n—1 i2ra(j’ —j

Z[eizm(y"—j)/nr — 1 _é F] ‘J) =0
1 — 62271'(1(]/*])/774
k=0
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e portanto M (n,a) é unitaria. Se n e a nao sdo relativamente primos entao
pelo lema, existe j # j' tal que a(j — j') = nm para algum inteiro m. Nesse
caso, a série geométrica tem soma n e portanto M (n,a) nao é unitaria, o que
conclui a prova.

O

Definicao A soma de Dirichlet é dada por

—_

e
S(n,a) = eimad®/n

.
Il
=)

A distribuicao de probabilidades gerada pela matriz de Dirichlet depende
da paridade de na. O seguinte lema ilustra o problema.

Lema 2.3.1 1. Se na € par entao

—_

n—

pimali—k)?/n _ S(n, a), 0<k<2n-2

1
o

2. Se na € impar entdao

n—1

o 1
E elﬂa(jfk71/2)2/n = 55(471,&)7 0<k<2n—-2
Jj=0

Prova 1. Primeiro suponha que 5 <n — 1. Entao

n—1 7j—1 n—1
S = eiﬂa(k—j)Q/n _ Z eiwa(k—j)2/n + Z eiﬂa(k—j)2/n
k=0 k=0 k=)

Fazendo r = j — k no primeiro somatério e » = n — k47 no segundo, obtemos
J n
S = E :eimzrg/n + § eimz(n—r)z/n
r=1 r=j+1

Como na é par, obtemos

n n—1
o o
S = § :ezrrar /n § :ezrrar /n S(n,a)
r=1 r=0



A seguir, suponha que n < 7 < 2n — 2. Entao j = n + r para algum inteiro
0 <r <n —2. Novamente, como na ¢é par, temos

n—1 n—1
. e ) C\2
S = 67,7ra(k n—r)’/n _ E 67,7ra(k r)</n
k=0 k=0

Mas este ultimo somatério é igual a S(n,a) pelo resultado anterior.
2. Considere a soma

4dn—1
T .— Z eiwa(k—Qj)2/4n

k=0

Vale que T' é a soma de suas somas parciais T'= U + E, onde

2n
U — 2 :eiﬂa(2k7172j)2/4n
k=1
2n—1
E = E ezrra(?k 24)%/4n
k=0
Podemos escrever E como
n—1 2n—1
E = eiﬂ'a(kfj)2/n_'_ E eiﬂa(kfj)2/n
k=0 k=n

Fazendo r = k — n no segundo somatério e usando o fato de que na é impar,
obtemos

2n—1 n—1 n—1

. i 2 . i 2 . i 2
2 e’Lﬂ'a(k‘ )% /n E :ezﬂa(rJrn 2 n E :6z7ra(r 3)/n
k=n r=0 r=0

Portanto, £ = 0. Como

6i7ra(4n—1—2j)2/4n _ ema(1+2j)2/4n
- 9

temos
n—1 2n—1
U= ei7ra(2k—1—2j)2/4n + E eiﬂa(2k—1—2j)2/4n

Novamente, fazendo » = k — n no segundo somatério e usando o fato de que
na é impar, obtemos

2n—1 n—1 n—1
Z 6i7ra(2k:—1—2j)2/4n _ Z eiﬂ'a(2r+2n—1—2j)2/4n _ Z 6i7ra(27"—1—2j)2/4n
k=n r=0 r=0
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Segue que
-1

Z a(k—j—1/2)%/n

k=0

Mas como 4na é par, segue da parte 1 que T' = S(4n, a).
O

Uma conseqiiéncia deste lema é que se na é par entao a soma das linhas e
das colunas de M (n, a) vale n=1/25(n, a); além disso, é mostrado em [15],[17]
que |S(n,a)| = n'/2. Podemos concluir dai que a matriz

S(n,a)
vn
¢é estocastica. Ela também tem entradas ndo nulas e é unitaria.

Desta forma obtemos uma grande classe de matrizes A satisfazendo o que
foi exigido anteriormente. Por exemplo, vamos supor n =4, a = 1. Entao

A=M'(n,a) = M(n,a)

1
Bjk = <€

2 mORYL Gk =0,...,3

SA,1) =1+4e™* — 1+ =261

Dali, a matriz M’ é

1 6@'71'/4 -1 6z'7r/4
1 61'71'/4 1 6i7r/4 -1
/ 7z7r/4
A=M (4 1) 2 -1 6’i7T/4 1 6i7r/4
eiﬂ'/4 -1 eiw/4 1

Entretanto, se na é impar entao a matriz de Dirichlet nao pode se tornar
estocastica desta forma. Por exemplo, se n =3 e a = 1, temos:

1 eiﬂ/3 ei7r4/3

M(3,1):i ems 1 /s
67j7r4/3 eiﬂ/?) 1

A soma da primeira e terceira colunas difere da segunda e entao nenhum
miultiplo de M (3,1) pode se tornar estocastica.

Para que possamos usar a equagao (2.6) obtida na se¢do anterior, pre-
cisamos dos autovalores e autovetores de M (n,a).
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Teorema 2.3.2 1. Se na € par entdao, parar =0,...,n— 1, os autoval-
ores de M(n,a) sao

)\r _ n_1/25(n, a)e—iﬂa'l’Q/TL

e uma base ortonormal de autovetores correspondente € 1., onde

(wr)k — n71/2€7i27rark/n’ k= 0, o — 1
2. Se na € impar entdo, parar =0,...,n — 1, os autovalores de M(n,a)
$a0 ]
= —ira(r+1/2)%/n
Aj = 2nl/25(4n,a)e

e uma base ortonormal de autovetores correspondente € 1., onde
(wr)k _ n—1/2€—i2ﬂ'a(r+(l/2))k/n7 k= 0’ o= 1

Prova 1. A j-ésima coordenada de M (n,a)i, é

n—1
[M(n,a),); =n~ "2 Z pimali—k)?/n ,~i2mark/n
k=0

Mas o
e~i2mari/m exp {iﬂa[(j —k)? —2rk + 27’j]/n}

_ (wT)je—iwar2/neiwa(k—(j+r))2/n
Aplicando o lema 2.3.1, item 1, obtemos

n—1

[M(n,a)y,]; = ()0~ 2emimar/n 37 gimalk=(+n)*/n
k=0
= n 28 (n, a)e (1) = A ();
2. A j-ésima coordenada de M (n,a), é

n—1

(M, a)i ]y = 2 3 oG nimar bk
k=0

Mas
e—iwa(2r+1)j/nexp{ma[(j —k)? —(2r+ Dk + (2r + 1)]]/”}

(wr)j6—i7ra(r+l/2)2/nei7ra(k—(j+r+1/2))2/n
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Aplicando o lema 2.3.1, item 2, obtemos

-1
[M(n7a‘)w7‘]j _ (wr> -1/2 fma(r+1/2 Z a(k—(j+r+1/2))%/n
k=0

n—1/2

= —5—S{n, a)e I, = A (1)

OJ

Apliquemos a equacgao acima usando o teorema anterior, e obtemos para
na par que

_ Sn,at it I —iomaik/m
N
] J
e para na impar obtemos
— S(4n,a)t Cira ot .
Z(wj)o/\;'(wj)k 2tn3/2 Z t(i+1/2)*/n o —i2ma(j+1/2)k/
J J

Mas como |S(n,a)| = y/n, obtemos da equagao (2.6), para t > 0 e na par
que

n—1
1 —ima(tj+k)? /nt 2
P(Xt:k):Pt(k):ﬁ)Z_:e (t5+0)? /nt | (2.7)
e para na impar que
1 . 2
P(Xt _ k zﬂ'a(t J+1/2)+k)? /nt (28)

=0

Acima assumimos que a a matriz de transicao estocastica P é tal que
Pii = |Ai[%, para todo 4, j, e ainda que o vetor de probabilidade inicial é a
delta de Dirac em sg, ou seja, (1,0,0,...0).

Estas equacgoes nos fornecem expressoes explicitas para FP;, mas elas nao
estao em uma forma fechada e portanto nao nos mostram muita informacao
sobre a dinamica do sistema. Faremos o trabalho técnico de calcular tais
somas na proxima secao.
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2.4 Distribuicoes de Probabilidade

Agora vamos calcular as probabilidades fornecidas pelas equagoes (2.7) e
(2.8) dadas na segao anterior. Vamos analisar também alguns exemplos de
outros tipos (ndo Dirichlet).

Notagao Sejam a, b inteiros. Denotaremos por a(;y o nimero de vezes
em que o fator 2 aparece na decomposicao prima de a. Ainda, o maximo
divisor comum entre a e b é dado por (a, b).

Note que estamos usando as distribui¢oes obtidas pela expressao (2.6)
da secao anterior, que foi obtida tomando como distribuigao inicial o vetor
(1,0,---,0).

Temos o seguinte teorema:

Teorema 2.4.1 Sejam n et inteiros, com (n,t) =d, t > 0.

1. Sen épar, entio P(Xy = k) = d/n seti) # ne) ed|k, ou, setp) = n)
e 2k/d ¢é impar. Caso contrdrio, P(X; = k) = 0.

2. Se n € impar entao P(X; = k)=d/n se d|k. Caso contrdrio, P(X; =
k) =0.
Prova 1. Aplicando (2.7) e o lema 2.6.1, ftem 1 !, temos

d—1 n/d—1

Z(_l)amnt/dze—ﬂﬂakm/dr‘ Z e—iarr(tj+k)2/nt 2

m=0 j=0

PX, = k) = —

n2

Suponha que t() # n(). Entao nt/d* é par, e daf

d—1 d—1
(_1>amnt/d2€7i2ﬂakm/d _ Z(efi%rak/d)m
m=0 m=0

A soma geométrica vale d se d|k e vale 0 caso contrario. Suponha que t() =
n(2). Entao nt/d* é impar e daf

d—1 d—1
(_l)amnt/d2€7i27rakm/d _ Z(_efi%rak/d)m
m=0 m=0

Lyer os lemas 2.6.1 e 2.6.2 no Apéndice deste capitulo
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Se 2k/d é um inteiro impar entao a soma geométrica vale d. Caso contrario,
temos

d—1
Z —127rak/d 1-— (_1)d

1 + e—i2mak/d

T3

Como t(p) = n(o) e n é par, temos que d ¢ par e portanto a 1ltima expressao
vale zero. Concluimos que quando P(X; = k) nao ¢ zero, temos

o n/d—1
P(Xt — k:) — d_Q‘ Z e—iwa(tj—i—k: /nt ’ Z —ima(t'j+1/2) /nt
n
j=0

onde n' =n/det =t/d. Segue que (n',t') = 1. Se t(9) # n) e d|k, vale que
nt/d* é par e n'at’ = ant/d? é par. Aplicando o lema 2.6.2, parte 1 obtemos

n'—1 9
‘ E e—iﬂa(t’j-{—k/d)/n’t’ _
Jj=0

1S(n,at")|? = n’

Logo,

d? d
Se t2) = n(z) e 2k/d ¢é impar entao nt/d* é impar e n'at’ = ant/d* é fmpar.
Fazendo 2k/d = 2u + 1 e aplicando o lema 2.6.1, item 2, obtemos

n'—1

/ 1
—ima(t' j+pu+1/2)2 /nt — Z1S(4n’. at’ 2 _
]Z ~IS(n',at) P = n

Novamente,
d? o d
P(Xt — k) n2 — 5
2. Seja n fmpar e a par. Aplicando (2.7) e o lema 2.6.1, parte 1, obtemos
P(X; = k) como no item 1 deste teorema. Se t(5) # n) entdo nt/d* é par
e entdo como no item 1, a série geométrica tem soma d se d|k e vale 0 caso

contrario. Se t(2) = n2) entao nt/d* é impar. Como a é par, temos

d—1 d-1

Z(_l)amnt/dZB—iZTrakm/d _ Z(e—i%rak/d)m

m=0 m=0
Como antes, a série geométrica tem soma d se d|k e vale 0 caso contrério.
Como no item 1, P(X; = k) = d/n quando tal valor ndo se anula. Final-
mente, seja na impar. Aplicando (2.8), e o lema 2.6.1, parte 2, temos

n/d—1

d—1
Ze—z2wakm/d) ‘ Z —ira(t(j4+1/2)+k)? /nt

PX, = k) = —

n2
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A soma geométrica tem soma d se d|k e vale zero caso contrario. Quando
P(X; = k) nao se anula, temos

n'—1

P(X, = k) ) Z o imalt! (+1/2)+k/d)* /' v|?
7=0

onde ' = n/d et =t/d. Novamente, temos (n/,#') = 1. Aplicando o lema
2.6.2, partes 3 e 4, concluimos que

O

Este teorema nos fornece o fato interessante de que P(X; = k) independe
de a. Alguns corolarios seguem a partir deste teorema.

Corolario 2.4.2 Temos o0s sequintes casos:

1. Suponha n par. Entio P(X; = k) = P(X, = k) se e somente se
(n,t) = (n,s) € t(g), 8(2) 7& TL(Q) ou t(Q) = 8(2) = n(g).

2. Suponha n impar. Entio P(X; = k) = P(Xs; = k) se e somente se

(n,t) = (n,s).

Prova Seja d; = (n,t) e ds = (n, s).
1. E claro que a condigao é suficiente. Para ver que é necessaria, vemos
que existe k tal que P(X; = k) # 0. Entao

Entao dt = ds-
2. E claro que a condicao é suficiente. Para ver que é necessaria, suponha
que P(X; = k) = P(X; = k), t2) # n) e di|k. Entao, como antes,

e entao dy = ds. Se sy = (), entdao como P(X,; = k) # 0, temos que
Qk/d ¢ impar. Mas dai Z(k/dt) é impar, o que é uma contradicado. Portanto,

9) # N(2), € portanto t(z), s(2) # n(2). Suponha que t( 2) = N2) € que 2k/d;
é impar Entao, como antes d, = d Se s(2) # n(2), entdo como P(X, =
k) # 0, temos que ds|k. Mas dai 2(k/d;) é 1mpar o que é uma contradigao.
Portanto, t2) = s2) = n(2).
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OJ

Dizemos que z é o periodo de z(t) € R", t > 0, se z é o menor inteiro
positivo tal que z(t + z) = z(t) para todo t > 0. Vamos considerar assim
x(t) = (P(X; = so), P(Xy = s1),..., P(Xy = s,_1)) e observar que estamos
assumindo neste momento que z(0) = (1,0,0...,0). Entdo z é o periodo de
x(t) se P(Xy.. = k) = P(X; = k), para todo t e para todo k.

Corolario 2.4.3 Temos o0s sequintes casos:
1. Se n € impar o periodo de x(t) (acima definido) € n.
2. Sen € par entdo o periodo de de x(t) (acima definido) é 2n.

Prova 1. Como (n,t) = (n,n+t), pelo corolario 2.4.2, vale que P(X; = k) =
P(Xii, = k) para cada t. O menor inteiro positivo tal que n = (n,0) = (n,p)
é p = n. Portanto, n é o menor inteiro positivo tal que P(X,, = k) = P(X, =
k). Entao n é o periodo de probabilidade.

2. Primeiro, (n,t) = (n,2n +t). Suponha que t) = n) = m. Entao
t=2"p, n=2"q, onde p e q sao impares. Portanto,

2n +t = 2"g +2"Mp = 2™(2q + p)

Como 2g+p é impar, (2n+t)2) = m. A seguir, suponha que (2n+t)) = m.
Entao 2n 4+t = 2™p, n = 2™q, onde p e ¢ sao impares. Portanto,

t=2"p=2""qg=2"(p—2)

Como p—2q é impar, o) = m. Pelo corolario 2.4.2, P(X; = k) = P(Xi42, =
k) para todo ¢t. Agora suponha que p > 0 e que P(X; = k) = P(X, = k).
Pelo corolario 2.4.2, n = (n,0) = (n,p). Portanto, n|p e entdo p = rn para
algum inteiro positivo r. Se r = 1 entao pp) = n(), mas Oy # n) 0 que
contradiz o corolario 2.4.2. Logo, r # 1. Segue que 2n é o menor inteiro
positivo que satisfaz P(Xy, = k) = P(Xo = k). Logo, 2n é o periodo de
probabilidade.

O

Isso mostra que nao precisamos calcular P(X; = k) para t > 2n, n par e
para t > n, n impar. O proximo corolario nos diz que para n par também
nao é necessario calcular P(X; = k), t > n.
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Corolario 2.4.4 Temos:
1. P(Xo=k) =004

2. Se n € par entio P(X,, = k) = 0pjor ¢ P(Xy = k) = P(Xon—t = k),
0<t<2n.

Prova A prova de 1 é evidente. Provemos o item 2. Pelo teorema 2.4.1,
P(X,, = k) =1 se e somente se 2k/n é impar. Mas 2k/n fmpar é equivalente
a 2k = nr, onde r é impar, e entao k = (n/2)r. Como 0 < k < n—1, isso vale
se e somente se k = n/2. Para a segunda parte, (n,t) = (n,2n—t). Suponha
que t(o) = ny) = m. Entao t = 2™p, n = 2™q, onde p e ¢ sao impares. Logo,

2n —t =2"(2q — p)

Como 2¢q — p é fmpar, (2n — t)) = m. A seguir, suponha que (2n —t)) =
ne) = m. Por um argumento semelhante, o) = m. Pelo corolario 2.4.2,

P(X;=k) = P(Xon_s = k).

O

Este tltimo corolario significa que o sistema inicia em sy e que a seqiiéncia

de probabilidades para t = 0,1,2,...,n é a mesma para 2n,2n — 1,2n —
2,...,n, nesta ordem.

Lembre que assumimos até agora nesta se¢ao que o vetor de probabilidade
inicial é p = (1,0,0,...,0) e ndo um p tal que Ap = p. Assim, com nado poderia
deixar de ser, a matriz de Dirichlet (com tal vetor inicial) ndo determina
um Processo Estocastico Estacionario, mas sim uma seqiiéncia peridédica de
probabilidades de estado.

Abaixo temos a tabela de Py(k) = P(X; = k), para n = 12.
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t/k | 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11
0 | 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 [ 1/12 | 1/12 [ 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12
2 [ 1/6 | 0 |1/6 | 0 | 1/6 | 0 |1/6 | 0 | 1/6 | 0 | 1/6 | 0
3 | 1/4 ] 0 0 | 1/4 | 0 0 | 1/4] 0 0 | 1/4] 0 0
11 0 0 | 1/3] 0 0 0 | 1/3] 0 0 0 | 1/3] 0
5 | 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12
6 | 1/2 | 0 0 0 0 0 | 1/2 ] 0 0 0 0 0
7 | 1/12 [ 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12
8 [1/3 [ 0 0 0 | 1/3] 0 0 0 | 1/3 ] 0 0 0
9 | 1/4 ] 0 0 | 1/4 ] 0 0 | 1/4] 0 0 | 1/4 ] 0 0
10 1/6| 0 | 1/6 | 0 |1/6 | 0 | 1/6 | 0 | 1/6 | 0 | 1/6 | 0
11 | 1/12 [ 1/12 | 1/12 | 1/12 [ 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12
12 [ 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
13 [ 1/12 [ 1/12 | 1/12 | 1/12 [ 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12
14 [1/6 | 0 | 1/6 | 0 |1/6 | 0 | 1/6 | 0 | 1/6 | 0 | 1/6 | 0
15 | 1/4 | 0 0 [ 1/4] 0 0 [ 1/4] 0 0 [ 1/4] 0 0
16 | 1/3 | 0 0 0 | 1/3] 0 0 0 | 1/3 | 0 0 0
17 | 1/12 [ 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12
18 [ 1/2 | 0 0 0 0 0 | 1/2 | 0 0 0 0 0
19 | 1/12 [ 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12
20 | 0 0 | 1/3 ] 0 0 0 | 1/3 ] 0 0 0 | 1/3] 0
21 | 1/4 | 0 0 [ 1/4] 0 0 | 1/4] 0 0 [ 1/4] 0 0
22 | 1/6 | 0 |1/6 | 0 | 1/6 | 0 | 1/6 | 0 | 1/6 | 0 | 1/6 | O
23 [ 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12 | 1/12
24 | 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Pelo corolario acima, para t de 13 a 24, a tabela é a mesma, mas em ordem
inversa. Obtemos uma seqiiéncia de probabilidades de periodo 2n. Podemos
dizer que em um tempo ¢, existem certas transi¢oes impossiveis (i.e., Py(k) =
0 para certos k) e as que podem ocorrem, tem todas a mesma probabilidade.
Como temos um nimero finito de estados (ou alternativamente, um nimero
finito de vetores unitarios que diferem de um angulo constante), o nimero
de caminhos possiveis para uma particula é finito, e sao todos igualmente

provaveis no inicio de um processo.

Outra tabela, para n=4 (ver [17]):
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0] 1] 2] 3
110010
1/4 [1/4 [ 1/4 [ 1/4
1200 [1/2] 0
1/4 [1/4 [1/4 [ 1/4
0] 0] 1]0
1/4 [1/4 [ 1/4 [ 1/4
1200 [1/2] 0
1/4 [1/4 [1/4 [ 1/4
T 10010

~
OO\]CDOT%CO[\JHO;

Vamos mostrar abaixo que existem certos p € C" tais que para certas
matrizes de Dirichlet A vale Ap = p.

O seguinte exemplo é inspirado pela moeda quantica que é descrita no
exemplo 1 da secao 8.2.

Exemplo Matrizes Quanticas A dois por dois nao necessariamente do
tipo Dirichlet. Sejam u,v € C tais que u+v = 1 e |ul* + |[v|* = 1. Uma
condicao necesséria e suficiente para que essas propriedades sejam satisfeitas
bqueu=1-v, 0< Re(u) < 1e Im(u) = £(Re(u))?(1 — Re(u))'/2
Entao, vemos que o nimero real 0 < Re(u) < 1 determina u e v a menos de
conjugacao. Por exemplo, se Re(u) = 1/2, temos u = (1£14)/2, v = (1F4)/2.

Vamos construir uma matriz quantica complexa A a partir do seguinte.
Sejam w1, v1 € ug, vy dois pares de niimeros complexos tais que

up+vp =1, |u1|2+|vl|2 =1

upg+vy =1, |U2|2+ |U2‘2 =1

Pelo que vimos acima, tais nimeros tem a forma

w =z i/ (l—xz) , vy=1—x; Fiya, (1 —zy)
Uy = Tg £ 1 .1'2(1-.%2) , vo=1—29F1 $2(1—$2)

onde x71 e 23 € [0,1].
Seja a matriz

. U1l U9
Ai_(l—ul ].-Ug)

i ZEliZ 1'1(1 —5(71) Igil 172(1—ZE2)
_<1—ZE1:FZ 513'1(1—1'1) 1—x9F l’g(l-l’g))

Observe que, com respeito aos sinais da parte imaginaria, devemos fazer
duas escolhas independentes, ou seja, uma para a primeira coluna e outra
para a segunda. Portanto, se queremos determinar sob quais condicoes a
matriz A é unitaria, devemos resolver o sistema A A* = I em quatro casos:
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1. Caso (+,+), ou seja,

A: ( ZL’I—}-Z ZL’l(l—Il) I2+Z Z‘Q(l—l’g) )

1 — T —z\/:cl(l —xl) 1 — T —Z'\/.fg(l —56'2)

Resolvendo uma das equagoes de AA* = I (que é um sistema de duas
equagoes independentes), concluimos primeiro que x; + x3 = 1, e por-
tanto A tem a forma

.A—( ZE1—|—Z xl(l—xl) 1—1‘1—|—i 1‘1(1—$1))

1—.%'1—’i\/$1(1—$1) ml—iwxl(l—xl)

E resolvendo a outra equacao, obtemos que x; = 0 ou 1, e portanto,

neste caso,
1 0 01
A=) (Vo)

Para a primeira matriz (identidade), o autovalor é 1, com autovetores
(1,0) e (0,1). Para a segunda, um autovalor é 1 com autovetor associ-
ado (1,1) e o outro é —1 com autovetor 1/v/2(—1,1).

2. Caso (—, —), ou seja,

A:( x1 — /a1 (1 —z9) To — i/ xa(1 — z2) )
1—l‘1+i\/l‘1(1—1‘1) 1—m2+iwm2(1—x2)

Aqui obtemos as mesmas solugoes do caso 1.

3. Caso (+, —),

A ([ orVAIE) /A

-z — iy (1 —21) 1—zo+iy/za(l —x9)

Resolvendo uma das equagoes de AA* = I, concluimos que 1 +x9 = 1,
e portanto A é simétrica da forma

ZL‘1+Z ZL’l(l—l‘l) 1—1’1—@ l‘l(l—ﬂfl)
A= . .
-z — i/ (1—21) o +iy/o(l— )

A outra equagao é uma identidade e nao impoe restrigoes sobre x; ou
xo. Um autovalor é 2x; — 1 + 2iy/x1(1 — 1) com autovetor associado
1/v/2(1,—1) e o outro autovalor é 1 com autovetor 1/v/2(1,1).
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4. O caso (—,+) é semelhante ao caso (+, —):

A = ( l’l—i .fCl(l—l'l) $2+2 .%'2(1—1'2) )

1 — T —f-Z'\/ZL'l(]_ —ZL‘l) 1 — X9 —’i\/ZEQ(l —1'2)

Resolvendo AA* = I, temos que x; + z9 = 1, e portanto

A — l’l—i $1(1—[E1) 1-1’1-’-1 $1(1—ZE1)
1—x1+i\/x1(1—x1) xl—z’ .T1(1—$1)

Um autovalor é 227 — 1 — 2iy/x1(1 — 1) com autovetor associado
1/v/2(—1,1) e o outro autovalor é 1 com autovetor 1/v/2(1,1).

Assim obtemos condigoes para que as matrizes sejam unitarias. Se r #
0,1, temos que possuem entradas nao-nulas e portanto Ay é a matriz de
amplitude de transicao de uma N-cadeia quantica. Como fizemos na secao
de cadeias quanticas, vamos calcular as probabilidades de transicao. Para
isso, precisamos dos autovalores e autovetores de Ai. Pelo que vimos nos
casos acima, podemos construir uma medida de Markov estaciondria (vista na
secdo 2.2) escolhendo como vetor estacionério o vetor associado ao autovalor
1 (que sempre é um autovalor para a moeda quantica, ao menos no caso de
ordem 2).

Observacao Supondo que temos um vetor de distribuicao inicial )_{20 =
(1,0,...,0), podemos usar a expressao para probabilidades

P(X0 = k) = Bilk) = | 3 @oX, (il

obtido na segao 2.2 para cadeias quanticas. Fazendo S = {so,s1} = {0,1} e
escrevendo P,(k) = P(f;, ' (s1)), temos

) = [+ | = |55
— TN £t ? L= A1)
P,(1) = ’(%)o/\o(%)l + @)eM(n)i| = ‘ 2

Para mostrar um exemplo, observe o caso particular em que z = Re(u) =
1/2. Entao temos a matriz

L1+ 1—i
A_§(1—z’ 1—1—2’)
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Os autovalores sao
)\0 =1 y )\1 =1

e os respectivos autovetores sao

1 1 1
Yo = (_Ev _2) ;= (_27

Como antes, S = {sg, s1} = {0,1}. Temos

PA0) = [Tl Moo + ooy wnlo| = |2
PA1) = [l o + | = 5|

Entao obtemos uma seqiiéncia peridédica de probabilidades:

t/k 1
0 1] 0
1 [ 1/2]1/2
2 | 0 | I
3 [1/2]1/2
41110

Observacgao Considere o teorema classico de convergéncia de cadeias de
Markov reais:

Teorema 2.4.5 Seja P uma matriz estocdstica (real) e regqular e seja S =
{1,2,3,...,d}. Entdo:

1. P tem um unico vetor de probabilidade fixo ™ e os componentes de m
sao todos positivos, ou seja € unico o vetor de probabilidade m tal que
Pr=me)  sms=1lem>0VseS.

2. Se p € qualquer vetor de probabilidade, entao a seqiiéncia de vetores
Pp, P?p, P3p, ... converge para o ponto fixo m, isto €,

lim P"p=m.
n—oo
Como conseqiiéncia, as entradas das matrizes P, P?, P23, ... obtidas

a partir de P convergem para as entradas correspondentes da matriz
cujas colunas sao iguais ao vetor fixo w. Ou seja,

32



T T T ... T
. T T T2 ... T2
lim P" =

n—oo

Tqg Tq Tgq ... Tq

Lembramos que uma matriz estocéstica real P é regular se existir alguma
potencia de P tal que todas as suas entradas sejam positivas.

Note que este teorema nao vale, em geral, para cadeias de Markov quanticas
(considerando que a condigao de entradas positivas é substituida pela condigao
de possuir entradas nao nulas). Por exemplo, considere o item 2 do teorema.
Um calculo simples mostra que se

1 /1447 1—14
U
2\ 1—17 141
entao a seqiiéncia de matrizes (A™),en é uma seqiiéncia periddica, e portanto

nao ocorre convergéencia para a matriz cujas colunas sao o vetor estacionario

(1/v/2,1/4/2) de A.
2.5 Alguns calculos

Exemplo 1: Matriz de Dirichlet Seja M(n,a) a matriz de Dirichlet,
dada por
1 . e
M. — _elﬂa(jfk) /n
Jk \/ﬁ

onden € NeacZ, jke{0,...,n—1}. Por (1) sabemos que M(n,a) é
unitaria se e somente se n e a sao relativamente primos (i.e., (n,a) = 1) e
que se o produto na for par entdo tal matriz pode ser tornada estocastica.
Denotamos o vetor de probabilidade inicial por YO = (ag, ", 1)

Y

Escrevemos abaixo alguns exemplos de matrizes onde (n,a) = 1 e na par,
com os seus respectivos autovalores, autovetores e processo estocastico real
P associado. O processo P ¢ dado pela matriz |M|?,

(P)ij = (IM|*)i; = [ My;?
e o vetor de probabilidade inicial real associado é

p= ’?OP = <|a0‘27 R |an—1|2)
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Se na é par, a renormalizacao

S(n,a)
\/ﬁ

é estocastica, onde S(n,a) é a soma de Dirichlet:

M'(n,a) = M(n,a)

n—1

S(n,a) = Z gimai®/n

—0

Vamos analisar os casos M (2,1), M(3,2) e M(4,1) e tentar determinar
se existem autovetores complexos associados ao autovalor 1. Temos:

1. Matriz M(2,1).
1 1
e 2 (11)

No trabalho de J. Kempe [23], tal matriz é vista como a de uma moeda
quantica balanceada (pag. 312), onde cara e coroa sdo tratados da
mesma forma e o passeio nao ¢é influenciado pelo seu estado inicial [23].

<

Os autovalores e autovetores de M (2,1) sdo

V2

7(1 — 1), com autovetor (—1,1)

2
\/7—(1 + i), com autovetor (1,1)
Ainda,

S(2,1)=1+i

L/1—i 1+
/ — -
M(Q’l)_2<1+z' 1—@)

Os autovalores e autovetores de M’(2,1) sao

e portanto,

—i, com autovetor (—1,1)

1, com autovetor (1,1)

O processo estocastico real associado é

ren-3(4 1)

Os autovalores e autovetores de P(2,1) sao
0, com autovetor (—1,1)

1, com autovetor (1,1)
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2. Matriz M(3,2).

. 1 A N

_ = 1 /3 1 -\/3

M<372)*\/§ _§+ZT 1 _§+ZT
R L N 1

Os autovalores e autovetores de M (3,2) sao

V3 —i

, com autovetores (—1,1,0),(—1,0,1)

2
i, com autovetor (1,1,1)
Ainda,
5(3,2) = iV3
e portanto,
1, ;3 1, ;3
, Z\/g 1 /s _§+ZT —§+Z?
M(3,2)=—T —%—i—ijﬁ’ 1 —%—i—if
A N 1

Os autovalores e autovetores de M'(3,2) sao

1 3
5 ig, com autovetores (—1,1,0),(—1,0,1)

1, com autovetor (1,1,1)

O processo estocastico real associado é
1 1 11
P(3,2) = 3 111
1 11
Os autovalores e autovetores de P(3,2) sao

0, com autovetores (—1,1,0),(—1,0,1)

1, com autovetor (1,1,1)

3. Matriz M (4,1).

1 L(1+i) -1 L(1+10)

M(4,1)=1 2(1 + 1) 1 2(1+4) —1
2 —1 (1 40) 1 V2(1 4-4)

L(1+i) -1 L2(1+4) 1



Os autovalores e autovetores de M (4, 1) sdo

1, com autovetores (—1,0,1,0),(0,1,0,—1)

2
—g(l + 1), com autovetor (—1,1,—1,1)
2
\/7_(1 + 1), com autovetor (1,1,1,1)
Ainda,
S(4,1) = V2(1 +1)
e portanto,
1 L(1+i) —1 2(1+49)
2 L V2 ; _
= Y20 gy | 0D g
4 -1 Y2(1+1) 1 Y2(1+1)
L(1+i) 1 L(1+10) 1

Os autovalores e autovetores de M’(4,1) sao

2
\/7—(1 — 1), com autovetores (—1,0,1,0),(0,1,0,—1)

—1, com autovetor (—1,1,—1,1)
1, com autovetor (1,1,1,1)

O processo estocastico real associado é

1

— = =
— = =
— = =
— = =

Os autovalores e autovetores de P(4,1) sao
0, com autovetores (0,1,0,—1),(0,0,1,—1),(1,0,0,—1)

1, com autovetor (1,1,1,1)

Exemplo 2 Considere a matriz dada por

( v+iyr(l—x) 1—x—i x(1x> >

l—xz—iyx(l—2) z+i/z(1
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para x € (0,1). Os autovalores e autovetores sao
20 — 1 +i(2i\/z(1 — x)), com autovetor (—1,1)

1, com autovetor (1,1)

O processo estocéstico real associado é
T 11—z
1—=x T
Os autovalores e autovetores sao

2x — 1, com autovetor (—1,1)

1, com autovetor (1,1)

2.6 Apéndice

Neste apéndice provamos dois lemas técnicos usados na prova do teorema
2.4.1. Esta segao segue [15]. Como antes, supomos que (n,a) = 1 e k =
0,....,n—1.

Lema 2.6.1 Seja (n,t) =d.

1. Entao 1
Sl = Z e*iﬂa(thrk)z/nt
7=0
d-1 n/d—1
— (_1)amnt/d26—i27rakm/d Z 6—i7rg(tj+k)2/nt
m=0 =0
2. Se na € impar entao
n—1
52 = Z eii”a(t(jJFl/?)Jrk)Q/nt
7=0
d—1 n/d—1
— Z €—i27rakm/d Z e—iwa(t(j+1/2)+k)2/m
m=0 j=0
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Prova 1. Divida a soma S; em d partes para obter

d—1 (m+1)n/d—1

Sl _ Z 6—17ra(tj+k) /nt

Definindo j = s + mn/d, obtemos

d—1 n/d—1
S, = Z efma (s+mn/d)+k)? /nt

m=0 s=0
Como d|t e d?|nt, temos

6—i7ra(t(s+mn/d)+k)2/nt _ e—iﬂ'a(ts—l—k)Q/nt(_1)amnt/d26—i27rakm/d

e o resultado segue.
2. Novamente, separe a soma em d partes para obter

d—1 n/d—1
Z Z e—mrr (s4+1/2)+k-+mnt/d)?/nt
m=0 s=0
d—1 n/d—1
_ Z 6—i7ram2nt/d Z 6—i7ra(t(s+1/2)+k)2/nte—i27ram(t(s+1/2)+k)/d
m=0 s=0

Como d|t, a dltima exponencial é igual a
efiﬂ*amt/defi%rakm/d — (_1)amt/d6712ﬂakm/d
Como na é fmpar, (—1)*/d = (—1)m/d ¢

e—iﬂamznt/d _ (_ 1)mt/d

e portanto o produto destes dois termos vale 1. O resultado segue.

Lema 2.6.2 Seja (n,t)=1,k=0,...n—1.

1. Se nat € par entao

—

n—

—ima(tj+k)?/nt _ e—i7rak:2(04t—1)2/nt5(

e n,at)

<.
Il
o

onde o € um inteiro definido por at = 1(mod n), 0 < a <n — 1.
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2. Se nat € impar entdo

—_

e—iﬂa(tj+k+1/2)2/nt _ %e—iﬂ'a(2k+1)2(at—1)2/4ntm

<
I
o

onde « satisfaz at = 1(mod 4n), 0 < a < 4n — 1.

3. Sena € impar et € par entao

n—1

7 et 2+t mimal(tf 248t ima(ot =1 gy

7=0
onde p € o resto de 1/2 + k(mod n).

4. Se nat é impar entdo

—_

n—

o—imalt(i+1/2)+k)?/nt _ 1e*im(o‘t*1)2’“2/”6’”&(“*1)]“/"5(4n, at)

Il
=)

J
onde « satisfaz at = 1(mod n), 0 < a<n—1.

Prova 1. Como (n,t) = 1, pelo algoritmo euclideano existem e sao unicos
os inteiros g e «v tais que at =14+ ¢n, 0 < a <n —1. Entao k = (at — gqn)k
e dai temos

n—1
S = Z —ira(tj+k)?/nt __ Z —ima((j+ak)t—qnk)?/nt

7=0

n—1
_ Z efiﬂ'at(thozk)Q/n67i7m(qn)2k2/nt

=0
Mas (qn)? = (at — 1)? e dai

n—1

S = e—iwa(at—l)QkQ/nt Z e—iwat(j—i—ak)Q/n
=0

Seja m o inteiro que satisfaz
ak =—m(modn) , 0<m<n-—1

Como nat é par,
e—iwat(j+ak)2/n _ e—iwat(j—m)Q/n
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Mas pelo lema 2.3.1, temos

—

3
|

—

3

eiﬂat(jfm)2/n _ Zeiwatj2/n _ S(n, CLt)

<
Il
)
<
Il
=)

para 0 < m < 2n — 1, o que prova o item 1.

2. A soma
n—1 n—1
S = efimz(tj+k+1/2 2/nt _ E e*'ma(Qt]JerJrl) /4nt
j5=0 7=0
é uma soma parcial de
An—1
T — efiﬂa(tj+2k+1)2/4nt

Jj=0

Vale que 4nat é par e (4n,t) = 1 pois (n,t) = 1 e t é impar. Além disso,
0<2k+1<4n—1 e asatisfaz ot = 1(mod 4n), 0 < a < 4n — 1. Segue do
item 1 que

T = eme@k D2 et-07g g ")

Agora decompomos 7' em uma parte par e outra impar T' = E + U onde

2n—1
E — } :e—iwa(tj+k+l/2)2/nt

=0
n—1 2n—1
§ :efma (tj+k+1/2) /nt+ E : —ira(tj+k+1/2)2/nt
7=0 j=n
n—1 n—1

_ efina(tj+k+l/2)2/nt + Z efiﬂa(tj+k+1/2+nt)2/nt

i
=)

J Jj=0
Como nat é impar, o termo geral da ultima soma se torna

efirra(tj+k+1/2)2/nt

Logo,

n—1
E— 226 ira(tj+k+1/2)%/nt
7=0
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A parte impar é dada por

2n—1
U — efiwa((2j+1)t+2k+1)2/4nt

J=0

Como nat é impar, temos que (2j + 1)t 4+ (2k + 1) é par. Portanto,

2n—1 n—1
} : 6—i7ra((2j+1)t+2k+1)2/4nt _ Z e—ma((2j+1)t+2k+1+2nt)2/4nt
Jj=0 Jj=0

1

n
—iwa((2j+1)t+2k+1)2/4nte—i7mnt

= e
7=0
n—1
_ 6—i7ra((2j+1)t+2k+1)2/4nt
§=0
Portanto U =0 e
n—1
6—i7ra(tj+k+1/2)2/nt _ lT
7=0
O resultado segue.
3. Defina a soma
n—1 n—1
g — efiﬂ'a(t(j+1/2)+k)2/nt _ Z efiﬂ'a(thrl/Z)Jrk)?/nt
§=0 §=0

Como t é par, t/2+k é um inteiro e nat é par entao podemos usar o resultado
do item 1. Seja p o resto (mod n) de t/2+ k. Entéo t/2 + k = p+ p. Segue
que
n—1
S = efirra,uQ/ntefi%ra,up/nt Z efiwa(tj+p)2/nt
§=0
_ e—iwa(u2+2up)/nt6—iﬂap2(at—1)2/ntm
_ e—ivra((l/2+k)2—p2)/nt6—i7rap2(at—l)Q/ntm

4. Defina S como no item 3 e troque k por (at — gn)k como no item 1

para obter
n—1

S = Z o~ ima(t(j+1/2)+ak)—qnk)? /nt

=0
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n—1
_ 6—iﬂa(at—1)2k2/nte—iﬂa(at—l)k/n E e—iﬂat(j+1/2)+ak)2/n

§=0
Resta calcular a soma
n—1
T — Z efiﬂat(j+ak+1/2)2/n
§=0

Seja m o inteiro definido por
ak+1=-—m+sn, 0<m<n-—1

Entao

|+ k+1—' + !
Jj+a 5 =J—mtsn—g

efirrat(j+ak+1/2)2/n — efiﬂat(jf(m+1/2)+sn)2/n

e e . g
—e imat(j—m—1/2) /ne imats newrats
Como nat é fmpar temos e™* = (—1)% e

2

efiwatSQn — (_1)3 — (_l)s

Portanto,

i
L

T — 6—i7rat(j—m—1/2)2/n

.
Il
o

Aplicando o lema 2.3.1 temos
11—
T = 55(471,@15)

e o resultado segue.
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Capitulo 3

Integrais de Feynman

Algumas referéncias béasicas para integrais de Feynman sao [12],[20]. Uma
introdugao informal interessante é [13].

3.1 O formalismo das integrais de Feynman

A mecanica quantica tradicional teve bastante éxito tanto no que se
refere a compreensao dos fendomenos quanticos como também nas previsoes
numéricas de experimentos. Ela foi substanciada por muitos experimentos
feitos em laboratorios e por observacoes da natureza. Entretanto, a teoria
nao tem respostas para certos problemas, como por exemplo, a descri¢ao de
particulas elementares e suas interagoes. Isto pode ser devido ao fato de o
conceito de amplitude de transigdo nao estar na sua base axiomatica (embora
possa ser deduzido a partir dos postulados, este conceito nao estd na base da
teoria). Esta opinido estd de acordo com [18].

Uma tentativa de resolver este problema é o formalismo das integrais de
caminhos, proposto por R. Feynman (ver referéncias em [18]). Embora este
formalismo seja uma ferramenta util, traz consigo alguns problemas devido
a sua natureza matemaética nao rigorosa.

Para entender este formalismo, usaremos a formulacao lagrangiana da
mecanica classica, que descreveremos brevemente. Suponha que temos um
sistema mecanico com n graus de liberdade. Diremos que C = R" é o
espago de configuragoes. Um ponto ¢ = (q1,...,¢,) € C descreve a con-
figuragao do sistema e é chamado estado lagrangiano. A dinamica de um
sistema é descrita por um caminho, ou trajetéria q(t) = (q1(t), ..., q.(t)),
—o0 <t < oo em C. Na formulagao hamiltoniana da mecanica classica,
um estado s(t) é determinado para o tempo ¢ desde que a condigao inicial
s(to) seja dada. Como veremos, o estado lagrangiano q(t), t, < t < t;, é
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determinado desde que as condigoes de contorno ¢(t,), q(t,) sejam dadas.
Entao definimos as fungoes de velocidade v; = dg;/dt, i = 1,...,n e fazemos
v(t) = (v1(t),...,va(t)). O lagrangiano do sistema ¢é definido por

s =% () - v

i

(M; é a massa associada a i-ésima coordenada). Logo, L é a energia cinética
menos a energia potencial.

A agao sobre um caminho ¢(t) entre os tempos t, tp, t, < t, é definida
por

Suponha que o sistema se encontra no estado lagrangiano ¢, no tempo t, e
¢y nO tempo ty, isto é, ¢, = q(t.), g = q(t). Na formulagao lagrangiana a
trajetoria que o sistema percorre, chamada trajetoria classica, é determi-
nada pelo principio da minima acao. Este principio nos diz que dentre
todos os caminhos possiveis de ¢, a g, a trajetéria classica ¢(t) é aquela onde
Slq(t)] é um extremo. Isto é, o valor de S[¢(¢)] ndo se modifica se o caminho
G(t) é alterado ligeiramente.

Voltemos agora a discussao da amplitude de Feynman. Veremos que o
formalismo destas amplitudes nao leva em consideracao apenas a trajetoria
cléssica ¢(t), mas sim todas as trajetérias. Suponha que um elétron encontra-
se na posicao r, no tempo t, e entao se move, sob a influéncia de alguma
forga. Queremos calcular a probabilidade P(a,b) de que a particula esteja
em um ponto x, no tempo ;. O elétron ird se mover por um dos muitos
caminhos possiveis, mas nao seremos capazes de distinguir uma trajetéria de
outra sem interferir no sistema. Se fizermos uma medicao, sabemos que seu
movimento ira se modificar.

Na mecanica quantica, temos que todos os caminhos possiveis devem ser
considerados. Cada caminho x(t) contribui com uma amplitude ¢[x(t)] para
a amplitude total K (a,b) e P(a,b) = |K(a,b)|*. Em simbolos:

K(a,b) = / ol(1)].

onde z(t) é todo caminho com xz(t,) = z, e x(tp) = x,. Com isso, temos que
o axioma basico do formalismo das integrais de caminho é:

(P) Blo(t)] = Ac/mSE0)
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onde
Sla(t)] = /t Liv(t), 2(t)]dt (3.1)

é a acao para o caminho z(t), A é uma constante de normalizagao e L é o
lagrangiano do sistema.

Resumindo, cada caminho possivel contribui com uma determinada am-
plitude ¢ e soma destas amplitudes nos fornece uma amplitude total K. Esta
amplitude K, que é a amplitude de Feynman que discretizaremos nas secoes
seguintes, nos fornece a probabilidade de ocorréncia de um evento, fazendo
P(a,b) = |K(a,b)*.

O axioma (P) nos diz que cada caminho contribui igualmente em médulo,
embora as suas fases variem. Entao nao é claro se um caminho em parti-
cular é mais importante. Entretanto, na aproximagao classica, S é grande
comparado com h. Se um caminho arbitrario x(¢) é modificado por uma
pequena quantidade dz(t), embora 65 seja pequeno na escala cldssica, ndo é
pequeno comparado com h. Estas pequenas variagoes no caminho irao, em
geral, variar bastante a fase, que ird oscilar rapidamente. Entao, se os cami-
nhos vizinhos de z(t) possuem uma agao diferente, suas contribui¢oes para
K(a,b) irao se cancelar, sem fornecer nenhuma contribuigdo. Mas para o ca-
minho especial z, onde S é um extremo, uma pequena mudanca no caminho
fornecera praticamente nenhuma variacao em S. Assim, caminhos na vizin-
hanca de  nao fornecem fatores que se cancelam; desta forma,  se destaca
e as leis classicas do movimento surgem a partir das leis quanticas. No nivel
atomico, quando S é comparavel com A, nenhum caminho se destaca. Neste
caso, todos os caminhos (mais precisamente, caminhos continuos) devem ser
considerados ao se calcular K (a,b).

Existem algumas dificuldades matematicas ao se tentar construir uma for-
mulacao rigorosa para a amplitude total K. O problema principal é encontrar
uma medida adequada no espaco de caminhos a fim de que a soma K possa
ser formulada em termos de uma integral sobre este espaco (ver [18] para
mais detalhes). Alguns casos especiais foram resolvidos, mas uma solugao
geral ainda nao foi descoberta. Iremos seguir um argumento heuristico.

Sejat, =ty < t; <--- <t, =1, uma particao de [t,, ;] onde

ty—1tq) .
tH_l—ti:E:M,Z:O,...,n—l.
n

Seja P, o conjunto dos caminhos poligonais da forma z(t) onde

x(ty) = xa, x(ty) =xp, x(t;)) =24, i=1,...,n—1
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eparat; <t <t (t,z(t)) é o segmento de reta de (¢;, z;) para (ti11, Tit1).
Tomamos uma constante de normalizagao A,, como sendo

= ()

onde m é a massa da particula e defina

Ko(a,b) =Y {¢[z(t)] : 2(t) € P}

Se escrevermos esta integral sobre os valores de x;, i = 1,...,n — 1, obtemos
K,(a,b) = A, / _ / eWMSEOl gy day_y. (3.2)

E daf definimos K (a,b) como sendo

K(a,b) = lim K,(a,b)
n—oo
Nao é garantido que este limite exista (e em muito casos nao existe). Quando
o limite existe, nao depende crucialmente da natureza poligonal dos cami-
nhos. Usaremos a seguinte notacao intuitiva:

b
K(a,b) = / £ G/MSEO] Dly(p)]

e diremos que a equacgao acima é uma integral de caminho.

Apesar de a integral acima nao possuir um sentido matematico rigoroso,
ela possui importante significado fisico. Além disso, ela pode ser usada para
descobrir certas propriedades que K (a, b) deve ter se uma formulagao rigorosa
for possivel. Por exemplo, seja t. = t; um certo tempo fixado para um
i € {1,...,n — 1} fixo. Escrevendo a agao para os intervalos de tempo
[ta,tel, [te, ts] como S¢[x(t)], S%[z(t)], respectivamente, obtemos a partir da
equagao 3.1 que

Syle(®)] = Sele(®)] + Syla(t)].

Logo, a equacao 3.2 nos fornece
K,(a,b) = /Kil(a, ) Ky —iv1(c, b)dx.
Fazendo n arbitrariamente grande obtemos a seguinte férmula
K(a,b) = /K(a, c)K(c,b)dz,. (3.3)
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Agora, vamos calcular a integral para um caso simples. Para uma particula
livre, o lagrangiano é L = mv?/2. Para z(t) € P, temos

Im
Kn(&,b) :An//ea:p[Q_he Z(.ﬁlﬁi—$i,1)2:|dl'1,...,dl'n,1.
=1

Aqui temos um produto de integrais Gaussianas que podem ser resolvidas
individualmente para obter

m 1/2 m
o = (i) )
(a,0) 2mihne P 2hne (76 = %)

Como ne = t, — t,, os K,,’s sao iguais para todo n. Segue que

K - -
(a,b) [2m’h(tb—ta 2h(ty — ta)

m ]1/2 [im(xb — :r;a)Q]

)
E possivel também mostrar que a equagao de Schrodinger pode ser obtida
(novamente, sem o rigor matematico exigido normalmente) a partir do for-
malismo das integrais de caminho (ver [18]).

3.2 Distribuicao de Probabilidade

Os conceitos mais importantes tratados neste trabalho estao baseados na
funcao da onda, que representa o aspecto ondulatério de uma particula, a
medida que a posicao e o tempo variam. A funcao da onda desempenha um
papel central no calculo de probabilidades em experimentos que envolvem
particulas atomicas.

Para ilustrar o problema de tais calculos, consideremos o seguinte expe-
rimento: de um lado, temos uma fonte emissora de particulas (elétrons, por
exemplo). Cada particula deve passar por um anteparo, que possui duas
fendas, e atingir um detector no outro lado. O detector pode ser deslocado
como quisermos, e assim podemos obter uma distribuicao de probabilidade,
realizando o experimento sucessivas vezes (figura 1). Se fecharmos a fenda 2,
podemos calcular a probabilidade de o detector ser acionado por um elétron
que passou pela fenda 1 (analogamente para a fenda 2). A soma destas
duas distribuicoes nos fornece a probabilidade de o detector ser acionado
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por um elétron que passou pela fenda 1 ou 2. Podemos concluir a partir
dai o seguinte: se analisarmos classicamente o problema, concluiremos que a
probabilidade de que uma particula atinja o detector é

Px) = Pi(x) + Py(z)

onde P, e P, sao as probabilidades de a particula atingir o detector passando
pela fenda 1 ou 2, respectivamente.

2

Figura 3.1: Versao simplificada do experimento de Young. S é a fonte de elétrons e D
é um detector que se movimenta livremente na vertical.

A distribuicao de probabilidade classica seria uma curva gerada pela su-
perposigao das probabilidades via fenda 1 e 2 (figuras 3.2a-c). Entretanto,
a experiéncia nos mostra que este calculo nao pode estar correto'. Deve-
mos ainda levar em conta a interferéncia entre caminhos alternativos. A
distribuicao real tera, na verdade, o aspecto aproximado de uma sendide
com amplitude decrescente a medida que nos aproximamos dos extremos do
anteparo (figura 3.2d). Desta forma, obtemos os padroes de interferéncia e
difracao, tal como no experimento de Young, revelando o carater ondulatorio
de particulas como elétrons.

Um resultado importante da mecanica quantica, sobre o qual estao basea-
dos as definicoes neste texto é que a probabilidade de se encontrar uma
particula em qualquer ponto é proporcional ao quadrado do valor absoluto
da amplitude da onda de matéria nesse ponto. Este postulado baseia-se no
fato de que o calculo correto de probabilidades envolve uma fun¢ao de onda
(i.e., uma fungao complexa).

Sendo assim, temos que o problema anterior pode ser resolvido da seguinte
maneira. Os padroes de interferéncia gerados no experimento sugerem que

1O célculo estara correto no caso em que colocarmos um detector para se determinar
por qual fenda a particula passou. Ou seja, ao introduzir tal detector estaremos destruindo
o carater ondulatério do experimento.

48



V%

() (b) (c) (d)

Figura 3.2: (a) Pi(z). (b) Py(x). (c) Pi(z)+Ps(x) (previsdo classica). (d) A distribuigao
de Pi(x) + Py(z) que realmente ocorre.

representemos a nossa funcao de distribuicao, com tempo fixado, por uma
funcdo complexa. FEntdo podemos postular que P(z) é proporcional ao
quadrado do valor absoluto de uma certa quantidade ¢(z) e este valor é
a amplitude de probabilidade, ou como chamamos nas outras se¢oes, ampli-
tude quantica. Além disso, temos o seguinte: ¢(x) serd a soma de duas
contribuigoes, 11(z) e (), as amplitudes de chegada via fenda 1 ou 2,
respectivamente. Entao, segue que

Py(z) = [¢r(2)]", Py(w) = [ia()[*

P(x) = |[¢1(2) + ¢a(2)|" = Pi(x) + Pa(x) + 2Retpy (2) s ().

Os dois primeiros termos do lado direito fornecem o resultado classico; o
ultimo termo é o correspondente a interferéncia quantica, que contribui como
uma soma ou subtracao ao termo classico.

Na fisica classica, os modelos matematicos nos fornecem informacoes so-
bre os fendmenos que observamos, enquanto que na mecanica quantica, os
modelos nao sao observados sem que causemos alguma interferéncia. Uma
abordagem dos fenomenos microscépicos consiste em descrever a evolucao
da funcao da onda, mas esta funcao nos permite apenas calcular a probabili-
dade de que certos eventos ocorram. Para relaciond-la com os experimentos,
a funcao de onda deve ser interpretada de uma maneira apropriada.
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3.3 Sobre a amplitude de Feynman

O formalismo de integrais de caminhos, sobre o qual as amplitudes de Feyn-
man estao baseadas, nos permite imaginar algumas situacoes interessantes.
Seja o seguinte experimento: temos um emissor de fétons, um detector, e
abaixo um espelho (figura 3.3). Vamos supor vélida a lei de incidéncia e re-
flexao da luz. Supondo que temos uma barreira entre o emissor e o detector
(assim a luz emitida nao pode ir diretamente para o detector) concluimos,
apds uma analise classica, que todo féton que atingiu o detector foi refletido
pelo espelho, e além disso, deve ter sido no seu centro, pois o angulo de
incidéncia ¢ igual ao angulo de reflexao, e tanto o emissor como o detector
estao a uma mesma distancia da barreira. Isso é o que observamos quando
fazemos experimentos com um feixe de luz. Entretanto, quando temos ape-
nas uma particula, o formalismo das integrais nos mostra um outro aspecto
do fenomeno: devemos considerar todas as trajetérias “possiveis” para a luz;
em outras palavras, nao devemos supor que a luz anda apenas em linha reta,
e muito menos que ela sabe qual o caminho mais curto! Mas para fins de
simplificacao, iremos supor que a luz percorre apenas linhas retas e a situagao
que iremos considerar é: um foéton, incidindo e refletindo em qualquer angulo
e em qualquer ponto do espelho.

Figura 3.3: Dois caminhos para o féton. Sabe-se que o caminho em que o féton atinge o
espelho no centro nos fornece o menor tempo, mas é errado dizer que os outros pontos sao
proibidos, ou que nunca irao ocorrer. Teoricamente, é possivel que um féton atinja outro
ponto do espelho (embora a probabilidade seja pequena, e, em grande escala, descobrimos
que as amplitudes de probabilidade destas alternativas se cancelam).

A principio pode parecer estranho supor que um féton atinge uma parte
qualquer do espelho. Isso nos leva a uma pergunta: como poderia o féton
saber qual é o caminho mais curto e por que ele escolheria tal caminho? A
figura 3.4 nos fornece um grafico que indica os tempos necessarios para um
foton sair da fonte e chegar até o detector.

Daremos apenas uma explicacao intuitiva do que acontece. A reflexao da
luz é um fenomeno que envolve uma certa porcao do espelho. O fato impor-
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(a)

(k)

A B C D E F & H I T E L M

Figura 3.4: Vamos dividir o espelho em partigoes de mesmo tamanho. (a) Todos os
caminhos possiveis. (b) Tempos associados aos caminhos. O importante aqui é notar que
a diferenca entre os tempos associados a dois pontos do centro, digamos F' e GG, é menor
do que a diferenca entre os tempos associdos a dois pontos dos extremos, digamos A e B.
E exatamente isso que determina o fato de que apenas observamos a luz gerando angulos
de incidéncia e reflexao iguais.

tante a ser observado é o seguinte: a diferenca entre os tempos associados a
pontos préoximos do centro é menor do que a diferencga entre os tempos asso-
ciados a pontos dos extremos do espelho. Isso significa que a diferenca de fase
entre as exponenciais associadas a amplitude de Feynman (ver equagoes na
secao 1) é pequena para pontos proximos ao centro, e logo temos amplitudes
de probabilidade que contribuem para uma amplitude maior e logo, uma
probabilidade maior; nos extremos, a variacao de fase é maior, e existe uma
contribuicao menor de amplitudes, o que confere a esses pontos uma menor
probabilidade. Logo, o centro é a regiao onde ocorrem pequenas variacoes
de fase e onde é possivel obter uma amplitude consideravel. E é por isso que
podemos dizer, aproximadamente, que a luz percorre a trajetoria em que o
tempo é minimo (também, nao é dificil provar que no caminho onde o tempo
¢ minimo, o angulo de incidéncia é igual ao angulo de reflexdo).

Vamos examinar um exemplo mais simples de fendomeno que pode ser
descrito por uma cadeia quantica. Imagine uma particula livre se movimen-
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tando no espaco bidimensional. Queremos calcular a probabilidade de que
esta particula, saindo do ponto s,, chegue ao ponto s,. Como discutimos
anteriormente, se estivéssemos considerando o fenomeno continuo, teriamos
de calcular a integral sobre todos os caminhos possiveis no espaco que tem
como origem o ponto s, e destino o ponto s, (figura 3.5). Dizemos que a
integral sobre cada caminho possivel é uma amplitude de probabilidade e a
soma destas amplitudes é a amplitude total. O quadrado do mddulo desta
amplitude total nos fornece a probabilidade de que a particula saia de s, e
chegue a ;. Isto é o que o formalismo das integrais de caminhos nos diz.

Lembre que fizemos n = 12 e na matriz de Dirichlet (de acordo com [2], o
parametro a pode ser considerado a massa da particula, e como ja vimos, ela
nao influi na probabilidade). Como temos uma matriz com um parametro n
finito, estamos descrevendo uma aproximacao do fenomeno continuo. Entao
podemos supor que as trajetorias possiveis para a particula sao poligonais.
Mas vamos tornar as coisas ainda mais simples e supor que as fracoes de
caminhos possiveis sao as arestas de um reticulado.

A - &
A

Figura 3.5: Quando consideramos sistemas discretos, o andlogo de se calcular a integral
sobre todos os caminhos de a a b é somar todas as amplitudes de transicao de um estado a
outro. Em particular, como estavamos interessados na posi¢do de uma particula, a matriz
de transicao associada a cadeia quantica que usamos foi a matriz de Dirichlet, que gera
um andlogo discreto para o movimento de uma particula livre.

Uma observacao importante. Lembre que em cadeias quanticas estamos
sempre supondo que o conjunto S de estados possiveis do sistema é finito.
Entao, temos uma particula em um plano movendo-se em um reticulado
finito. Isso quer dizer a particula livre que consideramos pode se mover
apenas no reticulado, obviamente, e estd de acordo com o calculo de prob-
abilidades que fizemos antes, pois lembre que tinhamos uma lista periddica
de probabilidades (ou seja, isso deve-se também ao fato de que a particula
tem apenas um numero finito de estados que podem ser assumidos. Se o
conjunto de estados nao fosse finito, nao saberiamos, a priori, se existe uma
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periodicidade nas transi¢oes do sistema).

Dizemos que f; é a medicao no tempo t e neste exemplo f representa
a posicao da particula. Por exemplo, se o sistema estd em um estado s;
no tempo t, realizando outra medicdo, obtemos f(s;) = sj, onde s; é uma
posicao adjacente no reticulado. Inversamente, se estamos em um estado
S no tempo ¢, temos que ft_l(sk) é o conjunto de estados que o sistema
poderia estar no tempo ¢t — 1, sabendo que passamos para s, no tempo t
(supomos que cada elemento deste conjunto deve necessariamente ser um
vértice adjacente). E claro que neste exemplo, s; € f;*(s;,). Temos, também,
o vetor de amplitude f,. Este vetor é unitdrio ou seja, | > Al Y(s)]l =1,
o que reflete a certeza de a particula estar no reticulado.

Queremos calcular a probabilidade de que a particula, saindo do estado
Sq chegue ao estado s, em t unidades de tempo. Note que desta forma, esta-
mos considerando apenas as amplitudes de caminhos que levam ¢ unidades
de tempo. (Mesmo assim, conseguimos uma boa aproximagao; usando o
formalismo das integrais de caminhos, deveriamos considerar todos os cami-
nhos, e ndo apenas os que duram ¢ unidades de tempo). Logo, considerando
caminhos de s, a s, em um tempo ¢, vemos que o formalismo das integrais
(ou das somas de amplitudes sobre caminhos) se encaixa perfeitamente com
a cadeia quantica que estamos considerando: dado um estado inicial sq = s,,
quando queremos determinar P[f;*(s3)], procedemos da seguinte maneira:
aplicando o estado inicial fo 4 matriz de transicao A podemos determinar
como a amplitude varia com o tempo; somamos todas as amplitudes de ca-
minhos que levam de s, a s, calculamos o médulo e elevamos ao quadrado.
Esse é o propédsito da cadeia: verificar todas as probabilidades sobre o espaco
de caminhos, exatamente como no formalismo das amplitudes de Feynman.
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Capitulo 4

Operadores densidade e
mecanica quantica

Computadores classicos operam com estados construidos a partir de um
nimero finito n de bits. Cada bit pode existir em um de dois estados, 0 ou
1. O estado do sistema é determinado ao se especificar os valores de cada
um dos bits. Portanto, o conjunto de estados B" = {0,1}" é finito e tem
cardinalidade 2.

Um computador quantico trabalha com um conjunto finito de objetos
chamados g-bits. Cada g-bit possui dois estados distintos, também denota-
dos por 0 e 1. As 2" combinagoes de estados para cada g-bit ndo consistem
de todos os estados possiveis para o sistema, mas formam uma base para
o espaco de estados. Denotaremos os estados base por |zi,...,z,), onde
z; € B ou entao por |z) onde x € B". Um estado arbitrario do sistema pode
ser representado na forma

|¢> - Z C:cl,‘..,mnlxly ce 7xn> 5 onde Z |Cxl,...,xn|2 =1

(z1,....xn ) EB™ (z1,eeeyn ) EB™

Ainda, se multiplicamos o vetor |¢)) = Y _¢,|z) por um fator de fase
e, ¢ € R, obtemos um estado fisicamente indistinguivel e portanto o estado
em um computador quantico é um vetor unitario definido a menos de um
fator de fase.

Em um computador classico, qualquer funcao f : B" — B" é permitida,
ou seja composicoes e seqiiéncias quaisquer de tais fungoes é o que enten-
demos como sendo computacoes classicas; em um computador quantico as
transformacoes permitidas sao os operadores unitarios, ou seja, operadores
que preservam o comprimento ». = |c,|* de cada vetor [¢) = D" ¢,|z).

Neste capitulo estamos interessados em estudar alguns fundamentos de
mecanica quantica. Além disso, queremos entender a entropia de von Neu-
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mann, o analogo quantico da entropia de Shannon da teoria classica da in-
formacao. No préximo capitulo, calcularemos tal entropia para as cadeias de
Markov quanticas que vimos no capitulo 2.

4.1 Notacao de Dirac

Estamos interessados em obter algum anédlogo quantico para a entropia usada
na teoria de informacao classica (entropia de Shannon). Veremos que algumas
idéias da teoria da informagao serao tteis para descrever os sistemas que nos
interessam aqui. Parte desta se¢ao é baseada em [32] e [41].

Comecamos introduzindo a notacao de Dirac, que é usual em mecanica
quantica. Um vetor ¢ de um espaco vetorial com produto interno sera deno-
tado por

[¥)
Dados dois vetores [1)) e |¢), o produto interno é denotado por
(I, 1))
Escreveremos
(¥

para denotar o vetor dual do vetor |¢)). O vetor dual é um operador linear
definido em um espaco vetorial com produto interno, toma valores em C, e
¢ definido por

W[(le)) = @le) = (19} ),

e também denotaremos o produto interno entre dois vetores [¢) e |p) por
(1|p). Por convengao, se |v) é um vetor, definimos |v)T := (v|. Suponha
que A é um operador linear em um espaco de Hilbert V' de dimensao finita.
Entdo existe um tnico operador linear A" em V, dito o adjunto de A tal
que para quaisquer |v), |w) € V,

([0}, Ajw)) = (AT|v), |w))
E facil ver que (A]v))" = (v|At, pois
(Alv)Tlw) = (AJv), lw)) = (lv), AT|w)) = (v]ATfw),
onde na ultima passagem acima, escrevemos o produto interno entre |v) e

| ATw) como
(v]ATw)

que, equivalentemente, denota o produto interno entre Alv) e |w).
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A elegancia e praticidade da notacao de Dirac fica evidente na seguinte
definigao. Seja |v) um vetor num espago vetorial com produto interno V' e
|w) um vetor num espago vetorial com produto interno W. Defina

lw)(v] : V — W
como sendo o operador linear cuja acao é definida por

(lw)(wl)([0) := [w){v]v) = (v[v))]w)

Tal operador é dito produto exterior. Note que a expressao |w)(v|v')
pode ter as seguintes interpretagdes: (1) o resultado obtido ao se aplicar o
operador |w)(v| no vetor [v') ou (2) o resultado de se multiplicar |w) pelo
ntimero complexo (v]|v'). As definigoes dadas acima s@o tais que essas duas
interpretacoes coincidem. De fato, o que fizemos aqui foi simplesmente definir
a primeira interpretacao em termos da segunda.

Seja |i) uma base ortonormal qualquer para o espago vetorial V. Um
vetor |v) pode ser escrito como |v) = ). v;]i), onde v; = (i|v). Entao temos

(Sl ) = S lidelo) = > wili) = o)

(2

Logo,
Dol =1

onde I é o operador identidade. Esta é a relagao de completude para
vetores ortonormais. Esta relagao nos permite mostrar que todo operador
linear pode ser escrito como uma combinacao linear de produtos exteriores.
Suponha que A : V. — W é um operador linear, |v;) é uma base ortonor-
mal para V e |w;) é uma base ortonormal para W. Usando a relagdo de
completude, obtemos

A= TwAly =) Jw;)(wi| Ao (vi| = (w;| Afvs) Jw;) (vl
ij ij

que é a representacao em produto exterior de A. Note que a partir dessa
expressao, vemos também que a matriz A;; associada ao operador A ¢ tal
que Aj; = (w;|A|v;) (a matriz A;; sendo tomada com respeito as bases |v;) e
;).

Seja 1 um vetor unitario e A : V' — V um operador qualquer. A partir
de 1, forme uma base ortonormal ordenada de modo que v seja o primeiro
elemento. Entao, pela expressao para A;; que vimos acima,

tr(Alg)(wl) = > _(ilAlw)(wli) = (¥ Alp)

)
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que é uma expressao 1util para se calcular o trago de operadores.

Suponha que W é um subespaco vetorial de dimensao k& do espaco ve-
torial V' de dimensao d. Usando o método de Gram-Schmidt, é possivel
construir uma base ortonormal [1),...,|d) para V tal que |1),...,|k) é uma
base ortonormal para W. Definimos o projetor sobre o subespaco W como
sendo

4.2 Produto tensorial

Parte desta segdo é baseada em [21]. Vamos considerar um sistema quantico
que consiste de uma particula de spin 1/2 e outra de spin 1. Se considerarmos
apenas as propriedades de spin (ou seja, ignorando os graus de liberdade as-
sociados com as propriedades espaciais das particulas), os espagos de estados
dos subsistemas sao C? e C3, respectivamente, com bases tipicas dadas pelos
autoestados {|+3),|—3)} e {|+1),]0),|—1)}. Uma suposicao fisica natural
é assumir que o sistema composto inclui estados que assumem cada um dos
valores descritos acima. Entao existem seis estados, que serao denotados por

1 1 1 1 1 1
—. +1 —.0 -, —1 ——. +1 ——=.0 | 4.1
|+2,+>,|+2, >,|+2, ) | 2,+>,| 5 ), | 5 ) (4.1)

Como estamos considerando uma teoria quantica, esperamos que com-
binagoes lineares dos estados acima sejam permitidos. Entao parece natural
supor que o estado mais geral pode ser escrito na forma

1 1 1 1 1 1
’w> = Cl’+§7 +1>+CQ|+§70>+C3H—§7 _1>+C4‘_§7 +1>+C5’_§7O>+CG|_§7 _1>

e portanto os vetores na equagao (4.1) formam uma base para o espago de
Hilbert do sistema composto. Como temos seis vetores, o espaco é isomorfo
a CS.

Para um sistema composto em geral, a operagao matematica relevante
toma vetores 1, e 15 nos espacos de Hilbert ‘H; e Hy ,de dimensao m e n
respectivamente, e os transforma em um vetor ¥; ® 15 em um novo espago
de Hilbert ‘H; ® H,, chamado produto tensorial de H; e H,, que tem di-
mensao mn. O espacgo de estados quantico do sistema composto é, portanto,
o produto tensorial dos espacos de estados quanticos dos subsistemas cons-
tituintes. No exemplo acima, o vetor | + 3,+1) denota o produto tensorial
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+ 3y ® | +1). Em particular, temos que o produto tensorial C2 @ C3 ¢
D) p ) q p
isomorfo a CS.
Se |v;) e |w;) sdo bases ortonormais para H; e Hs, respectivamente, entao
j
[v;) ® |w;) é uma base para H; ® Hs. Usaremos também as notacoes

[} w) 5 Jv,w) e |ow)

para denotar o produto |v) ® |w). Por exemplo, se H é um espaco de Hilbert
de dimensao 2 com vetores base |0) e |1), entdo [0) ®[0) + |1) ®|1) € HRH.

Agora definiremos formalmente o produto tensorial. Sejam V' e W sao
espagos vetoriais, que iremos supor sempre sobre R, e ainda que sao de di-
mensao finita. A construcao mais geral para mddulos sobre anéis comuta-
tivos, que nao precisaremos aqui, pode ser vista em [29] ou [5]. Denote por
R[V x W] o conjunto de elementos que sdo combinagoes lineares formais de
elementos de V' x W com coeficientes em R, ou seja, expressoes do tipo

n

Zai.(vz-,w,-) , a; €Rv,eVw,eW

=1

Seja R(V, W) o subespago gerado por todos os elementos de R[V x W]
da forma

(v1 + vo,w) — (v, w) — (vg,w)

(v, w1 + ws) — (v, w1) — (v, ws) (4.2)
(rv,w) — r(v,w)
(v,rw) — r(v,w)

onde v; eV, w;, e WerelR.

Definicao O produto tensorial de espacgos vetoriais V' e W, deno-
tado por V@ W é o espago

R[V x W]

V =
W= R

Seja 7 : R[V x W] — V ® W a projegao canonica e denote por v @ w a
imagem de (v, w) € R[V x W], ou seja,

vRw:=7(v,w)

Segue de (4.2) que m: V x W — V @ W ¢é bilinear. Além disso tal aplicacao
¢é universal no seguinte sentido:
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Lema 4.2.1 Sejam U, V e W espagos vetoriais, e seja [ : V xW — U uma
aplicagao bilinear. Entdao existe uma tunica aplicagao linear f .V @ W — U
tal que f = fom.

Prova Como o conjunto V' x W é uma base para R[V x W], f se extende a
uma aplicagdo linear f : R[V x W] — U. A bilinearidade de f implica que

~

f(R(V,W)) = 0, e portanto f induz uma aplicagao f do quociente V@ W
em U. Por construcdo, f = fom, f élinear e como m(V x W) gera V @ W,
f é determinada de maneira tnica por f.

O

Segue do lema anterior que o produto tensorial é um funtor. De fato, se
0: V=V ey: W — W' sado aplicagdes lineares entao a composi¢ao

VxW V< W SV oW
é bilinear, portanto induz uma tunica aplicacao
R VW -V oW

A unicidade garante que (¢’ @ ¢¥') o (¢ @ 1Y) = ¢ 0 p ® ¢ 01 quando ¢’ :
V/ N V// w/ . W/ SN W//.

Lema 4.2.2 Sejam V' e V' espacos vetoriais com bases B e B’, respectiva-
mente. Entao V ®@ V' é um espaco vetorial com base {b@ b'|b € B,b € B'}.

Prova A bilinearidade de w : V. x V' — V ® V’/ mostra que o conjunto
enunciado acima gera V ® V', Suponha que

Sejam o : V' — R e ¢pV! — R aplicagoes lineares com
wo(bi) = 0 se i # ig, wo(bio) =1

po(b;) = 0 se i # jJo, (i) =1

onde (ig, jo) é um par de indices que aparecem em (4.3). A composi¢ao

mult

VeV “% pe R R

leva o lado esquerdo em (4.3) em r;,;, que, portanto, deve ser zero.
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Temos as seguintes relagoes:

1
2
3
4

RV2V=V®R
Vieh=Vhel
Vio(aaVs)=(Viel) eVs
VeV V=2V Vselho Vs

Existe uma generalizacao natural da definicao de produto tensorial para

o caso de um numero maior de espacos e um lema de propriedade universal
correspondente:

Lema 4.2.3 Para cada aplicagao multilinear f : Vi X -+ X Vi — W emiste
uma unica aplicagao linear f -V, ® - @ Vi — W tal que f = fo.

Outras propriedades do produto tensorial sao as seguintes:

1.

O produto tensorial é linear em cada entrada, no sentido de que para
todo avﬁ € Ca ¢’¢€H1 efeHZa

(Y + B0) ® € = (a) ®E + (B9) ® &
ese € Hye ¢,& € Ho,

@ (ad+ () =1 @ (ad) + ¢ © (5¢)

(Y ®¢) = () ® ¢ =9 @ (ag)

Existem vetores em H; ® Ho que nao podem ser escritos como um tinico
produto ¥ ® ¢, quaisquer que sejam 1 € H; e ¢ € Hy. Um exemplo é

~|00) +|11)
= —\/5 ’

ou seja, nao existem estados |a) e |b) tais que |¢) = |a)®|b). Quando tal
fato ocorrer, diremos que 1 é um estado emaranhado (discutiremos
emaranhamento (entanglement) na se¢ao 4.5). Entretanto, todo vetor
em H; ® Hy pode ser escrito como uma soma de tais produtos.

[¥)

Em particular, se {e1,ea,...,en, } € {f1, fo,..., fn,} s@0 bases para H;
e H,, respectivamente, entao uma base para H; ® Hsy é o conjunto de
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vetores ¢; ® f;,1=1,2,... Ny, j =1,2,..., Ny. Portanto, o vetor mais
geral 1 € H; ® Hs tem a forma
Ni No
V=) > Vye®f;
i=1 j=1

onde v;; € C. Em particular, isso mostra que a dimensao do espaco de
Hilbert H; ® Hs é o produto das dimensoes de ‘H; e Hs.

3. O produto interno ¢é definido em vetores produto por

(V1 @ Yo, 01 @ ¢2) 1= (Y1, d1)m, (Y2, P2) 1,

onde os produtos no lado direito sao calculados nos espacos de Hilbert
indicados. A expressao é extendida para somas de vetores se definimos

(V1 ® Yo, (1 @ Py + B3 @ B4))
= a1, G1), (Y2, P2) s + B{V1, P3) 1, (Y2, Pa) 1y

4. O produto tensorial de operadores pode ser definido da seguinte
maneira. Sejam A; e A, operadores em H; e Hs, respectivamente. O
produto A; ® A, é definido primeiro em vetores produto

(A1 ® A2y @ g i= (A191) ® (Azths)

e depois extendido para somas de produtos de maneira linear:
N1 N2

(A1 @ Ag) =D > whyj(Are;) ® (Ao fy)

i=1 j=1

Da mesma forma que no caso de vetores, existem operadores em H; ®
H> que nao podem ser escritos na forma A; ® Ay. Entretanto, todos
os operadores podem ser descritos por uma soma de tais operadores
produto.

Enunciamos a definicao do produto tensorial apenas para obter uma ex-
posicao completa. Nao precisaremos lembrar da construcao formal que fize-
mos anteriormente, apenas de suas propriedades operacionais. Em particular,
sera util definir uma representacao matricial, chamada produto de Kro-
necker. Sejam A uma matriz m X n e B uma matriz p X ¢q. Entao temos a
seguinte representacao matricial:

AIIB A12B T AITLB
AnB ApB .-+ AyB
AeB=| T T T
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Ou seja, o termo A;; B é o elemento A;; da matriz A multiplicado pela matriz
B. Por exemplo, o produto tensorial dos vetores (2,3) e (4,5) é

2x4 3
2 41 |2xs5| |10
[3}@){5}_ 3x4 | | 12
3 %5 15

4.3 Operador densidade

Suponha que um sistema quantico estd em um estado [¢;) dentre vérios
estados possiveis, onde ¢ é um indice, com respectivas probabilidades p;.
Dizemos que {p;, [¢;)} ¢ um conjunto (ensemble) de estados.

Definicao O operador densidade, também chamado matriz densi-
dade de um sistema é definido pela equagao

p = sz|¢z><?/h|

O seguinte teorema fornece uma caracterizagao de operadores densidade:

Teorema 4.3.1 Um operador p é o operador densidade associado a um en-
semble {p;, |1;)} se e somente se satisfaz

1. tr(p) =1

2. p € um operador positivo

Prova Suponha que p = )", p;|¥)(¢;| é um operador densidade. Entao

sztr |wz ¢z sz =1

Suponha que |p) é um vetor qualquer no espaco de estados. Entao

(plple) = Zpl i) (Wil ) = sz (plen)* =0

Reciprocamente, suponha que p é um operador satisfazendo a condigao
do tracgo e de positividade dadas acima. Como p é positiva, entao possui uma

decomposi¢ao espectral
p=> NN
J
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onde os vetores |j) sdo ortogonais e os \; sdo autovalores reais nao negativos
de p. Pela condicao do trago, vemos que » | i Aj = 1. Portanto, um sistema
no estado |j) com probabilidade A; terd p como o operador densidade corres-
pondente. Ou seja, o ensemble {);, |j)} é um ensemble de estados que induz
o operador densidade p.

O

A utilidade do operador densidade é a de descrever subsistemas de um sis-
tema quantico composto. Para isso, definimos o operador densidade reduzido.
Suponha que temos dois sistemas fisicos A e B cujos estados sao descritos
por um operador densidade pAZ. O operador densidade reduzido para o

sistema A ¢é definido por

p* = trg(p

onde trp é o trago parcial sobre B, definido por

AB)
9

trp(|as)(az| @ [b1)(ba|) := |ai)(az|tr(|b1){b])

onde |a;) e |az) s@o vetores no espago de estados de A e |by) e |by) s@o vetores
no espaco de estados de B. O operador trago aparecendo no lado direito é o
operador trago usual para o sistema B, e logo, tr(|b1)(bs|) = (b2|b1).

Definicao Dizemos que sistema quantico encontra-se em um estado
puro quando nao hé incerteza quanto ao conhecimento do estado do sistema.
Ou seja, seu operador densidade é dado simplesmente por p = [1)(1)]. Cos-
tumamos dizer também que o operador p é um estado puro. Caso contrario,
o estado é dito misturado (mixed).

O seguinte critério nos permite dizer se um estado é puro:

Lema 4.3.2 Seja p um operador densidade. FEntao tr(p?) < 1 e wvale a
tgualdade se e somente se p € um estado puro.

Prova Um cdlculo simples mostra que p? = Y1 p?|i) (i] se p = D7, pili) (i)
Dai tr(p?) = Y. p? < 1, claramente. E igual a 1 se e somente se existe k tal
que pr = 1 (e portanto, p; = 0,7 # k), ou seja, se e somente se p = |k) (k|

0
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4.4 Postulados da mecanica quantica

Enunciamos a seguir os postulados da mecanica quantica. Mais detalhes
podem ser vistos em [32]. Veremos que os postulados também possuem uma
formulagao interessante em termos de operadores densidade.

Postulado 1. Associado a cada sistema fisico existe um espaco vetorial
complexo com produto interno, chamado espaco de estados do sistema. O
sistema é completamente descrito pelo seu vetor de estado, que é um vetor
unitario no espago de estados do sistema.

Em termos de operadores densidade, o postulado 1 pode ser escrito da
seguinte maneira:

Postulado 1’. Associado a cada sistema fisico isolado existe um espago
vetorial complexo com produto interno, dito espaco de estados do sistema.
O sistema é completamente descrito pelo seu operador densidade. Se um
sistema quantico estd no estado p; com probabilidade p;, entao o operador
densidade para o sistema é ) . p;p;.

O postulado a seguir se refere a evolugao temporal do sistema.

Postulado 2. A evolucao de um sistema quantico fechado é dada por
uma transformagao unitaria, ou seja, o estado [¢) do sistema no tempo ¢;
estd relacionado com o estado |¢') do sistema no tempo ¢y por um operador
unitario U que depende apenas dos tempos t; e to:

[¢) = Ul)

Em termos de operadores densidade, temos:

Postulado 2’. A evolucao de um sistema quantico fechado é dada por
uma transformacao unitaria, ou seja, o estado p do sistema no tempo t; esté
relacionado com o estado p’ no tempo t; por um operador unitario U que
depende apenas dos tempos t; e ta:

P =UpU!

Este postulado descreve como os estados de um sistema quantico fechado
em dois tempos diferentes estao relacionados. Podemos postular, de maneira
mais refinada, como ocorre a evolucao do sistema em tempo continuo.

Postulado 2”. A evolucao no tempo de um estado de um sistema
quantico fechado é descrita pela equagao de Schrodinger
d|+)
h——=H
i = Hly)
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O fator A é a constante de Planck. O termo H é um operador hermitiano
fixado, que chamamos de Hamiltoniano do sistema fechado.

Vemos a relacao entre os postulados 2 e 2” quando escrevemos a solucao
da equagao de Schrodinger

(1)) = exp [Ty = Uy, )1
onde ——
U(ty,t2) == exp [%

Vale que U definido desta forma ¢é unitario e que todo operador unitario pode
ser escrito na forma U = exp(iK) para algum operador hermitiano K.

Postulado 3. Medigoes quanticas sao descritas por uma colegao {M,,}
de operadores de medigao, que sao operadores agindo no espago de estados
do sistema. O indice m se refere aos resultados das medigoes que podem
ocorrer. Se o estado do sistema quantico é |¢)) antes que a medigao seja
realizada, entao a probabilidade de que o resultado m ocorra é dado por

p(m) = (Y| M}, Mpn|t)

Em termos de operadores densidade, se o estado do sistema quantico é p,
temos

p(m) = tr(M], M,,p)
O estado do sistema apds a medigao é
Min|¥)
(| M My |)

ou entao
M p M,

tr(Mb,M,,p)

em termos de operadores densidade. Ainda, os operadores de medicao satis-
fazem a equacao de completude

> MM, =1.

Um sistema quantico ¢ dito composto quando ¢é formado por subsistemas
quanticos.
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Postulado 4. O espaco de estados de um sistema composto é dado
pelo produto tensorial dos espacos de estados dos subsistemas componentes.
Além disso, se temos sistemas numerados de 1 a n, e o sistema ¢ encontra-se
no estado [¢;), entdao o estado do sistema total é [1)1) @ |the) ® -+ ® |y,)
(em termos de operadores densidade, se o sistema ¢ encontra-se no estado p;,
entao o estado do sistema total é p; ® po @ -+ - ® pp).

4.5 Estados emaranhados

Definicao Considere um sistema composto e seja [¢)) um estado desse sis-
tema. Sabemos da segdo 4.2 que [|¢) pode ser escrito como uma soma de
produtos tensoriais. Se [¢)) ndo pode ser escrito como um tnico produto dos
seus estados componentes, entao dizemos que |¢)) é um estado emaranhado
(entangled).

Um exemplo de estado emaranhado é

|01) + |10) 1 (
== — 0®1+1®0>,
|¥) 7 7 0) ®[1) +[1) ® [0)
ou seja, nao existem estados |a) e |b) tais que |¢) = |a) ® |b).
Veremos agora uma decomposicao que nos permite medir, em um certo
sentido, a quantidade de emaranhamento entre dois sistemas.

Teorema 4.5.1 (Decomposi¢ao de Schmidt) Suponha que |1) é um estado
puro de um sistema composto AB. Entdo existem estados ortonormais |ia)
para o sistema A, e estados ortonormais |ig) para o sistema B tais que

¥) = ZAA?:A>|@‘B>,

onde 0s \; sio nimeros reais nao negativos satisfazendo >, \? =1, chama-
dos coeficientes de Schmidt.

Observe a seguinte aplicagao deste teorema. Seja [1)) um estado puro
de um sistema composto AB. Entao pela decomposicio de Schmidt, p? =
S0 AZia)(ial € pB =", N2|ig)(ip| e portanto os autovalores de p? e p? sdo
iguais, ou seja, A\? para os dois operadores densidade. Muitas propriedades
de sistemas quanticos sao descritas completamente pelos autovalores do op-
erador densidade reduzido e no caso de um estado puro de um sistema com-
posto, tais propriedades continuarao valendo para os seus subsistemas. Por
exemplo, considere o estado de dois g-bits

(100) + [01) + [11))/v/3
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Este estado nao possui nenhuma simetria evidente, mas no entanto, vale que
tr((ph)?) = tr((p?)?) = 7/9. Isso é uma conseqiiéncia simples da decom-
posicao de Schmidt.

Para provar a decomposicao de Schmidt, precisamos dos seguintes resul-
tados. Lembramos que um operador linear é dito normal se AA* = A*A.

Teorema 4.5.2 (Decomposicao espectral) Todo operador normal M em um
espaco vetorial V' de dimensao finita € diagonal com respeito a uma base
ortonormal para V. Reciprocamente, todo operador diagonalizdvel é normal.

A decomposicao espectral é um resultado conhecido de algebra linear e
sua prova pode ser vista, por exemplo, em [32].

Teorema 4.5.3 (Decomposicio Polar) Seja A um operador linear em um
espaco vetorial V' de dimensao finita. Entao existe um operador unitdario U
e operadores positivos J e K tais que

A=UJ=KU

onde os unicos operadores positivos J e K satisfazendo estas equagao sao
J =VA*A e K .=V AA*. Além disso, se A € inversivel entao U € tunico.
A decomposicio A = UJ € dita decomposicao polar a esquerda de A e
A = KU ¢ a decomposicao polar a direita de A.

Prova Note que J := vV A*A é um operador positivo, e entao admite uma
decomposigao espectral J = Y. \;|i)(i|, \; > 0. Defina |¢);) := Ali). Pela
definigao, vemos que (1);]1);) = A\?. Considerando apenas os 7 tais que \; # 0,
defina |e;) := |¢;)/Ai. Desta forma os |e;) estdo normalizados e além disso,
tais vetores sdo ortogonais, pois se i # j, entao (e;le;) = (i|A*A|j)/\\; =
(i1215)/Ai; = 0.

Acima consideramos os ¢ tais que A\; # 0. Agora use o procedimento de
Gram-Schmidt para extender o conjunto ortonormal |e;) para obter uma base
ortonormal, que também chamaremos de |e;). Defina um operador unitario
U:=>",le)(i|. Quando \; # 0, temos UJ|i) = \ile;) = [¢;) = Ali). Quando
Ai = 0 temos UJ|i) = 0 = |¢);). Com isso provamos que a agao de A e de UJ
é a mesma na base |i) e portanto, obtemos A = UJ.

O operador J é nico, pois multiplicando A = U J a esquerda pela equacao
adjunta A* = JU* fornece J? = A*A, donde obtemos que J = vV A*A. Um
calculo simples mostra que se A é inversivel entao J também é e entao U é
unicamente determinado pela equacao U = AJ~!. A prova da decomposicao
polar a direita segue pois A = UJ = UJU*U = KU, onde K := UJU*
¢ um operador positivo. Como AA* = KUU*K = K?, devemos ter que
K =+ AA*, o que conclui a prova.
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Corolario 4.5.4 (Decomposi¢ao em valores singulares) Seja A uma matriz
quadrada. Entao existem matrizes unitdarias U e V' e uma matriz diagonal
D com entradas nao negativas tais que

A=UDV
Os elementos na diagonal de D sdo ditos valores singulares de A.

Prova Pela decomposi¢ao polar, A = SJ para S unitéria e J positiva. Pelo
teorema espectral, J = T'DT™*, para T unitaria e D diagonal com entradas
nao-negativas. Fazendo U := ST e V :=T", o resultado segue.

OJ

Prova do teorema 4.5.1 Faremos a prova no caso em que os sistemas
A e B tem espagos de estado de mesma dimensao. O caso geral é analogo.
Sejam |j) e |k) bases ortonormais para os sistemas A e B, respectivamente.
Entao [¢) pode ser escrito como

[0) = el k)

jk

para uma certa matriz complexa C' com entradas c;j;. Pela decomposicao em
valores singulares, C' = UDV, onde D = (d;;) é uma matriz diagonal com
entradas nao negativas, e U = (u;;) e V = (v;;) sdo matrizes unitarias. Entao

W) =D wiidsvarl ) k)

ijk

Definindo |ia) == 3 ujilj) , lig) = >, virlk) e Ai := dj;, vemos que
) = Ailia)lis)

Vale que |i4) é um conjunto ortonormal, pelo fato de que U é unitéria e
pela ortonormalidade de |j), e analogamente vale que |ig) é um conjunto
ortonormal.

O
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As bases |ia) e |ip) sdo chamadas bases de Schmidt para A e B, res-
pectivamente, e o numero de coeficientes de Schmidt A; nao nulos é dito
nimero de Schmidt para o estado |¢)). O nimero de Schmidt é uma pro-
priedade importante de um sistema quantico composto que, em um certo
sentido, quantifica o emaranhamento entre os sistemas A e B. Para entender
como, considere a seguinte propriedade: o nimero de Schmidt é preservado
por transformacoes unitarias no sistema A ou no sistema B individualmente.
Para ver porque, note que se Y . \;|ia)|ip) é a decomposicao de Schmidt para
[4) entao Y, Ai(Ulia))|ig) é a decomposicao de Schmidt para Ul|y), onde U
é um operador unitario agindo apenas no sistema A. Com isso, podemos
provar o seguinte:

Proposicao 4.5.5 Seja |¢) um estado de um sistema composto AB. Sao
equivalentes:

1. |) € um estado produto.
2. |¢) possui nimero de Schmidt igual a 1.
3. p (e portanto pP) sio estados puros.

Prova A equivaléncia entre 1 e 2 é evidente pois o numero de Schmidt de
1) ser igual a 1 equivale a dizer |¢)) = |ka)|kp) para algum k € {1,... ,n}
A equivaléncia entre 1 e 3, por exemplo, segue direto da defini¢ao de trago
parcial, pois

[¥) = lia)lis) & p*7 = |ia)lial @ lis)(is| & p* = |ia)(ial , p® = lip)(is|
0J

Outra técnica relacionada com o emaranhamento de estados ¢é a seguinte.
Seja p4 uma estado de um sistema quantico A. E possivel introduzir um
outro sistema, denotado por R, e definir um estado puro |AR) para o sis-
tema conjunto AR tal que p? = trg(JAR)(AR|). Ou seja, o estado puro
|AR) se reduz a p” quando olhamos apenas para o sistema A. Este processo
¢é chamado purificagao, e nos permite associar estados puros a estados mis-
turados de maneira natural. O sistema R ¢ dito sistema de referéncia.

Dado um estado p? qualquer, mostraremos como construir um sistema
R e e uma purificacdo |AR). Suponha que p? possui uma decomposicao
ortonormal p4 = 37 p;]i1) (i|. Para purificar p* introduzimos um sistema
R que possui o mesmo espaco de estados que o sistema A, com estados
ortonormais |iff) e definimos um estado puro para o sistema combinado

AR) i= 7 VRli") i)

69



Agora calculamos o operador densidade reduzido para o sistema A corres-
pondente ao estado |AR):

trr(|AR)(AR|) Z\/pzpy\l Y (e (1) Z\/pzpjlz Y5 10i5

= > nlh i =

Portanto, |AR) é uma purificacio de p*.

Note a relacao entre a decomposicao de Schmidt e o método de pu-
rificacao: o procedimento usado para se purificar um estado misturado do
sistema A é definir um estado puro cuja base de Schmidt para o sistema
A é simplesmente a base em que o estado misturado é diagonal, com os
coeficientes de Schmidt sendo a raiz quadrada dos autovalores do operador
densidade que esta sendo purificado.
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Capitulo 5

Entropia

5.1 Entropia de Shannon

Observacao Neste texto, escrevemos logx para denotar o logaritmo de x
na base 2. O logaritmo natural serd denotado por In x.

A incerteza de uma colecao de estados possiveis a; com uma distribuicao
de probabilidade p(a;) é dada pela sua entropia,

H(p) = — Zp(ai) log p(a),

chamada entropia de Shannon. Estamos interessados em comparar duas
distribuicoes de probabilidade distintas, e para este fim, introduzimos a nocao
de entropia relativa.

Definicao Suponha que temos dois conjuntos de eventos discretos a;
e b; com distribui¢bes de probabilidade correspondentes p(a;) e p(b;). A
entropia relativa (de Shannon) entre estas duas distribui¢ées é dada por

— 7 pla) log PL%)
H(p(a) (0) = 3 pleo o 1

A entropia relativa é nao negativa, H(p(z)||q(x)) > 0, e vale a igualdade
se e somente se p(x) = ¢(x), para todo z, e se X é uma varidvel aleatéria
com d resultados possiveis, entao H(X) < d, e vale a igualdade se e somente
se X é uniformemente distribuida.

Temos que

H(p(x,y)|lp(x)p(y)) = H(p(x)) + H(p(y)) — H(p(z,y))
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Um conceito importante derivado da entropia relativa esta relacionado
com a obtencao de informacao. Quando um sistema aprende alguma in-
formacao a partir de outro, dizemos que seus estados estao correlacionados.
A grandeza que mede a correlagao entre esses estados é a informacao mutua.

Definicao A informagao mitua (de Shannon) entre duas varidveis
aleatérias A e B que possuem uma distribuicao de probabilidade conjunta
p(ai, b;), e portanto distribuicées de probabilidade marginais p(a;) = _; p(ai, b;)
e p(b;) = >, p(a;, b;) é definida por

In(A: B):= H(p(a)) + H(p(b)) — H(p(a,b))

Podemos escrever Iy em termos da entropia relativa de Shannon. Neste
sentido, ela representa uma distancia entre a distribuigao p(a, b) e o produto
das marginais p(a) x p(b). Vale que

I(A: B) = H(p(a,b)|p(a) x p(b))

Com respeito a entropia mutua de Shannon, vemos que ela descreve a
correlacao de dois observaveis, ou seja, tal grandeza ¢é inerentemente classica.

A entropia conjunta (de Shannon) de X e Y é definida de maneira
natural por

H(X,Y):==> p(z,y)logp(x,y)

"'E7y

Vale também uma propriedade subaditiva, ou seja,
H(X,Y) < H(X) + H(Y)

com igualdade se e somente se X e Y sao variaveis independentes.
A entropia condicional (de Shannon) ¢ definida por

HX|Y)=H(X,Y)—-H(Y)
e a informacgao mutua de X e Y é
HX:Y)=HX)+HY)—-H(X,Y)

Nestes moldes, uma cadeia de Markov ¢ uma seqiiéncia { X; } de varidveis
aleatorias tais que X, 1 independe de Xy, X5,... X, 1, dado X,,. Formal-
mente,

p(XnJrl = anrlan =Tn,y .- 7X1 = xl) = p(XnJrl = anrlan = 'rn)
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Proposicao 5.1.1 Valem as sequintes propriedades da entropia de Shannon:
1. HX,)Y)=H(Y,X), HX:Y)=H(Y : X)

2. HY|X) > 0, e portanto H(X :Y) < H(Y) com igualdade se e so-
mente se Y € funcio de X (isto é, se Y ocorre sempre que X ocorre).

3. H(X) < H(X,Y), com igualdade se e somente se Y € fun¢do de X.
4. HX,)Y) < HX)+ H(Y) com igualdade se e somente se X eY sdo

varidveis aleatorias independentes (subaditividade).

5. HY|X) < H(Y) e portanto H(X :Y') > 0 com igualdade se e somente
se X eY sao variaveis independentes.

6. H(X1, X, X3) + H(Xy) < H(Xy, Xo) + H(Xs, X3), com igualdade se
e somente se { X3, Xo, X1} formam uma cadeia de Markov (subaditivi-
dade forte).

7. HX|Y,Z) < HX|Y) (condicionamento diminui a entropia,).
Prova
1. Evidente.

2. Como p(z,y) = p(z)p(y|z), temos

= pl,y) log p(x)p(y|x)

== p(x)logp(x) = > p(x,y)logp(y|z)

= H(X) =) plx,y)logp(ylz)

Logo, H(Y'|X) = =3, p(z,y)logp(y|lr). Mas —logp(y|z) > 0 e por-
tanto H(Y|X) > 0 com igualdade se e somente se Y é uma funcdo de
X.

3. Segue do item anterior.

4. Usaremos o fato de que log (z)In2 < z — 1 para todo x positivo, com
igualdade se e somente se x = 1. Assim,

e ) < 5 ()

p(z,y)
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- ﬁ%jpmp(y) ~ply) = =0

In2

A desigualdade segue. Note que a igualdade vale se e somente se
p(z,y) = p(x)p(y) para todo = e y.

5. Segue do item anterior.

6. Como na prova de subaditividade, usaremos o fato de que log () In2 <
x—1 para todo x positivo, com igualdade se e somente se x = 1. Assim,

Z p(x1, 29, 73) log (1, ©2)p(xa, 3) <
p(a:Q)p(xl) X2, 1'3)

Z1,22,T3

LS plonsrar (A2 ) )

<
= In2 p(a2)p(21, T2, T3)

T1,22,T3

1 > (p(:vl, 2)p(x2, T3)

—p($1,$2,$3)>

In 2 v p(x2)
1
= E( Z p(z1,T2) — Z p(llfbxz,l’s)) =0
1,2 1,22,T3

e a desigualdade segue. E note que a igualdade vale se e somente se

p($1,$2)p($2,9€3) e p($17$2,$3) _ p($1,$2)
p(l’2)p($1,$2,$3) p(I2,$3) p(IQ)

ou seja, se e somente se { X3, Xo, X1} é uma cadeia de Markov.

7. Basta observar que
H(X|Y,Z) < H(X|Y) & H(X,Y, Z) - H(Y, Z) < H(X,Y) - H(Y)
que é a subaditividade forte.

OJ

O seguinte teorema nos diz como uma cadeia de Markov perde informacao
sobre os seus valores anteriores, a medida que o tempo cresce.

Teorema 5.1.2 Suponha que {X;} € uma cadeia de Markov. Entdo
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Prova A segunda desigualdade é o item 2 da proposicao 5.1.1. Pelas
definigoes, temos que H (X : X3) < H(X; : X3) é equivalente a H(X;]|X3) <
H(X1]X3). Se {X;} é uma cadeia de Markov, entdo a seqiiéncia inversa
também é, ou seja, para k > 1,

P(Xns1 = 1| X =20, .., X1 = 21) = p(Xps1 = 21| Xy = 2,) =

= p(Xn - l‘n|Xn+1 = Tn+1y- - 7Xn+k - xn—i—k) - p(Xn - :L‘n|Xn+1 - CCn-l—l)

e portanto H(X;|Xs) = H(X;|Xs, X3). Entao o problema é reduzido a
mostrar que

H(Xy, X0, X3)—H(Xs, X3) = H(X 1| Xo, X3) < H(X,|X3) = H(Xy, X3)—H(X3)

Ora, mas essa desigualdade é apenas a subaditividade forte (item 6, proposigao
5.1.1).

O

Como um corolario do teorema acima, temos que se { X;} é cadeia de Markov,

entao
H(Xipo: Xi) < H(Xipo : Xiga)

Intuitivamente, isso significa que qualquer informagao de X; o compartilhada
com X; deve ser uma informacao que X; o compartilha com X ;.

5.2 Entropia de von Neumann

Dada uma funcao f : C — C, é possivel definir uma fungdo matricial da
seguinte maneira. Seja A = ) ala)(a| a decomposicao espectral para um
operador normal A. Defina

f(A) = fla)la)(al

Desta forma, vale que f(A) estd unicamente determinado. Assim podemos
definir, por exemplo, o logaritmo de operadores positivo-definidos e a expo-
nencial de operadores normais. Usaremos este tipo de construcao para definir
a entropia de von Neumann.

Vamos considerar os andlogos quanticos da secao anterior. A grandeza
que esta associada com as correlacoes de todo o sistema é a informacao
mutua de von Neumann, que definiremos a seguir. Devido a sua natureza
global, nao é dificil imaginar que esse valor depende da matriz densidade.
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Comecamos definindo a entropia quantica, mais conhecida como entropia de
von Neumann.

Definicao A entropia de von Neumann de um sistema quantico
descrito por uma matriz densidade p é definida por

S(p) = —tr(plogp)

Se \; sao os autovalores de p entao a entropia de von Neumann pode ser
escrita como
—Z)\i log \; (5.1)
i

Para provar esta afirmacao, note que se

p=3 i)

logp =Y log Aili)(il

entao

plog p(v Zlog)\| Zlog)\ ilv)p Z)\log)\ ilv)

Portanto,

—tr(plog p) = —tr( Z)\ log \; (i Z)\ log Aitr({ Z)\ log \;

A entropia de von Neumann pode ser considerado o andlogo quantico da
entropia de Shannon [34]. Para provar algumas de suas propriedades, iremos
introduzir primeiro a entropia relativa associada.

Definicao A entropia relativa (de von Neumann) entre dois estados
o e p é dada por
S(pllo) := tr(plog p) — tr(plog o)

A propriedade basica é a seguinte desigualdade:

Lema 5.2.1 (Desigualdade de Klein). A entropia relativa quantica € nao
negativa:

S(plle) =0

e vale a 1gualdade se e somente se p = o.
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Prova Sejam p =, pili){(i| e 0 = >_, ¢;|7)(j| decomposicdes ortonormais
para p e 0. Pela definicao de entropia relativa, temos

S(pllo) = sz logpi — Y (ilplogoli)

i

Nesta ultima equagao, usamos as equagoes (i|p = p;(i| e

(il log i) (Zlog 4,)17) J|> Zlog 4) Py,
onde P;; = (i|j)(j]7) > 0, e daf obtemos

S(pllo) Zpl(logpl ZPw log (g; )

Note que P,; satisfaz P;; > 0, . Pj; =1e Zj P;; = 1 (a matriz com entradas
P,;; é duplamente estocastica). Como log (.) é uma funcao estritamente con-
cava, segue que Zj P;jlogq; <log (Z] P,;q;) com igualdade se e somente se
existe um valor de j para o qual F;; = 1. Portanto,

S(pllo) > > pilog =—5—
Z Z qua

com igualdade se e somente se existe um valor de j para o qual Pj; = 1, ou
seja, se e somente se Pj; ¢ uma matriz de permutacao. Esta expressao tem a
mesma forma da entropla relativa classica. Portanto deduzimos que

S(pllo) =0

com igualdade se e somente se p; = Zj P,;q;, para todo i e P;; é uma matriz
de permutacao. Para simplificar essa condicao de igualdade, note que tro-
cando os nomes dos autoestados de o se necessario, podemos supor que F;; ¢
a matriz identidade e entao o e p sao diagonais na mesma base. A condigao
pi=> ; Pijqj nos diz que os autovalores correspondentes a p e o sao idénticos
e portanto a condicao de igualdade se reduz a afirmar que p = o.

O

Proposicao 5.2.2
S(ptllo?) < S(pP o)

A prova usa o seguinte lema:
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Lema 5.2.3 Eziste um conjunto de matrizes unitdarias U; e uma distribui¢do
de probabilidade p; tal que para qualquer matriz A,

szUlAUZT = tr(A)é’

onde d € a dimensao do espaco de Hilbert onde o operador A estd definido.

Juntamente com a concavidade estrita da entropia, este lema pode ser usado
para provar que o estado I/d em um espaco de dimensao d é o unico estado
de maxima entropia.

Prova da proposicao 5.2.2 Pelo lema, existem transformacoes unitarias
U; no espago B e probabilidades p; tais que

i
pte s =2 pUp"U]
J

para todo pZ. Pela convexidade de entropia relativa, obtemos

(o' 416 §) < s
J

A
Ujo?u})
Mas a entropia relativa é invariante por conjugacao unitaria, entao

1 1
A A A A AB|| A
s(ote gllet @ 3) < sl ]%) = sl
Esta desigualdade juntamente com o fato de que
1 1
s(rt e gt es) =6l

fornece a monotonicidade da entropia relativa.

Prosseguimos na anélise da entropia de von Neumann.

Definigao A entropia conjunta (de von Neumann) S(A, B) para um
sistema composto com duas componentes A e B é definido de maneira natural
por

S(A, B) := —tr(p*® log p*¥)

onde pAB é a matriz densidade do sistema AB.
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Proposicao 5.2.4 Suponha que A e B sao sistemas quanticos distintos que
possuem um estado conjunto p 2. Entdo a entropia conjunta para os dois
sistemas satisfaz as desigualdades

15(A) = S(B)| < 5(A, B) < 5(4) + 5(B)

A primeira desigualdade é chamada desigualdade triangular, ou desigual-
dade de Araki-Lieb. E o andlogo quantico da desigualdade H (X,Y) >
H(X) para a entropia de Shannon. A segunda desigualdade ¢ dita desigual-
dade subaditiva, e vale a igualdade se e somente se os sistemas A e B nao
estdo correlacionados, ou seja, se ptf = pA @ pP.

Prova da proposicao 5.2.4 A prova da desigualdade subaditiva é uma
aplicagao simples da desigualdade de Klein, que podemos escrever como

S(p) < —tr(plogo)

Fazendo p = p*f e 0 = p? ® p?, note que

—tr(plogo) = —tr(p*”(log p" + log p”))

= —tr(p*log p?) — tr(p®log p®) = S(A) + S(B)

A desigualdade de Klein nos fornece S(A, B) < S(A)+S(B), como queriamos.
A condigao de igualdade 0 = p para a desigualdade de Klein nos fornece
condicdes de igualdade pA? = pA ® pP para a subaditividade.

Para provar a desigualdade de Araki-Lieb, introduza um sistema auxiliar
R que purifica os sistemas A e B (vimos purifica¢ao na se¢ao 4.5). Aplicando
a subaditividade, obtemos

S(R) + S(A) > S(A, R)

Como ABR encontra-se em um estado puro, S(A,R) = S(B) e S(R) =
S(A, B). A desigualdade anterior pode ser reescrita como

S(A, B) > S(B) — S(A)

Pela simetria entre os sistemas A e B, obtemos também S(A, B) > S(A) —
S(B).

O
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Suponha que os p; sao estados de um sistema A. Introduza o sistema
auxiliar B cujo espaco de estados possui uma base ortonormal |i) correspon-
dente ao indice 7 dos operadores densidade p;. Defina um estado conjunto de
AB por

PP = pipi @ i) (i)

Para provar a concavidade de S, usaremos a propriedade subaditiva. Note
que para a matriz densidade pAZ, temos

S(4)=5( X pni)
s(B) = s( Y mliil) = Hp)

S(A,B) = H(p;) + Zpis(pi)

Aplicando a desigualdade subaditiva S(A, B) < S(A) + S(B), obtemos
> piS(p) < S( ZPiPi)

ou seja, S é concava. O método de se introduzir um sistema auxiliar, como
foi usado aqui, e na prova da desigualdade de Araki-Lieb, é freqiientemente
aplicado em teoria da informagao quantica.

Teorema 5.2.5 Suponha que P; é um conjunto completo de projetores orto-
gonais e p um operador densidade. Entao a entropia do estado p' := ). PipP,
do sistema apos a medicao € tal que

S(p') = S(p)

e vale a igualdade se e somente se p = p'. Em outras palavras, medi¢oes
projetivas aumentam a entropia.

Prova Aplique a desigualdade de Klein para p e p'.

0 < S(llp) = —S(p) — tr(plogp’)

O resultado segue se provarmos que —tr(plogp’) = S(p'). Para isso, apli-
camos as relagoes Y. P, = I, P? = P, e a propriedade ciclica do trago para
obter

—tr(plog p') = —tr ( > Piplog p’) = —tr ( > Piplog p’B-)
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Note que p'P; = PpP; = P;p/, ou seja, P; comuta com p’ e portanto com
log p’ e dai

~tr(plog ') = —tr( 3" PpPlogpl) = —tr(plog o) = S(¢)

OJ

Teorema 5.2.6 Suponha que p =Y. p;p;, onde p; € um conjunto de proba-
bilidades e p; sao operadores densidade. Entao

S(p) < ZPiS(Pi) + H(pi)
com igualdade se e somente se os estados p; tem suporte em subespacos or-
togonais.

Prova Primeiro suponha que temos um estado puro p; = |1;)(¢;|. Suponha
que os p; sao estados de um sistema A e introduza um sistema auxiliar B
com uma base ortonormal |i) correspondendo ao indice ¢ nas probabilidades
p;. Defina

AB) =3 VRli) i)

Como |AB) é um estado puro, temos
S(B) = S(4) = (X mli) il ) = S(p)

Suponha que realizamos uma medigao projetiva no sistema B na base |i)
Apos a medicao, o estado do sistema B é

PB, = ZP1|Z><Z|

Mas pelo teorema anterior, medigoes projetivas nunca diminuem a entropia
e portanto, S(p) = S(B) < S(B’) = H(p;). Observando que S(p;) = 0 para
o caso de estado puro, provamos que

S(p) < H(pi) + Z]%S(pi)

onde os estados p; sao estados puros. Além disso vale a igualdade se e somente
se B = B’, que ocorre se e somente se os estados [¢;) sdo ortogonais.
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Considere agora o caso de estados misturados. Se p; = > pje}) (€] sdo as
decomposic¢oes ortonormais para os estados p;, temos que p = ) . ’ pip§\e§> <e§- |.
Aplicando o resultado para estados puros e a observagao de que »_ ; pé =1
para cada 7, temos

S(p) < =D _ v} log (ip}) = Z pilog p; — Z pi Z pilogp!

= H(p;) + ZPiS(Pz’)

A condicao de igualdade para o estado misturado segue direto da condigao
do caso de estados puros.

OJ

Corolario 5.2.7 Suponha que p; sao probabilidades, |i) sdo estados ortogo-
nais para um sistema A e p; € um conjunto de operadores densidade para um
outro sistema B. Entao

S(ZPZ|Z><%| ® Pz‘) = H(p;) + sz‘s(ﬂi)

e portanto

S(p®o)=S(p)+ S(0)

para quaisquer operadores densidade p e o.

Definigao A informagao mitua (de von Neumann) entre dois subsis-
temas py e py de um sistema conjunto pyy é definido por

Is(pu = pv;puv) = S(pv) + S(pv) — S(puv)

Algumas propriedades da entropia de Shannon nao valem para a entropia
de von Neumann e isso acarreta algumas conseqiiéncias. Por exemplo, para
varidveis aleatérias X e Y, vale a desigualdade H(X) < H(X,Y). Esta
desigualdade ¢ intuitiva, ou seja, ¢ natural imaginar que ha menos incerteza
quanto ao estado de X do que incerteza quanto ao estado do sistema conjunto
formado por X e Y.

No entanto, esta intuicao falha para estados quanticos. Considere um
sistema AB de dois g-bits no estado emaranhado (|00) + [11))/v/2. Este é
um estado puro e portanto, S(A, B) = 0. Por outro lado, o sistema A possui
operador densidade I/2 e portanto possui entropia igual a 1.
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5.3 Subaditividade forte

Esta segao é baseada em [32]. Mostraremos a desigualdade chamada suba-
ditividade forte para a entropia de von Neumann.

Teorema 5.3.1 Sejam A, B e C estados quanticos. Entao
S(A,B,C)+ S(B) < S(A,B)+ S(B,(C)

Para provar este resultado, precisamos saber alguns fatos sobre concavi-
dade de funcoes.

Definigao Sejam A e B matrizes e f(A, B) uma fungao real. Dizemos
que f é conjuntamente concava em A e B se para todo 0 < A <1,

FOAL + (1= N Ay, ABy + (1 = N)Bs) > Af(A1, By) + (1 — A f(As, Bs)

Toda funcao conjuntamente concava ¢ concava em cada uma das variaveis,
mas a reciproca nao vale.

Teorema 5.3.2 (Lieb) Seja X uma matriz, e 0 <t < 1. Entdo a fun¢ao
f(A,B) :=tr(XTA'XB'™)
€ conguntamente concava sobre matrizes positivas A e B.

Proposicao 5.3.3 A entropia relativa S(p||o) € conjuntamente conveza em
seus argumentos.

Prova Para matrizes A e X quaisquer no mesmo espaco, defina
L(A X) =tr(XTA' XA — tr(XTX A)

O primeiro termo nesta expressao é concavo em A, pelo teorema de Lieb, e
o segundo termo é linear em A. Portanto, I;(A, X) é concavo em A. Defina

I(AX) = %]t:()[t(A,X) = tr(XT(log A)X A) — tr(XTX (log A)A)

Observando que Ip(A,X) = 0 e usando a concavidade de [;(A, X) em A,
temos

Is(A\A 1—MNAy X
IOA; + (1= M)Ay, X) = lim 5(A 1+(5 N Az X)
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I5(As, X)

> AhmMHuA) lim = M(A, X) 4 (1 = A)I(Asg, X)

6—0 6—0

Ou seja, I(A, X) é uma fungao concava de A. Definindo as matrizes em bloco

o (12) x=(20)

vemos que I(A, X) = —S(pllo) = —(tr(plogp) —tr(plogo)). A convexidade
conjunta de S(p||lo) segue da concavidade de I(A, X) em A.

O

Definigao A entropia condicional (de von Neumann) é
S(A|B) := S(A,B) — S(B)

Corolario 5.3.4 Seja AB um sistema composto com componentes A e B.
Entdo a entropia condicional S(A|B) é concava no estado pAP de AB.

Prova Seja d a dimensao do sistema A. Note que

(o) = -sta.8) - oousie (o)

= —S(A, B) — tr(p®log p®) +logd = —S(A|B) + logd
Portanto, S(A|B) = logd — S(pA8||I/d @ pP). A concavidade de S(A|B)
segue da convexidade conjunta da entropia relativa.

O

Prova do teorema (5.3.1) Mostraremos que para quaisquer sistemas
quanticos,
S(A)+ S(B) < S(A,C)+ S(B,C)
S(A, B,C) + S(B) < S(A, B) + (B, C)
Estas desigualdades sao equivalentes. Usaremos a concavidade da en-
tropia condicional para provar a primeira, e a seguir mostramos que isso

implica a validade da segunda. Defina a seguinte fun¢ao de operadores den-
sidade no sistema ABC"

T(pABC) := S(A) + S(B) — S(A,C) — S(B,C) = —S(C|A) — S(C|B)

Pela concavidade da entropia condicional, vemos que T'(pA¢)

¢ uma funcao
convexa de pAPY. Seja pABC¢ = 3" p;|i)(i] uma decomposigao espectral de
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pABY. Pela convexidade de T, T(p*B%) < 3, p/T(Ji)(i]). Mas T(|i)(i|) =
pois para estados puros vale que S(A,C) = S(B) e S(B,C) =S
que T(pAB%) < 0 e portanto

S(A)+ S(B) — S(A,C) — 8(B,C) <0

que é a primeira desigualdade que queriamos provar.
Para obter a segunda desigualdade, introduza um sistema auxiliar R pu-
rificando o sistema ABC'. Usando a desigualdade recém provada, temos

S(R) + S(B) < S(R,C) + 8(B,C) (5.2)

Como ABCR é um estado puro, S(R) = S(ABC) e S(R,C) = S(A,B) e
portanto (5.2) se torna

S(A,B,C)+ S(B) < S(A,B)+ S(B,(C)
o que conclui a prova.

O

5.4 Cadeias quanticas: entropia de Shannon

Relembrando: seja A uma o-algebra de subconjuntos de 2 e seja A:
A — C uma medida complexa com A(€2) = 1. O nimero complexo A(A) é
dito amplitude quantica do evento A € A. Além disso, estaremos supondo
que A é o-aditiva. A probabilidade P de que um evento A € A ocorra
é definida por P(A) := |A(A)]>. Lembre que de fato tal P ndo é uma
probabilidade sobre €.

Iremos supor que £ = {sg, s1,...,8,}", ou seja, cada elemento w €
¢ o resultado de uma seqiiéncia de medigoes. Se (X;)en € tal seqiiéncia,
escreveremos

apar - a; = {w € QXp(w) = ap, X1(w) = aq,..., Xi(w) = a; } (5.3)

Estamos interessados em calcular algum tipo de entropia para as cadeias
quanticas, de maneira andloga a que é feita ao se calcular a entropia associada
a uma cadeia de Markov usual.

Seja

Bl —1 -1 n
Xi = (A(X; (s0)), - A(Xy  (80-1))) € C

Ajie = A(Xy " (57)1X7 " (1))

85



A amplitude de (5.3) é

—)
AG505m 5i0) = Ajwie-1) * Aj@im)A10) (Xo)j0)

Vamos calcular a entropia da probabilidade associada a uma cadeia de
Markov quantica. Como no caso usual de entropia para o shift, podemos
definir o : Q@ — Q, o(wiws - - -) = (wows - - ), a partigdo a = {5g, 51, ..., 5, } de
2 e a entropia (de Shannon) desta parti¢ao, que no caso de cadeias quanticas
tem como expressao, fazendo p = |AJ?,

t—1
H( \/ 0"“@) = — Z (5051 51-1) log p(S051 -~ 51-1)
k=0

S0S1..-St—1

—_—
- Z [Asi1sia 0 Asys Asiso (X0)so |2

S0S1..-8t—1

— 2

X 10g ‘Ast713t72 T A8281A8180 (XO)SO

_)
== Z | Asi_1sios *** Asys Asysg (X0)80|2

S081...St—1

X (10g ’Ast—ISt—Q‘z Tt log ‘A5231 |2 + log |A3150’2 + log |()T(>))80‘2>

n—1 n—1
— — —
- = Z |(X0)5i|2 1Og |(X0)5i|2 - (t - 1) Z |A5k5l (X0>5l|2 log |A5k5l|2
i=1 k=1
Portanto,

' 1 t—1 ~ n—1 .
h(0) = hyap(o) = lim SH(\/ 078 ) = = 37 |4, (X0)u[*log | Ay,
k=0

k=1

Observacao: uma possivel definicao de entropia complexa. Podemos
nos perguntar: por que nao considerar uma “entropia complexa”? Uma cons-
trucao desse tipo é possivel, mas veremos que a dificuldade para a obtencao
de uma expressao simples reside no fato de que o argumento de um nimero
complexo ¢ linear apenas sobre certas condigoes. Para entender isso mel-
hor, analisemos a seguinte constru¢ao. Seja Uy = C — {z € R : = < 0}.
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Podemos definir em Uy um ramo do argumento da seguinte maneira: seja
a:(—m,m) — St —{-1}, a(t) = €. Vale que tal aplicacao é uma bijegao
sobre S' — {—1}. Seja b: S' — {—1} — (—m, ) a inversa de a. Vale que b é
continua e limitada. Defina Arg : Uy — (—m, ) por Arg(z) = b(z/|z|), que
¢ um ramo do argumento em Up, o ramo principal do argumento. O ramo
do logaritmo associado a Arg é

Log(z) :=log|z| +iArg(z) , z € Uy,

que é o ramo principal do logaritmo.
Fazendo o célculo de entropia analogo ao feito acima, temos:

t—1
H<C< \/ a_ka> = — Z A(Sp51 - S1-1)LogA(Se51 - Si—1)
k=0 5081511
— —
= Z Asi ysiat Assi Asyso(X0)so LogAs, 15, Asys Asyse (Xo) s

S8081...St—1

= = Z ASt-lSt—z T A8281A5180 ()?0)80

S0S1..-St—1

X (10g [(Asy 1500 Asysy Asys0 ()70))50| +iArg(As sy Ay Asysg ()?0)80)>

ﬁ
- Z Asi isis Assr Asiso (Xo)so

S8081...S¢t—1

ﬁ
% (108 | s _yop-al #4108 | Ay | + 108 [ Asyoo] + 08 [(Xo)so
B e d
+7’AT9<A5t715t—2 o 'AS2S1AS1SO (XO)SO))

n—1 n—1

—)
== (X0)s, log [(Xo)s| = (t = 1) Y Ay (X0)s, log | Ay,
i=1 k=1

—

. —
-t Z Ast—15t72 T A8281A8180 (XO)SOArg(ASt—15t72 T A8281A8180 (X())So)

S0S1..-St—1
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Se z1, . . . z, sd@o numeros complexos tais que Re(z;) > 0e Re(z129 -+ - 2,) >

0, 1 <i < n, entdo o argumento é aditivo, ou seja, Arg(zy - - - z,) = Arg(z1)+

-+ Arg(z,). Em particular, Log(z1---2,) = Log(z1) + -+ + Log(z,).

Em geral, matrizes de Dirichlet nao satisfazem o critério dado acima. Por
exemplo, se

- 1 iam(j—k)2/n
M(]ak):%e (J—k)2/

)

fazendo a = 1 e n = 3, podemos escrever

1
—(cos(4m/3) + isin(4n/3)),
\/3( (47/3) (47/3))
mas Re(M(3,1)) = (1/v/3) cos(47/3) < 0.
Supondo que as entradas de A satisfazem a hipdtese observada acima,
temos:

M(3,1) =

n—1

ha(o) = lim H@< \/ 07Fa) = = 3 A (Ko)o (108 Ay | + 147G Asys)

t—oo t
k=1

5.5 Cadeias quanticas: entropia de von Neu-
mann

Pelo que vimos nas secoes 2.2 e 4.3, podemos facilmente obter a entropia
de von Neumann de uma cadeia de Markov quantica. Vamos considerar um
ensemble para cada tempo ¢, ou seja, se

S = {50,81, . . -Snfl} = {‘50>7 |51>7 SRR |Sn*1>}

é o conjunto de estados possiveis, e P,(k) = P;(sg) denota a probabilidade de
ocorrer o estado s no tempo ¢, consideramos os pares {P;(k), |si)}, t € N.
O operador densidade associado a cadeia de Markov quantica no tempo ¢t é

o= S PBseisnl = S IAT s s
k=0 k=0

- Z S @ Ui ) (s, (5.4)

onde, lembramos, {X;} é uma N-cadeia quantica,
X n
Xt:(A[Xt:SO],...,A[Xt:Sn_l]) G(C ,
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A0, - - s Ap—1 520 0s autovalores da matriz de amplitude de transicao Aj, =
A[Xy = sj| X1 = si) e ¢, ..., 1¥,_1 a base ortonormal de autovetores corres-
pondente.

Calculando a entropia de von Neumann, temos

—_

n—

S(p) = ~tr(prlogp) = = 3| (00 (k| Tog | S (@ox il

0 j

’ 2

i

2

= — ”Z_l ‘(At)?o)kr log ’(«4070)%
k=0

Observacao Note que a expressao para (At)?))k usada na equagao (5.4)
acima,

(ARo)e = D () ()

J

¢é valida apenas fazendo a suposicao de que y[} = (1,0,---,0), conforme
obtida no final da secao 2.2. Para o caso geral de um X qualquer, pro-
cedemos da seguinte maneira. Fazemos os calculos em dimensao 2, o caso
geral é analogo, com uma notacao mais complicada.

Sejam \g, A\; os autovalores de A e sejam )g,1; a base ortonormal de
autovetores correspondente. Entao,

At?o — At Z <Yoj V) = Z [A(XO = G)M—i— A(Xy = T)W] A“pj

— [A(Xo = D)ol + A(Xo = 1)(o)1 | Mt

Ao = 0 + Ao = D] M

No caso particular em que ?0 = (1,0), obtemos a expressao vista em [1],
pagina 37, que em dimensao 2 é

A'(1,0) = (Yo)oNgtho + (1h1)oA ¥

o que implica

P(X, = k) = |[(o)oNs (Vo) + (@1)oX: (¥1)kl?, k=0, 1.

e em dimensao n,

P(X,=k)=1>_ (Wh)oN(w)el’, k=0,1,....n—1.
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Mas no caso geral para Yo qualquer, em dimensao n, temos apenas que

ARy =3 [ Y2 Ao = B X
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Capitulo 6

Formalismo Termodinamico

Neste capitulo analisamos um problema variacional para cadeias de Markov
finitas. Se H denota a entropia, U é um potencial, e A é um certo autovalor
associado a U, temos um principio variacional para energia livre:

Hip) - [ Ud < 1og

onde vale a igualdade se e somente se p for uma determinada medida especial
v = v que chamamos medida de Markov (faremos os detalhes a seguir).
Dado este teorema para cadeias de Markov reais, podemos nos perguntar se
existe algum analogo para cadeias quanticas.

6.1 Introducao

Apresentamos aqui um teorema de O. E. Lanford e D. Ruelle [26] numa
versao de F. Spitzer [38] que caracteriza (em uma caso simplificado) o estado
de Gibbs (no reticulado unidimensional Z) como sendo aquele que maximiza
a energia livre. Essa energia é baseada em um potencial U que descreve de
alguma forma a interagao entre elementos vizinhos no reticulado Z. Vamos
assumir aqui que esta U tem uma expressao simples (um elemento no retic-
ulado depende da interacdo de um nidmero finito fixo de vizinhos) e assim
ela determina uma matriz de transicdo M de uma cadeia de Markov [33] e
esta define uma certa probabilidade estacionéria sobre o espaco de Bernoulli.
Esta probabilidade v sera o estado de Gibbs associado a U. Deste modo,
sera possivel apresentar ao leitor uma versao matematicamente rigorosa de
algumas idéias basicas e resultados fundamentais que aparecem em certos
problemas simples de Mecanica Estatistica. FEsta exposicao é baseada em
[38].
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6.2 Caracterizacao variacional

6.2.1 Introducao

A entropia é uma grandeza que mede a caoticidade, ou complexidade de um
sistema: quanto maior for a entropia, mais cadtico é o sistema. Esse conceito
aparece na Fisica e estd associado com o principio de que a natureza tende
a maximizar a entropia. Se em um tempo inicial g consideramos particulas
de gas concentradas em um dos cantos de uma caixa fechada, entao apos
algum tempo (apds o equilibrio) as particulas tenderao a uma situagao, onde
elas estarao espalhadas na forma mais aleatéria possivel. Isso significa que
decorrido algum tempo, o gas tera uma distribuicao uniforme na caixa.

Um sistema de particulas ¢ muito mais aleatério (tem mais entropia) se
estiver uniformemente distribuido na caixa do que se estivesse concentrado
em um dos cantos. Vemos assim que o equilibrio ¢ atingido em configuragoes
de méaxima entropia.

A entropia também estd relacionada com a Teoria de Informacao, a partir
dos trabalhos de Shannon. Se quisermos transmitir uma mensagem através
de um certo meio de comunicacao usando um determinado alfabeto de n
simbolos {1,...,n}, cada simbolo com uma certa probabilidade py,...,p,
de ocorrer, Y ", p; = 1 (suponha que a ocorréncia dos simbolos seja inde-
pendente), entdo a entropia deste sistema é a entropia do shift de Bernoulli
B(p1,pa, - -+, Pa), ou seja, i) —pilogp;.

A valor da entropia para medidas mais gerais tem uma expressao mais
complexa. Nosso proposta aqui é a de usar a entropia de Shannon-Kolomogrov
como uma ferramenta matematica para se estudar a Mecanica Estatistica.
O que apresentamos aqui é baseado na abordagem de Bowen-Ruelle-Sinai
para entender reticulados em uma dimensao e veremos que essa proposta
inclui estudar a pressao topolégica do shift. Tal teoria é o que chamamos
atualmente de Formalismo Termodinamico. Uma dos objetos desta teoria
¢ o operador de Ruelle-Perron-Frobenius, que é uma generalizagao natural
(para o espago de fungbes continuas) de uma matriz com todas as entradas
positivas. No caso de dimensao finita, o teorema de Perron-Frobenius agindo
em R" basta para se obter o que se necessita. O operador de Ruelle-Perron-
Frobenius possui diversas aplicagoes em outras areas da matematica, como
por exemplo Geometria e Teoria dos Numeros. Algumas vezes, na Fisica,
este operador é denominado matriz de transferéncia.
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6.2.2 Energia livre

Para motivar o problema que vamos analisar em breve vamos apresentar ini-
cialmente o modelo mais simples possivel. Considere um sistema fisico com
estados {1,...,n}, e sejam Uy,...U, as energias desses estados, respecti-
vamente. Suponha que colocamos o sistema em contato com uma fonte de
calor muito maior, que esta a uma temperatura 7. Sendo assim, a energia iré
transitar entre o sistema original e a fonte de calor, e a temperatura T per-
manecera constante, pois a fonte é muito maior que o nosso sistema. O pro-
blema fisico que estamos considerando nao é deterministico, e nés podemos
apenas falar da probabilidade de um certo estado fixo, digamos j, ocorrer,
onde j € {1,2,..,n}. Apos esperar que o sistema se encontre em equilibrio,
se realizarmos uma sequéncia de observagoes, notaremos que o estado j iréd
ocorrer numa determinda proporcao de vezes.

Por exemplo, se fizermos 1000 observagoes e em 112 delas aparece o estado
2, diremos que existe evidéncia de que 2 tem probabilidade P, = %.

Entao o que queremos saber, para cada j, é o valor dessa proporgao
quando o numero de observacoes vai a infinito. E um fato conhecido da
Mecanica Estatistica (a partir de observagoes) que a probabilidade P; de que
o estado j ocorra é dado pela distribuicao de Gibbs:

~BU;

e .
Pj:w , JEA{L...,n},

i=1
onde B = % e k é uma constante, chamada constante de Boltzmann.

Uma formulacao variacional do que foi dito acima pode ser feita da
seguinte maneira. Seja

F(Ph e »Pn) = - Zpi log p; — ZpiBUi
i=1 i=1

definida no simplexo em R"™ dado por

i=1

Usando multiplicadores de Lagrange, podemos mostrar que o maximo de F
no simplexo é obtido em
o—BU; .
Pj:W , jeA{L,...,n},

=1
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ou seja, de acordo com o valor P; dado acima.

A funcao
S(p1,---,pa) = — Y pilogp;
=1

é a entropia da distribuicao (p1, ..., p,). DefinaU(py,...,pn) = — > iy iU;
como sendo a energia média. Entao podemos dizer que a distribuicao de
Gibbs maximiza o valor

S(p1,---,pn) + BU(p1, ..., pn)

Nesse contexto, a expressao S + BU é o que chamaremos de energia livre.
Logo, podemos dizer que a natureza minimiza a energia livre. Quando faze-
mos a temperatura 7' tender a 400, isto é, se B tender a 0, maximizamos a
entropia.

Apés a andlise do sistema mais simples descrito acima, vamos considerar
um caso um pouco mais complexo.

O modelo proposto por Ruelle é o seguinte (usaremos um modelo seme-
lhante na préxima segao). Considere um reticulado unidimensional Z. Cada
inteiro estd associado a um estado 1,...,n e uma configuragao do sistema é
uma sequéncia w; € {1,...,n}, i € Z. O nosso espago de configuracoes é,
entdo, 2 = {1,...,n}%. Seja o : Q — Q a aplicacao shift, © = o(w), dada
por @i = (0(w))g = Wrr1, W = (vor, w_1, Wo, w1, Wa, . ..), k € Z.

Em outras palavras, se w = (..., w_g,w_1,wp, w1, wa, w3, ...), onde na posi¢ao
zero do reticulado Z temos o valor wy, entao

w = O'(u)) = (...,w,g,@,l,d}o,dl,@%@g, ),

onde na posigao zero do reticulado Z temos o valor @y, € Wr = Wgt1-

Seja 7T o espaco de probabilidades invariantes para o shift, i.e., y € 7 <
wu(A) = u(o=t(A)), A conjunto de Borel. Este ¢ o modelo da Mecanica Es-
tatistica no reticulado Z via o shift de Bernoulli. Um modelo mais apropriado
seria sobre o reticulado tridimensional Z?, mas aqui vamos evitar situacoes
mais complexas.

Seja U : 2 — R uma funcao continua, que contém a informacao rela-
cionada com alguma grandeza fisica (energia, temperatura, campo magnético,
etc.). Queremos obter agora uma maneira de determinar a distribuicao de
Gibbs no reticulado unidimensional infinito de uma forma semelhante a usada
no caso finito que vimos acima.
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A distribuicao de Gibbs associado a U sera uma probabilidade v sobre o
espago Q = {1,...,n}%

Por exemplo, considere uma determinada distribuicao de spins + ou —
de particulas no reticulado unidimensional Z (poderiamos ter escrito 0 e 1
no lugar de + e —, por exemplo). Devemos considerar o espaco de Bernoulli
de dois simbolos 0 = {+, —}%, e probabilidades p em Q. fixado U, qual
probabilidade v é a de Gibbs asociada a U? E apropriado considerar ape-
nas probabilidades em 7 porque nao hd uma razao natural para destacar
um determinado ponto do reticulado como sendo o valor ¢ = 0. Assim, a
probabilidade de Gibbs deve ser invariante por translacao.

Vamos denotar por ++ = {w = (..., w_1,wp, w1, ws,ws, ...)| tal que w; =
+,wy = +}. Da mesma forma, + —+ = {w = (..., w_1,wp, w1, ws, w3, ...)|

tal que w; = +,wy = —, w3 = +}, e assim por diante...
O estado de Gibbs v vai dizer, por exemplo, qual a probabilidade de
ocorrer no reticulado o arranjo w; = +,ws = —, w3 = +, através de v(+ — +).

Na verdade, vamos considerar o espaco Q2 = {+, —} e nao {+, —}%.

Exemplo. Seja Q = {+, —}'. Suponha que U é constante em cada um
dos cilindros ++, +—, —+ e ——. Vamos identificar + com 2 e — com 1.
Sejam pi; > 0, pr12 2 0, pa1 = 0, pea > 0, p11 +p12 = 1, pa1 +paz = 1 e defina
U da seguinte maneira:

—logpe, sew € ++
—logpe1, sew € +—
—log p12, sew € —+
—logpi1, sewé€ ——

U(w) =

Neste caso, assumimos que no reticulado 7Z existe uma probabilidade pyy de
obter um + a direita de um + e uma probabilidade py; de obter um — a
direita de um —+.

Qual seria o estado de Gibbs v associado a tal U?

Voltemos agora ao caso geral.

Dada uma fungao U continua em {2, vamos analisar o seguinte problema
variacional. Seja

P(U) = sup {S(u) + /Udﬂ},

neT

onde S(p) é a entropia da probabilidade u (ver definigdo na préxima secao).
Diremos que P(U) é a pressao topolégica associada a U.

Gostariamos de encontrar um probabilidade v, definida em todo o espaco
(), que assuma o supremo mencionado acima. Tal probabilidade sera chamada
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de estado de equilibrio, ou estado de Gibbs associado ao potencial U.
Em outras palavras,

P(U):S(V)—F/UdVZS(u)—i—/Ud,u, VpeT.

O estado de equilibrio v serd definido, portanto, por meio de um principio
de maximo, ou seja, ¥ maximiza algo. O potencial U do exemplo particular
acima mencionado descreve uma certa interagao entre spins no reticulado,
mas o problema faz sentido para U qualquer, nao necessariamente como no
exemplo. Poderia, por exemplo, depender de mais coordenadas, nao ape-
nas duas. Vamos considerar na préxima se¢ao o caso simples em que U(w)
depende apenas de duas, ou seja de wy e wy, onde w = (- w_jwows - - ),
ou seja, cada spin depende apenas do vizinho a direita. No exemplo dado
abaixo, a solucao pode ser obtida através de Algebra Linear, ou seja, pela
teoria de Cadeias de Markov e pelo Teorema de de Perron-Frobenius (de-
scrito no Apéndice deste capitulo). Se o U depende de infinitas coordenadas,
al o procedimento via Algebra Linear nao resolve o problema; é necessario
utilizar [35].

Ruelle mostrou que o que os fisicos denominam de estado de Gibbs, no
caso do reticulado Z, pode ser obtido via o procedimento acima através de
uma escolha correta de U. Diferentes problemas de Mecanica Estatistica
requerem diferentes U.

A andlise de questoes mais gerais em Mecanica Estatistica pode ser en-
contrada em [10] [40].

6.2.3 Caracterizagao variacional

Para simplificar, no lugar de Q = {1,---,n}%# vamos considerar
Q={1,---,n}".

O problema para um U geral definido em 2 = {1,---,n}% pode ser re-
duzido a este {1,---,n}¥ (ver Proposition 1.2 [35]).

Seja uma funcao potencial do tipo U : {1,---,n}" — R, com U(w) =
U(wy,ws), onde w = (wjwsws - - +), isto é, U s6 depende de duas coordenadas.
Observe que se consideramos um potencial U que depende de n coordenadas,
com 2 < n < oo, podemos modificar o espaco {2 de modo a fazer com que U
dependa de apenas duas coordenadas.

Por exemplo, suponha que € = {1,2}" e que temos um potencial U que
depende de 3 coordenadas, isto é, U(w) = U(wy,ws,ws). Considere entdao o
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espago Q= {1*,2*,3* 4*} e o relacionamos com ) fazendo as identificacoes

11 & 17 12 & 27

21 «— 3* 22 «— 4*

Note agora que certas relacoes estao proibidas. O par 1*3* nao é permi-
tido. O par 1*2* é permitido.

Podemos pensar que U esta definido em Q) como uma certa V. De fato, V'
definida de maneira natural em depende apenas de duas coordenadas, pois,
por exemplo U(1,1,2,...) = U(1,1,2) = V(1*,2%), ainda U(1,2,2,...) =
U(1,2,2) = V(2*,4%) e assim por diante.

Desta maneira se pode fazer recair o caso em que U depende de finitas
coordenadas no espago de Bernoulli ao caso em que dependa de apenas duas,
como serd analisado a seguir.

Tal procedimento nao pode ser feito se o potencial considerado depende
de infinitas coordenadas.

Um cilindro de €2 de comprimento £ é um conjunto A da seguinte forma:
fixe (ay,---,ax) € {1,---,n}*.

A= {w - (Wl,' o ,Wk,CUk+17..7wn,...) € (wh' o ,Wk) - (alu e 7ak)}
Iremos denotar tal cilindro por
A=qayay

Seja F a o-algebra gerada pelos cilindros de €2 de todos os comprimentos
possiveis.

Seja 0 : Q — Q a aplicagao shift dada por (ow)r = w41, k € N.

Em outras palavras, se w = (w1, ws, ws, ...),

o(w) = (w2, ws, Wy, ...).
Por exemplo, em Q = {1,2, 3}, temos que
o(1,2,1,1,3,2,..) = (2,1,1,3,2,..).

Iremos a seguir considerar medidas p sobre a g-algebra F. Diremos que
pweT < (Q,F, u) éespago de probabilidade, com p invariante pelo shift
(ie., u(c71(A)) = u(A), A € F), e diremos que 7 é o conjunto das medidas
invariantes por translacao. Sabe-se que 7 é compacto se consideramos a
convergéncia fraca de medidas [7] [6].
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Seja k fixo e Ay o conjunto dos cilindros de comprimento k, k > 1, que é
uma particao de §2. Defina a entropia da partigao por

S(Ax) == pla)log pu(a)

ac€Ay
onde escrevemos a = Gyas, ... a; € Ag.
Definimos a entropia da medida (com relacao ao shift) por
S(A,
s = tim ) e (6.1)
n——+00 n

Definindo a fun¢ao potencial U : Q — R, diremos que U(i,7), 1 <i,7 <n
é a energia de interagao entre wy e wiy1 se Wy = 1, wry1 = J. Defina a energia
média da particao A como sendo

By = Y (o) X U0

a€Ayg

A energia especifica da particao com respeito a U é

ey(p) = lim E(An)

n—-+4o0o n

(6.2)
que é uma funcao continua e afim. Afirmamos que
cvlp) = [ Ui

De fato, pelo teorema ergddico de Birkhoff (proposicao 6.4.3) e aphcando o}
teorema da convergéncia dominada para a sequéncia de funcoes ~ N ZN 'Uo
o¥, temos:

i( — i(
/Ud,u /I_I)I_Ii_loo ZUO‘ —NETw/NZUJ ))dp(w) =

N-1
“ i 5 X [V = i 5305 )

J a€Ay
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Assim, se a energia livre em Ay é
F(Ag) = S(Ax) — E(Ag),

definimos a energia livre especifica como sendo

i) = 00 = eu) = s(o) — [ U (6.3)

Vamos estar interessados nas medidas p que maximizam tal valor.

O conjunto M C 7 das medidas de Markov serd definido da seguinte
maneira. Diremos que p € M < 3 matriz n x n linha estocastica M = M;;
(i.e., >, Mi; = 1) estritamente positiva tal que

plar,—-ay) = pa,M(a1,a2)M(az,a3) - -- M(an_1,an) ,a1,...,ay €{1,...,n}

(6.4)
onde ¢ é o unico vetor de probabilidade invariante a esquerda para M (ou
seja, pr > 0, 1 <k <mn, Y p;=1e M = ). Definindo p sobre os
cilindros, fica determinada de maneira tnica, pelo teorema de Kolmogorov,
uma medida de probabilidade sobre a g-algebra gerada pelos cilindros.

Voltando a funcao potencial U dada acima, seja a matriz () = Q) definida
por .
Qli.g)=e 00 1<ij<n (6.5)

Seja A = A(U) o maior autovalor (positivo) de @ e sejam [, r os autove-
tores a esquerda e a direita de () correspondentes a A, e normalizados de
modo que [; >0, r; >0,1<i<ne(l,r)=>,lr; =1 (proposicao 6.4.1).

Defina a seguinte matriz:
M(i,j) = $Qi,4) 2 , 1<ij<n (6.6)

A matriz M = M(U) é positiva e € linha estocastica. De fato:

1

Qr=Xr=Q| : | =Ari-.m)=> Qi,j)r; =

T'n

Entao

—_

1 ; 1 1
DM =3 QU = L

J
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Observe que M tem um vetor de probabilidade invariante
pi=1Ulr;, 1<i<n (6.7)

De fato,
gOM = (117'1, s lnrn)M =

= (eM); = ZlkaM(k,i) = Zhﬂ’k%@(kai) =
k k

T

Tk

= IS LQk ) = SM =l = g = oM =
A - ’ A

Note que [; e r; sao definidos a menos de constante multiplicativa e acima
escolhemos ¢ = (¢1, -+, p,) como sendo @; = Ly, i =1,....,ne > @, =1,
©w; > 0.

Vamos formular a caracterizacao variacional de v. Para U fixo, seja v =
vY) a medida de Markov definida pela matriz de transicio M = M (U) obtida
acima, isto é,

v(a) = @a, M(a1,a2)M(az, a3) - -- M(ax—1,ar) , a € Ay

Dizemos que o ¢ ergédica para u (invariante) se 0~ '(A) = A implica
p(A) = 0 ou 1. Pode-se mostrar que a probabilidade v acima é invariante e
ergédica para o shift o segao 11.6 [36].

Afirmamos que sup,,c7 fu (1) = fu(v). Mais precisamente, temos o seguinte:

Teorema 6.2.1 Seja U : Q) — R continua. Entao:
Jo(p) <logA(U) =log(A) , VueT (6.8)

e vale a igualdade se e somente se u for a medida de Markovv = v\Y) definida
acima.

Uma maneira de provar o teorema consiste em 3 passos:

1. Mostrar a desigualdade, e que vale a igualdade se u = ().
2. Mostrar a desigualdade estrita se p # v V), ju ergédica.

3. Mostrar a desigualdade estrita se pu # v\U), i qualquer.
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Na demonstracio a seguir, escreveremos v(V) = v
Prova Mostremos o primeiro passo. Seja v a medida de Markov definida
por M, e u € T qualquer. Sejam M e ¢ definidos por (5), (6), (7), v(a) =
Yo, M (a1, a2)M(as,az) -+ M(ag_1, ag).

Suponha ainda que os cilindros considerados tem comprimento N ,isto é,
consideramos os cilindros de Ay. Entao

N-1

By = ¥ (o) Y- Ulanous))
aEAN k=1
Escrevendo A(U) = A, temos:
N-1 N-1 N—-1
U<ak>ak+1) = Z —log Q(akaak-i-l) = —log H Q(akaak-i-l) =
k=1 k=1 k=1
N-1 .
= —log M (ag, ag1)A - =
(g rak+1

N-1 N-1 N-1 N-1
=— <log H M (ay, ax41) + log H A+ log H Tq, — lOg H Ta;m) =
k=1 k=1 k=1 k=1

N-1

=—(N —1)log A — log (H M(ak,ak+1)> —logra, +logr., =

k=1

v(a)

al

= —(N —1)log A — log —logra, +logra,

= —(N —1)log A —logv(a) +logly, e, —logra, +logr.,
= —(N —1)log A —logv(a) +logl, +logr,,.
Calculando a energia média com respeito a p obtemos

N-1

E(An) = Z p(a) Ulag, ar1) =

a€AN k=1

= Z M(a)(_(N - 1) log A — logu(a) + 1Og la1 + 1Og TaN)

aEAN
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Como o nimero de a; € {1,2,..,n} é finito e o0s r,, e l,, sdo positivos,
entao existe ¢; e co tal que para todo ¢ vale ¢; < log 7,,,log l,, < co.
Sendo assim,

> wla)(=(N = 1)log A — logv(a) + 2¢;) <

(IEAN

< En(n) = ) pla)(=(N —1)log A — log v(a) + logly, +logray) <

< Z pla)(—(N —1)log A — logv(a) + 2 ¢3).

Observando que o somatorio

3" u(a)log 4% (6.9

ey p(a)

é negativo (veja a proposicao 6.4.2), temos

1 1
NF(AN) = N(S(AN) — E(Ay)) = (6.10)
1 v(a) log\  (logly, +1logra,)
S a)log —= + log \ — - < 6.11
N gA:N ula)los L) N N o1
log A c1
< — _ ) — .
<log A 2N (6.12)

Fazendo N — 400, obtemos a desigualdade procurada, isto é, fi(u) <

log A. Para mostrar a igualdade, observe que o somatdrio (6.9) é igual a zero
se = v. Segue dai que

log A
8R4 (6.13)

log A c 1
EA 92 < " p(Ay) <log\— =S

log A —

BTN NN
Fazendo N — 400, obtemos a igualdade, ou seja, fy(u) = log\ se p =

W) (isto é, se p for a medida de Markov). Isso prova o primeiro passo.

Agora vamos supor provado o segundo passo (ou seja, suponha que vale a
desigualdade estrita se u # v, 1 ergédica). Este segundo passo é bastante
técnico e referimos o leitor para uma prova geral em [35].

Mostremos o terceiro passo, ou seja, que vale a desigualdade estrita se

w# v qualquer.
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Primeiro, observamos que 7 é convexo [39]. De fato, se u1, us € 7, entao
p= (1= A)py + Mg é tal que

o™ (A)) = (1=N)pa (o™ (A)+Aua(0 7 (A)) = (1=A)pn (A)+a(A) = u(A)
e entao p € 7, logo 7 é convexo.

Vale que s é semicontinua superiormente (ver [42]), e como ey é continua,
fu = s — ey é uma fungao semicontinua superiormente. Seja

K=Ky={neT: fu(p) assume o valor maximo M }

(Sabemos que 7 é compacto e fy é semicontinua superiormente; isto implica
que fy assume um maximo em 7, conforme [27]). Vimos no primeiro passo
que v € K. Afirmo que K é fechado. De fato, seja u = lim p,,, p,, € K. Entao

M = lim sup fy(pn) < fo(p)

n—oo

e logo, fu(u) assume o maximo = p € K. Logo, K é fechado. Segue dai que
IC é compacto, pela compacidade de 7.

Como fy é uma aplicagao afim, vale que K é convexo [39]. Com efeito,
sejam fuq, po € K. Se = (1 — N)pg + Apg, temos

fo(p) = fo(A=N)pi+Aug) = (1=A) fu(p) +A fu(pe) = A=A)M+AM = M
e logo, (1 —A)u1 + Ape € K = K é convexo.

Para mostrar a desigualdade estrita, é suficiente mostrar que K = {v}.
Como K é compacto e convexo, pelo teorema de Krein-Milman (ver o Apéndice
deste capitulo), isso ocorrerd se e somente se K tem um tnico ponto extremo.
Afirmamos que todo ponto extremo de K é um ponto extremo de 7. Com
efeito, suponha por absurdo que 7 ¢ ponto extremo de K que nao é ponto
extremo de 7. Entao n pode ser escrito como

N=My+ 1 =Nug, 0<A<1l, 13 &K ou ps ¢ K
Suponha que uy ¢ K. Entao, fy(u1) < M e assim,
M = fu(n) = fu(hu + (1 = Np2) = AMu() + (1 = M) fupe) <
<AM + (1= N)fulpe) < AM+(1—- MM = M,

absurdo. Logo, todo ponto extremo de K é um ponto extremo de 7.
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Um fato conhecido sobre o conjunto 7 é que os seus pontos extremos
sao justamente as medidas ergddicas [42]. Entao o problema é reduzido a
mostrar que K nao contém outras medidas ergddicas além de v. Ora, mas
pelo segundo passo, se supomos que a medida p # v considerada é ergddica,
entao vale a desigualdade estrita, ou seja, p nao ¢é tal que fy assume um
maximo. Isso completa a prova.

OJ

6.3 Observacoes sobre processos quanticos

Sabemos de [15] que a matriz de amplitude [A,;] é uma matriz unitaria, suas
entradas sao nao-nulas e é coluna-estocastica, ou seja Zj Ajp =1

Seja A a matriz de amplitude de transicao de uma N-cadeia. Defina a
matriz de amplitude de transicio com um potencial por AY : S x S — C,

AZJ/’q = AV(Q> q) = e_iV(Q)A(% q)= e_iv(Q)Aq’q

Interpretamos que A,‘;q é, como no caso de cadeias de Markov, a amplitude
de transicao de ¢ até ¢’. Supomos que o potencial depende apenas da posicao
onde a particula se encontra, ou seja, V = V(q).

Dizemos que AV é a amplitude correspondente a uma particula evoluindo
sob a influéncia de um potencial. Note que se V = 0, AV se reduz & funcao
de amplitude livre A.

A seguir, escreveremos S = {sg,...,sn—1} € V(sx) = V (k).

Lema 6.3.1 Vale que AV é uma matriz unitdria com entradas ndo nulas.
Além disso, AV € coluna-estocdstica apenas quando consideramos potenciais
V' do tipo

Vsg)=2mcy , ek €Z , k=0,...n—1.

Prova De fato,

. —V —V
(AP AY)jo =D (A ) (A ) = D A AY,

r

= 3 VA, e VB A, = VOV ST A,

T

] 0 ,sej#k
11 ,sej=k
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onde a tltima igualdade, no caso j # k, segue do fato que A é N-cadeia
quantica (e portanto unitdria) e, no caso em que j = k, do fato que

Do 1A= 1A (s) N X7 ()P = 1

Como A tem entradas nao nulas, é claro que A" também.
Vale que AV é coluna-estocéstica apenas quando consideramos potenciais
V do tipo
Vsg)=2mcp , ek €Z , k=0,...n—1,

J J

pois

J

A seguir, fazemos outras observagoes.
1) Considere as matrizes de Dirichlet

M(n,a) = Lei”"(j_k)2/”, j,k=0,1,...,n—1
n
vistas na segao 2.3. Ali, mostra-se uma maneira de transformar tal matriz
em uma outra, M'(n,a), que é estocastica desde que na seja par. O método
visto ali ndo funciona para M(3,1) por exemplo. Para resolver esse caso,
tentamos usar uma idéia baseada em [38], onde se usa o maior autovalor de
uma dada matriz positiva A e o seu autovetor a direita para transforma-la em
estocastica. Mas aqui temos apenas matrizes complexas, entao necessitamos

de algumas adaptacoes.
A matriz M(3,1) é

1 1+iv3  —1-iv3
1 1+iV3 2 1+12'\/§
M@1)=—% 3 L ==
—1—2\/5 1—|—2\/§ 1
2 2

Os autovalores e autovetores sao, respectivamente,

—i ) (17 _17 1)7

>

it +

2

Gostariamos de escolher de alguma maneira natural um dos autovalores de
M (3,1). Note que a norma dos dois autovalores é 1.

, (1,1,0),(=1,0,1).
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Defina T : M(3,C) — M(3,R) a aplicagao
A Ag,

onde (AR)U = Re(AU)
Defina a aplicacao tq. : M(3,R) — R dada por

tmas: .
A T8 malior autovalor de A.

A idéia é associar a matriz M (3,1), uma outra, T(M(3,1)), que possui
coeficientes reais e tomar o seu maior autovalor. Esse autovalor estd associado
de maneira natural com um dos autovalores da matriz original M(3,1) da
seguinte maneira. Definindo

/\0 = tmaw(T(M(g’ 1)))7

tomamos o autovalor A\; de M(3,1), onde A\; = (1), e y: C — C é o unico
caminho que leva um autovalor de M (3,1) até Ay = ~(0). Vamos explicar
com mais precisao esta ultima idéia.

Defina a familia de matrizes M (3,1;t), ¢t € [0,1] dada por

1 1+tiV/3  —1-tiV/3
1 ‘ 2 2
M3, 1;t)=— [ v g L

2
—1—tiv/3 1443 1
2 2

E claro que M (3,1;1) = M(3,1) e que M(3,1;0) = T(M(3,1)). O espectro

da familia M (3,1;t) é formado por trés curvas, 7, ¢ e 7, onde uma delas

(que chamamos de v acima) tem como um de seus extremos o maior dos

autovalores de T'(M (3, 1)), que chamamos Ao = 7(0). Entao o que fazemos é

escolher o autovalor no outro extremo desta curva, ou seja A\ = y(1).
Continuando, obtemos

1 L _1
M@ =~ L1 Y
VB o g
2 2

Daf, alguns célculos simples mostram que Ao = v/3/2 e que A\, = (i +
V/3)/2 é o autovalor de M (3,1) encontrado de acordo com a regra postu-
lada acima. Um autovetor r com entradas positivas, e tal que ZT‘JQ =1,¢

r= (\/6/6, \/6/3, \/6/6) Agora, procedendo de maneira analoga ao método
em [38], definimos

1 .

M'(3,1)(i ) = +-M(3,1) 2

1 T
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Escreva o = (14 4v/3)/2. Entdo
M'(3,1)(1,1) = M'(3,1)(2,2) = M'(3,1)(3,3) = 2/(3 + iV/3)
Mais algumas contas simples nos fornecem
2 da 2«

1
2 Q

M’(B, )= — «
3+ @\/§ —2a 4o 2

que € linha estocastica, mas nao é unitaria.

2) Considere o seguinte lema [14]:

Lema 6.3.2 (Wielandt) seja A = (a;;) matriz irredutivel nao negativa de
ordem n e C' = (¢;;) wma matriz quadrada compleza de ordem n. Suponha
que

ct < A (6.14)
Entao para todo autovalor v de C' wvale que
vl < (6.15)

onde r € o maior autovalor de A. Além disso, vale a igualdade se e somente
se
C =eYDAD™, (6.16)

onde €% = v/r e D é uma matriz diagonal cujos elementos ndao nulos tem
mddulo 1 (vale que DT =1).

A prova deste lema encontra-se no Apéndice deste capitulo. Um possivel
trabalho futuro baseado neste lema ¢ o seguinte: dada uma matriz complexa,
obter um método de normalizagao a partir da matriz moédulo associada, o
que pode fornecer um método mais geral do que o obtido no item 1).

3) Para que uma matriz estocéstica com entradas nao nulas seja a matriz
de uma cadeia de Markov quantica, precisamos ainda que ela seja unitaria.
Para este fim, devemos determinar se é possivel adaptar o método acima de
modo a fornecer a propriedade unitaria.

Podemos obter uma condicao para que uma matriz normalizada na forma
do item anterior seja unitaria:

Lema 6.3.3 Seja
. .o .\r
A(Zvj) = XM(Z7])_j
onde M € uma matriz complexa, X € um autovalor nao nulo de M e r um
autovetor associado a A com entradas nao nulas. Se vale que A € unitdria,

temos:
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1. Para todo 1,

DM@ R = NP
k

2. Para i # j,

> M, k)M (j,k)r} =0
k

Prova Temos:

> Auwdiy = Y AnAu = Y (1N MG,K) (/NG k)

7 rj

1 —
=— M (i, k)M (3, k)r:
|>\’2Tﬂ“j g (4, k)M (g, k)ry,
Se A é unitaria entao para ¢ = j, vale a seguinte condicao:

DM R = NP
k

E se i # 7, vale
> M{(i, k)M(j, k)ri =0
k

|
6.4 Apéndice
Proposicao 6.4.1 (Perron-Frobenius) Seja A =|| a;; || wma matriz com
entradas estritamente positivas, 1 < 1,7 < n. FEntao existem A > 0 e vetores

w=(ug, - ,uy) ev=_(vg,-,v,) tais que

1. u;>0,v;,>0, 1<1<n

n n
2. Zaijuj:)\ui,lgigne Zviaij:)\vj,lgjgn
=1 i=1

(i.e., u € autovetor a direita de A e v € autovetor a esquerda de A).
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Prova Esta prova segue [37]. Seja A matriz com entradas positivas. Mostremos
que existe pelo menos um vetor u com coordenadas positivas, e A > 0, tais

que
n

Zaijuj:)\ui s 1 S’LS’NJ
j=1

Considere o conjunto convexo H de vetores h = (hq,---, h,) tais que h; > 0,

1<i<ne Z?:l h; = 1. A matriz A determina uma transformagao continua
A:H — H, dada por Ah =R/, onde

. > i aijh;
CY i D aihy

O teorema do ponto fixo de Brouwer [27] nos diz que tal aplicacao possui
pelo menos um ponto fixo. Se u é tal ponto fixo entao Au = u, ou seja,

D i1 il

DD ST

Fazendo A = Y1 | > 7" a;ju;, obtemos o que querfamos.

Us;

Considere a matriz A" =|| af; ||, ai; = aj;. Pela primeira parte do lema,

podemos obter \* e v tais que Alv = \*v, ou seja,

Zn: a;iv; = A\,
j=1
e v; > 0. Além disso,
Mu, v) = (Au,v) = (u, Av) = \*(u,v)
o que implica A = \*.
O

Proposicao 6.4.2 Se py,---,pr € q1, -, qr sao distribuicoes de probabili-
dade, com p; >0,1=1,---,k, entao

k
Y qlogE >0
i=1 pi

com igualdade valendo se e somente se p; = q;, i = 1---,k (por convengao,
escrevemos 0log0 = 0).
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Prova a desigualdade é evidente no caso em que p; = ¢; porque log1 = 0.
No caso geral, observe que a fungao p(z) = —xlogx é estritamente concava,
pois ¢"(x) < 0. Como

k

o3 pi ) =23 a) = (1) =0,

i=1
entao

k k k k
o> a4) > Zpisp(%) = Zpi_?i log = = > g log]% > 0.
=1 i=1 ! i=1

4
pl pl i=1 K3

OJ

Uma fungao f é dita T-invariante se f(7'(w)) = f(w). Diremos que uma
propriedade vale em quase toda parte (q.t.p.), ou com probabilidade 1,
se o conjunto dos elementos onde nao vale a propriedade tem medida nula.

Proposicao 6.4.3 (Teorema Ergdédico de Birkhoff) [42] Seja T uma
transformacao que preserva medida em (2, F, ). Seja f fungdo mensurdvel
e integravel. Entao existe K, u(K) =1 tal que para todo w € K,

n—-4oo N,

tim =37 (T w) = f(o)
k=1

(i.e., o limite existe q.t.p.), onde f ¢ T-invariante e vale que

[ fdn= [ su

Se T ¢ ergodica para p entao f = [ fdu g.t.p.

Um espago vetorial X com uma topologia 7 é um espago vetorial
topoldgico se a soma é uma funcao continua de X x X em X e se a mul-
tiplicacao por escalar é uma funcao continua de R x X em X. Um espaco
vetorial topoldgico é dito localmente convexo se podemos obter uma base
para a topologia formada por conjuntos convexos.

Proposigao 6.4.4 (Krein-Milman)/39/[6/[10] Seja K um conjunto con-
vexo compacto em um espago vetorial topologico localmente convexo. Entao
a interseccao de todos os conjuntos convexos fechados contendo os pontos
extremos de K € o proprio K.
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6.4.1 Prova do lema de Wielandt

Aqui provamos o lema de Wielandt. Esta exposigao é baseada em [14].

Sejam A e B matrizes reais retangulares de mesma dimensao m X n,
A = (a;;), B = (b;;). Escrevemos A < B (ou B > A) se
aijgb,-j s @zl,m s jzln
Em particular, quando A > 0, diremos que A é nao-negativa. Se o sinal de
igualdade puder ser omitido em todas as desigualdades acima, escreveremos
A < B (analogamente, quando A > 0, diremos que A é positiva).

Denotamos por C a matriz médulo C, obtida a partir de C' quando
todos os seus elementos sao trocados pelos seus respectivos médulos.

Diremos que A é redutivel se pudermos escrever o conjunto de indices
{1,...,n} como sendo uma unido de conjuntos complementares {i1,...,%,}
e {Jj1,...,Ju} (com p+ v =n) tais que

Uijs =0, a=1,...pu, B=1,...v.
Caso contrario, diremos que A é irredutivel.

Vamos obter outra caracterizagao para matrizes irredutiveis. Uma per-
mutacao de uma matriz quadrada A significa uma permutacao das linhas de
A juntamente com a mesma permutacao de colunas. Podemos entao definir
matriz redutivel da seguinte forma: a matriz A serd redutivel se existir uma
permutacao que transforma A em um operador da forma

B 0
(e )
onde B e D sao matrizes quadradas. Caso contrario, diremos que A é ir-
redutivel. Um subespaco coordenado r-dimensional de R™ é um subespago
de R™ que possui uma base {ey, ...,ex,} (1 < kg < ko--- < k, < n).
Existem (Z) subespacos coordenados r-dimensionais associados a uma base
{e1 ...,e,} dada. Assim, podemos definir matriz redutivel de outra forma:

uma matriz A é redutivel se e somente se possui um subespaco coordenado
invariante v-dimensional com v < n.

De agora em diante, a menos que seja especificado, iremos considerar
matrizes A nao negativas (i.e., A > 0).
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Lema 6.4.5 Se A > 0 ¢é uma matriz irredutivel de ordem n entao
(I+A)""1>0

Prova E suficiente mostrar que para todo vetor y > 0, y # 0, vale
(I+A)" 1y >0.

Provaremos a desigualdade acima se mostrarmos que se y > 0, y # 0, o vetor
z = (I + A)y possui menos coordenadas nulas que y. Vamos supor que isso
nao vale. Como z =y + Ay e Ay > 0, vale que a coordenadas positivas de y
correspondem coordenadas positivas de z. E segue da expressao acima que
z nao pode ter mais coordenadas nulas que y. Entao y e z tem as mesmas
coordenadas nulas. Sem perda de generalidade, suponha que

y=(u,0), z=(v,0) u>0,v>0.

(com u e v sdo colunas de mesma dimensao). Escrevendo
A App
A =
( An Ag )
U AH A12 u v
A = =
== ) +(332) (0)=)

e logo, As;u = 0. Como u > 0, segue que Ay; = 0, o que contradiz a
irredutibilidade de A. Isso prova o lema.

temos

OJ

Um corolario conhecido é a seguinte definicao equivalente para matrizes
irredutiveis.

Corolario 6.4.6 Se A > 0 ¢ irredutivel entdo para todo i, j existe p € N tal
que (afj) > (0. Além disso, p pode ser escolhido de maneira que p < m—1 se
1 # j ou entdo de maneira que p < m sei = j, onde m € o grau do polinomio
minimal de A.

Vamos enunciar o teorema de Frobenius.

Teorema 6.4.7 (Frobenius): Toda matriz irredutivel nao negativa A de
ordem n possui um autovalor positivo r que € uma raiz simples da equacao
caracteristica, e a ele corresponde um autovetor com entradas positivas. O
modulo dos demais autovalores é menor ou igual a r.
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Além disso, se A tem h autovalores Ay =1, Xa, ..., Ay, de modulo r entao
esses valores sao todos distintos, sao raizes da equacao

N — b =0,
e o espectro de A € invariante por rotacao de angulo 2w /h.

Este é um importante teorema cuja demonstracao pode ser encontrada
em [14]. Estamos interessados em uma caracterizagao de matrizes complexas
(limitadas em um certo sentido por uma matriz irredutivel) em termos dos
seus autovalores e que serd dada de forma mais precisa a seguir (lema 6.4.10).
Tal formulagao esta relacionada com o teorema de Frobenius.

Dado um vetor real x = (z1,...,x,), £ > 0 fixado, definimos

r, = min
i€{l,...,n} X;

onde

(A%)Z = Z(]J@'jﬂf]' s 1= 1,. ...
j=1

Nesta definicao de minimo, excluimos os valores de ¢« onde x; = 0. Segue
diretamente da definicao que r, > 0 e é o maior niimero 7 tal que

nr < Ax.

Lema 6.4.8 Eziste z > 0 tal que o valor mdximo r da funcdo r, € atingido,

ou seja:
r=r,=maxr, = max min . (6.17)
>0 x>0 4e{l,...,n} I;

Prova Pela definicao de r,, segue que ao multiplicarmos um vetor = > 0,
x # 0, por um numero A, o valor de r, nao se altera. Entao, para calcularmos
o maximo de r,, podemos nos restringir ao conjunto fechado

M:{x:xZO,fozl}.
i=1

Se a funcao r, fosse continua em M, poderiamos obter um méaximo. Entre-
tanto, esta funcao pode ser descontinua nos pontos de fronteira de M onde
uma das coordenadas do vetor se anula. Sendo assim, vamos considerar o
conjunto

N={y:y=I+A)" a2,z € M}.

113



Este conjunto é fechado e limitado, e pelo lema 6.4.5, consiste apenas de
vetores positivos.
Multiplicando a desigualdade

ror < Az

por (I + A)"~1, obtemos
rzy < Ay,
onde y = (I + A)"'z. Entao, pela definigao de r,, obtemos
Ty STy

Assim, ao calcularmos o maximo de r,, podemos nos restringir ao conjunto N
que consiste apenas de vetores positivos. E em N, que é fechado e limitado,
a fungao r,, é continua e portanto assume um valor maximo para algum vetor
z > 0.

O

Diremos que um vetor z > 0 tal que r, = r é um vetor extremal.

Lema 6.4.9 O valorr definido no lema anterior € positivo, e é um autovalor
de A (¢ o valor r mencionado no teorema de Frobenius). Todo vetor extremal
z € positivo e € um autovetor de A para o autovalor r. Isto €,

r>0, 2>0, Az =rz.
Prova Seja u = (1,1,...,1). Entao
r, = min ik -
ie{l,..n} —

Dai, r, > 0, porque nenhuma coluna de uma matriz irredutivel pode ser
formada por zeros apenas. Logo, como r > r,, obtemos r > 0.
Agora, considere
z=(I+A)""z,

onde z é um vetor extremal. Pelo lema 6.4.5, z > 0. Suponha por absurdo
que Az —rz # 0. Entao obtemos que

Az —rz2>0= I+ A)"(Az —r2) > 0= Az —rz > 0.

A 1ltima desigualdade contradiz a definicao de r porque ela implicaria que
Az — (r 4+ €)x > 0 para ¢ > 0 suficientemente pequeno, ou seja, obterfamos
re >1r+¢e>r. Logo, Az =rz. Entao

O<z=T+A)"" 2= (1+r)""2

e portanto, z > 0.
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Lema 6.4.10 seja A = (a;;) matriz irredutivel nao negativa de ordem n e
C = (¢;j) uma matriz quadrada compleza de ordem n. Suponha que

ot < A (6.18)
Entao para todo autovalor v de C' vale que
] <, (6.19)

onde r € o maior autovalor de A. Além disso, vale a igualdade se e somente
se

C =eYDAD™!, (6.20)

onde ¥ = v/r e D é uma matriz diagonal cujos elementos ndao nulos tem
mddulo 1 (vale que DT =1).

Prova Considere y um autovetor de C' correspondente ao autovalor ~:

Cy=vy, v#0. (6.21)

Como CT < A, vale que Ctyt < Ayt. Além disso,

Cy=0>_c1iyir-- > _ i) » W= (W1, VYn)

% 7

= Ctyt = O lewil, - Y lewtil)  IrlyT = (vl - vl

De C'y = vy, obtemos:

Ivy;l = |chiyi’ < Z|Cjiyi| , J=1...n
i=1 i=1
o que implica
Iyly" < Cry (6.22)

Logo,
Yyt < Oyt < Ay* (6.23)

pelo que vimos antes. Como por definicao 7,+ ¢ o maior niimero tal que
+ +
ryryt < AyT,

concluimos de (6.23) que
|’7| S Ter S r.
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(a segunda desigualdade acima segue de (6.17)). Isso prova a desigualdade
(6.19) que enunciamos.

Analisemos agora o caso em que |y| = r. A ultima desigualdade nos
fornece r,+ = r = max,>( ;. Segue dai que y* é um vetor extremal para A,
yt >0 e que y* é autovetor de A para o autovalor r. Entao ryt = Ay™ e a
desigualdade (6.23) se transforma em

Nyt =ry" = Ayt =CTy". (6.24)

Entao como Ct < Aeyt > 0, segue de Ay™ = CTyt & (A-CH)yt =0
que

Cct = A (6.25)

Seja y = (y1,...,Yn), onde y; = |y;|e"?’, j = 1,...n. Defina a seguinte
matriz diagonal
D ={e"", ... e¥}.

Entao, vale que
y = Dy".

Escrevendo 7 = re' e substituindo a expressao acima em (6.21), obtemos

Fy* =ry*, (6.26)

onde

F=e¢%D'CD. (6.27)
Comparando (6.24) com (6.26), obtemos

Fyt =Cty™ = Ay™. (6.28)

Mas por (6.27) e (6.25),
Ft=C*=A

Logo, obtemos a partir de (6.28) que
Fyt = Fty™.
Como y* > 0, afirmamos que isso implica que
F=Ft
Provamos esta ultima afirmacao no caso de dimensao 2. Seja
r=(ta)=r=( i)
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Entao

- b_‘b’ U1 0
Fyt = Fryt = (F— FHy* =0 | ¢~ )( ):( )
yr=Ey = =y (c—|c| a—1d )\ v 0

Dai escrevendo a =z + iy, b = z + iw,
(a—Tlahyr + (b= b))y = 0 & (z + iy — |a))yr + (2 + iw — [b])y = 0
o que implica, em particular, que
(—lahyr + (z = b)ge =0 & (z — Va2 + )y + (2 — V22 + w)yo = 0

Os termos entre parenteses na tltima expressao sao menores ou iguais a zero,
claramente. Mas nao podem ser estritamente menores que zero (pois o fato
de que y1,y2 > 0 implicaria que a expressao acima é negativa). Logo,

r—Val+y?=0=x=laley=0=a=]|q

z2—V2+uwr=0=z=blew=0=b=|)

Analogamente para c e d. Logo, F' = F*.
Mas
F=Ftse¥D'CD = A

Logo,
C =e¥DAD™
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Capitulo 7

C*-algebras e cadeias de
Markov quanticas

Faremos aqui uma descricao breve de cadeias de Markov quanticas no con-
texto de dlgebra de operadores. Essa formulagao é baseada na construcao
original feita por L. Accardi em [1] e [2], por exemplo.

A vantagem de se estudar cadeias de Markov quanticas no contexto de
algebras reside no fato de que podemos fazer uso do instrumental construido
nesse ambiente para se tentar descobrir estados de equilibrio, um problema
importante em mecanica estatistica quantica. Discutiremos brevemente a
relacao entre os estados KMS e os estados de Gibbs, mencionados no capitulo
anterior.

7.1 (*-algebras

Definigao 7.1.1 Uma algebra A sobre C é um espago vetorial complexo
equipado com uma operacdao bilinear e associativa e : A x A — A, dita
multiplica¢ao. Para a,b € A, denotaremos e(a,b) simplesmente por ab.

Definigcao 7.1.2 Uma algebra normada ¢ uma dlgebra A sobre C equipada
com uma fun¢do norma a € A — ||a|| € R, que torna A um espago normado,
ou seja, para a,b € A e A € C, temos

1. |la|| >0, ella]| =0=>a=0
2. || Aa|| = |A|||al|, onde || denota o mddulo do nimero complexo A
3. Nla+ bl < llall + [lol],

e que além disso obedece a sequinte propriedade:
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4. |labll < [lallllo]

Naturalmente, podemos nos referir a distancia entre dois elementos de
uma algebra normada, bastando para isso considerar a métrica induzida pela
norma.

Definicao 7.1.3 Uma algebra de Banach ¢ uma dlgebra normada com-
pleta.

Definicao 7.1.4 Seja A uma dlgebra de Banach. Uma involugao em A é
uma funcdo * : A — A tal que para todo a,b € A, A € C, e denotando
¢ :=x(c), Vce A, temos

1. (a+b) =a* +b*
2. (Aa)* = \a*

3. (ab)* = b*a*

4. (a*)*=a

5. el = [l

Definicao 7.1.5 Uma C*-algebra € uma dlgebra de Banach equipada com
uma tnvolucao para o qual vale

la*all = Jlal®, ¥ a € A.

Por exemplo, a dlgebra M, da matrizes de ordem n sobre C é uma
C*-algebra se considerarmos as matrizes como sendo operadores no espacgo
euclideano C™ e se tomarmos a norma de operadores || - || sobre matrizes. A
involucao é dada pela matriz transposta conjugada.

7.2 Cadeias de Markov quanticas

A descricao de cadeias de Markov quanticas dada aqui segue [1] e [28], que
¢ uma construcao conhecida em &lgebra de operadores. Nesse contexto, um
estado em B é simplesmente um funcional ¢ : B — C tal que ¢(1) = 1.

Seja B = B(H) uma C*-dlgebra para um certo espaco de Hilbert fixado
H e seja
A=BBB®---

onde ® ¢ o C*-produto tensorial induzido pelo produto tensorial usual de
espagos de Hilbert.
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Definicao 7.2.1 Uma aplicacdao bilinear £ : B® B — B ¢ dita esperanga
de transigao se for completamente positiva e preservar a identidade.

Definigao 7.2.2 (Cadeia de Markov quéantica associada a um es-
tado) Um estado ¢ em A € uma cadeia de Markov quantica se existir
um estado ¢g em B e uma esperanca de transi¢cao £ tais que

¢(a0®a1®...®an®1®...)

= ¢o(E(a @ E(ay @ -+ @ Ean1 ® E(an @ 1)) --+)), (7.1)

para quaisquer a; € B, 1 =0,1,...n.

Prova-se em [2] que toda esperanga de transi¢do tem a forma
E(x) =try(D_ KaK;) (7.2)
J

onde z, K; € B®&® B, 7 = 1,2,... e try é o traco parcial com respeito ao
segundo fator. O indice j percorrera apenas um subconjunto finito de N se
H for de dimensao finita, e esse sera o caso considerado aqui.

Seja dim(H) = d < oo e seja {e; }4_, uma base ortonormal para H. Neste
caso, B(H) = My, onde M, é a algebra das matrizes d x d. Para simplificar,
iremos supor B(H) = M.

Para cada K € B ® B, temos a expressao

K= Z ’€n><€n/’ ® Kn,n’, (73)

n,n’

onde |e,){e| é a matriz cuja posigao (n,n’') é igual a 1, e as outras posigoes
sao nulas. Denotaremos por D a sub-algebra diagonal de M, correspondente
a base {e;}4_,.

Mostraremos agora como uma cadeia de Markov cldssica {X,,}22;, com
valores no conjunto {1,...,d}, em um espaco de probabilidade (£2,P) com
distribuigao inicial p e matriz de transigaio P = (p;;) pode ser vista como
sendo uma cadeia de Markov quantica. Procedemos da seguinte maneira:

1. Defina
/ot 0 . 0
0 Pz - 0
Kl,n,n = . . ’ . (74)



Kipw =0, sen#n, (7.5)

Kippm =0, Vm > 2. (7.6)

2. Defina ¢y em D C B por

pr 0 -+ 0
0 pp -+ 0
Go(-):=tr| | . . .. (7.7)
0 0 - pg
E facil verificar que
Ei(x) == tro( KixKy), (7.8)

onde Ky := ) |en){en| ® Ki ., é uma esperanca de transigao, e é tal que
E(feg)=f&(lwyg) , Vf,geD (7.9)

e vale que ¢y é um estado em M. Portanto (¢g, &) é uma cadeia de Markov
quantica e além disso tal cadeia quantica restrita a sub-algebra diagonal D
é simplesmente a cadeia de Markov classica dada inicialmente.

Observe que a escolha de (¢g, £) ndo é unica. De fato, podemos trocar a
matriz

pr 0 - 0

0 py -+ 0

0 0 - pg
por qualquer outra matriz densidade wy que possua na diagonal os elementos
{p1,...,pa}. Além disso, podemos trocar K , ,, por qualquer K, ,, que possua

a propriedade
KpnK (3,7) = png, ¥ j=1,...d.
Denote por
Ko=) len)(en] ® Ky

e defina
g()() = tTQ(Kg : K())
Entao, (tr(wo-),&(-)) também ¢ uma cadeia de Markov quantica obtida a

partir da mesma cadeia classica (p, P = (p;;)) e além disso, restringindo as
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duas cadeias quanticas (tr(wo-),E(+)) e (¢, &1) ao conjunto D, obtemos a
mesma cadeia de Markov classica (p, P = (p;;)).
Observacao Note que se

E(D®D)CD, (7.10)

entao podemos considerar a matriz densidade inicial wy como sendo diagonal,
ja que os elementos fora da diagonal nao sao usados neste caso.

Proposicao 7.2.3 [28] Uma esperanca de transicio € leva DRQD em D se e
somente se para cadar,r’,n € {1,...,d}, comr #r', a matriz Zj Kjny K
€ tal que os elementos de sua diagonal sao iguais a zero.

Definigao 7.2.4 (Cadeia de Markov quantica associada a um processo
estocdstico cldssico) Dizemos que um processo estocdstico classico {X,}22,

que toma valores em {1,...,d} em um espaco de probabilidade (2, P) é uma
cadeia de Markov quantica (¢o,E) se € satisfaz (7.10) e se as distribui¢oes
conjuntas sao as mesmas, ou seja, para cada n € N, i, € {1,...,d}, k =

1,...n, temos
P(onio,Xl :7/177Xn:7/n>

= (lew) (€] @ lei)(en| @ -~ @ les, ) (e ) (7.11)
= Po(E(lew) (eio| @ E(len) (ein| @ -+ @ E[eq, 1) (ein | © Eles, ) e, [ @ 1)) ---))

Definig¢ao 7.2.5 (Cadeia de Markov clédssica associada a uma cadeia
quantica) Uma cadeia de Markov quantica (¢o,E) € uma cadeia de Markov
classica na sub-dlgebra diagonal D se (7.10) vale e se

Ela®b)=a E(1®D), ¥V a,beD. (7.12)

Teorema 7.2.6 Seja {X,}>°, um processo estocdstico clissico {X,}22,
que toma valores em {1,...,n} em um espago de probabilidade (2, P). Entao
{X,}52, € uma cadeia de Markov quantica se e somente se existe uma me-
dida de probabilidade py em {1,...d} e uma matriz cibica (de 3 indices)
T = (T;;x) com as sequintes propriedades:

Tk >0, ¥ jike{l,.. .d} (7.13)
> Tix=1,Vje{l,...d} (7.14)
ik

P(Xo=j)=Y po(i)Ljir, ¥ je€{L,...d}, (7.15)

i,k
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e tal que a distribuicao conjunta é dada por
P(Xo =i, X1 = i1,...,Xn = ip)

= Z pO (j)j—?jyiOJOCZ}Oyilajl e 7—.17'n727;n71jn71ernflinjn' (716)

3530501 5++3dn

Em [28], temos ainda a prova do seguinte:

Teorema 7.2.7 Seja {X,}>°, um processo estocdstico clissico {X,}22,,
que toma valores em {1,...,n} em um espago de probabilidade (2, P). Entao
temos que {X,}22, € uma cadeia de Markov quantica se e somente se existir
uma cadeia de Markov cldssica {(Z,,Y,)}°2, tomando valores em {1, ..., d}>
em um espago de probabilidade (P',€Q)) com as sequintes propriedades:

1. A probabilidade de transicao

PG =P ((Zn, Ya) = (1) (Zn-1, Yor) = (3,4))  (7.17)
€ independente de 1.

2. Eziste uma distribuicao de probabilidade py em {1,...,d} e uma dis-
tribuicao inicial para {(Z,,Y,)}22, dada por

P'((Zo,Yo) = (j,4)) = Y po(k) T (7.18)

(onde Ty,; ; foi determinado no teorema 7.2.6), tais que

P(XO == iOaXl == ila--'aXn = ’ln) - P/(}/O - 2'0,}/1 == ’il,...,Yn == ’Ln)
(7.19)

Corolario 7.2.8 Se a cadeia de Markov quantica (¢o,E) em @y Mq tem a
propriedade de que £ leva D @ D em D entao o processo estocdstico cldssico
obtido pela restri¢io de (¢o,E) a sub-dlgebra diagonal D é estocasticamente
equivalente a sequnda componente de uma cadeia de Markov classica

{(Zn, Ya)} oo,

que toma valores em {1,...,d}, e que possui as propriedades 1 e 2 do teorema
7.2.7.
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Teorema 7.2.9 A cadeia de Markov quantica (¢g,E) é uma cadeia de Markov
classica sobre a sub-dlgebra diagonal se e somente se os operadores K, dados
por

KJ = Z |€n><6n/| ® sznvn,7

n,n’

tem a forma

Kj = Z |€n><en| & Kj,n,n7 v .] = 1a s >d' (720)

Observagao A férmula (7.20) significa que cada um dos K é diagonal
em blocos de ordem d?, ou seja,

K1 0 e 0
0 Kjz9 --- 0
0 0 o Kjag
onde cada Kj;;, [ =1,...,d, ¢ uma matriz de ordem d.

7.3 CAR (C*-algebras e estados KMS

Fazemos aqui uma breve introducao as CAR C*-édlgebras e aos estados KMS.
Uma referéncia bésica para o assunto é [8].

Definigao 7.3.1 Uma x-algebra A é uma dlgebra associativa sobre os com-
plexos, munida de uma involugcao que é um antiautomorfismo antilinear, ou
seja,

4. (wv)* = v*u*,
para todo u,v € A, ¢ € C.

Um homomorfismo entre algebras f : A — B é um *-homomorfismo se
for compativel com as involugoes de A e B, ou seja, se

f(a*) = f(a)*, Va € A.

E f sera um *-isomorfismo se for uma aplicacao bijetora.
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Definigao 7.3.2 Uma C*-dlgebra A tal que seus elementos satisfazem as
relacoes de anticomutatividade canodnicas

{a’k7 aj} =0

{a, a;} = 0y,
onde ay, etc. sao elementos de A, e {-,-} € o anticomutador, é dita CAR
C*-dlgebra.

O préximo teorema, cuja prova pode ser vista em [8], é a base de estudo
de tais algebras.

Teorema 7.3.3 Seja 'H um espago de Hilbert e sejam H;, i = 1,2 duas
C*-dlgebras geradas pela identidade 1 e elementos a;(v), v € H satisfazendo:

1. v a;(v) € linear,
2. {ai(v),a;(w)} =0,
3. {ai(v),a;(w)*} = (v, w)1,

para todo v,w € 'H, 1 = 1,2. Entao existe um unico x-isomorfismo o : Hy —

Ho tal que
a(ar(v)) = az(v),

para todo v € H. Portanto, existe uma tnica C*-dlgebra A = A(H) = A(H),
a menos de x-isomorfismo, satisfazendo as relagoes de anticomutatividade

canénicas sobre H. Além disso, se H tem dimensao n, temos que A(H) é
1somorfa a C*-dlgebra das matrizes compleras 2™ x 2™.

Seja U a CAR-algebra com geradores a; e respectivos adjuntos a}, ¢ € I,
onde o conjunto de indices I é discreto, enumeravel e totalmente ordenado,
contendo possivelmente um menor elemento j_ e/ou um maior elemento j, .
Se I nao contém nem 7, e nem j_ entao podemos fazer a identificagao I ~ Z.
Se contém apenas j, entao I ~ Z_; se contém apenas j_ entao I ~ Z, .

Os geradores {a;,a] } ;¢ satisfazem as relagoes

{af, ar} = 0k, {aj,ar} ={a],a;} =0, j kel

O automorfismo de paridade de U é denotado por ©. Para qualquer subcon-
junto A C I, a C*-sub-algebra de U gerada por a;, &;r, para j € A é denotada
por Uy. Sabemos que U é uma algebra Zs-graduada, com © sendo o auto-
morfismo da graduagao. Sabemos também que a CAR-algebra é isomorfa ao
produto C*-tensorial infinito ), M>(C).

125



A fim de obter estados periddicos ou invariantes por translacao, consi-
deramos apenas esperangas quase-condicionais (ver definicdo a seguir) ©-
invariantes, a menos que especificado em contrario.

Uma notacao comum em algebra de operadores é a seguinte. Se A, B
sao algebras, n € N, escrevemos

Vale uma notacao analoga para operadores.

Definicao 7.3.4 Sejam W C V C U C*-dlgebras com unidade. Uma es-
peranca quase-condicional com respeito a essa tripla ¢ uma aplica¢ao
E U — YV tal que € completamente positiva, preserva a identidade e

E(wu) =wE(u), ueld ,we W

Definicao 7.3.5 Um estado ¢ em U ¢é dito estado de Markov se para cada
J- <7 < jy existe uma esperanca quase-condicional E, com respeito a tripla
Up—1y C Uy C Upn11y satisfazendo

¢n+1) ok, = ¢n)
En(u[n,n+1]) - u{n}

Definigao 7.3.6 Uma esperanga condicional (de Umegaki) F : A —
B C A é uma proje¢ao de norma 1 da C*—adlgebra A em uma C*-sub-dlgebra
B (com a mesma identidade I).

Quando A é uma algebra de matrizes, a estrutura de tal esperanca condi-
cional é bem conhecida [3]. A prova da seguinte proposicao pode ser vista
em [3]:

Proposicao 7.3.7 Seja ¢ um estado da CAR-dlgebra. Sao equivalentes:
1. ¢ € um estado de Markov.

2. as propriedades listadas na definicao 7.3.5 sao satisfeitas se trocarmos
as esperancas quase-condicionais FE, por esperancas condicionais de
Umegaki E,.

3. Para cada j < j, existe uma esperanga condicional £,y : U — R(Ey)) C
Uy satisfazendo

¢ % gn) = ¢
Eny(Uin) € Upny (7.21)
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4. As propriedades listadas no item 3 sao satisfeitas se trocarmos as es-
perangas condicionais £,y por esperancas quase-condicionais Ey).

Na prova desta proposicao, consideramos a restricao e,, := En‘u[n,n s due
¢ uma aplicagao completamente positiva, que preserva a identidade. Fazendo
uso de um limite

N

-1

(en)t>

(]

1 1
Ep 1= 1]£nk 2

o, o

obtemos uma esperanca condicional que deixa invariante o estado ¢. Com

isso, chegamos ao seguinte lema [3]:

Lema 7.3.8 Seja ¢ um estado de Markov na CAR-dlgebra e {€;}; <j<;, a
sequéncia associada de esperancas condicionais. Entao

Py - 21) = o((er(Trerrr(Thyr - a1 (Tiazr) -+ +)))

para todo k.l € I com k <l e xpxpyy---x_12; qualquer gerador linear de

Upgy)-

Definigao 7.3.9 Seja A uma C*-dlgebra, 5 € R e seja a : R — Aut(A)
uma acgao fortemente continua. Um estado ¢ satisfaz a condigao KMS
para o a temperatura inversa 3 se

p(vaig(u)) = ¢(uv)
para todo u,v € A, com u inteira para c.

Em teoria quantica de campos descreve-se um sistema fisico a partir de
uma C*-algebra A com unidade. Os elementos autoadjuntos de A (tais que
u* = u) sdo ditos observaveis do sistema. Como vimos antes, um estado do
sistema é definido com sendo um funcional C-linear ¢ : A — C, com ¢(uu*) >
0, tal que ¢(1) = 1. Determinar a existéncia e a unicidade de estados KMS
é importante para se estudar a mecanica estatistica de uma teoria quantica
de campos. Por exemplo, considerando o espaco dos operadores compactos
em um espaco de Hilbert dado, pode-se mostrar que o tnico estado sobre
esse espaco que satisfaz a condigao KMS acima com respeito ao valor 3 é o
estado de equilibrio canonico de Gibbs

r e’ﬁK
wpu(A) = %a

onde K = H — uN, H é o hamiltoniano autoadjunto e N é o operador
nimero, respectivamente. Para mais detalhes, veja [8].
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7.4 Moeda quantica revisitada

Consideremos aqui a moeda quantica (ver se¢ao 8.2). Tal sistema é bastante
simples em dimensao 2, dependendo de um unico parametro real x € (0, 1).

Como antes, sejam u, v € C tais que u+v = 1, |u|?*+|v|? = 1. Vimos que
as probabilidades de transicao independem do tempo, e mais especificamente
que P;(0) = |ul?, Py(1) = |v|>. Vamos mostrar que a moeda quantica, vista
como uma cadeia de Markov quantica algébrica (i.e., via algebra de opera-
dores) nos permite obter, como é desejavel, estas mesmas probabilidades de
transicao.

Seguimos a construgao feita no inicio da segao 7.2. Se p;; ¢ a probabilidade
de transicao do estado i para o estado j, temos que poy = p1o = |ul?, por =
p11 =1 — |ul? = |v|* e portanto,

_ _( VPoo O _( vPwo O o fu] O

Para ilustrar os célculos envolvidos mostremos, por exemplo, que

P(Xo =0) = ¢(|eo){eol) = |ul?,

P(Xo=0,X1 =1) = ¢(|eo) (eo| © lex)(ea]) = |uf*|v]*.
Temos:
d(leo){eol) = @o(E(len)(eo] ® 1))

Mas

E(leo){eo| ® 1) = tra( K (leo)(eo] ® 1)K7)

= tra(([eo) (ol ® Ko,0,0)"(|€0) (€0 ® 1)(Jeo)(eo] @ Ko,,))
= tra(([eo) (ol ® Ko,0,0)(leo){eol @ Ko.0))
= try(leo) (eo] ® Ko )
_ |eg>(eo|tr( \%I2 |S|2 ) = Jeo){eol.

Logo,

¢(leo)(eol) = ¢o(leo) (eol)

(5 (3 )] (8 )

como era de se esperar.
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Analogamente,
P(Xo=0,X1 =1) = ¢(|eo)(eo| ® |ex)(en])

= do(E(|eo){eo] © E(ler)(ea] ® 1))

Mas
Eler)(e| ®1)

= tra((leo) (eo| ® Koo,0 + [e1)(e1] @ Ko,11)"(|e1)(er] @ 1)(|eo){eo] @ Koo+
+ler)(er] ® Koq1))
= tra((leo) (o] ® Koo + [e1){e1] @ Ko11)"(ler)(er] ® Ko1,1))
= tra(ler)(er]| ® Kg 1 1) = lex) (el

Entao

P(Xo=0,X1=1) = ¢o(E(|eo) (el @ |e1){en]))

Mas
E(leo) (eo| @ ler){en])

= tr2((leo) (€0 ® Ko,00+e1)(e1]® Ko1,1) (|eo) (o] @ |er) (ex]) (|0} (0] ® Ko,0.0+
+ler)(er] ® Koji,1))
= tr2((|eo){€o| ® Koo,0 + le1)(e1] ® Ko,11)"(|€0) (o] ® |e1)(e1[Ko0))
= try(leo) (eo| ® K§ggler)(er) = leo)(eoltr(KG g oler)(enl)
= [v]*[eo) {eol-

Logo,
P(Xo=0,X;=1) = ¢o(E(|eo){eo|l @ [e1){en]))

= aulPlentea =er| (1 ) (10 0)]

ul?lv]? 0
ZtT‘<‘ ’0‘ | 0 ) :|u|2|v|2‘
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Capitulo 8

Apendice: Processos de
Markov quanticos

Neste apéndice fazemos uma descri¢ao de processos de Markov quanticos. Tal
construcao é mais elaborada do que a usada para cadeias de Markov quanticas
e permite o estudo de sistemas mais complicados. Mostramos ainda como a
moeda quantica é descrita nesse contexto. Esta exposigao segue [16].

8.1 Notacoes e definicoes

Um espago de medida pontual é um espaco de medida em que conjuntos
pontuais (isto é, com um elemento apenas) sao mensuraveis. Seja 2 um
conjunto nao vazio, chamado espaco amostral.

Defini¢ao Uma aplica¢ao mensurdvel X :  — S com imagem R(X) C S
¢ uma medicgao se:

1. R(X) é o espaco base de um espago de medida pontual (R(X), Xx, ux),
onde ¥y é uma o-algebra de R(X) e uy é uma medida real sobre Y.

2. para cada r € R(X), X~!(z) é o espago base de um espago de medida
(XH(2), 2%, u%), onde Y% é uma o-dlgebra de X~ (z) e p% é uma
medida real sobre ¥%.

Observacao Em processos estocdasticos e em aplicagoes de mecanica
quantica baseadas em amplitudes de transicao, estamos interessados nos ele-
mentos de R(X) (os resultados das medigoes), e ndo no conjunto §2 ou nas
fibras X !(x), z € R(X). Entretanto, seguiremos a descrigaio dada em [16]
porque ela é util para se descrever a interferéncia entre medicoes.
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No caso de N-cadeias quanticas, supomos que S = {sg,...,S,_1} é um
conjunto finito, 2 = S™, e que naquele caso uma medi¢gao X : Q@ — S
é uma aplicagao tal que X '(s;) € A (onde A é uma o-dlgebra fixada de
Q), >3, P(X7'(s;)) = 1. A menos que seja especificado, iremos supor que
) = S" para algum n. Ainda, iremos supor em geral que S = R(X) é finito
ou enumeravel.

Alguns exemplos:

1. Moeda quantica. Neste caso, 2 = {0,1}", S ={0,1}, X : {0,1}" —
{0,1} é Xi(z1,...,2,) = xk, R(X) = {0,1} e pux, u% sdo medidas da

contagem.
2. Mecanica quantica discreta. Neste caso, S = {sg,...,Sx} onde s; é
um estado que o sistema pode assumir, @ = S™* X; : QO — S,

Xj(50, -5 80) = 85, B(X;) = {s0,... 51} e i, p sdo medidas da con-
tagem em S e em X !(s), respectivamente. Vemos que este exemplo
possui uma estrutura semelhante ao da moeda quantica mencionada
acima.

3. Mecanica quantica discreta com amplitudes de Feynman. Este é um
caso particular do anterior. Sejam a,m € Z. Seja o = 27w/m e para
i=0,...,m—1, defina k; € R?, ||k;|| = 1, Z(kiy1, ki) = a. Seja

V={veR:v=> ¢ , ¢ €{ko,... . km1},n €N}

j=1

Pensamos em V' como sendo um espaco de configuracao discreto, e que
estd associado a um espaco de fase discreto

S={(v,kj):veV,j=0,...,m—1}
Entéo, 0 = Sn+1, (§ Xj Q- S, Xj((’(]o,ki(o)),...,(’Un,l{?i(n))) =
(v, Kiy))-

Definigao Se X ¢é mensuravel, o conjunto de eventos de X ¢é definido por
E(X)={X"YB): BeXx},
o qual é uma o-algebra de subconjuntos de 2.

Definicao Uma funcao a : 2 — C ¢é uma densidade de amplitude
(para a medicao X) se

Ax(z) = /X e € L0, ) (8.1)
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onde, é claro, supomos que a|X~!(z) € LY(X~(z), X%, u%), para cada x €
R(X) e ainda que

Axl? = [ JAxPdx =1 82)

Veremos no exemplo da moeda quantica que se u,v € C, com v+ v = 1,
lu|> + [v|*> = 1, entdo definindo a :  — C, a(w) = u*v"* onde n é o
comprimento de w e k é o nimero de “caras”(ou zeros) na seqiiéncia, vale
que a é uma densidade de amplitude para X;(z1, 2, ..., 2,) = ;.

Definigao O espago de probabilidade quantica, denotado por A(€2, a),
é o conjunto das medigoes para os quais a : {2 — C é uma densidade de am-
plitude.

Definigao Seja X € A(Q,a) uma medicdo. Um (X, a)-evento é um
conjunto C' C 2 tal que

Ax(O)(z) := /me—l( )ad;f)”( € L*(R(X),x, itx) (8.3)

onde supomos que C' N X (z) € X% | para todo z € R(X). Dizemos que
Ax(C) é a densidade de amplitude de C determinada por X. Note
que Ax(Q2) = Ax. Denotaremos o conjunto dos (X, a)-eventos por £(X,a).

Vale que £(X) C &£(X,a). Com efeito, seja C' € £(X), entdo C =
X-YB), B € £x. Dai,

X~Yz) sexeB

cmX—l(x)zX‘1<B>ﬂX‘1($>={ 0 sex ¢ B

Em qualquer caso, C N X '(z) € ¥%. E ¢é claro que a aplicagao Ax(C) €
L2(R(X)v ZX::uX)‘ L0g07 S(X) - E(Xa Cl)-

Definigao Seja C' € £(X,a). Definimos a (X, a)-probabilidade de C
como sendo

Pya(C) = / A (C)Pdux = [ Ax(C)[]?

Lema 8.1.1 Seja C € £(X,a), B € Xx. Entio X" '(B)NC € £(X,a) e
AX(X_1<B) N C) = 1BAX(C)

Prova E claro que X 1(B)NC € X%, para todo 2 € R(X), e além disso,

CNnXYz) sex€B

XY B)nCnX ) :{ 0 <z dB
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Portanto,

Ax(X_l(B) N C) = / ad/f)ﬂ( = 1BA)(<C)
X-1(B)nCnX—1(x)

Como Ax(C) € L*(R(X),Xx, ux), temos que 13Ax(C) € L*(R(X),Xx, iux)
e portanto (8.3) vale.

O
Aplicando o lema 8.1.1, obtemos

Ax (X HB)) = Ax(XH(B)NQ) = 13Ax(Q) = 1A%

“dux(z) (84)

PX,a(Xl(B)):/ |Axf2duxz/ ‘/ adp’y
X-1(B) xX-4B) ' JXx-1(a)

Concluimos de (8.2) e (8.4) que Px, ¢ uma medida de probabilidade em ¥ x
que chamamos de distribuicao de X.

Definigao Seja X,Y € A(Q,a). Dizemos que X nao interfere em Y se
E(Y)C&(X,a), e para cada B € Xy,

Px (Y Y(B)) = Pyo(Y"'(B))

Nesse caso, a distribuicao de Y é determinada quando realizamos a medicao
X. E fcil mostrar que nao é uma relacao simétrica em geral. Para ver como
esta definicao extende a de cadeias de Markov quanticas, considere X e Y
medigoes. Pela primeira definicao, temos que se X nao interfere em Y, entao

PlY =sj| = "le[y =5, X =1y

k=0

O lado esquerdo da igualdade pode ser escrito como
PIY = s;] = / Ay Pdpy = Pra(Y™'(s;))
Y=1(s5)
E o lado direito como

>/ AxPani = [ JAxPdux = P07 (s)
z JY l(s;)NX"1(z) Y—1(s;)
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Definigao Dizemos que X ¢é independente de Y se E(Y) C £(X,a) e
para cada B € Yx e C € Xy,

Pxo(X7H(B),YH(C)) = Pxo(X(B)) Px.a(YH(C))

Se X for independente de Y entao PXa(B]Y_ (C)) = Pxo(X7Y(B)) para
todo B € Xy e C' € 3y com Px (Y 1(C)) # 0.

Seja T um subconjunto nao vazio de R e suponha que existe uma medigao
X € A(Q,a) paracada t € T

Definigao Dizemos que (X;)er é um processo estocastico quantico
(QSP) se para cada t,s1,...,s, € T, com s; < t,j7 = 1,...n e para cada
B; € ¥4 (onde s(j) = s;), temos

MX: (B € E(Xuva) (85)

A equagao (8.5) afirma que uma medi¢do no presente pode ser usada
para se obter uma informacao sobre o passado. Isso é mais fraco do que a
afirmacao

() X.0(By) € E(Xy),

ou seja, que a informagao do passado estd contida no presente.

Seja (Xi)ier um QSP em A(Q,a). Para tq,...,t, € T comt; < ...<t,
ex; € R;, j=1,...n, definimos (onde t(n) = t,):

AXt(n) [xn|Xt(n—1) = Tp_1y--.. JXt(l) = (L‘l]

Ax, o [Xbn-1) = o1, -0, Xo) = 1] (20)
AXt(n_l) [Xt(n—2) = Tn—-2,--- 7Xt(1) = 33'1](%71)

quando o denominador nao se anula; caso contrario, definimos o lado es-
querdo como sendo igual a zero.

Definigao Dizemos que (X;);er é um processo de Markov quantico
(QMP) quase-discreto se

1.
Ay (20| Xe(n—1) = Tn—1, . .., Xe(r) = @1]
= AXt(n) [xn‘Xt(n—l) = xn—l] (8.6)
2.
Ax,[Xs=a] € LNRy, Sy, ), Vs, t €T, s <t (8.7)
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x— Ax,[CN XN (2)](y) € LY (R, B4, p1s), Vs <t , y € Ry,

VO eE(X)u<t, e / A, [C'N X1 @)] (9)dps() = Ax, (C)(y)
(8.8)

A seguir analisamos exemplos de QSP’s quase-discretos.

8.2 Exemplos

Para analisar os exemplos desta secao, resumimos as expressoes para ampli-
tude e probabilidade obtidas na se¢ao anterior.
A (X, a)-probabilidade de um conjunto C' C 2 é

2
Pxa(C) = / | / adyi | dpux () (8.9)
CNX—1(z)
e definimos também as amplitudes
Ax(x) :/ adu’ (8.10)
X~ (z)
e
AOw) = [ adiy (8.11)
CNX—1(z)

Iremos dar atencao maior para o exemplo da moeda quantica descrito
a seguir. Primeiro, faremos a construcao de acordo com [16], adotando a
notagao usada ali (isto é, com as férmulas de amplitude e de probabilidade
enunciadas acima). Depois, enunciaremos a construgdo em uma forma que é
mais usual em teoria da medida. Existem outras construcgoes na literatura,
também ditas moedas quanticas, que sao usadas com mais frequéncia [23].

Exemplo 1 Moeda quantica. Sejam u,v € C tais que u+v =1 e |u|? +
|v|* = 1. Uma condigao necesséria e suficiente para que essas propriedades
sejam satisfeitas é que u = 1 —v, 0 < Re(u) < 1 e Im(u) = £(Re(u))/?(1 —
Re(u))'/2. Entdo, vemos que o nimero real 0 < Re(u) < 1 determina u e v
a menos de conjugacdo. Por exemplo, se Re(u) = 1/2, temos u = (1 £1)/2,
v=(1F1)/2.

Seja n € N e seja Q = {0,1}". Para w = (21, 29,...,2,) € Q , defina
Xj(w) = z;, j = 1,...n. Considerando a medida da contagem na imagem
e nas fibras de X, vemos que X; é uma medicdo, j = 1,...,n (para con-
sideragdes sobre cilindros em = {0,1}" , veja observacao abaixo). Entao

’ 2
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(2 representa n jogadas de moeda e X; mede o resultado da j-ésima jogada.

Defina a densidade de amplitude a : Q — C por a(w) = ufv"* onde k é

o niimero de zeros na seqiiéncia w. Pela definicdo (8.10), as funcdes Ax;,
7 =1,...n assumem os valores

Como
|Ax;|)* = / |Ax, [Pdpx; = |Ax,(0)] + [Ax,(1)]* = [ul* + [v]* = 1,

segue que a : {0,1}" — C é uma densidade de amplitude para X;, e X; €
A(Q,a), j=1,...n. Vale que (X})7_; é um QSP.
A distribui(;ao de X; é dada por

2
P o) =[] [ adug | d (o)
X1 ONX;  (2)
2
= ‘/ adp.
X1 0)nX; 1 (0) !

Px,(X; (1)) = |Ax, (D = [of?

Logo, os X; sao identicamente distribuidos.
Vale que os X; nao interferem entre si. Por exemplo,

Po o) = [ f adpid,|dx,
X o)X ()

= |Ax, (X (0)(0)]” + [4;(XH(0) (D)
= |u?* + |uv]* = [uf* = Px,(X,(0))

= |Ax, (0)]* = Ju/*

Py, (X1 (1)) = [Ax, (X ()0 + [Ax, (X (D)) (1))
= |uv]* + [v** = Ju]* = Px, (X;'(1))
Vale também que os X; sao independentes no sentido que definimos acima,

pois por exemplo,
n—1 n— 2
PXj(Xj:Oanzl): )uvzo( ; )ulvn i— 2‘ :|U’2|’U‘2
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Finalmente, vale que (X;) é um processo de Markov. De fato, as equagoes
(8.7) e (8.8) claramente valem. Para verificar (8.6), temos

m—k

k
Axy oy Ktm-1) = Tm—1, -+, Xy1) = 1) () = w0
onde k é o nimero de zeros na seqiiéncia (z1, ..., x,,). Portanto,

u  se x, =0
voosex, =1

Axy ey @m| Xem—1) = Tinr, -+, Xyr) = 1) = {

E ¢ claro que Ay, (2] Xi(m-1) = Tpm—1) tem o mesmo valor.

Observacao 1 Em teoria da medida, o exemplo acima admite uma cons-
trucao muito mais simples. Seja B a algebra gerada pelos cilindros em {0, 1},
Fixe n € N e defina

Bin = {w = (21,72,...) € {0,1}" : o ntimero de 0’s em (z1,...,z,) é k}

Vale que By, ¢ uma uniao de cilindros, e portanto By, € B. Entao a
densidade de amplitude de B,

a(By,,) = uFynk

pode ser vista como sendo uma medida complexa a : B — C, e entao obtemos
uma Unica extensao para a o-algebra gerada pelos cilindros, pelo teorema da
extensao de Kolmogorov. A probabilidade é obtida tomando o médulo ao
quadrado desta medida, o que esta de acordo com os calculos de amplitudes
feitos acima. Ainda, ndo precisamos nos preocupar em definir uma medida
e uma o-algebra na imagem e nas fibras das medigoes.

Exemplo 2 Moeda quantica de 3 lados. Sejam u, v, w € C tais que
utv+w=1eu?+|v?+w?*=1 Sejan €N e defina Q = {0,1,2}".
Para w = (21,...,2,) € Q, defina X;(w) = z;, j = 1,...n. Considerando
a medida da contagem na imagem e nas fibras de X;, temos que X; é uma
medicdo, j = 1,...n. Defina a densidade de amplitude a : Q — C, a(w) =
w v’ w?, onde jj, é o nimero de k’s na seqiiéncia w. As fungdes Ay, j =
1,...n tem os valores

n—1 L .
AX.(O):/ adp’, = u {< , ,)umvﬁw”:j1+j2+j3:n—1}
! X:1(0) * Z J1J2J3
=ulut+v+w)"t=u
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Ax,(1) =vlu+v+w)" ' =v
Ax,(2) =wlu+v+w)" ' =w
Como
[Ax, ()7 + [ Ax, (DI” + [Ax, ()1 = [ul* + o] + [w]* = 1,

temos que X; € A(,a), j = 1,...n, e é claro que (X;)j_; é um QSP. A
distribuicao de X; é dada por

PXj(Xj_l(o)) :/‘/ adpy
X H0)NX ()

2 2
= ‘/ adpl| + ‘/ adpy| + ’/ adpy
X;H0)nX ;1 (0) XHo)Nx; (1) XM 0)NX;1(2)

= |Ax, (X5 (0)(0)] + 0+ 0 = [Ax, (0)]* = |ul”

Analogamente,

2dMX(=’f)

2

Py, (X; (1)) = [Ax, (D" = Jvf?
Py, (X;1(2)) = |Ax, (2)" = w|*

Logo, os X sao identicamente distribuidos, e como no exemplo 1, eles sao
mutuamente independentes e formam um QMP. Entretanto, ao contrario do
exemplo 1, os X interferem entre si. Para mostrar isso, seja j,k € {1,...n},
com j # k. Entao

Ax, (X €1{0,1})(0) = / adp, = u(u+v)
(X, HOux,H(1)nx; 1 (0)
Ay (X € 0.1p() = | adpk, = v(u+v)
(X, HOux )nx; ()
Ay, (X, € {0,1})(2) = / adi = w(u+v)
(X HOUX;  1))NX; () !
Logo,
2
Py, (Xp €{0,1}) = / ’/ adpy | dpx,(x)
XN @)n(XH0ux (1)
2
|+

2
= ‘/ ad,ug(j‘ + ’/ adukﬂ_
XHO)N(X, HOuX, (1) XN H0)uX (D)
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2
+(/ adp’,
XM )N OUX (1)
= u(u+v)]* + [v(u +v) > + [w(u +v)[* = |u+ v*(Ju]* + [v]* + [w]?)
= |u +v|?

E claro que em geral, isso nao ¢ igual a

2
Px, (X, €{0,1}) = / ’/ adp’y | dux, ()
X7 @)n(X T oux, ()

2
+

adyi,

2
‘/ ad'ug{k ’/
-1 -1 -1 -1 -1 -1
X (0)N(X, T (0ux, (1)) X, (HN(X, (0ux, (1))

—l—)/ adu_zxk
X @nx; H0)ux; (L)
[Ax, (0)* + [Ax, (D)]* + 0 = [uf* + [v]?

Logo, como X, '({0,1}) € Xx, segue pela definicio de ndo interferéncia
que X interfere em Xj.

2

Exemplo 3 Mecanica quantica discreta. Seja S um conjunto nao vazio
de estados que uma particula pode assumir.

Definicao Uma fungao A; : S x S — C é uma amplitude de transicao
estocastica em um passo se para cada si, so € S, temos

ZAl(Sla 8)21(827 S) = ZA1<37 Sl)zl(s?SQ) = 58182

ZAl(Sl,S) =1

onde a soma converge absolutamente.

Uma matriz de amplitude de transicao de uma cadeia de Markov quantica
induz uma funcao de amplitude de transigao estocéstica (a fungao induzida
é simplesmente A : S x S — C, A(s;,sx) = Agj). Denote o conjunto das
fungoes de amplitude de transigao estocastica por 7(.5).

Fixemos Q = S"™ = {(sg,s1,...,8,) : s; € S}. Seja ag € 2(S) um vetor
unitario representando a distribuigao inicial de uma particula quantica. Fixe
Ay € T(S). Para w = (sg, 51, ..5,) € Q, defina a densidade de amplitude

a(w) = ap(so)A1(s0,81) - A1(Sn—1, Sn)
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Para j =0,1,...,n, defina X; : Q@ — S por
X]’(So,Sl,...,Sn) = Sj

Seja p; e p; a medida da contagem em S e em Xj_l(s), respectivamente.
Equipado com essa estrutura, X; ¢ uma medicao, j = 0,1,...n e vale que
X; € AQ,a),j =0,...,n. Se j <k, vale que X nao interfere em X; (ver
[16]). Mas exemplos simples mostram que X; pode interferir em Xj. Além
disso, X; e X} nao sao independentes em geral. Finalmente, vale que (X;)%_,
é um QMP quase-discreto (ver [16]).

Vamos analisar um modelo concreto para a mecanica quantica discreta
em 2 dimensoes. Sejam a e m inteiros positivos relativamente primos, m par.
Seja a = 27 /m e sejam ko, k1, . . ., ky,_1 vetores unitdrios em R? tais que cada
um forma um angulo o« com o anterior. Seja

V={veR:v=> ¢, ¢ €{ky...,km1},n €N}

J=1

Pensamos em V' como sendo um espago de configuragao discreto, e que esta
associado a um espago de fase discreto

S={(v,kj):veV,j=0,...,m—1}

Definicao A amplitude de transicao de Feynman discreta em um passo
é a aplicacao A; : S x § — C dada por
‘ 2
Ai((v, k), (0 + Ky k) = n~ Y2 exp [M}
e Ay é zero, caso contrario.

Pode-se mostrar que um multiplo constante de A;, de médulo 1, esta
contido em T'(S). Como tal multiplo nao afeta as probabilidades, iremos
assumir que A; € T'(9).

Sejan € N e seja Q = S™ = {(s0,81,...,8,) : s; € S}. Defina a
densidade de amplitude a : 2 — C e as medicoes X; : 2 — S como antes.
Neste caso, para

w = ((vo, ki(0)), - - - » (Uns Kiny))

temos que X;(w) = (v;,ki)), § = 0,...n. Pelo que fizemos acima, con-
cluimos que (X;)7_, ¢ um QMP em A(Q, a).
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Vamos mostrar que se n — 0o, A; se aproxima, em um certo sentido, da
amplitude de Feynman usual para uma particula livre. Seja

b= {(l’o, kjo)v R (xrv kjr)}?

tal que zs+k;, =511, =0,...7r—1. Seja Bs = 27(js—Js—1)/n, s =1,...,7
e suponha que os s sdo pequenos (ou proximos de 27). Entao a distancia
entre g1 € x5 €

lss1 = 2 |® = llws + ko + Ky, — 2|

2
=y, + s |2 =2+ 2k, k., =2+ 2c08 By A 2+ 2(1 - ﬁ—) —4- 2
Portanto, 32 ~ 4 — Hxsﬂ — x5 1|>. Se v, denota a “velocidade”da particula
no tempo s, temos v2 ~ ||z, 1 —xs_1||*/4. Logo, 6% ~ 4(1—v?) e a amplitude

do caminho p é

Alp) =n~"/? exp[zmwn 12 s — Js—1 ]

=n""2exp [@mn (4m)~ Z ﬁQ]

T

~n"?exp [immr_l Z(l - vi)}

s=1

r 2
/2 - mu
= n 2T oxp [—zZnﬂ ! E s].
2
s=1
Se fizermos com que o nimero m corresponda a massa da particula, entao o
somatorio corresponde a integral da energia cinética sobre o caminho. Desta
forma, A se aproxima da amplitude de Feynman usual (continua) para
) 1\p

uma particula livre.

Exemplo 4 Ainda, de maneira andloga a feita para cadeias quanticas,
podemos também calcular a entropia de processos de Markov. Usando a
expressao para a probabilidade de um evento B € Y x, que repetimos aqui,

Pyu(B / APdx = [ LaAPdu = [ 1A EB)Pdux
2
:/‘/ adp’y (@),
X-1(B)NX~1(z)
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podemos calcular a entropia de Shannon e a de von Neumann dos exemplos
que consideramos nas segoes 8.1 e 8.2. No caso da moeda quantica, os dois
casos que consideramos (nimero finito ou arbitrério de medigoes) possuiam a
mesma distribuigao estaciondria, a saber, P;(0) = [A;(0)]* = |u|?, e P;(1) =
|4;(1)]* = |v]*. O operador densidade associado é p = |u[*|0)(0] + |v]*|1)(1]
e portanto, por (5.1) (apés defini¢ao de entropia de von Neumann),

|2

S(p) = —tr(plog p) = —|ul? log [uf? — [v]*log [0]?

8.3 Processos de Markov quanticos
quase-discretos

Nesta se¢ao, Xy, t € T' C R serd um QMP quase-discreto sobre A(€2, a). Para
s,t €T, defina F,, : Ry x Ry — C por

Fs,t(xay) = At(y‘Xs = [L’)
Se Ag(x) # 0 entao

A(Xs = 2)(y) -
T T
As(2) XX
e Fyi(x,y) = 0, caso contrario. Podemos aplicar o item 3 da definicao de
QMP quase-discreto para calcular A; em termos de Ay, para s < t:

&@z/mwfmmmumzfmmameuw (8.12)

Definicao O kernel de amplitude de transicao K,; : Rs x ¥; — C para
s,t €T, s <t édado por

Kyi(z, B) = /B Foi(z,y)dp(y)

Segue do item 2 da definigao de QMP quase-discreto que K ; existe e ¢ finito,
e pelo item 3 vale que F,; ¢ mensuravel em ambas as varidveis. Fazendo
uma analogia com um nucleo de Markov, vemos que K ¢(z,.) é uma medida
complexa limitada em ¥, e que K,(., B) é mensuravel em R,. Além disso,
Koi(z,.) < e

sz t(ﬂf, )
7 = I )
m (y) (z,y)

Agora provamos uma versao do teorema de Chapman-Kolmogorov neste con-
texto.
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Teorema 8.3.1 Para s,u,t € T, s <u<tex € Ry, 2z € R, B € >,
temos

<&m@:/mm@amwmmw=/mw@mawm

Ks,t(xa B) :/Ku,t<y7B)KS,u<x7dy>

Prova Se A (z) =0, a desigualdade vale claramente, entdo assumimos que
Ag(x) # 0. Aplicando (8.6) e (8.8), temos

/Fu,t(ya Z)Ks,u<‘7;7 dy) - /Fu,t(y7 Z)Fs,u(xv y)dﬂu(y)

= /At(z|Xu =y, Xs = ) Au(y| X = x)dp(y)

. At(Xu :ans :x>(2> AU(XS :x)(y)
_ / X =0 A0 dpu(y)
1
- T /At(Xu =y, Xy = x)(2)dpu(y)
1
- mAt(XS =1)(2) = Fou(z, 2)

Integrando a primeira igualdade, obtemos a segunda.

Agora assumimos que os contradominios coincidem, ou seja,
(R, Xp, 1) = (R, 2, 1), teT

Seja H = L*(R, 3, ). Diremos que (X;);er é estacionario (homogéneo no
tempo) se Fiyy 10 = Fs¢ sempre que s,t,s +u,t +u € T, s <t. Assuma
que (X;)er € estacionario e que T'=[0,a], 0 < a < oo ou T = [0, 00). Entao
definimos F; : R x R — C por F, = Fy,;, t € T. Dali, temos Fy; = F;_.
Analogamente, definimos K; : R x ¥ — C por K; = Ky, e dai K;; = K;_.
Entao

mmmzémmwmw
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Assim, podemos reescrever (8.12) na forma

mwz/%mmmwmm (8.13)

Além disso, fazendo s = 0 e trocando t por s + ¢ e u por s, a equagao de
Chapman-Kolmogorov se torna

F@@w:/awMEmaww (.14)

Koo B) = [ Kily, B)K. (v, dy) (8.15)

Para t € T defina a aplicacao K; : ¥ x R — C por

mwmzéﬂmwwm

Segue dos itens 2 e 3 da definicdo de QMP que K,(B,x) é mensurdvel na
segunda variavel e é uma medida complexa limitada na primeira variavel.
Além disso, K;(.,y) < pe

th('uy)

G0 (@) = Fi(e.y)

Diremos que (X;);er é unitdrio se para cada t € T se para cada t € T,
y € R, B€ X com u(B) < 0o, temos

/RM%BHKLMWW%=/KX&@waMM@=lﬂw,u—qﬂx

Defina o operador linear U; : H — H por

mawzjﬁwwuawmmwz/mmmwaw

Aplicando (8.13) temos A, = U;Ag, t € T'. Agora mostraremos que neste caso
t — U; é um semigrupo unitario a um parametro. Mostraremos também que
(X¢)ier € unitario se e somente se U; é unitario para todo t € T.

Teorema 8.3.2 1. Se (Xy)ier € unitario entao Uy € um operador unitario,
tel eUsy =UsU; para todo s,t €T coms+teT.

2. Se Uy € unitario, t € T entao (Xy)er € unitdrio.
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Prova 1. Suponha que (X})ier é unitario. Primeiro mostraremos que Uy
é limitado, t € T. Seja g € H uma funcao simples. Entao existe B; € %,
i=1,....,ncom BNB;=0sei#j, u(B;)<oxeceC,i=1,...,n tais
que g = > c;lpy). Dai,

gl = [ Wit Pauts) = [ | [ o@mitde.n)] [ [seRidz )] duty)

_ / [ / 9(@) By, ()| (Y- e By y)da(y)
~Ya [ [ E(Bi,y)ﬂ(fv,y)du(y)] du(z)
> [ glota @) = 3 lePuB) = ol

Portanto, U, restrita ao subespaco denso S de fungoes simples possui norma
1. Logo, esta restricao possui uma unica extensao linear e limitada U, para
H de norma 1. Agora seja ¢ € H qualquer. Entao existe uma seqiiéncia
g; € S tal que |g;(z)| < |g(x)| para todo z € R e g; — ¢ na convergéncia da
norma. Segue que existe uma subseqiiéncia, que também denotaremos por g;
tal que g; — g, p-q.t.p.. Como g, Fy(.,y) € H, temos gF;(.,y) € L'(R, %, i)
e além disso,
|9:(x) Fi(x, y)| < |g(z)Fi(z,y)]

para todo x € R. Aplicando o teorema da convergéncia dominada, temos

[rg(y) = lim Drgs(y) = lim / 0:(@) Fy (z, y)du(x)

_ / 9(@)Fy(, y)du(z) = Upgly)

Logo, U; = U, e portanto U; é limitada.
Mostremos que U, ¢ unitaria. Note que a adjunta de U; é dada por

Ulgly) = / 9(x)Fi(y, x)du(z) = / 9(z)K(y, dz)

Novamente, se g = > ¢;1p(;) ¢ uma funcado simples, temos

Uz g(y) = / Uz 9(2) Fi(x, y)du(x)

— [ [ o) Fata,d)] P, y)dta)
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—Zcz/thE By)Fy(z,y)du(z ZCJB 9(y)

Analogamente,

Lﬁwﬂw=i/0m@ﬁﬂ%xwu@)
-1/ g(Z)Kt(dZ»x)]E(y,x)dﬂ@)
= ZCZ/Kt Bi, 2)F,(y, x)du(z ZCJB 9(y)

Logo, UU; = U;U, =1 em S e portanto U, é unitaria. Finalmente, se s, t,
s+t €T, temos por (8.14) que

Usiig(y) = / 9(2) Fepe(z, y)du(a)

- /g(ac)[/Fs(x,z)Ft(z,y)du(z)}du(x)
:/[/g(x)Fs(x,Z)d,u(x)}Ft(z7y)dﬂ(z) = UUsg(y)

2. Suponha que Uy, t € T é unitario. Se B € ¥ com p(B) < oo entao
1p € H. Logo,

15(x) = UUr1p(2) = / [ / 1B(Z)E(x,dz)]ﬂ(x,y)du(x)
- [ Re BF @)

1o(e) = UUila(a) = [ [ [ 16()Ki(d2,0)| By, 0)du(o)
~ [ KB F(y. 2)du(z)

O

Seja (X;)er unitério com T = [0, 00). Definindo U_; = U}, temos que t — U,
é um grupo unitdrio a um parametro em R. Note que Fy(z,.) — Fo(z,.) € H
e ||[Fy(x,.)— Fo(x,.)|| é mensurdvel. Dizemos que (X;);er é continuo se para
todo € > 0 existe 0 > 0 tal que |t| < ¢ implica que

/ |Ei(e £, ) |Pduz) <
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Teorema 8.3.3 Se (X,)ier € continuo, unitdrio e estaciondrio, entao t +—
U; € fortemente continuo.

Prova Mostraremos que t — U, é fracamente continuo em 0, donde o
resultado segue. Para g, h € H temos, aplicando a desigualdade de Schwarz,
que

(= Dg.0l =| [ [ 9@)(Fie.) ~ Foto ldnte) ) duty)
< [16@)] [ 1Fie.) = Fule )l h(w)lduty)duta)
fww/mmwm»—%wﬂwm
<Illgl] [ 17tz ) Fate, ) Pduta)]

Logo, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que |t| < § implica

[((Ur = D)g, M| < lIAllllglle
O

Sob as condicoes do teorema anterior, temos que t — U; é um grupo unitario

a um parametro continuo. Portanto, pelo teorema de Stone, U, = e para

um tunico operador auto-adjunto H. Chamamos tal processo de processo
Hamiltoniano.

Teorema 8.3.4 Se (X,)ier € estaciondrio e unitdrio entdo X; nao interfere
em X para s < t.

Prova Para B € X, temos por (8.8) e pela unitaridade de U;_s que

R(X. € B) = [ 14X, € B))Pduty)

- [| [ A @0 x5 @l

- / ’ / 15(2)Ay(X,s = 2)(y)du(z) 2du(zx)

~ [ [ 1@ 4@ y)dta)

=:/WM;ABA4meAw::HwABAm2

du(y)

du(y)

— sA? = [ 1A Pdn = P.(B)
B
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