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Resumo: seguindo o trabalho de S. Gudder, fazemos uma construção
de cadeias de Markov quânticas a partir de matrizes complexas, unitárias,
estocásticas e analisamos o conceito de interferência nesse contexto, dando
atenção para uma cadeia que chamamos de moeda quântica. Estamos in-
teressados na entropia de cadeias de Markov reais, no prinćıpio variacional
para energia livre associado e em uma posśıvel construção análoga no caso
complexo. Este trabalho visa também dar uma introdução matematicamente
rigorosa de certos aspectos de mecânica quântica.

Abstract: following the work of S. Gudder we make a construction of
quantum Markov chains via complex, unitary, stochastic matrices and we
analyse the concept of interference in that context, with emphasis on a certain
chain we call the quantum coin. We are interested in the entropy of real
Markov chains, in the associated variational principle for free energy and
in analogous constructions in the complex case. This work also aims to
be a mathematically rigorous introduction to certain aspects of quantum
mechanics.
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2 Cadeias de Markov quânticas 7
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Caṕıtulo 1

Introdução

Um prinćıpio fundamental da mecânica quântica diz que a evolução tem-
poral de um sistema f́ısico isolado pode ser colocada em correspondência com
um espaço vetorial de dimensão infinita de tal modo que os estados do sistema
são representados por vetores e uma medição f́ısica qualquer corresponde a
um operador linear. Com o intuito de simplificar o problema, vamos analisar
um modelo onde o tempo é discreto, o espaço vetorial é de dimensão finita
e a cadeia de Markov clássica é modificada pela introdução de uma matriz
complexa.

As cadeias de Markov quânticas são úteis para obter um comportamento
aproximado do problema em dimensão infinita da mecânica quântica (que
é muito mais complexo). Esta aproximação (assim como outras abordagens
discretas) é motivada não apenas pela necessidade de se estudar uma simpli-
ficação do problema maior, mas também pela possibilidade de que o próprio
tempo seja discreto (questão complicada). É razoável também especular que
o problema real com espaço de estados continuo possa ser aproximado por
um com espaço de estados discreto.

Inicialmente analisamos o trabalho feito por J. Marbeau e S. Gudder em
[15], onde consideramos uma matriz de amplitude de transição que tem a
forma de uma matriz de Dirichlet. Tais matrizes geram um análogo discreto
da amplitude de Feynman cont́ınua. Depois, calculamos a distribuição de
probabilidade para estas cadeias.

A seguir, estaremos interessados em ferramentas que permitam descre-
ver outros processos, ditos discretos ou quase-discretos, seguindo a descrição
dada em [16]. Vamos considerar uma medida complexa sobre um espaço,
onde também definiremos certos tipos de medições.

Como estamos interessados em estudar processos de natureza quântica,
será útil ter em mente os postulados da mecânica quântica, que são discuti-
dos com detalhe em uma formulação via operadores densidade. A notação
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de Dirac, de uso corrente em mecânica quântica, também é introduzida. Es-
tudaremos também as entropias de Shannon e von Neumann e analisamos a
entropia de certos processos de Markov quânticos.

No caṕıtulo 6, analisamos um problema variacional para cadeias de Markov
finitas. Mais especificamente, se H denota a entropia, U é um potencial, e λ
é um certo autovalor associado a U , temos o conhecido prinćıpio variacional
para energia livre:

H(µ)−
∫
Udµ ≤ log λ

onde vale a igualdade se e somente se µ for uma determinada medida especial
ν = ν(U), que chamamos medida de Markov.

Dado este teorema para cadeias de Markov (reais), podemos nos per-
guntar se existe algum análogo para cadeias quânticas. Neste trabalho, não
propomos uma solução para esse problema, mas fornecemos algumas ferra-
mentas que podem ajudar na sua resolução.

Na literatura, uma cadeia de Markov quântica normalmente está asso-
ciada a uma importante construção via álgebra de operadores, devida a L.
Accardi ([1], veja também [30]). Nossa abordagem inicial difere bastante de
tal contexto, mas no caṕıtulo 7 faremos uma breve introdução às cadeias
quânticas, fazendo uso de C∗-álgebras.

1.1 Sobre medições em um sistema quântico

Em processos estocásticos, estamos interessados nos resultados obtidos por
uma famı́lia, ou seqüência, de funções mensuráveis. Podemos considerar, por
exemplo, que o processo representa o resultado de se jogar uma moeda um
número arbitrário de vezes, ou então a quantidade de chamadas telefônicas
em um certo intervalo de tempo, ou mais geralmente, um fenômeno tal que
sua evolução depende da probabilidade de ocorrência de um determinado
evento. Tais problemas fazem parte de uma quantidade considerável de
pesquisa em matemática.

Como a mecânica quântica possui um caráter probabilistico, é natural
perguntar de que forma podemos descrever o movimento de uma part́ıcula
microscópica nos moldes de um processo estocástico. Veremos que a mecânica
quântica impõe restrições severas quanto a evolução dos objetos que descreve.
Dito de maneira geral, estaremos interessados em operadores que fornecem
amplitudes de transição. No caso discreto, isso significa considerar ma-
trizes unitárias agindo sobre os vetores estados que descrevem a evolução das
part́ıculas; no caso cont́ınuo, isso significa que a evolução de tal vetor estado
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satisfaz a equação de Schrödinger:

i~
d|ψ〉
dt

= H|ψ〉

No entanto, descrever fenômenos quânticos é um problema substancial-
mente mais dif́ıcil do que modelar problemas clássicos. A idéia de realizar
uma seqüência de medições sobre um elétron, como em um experimento co-
mum com objetos macroscópicos, é no mı́nimo problemática. Surge então a
necessidade de se construir um formalismo de interferência entre medições.
Uma parte importante de nosso trabalho consistirá da construção matemática
dessa idéia. Aqui Xt vai descrever a evolução temporal de amplitude quântica
de um sistema. O processo Xt, t ∈ N, vai tomar valores num conjunto finito
S = {0, 1, ..., n− 1}.

É natural tentar encontrar um ”setting quântico sobre um conjunto de
estados S = {0, 1, ..., n−1}” que seja de alguma forma semelhante ao ”setting
probabiĺıstico sobre um conjunto de estados S = {0, 1, ..., n − 1}”. Neste
último caso, se analisa P (Xt = s) ∈ [0, 1], ondeXt é um processo estocástico e
s ∈ S. Sendo assim, se espera que no primeiro ”setting”intervenha de alguma
forma uma medida complexa A e se deseja entender a evolução A(Xt = s) ∈
C, onde Xt é um processo estocástico e s ∈ S. Vamos assumir que de alguma
forma natural a hipótese markoviana apareça no problema. Desejamos que
uma matriz A, do tipo n por n, descreva a ”amplitude de transição”. Como
veremos, neste formalismo nos deparamos com o conceito de interferência e
com a questão do futuro (eventualmente poder) interferir no passado, o que
nos parece indesejado (embora talvez fisicamente posśıvel).

Dois resultados importantes que veremos nesse sentido são:

Teorema 1 Em uma N-cadeia quântica {Xt}, Xt′ não interfere em Xt, para
todo 0 ≤ t ≤ t′ ≤ N .

Teorema 2 Se (Xt)t∈T é unitário então Xt não interfere em Xs para s ≤ t.

Em outras palavras, estes teoremas nos dizem que o futuro não inter-
fere no passado. Esta é uma propriedade desejável da teoria que iremos
desenvolver. O primeiro teorema se refere a um sistema discreto, e o outro
a sistema cont́ınuos ou quase-discretos. Provaremos estes dois teoremas no
próximo caṕıtulo. A mecânica quântica, como teoria f́ısica (ou matemática)
da natureza, é incompleta e desafia muitas das caracteŕısticas que conside-
ramos senso comum no mundo clássico. Iremos explorar apenas algumas
propriedades de tal teoria.
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Em geral, não iremos discutir a validade experimental implicada pelo
formalismo matemático que discutiremos aqui, mas em alguns casos parti-
culares importantes, como os sistemas descritos pelas matrizes de Dirichlet
que veremos no próximo caṕıtulo, sabemos que existe tal confirmação com a
realidade (as matrizes de Dirichlet são um análogo discreto das amplitudes
de Feynman calculadas em eletrodinâmica quântica (QED)).
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Caṕıtulo 2

Cadeias de Markov quânticas

2.1 Introdução

Nesta seção consideramos apenas t ∈ N e S = {0, 1, 2..., n − 1}. O
grupo das transformações lineares unitárias B, agindo sobre Cn é dito grupo
unitário de ordem n. A evolução de um sistema quântico é descrita pela
ação de t no grupo unitário, denotada por U(t), onde t ∈ N é um parâmetro
temporal. Este semigrupo indexado por t ∈ N pode ser usado para calcular o
estado do sistema em qualquer tempo dado, bem como encontrar amplitudes
de transição.

Suponha que temos um operador unitário U em um espaço de Hilbert
(sobre os corpo de escalares complexos) H de dimensão n que gera um grupo
unitário discreto U(t) = U t, t ∈ N. Dizemos que se o sistema encontra-se no
estado ψ em um certo tempo então 〈φ, U(t)ψ〉 é a amplitude de transição do
estado ψ para o estado φ após t unidades de tempo. Se ψj, j = 0, 1, . . . , n−1
é uma base ortonormal para H, definimos a n × n matriz de amplitude de
transição A relativa a esta base por Ajk = 〈ψj, Uψk〉. É claro que A é
uma matriz unitária (e possivelmente com entradas complexas) Ajk, onde
j, k ∈ S. Então no nosso caso, identificamos U = A e H = Cn. Esta de-
scrição simples da mecânica quântica será suficiente para o que estudaremos
neste caṕıtulo. Iremos formular mais precisamente o que entendemos por
um sistema quântico no caṕıtulo 4, quando considerarmos os postulados da
mecânica quântica.

Como temos uma interpretação probabiĺıstica desta cadeia, podemos per-
guntar se ela está associada a um processo estocástico que gera estas ampli-
tudes de transição. A resposta é afirmativa, e as funções Xj do processo
podem ser interpretadas como observações quânticas, ou como chamaremos,
medições. Como a matriz A é unitária, dizemos que Xj é um processo
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unitário; queremos, além disso, que os processos considerados tenham a pro-
priedade de Markov. Para que isso ocorra, A não deve ser apenas unitária,
mas também estocástica. Diremos que Xj satisfazendo a isto é uma cadeia
quântica.

2.2 N-cadeias quânticas

Um aspecto essencial da teoria quântica é o conceito de interferência. Um
observador que realiza uma medição em um sistema irá em geral modificá-lo.
Ainda, distintas possibilidades (e probabilidades) interferem uma nas outras.
Começaremos descrevendo matematicamente o que significa interferência en-
tre eventos e suas medições. Consideramos inicialmente uma medida com-
plexa A denominada amplitude. Esta medida será usada posteriormente para
medir probabilidades (do mesmo modo como uma medida em uma cadeia de
Markov clássica).

Seja Ω = SN (ou, então Ω = SN , onde N ∈ N está fixo) que chamaremos
espaço amostral. Os elementos w de Ω são ditos pontos amostrais e cada
ponto representa uma determinada configuração de um sistema f́ısico. Seja
Λ uma σ-álgebra fixada de subconjuntos de Ω e seja A: Λ→ C uma medida
complexa com A(Ω) =

∫
Ω
dA = 1. Quando Ω = SN, então Λ é a sigma-

algebra gerada pelos cilindros, ou seja, a sigma-algebra de Borel. Para ∆ ∈
Λ, o número complexo A(∆) =

∫
∆
dA é dito amplitude quântica (ou

amplitude de transição, ou amplitude de probabilidade) do evento ∆ ∈ Λ.
Assumimos acima que A é σ-aditiva, e tal propriedade será necessária na
prova de alguns teoremas, como por exemplo na proposição (2.2.3).

A probabilidade P de que um evento ∆ ∈ Λ ocorra é definida por

P (∆) := |A(∆)|2

Observação Em geral, P = |A|2 não é uma probabilidade no sentido
de teoria da medida se supormos que A é uma medida complexa. O motivo
é que a σ-aditividade não vale em geral: para C1, C2 conjuntos disjuntos,

P (C1 ∪ C2) = |A(C1 ∪ C2)|2 = |A(C1) + A(C2)|2

= |A(C1)|2 + |A(C2)|2 + 2Re(A(C1)A(C2))

Os dois primeiros termos da última igualdade fornecem o resultado clássico
e o último é um termo de interferência, que contribui com uma soma ou
subtração à parte clássica (veja também a seção 3.2). Um lema básico (e
negativo) relacionado com esta questão é o seguinte (o leitor pode omitir a
demonstração numa primeira leitura):
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Lema 2.2.1 Seja Ω = {1, 2, 3}N, Λ uma σ-álgebra de subconjuntos de Ω,
A : Λ → C, A = µ1 + iµ2 uma medida complexa, onde µ1, µ2 : Λ → R
são medidas com sinal. Então P : Λ → R, P = |A|2 é uma medida real
aditiva (sobre os cilindros de tamanho 1) se e somente se pelo menos um dos
cilindros 1, 2, 3 ∈ Λ (mas não todos),

1 := {ω ∈ Ω : ω = (ω1, ω2, . . .), ω1 = 1}
2 := {ω ∈ Ω : ω = (ω1, ω2, . . .), ω1 = 2}
3 := {ω ∈ Ω : ω = (ω1, ω2, . . .), ω1 = 3}

tem medida nula (i.e., A(1) = 0 ou A(2) = 0 ou A(3) = 0).

Prova Como A é medida, vale a aditividade para os conjuntos disjuntos
1 e 2:

P (1 ∪ 2) = |A(1 ∪ 2)|2 = |A(1) + A(2)|2
Como A(1), A(2) ∈ C,

|A(1) + A(2)|2 = |A(1)|2 + |A(2)|2 + 2Re(A(1)A(2)) (2.1)

e portanto,

P (1 ∪ 2) = P (1) + P (2)⇔ Re(A(1)A(2)) = 0.

Mas
Re(A(1)A(2)) = 0⇔ µ1(1)µ1(2) + µ2(1)µ2(2) = 0

e analogamente para os pares de cilindros 1, 3 e 2, 3:

Re(A(1)A(3)) = 0⇔ µ1(1)µ1(3) + µ2(1)µ2(3) = 0

Re(A(2)A(3)) = 0⇔ µ1(2)µ1(3) + µ2(2)µ2(3) = 0

Temos o sistema




µ1(1)µ1(2) + µ2(1)µ2(2) = 0
µ1(1)µ1(3) + µ2(1)µ2(3) = 0
µ1(2)µ1(3) + µ2(2)µ2(3) = 0

Suponha que a medida de um dos cilindros seja não nula, digamos a do
cilindro 1. Então ao menos µ1(1) 6= 0 ou µ2(1) 6= 0. Suponha sem perda
de generalidade que µ2(1) 6= 0. Dáı, a primeira e a segunda equação nos
fornecem

µ2(2) = −µ1(1)µ1(2)

µ2(1)
, µ2(3) = −µ1(1)µ1(3)

µ2(1)
.
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Substituindo essas expressões na terceira equação, temos

µ1(2)µ1(3) +
µ1(1)µ1(2)

µ2(1)

µ1(1)µ1(3)

µ2(1)
= 0⇔

⇔ µ1(2)µ1(3)

[
1 +

µ1(1)2

µ2(1)2

]
= 0

Logo, µ1(2)=0 ou µ1(3) = 0. Se µ1(2) = 0 então µ2(2) = 0 pois

µ2(2) = −µ1(1)µ1(2)

µ2(1)
= 0

Se µ1(3) = 0 então µ2(3) = 0 pois

µ2(3) = −µ1(1)µ1(3)

µ2(1)
= 0.

Portanto, em qualquer caso, um dos cilindros básicos deve ter medida nula.

�

A demonstração deste lema vale para qualquer espaço mensurável que
admita uma cobertura finita.

Vamos fazer agora a construção de N-cadeias quânticas. Começamos com
o conceito de medição.

Definição Seja S = {s0, s1, . . . , sn} um conjunto finito e seja X : Ω→ S.
Dizemos que X é uma medição se X−1(sj) ∈ Λ, j = 0, . . . , n − 1, ou seja,
que X é mensurável.

Note que se P e probabilidade sobre Ω então:
∑

j P (X−1(sj)) = 1 onde

X−1(sj) é o conjunto de eventos que produzem o resultado sj.
Usaremos a notação [X = sj] para o conjnto X−1(sj). Ainda, P (X =

sj) = P (X−1(sj)).

A menos que seja especificado, podemos supor que Ω = SN para algum
N ou então Ω = SN.

Notação Escreveremos

a0a1 · · · at := {ω ∈ Ω|X0(ω) = a0, X1(ω) = a1, . . . , Xt(ω) = at},
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onde aj ∈ S para todo j ∈ {0, 1, 2..., t}. Com esta notação, podemos aplicar
a σ-aditividade de A para escrever

A[Xt = sk] = A
[ ⋃
i0,i1,...it−1

si0si1 · · · sit−1sk

]
=

∑
i0,i1,...it−1

A[si0si1 · · · sit−1sk]

Outra notação que usaremos é i(t) := it.

Definição Dizemos que a seqüência {Xt}, 0 ≤ t ≤ N , com Xt : Ω →
S e com todas as medições sobre o mesmo conjunto de resultados S =
{s0, . . . , sn−1}, é uma N-cadeia se, para todo t = 1, . . . , N e

sj(1), sj(2), . . . , sj(t−1), sj(t),

temos
A[Xt = sj(t), Xt−1 = sj(t−1), · · · , X1 = sj(1)] 6= 0

onde sj(k) são eventos que ocorrem no tempo k.
Observação Em [15], a definição de N -cadeia inclui ainda a seguinte

condição:
[X0 = s0] = Ω

ou seja, temos um certo estado inicial fixado s0. Em geral não vamos supor
que essa condição vale.

A partir de agora as medições Xt : Ω = SN → S serâo sempre da forma

Xt(w) = wt, ondew = (w0, w1, .., wN) ∈ SN .

Ou então, Xt : Ω = SN → S serâo sempre da forma

Xt(w) = wt, ondew = (w0, w1, .., wt, ...) ∈ SN.

Definição A amplitude do evento ∆1 condicionada ao evento ∆2 é

A(∆1|∆2) :=
A(∆1 ∩∆2)

A(∆2)

se A(∆2) 6= 0 e vale 0 caso contrário.

Definição Uma N-cadeia {Xt} é homogênea no tempo se

A[Xt+1 = sj|Xt = sk] = A[X1 = sj|X0 = sk]

para todo j, k = 1, . . . , n− 1 e t = 1, 2, . . . N − 1.
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Definição Fixada uma medida complexa A, uma N-cadeia {Xt} homo-
genea no tempo é uma cadeia de Markov se

A[Xt+1 = sj|Xt = sj(t), Xt−1 = sj(t−1), · · · , X1 = sj(1)] = A[Xt+1 = sj|Xt = sj(t)]

para todo t = 1, . . . , N − 1 e j, j(t), . . . , j(1) = 0, . . . , n− 1.
A matriz A da forma n por n associada a tal medida complexa A (que

define uma cadeia de Markov homogenea no tempo Xt como definida acima)
sobre Ω = SN é dada por

Aij = A[X1 = sj|X0 = si],

i, j ∈ {0, 1, 2, ..., n− 1}.
Os conceitos análogos para Xt : Ω = SN → S, com t ∈ N, são definidos

de maneira semelhante.

Definição Sejam X e Y medições, X : Ω → R, Y : Ω → S, R =
{r0, . . . rm−1}, S = {s0, . . . , sn−1}. Dizemos que Y não interfere em X se,
∀j, k, j = 0, . . . ,m− 1:

P [X = rj] =
n−1∑

k=0

P [X = rj, Y = sk]

A probabilidade do evento ∆1 condicionada a ∆2 é dada por P (∆1|∆2) =
P (∆1 ∩ ∆2)/P (∆2), P (∆2) 6= 0. Dizemos que A[X2 = sj|X1 = sk] é a
amplitude de transição do sistema do estado sk para o estado sj em uma
unidade de tempo. Interpretamos o conjugado complexo A[X2 = sj|X1 = sk]
como sendo a amplitude de transição de sj para sk em −1 unidades de tempo.
Esta propriedade será útil para indicarmos que na cadeia em que estivermos
trabalhando, o sistema não pode dar saltos em acréscimos de tempo t = 0,
ou seja, se j 6= k então ela satisfaz a seguinte condição:

n−1∑
r=0

A[X2 = sr|X1 = sj]A[X2 = sr|X1 = sk] = 0. (2.2)

Diremos que
Pjk = |A[X2 = sj|X1 = sk]|2

é a probabilidade de transição de sk para sj. Se X2 não interfere em X1 então

n−1∑
j=0

Pjk =
1

P [X1(sk)]

n−1∑
j=0

P [X2(sj), X1(sk)] = 1

12



ou seja, dado um estado fixo sk em t = 1, as somas das probabilidades de
transição para qualquer outro estado vale 1. Logo, dizer que X2 não interfere
em X1 significa que para qualquer sk fixado

n−1∑
j=0

P [X2 = sj|X1 = sk] = 1 (2.3)

Definição Uma N-cadeia é unitária se X2 não interfere em X1 (o que
implica

∑
r |Arj|2 = 1) e se satisfaz a equação (2.2).

Definição Uma N-cadeia homogênea no tempo, unitária e Markov é
chamada N-cadeia quântica.

Conceitos similares podem ser considerados para o caso de Ω = SN e Xt :
Ω → S, medições com t ∈ N. Neste caso teŕıamos uma N-cadeia quântica,
ou, cadeia quântica para simplificar.

A matriz A da forma n× n com entradas

Ajk = A[X2 = sk|X1 = sj]

é a matriz de amplitude quântica de transição para {Xt}. Desta
maneira, a evolução do processo fica determinada por uma matriz A com
valores complexos. Associada a esta matriz temos uma matriz estocástica P
real. Examinemos com mais detalhes as propriedades da matriz de ampli-
tude.

Primeiro, A é uma matriz unitária, pois da equação (2.2),
∑

r A
T

jrArk =∑
r ArjArk = 0 se j 6= k; se j = k, temos pela equação (2.3) (que é válida

neste caso pois estamos supondo que {Xt} é N-cadeia quântica, e portanto
X2 não interfere em X1), que

∑
r

A
T

jrArk =
∑
r

ArjArj =
∑
r

|Arj|2 =
∑
r

|A[X2 = sr|X1 = sk]|2 = 1.

Segundo, pela definição de N-cadeia, temos que os valores Ajk são difer-
entes de zero, j, k = 0, . . . , n− 1.

Terceiro, Ajk é uma matriz coluna-estocástica, pois

∑
j

Ajk =
1

A[X1 = sk]

∑
j

A[X2 = sj, X1 = sk] = 1.

Observe que a primeira propriedade que citamos vale para qualquer N-
cadeia unitária, e as outras duas valem para qualquer N-cadeia. Em resumo,
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A descreve a evolução com probabilidades complexas (ondulatória) e P é a
evolução correspondente com probabilidades reais.

Resumindo, mostramos que a cada N-cadeia quântica corresponde uma
matriz estocástica, unitária e com entradas não nulas. Reciprocamente, toda
matriz n × n com essas propriedades é a matriz de amplitude de transição
de uma N-cadeia quântica [15]. De fato:

Observação O processo acima pode se revertido a partir de uma matriz
complexa A do tipo n por n que seja estocástica e unitária. Dada a matriz
A, temos uma maneira natural de definir a medida de amplitude complexa
A sobre SN. Isso é análogo ao que é feito no caso real [36]. Seja −→p =
(p0, . . . , pn−1) uma distribuição de probabilidade inicial, isto é, um vetor tal
que p0 + · · ·+pn−1 = 1. Podemos definir uma probabilidade sobre os cilindros
de SN = {s0, . . . , sn−1}N por

A(a0a1 · · · at) = Aatat−1Aat−1at−2 · · · Aa1a0(−→p )a0

Isto define a medida complexa sobre toda a σ-álgebra gerada pelos cilin-
dros, pelo teorema da extensão de Kolmogorov. Esta A é sigma aditiva.
Chamamos A de medida complexa de Markov.

Seja agora Xt : SN → S, onde Xt(w) = wt, e w = (w0, w1, .., wt, ...), com
t ∈ N.

É fácil ver que Xt, t ∈ N, e A satisfazem a hipótese de ser uma cadeia
quântica.

Se −→p é tal que A−→p = −→p , então o processo Xt será A- estacionário, ou
seja,

A(Xt1 = a1, Xt2 = a2, ...Xtn = an) = A(Xt1+t = a1, Xt2+t = a2, ..., Xtn+t = an)

para todos t ≥ 0, e 0 ≤ t1 < t2 < .. < tn, e a1, a2, ..., an ∈ S .

Teorema 2.2.2 Em uma N-cadeia quântica {Xt}, Xt′ não interfere em Xt,
para todo 0 ≤ t ≤ t′ ≤ N . Em outras palavras, o futuro não interfere no
passado.

Prova Usaremos a notação j(t) := jt. Podemos assumir que t ≥ 1. Pela
propriedade de Markov e pela estacionariedade, temos:

A[X−1
t (sj) ∩X−1

t′ (sk)]

=
∑

j(1),...,j(t′−1)

A[X−1
t′ (sk) ∩X−1

t′−1(sj(t′−1)) ∩ · · · ∩X−1
t (sj) ∩ · · · ∩X−1

1 (sj(1))]
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=
∑

j(1),...,j(t′−1)

A[X−1
t′−1(sj(t′−1)) ∩ · · · ∩X−1

1 (sj(1))]A[X−1
t′ (sk)|X−1

t′−1(sj(t′−1))]

=
∑

j(t′−1)

A[X−1
t (sj) ∩X−1

t′−1(sj(t′−1))]Akj(t′−1) (2.4)

Iterando esta equação obtemos

A[X−1
t (sj) ∩X−1

t′ (sk)]

=
∑

j(t′−1)

∑

j(t′−2)

A[X−1
t (sj) ∩X−1

t′−2(sj(t′−2))]Akj(t′−1)Aj(t′−1)j(t′−2)

=
∑

j(t′−2)

A[X−1
t (sj) ∩X−1

t′−2(sj(t′−2))]A
2
kj(t′−2) = · · ·

= · · · =
∑

j(t)

A[X−1
t (sj) ∩X−1

t (sj(t))](A
t′−t)kj(t) = A[X−1

t (sj)](A
t′−t)kj

Como A é unitária, At
′−t também é, e portanto

∑

k

P [X−1
t (sj) ∩X−1

t′ (sk)] = P [X−1
t (sj)]

∑

k

|At′−tkj |2 = P [X−1
t (sj)]

o que conclui a prova.

�

Note que no último passo da demonstração fica clara a importância da
matriz A ser unitária: esse fato é essencial para garantir a não interferência
entre as medições da N -cadeia. Note que podemos analisar uma teoria de
amplitudes associadas a matrizes complexas estocásticas, sem levar em conta
a unitariedade das matrizes, mas nesse caso a demonstração que fizemos do
teorema acima não é válida.

Suponha uma N-cadeia {Xt} com matriz de amplitude de transição A =
(A)jk, j, k ∈ S. A amplitude e a distribuição dos estados s0, s1, . . . sn−1 ∈
S no tempo t = 0, . . . , N são dados, respectivamente, por

−→
Xt = (A[Xt = s0], . . . , A[Xt = sn−1]) ∈ Cn

que é um vetor unitário (ou seja,
∑ |A|2 = 1) e

Pt(k) = P [Xt = sk] = |A[Xt = sk]|2 = |(−→Xt)k|2.
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Teorema 2.2.3 Em uma N-cadeia quântica {Xt}, −→Xt = At
−→
X0 e

p(Xt = k) = Pt(k) = |(At−→X0)k|2. (2.5)

Prova Por ser uma cadeia de Markov e pela homogeneidade, temos

A[X−1
t (sk) ∩X−1

t−1(sj(t−1)) ∩ · · · ∩X−1
0 (sj(0))]

= A[X−1
t−1(sj(t−1)) ∩ · · · ∩X−1

0 (sj(0))]A[X−1
t (sk)|X−1

t−1(sj(t−1))]

= Akj(t−1)A[X−1
t−1(sj(t−1)) ∩ · · · ∩X−1

0 (sj(0))]

= Akj(t−1)Aj(t−1)j(t−2) · · · Aj(2)j(1)A[X−1
1 (sj(1))|X−1

0 (sj(0))]

= Akj(t−1)Aj(t−1)j(t−2) · · · Aj(1)j(0)(
−→
X0)j(0)

Portanto,
(
−→
Xt)k = A[Xt = sk]

=
∑

j(t−1),...,j(0)

Akj(t−1)Aj(t−1)j(t−2) · · · Aj(1)j(0)(
−→
X0)j(0) = (At−→X0)k

Segue que
−→
Xt = At−→X0 e que Pt(k) = |(At−→X0)k|2.

�

Este teorema ilustra o fato de que temos dois sistemas evoluindo com
o tempo em paralelo: um complexo dado por At−→X0 e outro real dado por
P t−→X0. O sistema definido por P é a cadeia de Markov clássica e o definido
por A é a cadeia de Markov quântica.

Uma maneira mais simples de se obter a evolução da cadeia quântica
é através dos autovalores e autovetores de A. Desta forma obtemos uma
expressão expĺıcita para o cálculo de probabilidades P (Xt = k).

Sejam λ0, . . . , λn−1 autovalores (possivelmente repetidos) de uma matriz
unitária A e seja ψ0, . . . , ψn−1 a base ortonormal de autovetores correspon-
dente. Como é feito em [15], supondo que

−→
X0 = (1, 0, . . . , 0), temos:

At−→X0 = At
∑
j

〈−→X0, ψj〉ψj =
∑
j

(ψj)0Atψj =
∑
j

(ψj)0λ
t
jψj

E da equação (2.5), obtemos

Pt(k) = |
∑
j

(ψj)0λ
t
j(ψj)k|2. (2.6)

Usaremos esta expressão para calcular probabilidades de transição, mas
em alguns exemplos iremos considerar o caso geral em que

−→
X0 é qualquer.
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2.3 Matrizes de Dirichlet

Nesta seção vamos exibir uma grande classe de matrizes A satisfazendo a
hipótese de ser matriz quântica.

Definição Sejam n, a inteiros positivos, (n, a) = 1. A matriz de Dirichlet
M(n, a) é a matriz n× n com entradas

Bjk =
1√
n
eiπa(j−k)2/n, j, k = 0, 1, . . . , n− 1

É posśıvel mostrar que M(n, a) gera um análogo discreto da amplitude de
Feynman para uma part́ıcula livre, e que se n→∞, esse análogo se aproxima
da amplitude de Feynman.

Queremos saber quando a matriz M(n, a) é unitária. Precisamos do
seguinte lema, cuja prova é imediata.

Lema Dois inteiros positivos n e a são relativamente primos se e somente
se al 6= nm, para quaisquer inteiros l, m, com 0 < |l| < n.

Teorema A matriz M(n, a) é unitária se e somente se n e a são relativa-
mente primos.

-Prova Como

n−1∑

k=0

|Bjk|2 = 1

para j = 0, . . . n− 1, é claro que M(n, a) é unitária se e somente se

n−1∑

k=0

BjkBj′k = 0

para j 6= j′. Nesse caso, temos

n

n−1∑

k=0

BjkBj′k =
n−1∑

k=0

exp
{iπa
n

[(j − k)2 − (j′ − k)2]
}

= eiπa(j2−j′2)/n

n−1∑

k=0

ei2πa(j′−j)k/n

Se n e a são relativamente primos temos, aplicando o lema, que a soma
geométrica na última expressão satisfaz

n−1∑

k=0

[
ei2πa(j′−j)/n

]k
=

1− ei2πa(j′−j)

1− ei2πa(j′−j)/n = 0
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e portanto M(n, a) é unitária. Se n e a não são relativamente primos então
pelo lema, existe j 6= j′ tal que a(j − j′) = nm para algum inteiro m. Nesse
caso, a série geométrica tem soma n e portanto M(n, a) não é unitária, o que
conclui a prova.

�

Definição A soma de Dirichlet é dada por

S(n, a) =
n−1∑
j=0

eiπaj
2/n

A distribuição de probabilidades gerada pela matriz de Dirichlet depende
da paridade de na. O seguinte lema ilustra o problema.

Lema 2.3.1 1. Se na é par então

n−1∑
j=0

eiπa(j−k)2/n = S(n, a), 0 ≤ k ≤ 2n− 2

2. Se na é ı́mpar então

n−1∑
j=0

eiπa(j−k−1/2)2/n =
1

2
S(4n, a), 0 ≤ k ≤ 2n− 2

Prova 1. Primeiro suponha que j ≤ n− 1. Então

S :=
n−1∑

k=0

eiπa(k−j)2/n =

j−1∑

k=0

eiπa(k−j)2/n +
n−1∑

k=j

eiπa(k−j)2/n

Fazendo r = j−k no primeiro somatório e r = n−k+j no segundo, obtemos

S =

j∑
r=1

eiπar
2/n +

n∑
r=j+1

eiπa(n−r)2/n

Como na é par, obtemos

S =
n∑
r=1

eiπar
2/n =

n−1∑
r=0

eiπar
2/n = S(n, a)
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A seguir, suponha que n ≤ j ≤ 2n− 2. Então j = n + r para algum inteiro
0 ≤ r ≤ n− 2. Novamente, como na é par, temos

S =
n−1∑

k=0

eiπa(k−n−r)2/n =
n−1∑

k=0

eiπa(k−r)2/n

Mas este último somatório é igual a S(n, a) pelo resultado anterior.
2. Considere a soma

T :=
4n−1∑

k=0

eiπa(k−2j)2/4n

Vale que T é a soma de suas somas parciais T = U + E, onde

U :=
2n∑

k=1

eiπa(2k−1−2j)2/4n

E :=
2n−1∑

k=0

eiπa(2k−2j)2/4n

Podemos escrever E como

E =
n−1∑

k=0

eiπa(k−j)2/n +
2n−1∑

k=n

eiπa(k−j)2/n

Fazendo r = k−n no segundo somatório e usando o fato de que na é ı́mpar,
obtemos

2n−1∑

k=n

eiπa(k−j)2/n =
n−1∑
r=0

eiπa(r+n−j)2/n = −
n−1∑
r=0

eiπa(r−j)2/n

Portanto, E = 0. Como

eiπa(4n−1−2j)2/4n = eiπa(1+2j)2/4n,

temos

U =
n−1∑

k=0

eiπa(2k−1−2j)2/4n +
2n−1∑

k=n

eiπa(2k−1−2j)2/4n

Novamente, fazendo r = k− n no segundo somatório e usando o fato de que
na é ı́mpar, obtemos

2n−1∑

k=n

eiπa(2k−1−2j)2/4n =
n−1∑
r=0

eiπa(2r+2n−1−2j)2/4n =
n−1∑
r=0

eiπa(2r−1−2j)2/4n
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Segue que

T = U = 2
n−1∑

k=0

eiπa(k−j−1/2)2/n

Mas como 4na é par, segue da parte 1 que T = S(4n, a).

�

Uma conseqüência deste lema é que se na é par então a soma das linhas e
das colunas de M(n, a) vale n−1/2S(n, a); além disso, é mostrado em [15],[17]
que |S(n, a)| = n1/2. Podemos concluir dáı que a matriz

A = M ′(n, a) =
S(n, a)√

n
M(n, a)

é estocástica. Ela também tem entradas não nulas e é unitária.
Desta forma obtemos uma grande classe de matrizes A satisfazendo o que

foi exigido anteriormente. Por exemplo, vamos supor n = 4, a = 1. Então

Bjk =
1

2
eiπ(j−k)2/4 , j, k = 0, . . . , 3

e
S(4, 1) = 1 + eiπ/4 − 1 + eiπ/4 = 2eiπ/4

Dáı, a matriz M ′ é

A = M ′(4, 1) =
1

2
e−iπ/4




1 eiπ/4 −1 eiπ/4

eiπ/4 1 eiπ/4 −1
−1 eiπ/4 1 eiπ/4

eiπ/4 −1 eiπ/4 1




Entretanto, se na é ı́mpar então a matriz de Dirichlet não pode se tornar
estocástica desta forma. Por exemplo, se n = 3 e a = 1, temos:

M(3, 1) =
1√
3




1 eiπ/3 eiπ4/3

eiπ/3 1 eiπ/3

eiπ4/3 eiπ/3 1




A soma da primeira e terceira colunas difere da segunda e então nenhum
múltiplo de M(3, 1) pode se tornar estocástica.

Para que possamos usar a equação (2.6) obtida na seção anterior, pre-
cisamos dos autovalores e autovetores de M(n, a).
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Teorema 2.3.2 1. Se na é par então, para r = 0, . . . , n− 1, os autoval-
ores de M(n, a) são

λr = n−1/2S(n, a)e−iπar
2/n

e uma base ortonormal de autovetores correspondente é ψr, onde

(ψr)k = n−1/2e−i2πark/n, k = 0, . . . , n− 1

2. Se na é ı́mpar então, para r = 0, . . . , n− 1, os autovalores de M(n, a)
são

λj =
1

2n1/2
S(4n, a)e−iπa(r+1/2)2/n

e uma base ortonormal de autovetores correspondente é ψr, onde

(ψr)k = n−1/2e−i2πa(r+(1/2))k/n, k = 0, . . . , n− 1

Prova 1. A j-ésima coordenada de M(n, a)ψr é

[M(n, a)ψr]j = n−1/2

n−1∑

k=0

eiπa(j−k)2/ne−i2πark/n

Mas
e−i2πarj/n exp

{
iπa[(j − k)2 − 2rk + 2rj]/n

}

= (ψr)je
−iπar2/neiπa(k−(j+r))2/n

Aplicando o lema 2.3.1, item 1, obtemos

[M(n, a)ψr]j = (ψr)jn
−1/2e−iπar

2/n

n−1∑

k=0

eiπa(k−(j+r))2/n

= n−1/2S(n, a)e−iπar
2/n(ψr)j = λr(ψr)j

2. A j-ésima coordenada de M(n, a)ψr é

[M(n, a)ψr]j = n−1/2

n−1∑

k=0

eiπa(j−k)2/ne−iπa(2r+1)k/n

Mas
e−iπa(2r+1)j/nexp

{
iπa[(j − k)2 − (2r + 1)k + (2r + 1)j]/n

}

= (ψr)je
−iπa(r+1/2)2/neiπa(k−(j+r+1/2))2/n
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Aplicando o lema 2.3.1, item 2, obtemos

[M(n, a)ψr]j = (ψr)jn
−1/2e−iπa(r+1/2)2/n

n−1∑

k=0

eiπa(k−(j+r+1/2))2/n

=
n−1/2

2
S(4n, a)e−iπa(r+1/2)2/n(ψr)j = λr(ψr)j

�

Apliquemos a equação acima usando o teorema anterior, e obtemos para
na par que

∑
j

(ψj)0λ
t
j(ψj)k =

S(n, a)t

nt/2+1

∑
j

e−iπatj
2/ne−i2πajk/n

e para na ı́mpar obtemos

∑
j

(ψj)0λ
t
j(ψj)k =

S(4n, a)t

2tn3/2

∑
j

e−iπat(j+1/2)2/ne−i2πa(j+1/2)k/n

Mas como |S(n, a)| = √n, obtemos da equação (2.6), para t > 0 e na par
que

P (Xt = k) = Pt(k) =
1

n2

∣∣∣
n−1∑
j=0

e−iπa(tj+k)2/nt
∣∣∣
2

, (2.7)

e para na ı́mpar que

P (Xt = k) =
1

n2

∣∣∣
n−1∑
j=0

e−iπa(t(j+1/2)+k)2/nt
∣∣∣
2

(2.8)

Acima assumimos que a a matriz de transição estocástica P é tal que
Pij = |Aij|2, para todo i, j, e ainda que o vetor de probabilidade inicial é a
delta de Dirac em s0, ou seja, (1, 0, 0, ...0).

Estas equações nos fornecem expressões expĺıcitas para Pt, mas elas não
estão em uma forma fechada e portanto não nos mostram muita informação
sobre a dinâmica do sistema. Faremos o trabalho técnico de calcular tais
somas na próxima seção.
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2.4 Distribuições de Probabilidade

Agora vamos calcular as probabilidades fornecidas pelas equações (2.7) e
(2.8) dadas na seção anterior. Vamos analisar também alguns exemplos de
outros tipos (não Dirichlet).

Notação Sejam a, b inteiros. Denotaremos por a(2) o número de vezes
em que o fator 2 aparece na decomposição prima de a. Ainda, o máximo
divisor comum entre a e b é dado por (a, b).

Note que estamos usando as distribuições obtidas pela expressão (2.6)
da seção anterior, que foi obtida tomando como distribuição inicial o vetor
(1, 0, · · · , 0).

Temos o seguinte teorema:

Teorema 2.4.1 Sejam n e t inteiros, com (n, t) = d, t > 0.

1. Se n é par, então P (Xt = k) = d/n se t(2) 6= n(2) e d|k, ou, se t(2) = n(2)

e 2k/d é impar. Caso contrário, P (Xt = k) = 0.

2. Se n é ı́mpar então P (Xt = k)=d/n se d|k. Caso contrário, P (Xt =
k) = 0.

Prova 1. Aplicando (2.7) e o lema 2.6.1, ı́tem 1 1, temos

P (Xt = k) =
1

n2

∣∣∣
d−1∑
m=0

(−1)amnt/d
2

e−i2πakm/d
∣∣∣
2∣∣∣
n/d−1∑
j=0

e−iaπ(tj+k)2/nt
∣∣∣
2

Suponha que t(2) 6= n(2). Então nt/d2 é par, e dáı

d−1∑
m=0

(−1)amnt/d
2

e−i2πakm/d =
d−1∑
m=0

(e−i2πak/d)m

A soma geométrica vale d se d|k e vale 0 caso contrário. Suponha que t(2) =
n(2). Então nt/d2 é ı́mpar e dáı

d−1∑
m=0

(−1)amnt/d
2

e−i2πakm/d =
d−1∑
m=0

(−e−i2πak/d)m

1ver os lemas 2.6.1 e 2.6.2 no Apêndice deste caṕıtulo
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Se 2k/d é um inteiro ı́mpar então a soma geométrica vale d. Caso contrário,
temos

d−1∑
m=0

(−e−i2πak/d)m =
1− (−1)d

1 + e−i2πak/d

Como t(2) = n(2) e n é par, temos que d é par e portanto a última expressão
vale zero. Concluimos que quando P (Xt = k) não é zero, temos

P (Xt = k) =
d2

n2

∣∣∣
n/d−1∑
j=0

e−iπa(tj+k)2/nt
∣∣∣
2

=
d2

n2

∣∣∣
n′−1∑
j=0

e−iπa(t′j+1/2)2/nt
∣∣∣
2

onde n′ = n/d e t′ = t/d. Segue que (n′, t′) = 1. Se t(2) 6= n(2) e d|k, vale que
nt/d2 é par e n′at′ = ant/d2 é par. Aplicando o lema 2.6.2, parte 1 obtemos

∣∣∣
n′−1∑
j=0

e−iπa(t′j+k/d)/n′t′
∣∣∣
2

= |S(n′, at′)|2 = n′

Logo,

P (Xt = k) =
d2

n2
n′ =

d

n
Se t(2) = n(2) e 2k/d é ı́mpar então nt/d2 é ı́mpar e n′at′ = ant/d2 é ı́mpar.
Fazendo 2k/d = 2µ+ 1 e aplicando o lema 2.6.1, ı́tem 2, obtemos

∣∣∣
n′−1∑
j=0

e−iπa(t′j+µ+1/2)2/n′t′
∣∣∣
2

=
1

2
|S(4n′, at′)|2 = n′

Novamente,

P (Xt = k) =
d2

n2
n′ =

d

n
2. Seja n ı́mpar e a par. Aplicando (2.7) e o lema 2.6.1, parte 1, obtemos
P (Xt = k) como no item 1 deste teorema. Se t(2) 6= n(2) então nt/d2 é par
e então como no item 1, a série geométrica tem soma d se d|k e vale 0 caso
contrário. Se t(2) = n(2) então nt/d2 é ı́mpar. Como a é par, temos

d−1∑
m=0

(−1)amnt/d
2

e−i2πakm/d =
d−1∑
m=0

(e−i2πak/d)m

Como antes, a série geométrica tem soma d se d|k e vale 0 caso contrário.
Como no item 1, P (Xt = k) = d/n quando tal valor não se anula. Final-
mente, seja na ı́mpar. Aplicando (2.8), e o lema 2.6.1, parte 2, temos

P (Xt = k) =
1

n2

∣∣∣
d−1∑
m=0

e−i2πakm/d
∣∣∣
2∣∣∣
n/d−1∑
j=0

e−iπa(t(j+1/2)+k)2/nt
∣∣∣
2
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A soma geométrica tem soma d se d|k e vale zero caso contrário. Quando
P (Xt = k) não se anula, temos

P (Xt = k) =
d2

n2

∣∣∣
n′−1∑
j=0

e−iπa(t′(j+1/2)+k/d)2/n′t′
∣∣∣
2

onde n′ = n/d e t′ = t/d. Novamente, temos (n′, t′) = 1. Aplicando o lema
2.6.2, partes 3 e 4, concluimos que

P (Xt = k) =
d2

n2
n′ =

d

n
.

�

Este teorema nos fornece o fato interessante de que P (Xt = k) independe
de a. Alguns corolários seguem a partir deste teorema.

Corolário 2.4.2 Temos os seguintes casos:

1. Suponha n par. Então P (Xt = k) = P (Xs = k) se e somente se
(n, t) = (n, s) e t(2), s(2) 6= n(2) ou t(2) = s(2) = n(2).

2. Suponha n ı́mpar. Então P (Xt = k) = P (Xs = k) se e somente se
(n, t) = (n, s).

Prova Seja dt = (n, t) e ds = (n, s).
1. É claro que a condição é suficiente. Para ver que é necessária, vemos

que existe k tal que P (Xt = k) 6= 0. Então

dt
n

= P (Xt = k) = P (Xs = k) =
ds
n

Então dt = ds.
2. É claro que a condição é suficiente. Para ver que é necessária, suponha

que P (Xt = k) = P (Xs = k), t(2) 6= n(2) e dt|k. Então, como antes,

dt
n

= P (Xt = k) = P (Xs = k) =
ds
n

e então dt = ds. Se s(2) = n(2), então como P (Xs = k) 6= 0, temos que
2k/d é ı́mpar. Mas dáı 2(k/dt) é ı́mpar, o que é uma contradição. Portanto,
s(2) 6= n(2), e portanto t(2), s(2) 6= n(2). Suponha que t(2) = n(2) e que 2k/dt
é ı́mpar. Então, como antes, dt = ds. Se s(2) 6= n(2), então como P (Xs =
k) 6= 0, temos que ds|k. Mas dáı 2(k/ds) é ı́mpar, o que é uma contradição.
Portanto, t(2) = s(2) = n(2).
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Dizemos que z é o peŕıodo de x(t) ∈ Rn, t ≥ 0, se z é o menor inteiro
positivo tal que x(t + z) = x(t) para todo t ≥ 0. Vamos considerar assim
x(t) = (P (Xt = s0), P (Xt = s1), ..., P (Xt = sn−1)) e observar que estamos
assumindo neste momento que x(0) = (1, 0, 0..., 0). Então z é o peŕıodo de
x(t) se P (Xt+z = k) = P (Xt = k), para todo t e para todo k.

Corolário 2.4.3 Temos os seguintes casos:

1. Se n é ı́mpar o peŕıodo de x(t) (acima definido) é n.

2. Se n é par então o peŕıodo de de x(t) (acima definido) é 2n.

Prova 1. Como (n, t) = (n, n+t), pelo corolário 2.4.2, vale que P (Xt = k) =
P (Xt+n = k) para cada t. O menor inteiro positivo tal que n = (n, 0) = (n, p)
é p = n. Portanto, n é o menor inteiro positivo tal que P (Xn = k) = P (X0 =
k). Então n é o peŕıodo de probabilidade.

2. Primeiro, (n, t) = (n, 2n + t). Suponha que t(2) = n(2) = m. Então
t = 2mp, n = 2mq, onde p e q são ı́mpares. Portanto,

2n+ t = 2m+1q + 2mp = 2m(2q + p)

Como 2q+p é ı́mpar, (2n+ t)(2) = m. A seguir, suponha que (2n+ t)(2) = m.
Então 2n+ t = 2mp, n = 2mq, onde p e q são ı́mpares. Portanto,

t = 2mp = 2m+1q = 2m(p− 2q)

Como p−2q é ı́mpar, t(2) = m. Pelo corolário 2.4.2, P (Xt = k) = P (Xt+2n =
k) para todo t. Agora suponha que p > 0 e que P (Xt = k) = P (X0 = k).
Pelo corolário 2.4.2, n = (n, 0) = (n, p). Portanto, n|p e então p = rn para
algum inteiro positivo r. Se r = 1 então p(2) = n(2), mas 0(2) 6= n(2) o que
contradiz o corolário 2.4.2. Logo, r 6= 1. Segue que 2n é o menor inteiro
positivo que satisfaz P (X2n = k) = P (X0 = k). Logo, 2n é o peŕıodo de
probabilidade.

�

Isso mostra que não precisamos calcular P (Xt = k) para t ≥ 2n, n par e
para t ≥ n, n ı́mpar. O próximo corolário nos diz que para n par também
não é necessário calcular P (Xt = k), t ≥ n.
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Corolário 2.4.4 Temos:

1. P (X0 = k) = δ0,k

2. Se n é par então P (Xn = k) = δn/2,k e P (Xt = k) = P (X2n−t = k),
0 ≤ t ≤ 2n.

Prova A prova de 1 é evidente. Provemos o item 2. Pelo teorema 2.4.1,
P (Xn = k) = 1 se e somente se 2k/n é ı́mpar. Mas 2k/n ı́mpar é equivalente
a 2k = nr, onde r é ı́mpar, e então k = (n/2)r. Como 0 ≤ k ≤ n−1, isso vale
se e somente se k = n/2. Para a segunda parte, (n, t) = (n, 2n− t). Suponha
que t(2) = n(2) = m. Então t = 2mp, n = 2mq, onde p e q são ı́mpares. Logo,

2n− t = 2m(2q − p)

Como 2q − p é ı́mpar, (2n− t)(2) = m. A seguir, suponha que (2n− t)(2) =
n(2) = m. Por um argumento semelhante, t(2) = m. Pelo corolário 2.4.2,
P (Xt = k) = P (X2n−t = k).

�

Este último corolário significa que o sistema inicia em s0 e que a seqüência
de probabilidades para t = 0, 1, 2, . . . , n é a mesma para 2n, 2n − 1, 2n −
2, . . . , n, nesta ordem.

Lembre que assumimos até agora nesta seção que o vetor de probabilidade
inicial é p = (1, 0, 0, ..., 0) e não um p tal que Ap = p. Assim, com não poderia
deixar de ser, a matriz de Dirichlet (com tal vetor inicial) não determina
um Processo Estocástico Estacionário, mas sim uma seqüência periódica de
probabilidades de estado.

Abaixo temos a tabela de Pt(k) = P (Xt = k), para n = 12.

27



t/k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12
2 1/6 0 1/6 0 1/6 0 1/6 0 1/6 0 1/6 0
3 1/4 0 0 1/4 0 0 1/4 0 0 1/4 0 0
4 0 0 1/3 0 0 0 1/3 0 0 0 1/3 0
5 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12
6 1/2 0 0 0 0 0 1/2 0 0 0 0 0
7 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12
8 1/3 0 0 0 1/3 0 0 0 1/3 0 0 0
9 1/4 0 0 1/4 0 0 1/4 0 0 1/4 0 0
10 1/6 0 1/6 0 1/6 0 1/6 0 1/6 0 1/6 0
11 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12
12 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
13 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12
14 1/6 0 1/6 0 1/6 0 1/6 0 1/6 0 1/6 0
15 1/4 0 0 1/4 0 0 1/4 0 0 1/4 0 0
16 1/3 0 0 0 1/3 0 0 0 1/3 0 0 0
17 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12
18 1/2 0 0 0 0 0 1/2 0 0 0 0 0
19 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12
20 0 0 1/3 0 0 0 1/3 0 0 0 1/3 0
21 1/4 0 0 1/4 0 0 1/4 0 0 1/4 0 0
22 1/6 0 1/6 0 1/6 0 1/6 0 1/6 0 1/6 0
23 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12
24 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Pelo corolário acima, para t de 13 a 24, a tabela é a mesma, mas em ordem
inversa. Obtemos uma seqüência de probabilidades de peŕıodo 2n. Podemos
dizer que em um tempo t, existem certas transições imposśıveis (i.e., Pt(k) =
0 para certos k) e as que podem ocorrem, tem todas a mesma probabilidade.
Como temos um número finito de estados (ou alternativamente, um número
finito de vetores unitários que diferem de um ângulo constante), o número
de caminhos posśıveis para uma part́ıcula é finito, e são todos igualmente
prováveis no ińıcio de um processo.

Outra tabela, para n=4 (ver [17]):
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t/k 0 1 2 3
0 1 0 0 0
1 1/4 1/4 1/4 1/4
2 1/2 0 1/2 0
3 1/4 1/4 1/4 1/4
4 0 0 1 0
5 1/4 1/4 1/4 1/4
6 1/2 0 1/2 0
7 1/4 1/4 1/4 1/4
8 1 0 0 0

Vamos mostrar abaixo que existem certos p ∈ Cn tais que para certas
matrizes de Dirichlet A vale A p = p.

O seguinte exemplo é inspirado pela moeda quântica que é descrita no
exemplo 1 da seção 8.2.

Exemplo Matrizes Quânticas A dois por dois não necessariamente do
tipo Dirichlet. Sejam u, v ∈ C tais que u + v = 1 e |u|2 + |v|2 = 1. Uma
condição necessária e suficiente para que essas propriedades sejam satisfeitas
é que u = 1 − v, 0 ≤ Re(u) ≤ 1 e Im(u) = ±(Re(u))1/2(1 − Re(u))1/2.
Então, vemos que o número real 0 ≤ Re(u) ≤ 1 determina u e v a menos de
conjugação. Por exemplo, se Re(u) = 1/2, temos u = (1±i)/2, v = (1∓i)/2.

Vamos construir uma matriz quântica complexa A a partir do seguinte.
Sejam u1, v1 e u2, v2 dois pares de números complexos tais que

u1 + v1 = 1 , |u1|2 + |v1|2 = 1

u2 + v2 = 1 , |u2|2 + |v2|2 = 1

Pelo que vimos acima, tais números tem a forma

u1 = x1 ± i
√
x1(1− x1) , v1 = 1− x1 ∓ i

√
x1(1− x1)

u2 = x2 ± i
√
x2(1− x2) , v2 = 1− x2 ∓ i

√
x2(1− x2)

onde x1 e x2 ∈ [0, 1].
Seja a matriz

A± =

(
u1 u2

1− u1 1− u2

)

=

(
x1 ± i

√
x1(1− x1) x2 ± i

√
x2(1− x2)

1− x1 ∓ i
√
x1(1− x1) 1− x2 ∓ i

√
x2(1− x2)

)

Observe que, com respeito aos sinais da parte imaginária, devemos fazer
duas escolhas independentes, ou seja, uma para a primeira coluna e outra
para a segunda. Portanto, se queremos determinar sob quais condições a
matriz A é unitária, devemos resolver o sistema AA∗ = I em quatro casos:
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1. Caso (+,+), ou seja,

A =

(
x1 + i

√
x1(1− x1) x2 + i

√
x2(1− x2)

1− x1 − i
√
x1(1− x1) 1− x2 − i

√
x2(1− x2)

)

Resolvendo uma das equações de AA∗ = I (que é um sistema de duas
equações independentes), conclúımos primeiro que x1 + x2 = 1, e por-
tanto A tem a forma

A =

(
x1 + i

√
x1(1− x1) 1− x1 + i

√
x1(1− x1)

1− x1 − i
√
x1(1− x1) x1 − i

√
x1(1− x1)

)

E resolvendo a outra equação, obtemos que x1 = 0 ou 1, e portanto,
neste caso,

A =

(
1 0
0 1

)
ou

(
0 1
1 0

)

Para a primeira matriz (identidade), o autovalor é 1, com autovetores
(1, 0) e (0, 1). Para a segunda, um autovalor é 1 com autovetor associ-
ado (1, 1) e o outro é −1 com autovetor 1/

√
2(−1, 1).

2. Caso (−,−), ou seja,

A =

(
x1 − i

√
x1(1− x1) x2 − i

√
x2(1− x2)

1− x1 + i
√
x1(1− x1) 1− x2 + i

√
x2(1− x2)

)

Aqui obtemos as mesmas soluções do caso 1.

3. Caso (+,−),

A =

(
x1 + i

√
x1(1− x1) x2 − i

√
x2(1− x2)

1− x1 − i
√
x1(1− x1) 1− x2 + i

√
x2(1− x2)

)

Resolvendo uma das equações de AA∗ = I, conclúımos que x1 +x2 = 1,
e portanto A é simétrica da forma

A =

(
x1 + i

√
x1(1− x1) 1− x1 − i

√
x1(1− x1)

1− x1 − i
√
x1(1− x1) x1 + i

√
x1(1− x1)

)

A outra equação é uma identidade e não impõe restrições sobre x1 ou
x2. Um autovalor é 2x1 − 1 + 2i

√
x1(1− x1) com autovetor associado

1/
√

2(1,−1) e o outro autovalor é 1 com autovetor 1/
√

2(1, 1).
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4. O caso (−,+) é semelhante ao caso (+,−):

A =

(
x1 − i

√
x1(1− x1) x2 + i

√
x2(1− x2)

1− x1 + i
√
x1(1− x1) 1− x2 − i

√
x2(1− x2)

)

Resolvendo AA∗ = I, temos que x1 + x2 = 1, e portanto

A =

(
x1 − i

√
x1(1− x1) 1− x1 + i

√
x1(1− x1)

1− x1 + i
√
x1(1− x1) x1 − i

√
x1(1− x1)

)

Um autovalor é 2x1 − 1 − 2i
√
x1(1− x1) com autovetor associado

1/
√

2(−1, 1) e o outro autovalor é 1 com autovetor 1/
√

2(1, 1).

Assim obtemos condições para que as matrizes sejam unitárias. Se x 6=
0, 1, temos que possuem entradas não-nulas e portanto A± é a matriz de
amplitude de transição de uma N -cadeia quântica. Como fizemos na seção
de cadeias quânticas, vamos calcular as probabilidades de transição. Para
isso, precisamos dos autovalores e autovetores de A±. Pelo que vimos nos
casos acima, podemos construir uma medida de Markov estacionária (vista na
seção 2.2) escolhendo como vetor estacionário o vetor associado ao autovalor
1 (que sempre é um autovalor para a moeda quântica, ao menos no caso de
ordem 2).

Observação Supondo que temos um vetor de distribuição inicial
−→
X 0 =

(1, 0, . . . , 0), podemos usar a expressão para probabilidades

P (Xt = k) = Pt(k) = |
∑
j

(ψj)0λ
t
j(ψj)k|2

obtido na seção 2.2 para cadeias quânticas. Fazendo S = {s0, s1} = {0, 1} e
escrevendo Pt(k) = P (f−1

t (sk)), temos

Pt(0) =
∣∣∣(ψ0)0λ

t
0(ψ0)0 + (ψ1)0λ

t
1(ψ1)0

∣∣∣
2

=
∣∣∣1 + λt1

2

∣∣∣
2

Pt(1) =
∣∣∣(ψ0)0λ

t
0(ψ0)1 + (ψ1)0λ

t
1(ψ1)1

∣∣∣
2

=
∣∣∣1− λ

t
1

2

∣∣∣
2

Para mostrar um exemplo, observe o caso particular em que x = Re(u) =
1/2. Então temos a matriz

A =
1

2

(
1 + i 1− i
1− i 1 + i

)

31



Os autovalores são
λ0 = i , λ1 = 1

e os respectivos autovetores são

ψ0 = (− 1√
2
,

1√
2

) , ψ1 = (
1√
2
,

1√
2

)

Como antes, S = {s0, s1} = {0, 1}. Temos

Pt(0) =
∣∣∣(ψ0)0λ

t
0(ψ0)0 + (ψ1)0λ

t
1(ψ1)0

∣∣∣
2

=
∣∣∣1 + it

2

∣∣∣
2

Pt(1) =
∣∣∣(ψ0)0λ

t
0(ψ0)1 + (ψ1)0λ

t
1(ψ1)1

∣∣∣
2

=
∣∣∣1− i

t

2

∣∣∣
2

Então obtemos uma seqüência periódica de probabilidades:

t/k 0 1
0 1 0
1 1/2 1/2
2 0 1
3 1/2 1/2
4 1 0

Observação Considere o teorema clássico de convergência de cadeias de
Markov reais:

Teorema 2.4.5 Seja P uma matriz estocástica (real) e regular e seja S =
{1, 2, 3, . . . , d}. Então:

1. P tem um único vetor de probabilidade fixo π e os componentes de π
são todos positivos, ou seja é único o vetor de probabilidade π tal que
Pπ = π e

∑
s∈S πs = 1 e πs > 0,∀s ∈ S.

2. Se p é qualquer vetor de probabilidade, então a seqüência de vetores
Pp, P2p, P3p, ... converge para o ponto fixo π, isto é,

lim
n→∞

Pnp = π.

Como conseqüência, as entradas das matrizes P, P2, P3, . . . obtidas
a partir de P convergem para as entradas correspondentes da matriz
cujas colunas são iguais ao vetor fixo π. Ou seja,
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lim
n→∞

Pn =




π1 π1 π1 . . . π1

π2 π2 π2 . . . π2
...

...
...

...
...

πd πd πd ... πd




Lembramos que uma matriz estocástica real P é regular se existir alguma
potência de P tal que todas as suas entradas sejam positivas.

Note que este teorema não vale, em geral, para cadeias de Markov quânticas
(considerando que a condição de entradas positivas é substitúıda pela condição
de possuir entradas não nulas). Por exemplo, considere o item 2 do teorema.
Um cálculo simples mostra que se

A =
1

2

(
1 + i 1− i
1− i 1 + i

)

então a seqüência de matrizes (An)n∈N é uma seqüência periódica, e portanto
não ocorre convergência para a matriz cujas colunas são o vetor estacionário
(1/
√

2, 1/
√

2) de A.

2.5 Alguns cálculos

Exemplo 1: Matriz de Dirichlet Seja M(n, a) a matriz de Dirichlet,
dada por

Mjk =
1√
n
eiπa(j−k)2/n,

onde n ∈ N e a ∈ Z, j, k ∈ {0, . . . , n − 1}. Por (1) sabemos que M(n, a) é
unitária se e somente se n e a são relativamente primos (i.e., (n, a) = 1) e
que se o produto na for par então tal matriz pode ser tornada estocástica.
Denotamos o vetor de probabilidade inicial por

−→
X 0 = (a0, · · · , an−1).

Escrevemos abaixo alguns exemplos de matrizes onde (n, a) = 1 e na par,
com os seus respectivos autovalores, autovetores e processo estocástico real
P associado. O processo P é dado pela matriz |M |2,

(P )ij = (|M |2)ij = |Mij|2

e o vetor de probabilidade inicial real associado é

p = |−→X 0|2 = (|a0|2, · · · , |an−1|2)
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Se na é par, a renormalização

M ′(n, a) =
S(n, a)√

n
M(n, a)

é estocástica, onde S(n, a) é a soma de Dirichlet:

S(n, a) =
n−1∑
j=0

eiπaj
2/n

Vamos analisar os casos M(2, 1), M(3, 2) e M(4, 1) e tentar determinar
se existem autovetores complexos associados ao autovalor 1. Temos:

1. Matriz M(2, 1).

M(2, 1) =
1√
2

(
1 i
i 1

)

No trabalho de J. Kempe [23], tal matriz é vista como a de uma moeda
quântica balanceada (pág. 312), onde cara e coroa são tratados da
mesma forma e o passeio não é influenciado pelo seu estado inicial [23].

Os autovalores e autovetores de M(2, 1) são
√

2

2
(1− i), com autovetor (−1, 1)

√
2

2
(1 + i), com autovetor (1, 1)

Ainda,
S(2, 1) = 1 + i

e portanto,

M ′(2, 1) =
1

2

(
1− i 1 + i
1 + i 1− i

)

Os autovalores e autovetores de M ′(2, 1) são

−i, com autovetor (−1, 1)

1, com autovetor (1, 1)

O processo estocástico real associado é

P (2, 1) =
1

2

(
1 1
1 1

)

Os autovalores e autovetores de P (2, 1) são

0, com autovetor (−1, 1)

1, com autovetor (1, 1)
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2. Matriz M(3, 2).

M(3, 2) =
1√
3




1 −1
2

+ i
√

3
2
−1

2
+ i

√
3

2

−1
2

+ i
√

3
2

1 −1
2

+ i
√

3
2

−1
2

+ i
√

3
2
−1

2
+ i

√
3

2
1




Os autovalores e autovetores de M(3, 2) são
√

3− i
2

, com autovetores (−1, 1, 0), (−1, 0, 1)

i, com autovetor (1, 1, 1)

Ainda,
S(3, 2) = i

√
3

e portanto,

M ′(3, 2) = − i
√

3

2




1 −1
2

+ i
√

3
2
−1

2
+ i

√
3

2

−1
2

+ i
√

3
2

1 −1
2

+ i
√

3
2

−1
2

+ i
√

3
2
−1

2
+ i

√
3

2
1




Os autovalores e autovetores de M ′(3, 2) são

−1

2
− i
√

3

2
, com autovetores (−1, 1, 0), (−1, 0, 1)

1, com autovetor (1, 1, 1)

O processo estocástico real associado é

P (3, 2) =
1

3




1 1 1
1 1 1
1 1 1




Os autovalores e autovetores de P (3, 2) são

0, com autovetores (−1, 1, 0), (−1, 0, 1)

1, com autovetor (1, 1, 1)

3. Matriz M(4, 1).

M(4, 1) =
1

2




1
√

2
2

(1 + i) −1
√

2
2

(1 + i)√
2

2
(1 + i) 1

√
2

2
(1 + i) −1

−1
√

2
2

(1 + i) 1
√

2
2

(1 + i)√
2

2
(1 + i) −1

√
2

2
(1 + i) 1



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Os autovalores e autovetores de M(4, 1) são

1, com autovetores (−1, 0, 1, 0), (0, 1, 0,−1)

−
√

2

2
(1 + i), com autovetor (−1, 1,−1, 1)

√
2

2
(1 + i), com autovetor (1, 1, 1, 1)

Ainda,
S(4, 1) =

√
2(1 + i)

e portanto,

M ′(4, 1) =

√
2

4
(1− i)




1
√

2
2

(1 + i) −1
√

2
2

(1 + i)√
2

2
(1 + i) 1

√
2

2
(1 + i) −1

−1
√

2
2

(1 + i) 1
√

2
2

(1 + i)√
2

2
(1 + i) −1

√
2

2
(1 + i) 1




Os autovalores e autovetores de M ′(4, 1) são

√
2

2
(1− i), com autovetores (−1, 0, 1, 0), (0, 1, 0,−1)

−1, com autovetor (−1, 1,−1, 1)

1, com autovetor (1, 1, 1, 1)

O processo estocástico real associado é

P (4, 1) =
1

4




1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1




Os autovalores e autovetores de P (4, 1) são

0, com autovetores (0, 1, 0,−1), (0, 0, 1,−1), (1, 0, 0,−1)

1, com autovetor (1, 1, 1, 1)

Exemplo 2 Considere a matriz dada por

(
x+ i

√
x(1− x) 1− x− i

√
x(1− x)

1− x− i
√
x(1− x) x+ i

√
x(1− x)

)
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para x ∈ (0, 1). Os autovalores e autovetores são

2x− 1 + i(2i
√
x(1− x)), com autovetor (−1, 1)

1, com autovetor (1, 1)

O processo estocástico real associado é

(
x 1− x

1− x x

)

Os autovalores e autovetores são

2x− 1, com autovetor (−1, 1)

1, com autovetor (1, 1)

2.6 Apêndice

Neste apêndice provamos dois lemas técnicos usados na prova do teorema
2.4.1. Esta seção segue [15]. Como antes, supomos que (n, a) = 1 e k =
0, . . . , n− 1.

Lema 2.6.1 Seja (n, t) = d.

1. Então

S1 :=
n−1∑
j=0

e−iπa(tj+k)2/nt

=
d−1∑
m=0

(−1)amnt/d
2

e−i2πakm/d
n/d−1∑
j=0

e−iπa(tj+k)2/nt

2. Se na é ı́mpar então

S2 :=
n−1∑
j=0

e−iπa(t(j+1/2)+k)2/nt

=
d−1∑
m=0

e−i2πakm/d
n/d−1∑
j=0

e−iπa(t(j+1/2)+k)2/nt
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Prova 1. Divida a soma S1 em d partes para obter

S1 =
d−1∑
m=0

(m+1)n/d−1∑

j=mn/d

e−iπa(tj+k)2/nt

Definindo j = s+mn/d, obtemos

S1 =
d−1∑
m=0

n/d−1∑
s=0

e−iπa(t(s+mn/d)+k)2/nt

Como d|t e d2|nt, temos

e−iπa(t(s+mn/d)+k)2/nt = e−iπa(ts+k)2/nt(−1)amnt/d
2

e−i2πakm/d

e o resultado segue.
2. Novamente, separe a soma em d partes para obter

S2 =
d−1∑
m=0

n/d−1∑
s=0

e−iaπ(t(s+1/2)+k+mnt/d)2/nt

=
d−1∑
m=0

e−iπam
2nt/d

n/d−1∑
s=0

e−iπa(t(s+1/2)+k)2/nte−i2πam(t(s+1/2)+k)/d

Como d|t, a última exponencial é igual a

e−iπamt/de−i2πakm/d = (−1)amt/de−i2πakm/d

Como na é ı́mpar, (−1)amt/d = (−1)mt/d e

e−iπam
2nt/d = (−1)mt/d

e portanto o produto destes dois termos vale 1. O resultado segue.

�

Lema 2.6.2 Seja (n, t) = 1, k = 0, . . . n− 1.

1. Se nat é par então

n−1∑
j=0

e−iπa(tj+k)2/nt = e−iπak
2(αt−1)2/ntS(n, at)

onde α é um inteiro definido por αt = 1(mod n), 0 ≤ α ≤ n− 1.
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2. Se nat é ı́mpar então

n−1∑
j=0

e−iπa(tj+k+1/2)2/nt =
1

2
e−iπa(2k+1)2(αt−1)2/4ntS(4n, at)

onde α satisfaz αt = 1(mod 4n), 0 ≤ α ≤ 4n− 1.

3. Se na é ı́mpar e t é par então

n−1∑
j=0

e−iπa(t(j+1/2)+k)2/nt = e−iπa((t/2+k)2−ρ2)/nte−iπa(αt−1)2ρ2/ntS(n, at)

onde ρ é o resto de 1/2 + k(mod n).

4. Se nat é ı́mpar então

n−1∑
j=0

e−iπa(t(j+1/2)+k)2/nt =
1

2
e−iπa(αt−1)2k2/nte−iπa(αt−1)k/nS(4n, at)

onde α satisfaz αt = 1(mod n), 0 ≤ α ≤ n− 1.

Prova 1. Como (n, t) = 1, pelo algoritmo euclideano existem e são únicos
os inteiros q e α tais que αt = 1 + qn, 0 ≤ α ≤ n− 1. Então k = (αt− qn)k
e dáı temos

S =
n−1∑
j=0

e−iπa(tj+k)2/nt =
n−1∑
j=0

e−iπa((j+αk)t−qnk)2/nt

=
n−1∑
j=0

e−iπat(j+αk)2/ne−iπa(qn)2k2/nt

Mas (qn)2 = (αt− 1)2 e dáı

S = e−iπa(αt−1)2k2/nt

n−1∑
j=0

e−iπat(j+αk)2/n

Seja m o inteiro que satisfaz

ak = −m(mod n) , 0 ≤ m ≤ n− 1

Como nat é par,
e−iπat(j+αk)2/n = e−iπat(j−m)2/n
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Mas pelo lema 2.3.1, temos

n−1∑
j=0

eiπat(j−m)2/n =
n−1∑
j=0

eiπatj
2/n = S(n, at)

para 0 ≤ m ≤ 2n− 1, o que prova o item 1.
2. A soma

S =
n−1∑
j=0

e−iπa(tj+k+1/2)2/nt =
n−1∑
j=0

e−iπa(2tj+2k+1)2/4nt

é uma soma parcial de

T =
4n−1∑
j=0

e−iπa(tj+2k+1)2/4nt

Vale que 4nat é par e (4n, t) = 1 pois (n, t) = 1 e t é ı́mpar. Além disso,
0 ≤ 2k + 1 ≤ 4n− 1 e α satisfaz αt = 1(mod 4n), 0 ≤ α ≤ 4n− 1. Segue do
item 1 que

T = e−iπa(2k+1)2(αt−1)2

S(4n, at)

Agora decompomos T em uma parte par e outra ı́mpar T = E + U onde

E =
2n−1∑
j=0

e−iπa(tj+k+1/2)2/nt

=
n−1∑
j=0

e−iπa(tj+k+1/2)2/nt +
2n−1∑
j=n

e−iπa(tj+k+1/2)2/nt

=
n−1∑
j=0

e−iπa(tj+k+1/2)2/nt +
n−1∑
j=0

e−iπa(tj+k+1/2+nt)2/nt

Como nat é ı́mpar, o termo geral da última soma se torna

e−iπa(tj+k+1/2)2/nt

Logo,

E = 2
n−1∑
j=0

e−iπa(tj+k+1/2)2/nt
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A parte ı́mpar é dada por

U =
2n−1∑
j=0

e−iπa((2j+1)t+2k+1)2/4nt

Como nat é ı́mpar, temos que (2j + 1)t+ (2k + 1) é par. Portanto,

2n−1∑
j=0

e−iπa((2j+1)t+2k+1)2/4nt =
n−1∑
j=0

e−iπa((2j+1)t+2k+1+2nt)2/4nt

=
n−1∑
j=0

e−iπa((2j+1)t+2k+1)2/4nte−iπant

= −
n−1∑
j=0

e−iπa((2j+1)t+2k+1)2/4nt

Portanto U = 0 e
n−1∑
j=0

e−iπa(tj+k+1/2)2/nt =
1

2
T

O resultado segue.
3. Defina a soma

S =
n−1∑
j=0

e−iπa(t(j+1/2)+k)2/nt =
n−1∑
j=0

e−iπa(tj+1/2)+k)2/nt

Como t é par, t/2+k é um inteiro e nat é par então podemos usar o resultado
do item 1. Seja ρ o resto (mod n) de t/2 + k. Então t/2 + k = ρ+ µ. Segue
que

S = e−iπaµ
2/nte−i2πaµρ/nt

n−1∑
j=0

e−iπa(tj+ρ)2/nt

= e−iπa(µ2+2µρ)/nte−iπaρ
2(at−1)2/ntS(n, at)

= e−iπa((1/2+k)2−ρ2)/nte−iπaρ
2(αt−1)2/ntS(4n, at)

4. Defina S como no item 3 e troque k por (αt − qn)k como no item 1
para obter

S =
n−1∑
j=0

e−iπa(t(j+1/2)+αk)−qnk)2/nt
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= e−iπa(αt−1)2k2/nte−iπa(αt−1)k/n

n−1∑
j=0

e−iπat(j+1/2)+αk)2/n

Resta calcular a soma

T =
n−1∑
j=0

e−iπat(j+αk+1/2)2/n

Seja m o inteiro definido por

αk + 1 = −m+ sn , 0 ≤ m ≤ n− 1

Então

j + αk +
1

2
= j −m+ sn− 1

2
e

e−iπat(j+αk+1/2)2/n = e−iπat(j−(m+1/2)+sn)2/n

= e−iπat(j−m−1/2)2/ne−iπats
2neiπats

Como nat é ı́mpar temos eiπats = (−1)s e

e−iπats
2n = (−1)s

2

= (−1)s

Portanto,

T =
n−1∑
j=0

e−iπat(j−m−1/2)2/n

Aplicando o lema 2.3.1 temos

T =
1

2
S(4n, at)

e o resultado segue.

�
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Caṕıtulo 3

Integrais de Feynman

Algumas referências básicas para integrais de Feynman são [12],[20]. Uma
introdução informal interessante é [13].

3.1 O formalismo das integrais de Feynman

A mecânica quântica tradicional teve bastante êxito tanto no que se
refere a compreensão dos fenômenos quânticos como também nas previsões
numéricas de experimentos. Ela foi substanciada por muitos experimentos
feitos em laboratórios e por observações da natureza. Entretanto, a teoria
não tem respostas para certos problemas, como por exemplo, a descrição de
part́ıculas elementares e suas interações. Isto pode ser devido ao fato de o
conceito de amplitude de transição não estar na sua base axiomática (embora
possa ser deduzido a partir dos postulados, este conceito não está na base da
teoria). Esta opinião está de acordo com [18].

Uma tentativa de resolver este problema é o formalismo das integrais de
caminhos, proposto por R. Feynman (ver referências em [18]). Embora este
formalismo seja uma ferramenta útil, traz consigo alguns problemas devido
a sua natureza matemática não rigorosa.

Para entender este formalismo, usaremos a formulação lagrangiana da
mecânica clássica, que descreveremos brevemente. Suponha que temos um
sistema mecânico com n graus de liberdade. Diremos que C = Rn é o
espaço de configurações. Um ponto q = (q1, . . . , qn) ∈ C descreve a con-
figuração do sistema e é chamado estado lagrangiano. A dinâmica de um
sistema é descrita por um caminho, ou trajetória q(t) = (q1(t), . . . , qn(t)),
−∞ < t < ∞ em C. Na formulação hamiltoniana da mecânica clássica,
um estado s(t) é determinado para o tempo t desde que a condição inicial
s(t0) seja dada. Como veremos, o estado lagrangiano q(t), ta ≤ t ≤ tb é
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determinado desde que as condições de contorno q(ta), q(tb) sejam dadas.
Então definimos as funções de velocidade vi = dqi/dt, i = 1, . . . , n e fazemos
v(t) = (v1(t), . . . , vn(t)). O lagrangiano do sistema é definido por

L(v, q) =
∑
i

(
Mi

2

)
v2
i − V (q).

(Mi é a massa associada a i-ésima coordenada). Logo, L é a energia cinética
menos a energia potencial.

A ação sobre um caminho q(t) entre os tempos ta, tb, ta < tb é definida
por

S[q(t)] =

∫ tb

ta

L[v(t), q(t)]dt.

Suponha que o sistema se encontra no estado lagrangiano qa no tempo ta e
qb no tempo tb, isto é, qa = q(ta), qb = q(tb). Na formulação lagrangiana a
trajetória que o sistema percorre, chamada trajetória clássica, é determi-
nada pelo prinćıpio da mı́nima ação. Este prinćıpio nos diz que dentre
todos os caminhos posśıveis de qa a qb, a trajetória clássica q̂(t) é aquela onde
S[q(t)] é um extremo. Isto é, o valor de S[q̂(t)] não se modifica se o caminho
q̂(t) é alterado ligeiramente.

Voltemos agora à discussão da amplitude de Feynman. Veremos que o
formalismo destas amplitudes não leva em consideração apenas a trajetória
clássica q̂(t), mas sim todas as trajetórias. Suponha que um elétron encontra-
se na posição xa no tempo ta e então se move, sob a influência de alguma
força. Queremos calcular a probabilidade P (a, b) de que a part́ıcula esteja
em um ponto xb no tempo tb. O elétron irá se mover por um dos muitos
caminhos posśıveis, mas não seremos capazes de distinguir uma trajetória de
outra sem interferir no sistema. Se fizermos uma medição, sabemos que seu
movimento irá se modificar.

Na mecânica quântica, temos que todos os caminhos posśıveis devem ser
considerados. Cada caminho x(t) contribui com uma amplitude φ[x(t)] para
a amplitude total K(a, b) e P (a, b) = |K(a, b)|2. Em śımbolos:

K(a, b) =

∫
φ[x(t)].

onde x(t) é todo caminho com x(ta) = xa e x(tb) = xb. Com isso, temos que
o axioma básico do formalismo das integrais de caminho é:

(P ) φ[x(t)] = Ae(i/~)S[x(t)]
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onde

S[x(t)] =

∫ tb

ta

L[v(t), x(t)]dt (3.1)

é a ação para o caminho x(t), A é uma constante de normalização e L é o
lagrangiano do sistema.

Resumindo, cada caminho posśıvel contribui com uma determinada am-
plitude φ e soma destas amplitudes nos fornece uma amplitude total K. Esta
amplitude K, que é a amplitude de Feynman que discretizaremos nas seções
seguintes, nos fornece a probabilidade de ocorrência de um evento, fazendo
P (a, b) = |K(a, b)|2.

O axioma (P) nos diz que cada caminho contribui igualmente em módulo,
embora as suas fases variem. Então não é claro se um caminho em parti-
cular é mais importante. Entretanto, na aproximação clássica, S é grande
comparado com ~. Se um caminho arbitrário x(t) é modificado por uma
pequena quantidade δx(t), embora δS seja pequeno na escala clássica, não é
pequeno comparado com ~. Estas pequenas variações no caminho irão, em
geral, variar bastante a fase, que irá oscilar rapidamente. Então, se os cami-
nhos vizinhos de x(t) possuem uma ação diferente, suas contribuições para
K(a, b) irão se cancelar, sem fornecer nenhuma contribuição. Mas para o ca-
minho especial x̂, onde S é um extremo, uma pequena mudança no caminho
fornecerá praticamente nenhuma variação em S. Assim, caminhos na vizin-
hança de x̂ não fornecem fatores que se cancelam; desta forma, x̂ se destaca
e as leis clássicas do movimento surgem a partir das leis quânticas. No ńıvel
atômico, quando S é comparável com ~, nenhum caminho se destaca. Neste
caso, todos os caminhos (mais precisamente, caminhos cont́ınuos) devem ser
considerados ao se calcular K(a, b).

Existem algumas dificuldades matemáticas ao se tentar construir uma for-
mulação rigorosa para a amplitude total K. O problema principal é encontrar
uma medida adequada no espaço de caminhos a fim de que a soma K possa
ser formulada em termos de uma integral sobre este espaço (ver [18] para
mais detalhes). Alguns casos especiais foram resolvidos, mas uma solução
geral ainda não foi descoberta. Iremos seguir um argumento heuŕıstico.

Seja ta = t0 < t1 < · · · < tn = tb uma partição de [ta, tb] onde

ti+1 − ti = ε =
(tb − ta)

n
, i = 0, . . . , n− 1.

Seja Pn o conjunto dos caminhos poligonais da forma x(t) onde

x(ta) = xa, x(tb) = xb, x(ti) = xi, i = 1, . . . , n− 1
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e para ti < t < ti+1, (t, x(t)) é o segmento de reta de (ti, xi) para (ti+1, xi+1).
Tomamos uma constante de normalização An como sendo

An =
( m

2πi~ε

)n/2

onde m é a massa da part́ıcula e defina

Kn(a, b) =
∑
{φ[x(t)] : x(t) ∈ Pn}.

Se escrevermos esta integral sobre os valores de xi, i = 1, . . . , n− 1, obtemos

Kn(a, b) = An

∫
· · ·
∫
e(i/~)S[x(t)]dx1, . . . , dxn−1. (3.2)

E dáı definimos K(a, b) como sendo

K(a, b) = lim
n→∞

Kn(a, b)

Não é garantido que este limite exista (e em muito casos não existe). Quando
o limite existe, não depende crucialmente da natureza poligonal dos cami-
nhos. Usaremos a seguinte notação intuitiva:

K(a, b) =

∫ b

a

e(i/~)S[x(t)]D[x(t)]

e diremos que a equação acima é uma integral de caminho.
Apesar de a integral acima não possuir um sentido matemático rigoroso,

ela possui importante significado f́ısico. Além disso, ela pode ser usada para
descobrir certas propriedades que K(a, b) deve ter se uma formulação rigorosa
for posśıvel. Por exemplo, seja tc = ti um certo tempo fixado para um
i ∈ {1, . . . , n − 1} fixo. Escrevendo a ação para os intervalos de tempo
[ta, tc], [tc, tb] como Sca[x(t)], Sbc [x(t)], respectivamente, obtemos a partir da
equação 3.1 que

Sab [x(t)] = Sca[x(t)] + Scb [x(t)].

Logo, a equação 3.2 nos fornece

Kn(a, b) =

∫
Ki−1(a, c)Kn−i+1(c, b)dxc

Fazendo n arbitrariamente grande obtemos a seguinte fórmula

K(a, b) =

∫
K(a, c)K(c, b)dxc. (3.3)
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Agora, vamos calcular a integral para um caso simples. Para uma part́ıcula
livre, o lagrangiano é L = mv2/2. Para x(t) ∈ Pn temos

S[x(t)] =

∫ tb

ta

L[v(t), x(t)]dt =
m

2ε

n∑
i=1

(x1 − xi−1)2.

Então,

Kn(a, b) = An

∫
· · ·
∫
exp
[ im

2~ε

n∑
i=1

(xi − xi−1)2
]
dx1, . . . , dxn−1.

Aqui temos um produto de integrais Gaussianas que podem ser resolvidas
individualmente para obter

Kn(a, b) =
( m

2πi~nε

)1/2

exp
[ im

2~nε
(xb − xa)2

]
.

Como nε = tb − ta, os Kn’s são iguais para todo n. Segue que

K(a, b) =
[ m

2πi~(tb − ta)
]1/2

exp
[im(xb − xa)2

2~(tb − ta)
]
.

É posśıvel também mostrar que a equação de Schrödinger pode ser obtida
(novamente, sem o rigor matemático exigido normalmente) a partir do for-
malismo das integrais de caminho (ver [18]).

3.2 Distribuição de Probabilidade

Os conceitos mais importantes tratados neste trabalho estão baseados na
função da onda, que representa o aspecto ondulatório de uma part́ıcula, à
medida que a posição e o tempo variam. A função da onda desempenha um
papel central no cálculo de probabilidades em experimentos que envolvem
part́ıculas atômicas.

Para ilustrar o problema de tais cálculos, consideremos o seguinte expe-
rimento: de um lado, temos uma fonte emissora de part́ıculas (elétrons, por
exemplo). Cada part́ıcula deve passar por um anteparo, que possui duas
fendas, e atingir um detector no outro lado. O detector pode ser deslocado
como quisermos, e assim podemos obter uma distribuição de probabilidade,
realizando o experimento sucessivas vezes (figura 1). Se fecharmos a fenda 2,
podemos calcular a probabilidade de o detector ser acionado por um elétron
que passou pela fenda 1 (analogamente para a fenda 2). A soma destas
duas distribuições nos fornece a probabilidade de o detector ser acionado
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por um elétron que passou pela fenda 1 ou 2. Podemos concluir a partir
dáı o seguinte: se analisarmos classicamente o problema, concluiremos que a
probabilidade de que uma part́ıcula atinja o detector é

P (x) = P1(x) + P2(x)

onde P1 e P2 são as probabilidades de a part́ıcula atingir o detector passando
pela fenda 1 ou 2, respectivamente.

Figura 3.1: Versão simplificada do experimento de Young. S é a fonte de elétrons e D
é um detector que se movimenta livremente na vertical.

A distribuição de probabilidade clássica seria uma curva gerada pela su-
perposição das probabilidades via fenda 1 e 2 (figuras 3.2a-c). Entretanto,
a experiência nos mostra que este cálculo não pode estar correto1. Deve-
mos ainda levar em conta a interferência entre caminhos alternativos. A
distribuição real terá, na verdade, o aspecto aproximado de uma senóide
com amplitude decrescente à medida que nos aproximamos dos extremos do
anteparo (figura 3.2d). Desta forma, obtemos os padrões de interferência e
difração, tal como no experimento de Young, revelando o caráter ondulatório
de part́ıculas como elétrons.

Um resultado importante da mecânica quântica, sobre o qual estão basea-
dos as definições neste texto é que a probabilidade de se encontrar uma
part́ıcula em qualquer ponto é proporcional ao quadrado do valor absoluto
da amplitude da onda de matéria nesse ponto. Este postulado baseia-se no
fato de que o cálculo correto de probabilidades envolve uma função de onda
(i.e., uma função complexa).

Sendo assim, temos que o problema anterior pode ser resolvido da seguinte
maneira. Os padrões de interferência gerados no experimento sugerem que

1O cálculo estará correto no caso em que colocarmos um detector para se determinar
por qual fenda a part́ıcula passou. Ou seja, ao introduzir tal detector estaremos destruindo
o caráter ondulatório do experimento.
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Figura 3.2: (a) P1(x). (b) P2(x). (c) P1(x)+P2(x) (previsão clássica). (d) A distribuição
de P1(x) + P2(x) que realmente ocorre.

representemos a nossa função de distribuição, com tempo fixado, por uma
função complexa. Então podemos postular que P (x) é proporcional ao
quadrado do valor absoluto de uma certa quantidade φ(x) e este valor é
a amplitude de probabilidade, ou como chamamos nas outras seções, ampli-
tude quântica. Além disso, temos o seguinte: φ(x) será a soma de duas
contribuições, ψ1(x) e ψ2(x), as amplitudes de chegada via fenda 1 ou 2,
respectivamente. Então, segue que

P1(x) = |ψ1(x)|2, P2(x) = |ψ2(x)|2

e
P (x) = |ψ1(x) + ψ2(x)|2 = P1(x) + P2(x) + 2Reψ1(x)ψ2(x).

Os dois primeiros termos do lado direito fornecem o resultado clássico; o
último termo é o correspondente à interferência quântica, que contribui como
uma soma ou subtração ao termo clássico.

Na f́ısica clássica, os modelos matemáticos nos fornecem informações so-
bre os fenômenos que observamos, enquanto que na mecânica quântica, os
modelos não são observados sem que causemos alguma interferência. Uma
abordagem dos fenômenos microscópicos consiste em descrever a evolução
da função da onda, mas esta função nos permite apenas calcular a probabili-
dade de que certos eventos ocorram. Para relacioná-la com os experimentos,
a função de onda deve ser interpretada de uma maneira apropriada.
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3.3 Sobre a amplitude de Feynman

O formalismo de integrais de caminhos, sobre o qual as amplitudes de Feyn-
man estão baseadas, nos permite imaginar algumas situações interessantes.
Seja o seguinte experimento: temos um emissor de fótons, um detector, e
abaixo um espelho (figura 3.3). Vamos supor válida a lei de incidência e re-
flexão da luz. Supondo que temos uma barreira entre o emissor e o detector
(assim a luz emitida não pode ir diretamente para o detector) conclúımos,
após uma análise clássica, que todo fóton que atingiu o detector foi refletido
pelo espelho, e além disso, deve ter sido no seu centro, pois o ângulo de
incidência é igual ao ângulo de reflexão, e tanto o emissor como o detector
estão a uma mesma distância da barreira. Isso é o que observamos quando
fazemos experimentos com um feixe de luz. Entretanto, quando temos ape-
nas uma part́ıcula, o formalismo das integrais nos mostra um outro aspecto
do fenômeno: devemos considerar todas as trajetórias “posśıveis”para a luz;
em outras palavras, não devemos supor que a luz anda apenas em linha reta,
e muito menos que ela sabe qual o caminho mais curto! Mas para fins de
simplificação, iremos supor que a luz percorre apenas linhas retas e a situação
que iremos considerar é: um fóton, incidindo e refletindo em qualquer ângulo
e em qualquer ponto do espelho.

Figura 3.3: Dois caminhos para o fóton. Sabe-se que o caminho em que o fóton atinge o
espelho no centro nos fornece o menor tempo, mas é errado dizer que os outros pontos são
proibidos, ou que nunca irão ocorrer. Teoricamente, é posśıvel que um fóton atinja outro
ponto do espelho (embora a probabilidade seja pequena, e, em grande escala, descobrimos
que as amplitudes de probabilidade destas alternativas se cancelam).

A prinćıpio pode parecer estranho supor que um fóton atinge uma parte
qualquer do espelho. Isso nos leva a uma pergunta: como poderia o fóton
saber qual é o caminho mais curto e por que ele escolheria tal caminho? A
figura 3.4 nos fornece um gráfico que indica os tempos necessários para um
fóton sair da fonte e chegar até o detector.

Daremos apenas uma explicação intuitiva do que acontece. A reflexão da
luz é um fenômeno que envolve uma certa porção do espelho. O fato impor-
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Figura 3.4: Vamos dividir o espelho em partições de mesmo tamanho. (a) Todos os
caminhos posśıveis. (b) Tempos associados aos caminhos. O importante aqui é notar que
a diferença entre os tempos associados a dois pontos do centro, digamos F e G, é menor
do que a diferença entre os tempos associdos a dois pontos dos extremos, digamos A e B.
É exatamente isso que determina o fato de que apenas observamos a luz gerando ângulos
de incidência e reflexão iguais.

tante a ser observado é o seguinte: a diferença entre os tempos associados a
pontos próximos do centro é menor do que a diferença entre os tempos asso-
ciados a pontos dos extremos do espelho. Isso significa que a diferença de fase
entre as exponenciais associadas à amplitude de Feynman (ver equações na
seção 1) é pequena para pontos próximos ao centro, e logo temos amplitudes
de probabilidade que contribuem para uma amplitude maior e logo, uma
probabilidade maior; nos extremos, a variação de fase é maior, e existe uma
contribuição menor de amplitudes, o que confere a esses pontos uma menor
probabilidade. Logo, o centro é a região onde ocorrem pequenas variações
de fase e onde é posśıvel obter uma amplitude considerável. E é por isso que
podemos dizer, aproximadamente, que a luz percorre a trajetória em que o
tempo é mı́nimo (também, não é dif́ıcil provar que no caminho onde o tempo
é mı́nimo, o ângulo de incidência é igual ao ângulo de reflexão).

Vamos examinar um exemplo mais simples de fenômeno que pode ser
descrito por uma cadeia quântica. Imagine uma part́ıcula livre se movimen-

51



tando no espaço bidimensional. Queremos calcular a probabilidade de que
esta part́ıcula, saindo do ponto sa, chegue ao ponto sb. Como discutimos
anteriormente, se estivéssemos considerando o fenômeno cont́ınuo, teŕıamos
de calcular a integral sobre todos os caminhos posśıveis no espaço que tem
como origem o ponto sa e destino o ponto sb (figura 3.5). Dizemos que a
integral sobre cada caminho posśıvel é uma amplitude de probabilidade e a
soma destas amplitudes é a amplitude total. O quadrado do módulo desta
amplitude total nos fornece a probabilidade de que a part́ıcula saia de sa e
chegue a sb. Isto é o que o formalismo das integrais de caminhos nos diz.

Lembre que fizemos n = 12 e na matriz de Dirichlet (de acordo com [2], o
parâmetro a pode ser considerado a massa da part́ıcula, e como já vimos, ela
não influi na probabilidade). Como temos uma matriz com um parâmetro n
finito, estamos descrevendo uma aproximação do fenômeno cont́ınuo. Então
podemos supor que as trajetórias posśıveis para a part́ıcula são poligonais.
Mas vamos tornar as coisas ainda mais simples e supor que as frações de
caminhos posśıveis são as arestas de um reticulado.

Figura 3.5: Quando consideramos sistemas discretos, o análogo de se calcular a integral
sobre todos os caminhos de a a b é somar todas as amplitudes de transição de um estado a
outro. Em particular, como estávamos interessados na posição de uma part́ıcula, a matriz
de transição associada a cadeia quântica que usamos foi a matriz de Dirichlet, que gera
um análogo discreto para o movimento de uma part́ıcula livre.

Uma observação importante. Lembre que em cadeias quânticas estamos
sempre supondo que o conjunto S de estados posśıveis do sistema é finito.
Então, temos uma part́ıcula em um plano movendo-se em um reticulado
finito. Isso quer dizer a part́ıcula livre que consideramos pode se mover
apenas no reticulado, obviamente, e está de acordo com o cálculo de prob-
abilidades que fizemos antes, pois lembre que tinhamos uma lista periódica
de probabilidades (ou seja, isso deve-se também ao fato de que a part́ıcula
tem apenas um número finito de estados que podem ser assumidos. Se o
conjunto de estados não fosse finito, não sabeŕıamos, a priori, se existe uma
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periodicidade nas transições do sistema).
Dizemos que ft é a medição no tempo t e neste exemplo f representa

a posição da part́ıcula. Por exemplo, se o sistema está em um estado sj
no tempo t, realizando outra medição, obtemos f(sj) = sk, onde sk é uma
posição adjacente no reticulado. Inversamente, se estamos em um estado
sk no tempo t, temos que f−1

t (sk) é o conjunto de estados que o sistema
poderia estar no tempo t − 1, sabendo que passamos para sk no tempo t
(supomos que cada elemento deste conjunto deve necessariamente ser um
vértice adjacente). É claro que neste exemplo, sj ∈ f−1

t (sk). Temos, também,

o vetor de amplitude f̂t. Este vetor é unitário ou seja, |∑j A[f−1
t (sj)]| = 1,

o que reflete a certeza de a part́ıcula estar no reticulado.
Queremos calcular a probabilidade de que a part́ıcula, saindo do estado

sa chegue ao estado sb em t unidades de tempo. Note que desta forma, esta-
mos considerando apenas as amplitudes de caminhos que levam t unidades
de tempo. (Mesmo assim, conseguimos uma boa aproximação; usando o
formalismo das integrais de caminhos, deveŕıamos considerar todos os cami-
nhos, e não apenas os que duram t unidades de tempo). Logo, considerando
caminhos de sa a sb em um tempo t, vemos que o formalismo das integrais
(ou das somas de amplitudes sobre caminhos) se encaixa perfeitamente com
a cadeia quântica que estamos considerando: dado um estado inicial s0 = sa,
quando queremos determinar P [f−1

t (sb)], procedemos da seguinte maneira:

aplicando o estado inicial f̂0 á matriz de transição Â, podemos determinar
como a amplitude varia com o tempo; somamos todas as amplitudes de ca-
minhos que levam de sa a sb, calculamos o módulo e elevamos ao quadrado.
Esse é o propósito da cadeia: verificar todas as probabilidades sobre o espaço
de caminhos, exatamente como no formalismo das amplitudes de Feynman.
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Caṕıtulo 4

Operadores densidade e
mecânica quântica

Computadores clássicos operam com estados constrúıdos a partir de um
número finito n de bits. Cada bit pode existir em um de dois estados, 0 ou
1. O estado do sistema é determinado ao se especificar os valores de cada
um dos bits. Portanto, o conjunto de estados Bn = {0, 1}n é finito e tem
cardinalidade 2n.

Um computador quântico trabalha com um conjunto finito de objetos
chamados q-bits. Cada q-bit possui dois estados distintos, também denota-
dos por 0 e 1. As 2n combinações de estados para cada q-bit não consistem
de todos os estados posśıveis para o sistema, mas formam uma base para
o espaço de estados. Denotaremos os estados base por |x1, . . . , xn〉, onde
xj ∈ B ou então por |x〉 onde x ∈ Bn. Um estado arbitrário do sistema pode
ser representado na forma

|ψ〉 =
∑

(x1,...,xn)∈Bn
cx1,...,xn |x1, . . . , xn〉 , onde

∑

(x1,...,xn)∈Bn
|cx1,...,xn |2 = 1

Ainda, se multiplicamos o vetor |ψ〉 =
∑

x cx|x〉 por um fator de fase
eiϕ, ϕ ∈ R, obtemos um estado fisicamente indistingúıvel e portanto o estado
em um computador quântico é um vetor unitário definido a menos de um
fator de fase.

Em um computador clássico, qualquer função f : Bn → Bn é permitida,
ou seja composições e seqüências quaisquer de tais funções é o que enten-
demos como sendo computações clássicas; em um computador quântico as
transformações permitidas são os operadores unitários, ou seja, operadores
que preservam o comprimento

∑
x∈Bn |cx|2 de cada vetor |ψ〉 =

∑
x cx|x〉.

Neste caṕıtulo estamos interessados em estudar alguns fundamentos de
mecânica quântica. Além disso, queremos entender a entropia de von Neu-
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mann, o análogo quântico da entropia de Shannon da teoria clássica da in-
formação. No próximo caṕıtulo, calcularemos tal entropia para as cadeias de
Markov quânticas que vimos no caṕıtulo 2.

4.1 Notação de Dirac

Estamos interessados em obter algum análogo quântico para a entropia usada
na teoria de informação clássica (entropia de Shannon). Veremos que algumas
idéias da teoria da informação serão úteis para descrever os sistemas que nos
interessam aqui. Parte desta seção é baseada em [32] e [41].

Começamos introduzindo a notação de Dirac, que é usual em mecânica
quântica. Um vetor ψ de um espaço vetorial com produto interno será deno-
tado por

|ψ〉
Dados dois vetores |ψ〉 e |ϕ〉, o produto interno é denotado por

(|ψ〉, |ϕ〉)

Escreveremos
〈ψ|

para denotar o vetor dual do vetor |ψ〉. O vetor dual é um operador linear
definido em um espaço vetorial com produto interno, toma valores em C, e
é definido por

〈ψ|(|ϕ〉) := 〈ψ|ϕ〉 := (|ψ〉, |ϕ〉),
e também denotaremos o produto interno entre dois vetores |ψ〉 e |ϕ〉 por
〈ψ|ϕ〉. Por convenção, se |v〉 é um vetor, definimos |v〉† := 〈v|. Suponha
que A é um operador linear em um espaço de Hilbert V de dimensão finita.
Então existe um único operador linear A† em V , dito o adjunto de A tal
que para quaisquer |v〉, |w〉 ∈ V ,

(|v〉, A|w〉) = (A†|v〉, |w〉)

É fácil ver que (A|v〉)† = 〈v|A†, pois

(A|v〉)†|w〉 = (A|v〉, |w〉) = (|v〉, A†|w〉) = 〈v|A†|w〉,

onde na última passagem acima, escrevemos o produto interno entre |v〉 e
|A†w〉 como

〈v|A†|w〉
que, equivalentemente, denota o produto interno entre A|v〉 e |w〉.
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A elegância e praticidade da notação de Dirac fica evidente na seguinte
definição. Seja |v〉 um vetor num espaço vetorial com produto interno V e
|w〉 um vetor num espaço vetorial com produto interno W . Defina

|w〉〈v| : V → W

como sendo o operador linear cuja ação é definida por

(|w〉〈v|)(|v′〉) := |w〉〈v|v′〉 = 〈v|v′〉|w〉
Tal operador é dito produto exterior. Note que a expressão |w〉〈v|v′〉
pode ter as seguintes interpretações: (1) o resultado obtido ao se aplicar o
operador |w〉〈v| no vetor |v′〉 ou (2) o resultado de se multiplicar |w〉 pelo
número complexo 〈v|v′〉. As definições dadas acima são tais que essas duas
interpretações coincidem. De fato, o que fizemos aqui foi simplesmente definir
a primeira interpretação em termos da segunda.

Seja |i〉 uma base ortonormal qualquer para o espaço vetorial V . Um
vetor |v〉 pode ser escrito como |v〉 =

∑
i vi|i〉, onde vi = 〈i|v〉. Então temos

(∑
i

|i〉〈i|
)
|v〉 =

∑
i

|i〉〈i|v〉 =
∑
i

vi|i〉 = |v〉

Logo, ∑
i

|i〉〈i| = I

onde I é o operador identidade. Esta é a relação de completude para
vetores ortonormais. Esta relação nos permite mostrar que todo operador
linear pode ser escrito como uma combinação linear de produtos exteriores.
Suponha que A : V → W é um operador linear, |vi〉 é uma base ortonor-
mal para V e |wj〉 é uma base ortonormal para W . Usando a relação de
completude, obtemos

A = IWAIV =
∑
ij

|wj〉〈wj|A|vi〉〈vi| =
∑
ij

〈wj|A|vi〉|wj〉〈vi|

que é a representação em produto exterior de A. Note que a partir dessa
expressão, vemos também que a matriz Aij associada ao operador A é tal
que Aji = 〈wj|A|vi〉 (a matriz Aij sendo tomada com respeito as bases |vi〉 e
|wj〉).

Seja ψ um vetor unitário e A : V → V um operador qualquer. A partir
de ψ, forme uma base ortonormal ordenada de modo que ψ seja o primeiro
elemento. Então, pela expressão para Aij que vimos acima,

tr(A|ψ〉〈ψ|) =
∑
i

〈i|A|ψ〉〈ψ|i〉 = 〈ψ|A|ψ〉

56



que é uma expressão útil para se calcular o traço de operadores.

Suponha que W é um subespaço vetorial de dimensão k do espaço ve-
torial V de dimensão d. Usando o método de Gram-Schmidt, é posśıvel
construir uma base ortonormal |1〉, . . . , |d〉 para V tal que |1〉, . . . , |k〉 é uma
base ortonormal para W . Definimos o projetor sobre o subespaço W como
sendo

P :=
k∑
i=1

|i〉〈i|

4.2 Produto tensorial

Parte desta seção é baseada em [21]. Vamos considerar um sistema quântico
que consiste de uma part́ıcula de spin 1/2 e outra de spin 1. Se considerarmos
apenas as propriedades de spin (ou seja, ignorando os graus de liberdade as-
sociados com as propriedades espaciais das part́ıculas), os espaços de estados
dos subsistemas são C2 e C3, respectivamente, com bases t́ıpicas dadas pelos
autoestados {|+ 1

2
〉, |− 1

2
〉} e {|+1〉, |0〉, |−1〉}. Uma suposição f́ısica natural

é assumir que o sistema composto inclui estados que assumem cada um dos
valores descritos acima. Então existem seis estados, que serão denotados por

|+ 1

2
,+1〉, |+ 1

2
, 0〉, |+ 1

2
,−1〉, | − 1

2
,+1〉, | − 1

2
, 0〉, | − 1

2
,−1〉 (4.1)

Como estamos considerando uma teoria quântica, esperamos que com-
binações lineares dos estados acima sejam permitidos. Então parece natural
supor que o estado mais geral pode ser escrito na forma

|ψ〉 = c1|+1

2
,+1〉+c2|+1

2
, 0〉+c3|+1

2
,−1〉+c4|−1

2
,+1〉+c5|−1

2
, 0〉+c6|−1

2
,−1〉

e portanto os vetores na equação (4.1) formam uma base para o espaço de
Hilbert do sistema composto. Como temos seis vetores, o espaço é isomorfo
a C6.

Para um sistema composto em geral, a operação matemática relevante
toma vetores ψ1 e ψ2 nos espaços de Hilbert H1 e H2 ,de dimensão m e n
respectivamente, e os transforma em um vetor ψ1 ⊗ ψ2 em um novo espaço
de Hilbert H1 ⊗H2, chamado produto tensorial de H1 e H2, que tem di-
mensão mn. O espaço de estados quântico do sistema composto é, portanto,
o produto tensorial dos espaços de estados quânticos dos subsistemas cons-
tituintes. No exemplo acima, o vetor | + 1

2
,+1〉 denota o produto tensorial
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| + 1
2
〉 ⊗ | + 1〉. Em particular, temos que o produto tensorial C2 ⊗ C3 é

isomorfo a C6.
Se |vi〉 e |wj〉 são bases ortonormais para H1 e H2, respectivamente, então

|vi〉 ⊗ |wj〉 é uma base para H1 ⊗H2. Usaremos também as notações

|v〉|w〉 , |v, w〉 e |vw〉

para denotar o produto |v〉⊗ |w〉. Por exemplo, se H é um espaço de Hilbert
de dimensão 2 com vetores base |0〉 e |1〉, então |0〉⊗ |0〉+ |1〉⊗ |1〉 ∈ H⊗H.

Agora definiremos formalmente o produto tensorial. Sejam V e W são
espaços vetoriais, que iremos supor sempre sobre R, e ainda que são de di-
mensão finita. A construção mais geral para módulos sobre anéis comuta-
tivos, que não precisaremos aqui, pode ser vista em [29] ou [5]. Denote por
R[V ×W ] o conjunto de elementos que são combinações lineares formais de
elementos de V ×W com coeficientes em R, ou seja, expressões do tipo

n∑
i=1

ai.(vi, wi) , ai ∈ R, vi ∈ V,wi ∈ W

Seja R(V,W ) o subespaço gerado por todos os elementos de R[V ×W ]
da forma

(v1 + v2, w)− (v1, w)− (v2, w)

(v, w1 + w2)− (v, w1)− (v, w2) (4.2)

(rv, w)− r(v, w)

(v, rw)− r(v, w)

onde vi ∈ V , wi ∈ W e r ∈ R.

Definição O produto tensorial de espaços vetoriais V e W , deno-
tado por V ⊗W é o espaço

V ⊗W :=
R[V ×W ]

R(V,W )

Seja π : R[V ×W ] → V ⊗W a projeção canônica e denote por v ⊗ w a
imagem de (v, w) ∈ R[V ×W ], ou seja,

v ⊗ w := π(v, w)

Segue de (4.2) que π : V ×W → V ⊗W é bilinear. Além disso tal aplicação
é universal no seguinte sentido:
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Lema 4.2.1 Sejam U , V e W espaços vetoriais, e seja f : V ×W → U uma
aplicação bilinear. Então existe uma única aplicação linear f : V ⊗W → U
tal que f = f ◦ π.

Prova Como o conjunto V ×W é uma base para R[V ×W ], f se extende a
uma aplicação linear f̂ : R[V ×W ] → U . A bilinearidade de f implica que
f̂(R(V,W )) = 0, e portanto f̂ induz uma aplicação f do quociente V ⊗W
em U . Por construção, f = f ◦ π, f é linear e como π(V ×W ) gera V ⊗W ,
f é determinada de maneira única por f .

�

Segue do lema anterior que o produto tensorial é um funtor. De fato, se
ϕ : V → V ′ e ψ : W → W ′ são aplicações lineares então a composição

V ×W ϕ×ψ→ V ′ ×W ′ π′→ V ′ ⊗W ′

é bilinear, portanto induz uma única aplicação

ϕ⊗ ψ : V ⊗W → V ′ ⊗W ′

A unicidade garante que (ϕ′ ⊗ ψ′) ◦ (ϕ ⊗ ψ) = ϕ′ ◦ ϕ ⊗ ψ′ ◦ ψ quando ϕ′ :
V ′ → V ′′, ψ′ : W ′ → W ′′.

Lema 4.2.2 Sejam V e V ′ espaços vetoriais com bases B e B′, respectiva-
mente. Então V ⊗ V ′ é um espaço vetorial com base {b⊗ b′|b ∈ B, b′ ∈ B′}.

Prova A bilinearidade de π : V × V ′ → V ⊗ V ′ mostra que o conjunto
enunciado acima gera V ⊗ V ′. Suponha que

∑
rijbi ⊗ b′j = 0 (4.3)

Sejam ϕ0 : V → R e ϕ′0V
′ → R aplicações lineares com

ϕ0(bi) = 0 se i 6= i0, ϕ0(bi0) = 1

ϕ0(b′i) = 0 se i 6= j0, ϕ
′
0(b′i0) = 1

onde (i0, j0) é um par de ı́ndices que aparecem em (4.3). A composição

V ⊗ V ′ ϕ0⊗ϕ′0→ R⊗R mult→ R

leva o lado esquerdo em (4.3) em ri0j0 que, portanto, deve ser zero.

�
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Temos as seguintes relações:

1. R⊗ V ∼= V ∼= V ⊗R
2. V1 ⊗ V2

∼= V2 ⊗ V1

3. V1 ⊗ (V2 ⊗ V3) ∼= (V1 ⊗ V2)⊗ V3

4. (V1 ⊕ V2)⊗ V3
∼= V1 ⊗ V3 ⊕ V2 ⊗ V3

Existe uma generalização natural da definição de produto tensorial para
o caso de um número maior de espaços e um lema de propriedade universal
correspondente:

Lema 4.2.3 Para cada aplicação multilinear f : V1 × · · · × Vk → W existe
uma única aplicação linear f : V1 ⊗ · · · ⊗ Vk → W tal que f = f ◦ π.

Outras propriedades do produto tensorial são as seguintes:

1. O produto tensorial é linear em cada entrada, no sentido de que para
todo α, β ∈ C, ψ, φ ∈ H1 e ξ ∈ H2,

(αψ + βφ)⊗ ξ = (αψ)⊗ ξ + (βφ)⊗ ξ

e se ψ ∈ H1 e φ, ξ ∈ H2,

ψ ⊗ (αφ+ βξ) = ψ ⊗ (αφ) + ψ ⊗ (βξ)

e
α(ψ ⊗ φ) = (αψ)⊗ φ = ψ ⊗ (αφ)

2. Existem vetores em H1⊗H2 que não podem ser escritos como um único
produto ψ ⊗ φ, quaisquer que sejam ψ ∈ H1 e φ ∈ H2. Um exemplo é

|ψ〉 =
|00〉+ |11〉√

2
,

ou seja, não existem estados |a〉 e |b〉 tais que |ψ〉 = |a〉⊗|b〉. Quando tal
fato ocorrer, diremos que ψ é um estado emaranhado (discutiremos
emaranhamento (entanglement) na seção 4.5). Entretanto, todo vetor
em H1 ⊗H2 pode ser escrito como uma soma de tais produtos.

Em particular, se {e1, e2, . . . , eN1} e {f1, f2, . . . , fN2} são bases para H1

e H2, respectivamente, então uma base para H1 ⊗H2 é o conjunto de
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vetores ei⊗ fj, i = 1, 2, . . . N1, j = 1, 2, . . . , N2. Portanto, o vetor mais
geral ψ ∈ H1 ⊗H2 tem a forma

ψ =

N1∑
i=1

N2∑
j=1

ψijei ⊗ fj

onde ψij ∈ C. Em particular, isso mostra que a dimensão do espaço de
Hilbert H1 ⊗H2 é o produto das dimensões de H1 e H2.

3. O produto interno é definido em vetores produto por

〈ψ1 ⊗ ψ2, φ1 ⊗ φ2〉 := 〈ψ1, φ1〉H1〈ψ2, φ2〉H2

onde os produtos no lado direito são calculados nos espaços de Hilbert
indicados. A expressão é extendida para somas de vetores se definimos

〈ψ1 ⊗ ψ2, (αφ1 ⊗ φ2 + βφ3 ⊗ φ4)〉
:= α〈ψ1, φ1〉H1〈ψ2, φ2〉H2 + β〈ψ1, φ3〉H1〈ψ2, φ4〉H2

4. O produto tensorial de operadores pode ser definido da seguinte
maneira. Sejam A1 e A2 operadores em H1 e H2, respectivamente. O
produto A1 ⊗ A2 é definido primeiro em vetores produto

(A1 ⊗ A2)ψ1 ⊗ ψ2 := (A1ψ1)⊗ (A2ψ2)

e depois extendido para somas de produtos de maneira linear:

(A1 ⊗ A2)ψ :=

N1∑
i=1

N2∑
j=1

ψij(A1ei)⊗ (A2fj)

Da mesma forma que no caso de vetores, existem operadores em H1 ⊗
H2 que não podem ser escritos na forma A1 ⊗ A2. Entretanto, todos
os operadores podem ser descritos por uma soma de tais operadores
produto.

Enunciamos a definição do produto tensorial apenas para obter uma ex-
posição completa. Não precisaremos lembrar da construção formal que fize-
mos anteriormente, apenas de suas propriedades operacionais. Em particular,
será útil definir uma representação matricial, chamada produto de Kro-
necker. Sejam A uma matriz m× n e B uma matriz p× q. Então temos a
seguinte representação matricial:

A⊗B :=




A11B A12B · · · A1nB
A21B A22B · · · A2nB

...
...

...
...

Am1B Am2B · · · AmnB



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Ou seja, o termo AijB é o elemento Aij da matriz A multiplicado pela matriz
B. Por exemplo, o produto tensorial dos vetores (2, 3) e (4, 5) é

[
2
3

]
⊗
[

4
5

]
=




2× 4
2× 5
3× 4
3× 5


 =




8
10
12
15




4.3 Operador densidade

Suponha que um sistema quântico está em um estado |ψi〉 dentre vários
estados posśıveis, onde i é um ı́ndice, com respectivas probabilidades pi.
Dizemos que {pi, |ψi〉} é um conjunto (ensemble) de estados.

Definição O operador densidade, também chamado matriz densi-
dade de um sistema é definido pela equação

ρ :=
∑
i

pi|ψi〉〈ψi|

O seguinte teorema fornece uma caracterização de operadores densidade:

Teorema 4.3.1 Um operador ρ é o operador densidade associado a um en-
semble {pi, |ψi〉} se e somente se satisfaz

1. tr(ρ) = 1

2. ρ é um operador positivo

Prova Suponha que ρ =
∑

i pi|ψ〉〈ψi| é um operador densidade. Então

tr(ρ) =
∑
i

pitr(|ψi〉〈ψi|) =
∑
i

pi = 1

Suponha que |ϕ〉 é um vetor qualquer no espaço de estados. Então

〈ϕ|ρ|ϕ〉 =
∑
i

pi〈ϕ|ψi〉〈ψi|ϕ〉 =
∑
i

pi|〈ϕ|ψi〉|2 ≥ 0

Reciprocamente, suponha que ρ é um operador satisfazendo a condição
do traço e de positividade dadas acima. Como ρ é positiva, então possui uma
decomposição espectral

ρ =
∑
j

λj|j〉〈j|
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onde os vetores |j〉 são ortogonais e os λj são autovalores reais não negativos
de ρ. Pela condição do traço, vemos que

∑
j λj = 1. Portanto, um sistema

no estado |j〉 com probabilidade λj terá ρ como o operador densidade corres-
pondente. Ou seja, o ensemble {λj, |j〉} é um ensemble de estados que induz
o operador densidade ρ.

�

A utilidade do operador densidade é a de descrever subsistemas de um sis-
tema quântico composto. Para isso, definimos o operador densidade reduzido.
Suponha que temos dois sistemas f́ısicos A e B cujos estados são descritos
por um operador densidade ρAB. O operador densidade reduzido para o
sistema A é definido por

ρA := trB(ρAB),

onde trB é o traço parcial sobre B, definido por

trB(|a1〉〈a2| ⊗ |b1〉〈b2|) := |a1〉〈a2|tr(|b1〉〈b2|)

onde |a1〉 e |a2〉 são vetores no espaço de estados de A e |b1〉 e |b2〉 são vetores
no espaço de estados de B. O operador traço aparecendo no lado direito é o
operador traço usual para o sistema B, e logo, tr(|b1〉〈b2|) = 〈b2|b1〉.

Definição Dizemos que sistema quântico encontra-se em um estado
puro quando não há incerteza quanto ao conhecimento do estado do sistema.
Ou seja, seu operador densidade é dado simplesmente por ρ = |ψ〉〈ψ|. Cos-
tumamos dizer também que o operador ρ é um estado puro. Caso contrário,
o estado é dito misturado (mixed).

O seguinte critério nos permite dizer se um estado é puro:

Lema 4.3.2 Seja ρ um operador densidade. Então tr(ρ2) ≤ 1 e vale a
igualdade se e somente se ρ é um estado puro.

Prova Um cálculo simples mostra que ρ2 =
∑n

i=1 p
2
i |i〉〈i| se ρ =

∑n
i=1 pi|i〉〈i|.

Dáı tr(ρ2) =
∑
p2
i ≤ 1, claramente. É igual a 1 se e somente se existe k tal

que pk = 1 (e portanto, pi = 0, i 6= k), ou seja, se e somente se ρ = |k〉〈k|
�
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4.4 Postulados da mecânica quântica

Enunciamos a seguir os postulados da mecânica quântica. Mais detalhes
podem ser vistos em [32]. Veremos que os postulados também possuem uma
formulação interessante em termos de operadores densidade.

Postulado 1. Associado a cada sistema f́ısico existe um espaço vetorial
complexo com produto interno, chamado espaço de estados do sistema. O
sistema é completamente descrito pelo seu vetor de estado, que é um vetor
unitário no espaço de estados do sistema.

Em termos de operadores densidade, o postulado 1 pode ser escrito da
seguinte maneira:

Postulado 1’. Associado a cada sistema f́ısico isolado existe um espaço
vetorial complexo com produto interno, dito espaço de estados do sistema.
O sistema é completamente descrito pelo seu operador densidade. Se um
sistema quântico está no estado ρi com probabilidade pi, então o operador
densidade para o sistema é

∑
i piρi.

O postulado a seguir se refere à evolução temporal do sistema.

Postulado 2. A evolução de um sistema quântico fechado é dada por
uma transformação unitária, ou seja, o estado |ψ〉 do sistema no tempo t1
está relacionado com o estado |ψ′〉 do sistema no tempo t2 por um operador
unitário U que depende apenas dos tempos t1 e t2:

|ψ′〉 = U |ψ〉
Em termos de operadores densidade, temos:

Postulado 2’. A evolução de um sistema quântico fechado é dada por
uma transformação unitária, ou seja, o estado ρ do sistema no tempo t1 está
relacionado com o estado ρ′ no tempo t2 por um operador unitário U que
depende apenas dos tempos t1 e t2:

ρ′ = UρU †

Este postulado descreve como os estados de um sistema quântico fechado
em dois tempos diferentes estão relacionados. Podemos postular, de maneira
mais refinada, como ocorre a evolução do sistema em tempo cont́ınuo.

Postulado 2”. A evolução no tempo de um estado de um sistema
quântico fechado é descrita pela equação de Schrödinger

i~
d|ψ〉
dt

= H|ψ〉
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O fator ~ é a constante de Planck. O termo H é um operador hermitiano
fixado, que chamamos de Hamiltoniano do sistema fechado.

Vemos a relação entre os postulados 2 e 2′′ quando escrevemos a solução
da equação de Schrödinger

|ψ(t2)〉 = exp
[−iH(t2 − t1)

~

]
|ψ(t1)〉 = U(t1, t2)|ψ(t1)〉,

onde

U(t1, t2) := exp
[−iH(t2 − t1)

~

]

Vale que U definido desta forma é unitário e que todo operador unitário pode
ser escrito na forma U = exp(iK) para algum operador hermitiano K.

Postulado 3. Medições quânticas são descritas por uma coleção {Mm}
de operadores de medição, que são operadores agindo no espaço de estados
do sistema. O ı́ndice m se refere aos resultados das medições que podem
ocorrer. Se o estado do sistema quântico é |ψ〉 antes que a medição seja
realizada, então a probabilidade de que o resultado m ocorra é dado por

p(m) = 〈ψ|M †
mMm|ψ〉

Em termos de operadores densidade, se o estado do sistema quântico é ρ,
temos

p(m) = tr(M †
mMmρ)

O estado do sistema após a medição é

Mm|ψ〉√
〈ψ|M †

mMm|ψ〉

ou então
MmρM

†
m

tr(M †
mMmρ)

em termos de operadores densidade. Ainda, os operadores de medição satis-
fazem a equação de completude

∑
m

M †
mMm = I.

Um sistema quântico é dito composto quando é formado por subsistemas
quânticos.
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Postulado 4. O espaço de estados de um sistema composto é dado
pelo produto tensorial dos espaços de estados dos subsistemas componentes.
Além disso, se temos sistemas numerados de 1 a n, e o sistema i encontra-se
no estado |ψi〉, então o estado do sistema total é |ψ1〉 ⊗ |ψ2〉 ⊗ · · · ⊗ |ψn〉
(em termos de operadores densidade, se o sistema i encontra-se no estado ρi,
então o estado do sistema total é ρ1 ⊗ ρ2 ⊗ · · · ⊗ ρn).

4.5 Estados emaranhados

Definição Considere um sistema composto e seja |ψ〉 um estado desse sis-
tema. Sabemos da seção 4.2 que |ψ〉 pode ser escrito como uma soma de
produtos tensoriais. Se |ψ〉 não pode ser escrito como um único produto dos
seus estados componentes, então dizemos que |ψ〉 é um estado emaranhado
(entangled).

Um exemplo de estado emaranhado é

|ψ〉 =
|01〉+ |10〉√

2
=

1√
2

(
|0〉 ⊗ |1〉+ |1〉 ⊗ |0〉

)
,

ou seja, não existem estados |a〉 e |b〉 tais que |ψ〉 = |a〉 ⊗ |b〉.
Veremos agora uma decomposição que nos permite medir, em um certo

sentido, a quantidade de emaranhamento entre dois sistemas.

Teorema 4.5.1 (Decomposição de Schmidt) Suponha que |ψ〉 é um estado
puro de um sistema composto AB. Então existem estados ortonormais |iA〉
para o sistema A, e estados ortonormais |iB〉 para o sistema B tais que

|ψ〉 =
∑
i

λi|iA〉|iB〉,

onde os λi são números reais não negativos satisfazendo
∑

i λ
2
i = 1, chama-

dos coeficientes de Schmidt.

Observe a seguinte aplicação deste teorema. Seja |ψ〉 um estado puro
de um sistema composto AB. Então pela decomposição de Schmidt, ρA =∑

i λ
2
i |iA〉〈iA| e ρB =

∑
i λ

2
i |iB〉〈iB| e portanto os autovalores de ρA e ρB são

iguais, ou seja, λ2
i para os dois operadores densidade. Muitas propriedades

de sistemas quânticos são descritas completamente pelos autovalores do op-
erador densidade reduzido e no caso de um estado puro de um sistema com-
posto, tais propriedades continuarão valendo para os seus subsistemas. Por
exemplo, considere o estado de dois q-bits

(|00〉+ |01〉+ |11〉)/
√

3
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Este estado não possui nenhuma simetria evidente, mas no entanto, vale que
tr((ρA)2) = tr((ρB)2) = 7/9. Isso é uma conseqüência simples da decom-
posição de Schmidt.

Para provar a decomposição de Schmidt, precisamos dos seguintes resul-
tados. Lembramos que um operador linear é dito normal se AA∗ = A∗A.

Teorema 4.5.2 (Decomposição espectral) Todo operador normal M em um
espaço vetorial V de dimensão finita é diagonal com respeito a uma base
ortonormal para V . Reciprocamente, todo operador diagonalizável é normal.

A decomposição espectral é um resultado conhecido de álgebra linear e
sua prova pode ser vista, por exemplo, em [32].

Teorema 4.5.3 (Decomposição Polar) Seja A um operador linear em um
espaço vetorial V de dimensão finita. Então existe um operador unitário U
e operadores positivos J e K tais que

A = UJ = KU

onde os únicos operadores positivos J e K satisfazendo estas equação são
J :=

√
A∗A e K :=

√
AA∗. Além disso, se A é inverśıvel então U é único.

A decomposição A = UJ é dita decomposição polar à esquerda de A e
A = KU é a decomposição polar à direita de A.

Prova Note que J :=
√
A∗A é um operador positivo, e então admite uma

decomposição espectral J =
∑

i λi|i〉〈i|, λi ≥ 0. Defina |ψi〉 := A|i〉. Pela
definição, vemos que 〈ψi|ψi〉 = λ2

i . Considerando apenas os i tais que λi 6= 0,
defina |ei〉 := |ψi〉/λi. Desta forma os |ei〉 estão normalizados e além disso,
tais vetores são ortogonais, pois se i 6= j, então 〈ei|ej〉 = 〈i|A∗A|j〉/λiλj =
〈i|J2|j〉/λiλj = 0.

Acima consideramos os i tais que λi 6= 0. Agora use o procedimento de
Gram-Schmidt para extender o conjunto ortonormal |ei〉 para obter uma base
ortonormal, que também chamaremos de |ei〉. Defina um operador unitário
U :=

∑
i |ei〉〈i|. Quando λi 6= 0, temos UJ |i〉 = λi|ei〉 = |ψi〉 = A|i〉. Quando

λi = 0 temos UJ |i〉 = 0 = |ψi〉. Com isso provamos que a ação de A e de UJ
é a mesma na base |i〉 e portanto, obtemos A = UJ .

O operador J é único, pois multiplicando A = UJ à esquerda pela equação
adjunta A∗ = JU∗ fornece J2 = A∗A, donde obtemos que J =

√
A∗A. Um

cálculo simples mostra que se A é inverśıvel então J também é e então U é
unicamente determinado pela equação U = AJ−1. A prova da decomposição
polar à direita segue pois A = UJ = UJU∗U = KU , onde K := UJU∗

é um operador positivo. Como AA∗ = KUU∗K = K2, devemos ter que
K =

√
AA∗, o que conclui a prova.
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Corolário 4.5.4 (Decomposição em valores singulares) Seja A uma matriz
quadrada. Então existem matrizes unitárias U e V e uma matriz diagonal
D com entradas não negativas tais que

A = UDV

Os elementos na diagonal de D são ditos valores singulares de A.

Prova Pela decomposição polar, A = SJ para S unitária e J positiva. Pelo
teorema espectral, J = TDT ∗, para T unitária e D diagonal com entradas
não-negativas. Fazendo U := ST e V := T ∗, o resultado segue.

�

Prova do teorema 4.5.1 Faremos a prova no caso em que os sistemas
A e B tem espaços de estado de mesma dimensão. O caso geral é análogo.
Sejam |j〉 e |k〉 bases ortonormais para os sistemas A e B, respectivamente.
Então |ψ〉 pode ser escrito como

|ψ〉 =
∑

jk

cjk|j〉|k〉

para uma certa matriz complexa C com entradas cjk. Pela decomposição em
valores singulares, C = UDV , onde D = (dij) é uma matriz diagonal com
entradas não negativas, e U = (uij) e V = (vij) são matrizes unitárias. Então

|ψ〉 =
∑

ijk

ujidiivik|j〉|k〉

Definindo |iA〉 :=
∑

j uji|j〉 , |iB〉 :=
∑

k vik|k〉 e λi := dii, vemos que

|ψ〉 =
∑
i

λi|iA〉|iB〉

Vale que |iA〉 é um conjunto ortonormal, pelo fato de que U é unitária e
pela ortonormalidade de |j〉, e analogamente vale que |iB〉 é um conjunto
ortonormal.

�
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As bases |iA〉 e |iB〉 são chamadas bases de Schmidt para A e B, res-
pectivamente, e o número de coeficientes de Schmidt λi não nulos é dito
número de Schmidt para o estado |ψ〉. O número de Schmidt é uma pro-
priedade importante de um sistema quântico composto que, em um certo
sentido, quantifica o emaranhamento entre os sistemas A e B. Para entender
como, considere a seguinte propriedade: o número de Schmidt é preservado
por transformações unitárias no sistema A ou no sistema B individualmente.
Para ver porque, note que se

∑
i λi|iA〉|iB〉 é a decomposição de Schmidt para

|ψ〉 então
∑

i λi(U |iA〉)|iB〉 é a decomposição de Schmidt para U |ψ〉, onde U
é um operador unitário agindo apenas no sistema A. Com isso, podemos
provar o seguinte:

Proposição 4.5.5 Seja |ψ〉 um estado de um sistema composto AB. São
equivalentes:

1. |ψ〉 é um estado produto.

2. |ψ〉 possui número de Schmidt igual a 1.

3. ρA (e portanto ρB) são estados puros.

Prova A equivalência entre 1 e 2 é evidente pois o número de Schmidt de
|ψ〉 ser igual a 1 equivale a dizer |ψ〉 = |kA〉|kB〉 para algum k ∈ {1, . . . , n}
A equivalência entre 1 e 3, por exemplo, segue direto da definição de traço
parcial, pois

|ψ〉 = |iA〉|iB〉 ⇔ ρAB = |iA〉〈iA| ⊗ |iB〉〈iB| ⇔ ρA = |iA〉〈iA| , ρB = |iB〉〈iB|
�

Outra técnica relacionada com o emaranhamento de estados é a seguinte.
Seja ρA uma estado de um sistema quântico A. É posśıvel introduzir um
outro sistema, denotado por R, e definir um estado puro |AR〉 para o sis-
tema conjunto AR tal que ρA = trR(|AR〉〈AR|). Ou seja, o estado puro
|AR〉 se reduz a ρA quando olhamos apenas para o sistema A. Este processo
é chamado purificação, e nos permite associar estados puros a estados mis-
turados de maneira natural. O sistema R é dito sistema de referência.

Dado um estado ρA qualquer, mostraremos como construir um sistema
R e e uma purificação |AR〉. Suponha que ρA possui uma decomposição
ortonormal ρA =

∑
i pi|iA〉〈iA|. Para purificar ρA introduzimos um sistema

R que possui o mesmo espaço de estados que o sistema A, com estados
ortonormais |iR〉 e definimos um estado puro para o sistema combinado

|AR〉 :=
∑
i

√
pi|iA〉|iR〉.
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Agora calculamos o operador densidade reduzido para o sistema A corres-
pondente ao estado |AR〉:

trR(|AR〉〈AR|) =
∑
ij

√
pipj|iA〉〈jA|tr(|iR〉〈jR|) =

∑
ij

√
pipj|iA〉〈jA|δij

=
∑
i

pi|iA〉〈iA| = ρA

Portanto, |AR〉 é uma purificação de ρA.
Note a relação entre a decomposição de Schmidt e o método de pu-

rificação: o procedimento usado para se purificar um estado misturado do
sistema A é definir um estado puro cuja base de Schmidt para o sistema
A é simplesmente a base em que o estado misturado é diagonal, com os
coeficientes de Schmidt sendo a raiz quadrada dos autovalores do operador
densidade que está sendo purificado.
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Caṕıtulo 5

Entropia

5.1 Entropia de Shannon

Observação Neste texto, escrevemos log x para denotar o logaritmo de x
na base 2. O logaritmo natural será denotado por ln x.

A incerteza de uma coleção de estados posśıveis ai com uma distribuição
de probabilidade p(ai) é dada pela sua entropia,

H(p) := −
∑
i

p(ai) log p(ai),

chamada entropia de Shannon. Estamos interessados em comparar duas
distribuições de probabilidade distintas, e para este fim, introduzimos a noção
de entropia relativa.

Definição Suponha que temos dois conjuntos de eventos discretos ai
e bj com distribuições de probabilidade correspondentes p(ai) e p(bj). A
entropia relativa (de Shannon) entre estas duas distribuições é dada por

H(p(a)‖p(b)) :=
∑
i

p(ai) log
p(ai)

p(bi)

A entropia relativa é não negativa, H(p(x)‖q(x)) ≥ 0, e vale a igualdade
se e somente se p(x) = q(x), para todo x, e se X é uma variável aleatória
com d resultados posśıveis, então H(X) ≤ d, e vale a igualdade se e somente
se X é uniformemente distribúıda.

Temos que

H(p(x, y)‖p(x)p(y)) = H(p(x)) +H(p(y))−H(p(x, y))
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Um conceito importante derivado da entropia relativa está relacionado
com a obtenção de informação. Quando um sistema aprende alguma in-
formação a partir de outro, dizemos que seus estados estão correlacionados.
A grandeza que mede a correlação entre esses estados é a informação mútua.

Definição A informação mútua (de Shannon) entre duas variáveis
aleatórias A e B que possuem uma distribuição de probabilidade conjunta
p(ai, bj), e portanto distribuições de probabilidade marginais p(ai) =

∑
j p(ai, bj)

e p(bj) =
∑

i p(ai, bj) é definida por

IH(A : B) := H(p(a)) +H(p(b))−H(p(a, b))

Podemos escrever IH em termos da entropia relativa de Shannon. Neste
sentido, ela representa uma distância entre a distribuição p(a, b) e o produto
das marginais p(a)× p(b). Vale que

IH(A : B) = H(p(a, b)‖p(a)× p(b))

Com respeito a entropia mútua de Shannon, vemos que ela descreve a
correlação de dois observáveis, ou seja, tal grandeza é inerentemente clássica.

A entropia conjunta (de Shannon) de X e Y é definida de maneira
natural por

H(X, Y ) := −
∑
x,y

p(x, y) log p(x, y)

Vale também uma propriedade subaditiva, ou seja,

H(X,Y ) ≤ H(X) +H(Y )

com igualdade se e somente se X e Y são variáveis independentes.
A entropia condicional (de Shannon) é definida por

H(X|Y ) := H(X, Y )−H(Y )

e a informação mútua de X e Y é

H(X : Y ) := H(X) +H(Y )−H(X, Y )

Nestes moldes, uma cadeia de Markov é uma seqüência {Xi} de variáveis
aleatórias tais que Xn+1 independe de X1, X2, . . . Xn−1, dado Xn. Formal-
mente,

p(Xn+1 = xn+1|Xn = xn, . . . , X1 = x1) = p(Xn+1 = xn+1|Xn = xn)
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Proposição 5.1.1 Valem as seguintes propriedades da entropia de Shannon:

1. H(X, Y ) = H(Y,X) , H(X : Y ) = H(Y : X)

2. H(Y |X) ≥ 0, e portanto H(X : Y ) ≤ H(Y ) com igualdade se e so-
mente se Y é função de X (isto é, se Y ocorre sempre que X ocorre).

3. H(X) ≤ H(X, Y ), com igualdade se e somente se Y é função de X.

4. H(X, Y ) ≤ H(X) + H(Y ) com igualdade se e somente se X e Y são
variáveis aleatórias independentes (subaditividade).

5. H(Y |X) ≤ H(Y ) e portanto H(X : Y ) ≥ 0 com igualdade se e somente
se X e Y são variáveis independentes.

6. H(X1, X2, X3) + H(X2) ≤ H(X1, X2) + H(X2, X3), com igualdade se
e somente se {X3, X2, X1} formam uma cadeia de Markov (subaditivi-
dade forte).

7. H(X|Y, Z) ≤ H(X|Y ) (condicionamento diminui a entropia).

Prova

1. Evidente.

2. Como p(x, y) = p(x)p(y|x), temos

H(X, Y ) = −
∑
xy

p(x, y) log p(x)p(y|x)

= −
∑
x

p(x) log p(x)−
∑
xy

p(x, y) log p(y|x)

= H(X)−
∑
xy

p(x, y) log p(y|x)

Logo, H(Y |X) = −∑xy p(x, y) log p(y|x). Mas − log p(y|x) ≥ 0 e por-
tanto H(Y |X) ≥ 0 com igualdade se e somente se Y é uma função de
X.

3. Segue do item anterior.

4. Usaremos o fato de que log (x) ln 2 ≤ x − 1 para todo x positivo, com
igualdade se e somente se x = 1. Assim,

∑
x,y

p(x, y) log
p(x)p(y)

p(x, y)
≤ 1

ln 2

∑
x,y

p(x, y)
(p(x)p(y)

p(x, y)
− 1
)
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=
1

ln 2

∑
xy

p(x)p(y)− p(x, y) =
1− 1

ln 2
= 0

A desigualdade segue. Note que a igualdade vale se e somente se
p(x, y) = p(x)p(y) para todo x e y.

5. Segue do item anterior.

6. Como na prova de subaditividade, usaremos o fato de que log (x) ln 2 ≤
x−1 para todo x positivo, com igualdade se e somente se x = 1. Assim,

∑
x1,x2,x3

p(x1, x2, x3) log
p(x1, x2)p(x2, x3)

p(x2)p(x1, x2, x3)
≤

≤ 1

ln 2

∑
x1,x2,x3

p(x1, x2, x3)
(p(x1, x2)p(x2, x3)

p(x2)p(x1, x2, x3)
− 1
)

=
1

ln 2

∑
x1,x2,x3

(p(x1, x2)p(x2, x3)

p(x2)
− p(x1, x2, x3)

)

=
1

ln 2

(∑
x1,x2

p(x1, x2)−
∑

x1,x2,x3

p(x1, x2, x3)
)

= 0

e a desigualdade segue. E note que a igualdade vale se e somente se

p(x1, x2)p(x2, x3)

p(x2)p(x1, x2, x3)
= 1⇔ p(x1, x2, x3)

p(x2, x3)
=
p(x1, x2)

p(x2)
⇔ p(x1|x2, x3) = p(x1|x2)

ou seja, se e somente se {X3, X2, X1} é uma cadeia de Markov.

7. Basta observar que

H(X|Y, Z) ≤ H(X|Y )⇔ H(X, Y, Z)−H(Y, Z) ≤ H(X,Y )−H(Y )

que é a subaditividade forte.

�

O seguinte teorema nos diz como uma cadeia de Markov perde informação
sobre os seus valores anteriores, à medida que o tempo cresce.

Teorema 5.1.2 Suponha que {Xi} é uma cadeia de Markov. Então

H(Xi : Xi+2) ≤ H(Xi : Xi+1) ≤ H(Xi)
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Prova A segunda desigualdade é o item 2 da proposição 5.1.1. Pelas
definições, temos que H(X1 : X3) ≤ H(X1 : X2) é equivalente a H(X1|X2) ≤
H(X1|X3). Se {Xi} é uma cadeia de Markov, então a seqüência inversa
também é, ou seja, para k ≥ 1,

p(Xn+1 = xn+1|Xn = xn, . . . , X1 = x1) = p(Xn+1 = xn+1|Xn = xn)⇒

⇒ p(Xn = xn|Xn+1 = xn+1, . . . , Xn+k = xn+k) = p(Xn = xn|Xn+1 = xn+1)

e portanto H(X1|X2) = H(X1|X2, X3). Então o problema é reduzido a
mostrar que

H(X1, X2, X3)−H(X2, X3) = H(X1|X2, X3) ≤ H(X1|X3) = H(X1, X3)−H(X3)

Ora, mas essa desigualdade é apenas a subaditividade forte (item 6, proposição
5.1.1).

�

Como um corolário do teorema acima, temos que se {Xi} é cadeia de Markov,
então

H(Xi+2 : Xi) ≤ H(Xi+2 : Xi+1)

Intuitivamente, isso significa que qualquer informação de Xi+2 compartilhada
com Xi deve ser uma informação que Xi+2 compartilha com Xi+1.

5.2 Entropia de von Neumann

Dada uma função f : C → C, é posśıvel definir uma função matricial da
seguinte maneira. Seja A =

∑
a a|a〉〈a| a decomposição espectral para um

operador normal A. Defina

f(A) :=
∑
a

f(a)|a〉〈a|

Desta forma, vale que f(A) está unicamente determinado. Assim podemos
definir, por exemplo, o logaritmo de operadores positivo-definidos e a expo-
nencial de operadores normais. Usaremos este tipo de construção para definir
a entropia de von Neumann.

Vamos considerar os análogos quânticos da seção anterior. A grandeza
que está associada com as correlações de todo o sistema é a informação
mútua de von Neumann, que definiremos a seguir. Devido a sua natureza
global, não é dif́ıcil imaginar que esse valor depende da matriz densidade.
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Começamos definindo a entropia quântica, mais conhecida como entropia de
von Neumann.

Definição A entropia de von Neumann de um sistema quântico
descrito por uma matriz densidade ρ é definida por

S(ρ) := −tr(ρ log ρ)

Se λi são os autovalores de ρ então a entropia de von Neumann pode ser
escrita como

S(ρ) = −
∑
i

λi log λi (5.1)

Para provar esta afirmação, note que se

ρ =
∑

λi|i〉〈i|,

então
log ρ =

∑
log λi|i〉〈i|

e

ρ log ρ(v) = ρ(
∑

log λi|i〉〈i|v〉) =
∑

log λi〈i|v〉ρ(|i〉) =
∑

λi log λi〈i|v〉

Portanto,

−tr(ρ log ρ) = −tr(
∑

λi log λi〈i|) = −
∑

λi log λitr(〈i|) = −
∑

λi log λi

A entropia de von Neumann pode ser considerado o análogo quântico da
entropia de Shannon [34]. Para provar algumas de suas propriedades, iremos
introduzir primeiro a entropia relativa associada.

Definição A entropia relativa (de von Neumann) entre dois estados
σ e ρ é dada por

S(ρ‖σ) := tr(ρ log ρ)− tr(ρ log σ)

A propriedade básica é a seguinte desigualdade:

Lema 5.2.1 (Desigualdade de Klein). A entropia relativa quântica é não
negativa:

S(ρ‖σ) ≥ 0,

e vale a igualdade se e somente se ρ = σ.
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Prova Sejam ρ =
∑

i pi|i〉〈i| e σ =
∑

j qj|j〉〈j| decomposições ortonormais
para ρ e σ. Pela definição de entropia relativa, temos

S(ρ‖σ) =
∑
i

pi log pi −
∑
i

〈i|ρ log σ|i〉

Nesta última equação, usamos as equações 〈i|ρ = pi〈i| e

〈i| log σ|i〉 = 〈i|
(∑

j

log (qj)|j〉〈j|
)
|i〉 =

∑
j

log (qj)Pij,

onde Pij = 〈i|j〉〈j|i〉 ≥ 0, e dáı obtemos

S(ρ‖σ) =
∑
i

pi

(
log pi −

∑
j

Pij log (qj)
)
.

Note que Pij satisfaz Pij ≥ 0,
∑

i Pij = 1 e
∑

j Pij = 1 (a matriz com entradas
Pij é duplamente estocástica). Como log (.) é uma função estritamente con-
cava, segue que

∑
j Pij log qj ≤ log (

∑
j Pijqj) com igualdade se e somente se

existe um valor de j para o qual Pij = 1. Portanto,

S(ρ‖σ) ≥
∑
i

pi log
pi∑
j Pijqj

com igualdade se e somente se existe um valor de j para o qual Pij = 1, ou
seja, se e somente se Pij é uma matriz de permutação. Esta expressão tem a
mesma forma da entropia relativa clássica. Portanto deduzimos que

S(ρ‖σ) ≥ 0

com igualdade se e somente se pi =
∑

j Pijqj, para todo i e Pij é uma matriz
de permutação. Para simplificar essa condição de igualdade, note que tro-
cando os nomes dos autoestados de σ se necessário, podemos supor que Pij é
a matriz identidade e então σ e ρ são diagonais na mesma base. A condição
pi =

∑
j Pijqj nos diz que os autovalores correspondentes a ρ e σ são idênticos

e portanto a condição de igualdade se reduz a afirmar que ρ = σ.

�

Proposição 5.2.2
S(ρA‖σA) ≤ S(ρAB‖σAB)

A prova usa o seguinte lema:
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Lema 5.2.3 Existe um conjunto de matrizes unitárias Uj e uma distribuição
de probabilidade pj tal que para qualquer matriz A,

∑
i

piUiAU
†
i = tr(A)

I

d
,

onde d é a dimensão do espaço de Hilbert onde o operador A está definido.

Juntamente com a concavidade estrita da entropia, este lema pode ser usado
para provar que o estado I/d em um espaço de dimensão d é o único estado
de máxima entropia.

Prova da proposição 5.2.2 Pelo lema, existem transformações unitárias
Uj no espaço B e probabilidades pj tais que

ρA ⊗ I

d
=
∑
j

pjUjρ
ABU †j

para todo ρAB. Pela convexidade de entropia relativa, obtemos

S
(
ρA ⊗ I

d

wwwσA ⊗ I

d

)
≤
∑
j

pjS
(
Ujρ

ABU †j
wwwUjσABU †j

)

Mas a entropia relativa é invariante por conjugação unitária, então

S
(
ρA ⊗ I

d

wwwσA ⊗ I

d

)
≤
∑
j

pjS
(
ρAB

wwwσAB
)

= S(ρAB‖σAB)

Esta desigualdade juntamente com o fato de que

S
(
ρA ⊗ I

d

wwwσA ⊗ I

d

)
= S(ρA‖σA)

fornece a monotonicidade da entropia relativa.

�

Prosseguimos na análise da entropia de von Neumann.

Definição A entropia conjunta (de von Neumann) S(A,B) para um
sistema composto com duas componentes A e B é definido de maneira natural
por

S(A,B) := −tr(ρAB log ρAB)

onde ρAB é a matriz densidade do sistema AB.
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Proposição 5.2.4 Suponha que A e B são sistemas quânticos distintos que
possuem um estado conjunto ρAB. Então a entropia conjunta para os dois
sistemas satisfaz as desigualdades

|S(A)− S(B)| ≤ S(A,B) ≤ S(A) + S(B)

A primeira desigualdade é chamada desigualdade triangular, ou desigual-
dade de Araki-Lieb. É o análogo quântico da desigualdade H(X, Y ) ≥
H(X) para a entropia de Shannon. A segunda desigualdade é dita desigual-
dade subaditiva, e vale a igualdade se e somente se os sistemas A e B não
estão correlacionados, ou seja, se ρAB = ρA ⊗ ρB.

Prova da proposição 5.2.4 A prova da desigualdade subaditiva é uma
aplicação simples da desigualdade de Klein, que podemos escrever como

S(ρ) ≤ −tr(ρ log σ)

Fazendo ρ = ρAB e σ = ρA ⊗ ρB, note que

−tr(ρ log σ) = −tr(ρAB(log ρA + log ρB))

= −tr(ρA log ρA)− tr(ρB log ρB) = S(A) + S(B)

A desigualdade de Klein nos fornece S(A,B) ≤ S(A)+S(B), como queŕıamos.
A condição de igualdade σ = ρ para a desigualdade de Klein nos fornece
condições de igualdade ρAB = ρA ⊗ ρB para a subaditividade.

Para provar a desigualdade de Araki-Lieb, introduza um sistema auxiliar
R que purifica os sistemas A e B (vimos purificação na seção 4.5). Aplicando
a subaditividade, obtemos

S(R) + S(A) ≥ S(A,R)

Como ABR encontra-se em um estado puro, S(A,R) = S(B) e S(R) =
S(A,B). A desigualdade anterior pode ser reescrita como

S(A,B) ≥ S(B)− S(A)

Pela simetria entre os sistemas A e B, obtemos também S(A,B) ≥ S(A) −
S(B).

�
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Suponha que os ρi são estados de um sistema A. Introduza o sistema
auxiliar B cujo espaço de estados possui uma base ortonormal |i〉 correspon-
dente ao ı́ndice i dos operadores densidade ρi. Defina um estado conjunto de
AB por

ρAB :=
∑
i

piρi ⊗ |i〉〈i|

Para provar a concavidade de S, usaremos a propriedade subaditiva. Note
que para a matriz densidade ρAB, temos

S(A) = S
(∑

i

piρi

)

S(B) = S
(∑

i

pi|i〉〈i|
)

= H(pi)

S(A,B) = H(pi) +
∑
i

piS(ρi)

Aplicando a desigualdade subaditiva S(A,B) ≤ S(A) + S(B), obtemos

∑
i

piS(ρi) ≤ S
(∑

i

piρi

)

ou seja, S é concava. O método de se introduzir um sistema auxiliar, como
foi usado aqui, e na prova da desigualdade de Araki-Lieb, é freqüentemente
aplicado em teoria da informação quântica.

Teorema 5.2.5 Suponha que Pi é um conjunto completo de projetores orto-
gonais e ρ um operador densidade. Então a entropia do estado ρ′ :=

∑
i PiρPi

do sistema após a medição é tal que

S(ρ′) ≥ S(ρ)

e vale a igualdade se e somente se ρ = ρ′. Em outras palavras, medições
projetivas aumentam a entropia.

Prova Aplique a desigualdade de Klein para ρ e ρ′.

0 ≤ S(ρ′‖ρ) = −S(ρ)− tr(ρ log ρ′)

O resultado segue se provarmos que −tr(ρ log ρ′) = S(ρ′). Para isso, apli-
camos as relações

∑
i Pi = I, P 2

i = Pi e a propriedade ćıclica do traço para
obter

−tr(ρ log ρ′) = −tr
(∑

i

Piρ log ρ′
)

= −tr
(∑

i

Piρ log ρ′Pi
)
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Note que ρ′Pi = PiρPi = Piρ
′, ou seja, Pi comuta com ρ′ e portanto com

log ρ′ e dáı

−tr(ρ log ρ′) = −tr
(∑

i

PiρPi log ρ′
)

= −tr(ρ′ log ρ′) = S(ρ′)

�

Teorema 5.2.6 Suponha que ρ =
∑

i piρi, onde pi é um conjunto de proba-
bilidades e ρi são operadores densidade. Então

S(ρ) ≤
∑
i

piS(ρi) +H(pi)

com igualdade se e somente se os estados ρi tem suporte em subespaços or-
togonais.

Prova Primeiro suponha que temos um estado puro ρi = |ψi〉〈ψi|. Suponha
que os ρi são estados de um sistema A e introduza um sistema auxiliar B
com uma base ortonormal |i〉 correspondendo ao ı́ndice i nas probabilidades
pi. Defina

|AB〉 :=
∑
i

√
pi|ψi〉 ⊗ |i〉

Como |AB〉 é um estado puro, temos

S(B) = S(A) = S
(∑

i

pi|ψi〉〈ψi|
)

= S(ρ)

Suponha que realizamos uma medição projetiva no sistema B na base |i〉
Após a medição, o estado do sistema B é

ρB
′

=
∑
i

pi|i〉〈i|

Mas pelo teorema anterior, medições projetivas nunca diminuem a entropia
e portanto, S(ρ) = S(B) ≤ S(B′) = H(pi). Observando que S(ρi) = 0 para
o caso de estado puro, provamos que

S(ρ) ≤ H(pi) +
∑
i

piS(ρi)

onde os estados ρi são estados puros. Além disso vale a igualdade se e somente
se B = B′, que ocorre se e somente se os estados |ψi〉 são ortogonais.
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Considere agora o caso de estados misturados. Se ρi =
∑

j p
i
j|eij〉〈eij| são as

decomposições ortonormais para os estados ρi, temos que ρ =
∑

ij pip
i
j|eij〉〈eij|.

Aplicando o resultado para estados puros e a observação de que
∑

j p
i
j = 1

para cada i, temos

S(ρ) ≤ −
∑
ij

pip
i
j log (pip

i
j) = −

∑
i

pi log pi −
∑
i

pi
∑
j

pij log pij

= H(pi) +
∑
i

piS(ρi)

A condição de igualdade para o estado misturado segue direto da condição
do caso de estados puros.

�

Corolário 5.2.7 Suponha que pi são probabilidades, |i〉 são estados ortogo-
nais para um sistema A e ρi é um conjunto de operadores densidade para um
outro sistema B. Então

S
(∑

i

pi|i〉〈i| ⊗ ρi
)

= H(pi) +
∑
i

piS(ρi)

e portanto
S(ρ⊗ σ) = S(ρ) + S(σ)

para quaisquer operadores densidade ρ e σ.

Definição A informação mútua (de von Neumann) entre dois subsis-
temas ρU e ρV de um sistema conjunto ρUV é definido por

IS(ρU : ρV ; ρUV ) := S(ρU) + S(ρV )− S(ρUV )

Algumas propriedades da entropia de Shannon não valem para a entropia
de von Neumann e isso acarreta algumas conseqüências. Por exemplo, para
variáveis aleatórias X e Y , vale a desigualdade H(X) ≤ H(X, Y ). Esta
desigualdade é intuitiva, ou seja, é natural imaginar que há menos incerteza
quanto ao estado de X do que incerteza quanto ao estado do sistema conjunto
formado por X e Y .

No entanto, esta intuição falha para estados quânticos. Considere um
sistema AB de dois q-bits no estado emaranhado (|00〉 + |11〉)/√2. Este é
um estado puro e portanto, S(A,B) = 0. Por outro lado, o sistema A possui
operador densidade I/2 e portanto possui entropia igual a 1.
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5.3 Subaditividade forte

Esta seção é baseada em [32]. Mostraremos a desigualdade chamada suba-
ditividade forte para a entropia de von Neumann.

Teorema 5.3.1 Sejam A, B e C estados quânticos. Então

S(A,B,C) + S(B) ≤ S(A,B) + S(B,C)

Para provar este resultado, precisamos saber alguns fatos sobre concavi-
dade de funções.

Definição Sejam A e B matrizes e f(A,B) uma função real. Dizemos
que f é conjuntamente concava em A e B se para todo 0 ≤ λ ≤ 1,

f(λA1 + (1− λ)A2, λB1 + (1− λ)B2) ≥ λf(A1, B1) + (1− λ)f(A2, B2)

Toda função conjuntamente concava é concava em cada uma das variáveis,
mas a reciproca não vale.

Teorema 5.3.2 (Lieb) Seja X uma matriz, e 0 ≤ t ≤ 1. Então a função

f(A,B) := tr(X†AtXB1−t)

é conjuntamente concava sobre matrizes positivas A e B.

Proposição 5.3.3 A entropia relativa S(ρ‖σ) é conjuntamente convexa em
seus argumentos.

Prova Para matrizes A e X quaisquer no mesmo espaço, defina

It(A,X) := tr(X†AtXA1−t)− tr(X†XA)

O primeiro termo nesta expressão é concavo em A, pelo teorema de Lieb, e
o segundo termo é linear em A. Portanto, It(A,X) é concavo em A. Defina

I(A,X) :=
d

dt
|t=0It(A,X) = tr(X†(logA)XA)− tr(X†X(logA)A)

Observando que I0(A,X) = 0 e usando a concavidade de It(A,X) em A,
temos

I(λA1 + (1− λ)A2, X) = lim
δ→0

Iδ(λA1 + (1− λ)A2, X)

δ
≥
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≥ λ lim
δ→0

Iδ(A1, X)

δ
+ (1− λ) lim

δ→0

Iδ(A2, X)

δ
= λI(A1, X) + (1− λ)I(A2, X)

Ou seja, I(A,X) é uma função concava de A. Definindo as matrizes em bloco

A :=

(
ρ 0
0 σ

)
X :=

(
0 0
I 0

)

vemos que I(A,X) = −S(ρ‖σ) = −(tr(ρ log ρ)− tr(ρ log σ)). A convexidade
conjunta de S(ρ‖σ) segue da concavidade de I(A,X) em A.

�

Definição A entropia condicional (de von Neumann) é

S(A|B) := S(A,B)− S(B)

Corolário 5.3.4 Seja AB um sistema composto com componentes A e B.
Então a entropia condicional S(A|B) é concava no estado ρAB de AB.

Prova Seja d a dimensão do sistema A. Note que

S
(
ρAB

∥∥∥I
d
⊗ ρB

)
= −S(A,B)− tr

(
ρAB log

(I
d
⊗ ρB

))

= −S(A,B)− tr(ρB log ρB) + log d = −S(A|B) + log d

Portanto, S(A|B) = log d − S(ρAB‖I/d ⊗ ρB). A concavidade de S(A|B)
segue da convexidade conjunta da entropia relativa.

�

Prova do teorema (5.3.1) Mostraremos que para quaisquer sistemas
quânticos,

S(A) + S(B) ≤ S(A,C) + S(B,C)

S(A,B,C) + S(B) ≤ S(A,B) + S(B,C)

Estas desigualdades são equivalentes. Usaremos a concavidade da en-
tropia condicional para provar a primeira, e a seguir mostramos que isso
implica a validade da segunda. Defina a seguinte função de operadores den-
sidade no sistema ABC:

T (ρABC) := S(A) + S(B)− S(A,C)− S(B,C) = −S(C|A)− S(C|B)

Pela concavidade da entropia condicional, vemos que T (ρABC) é uma função
convexa de ρABC . Seja ρABC =

∑
i pi|i〉〈i| uma decomposição espectral de
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ρABC . Pela convexidade de T , T (ρABC) ≤ ∑i piT (|i〉〈i|). Mas T (|i〉〈i|) = 0
pois para estados puros vale que S(A,C) = S(B) e S(B,C) = S(A). Segue
que T (ρABC) ≤ 0 e portanto

S(A) + S(B)− S(A,C)− S(B,C) ≤ 0

que é a primeira desigualdade que queriamos provar.
Para obter a segunda desigualdade, introduza um sistema auxiliar R pu-

rificando o sistema ABC. Usando a desigualdade recém provada, temos

S(R) + S(B) ≤ S(R,C) + S(B,C) (5.2)

Como ABCR é um estado puro, S(R) = S(ABC) e S(R,C) = S(A,B) e
portanto (5.2) se torna

S(A,B,C) + S(B) ≤ S(A,B) + S(B,C)

o que conclui a prova.

�

5.4 Cadeias quânticas: entropia de Shannon

Relembrando: seja Λ uma σ-álgebra de subconjuntos de Ω e seja A:
Λ → C uma medida complexa com A(Ω) = 1. O número complexo A(∆) é
dito amplitude quântica do evento ∆ ∈ Λ. Além disso, estaremos supondo
que A é σ-aditiva. A probabilidade P de que um evento ∆ ∈ Λ ocorra
é definida por P (∆) := |A(∆)|2. Lembre que de fato tal P não é uma
probabilidade sobre Ω.

Iremos supor que Ω = {s0, s1, . . . , sn}N, ou seja, cada elemento ω ∈ Ω
é o resultado de uma seqüência de medições. Se (Xt)t∈N é tal seqüência,
escreveremos

a0a1 · · · at := {ω ∈ Ω|X0(ω) = a0, X1(ω) = a1, . . . , Xt(ω) = at} (5.3)

Estamos interessados em calcular algum tipo de entropia para as cadeias
quânticas, de maneira análoga a que é feita ao se calcular a entropia associada
a uma cadeia de Markov usual.

Seja −→
Xt = (A(X−1

t (s0)), . . . , A(X−1
t (sn−1))) ∈ Cn

e
Ajk = A(X−1

2 (sj)|X−1
1 (sk))
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A amplitude de (5.3) é

A(sj(0)sj(1) · · · sj(t)) = Aj(t)j(t−1) · · · Aj(2)j(1)Aj(1)j(0)(
−→
X0)j(0)

Vamos calcular a entropia da probabilidade associada a uma cadeia de
Markov quântica. Como no caso usual de entropia para o shift, podemos
definir σ : Ω→ Ω, σ(ω1ω2 · · ·) = (ω2ω3 · · ·), a partição α = {s0, s1, . . . , sn} de
Ω e a entropia (de Shannon) desta partição, que no caso de cadeias quânticas
tem como expressão, fazendo µ = |A|2,

H
( t−1∨

k=0

σ−kα
)

= −
∑

s0s1...st−1

µ(s0s1 · · · st−1) log µ(s0s1 · · · st−1)

= −
∑

s0s1...st−1

|Ast−1st−2 · · ·As2s1As1s0(
−→
X0)s0|2

× log
∣∣∣Ast−1st−2 · · ·As2s1As1s0(

−→
X0)s0

∣∣∣
2

= −
∑

s0s1...st−1

|Ast−1st−2 · · ·As2s1As1s0(
−→
X0)s0|2

×
(

log |Ast−1st−2|2 + · · ·+ log |As2s1|2 + log |As1s0|2 + log |(−→X0)s0|2
)

= −
n−1∑
i=1

|(−→X0)si|2 log |(−→X0)si|2 − (t− 1)
n−1∑

k,l=1

|Asksl(
−→
X0)sl |2 log |Asksl |2

Portanto,

hµ(σ) = h|A|2(σ) = lim
t→∞

1

t
H
( t−1∨

k=0

σ−kα
)

= −
n−1∑

k,l=1

|Asksl(
−→
X0)sl|2 log |Asksl|2

Observação: uma posśıvel definição de entropia complexa. Podemos
nos perguntar: por que não considerar uma “entropia complexa”? Uma cons-
trução desse tipo é posśıvel, mas veremos que a dificuldade para a obtenção
de uma expressão simples reside no fato de que o argumento de um número
complexo é linear apenas sobre certas condições. Para entender isso mel-
hor, analisemos a seguinte construção. Seja U0 = C − {x ∈ R : x ≤ 0}.
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Podemos definir em U0 um ramo do argumento da seguinte maneira: seja
a : (−π, π) → S1 − {−1}, a(t) = eit. Vale que tal aplicação é uma bijeção
sobre S1 − {−1}. Seja b : S1 − {−1} → (−π, π) a inversa de a. Vale que b é
cont́ınua e limitada. Defina Arg : U0 → (−π, π) por Arg(z) = b(z/|z|), que
é um ramo do argumento em U0, o ramo principal do argumento. O ramo
do logaritmo associado a Arg é

Log(z) := log |z|+ iArg(z) , z ∈ U0,

que é o ramo principal do logaritmo.
Fazendo o cálculo de entropia análogo ao feito acima, temos:

HC
( t−1∨

k=0

σ−kα
)

= −
∑

s0s1...st−1

A(s0s1 · · · st−1)LogA(s0s1 · · · st−1)

= −
∑

s0s1...st−1

Ast−1st−2 · · ·As2s1As1s0(
−→
X0)s0LogAst−1st−2 · · ·As2s1As1s0(

−→
X0)s0

= −
∑

s0s1...st−1

Ast−1st−2 · · ·As2s1As1s0(
−→
X0)s0

×
(

log |(Ast−1st−2 · · ·As2s1As1s0(
−→
X0)s0|+ iArg(Ast−1st−2 · · ·As2s1As1s0(

−→
X0)s0)

)

= −
∑

s0s1...st−1

Ast−1st−2 · · ·As2s1As1s0(
−→
X0)s0

×
(

log |Ast−1st−2|+ · · ·+ log |As2s1|+ log |As1s0|+ log |(−→X0)s0|

+iArg(Ast−1st−2 · · ·As2s1As1s0(
−→
X0)s0)

)

= −
n−1∑
i=1

(
−→
X0)si log |(−→X0)si| − (t− 1)

n−1∑

k,l=1

Asksl(
−→
X0)sl log |Asksl|

−i
∑

s0s1...st−1

Ast−1st−2 · · ·As2s1As1s0(
−→
X0)s0Arg(Ast−1st−2 · · ·As2s1As1s0(

−→
X0)s0)
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Se z1, . . . zn são números complexos tais que Re(zi) > 0 e Re(z1z2 · · · zn) >
0, 1 ≤ i ≤ n, então o argumento é aditivo, ou seja, Arg(z1 · · · zn) = Arg(z1)+
· · · + Arg(zn). Em particular, Log(z1 · · · zn) = Log(z1) + · · · + Log(zn).
Em geral, matrizes de Dirichlet não satisfazem o critério dado acima. Por
exemplo, se

M(j, k) =
1√
n
eiaπ(j−k)2/n,

fazendo a = 1 e n = 3, podemos escrever

M(3, 1) =
1√
3

(cos(4π/3) + i sin(4π/3)),

mas Re(M(3, 1)) = (1/
√

3) cos(4π/3) < 0.
Supondo que as entradas de A satisfazem a hipótese observada acima,

temos:

hA(σ) = lim
t→∞

1

t
HC
( t−1∨

k=0

σ−kα
)

= −
n−1∑

k,l=1

Asksl(
−→
X0)sl( log |Asksl|+ iArgAsksl)

5.5 Cadeias quânticas: entropia de von Neu-

mann

Pelo que vimos nas seções 2.2 e 4.3, podemos facilmente obter a entropia
de von Neumann de uma cadeia de Markov quântica. Vamos considerar um
ensemble para cada tempo t, ou seja, se

S = {s0, s1, . . . sn−1} = {|s0〉, |s1〉, . . . , |sn−1〉}
é o conjunto de estados posśıveis, e Pt(k) = Pt(sk) denota a probabilidade de
ocorrer o estado sk no tempo t, consideramos os pares {Pt(k), |sk〉}, t ∈ N.
O operador densidade associado à cadeia de Markov quântica no tempo t é

ρt =
n−1∑

k=0

Pt(k)|sk〉〈sk| =
n−1∑

k=0

|(At−→X0)k|2|sk〉〈sk|

=
n−1∑

k=0

∣∣∣
∑
j

(ψj)0λ
t
j(ψj)k

∣∣∣
2

|sk〉〈sk|, (5.4)

onde, lembramos, {Xt} é uma N -cadeia quântica,

−→
Xt = (A[Xt = s0], . . . , A[Xt = sn−1]) ∈ Cn,
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λ0, . . . , λn−1 são os autovalores da matriz de amplitude de transição Ajk =
A[X2 = sj|X1 = sk] e ψ0, . . . , ψn−1 a base ortonormal de autovetores corres-
pondente.

Calculando a entropia de von Neumann, temos

S(ρt) = −tr(ρt log ρt) = −
n−1∑

k=0

∣∣∣
∑
j

(ψj)0λ
t
j(ψj)k

∣∣∣
2

log
∣∣∣
∑
j

(ψj)0λ
t
j(ψj)k

∣∣∣
2

= −
n−1∑

k=0

∣∣∣(At−→X0)k

∣∣∣
2

log
∣∣∣(At−→X0)k

∣∣∣
2

Observação Note que a expressão para (At
−→
X0)k usada na equação (5.4)

acima,

(At
−→
X0)k =

∑
j

(ψj)0λ
t
j(ψj)k

é válida apenas fazendo a suposição de que
−→
X 0 = (1, 0, · · · , 0), conforme

obtida no final da seção 2.2. Para o caso geral de um
−→
X 0 qualquer, pro-

cedemos da seguinte maneira. Fazemos os cálculos em dimensão 2, o caso
geral é análogo, com uma notação mais complicada.

Sejam λ0, λ1 os autovalores de A e sejam ψ0, ψ1 a base ortonormal de
autovetores correspondente. Então,

At
−→
X 0 = At

∑
j=0,1

〈−→X 0, ψj〉ψj =
∑
j=0,1

[
A(X0 = 0)(ψj)0 + A(X0 = 1)(ψj)1

]
Atψj

=
[
A(X0 = 0)(ψ0)0 + A(X0 = 1)(ψ0)1

]
λt0ψ0

+
[
A(X0 = 0)(ψ1)0 + A(X0 = 1)(ψ1)1

]
λt1ψ1

No caso particular em que
−→
X 0 = (1, 0), obtemos a expressão vista em [1],

página 37, que em dimensão 2 é

At(1, 0) = (ψ0)0λ
t
0ψ0 + (ψ1)0λ

t
1ψ1

o que implica

P (Xt = k) = |(ψ0)0λ
t
0(ψ0)k + (ψ1)0λ

t
1(ψ1)k|2, k = 0, 1.

e em dimensão n,

P (Xt = k) = |
∑
j

(ψj)0λ
t
j(ψj)k|2, k = 0, 1, . . . , n− 1.
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Mas no caso geral para
−→
X 0 qualquer, em dimensão n, temos apenas que

At
−→
X 0 =

n−1∑
j=0

[ n−1∑

k=0

A(X0 = k)(ψj)k

]
λtjψj.
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Caṕıtulo 6

Formalismo Termodinâmico

Neste caṕıtulo analisamos um problema variacional para cadeias de Markov
finitas. Se H denota a entropia, U é um potencial, e λ é um certo autovalor
associado a U , temos um prinćıpio variacional para energia livre:

H(µ)−
∫
Udµ ≤ log λ

onde vale a igualdade se e somente se µ for uma determinada medida especial
ν = ν(U), que chamamos medida de Markov (faremos os detalhes a seguir).
Dado este teorema para cadeias de Markov reais, podemos nos perguntar se
existe algum análogo para cadeias quânticas.

6.1 Introdução

Apresentamos aqui um teorema de O. E. Lanford e D. Ruelle [26] numa
versão de F. Spitzer [38] que caracteriza (em uma caso simplificado) o estado
de Gibbs (no reticulado unidimensional Z) como sendo aquele que maximiza
a energia livre. Essa energia é baseada em um potencial U que descreve de
alguma forma a interação entre elementos vizinhos no reticulado Z. Vamos
assumir aqui que esta U tem uma expressão simples (um elemento no retic-
ulado depende da interação de um número finito fixo de vizinhos) e assim
ela determina uma matriz de transição M de uma cadeia de Markov [33] e
esta define uma certa probabilidade estacionária sobre o espaço de Bernoulli.
Esta probabilidade ν será o estado de Gibbs associado a U . Deste modo,
será posśıvel apresentar ao leitor uma versão matematicamente rigorosa de
algumas idéias básicas e resultados fundamentais que aparecem em certos
problemas simples de Mecânica Estat́ıstica. Esta exposição é baseada em
[38].
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6.2 Caracterização variacional

6.2.1 Introdução

A entropia é uma grandeza que mede a caoticidade, ou complexidade de um
sistema: quanto maior for a entropia, mais caótico é o sistema. Esse conceito
aparece na F́ısica e está associado com o prinćıpio de que a natureza tende
a maximizar a entropia. Se em um tempo inicial t0 consideramos part́ıculas
de gás concentradas em um dos cantos de uma caixa fechada, então após
algum tempo (após o equiĺıbrio) as part́ıculas tenderão a uma situação, onde
elas estarão espalhadas na forma mais aleatória posśıvel. Isso significa que
decorrido algum tempo, o gás terá uma distribuição uniforme na caixa.

Um sistema de part́ıculas é muito mais aleatório (tem mais entropia) se
estiver uniformemente distribúıdo na caixa do que se estivesse concentrado
em um dos cantos. Vemos assim que o equiĺıbrio é atingido em configurações
de máxima entropia.

A entropia também está relacionada com a Teoria de Informação, a partir
dos trabalhos de Shannon. Se quisermos transmitir uma mensagem através
de um certo meio de comunicação usando um determinado alfabeto de n
śımbolos {1, . . . , n}, cada śımbolo com uma certa probabilidade p1, . . . , pn
de ocorrer,

∑n
i=1 pi = 1 (suponha que a ocorrência dos śımbolos seja inde-

pendente), então a entropia deste sistema é a entropia do shift de Bernoulli
B(p1, p2, . . . , pn), ou seja,

∑n
i=1−pi log pi.

A valor da entropia para medidas mais gerais tem uma expressão mais
complexa. Nosso proposta aqui é a de usar a entropia de Shannon-Kolomogrov
como uma ferramenta matemática para se estudar a Mecânica Estat́ıstica.
O que apresentamos aqui é baseado na abordagem de Bowen-Ruelle-Sinai
para entender reticulados em uma dimensão e veremos que essa proposta
inclui estudar a pressão topológica do shift. Tal teoria é o que chamamos
atualmente de Formalismo Termodinâmico. Uma dos objetos desta teoria
é o operador de Ruelle-Perron-Frobenius, que é uma generalização natural
(para o espaço de funções cont́ınuas) de uma matriz com todas as entradas
positivas. No caso de dimensão finita, o teorema de Perron-Frobenius agindo
em Rn basta para se obter o que se necessita. O operador de Ruelle-Perron-
Frobenius possui diversas aplicações em outras áreas da matemática, como
por exemplo Geometria e Teoria dos Números. Algumas vezes, na F́ısica,
este operador é denominado matriz de transferência.
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6.2.2 Energia livre

Para motivar o problema que vamos analisar em breve vamos apresentar ini-
cialmente o modelo mais simples possivel. Considere um sistema f́ısico com
estados {1, . . . , n}, e sejam U1, . . . Un as energias desses estados, respecti-
vamente. Suponha que colocamos o sistema em contato com uma fonte de
calor muito maior, que está a uma temperatura T . Sendo assim, a energia irá
transitar entre o sistema original e a fonte de calor, e a temperatura T per-
manecerá constante, pois a fonte é muito maior que o nosso sistema. O pro-
blema f́ısico que estamos considerando não é determińıstico, e nós podemos
apenas falar da probabilidade de um certo estado fixo, digamos j, ocorrer,
onde j ∈ {1, 2, .., n}. Apos esperar que o sistema se encontre em equilibrio,
se realizarmos uma sequência de observações, notaremos que o estado j irá
ocorrer numa determinda proporção de vezes.

Por exemplo, se fizermos 1000 observações e em 112 delas aparece o estado
2, diremos que existe evidência de que 2 tem probabilidade P2 = 112

1000
.

Então o que queremos saber, para cada j, é o valor dessa proporção
quando o número de observações vai a infinito. É um fato conhecido da
Mecânica Estat́ıstica (a partir de observações) que a probabilidade Pj de que
o estado j ocorra é dado pela distribuição de Gibbs:

Pj =
e−BUj∑n
i=1 e

−BUi , j ∈ {1, . . . , n},

onde B = 1
kT

e k é uma constante, chamada constante de Boltzmann.

Uma formulação variacional do que foi dito acima pode ser feita da
seguinte maneira. Seja

F (p1, . . . , pn) = −
n∑
i=1

pi log pi −
n∑
i=1

piBUi

definida no simplexo em Rn dado por

{
(p1, . . . , pn) : pi ≥ 0, i ∈ {1, . . . n},

n∑
i=1

pi = 1

}

Usando multiplicadores de Lagrange, podemos mostrar que o máximo de F
no simplexo é obtido em

Pj =
e−BUj∑n
i=1 e

−BUi , j ∈ {1, . . . , n},
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ou seja, de acordo com o valor Pj dado acima.

A função

S(p1, . . . , pn) = −
n∑
i=1

pi log pi

é a entropia da distribuição (p1, . . . , pn). Defina U(p1, . . . , pn) = −∑n
i=1 piUi

como sendo a energia média. Então podemos dizer que a distribuição de
Gibbs maximiza o valor

S(p1, . . . , pn) + BU(p1, . . . , pn)

Nesse contexto, a expressão S +BU é o que chamaremos de energia livre.
Logo, podemos dizer que a natureza minimiza a energia livre. Quando faze-
mos a temperatura T tender a +∞, isto é, se B tender a 0, maximizamos a
entropia.

Após a análise do sistema mais simples descrito acima, vamos considerar
um caso um pouco mais complexo.

O modelo proposto por Ruelle é o seguinte (usaremos um modelo seme-
lhante na próxima seção). Considere um reticulado unidimensional Z. Cada
inteiro está associado a um estado 1, . . . , n e uma configuração do sistema é
uma sequência ωi ∈ {1, . . . , n}, i ∈ Z. O nosso espaço de configurações é,
então, Ω = {1, . . . , n}Z. Seja σ : Ω → Ω a aplicação shift, ω̃ = σ(ω), dada
por ω̃k = (σ(ω))k = ωk+1, ω = (..., ω−1, ω0, ω1, ω2, . . .), k ∈ Z.

Em outras palavras, se ω = (..., ω−2, ω−1, ω0, ω1, ω2, ω3, ...), onde na posição
zero do reticulado Z temos o valor ω0, então

ω̃ = σ(ω) = (..., ω̃−2, ω̃−1, ω̃0, ω̃1, ω̃2, ω̃3, ...),

onde na posição zero do reticulado Z temos o valor ω̃0, e ω̃k = ωk+1.
Seja T o espaço de probabilidades invariantes para o shift, i.e., µ ∈ T ⇔

µ(A) = µ(σ−1(A)), A conjunto de Borel. Este é o modelo da Mecânica Es-
tat́ıstica no reticulado Z via o shift de Bernoulli. Um modelo mais apropriado
seria sobre o reticulado tridimensional Z3, mas aqui vamos evitar situações
mais complexas.

Seja U : Ω → R uma função cont́ınua, que contém a informação rela-
cionada com alguma grandeza f́ısica (energia, temperatura, campo magnético,
etc.). Queremos obter agora uma maneira de determinar a distribuição de
Gibbs no reticulado unidimensional infinito de uma forma semelhante a usada
no caso finito que vimos acima.
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A distribuição de Gibbs associado a U será uma probabilidade ν sobre o
espaço Ω = {1, . . . , n}Z.

Por exemplo, considere uma determinada distribuição de spins + ou −
de part́ıculas no reticulado unidimensional Z (podeŕıamos ter escrito 0 e 1
no lugar de + e −, por exemplo). Devemos considerar o espaço de Bernoulli
de dois śımbolos Ω = {+,−}Z, e probabilidades µ em Ω. fixado U , qual
probabilidade ν é a de Gibbs asociada a U? É apropriado considerar ape-
nas probabilidades em T porque não há uma razão natural para destacar
um determinado ponto do reticulado como sendo o valor i = 0. Assim, a
probabilidade de Gibbs deve ser invariante por translação.

Vamos denotar por ++ = {ω = (. . . , ω−1, ω0, ω1, ω2, ω3, ...)| tal que ω1 =
+, ω2 = +}. Da mesma forma, +−+ = {ω = (. . . , ω−1, ω0, ω1, ω2, ω3, ...)|
tal que ω1 = +, ω2 = −, ω3 = +}, e assim por diante...

O estado de Gibbs ν vai dizer, por exemplo, qual a probabilidade de
ocorrer no reticulado o arranjo ω1 = +, ω2 = −, ω3 = +, através de ν(+−+).
Na verdade, vamos considerar o espaço Ω = {+,−}N e não {+,−}Z.

Exemplo. Seja Ω = {+,−}N. Suponha que U é constante em cada um
dos cilindros ++, +−, −+ e −−. Vamos identificar + com 2 e − com 1.
Sejam p11 ≥ 0, p12 ≥ 0, p21 ≥ 0, p22 ≥ 0, p11 + p12 = 1, p21 + p22 = 1 e defina
U da seguinte maneira:

U(ω) =





− log p22, se ω ∈ ++
− log p21, se ω ∈ +−
− log p12, se ω ∈ −+
− log p11, se ω ∈ −−

Neste caso, assumimos que no reticulado Z existe uma probabilidade p22 de
obter um + à direita de um + e uma probabilidade p21 de obter um − à
direita de um +.

Qual seria o estado de Gibbs ν associado a tal U?
Voltemos agora ao caso geral.

Dada uma função U cont́ınua em Ω, vamos analisar o seguinte problema
variacional. Seja

P (U) = sup
µ∈T

{
S(µ) +

∫
Udµ

}
,

onde S(µ) é a entropia da probabilidade µ (ver definição na próxima seção).
Diremos que P (U) é a pressão topológica associada a U .

Gostaŕıamos de encontrar um probabilidade ν, definida em todo o espaço
Ω, que assuma o supremo mencionado acima. Tal probabilidade será chamada
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de estado de equiĺıbrio, ou estado de Gibbs associado ao potencial U .
Em outras palavras,

P (U) = S(ν) +

∫
Udν ≥ S(µ) +

∫
Udµ, ∀µ ∈ T .

O estado de equiĺıbrio ν será definido, portanto, por meio de um prinćıpio
de máximo, ou seja, ν maximiza algo. O potencial U do exemplo particular
acima mencionado descreve uma certa interação entre spins no reticulado,
mas o problema faz sentido para U qualquer, não necessariamente como no
exemplo. Poderia, por exemplo, depender de mais coordenadas, não ape-
nas duas. Vamos considerar na próxima seção o caso simples em que U(ω)
depende apenas de duas, ou seja de ω0 e ω1, onde ω = (· · ·ω−1ω0ω1 · · ·),
ou seja, cada spin depende apenas do vizinho à direita. No exemplo dado
abaixo, a solução pode ser obtida através de Álgebra Linear, ou seja, pela
teoria de Cadeias de Markov e pelo Teorema de de Perron-Frobenius (de-
scrito no Apêndice deste caṕıtulo). Se o U depende de infinitas coordenadas,
áı o procedimento via Álgebra Linear não resolve o problema; é necessário
utilizar [35].

Ruelle mostrou que o que os f́ısicos denominam de estado de Gibbs, no
caso do reticulado Z, pode ser obtido via o procedimento acima através de
uma escolha correta de U . Diferentes problemas de Mecânica Estat́ıstica
requerem diferentes U .

A análise de questões mais gerais em Mecânica Estat́ıstica pode ser en-
contrada em [10] [40].

6.2.3 Caracterização variacional

Para simplificar, no lugar de Ω = {1, · · · , n}Z, vamos considerar

Ω = {1, · · · , n}N.

O problema para um U geral definido em Ω = {1, · · · , n}Z pode ser re-
duzido a este {1, · · · , n}N (ver Proposition 1.2 [35]).

Seja uma função potencial do tipo U : {1, · · · , n}N → R, com U(ω) =
U(ω1, ω2), onde ω = (ω1ω2ω3 · · ·), isto é, U só depende de duas coordenadas.
Observe que se consideramos um potencial U que depende de n coordenadas,
com 2 < n <∞, podemos modificar o espaço Ω de modo a fazer com que U
dependa de apenas duas coordenadas.

Por exemplo, suponha que Ω = {1, 2}N e que temos um potencial U que
depende de 3 coordenadas, isto é, U(ω) = U(ω1, ω2, ω3). Considere então o
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espaço Ω̂ = {1∗, 2∗, 3∗, 4∗}N e o relacionamos com Ω fazendo as identificações

11↔ 1∗ 12↔ 2∗

21↔ 3∗ 22↔ 4∗

Note agora que certas relações estão proibidas. O par 1∗3∗ não é permi-
tido. O par 1∗2∗ é permitido.

Podemos pensar que U está definido em Ω̂ como uma certa V . De fato, V
definida de maneira natural em Ω̂ depende apenas de duas coordenadas, pois,
por exemplo U(1, 1, 2, . . .) = U(1, 1, 2) = V (1∗, 2∗), ainda U(1, 2, 2, . . .) =
U(1, 2, 2) = V (2∗, 4∗) e assim por diante.

Desta maneira se pode fazer recair o caso em que U depende de finitas
coordenadas no espaço de Bernoulli ao caso em que dependa de apenas duas,
como será analisado a seguir.

Tal procedimento não pode ser feito se o potencial considerado depende
de infinitas coordenadas.

Um cilindro de Ω de comprimento k é um conjunto A da seguinte forma:
fixe (a1, · · · , ak) ∈ {1, · · · , n}k.

A = {ω = (ω1, · · · , ωk, ωk+1, .., ωn, ...) ∈ Ω : (ω1, · · · , ωk) = (a1, · · · , ak)}

Iremos denotar tal cilindro por

A = a1 · · · ak
Seja F a σ-álgebra gerada pelos cilindros de Ω de todos os comprimentos

posśıveis.
Seja σ : Ω→ Ω a aplicação shift dada por (σω)k = ωk+1, k ∈ N.
Em outras palavras, se ω = (ω1, ω2, ω3, ...),

σ(ω) = (ω2, ω3, ω4, ...).

Por exemplo, em Ω = {1, 2, 3}N, temos que

σ(1, 2, 1, 1, 3, 2, ..) = (2, 1, 1, 3, 2, ..).

Iremos a seguir considerar medidas µ sobre a σ-álgebra F . Diremos que
µ ∈ T ⇔ (Ω,F , µ) é espaço de probabilidade, com µ invariante pelo shift
(i.e., µ(σ−1(A)) = µ(A), A ∈ F), e diremos que T é o conjunto das medidas
invariantes por translação. Sabe-se que T é compacto se consideramos a
convergência fraca de medidas [7] [6].
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Seja k fixo e Ak o conjunto dos cilindros de comprimento k, k ≥ 1, que é
uma partição de Ω. Defina a entropia da partição por

S(Ak) = −
∑
a∈Ak

µ(a) log µ(a)

onde escrevemos a = a1a2, . . . ak ∈ Ak.
Definimos a entropia da medida (com relação ao shift) por

s(µ) = lim
n→+∞

S(An)

n
, µ ∈ T , (6.1)

Definindo a função potencial U : Ω→ R, diremos que U(i, j), 1 ≤ i, j ≤ n
é a energia de interação entre ωk e ωk+1 se ωk = i, ωk+1 = j. Defina a energia
média da partição Ak como sendo

E(Ak) =
∑
a∈Ak

(
µ(a)

∑
j

U(aj, aj+1)

)

A energia espećıfica da partição com respeito a U é

eU(µ) = lim
n→+∞

E(An)

n
(6.2)

que é uma função cont́ınua e afim. Afirmamos que

eU(µ) =

∫
Udµ

De fato, pelo teorema ergódico de Birkhoff (proposição 6.4.3) e aplicando o
teorema da convergência dominada para a sequência de funções 1

N

∑N−1
k=1 U ◦

σk, temos:

∫
Udµ =

∫
lim

N→+∞
1

N

N−1∑
j=1

U(σj(ω))dµ(ω) = lim
N→+∞

∫
1

N

N−1∑
j=1

U(σj(ω))dµ(ω) =

= lim
N→+∞

1

N

N−1∑
j=1

∫
U(σj(ω))dµ(ω) = lim

N→+∞
1

N

∑
j

∑
a∈Ak

µ(a)U(σj(a)) =

= lim
N→+∞

1

N

∑
a∈Ak

µ(a)
∑
j

U(aj, aj+1) = eU(µ)
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Assim, se a energia livre em Ak é

F (Ak) = S(Ak)− E(Ak),

definimos a energia livre espećıfica como sendo

fU(µ) = s(µ)− eU(µ) = s(µ)−
∫
Udµ (6.3)

Vamos estar interessados nas medidas µ que maximizam tal valor.

O conjunto M ⊂ T das medidas de Markov será definido da seguinte
maneira. Diremos que µ ∈M⇔ ∃ matriz n×n linha estocástica M = Mij

(i.e.,
∑

jMij = 1) estritamente positiva tal que

µ(a1, · · · aN) = ϕa1M(a1, a2)M(a2, a3) · · ·M(aN−1, aN) , a1, . . . , aN ∈ {1, . . . , n}
(6.4)

onde ϕ é o único vetor de probabilidade invariante à esquerda para M (ou
seja, ϕk > 0, 1 ≤ k ≤ n,

∑
ϕi = 1 e ϕM = ϕ). Definindo µ sobre os

cilindros, fica determinada de maneira única, pelo teorema de Kolmogorov,
uma medida de probabilidade sobre a σ-álgebra gerada pelos cilindros.

Voltando à função potencial U dada acima, seja a matriz Q = QU definida
por

Q(i, j) = e−U(i,j) , 1 ≤ i, j ≤ n (6.5)

Seja λ = λ(U) o maior autovalor (positivo) de Q e sejam l, r os autove-
tores à esquerda e à direita de Q correspondentes a λ, e normalizados de
modo que li > 0, ri > 0, 1 ≤ i ≤ n e 〈l, r〉 =

∑
i liri = 1 (proposição 6.4.1).

Defina a seguinte matriz:

M(i, j) =
1

λ
Q(i, j)

rj
ri

, 1 ≤ i, j ≤ n (6.6)

A matriz M = M(U) é positiva e é linha estocástica. De fato:

Qr = λr ⇒ Q




r1
...
rn


 = λ(r1, · · · , rn)⇒

∑
j

Q(i, j)rj = λri

Então

∑
j

M(i, j) =
∑
j

1

λ
Q(i, j)

rj
ri

=
1

λri

∑
j

Q(i, j)rj =
1

λri
λri = 1
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Observe que M tem um vetor de probabilidade invariante

ϕi = liri, 1 ≤ i ≤ n (6.7)

De fato,
ϕM = (l1r1, · · · , lnrn)M ⇒

⇒ (ϕM)i =
∑

k

lkrkM(k, i) =
∑

k

lkrk
1

λ
Q(k, i)

ri
rk

=

=
ri
λ

∑

k

lkQ(k, i) =
ri
λ
λli = rili = ϕi ⇒ ϕM = ϕ

Note que li e ri são definidos a menos de constante multiplicativa e acima
escolhemos ϕ = (ϕ1, · · · , ϕn) como sendo ϕi = liri, i = 1, . . . , n e

∑
ϕi = 1,

ϕi > 0.
Vamos formular a caracterização variacional de ν. Para U fixo, seja ν =

ν(U) a medida de Markov definida pela matriz de transição M = M(U) obtida
acima, isto é,

ν(a) = ϕa1M(a1, a2)M(a2, a3) · · ·M(ak−1, ak) , a ∈ Ak
Dizemos que σ é ergódica para µ (invariante) se σ−1(A) = A implica

µ(A) = 0 ou 1. Pode-se mostrar que a probabilidade ν acima é invariante e
ergódica para o shift σ seção 11.6 [36].

Afirmamos que supµ∈T fU(µ) = fU(ν). Mais precisamente, temos o seguinte:

Teorema 6.2.1 Seja U : Ω→ R cont́ınua. Então:

fU(µ) ≤ log λ(U) = log(λ) , ∀µ ∈ T (6.8)

e vale a igualdade se e somente se µ for a medida de Markov ν = ν(U) definida
acima.

Uma maneira de provar o teorema consiste em 3 passos:

1. Mostrar a desigualdade, e que vale a igualdade se µ = ν(U).

2. Mostrar a desigualdade estrita se µ 6= ν(U), µ ergódica.

3. Mostrar a desigualdade estrita se µ 6= ν(U), µ qualquer.
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Na demonstração a seguir, escreveremos ν(U) = ν.

Prova Mostremos o primeiro passo. Seja ν a medida de Markov definida
por M , e µ ∈ T qualquer. Sejam M e ϕ definidos por (5), (6), (7), ν(a) =
ϕa1M(a1, a2)M(a2, a3) · · ·M(ak−1, ak).

Suponha ainda que os cilindros considerados tem comprimento N ,isto é,
consideramos os cilindros de AN . Então

E(AN) =
∑
a∈AN

(
µ(a)

N−1∑

k=1

U(ak, ak+1)

)

Escrevendo λ(U) = λ, temos:

N−1∑

k=1

U(ak, ak+1) =
N−1∑

k=1

− logQ(ak, ak+1) = − log
N−1∏

k=1

Q(ak, ak+1) =

= − log

(
N−1∏

k=1

M(ak, ak+1)λ
rak
rak+1

)
=

= −
(

log
N−1∏

k=1

M(ak, ak+1) + log
N−1∏

k=1

λ+ log
N−1∏

k=1

rak − log
N−1∏

k=1

rak+1

)
=

= −(N − 1) log λ− log

(
N−1∏

k=1

M(ak, ak+1)

)
− log ra1 + log raN =

= −(N − 1) log λ− log
ν(a)

ϕa1

− log ra1 + log raN

= −(N − 1) log λ− log ν(a) + log la1ra1 − log ra1 + log raN

= −(N − 1) log λ− log ν(a) + log la1 + log raN .

Calculando a energia média com respeito a µ obtemos

E(AN) =
∑
a∈AN

µ(a)
N−1∑

k=1

U(ak, ak+1) =

=
∑
a∈AN

µ(a)(−(N − 1) log λ− log ν(a) + log la1 + log raN )
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Como o número de ai ∈ {1, 2, .., n} é finito e os rai e lai são positivos,
então existe c1 e c2 tal que para todo i vale c1 < log rai , log lai < c2.

Sendo assim,

∑
a∈AN

µ(a)(−(N − 1) log λ− log ν(a) + 2 c1) ≤

≤ EN(µ) =
∑
a∈AN

µ(a)(−(N − 1) log λ− log ν(a) + log la1 + log raN ) ≤

≤
∑
a∈AN

µ(a)(−(N − 1) log λ− log ν(a) + 2 c2).

Observando que o somatório

∑
a∈AN

µ(a) log
ν(a)

µ(a)
(6.9)

é negativo (veja a proposição 6.4.2), temos

1

N
F (AN) =

1

N
(S(AN)− E(AN)) = (6.10)

=
1

N

∑
a∈AN

µ(a) log
ν(a)

µ(a)
+ log λ− log λ

N
− (log la1 + log raN )

N
≤ (6.11)

≤ log λ− log λ

N
− 2

c1

N
(6.12)

Fazendo N → +∞, obtemos a desigualdade procurada, isto é, fU(µ) ≤
log λ. Para mostrar a igualdade, observe que o somatório (6.9) é igual a zero
se µ = ν. Segue dáı que

log λ− log λ

N
− 2

c2

N
≤ 1

N
F (AN) ≤ log λ− log λ

N
− 2

c1

N
(6.13)

Fazendo N → +∞, obtemos a igualdade, ou seja, fU(µ) = log λ se µ =
ν(U) (isto é, se µ for a medida de Markov). Isso prova o primeiro passo.

Agora vamos supor provado o segundo passo (ou seja, suponha que vale a
desigualdade estrita se µ 6= ν(U), µ ergódica). Este segundo passo é bastante
técnico e referimos o leitor para uma prova geral em [35].

Mostremos o terceiro passo, ou seja, que vale a desigualdade estrita se
µ 6= ν(U), µ qualquer.
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Primeiro, observamos que T é convexo [39]. De fato, se µ1, µ2 ∈ T , então
µ = (1− λ)µ1 + λµ2 é tal que

µ(σ−1(A)) = (1−λ)µ1(σ−1(A))+λµ2(σ−1(A)) = (1−λ)µ1(A)+λµ2(A) = µ(A)

e então µ ∈ T , logo T é convexo.

Vale que s é semicont́ınua superiormente (ver [42]), e como eU é cont́ınua,
fU = s− eU é uma função semicont́ınua superiormente. Seja

K = KU = {µ ∈ T : fU(µ) assume o valor máximo M}

(Sabemos que T é compacto e fU é semicont́ınua superiormente; isto implica
que fU assume um máximo em T , conforme [27]). Vimos no primeiro passo
que ν ∈ K. Afirmo que K é fechado. De fato, seja µ = limµn, µn ∈ K. Então

M = lim sup
n→∞

fU(µn) ≤ fU(µ)

e logo, fU(µ) assume o máximo ⇒ µ ∈ K. Logo, K é fechado. Segue dáı que
K é compacto, pela compacidade de T .

Como fU é uma aplicação afim, vale que K é convexo [39]. Com efeito,
sejam µ1, µ2 ∈ K. Se µ = (1− λ)µ1 + λµ2, temos

fU(µ) = fU((1−λ)µ1+λµ2) = (1−λ)fU(µ1)+λfU(µ2) = (1−λ)M+λM = M

e logo, (1− λ)µ1 + λµ2 ∈ K ⇒ K é convexo.

Para mostrar a desigualdade estrita, é suficiente mostrar que K = {ν}.
ComoK é compacto e convexo, pelo teorema de Krein-Milman (ver o Apêndice
deste caṕıtulo), isso ocorrerá se e somente se K tem um único ponto extremo.
Afirmamos que todo ponto extremo de K é um ponto extremo de T . Com
efeito, suponha por absurdo que η é ponto extremo de K que não é ponto
extremo de T . Então η pode ser escrito como

η = λµ1 + (1− λ)µ2 , 0 < λ < 1 , µ1 /∈ K ou µ2 /∈ K

Suponha que µ1 /∈ K. Então, fU(µ1) < M e assim,

M = fU(η) = fU(λµ1 + (1− λ)µ2) = λfU(µ1) + (1− λ)fU(µ2) <

< λM + (1− λ)fU(µ2) ≤ λM + (1− λ)M = M,

absurdo. Logo, todo ponto extremo de K é um ponto extremo de T .
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Um fato conhecido sobre o conjunto T é que os seus pontos extremos
são justamente as medidas ergódicas [42]. Então o problema é reduzido a
mostrar que K não contém outras medidas ergódicas além de ν. Ora, mas
pelo segundo passo, se supomos que a medida µ 6= ν considerada é ergódica,
então vale a desigualdade estrita, ou seja, µ não é tal que fU assume um
máximo. Isso completa a prova.

�

6.3 Observações sobre processos quânticos

Sabemos de [15] que a matriz de amplitude [Ajk] é uma matriz unitária, suas
entradas são não-nulas e é coluna-estocástica, ou seja

∑
j Ajk = 1.

Seja A a matriz de amplitude de transição de uma N-cadeia. Defina a
matriz de amplitude de transição com um potencial por AV : S × S → C,

AVq′q = AV (q, q′) := e−iV (q)A(q, q′) = e−iV (q)Aq′q

Interpretamos que AVq′q é, como no caso de cadeias de Markov, a amplitude
de transição de q até q′. Supomos que o potencial depende apenas da posição
onde a part́ıcula se encontra, ou seja, V = V (q).

Dizemos que AV é a amplitude correspondente a uma part́ıcula evoluindo
sob a influência de um potencial. Note que se V = 0, AV se reduz à função
de amplitude livre A.

A seguir, escreveremos S = {s0, . . . , sn−1} e V (sk) = V (k).

Lema 6.3.1 Vale que AV é uma matriz unitária com entradas não nulas.
Além disso, AV é coluna-estocástica apenas quando consideramos potenciais
V do tipo

V (sk) = 2πck , ck ∈ Z , k = 0, . . . n− 1.

Prova De fato,

(AV ∗AV )jk =
∑
r

(A
V

)Tjr(A
V )rk =

∑
r

A
V

rjA
V
rk

=
∑
r

eiV (j)Arje
−iV (k)Ark = ei(V (j)−V (k))

∑
r

ArjArk

=

{
0 , se j 6= k
1 , se j = k
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onde a última igualdade, no caso j 6= k, segue do fato que A é N-cadeia
quântica (e portanto unitária) e, no caso em que j = k, do fato que

∑
r

|Arj|2 =
∑
r

|A(X−1
2 (sr) ∩X−1

1 (sk))|2 = 1

Como A tem entradas não nulas, é claro que AV também.
Vale que AV é coluna-estocástica apenas quando consideramos potenciais

V do tipo
V (sk) = 2πck , ck ∈ Z , k = 0, . . . n− 1,

pois ∑
j

AVjk =
∑
j

e−iV (k)Ajk = e−iV (k)
∑
j

Ajk = e−iV (k)

�

A seguir, fazemos outras observações.
1) Considere as matrizes de Dirichlet

M(n, a) =
1√
n
eiπa(j−k)2/n, j, k = 0, 1, . . . , n− 1

vistas na seção 2.3. Ali, mostra-se uma maneira de transformar tal matriz
em uma outra, M ′(n, a), que é estocástica desde que na seja par. O método
visto ali não funciona para M(3, 1) por exemplo. Para resolver esse caso,
tentamos usar uma idéia baseada em [38], onde se usa o maior autovalor de
uma dada matriz positiva A e o seu autovetor à direita para transformá-la em
estocástica. Mas aqui temos apenas matrizes complexas, então necessitamos
de algumas adaptações.

A matriz M(3, 1) é

M(3, 1) =
1√
3




1 1+i
√

3
2

−1−i√3
2

1+i
√

3
2

1 1+i
√

3
2

−1−i√3
2

1+i
√

3
2

1




Os autovalores e autovetores são, respectivamente,

−i , (1,−1, 1);

i+
√

3

2
, (1, 1, 0), (−1, 0, 1).

Gostaŕıamos de escolher de alguma maneira natural um dos autovalores de
M(3, 1). Note que a norma dos dois autovalores é 1.
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Defina T : M(3,C)→M(3,R) a aplicação

A
T7→ AR,

onde (AR)ij = Re(Aij).
Defina a aplicação tmax : M(3,R)→ R dada por

A
tmax7→ maior autovalor de A.

A idéia é associar à matriz M(3, 1), uma outra, T (M(3, 1)), que possui
coeficientes reais e tomar o seu maior autovalor. Esse autovalor está associado
de maneira natural com um dos autovalores da matriz original M(3, 1) da
seguinte maneira. Definindo

λ0 := tmax(T (M(3, 1))),

tomamos o autovalor λ1 de M(3, 1), onde λ1 = γ(1), e γ : C → C é o único
caminho que leva um autovalor de M(3, 1) até λ0 = γ(0). Vamos explicar
com mais precisão esta última idéia.

Defina a famı́lia de matrizes M(3, 1; t), t ∈ [0, 1] dada por

M(3, 1; t) =
1√
3




1 1+ti
√

3
2

−1−ti√3
2

1+ti
√

3
2

1 1+ti
√

3
2

−1−ti√3
2

1+ti
√

3
2

1




É claro que M(3, 1; 1) = M(3, 1) e que M(3, 1; 0) = T (M(3, 1)). O espectro
da famı́lia M(3, 1; t) é formado por três curvas, η, ζ e γ, onde uma delas
(que chamamos de γ acima) tem como um de seus extremos o maior dos
autovalores de T (M(3, 1)), que chamamos λ0 = γ(0). Então o que fazemos é
escolher o autovalor no outro extremo desta curva, ou seja λ1 = γ(1).

Continuando, obtemos

T (M(3, 1)) =
1√
3




1 1
2
−1

2
1
2

1 1
2

−1
2

1
2

1




Dáı, alguns cálculos simples mostram que λ0 =
√

3/2 e que λ1 = (i +√
3)/2 é o autovalor de M(3, 1) encontrado de acordo com a regra postu-

lada acima. Um autovetor r com entradas positivas, e tal que
∑
r2
j = 1, é

r = (
√

6/6,
√

6/3,
√

6/6). Agora, procedendo de maneira análoga ao método
em [38], definimos

M ′(3, 1)(i, j) :=
1

λ1

M(3, 1)
rj
ri
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Escreva α = (1 + i
√

3)/2. Então

M ′(3, 1)(1, 1) = M ′(3, 1)(2, 2) = M ′(3, 1)(3, 3) = 2/(3 + i
√

3)

Mais algumas contas simples nos fornecem

M ′(3, 1) =
1

3 + i
√

3




2 4α −2α
α 2 α
−2α 4α 2




que é linha estocástica, mas não é unitária.

2) Considere o seguinte lema [14]:

Lema 6.3.2 (Wielandt) seja A = (aij) matriz irredut́ıvel não negativa de
ordem n e C = (cij) uma matriz quadrada complexa de ordem n. Suponha
que

C+ ≤ A. (6.14)

Então para todo autovalor γ de C vale que

|γ| ≤ r, (6.15)

onde r é o maior autovalor de A. Além disso, vale a igualdade se e somente
se

C = eiϕDAD−1, (6.16)

onde eiϕ = γ/r e D é uma matriz diagonal cujos elementos não nulos tem
módulo 1 (vale que D+ = I).

A prova deste lema encontra-se no Apêndice deste caṕıtulo. Um posśıvel
trabalho futuro baseado neste lema é o seguinte: dada uma matriz complexa,
obter um método de normalização a partir da matriz módulo associada, o
que pode fornecer um método mais geral do que o obtido no ı́tem 1).

3) Para que uma matriz estocástica com entradas não nulas seja a matriz
de uma cadeia de Markov quântica, precisamos ainda que ela seja unitária.
Para este fim, devemos determinar se é posśıvel adaptar o método acima de
modo a fornecer a propriedade unitária.

Podemos obter uma condição para que uma matriz normalizada na forma
do item anterior seja unitária:

Lema 6.3.3 Seja

A(i, j) =
1

λ
M(i, j)

rj
ri

onde M é uma matriz complexa, λ é um autovalor não nulo de M e r um
autovetor associado a λ com entradas não nulas. Se vale que A é unitária,
temos:

107



1. Para todo i, ∑

k

|M(i, k)|2r2
k = |λ|2r2

i

2. Para i 6= j, ∑

k

M(i, k)M(j, k)r2
k = 0

Prova Temos:

n∑

k=1

AikA
∗
kj =

∑

k

AikAjk =
∑

k

(1/λ)M(i, k)
rk
ri

(1/λ)M(j, k)
rk
rj

=
1

|λ|2rirj
∑

k

M(i, k)M(j, k)r2
k

Se A é unitária então para i = j, vale a seguinte condição:

∑

k

|M(i, k)|2r2
k = |λ|2r2

i

E se i 6= j, vale ∑

k

M(i, k)M(j, k)r2
k = 0

�

6.4 Apêndice

Proposição 6.4.1 (Perron-Frobenius) Seja A =‖ aij ‖ uma matriz com
entradas estritamente positivas, 1 ≤ i, j ≤ n. Então existem λ > 0 e vetores
u = (u1, · · · , un) e v = (v1, · · · , vn) tais que

1. ui > 0, vi > 0 , 1 ≤ i ≤ n

2.
n∑
j=1

aijuj = λui , 1 ≤ i ≤ n e

n∑
i=1

viaij = λvj , 1 ≤ j ≤ n

(i.e., u é autovetor à direita de A e v é autovetor à esquerda de A).

108



Prova Esta prova segue [37]. SejaAmatriz com entradas positivas. Mostremos
que existe pelo menos um vetor u com coordenadas positivas, e λ ≥ 0, tais
que

n∑
j=1

aijuj = λui , 1 ≤ i ≤ n.

Considere o conjunto convexo H de vetores h = (h1, · · · , hn) tais que hi ≥ 0,
1 ≤ i ≤ n e

∑n
i=1 hi = 1. A matriz A determina uma transformação cont́ınua

A : H → H, dada por Ah = h′, onde

h′i =

∑n
j=1 aijhj∑n

i=1

∑n
j=1 aijhj

O teorema do ponto fixo de Brouwer [27] nos diz que tal aplicação possui
pelo menos um ponto fixo. Se u é tal ponto fixo então Au = u, ou seja,

ui =

∑n
j=1 aijuj∑n

i=1

∑n
j=1 aijuj

Fazendo λ =
∑n

i=1

∑n
j=1 aijuj, obtemos o que queŕıamos.

Considere a matriz At =‖ atij ‖, atij = aji. Pela primeira parte do lema,
podemos obter λ∗ e v tais que Atv = λ∗v, ou seja,

n∑
j=1

ajivj = λ∗vi

e vi > 0. Além disso,

λ〈u, v〉 = 〈Au, v〉 = 〈u,Atv〉 = λ∗〈u, v〉

o que implica λ = λ∗.

�

Proposição 6.4.2 Se p1, · · · , pk e q1, · · · , qk são distribuições de probabili-
dade, com pi > 0, i = 1, · · · , k, então

k∑
i=1

qi log
qi
pi
≥ 0

com igualdade valendo se e somente se pi = qi, i = 1 · · · , k (por convenção,
escrevemos 0 log 0 = 0).
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Prova a desigualdade é evidente no caso em que pi = qi porque log 1 = 0.
No caso geral, observe que a função ϕ(x) = −x log x é estritamente côncava,
pois ϕ′′(x) < 0. Como

ϕ(
k∑
i=1

pi
qi
pi

) = ϕ(
k∑
i=1

qi) = ϕ(1) = 0,

então

ϕ(
k∑
i=1

qi) >
k∑
i=1

piϕ(
qi
pi

) =
k∑
i=1

pi
−qi
pi

log
qi
pi
⇒

k∑
i=1

qi log
qi
pi
> 0.

�

Uma função f é dita T -invariante se f(T (ω)) = f(ω). Diremos que uma
propriedade vale em quase toda parte (q.t.p.), ou com probabilidade 1,
se o conjunto dos elementos onde não vale a propriedade tem medida nula.

Proposição 6.4.3 (Teorema Ergódico de Birkhoff) [42] Seja T uma
transformação que preserva medida em (Ω,F , µ). Seja f função mensurável
e integrável. Então existe K, µ(K) = 1 tal que para todo ω ∈ K,

lim
n→+∞

1

n

n∑

k=1

f(T k−1ω) = f̂(ω)

(i.e., o limite existe q.t.p.), onde f̂ é T -invariante e vale que

∫
f̂dµ =

∫
fdµ

Se T é ergódica para µ então f̂ =
∫
fdµ q.t.p.

Um espaço vetorial X com uma topologia T é um espaço vetorial
topológico se a soma é uma função cont́ınua de X × X em X e se a mul-
tiplicação por escalar é uma função cont́ınua de R × X em X. Um espaço
vetorial topológico é dito localmente convexo se podemos obter uma base
para a topologia formada por conjuntos convexos.

Proposição 6.4.4 (Krein-Milman)[39][6][10] Seja K um conjunto con-
vexo compacto em um espaço vetorial topológico localmente convexo. Então
a intersecção de todos os conjuntos convexos fechados contendo os pontos
extremos de K é o próprio K.
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6.4.1 Prova do lema de Wielandt

Aqui provamos o lema de Wielandt. Esta exposição é baseada em [14].

Sejam A e B matrizes reais retangulares de mesma dimensão m × n,
A = (aij), B = (bij). Escrevemos A ≤ B (ou B ≥ A) se

aij ≤ bij , i = 1, . . .m , j = 1 . . . n.

Em particular, quando A ≥ 0, diremos que A é não-negativa. Se o sinal de
igualdade puder ser omitido em todas as desigualdades acima, escreveremos
A < B (analogamente, quando A > 0, diremos que A é positiva).

Denotamos por C+ a matriz módulo C, obtida a partir de C quando
todos os seus elementos são trocados pelos seus respectivos módulos.

Diremos que A é redut́ıvel se pudermos escrever o conjunto de ı́ndices
{1, . . . , n} como sendo uma união de conjuntos complementares {i1, . . . , iµ}
e {j1, . . . , jν} (com µ+ ν = n) tais que

aiαjβ = 0 , α = 1, . . . µ , β = 1, . . . ν.

Caso contrário, diremos que A é irredut́ıvel.

Vamos obter outra caracterização para matrizes irredut́ıveis. Uma per-
mutação de uma matriz quadrada A significa uma permutação das linhas de
A juntamente com a mesma permutação de colunas. Podemos então definir
matriz redut́ıvel da seguinte forma: a matriz A será redut́ıvel se existir uma
permutação que transforma A em um operador da forma

A =

(
B 0
C D

)

onde B e D são matrizes quadradas. Caso contrário, diremos que A é ir-
redut́ıvel. Um subespaço coordenado ν-dimensional de Rn é um subespaço
de Rn que possui uma base {ek1 . . . , ekν} (1 ≤ k1 < k2 · · · < kν ≤ n).
Existem

(
n
ν

)
subespaços coordenados ν-dimensionais associados a uma base

{e1 . . . , en} dada. Assim, podemos definir matriz redut́ıvel de outra forma:
uma matriz A é redut́ıvel se e somente se possui um subespaço coordenado
invariante ν-dimensional com ν < n.

De agora em diante, a menos que seja especificado, iremos considerar
matrizes A não negativas (i.e., A ≥ 0).
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Lema 6.4.5 Se A ≥ 0 é uma matriz irredut́ıvel de ordem n então

(I + A)n−1 > 0

Prova É suficiente mostrar que para todo vetor y ≥ 0, y 6= 0, vale

(I + A)n−1y > 0.

Provaremos a desigualdade acima se mostrarmos que se y ≥ 0, y 6= 0, o vetor
z = (I + A)y possui menos coordenadas nulas que y. Vamos supor que isso
não vale. Como z = y +Ay e Ay ≥ 0, vale que a coordenadas positivas de y
correspondem coordenadas positivas de z. E segue da expressão acima que
z não pode ter mais coordenadas nulas que y. Então y e z tem as mesmas
coordenadas nulas. Sem perda de generalidade, suponha que

y = (u, 0) , z = (v, 0) u > 0, v > 0.

(com u e v são colunas de mesma dimensão). Escrevendo

A =

(
A11 A12

A21 A22

)

temos

y + Ay = z ⇔
(
u

0

)
+

(
A11 A12

A21 A22

)(
u

0

)
=

(
v

0

)

e logo, A21u = 0. Como u > 0, segue que A21 = 0, o que contradiz a
irredutibilidade de A. Isso prova o lema.

�

Um corolário conhecido é a seguinte definição equivalente para matrizes
irredut́ıveis.

Corolário 6.4.6 Se A ≥ 0 é irredut́ıvel então para todo i, j existe p ∈ N tal
que (apij) > 0. Além disso, p pode ser escolhido de maneira que p ≤ m− 1 se
i 6= j ou então de maneira que p ≤ m se i = j, onde m é o grau do polinômio
minimal de A.

Vamos enunciar o teorema de Frobenius.

Teorema 6.4.7 (Frobenius): Toda matriz irredut́ıvel não negativa A de
ordem n possui um autovalor positivo r que é uma raiz simples da equação
caracteŕıstica, e a ele corresponde um autovetor com entradas positivas. O
módulo dos demais autovalores é menor ou igual a r.
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Além disso, se A tem h autovalores λ1 = r, λ2, . . . , λh de módulo r então
esses valores são todos distintos, são ráızes da equação

λh − rh = 0,

e o espectro de A é invariante por rotação de ângulo 2π/h.

Este é um importante teorema cuja demonstração pode ser encontrada
em [14]. Estamos interessados em uma caracterização de matrizes complexas
(limitadas em um certo sentido por uma matriz irredut́ıvel) em termos dos
seus autovalores e que será dada de forma mais precisa a seguir (lema 6.4.10).
Tal formulação está relacionada com o teorema de Frobenius.

Dado um vetor real x = (x1, . . . , xn), x ≥ 0 fixado, definimos

rx = min
i∈{1,...,n}

(Ax)i
xi

onde

(Ax)i =
n∑
j=1

aijxj , i = 1, . . . n.

Nesta definição de mı́nimo, excluimos os valores de i onde xi = 0. Segue
diretamente da definição que rx ≥ 0 e é o maior número η tal que

ηx ≤ Ax.

Lema 6.4.8 Existe z ≥ 0 tal que o valor máximo r da função rx é atingido,
ou seja:

r = rz = max
x≥0

rx = max
x≥0

min
i∈{1,...,n}

(Ax)i
xi

. (6.17)

Prova Pela definição de rx, segue que ao multiplicarmos um vetor x ≥ 0,
x 6= 0, por um número λ, o valor de rx não se altera. Então, para calcularmos
o máximo de rx, podemos nos restringir ao conjunto fechado

M = {x : x ≥ 0,
n∑
i=1

x2
i = 1}.

Se a função rx fosse cont́ınua em M , podeŕıamos obter um máximo. Entre-
tanto, esta função pode ser descont́ınua nos pontos de fronteira de M onde
uma das coordenadas do vetor se anula. Sendo assim, vamos considerar o
conjunto

N = {y : y = (I + A)n−1x, x ∈M}.
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Este conjunto é fechado e limitado, e pelo lema 6.4.5, consiste apenas de
vetores positivos.

Multiplicando a desigualdade

rxx ≤ Ax

por (I + A)n−1, obtemos
rxy ≤ Ay,

onde y = (I + A)n−1x. Então, pela definição de ry, obtemos

rx ≤ ry.

Assim, ao calcularmos o máximo de rx, podemos nos restringir ao conjunto N
que consiste apenas de vetores positivos. E em N , que é fechado e limitado,
a função rx é cont́ınua e portanto assume um valor máximo para algum vetor
z ≥ 0.

�
Diremos que um vetor z ≥ 0 tal que rz = r é um vetor extremal.

Lema 6.4.9 O valor r definido no lema anterior é positivo, e é um autovalor
de A (é o valor r mencionado no teorema de Frobenius). Todo vetor extremal
z é positivo e é um autovetor de A para o autovalor r. Isto é,

r > 0 , z > 0 , Az = rz.

Prova Seja u = (1, 1, . . . , 1). Então

ru = min
i∈{1,...n}

n∑

k=1

aik.

Dáı, ru > 0, porque nenhuma coluna de uma matriz irredut́ıvel pode ser
formada por zeros apenas. Logo, como r ≥ ru, obtemos r > 0.

Agora, considere
x = (I + A)n−1z,

onde z é um vetor extremal. Pelo lema 6.4.5, x > 0. Suponha por absurdo
que Az − rz 6= 0. Então obtemos que

Az − rz > 0⇒ (I + A)n−1(Az − rz) > 0⇒ Ax− rx > 0.

A última desigualdade contradiz a definição de r porque ela implicaria que
Ax − (r + ε)x > 0 para ε > 0 suficientemente pequeno, ou seja, obteŕıamos
rx ≥ r + ε > r. Logo, Az = rz. Então

0 < x = (I + A)n−1z = (1 + r)n−1z,

e portanto, z > 0.
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Lema 6.4.10 seja A = (aij) matriz irredut́ıvel não negativa de ordem n e
C = (cij) uma matriz quadrada complexa de ordem n. Suponha que

C+ ≤ A. (6.18)

Então para todo autovalor γ de C vale que

|γ| ≤ r, (6.19)

onde r é o maior autovalor de A. Além disso, vale a igualdade se e somente
se

C = eiϕDAD−1, (6.20)

onde eiϕ = γ/r e D é uma matriz diagonal cujos elementos não nulos tem
módulo 1 (vale que D+ = I).

Prova Considere y um autovetor de C correspondente ao autovalor γ:

Cy = γy , γ 6= 0. (6.21)

Como C+ ≤ A, vale que C+y+ ≤ Ay+. Além disso,

Cy = (
∑
i

c1iyi, . . . ,
∑
i

cniyi) , γy = (γy1, . . . , γyn)

⇒ C+y+ = (
∑
i

|c1iyi|, . . . ,
∑
i

|cniyi|) , |γ|y+ = (|γy1|, . . . , |γyn|)

De Cy = γy, obtemos:

|γyj| = |
n∑
i=1

cjiyi| ≤
n∑
i=1

|cjiyi| , j = 1, . . . n

o que implica
|γ|y+ ≤ C+y+. (6.22)

Logo,
|γ|y+ ≤ C+y+ ≤ Ay+ (6.23)

pelo que vimos antes. Como por definição ry+ é o maior número tal que

ry+y+ ≤ Ay+,

concluimos de (6.23) que
|γ| ≤ ry+ ≤ r.

115



(a segunda desigualdade acima segue de (6.17)). Isso prova a desigualdade
(6.19) que enunciamos.

Analisemos agora o caso em que |γ| = r. A última desigualdade nos
fornece ry+ = r = maxx≥0 rx. Segue dáı que y+ é um vetor extremal para A,
y+ > 0 e que y+ é autovetor de A para o autovalor r. Então ry+ = Ay+ e a
desigualdade (6.23) se transforma em

|γ|y+ = ry+ = Ay+ = C+y+. (6.24)

Então como C+ ≤ A e y+ > 0, segue de Ay+ = C+y+ ⇔ (A−C+)y+ = 0
que

C+ = A. (6.25)

Seja y = (y1, . . . , yn), onde yj = |yj|eiϕj , j = 1, . . . n. Defina a seguinte
matriz diagonal

D = {eiϕ1 , . . . , eiϕn}.
Então, vale que

y = Dy+.

Escrevendo γ = reiϕ e substituindo a expressão acima em (6.21), obtemos

Fy+ = ry+, (6.26)

onde
F = e−iϕD−1CD. (6.27)

Comparando (6.24) com (6.26), obtemos

Fy+ = C+y+ = Ay+. (6.28)

Mas por (6.27) e (6.25),
F+ = C+ = A.

Logo, obtemos a partir de (6.28) que

Fy+ = F+y+.

Como y+ > 0, afirmamos que isso implica que

F = F+

Provamos esta última afirmação no caso de dimensão 2. Seja

F =

(
a b
c d

)
⇒ F+ =

( |a| |b|
|c| |d|

)
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Então

Fy+ = F+y+ ⇒ (F − F+)y+ = 0⇒
(
a− |a| b− |b|
c− |c| d− |d|

)(
y1

y2

)
=

(
0
0

)

Dáı escrevendo a = x+ iy, b = z + iw,

(a− |a|)y1 + (b− |b|)y2 = 0⇔ (x+ iy − |a|)y1 + (z + iw − |b|)y2 = 0

o que implica, em particular, que

(x− |a|)y1 + (z − |b|)y2 = 0⇔ (x−
√
x2 + y2)y1 + (z −

√
z2 + w2)y2 = 0

Os termos entre parenteses na última expressão são menores ou iguais a zero,
claramente. Mas não podem ser estritamente menores que zero (pois o fato
de que y1, y2 > 0 implicaria que a expressão acima é negativa). Logo,

x−
√
x2 + y2 = 0⇒ x = |a| e y = 0⇒ a = |a|

z −
√
z2 + w2 = 0⇒ z = |b| e w = 0⇒ b = |b|

Analogamente para c e d. Logo, F = F+.
Mas

F = F+ ⇔ e−iϕD−1CD = A.

Logo,
C = eiϕDAD−1

�
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Caṕıtulo 7

C∗-álgebras e cadeias de
Markov quânticas

Faremos aqui uma descrição breve de cadeias de Markov quânticas no con-
texto de álgebra de operadores. Essa formulação é baseada na construção
original feita por L. Accardi em [1] e [2], por exemplo.

A vantagem de se estudar cadeias de Markov quânticas no contexto de
álgebras reside no fato de que podemos fazer uso do instrumental constrúıdo
nesse ambiente para se tentar descobrir estados de equiĺıbrio, um problema
importante em mecânica estat́ıstica quântica. Discutiremos brevemente a
relação entre os estados KMS e os estados de Gibbs, mencionados no caṕıtulo
anterior.

7.1 C∗-álgebras

Definição 7.1.1 Uma álgebra A sobre C é um espaço vetorial complexo
equipado com uma operação bilinear e associativa • : A × A → A, dita
multiplicação. Para a, b ∈ A, denotaremos •(a, b) simplesmente por ab.

Definição 7.1.2 Uma álgebra normada é uma álgebra A sobre C equipada
com uma função norma a ∈ A 7→ ‖a‖ ∈ R, que torna A um espaço normado,
ou seja, para a, b ∈ A e λ ∈ C, temos

1. ‖a‖ ≥ 0, e ‖a‖ = 0⇒ a = 0

2. ‖λa‖ = |λ|‖a‖, onde |λ| denota o módulo do número complexo λ

3. ‖a+ b‖ ≤ ‖a‖+ ‖b‖,

e que além disso obedece a seguinte propriedade:
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4. ‖ab‖ ≤ ‖a‖‖b‖
Naturalmente, podemos nos referir à distância entre dois elementos de

uma álgebra normada, bastando para isso considerar a métrica induzida pela
norma.

Definição 7.1.3 Uma álgebra de Banach é uma álgebra normada com-
pleta.

Definição 7.1.4 Seja A uma álgebra de Banach. Uma involução em A é
uma função ∗ : A → A tal que para todo a, b ∈ A, λ ∈ C, e denotando
c∗ := ∗(c), ∀ c ∈ A, temos

1. (a+ b)∗ = a∗ + b∗

2. (λa)∗ = λa∗

3. (ab)∗ = b∗a∗

4. (a∗)∗ = a

5. ‖a∗‖ = ‖a‖
Definição 7.1.5 Uma C∗-álgebra é uma álgebra de Banach equipada com
uma involução para o qual vale

‖a∗a‖ = ‖a‖2, ∀ a ∈ A.
Por exemplo, a álgebra Mn da matrizes de ordem n sobre C é uma

C∗-álgebra se considerarmos as matrizes como sendo operadores no espaço
euclideano Cn e se tomarmos a norma de operadores ‖ · ‖ sobre matrizes. A
involução é dada pela matriz transposta conjugada.

7.2 Cadeias de Markov quânticas

A descrição de cadeias de Markov quânticas dada aqui segue [1] e [28], que
é uma construção conhecida em álgebra de operadores. Nesse contexto, um
estado em B é simplesmente um funcional φ : B → C tal que φ(1) = 1.

Seja B = B(H) uma C∗-álgebra para um certo espaço de Hilbert fixado
H e seja

A := B ⊗ B ⊗ B ⊗ · · ·
onde ⊗ é o C∗-produto tensorial induzido pelo produto tensorial usual de
espaços de Hilbert.
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Definição 7.2.1 Uma aplicação bilinear E : B ⊗ B → B é dita esperança
de transição se for completamente positiva e preservar a identidade.

Definição 7.2.2 (Cadeia de Markov quântica associada a um es-
tado) Um estado φ em A é uma cadeia de Markov quântica se existir
um estado φ0 em B e uma esperança de transição E tais que

φ(a0 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an ⊗ 1⊗ · · ·)
= φ0(E(a0 ⊗ E(a1 ⊗ · · · ⊗ E(an−1 ⊗ E(an ⊗ 1)) · · ·)), (7.1)

para quaisquer ai ∈ B, i = 0, 1, . . . n.

Prova-se em [2] que toda esperança de transição tem a forma

E(x) = tr2(
∑
j

K∗j xKj) (7.2)

onde x,Kj ∈ B ⊗ B, j = 1, 2, . . . e tr2 é o traço parcial com respeito ao
segundo fator. O ı́ndice j percorrerá apenas um subconjunto finito de N se
H for de dimensão finita, e esse será o caso considerado aqui.

Seja dim(H) = d <∞ e seja {ei}dn=1 uma base ortonormal para H. Neste
caso, B(H) ∼= Md, onde Md é a álgebra das matrizes d× d. Para simplificar,
iremos supor B(H) = Md.

Para cada K ∈ B ⊗ B, temos a expressão

K =
∑

n,n′
|en〉〈en′| ⊗Kn,n′ , (7.3)

onde |en〉〈en′| é a matriz cuja posição (n, n′) é igual a 1, e as outras posições
são nulas. Denotaremos por D a sub-álgebra diagonal de Md correspondente
à base {ei}dn=1.

Mostraremos agora como uma cadeia de Markov clássica {Xn}∞n=1, com
valores no conjunto {1, . . . , d}, em um espaço de probabilidade (Ω,P) com
distribuição inicial p e matriz de transição P = (pij) pode ser vista como
sendo uma cadeia de Markov quântica. Procedemos da seguinte maneira:

1. Defina

K1,n,n :=




√
pn,1 0 · · · 0
0

√
pn,2 · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · √pn,d


 (7.4)
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K1,n,n′ := 0 , se n 6= n′, (7.5)

Km,n,n′ := 0 , ∀m ≥ 2. (7.6)

2. Defina φ0 em D ⊂ B por

φ0(·) := tr

[



p1 0 · · · 0
0 p2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · pd


 ·

]
(7.7)

É fácil verificar que

E1(x) := tr2(K∗1xK1), (7.8)

onde K1 :=
∑

n |en〉〈en| ⊗K1,n,n′ , é uma esperança de transição, e é tal que

E1(f ⊗ g) = fE1(1⊗ g) , ∀f, g ∈ D (7.9)

e vale que φ0 é um estado em Md. Portanto (φ0, E1) é uma cadeia de Markov
quântica e além disso tal cadeia quântica restrita à sub-álgebra diagonal D
é simplesmente a cadeia de Markov clássica dada inicialmente.

Observe que a escolha de (φ0, E) não é única. De fato, podemos trocar a
matriz 



p1 0 · · · 0
0 p2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · pd




por qualquer outra matriz densidade ω0 que possua na diagonal os elementos
{p1, . . . , pd}. Além disso, podemos trocarK1,n,n por qualquerKn,n que possua
a propriedade

Kn,nK
∗
n,n(j, j) = pn,j, ∀ j = 1, . . . d.

Denote por

K0 :=
∑
n

|en〉〈en| ⊗Kn,n

e defina
E0(·) := tr2(K∗0 ·K0).

Então, (tr(ω0·), E0(·)) também é uma cadeia de Markov quântica obtida a
partir da mesma cadeia clássica (p, P = (pij)) e além disso, restringindo as
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duas cadeias quânticas (tr(ω0·), E0(·)) e (φ0, E1) ao conjunto D, obtemos a
mesma cadeia de Markov clássica (p, P = (pij)).

Observação Note que se

E(D ⊗D) ⊂ D, (7.10)

então podemos considerar a matriz densidade inicial ω0 como sendo diagonal,
já que os elementos fora da diagonal não são usados neste caso.

Proposição 7.2.3 [28] Uma esperança de transição E leva D⊗D em D se e
somente se para cada r, r′, n ∈ {1, . . . , d}, com r 6= r′, a matriz

∑
jKj,n,rK

∗
j,n,r′

é tal que os elementos de sua diagonal são iguais a zero.

Definição 7.2.4 (Cadeia de Markov quântica associada a um processo
estocástico clássico) Dizemos que um processo estocástico clássico {Xn}∞n=0,
que toma valores em {1, . . . , d} em um espaço de probabilidade (Ω,P) é uma
cadeia de Markov quântica (φ0, E) se E satisfaz (7.10) e se as distribuições
conjuntas são as mesmas, ou seja, para cada n ∈ N, ik ∈ {1, . . . , d}, k =
1, . . . n, temos

P (X0 = i0, X1 = i1, . . . , Xn = in)

= φ(|ei0〉〈ei0| ⊗ |ei1〉〈ei1| ⊗ · · · ⊗ |ein〉〈ein|) (7.11)

= φ0(E(|ei0〉〈ei0| ⊗ E(|ei1〉〈ei1| ⊗ · · · ⊗ E(|ein−1〉〈ein−1| ⊗ E(|ein〉〈ein| ⊗ 1)) · · ·))

Definição 7.2.5 (Cadeia de Markov clássica associada a uma cadeia
quântica) Uma cadeia de Markov quântica (φ0, E) é uma cadeia de Markov
clássica na sub-álgebra diagonal D se (7.10) vale e se

E(a⊗ b) = a E(1⊗ b), ∀ a, b ∈ D. (7.12)

Teorema 7.2.6 Seja {Xn}∞n=1 um processo estocástico clássico {Xn}∞n=0,
que toma valores em {1, . . . , n} em um espaço de probabilidade (Ω,P). Então
{Xn}∞n=1 é uma cadeia de Markov quântica se e somente se existe uma me-
dida de probabilidade p0 em {1, . . . d} e uma matriz cúbica (de 3 ı́ndices)
T = (Tj,i,k) com as seguintes propriedades:

Tj,i,k ≥ 0, ∀ j, i, k ∈ {1, . . . d} (7.13)

∑

i,k

Tj,i,k = 1, ∀ j ∈ {1, . . . d} (7.14)

P(X0 = j) =
∑

i,k

p0(i)Tj,i,k, ∀ j ∈ {1, . . . d}, (7.15)
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e tal que a distribuição conjunta é dada por

P(X0 = i0, X1 = i1, . . . , Xn = in)

=
∑

j,j0,j1,...,jn

p0(j)Tj,i0,j0Tj0,i1,j1 · · ·Tjn−2in−1jn−1Tjn−1injn . (7.16)

Em [28], temos ainda a prova do seguinte:

Teorema 7.2.7 Seja {Xn}∞n=1 um processo estocástico clássico {Xn}∞n=0,
que toma valores em {1, . . . , n} em um espaço de probabilidade (Ω,P). Então
temos que {Xn}∞n=1 é uma cadeia de Markov quântica se e somente se existir
uma cadeia de Markov clássica {(Zn, Yn)}∞n=1 tomando valores em {1, . . . , d}2

em um espaço de probabilidade (P′,Ω′) com as seguintes propriedades:

1. A probabilidade de transição

p(j,i),(j′,i′) := P′((Zn, Yn) = (j′, i′)|(Zn−1, Yn−1) = (j, i)) (7.17)

é independente de i.

2. Existe uma distribuição de probabilidade p0 em {1, . . . , d} e uma dis-
tribuição inicial para {(Zn, Yn)}∞n=0 dada por

P′((Z0, Y0) = (j, i)) =
∑

k

p0(k)Tk,i,j (7.18)

(onde Tk,i,j foi determinado no teorema 7.2.6), tais que

P(X0 = i0, X1 = i1, . . . , Xn = in) = P′(Y0 = i0, Y1 = i1, . . . , Yn = in).
(7.19)

Corolário 7.2.8 Se a cadeia de Markov quântica (φ0, E) em
⊗

NMd tem a
propriedade de que E leva D⊗D em D então o processo estocástico clássico
obtido pela restrição de (φ0, E) à sub-álgebra diagonal D é estocasticamente
equivalente à segunda componente de uma cadeia de Markov clássica

{(Zn, Yn)}∞n=0,

que toma valores em {1, . . . , d}, e que possui as propriedades 1 e 2 do teorema
7.2.7.
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Teorema 7.2.9 A cadeia de Markov quântica (φ0, E) é uma cadeia de Markov
clássica sobre a sub-álgebra diagonal se e somente se os operadores Kj, dados
por

Kj =
∑

n,n′
|en〉〈en′ | ⊗Kj,n,n′ ,

tem a forma

Kj =
∑
n

|en〉〈en| ⊗Kj,n,n, ∀ j = 1, . . . , d. (7.20)

Observação A fórmula (7.20) significa que cada um dos Kj é diagonal
em blocos de ordem d2, ou seja,




Kj,1,1 0 · · · 0
0 Kj,2,2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · Kj,d,d


 ,

onde cada Kj,l,l, l = 1, . . . , d, é uma matriz de ordem d.

7.3 CAR C∗-álgebras e estados KMS

Fazemos aqui uma breve introdução às CAR C∗-álgebras e aos estados KMS.
Uma referência básica para o assunto é [8].

Definição 7.3.1 Uma ∗-álgebra A é uma álgebra associativa sobre os com-
plexos, munida de uma involução que é um antiautomorfismo antilinear, ou
seja,

1. (u∗)∗ = u

2. (u+ v)∗ = u∗ + v∗

3. (cv)∗ = cv∗

4. (uv)∗ = v∗u∗,

para todo u, v ∈ A, c ∈ C.

Um homomorfismo entre álgebras f : A → B é um ∗-homomorfismo se
for compat́ıvel com as involuções de A e B, ou seja, se

f(a∗) = f(a)∗, ∀a ∈ A.
E f será um ∗-isomorfismo se for uma aplicação bijetora.
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Definição 7.3.2 Uma C∗-álgebra A tal que seus elementos satisfazem as
relações de anticomutatividade canônicas

{ak, aj} = 0

{a∗k, aj} = δij,

onde ak, etc. são elementos de A, e {·, ·} é o anticomutador, é dita CAR
C∗-álgebra.

O próximo teorema, cuja prova pode ser vista em [8], é a base de estudo
de tais álgebras.

Teorema 7.3.3 Seja H um espaço de Hilbert e sejam Hi, i = 1, 2 duas
C∗-álgebras geradas pela identidade 1 e elementos ai(v), v ∈ H satisfazendo:

1. v 7→ ai(v) é linear,

2. {ai(v), ai(w)} = 0,

3. {ai(v), ai(w)∗} = (v, w)1,

para todo v, w ∈ H, i = 1, 2. Então existe um único ∗-isomorfismo α : H1 →
H2 tal que

α(a1(v)) = a2(v),

para todo v ∈ H. Portanto, existe uma única C∗-álgebra A = A(H) = A(H),
a menos de ∗-isomorfismo, satisfazendo as relações de anticomutatividade
canônicas sobre H. Além disso, se H tem dimensão n, temos que A(H) é
isomorfa à C∗-álgebra das matrizes complexas 2n × 2n.

Seja U a CAR-álgebra com geradores ai e respectivos adjuntos a∗i , i ∈ I,
onde o conjunto de ı́ndices I é discreto, enumerável e totalmente ordenado,
contendo possivelmente um menor elemento j− e/ou um maior elemento j+.
Se I não contém nem j+ e nem j− então podemos fazer a identificação I ∼ Z.
Se contém apenas j+ então I ∼ Z−; se contém apenas j− então I ∼ Z+.

Os geradores {aj, a+
j }j∈I satisfazem as relações

{a+
j , ak} = δjk, {aj, ak} = {a+

j , a
+
k } = 0, j, k ∈ I

O automorfismo de paridade de U é denotado por Θ. Para qualquer subcon-
junto Λ ⊂ I, a C∗-sub-álgebra de U gerada por aj, a

+
j , para j ∈ Λ é denotada

por UΛ. Sabemos que U é uma álgebra Z2-graduada, com Θ sendo o auto-
morfismo da graduação. Sabemos também que a CAR-álgebra é isomorfa ao
produto C∗-tensorial infinito

⊗
IM2(C).
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A fim de obter estados periódicos ou invariantes por translação, consi-
deramos apenas esperanças quase-condicionais (ver definição a seguir) Θ-
invariantes, a menos que especificado em contrário.

Uma notação comum em álgebra de operadores é a seguinte. Se An, B
são álgebras, n ∈ N, escrevemos

An) ⊗ B ⊗A(n := A1 ⊗A2 ⊗ · · · ⊗ An−1 ⊗ B ⊗An+1 ⊗An+2 ⊗ · · ·
Vale uma notação análoga para operadores.

Definição 7.3.4 Sejam W ⊂ V ⊂ U C∗-álgebras com unidade. Uma es-
perança quase-condicional com respeito à essa tripla é uma aplicação
E : U → V tal que é completamente positiva, preserva a identidade e

E(wu) = wE(u), u ∈ U , w ∈ W

Definição 7.3.5 Um estado φ em U é dito estado de Markov se para cada
j− ≤ j ≤ j+ existe uma esperança quase-condicional En com respeito à tripla
Un−1) ⊂ Un) ⊂ Un+1) satisfazendo

φn+1) ◦ En = φn)

En(U[n,n+1]) = U{n}.

Definição 7.3.6 Uma esperança condicional (de Umegaki) E : A →
B ⊂ A é uma projeção de norma 1 da C∗−álgebra A em uma C∗-sub-álgebra
B (com a mesma identidade I).

Quando A é uma álgebra de matrizes, a estrutura de tal esperança condi-
cional é bem conhecida [3]. A prova da seguinte proposição pode ser vista
em [3]:

Proposição 7.3.7 Seja φ um estado da CAR-álgebra. São equivalentes:

1. φ é um estado de Markov.

2. as propriedades listadas na definição 7.3.5 são satisfeitas se trocarmos
as esperanças quase-condicionais En por esperanças condicionais de
Umegaki En.

3. Para cada j < j+, existe uma esperança condicional En) : U → R(En)) ⊂
Un) satisfazendo

φ ◦ En) = φ

En)(U(n) ⊂ U{n} (7.21)
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4. As propriedades listadas no item 3 são satisfeitas se trocarmos as es-
peranças condicionais En) por esperanças quase-condicionais En).

Na prova desta proposição, consideramos a restrição en := En|U[n,n+1]
, que

é uma aplicação completamente positiva, que preserva a identidade. Fazendo
uso de um limite

εn := lim
k

1

k

k−1∑
t=0

(en)t,

obtemos uma esperança condicional que deixa invariante o estado φ. Com
isso, chegamos ao seguinte lema [3]:

Lema 7.3.8 Seja φ um estado de Markov na CAR-álgebra e {εj}j−≤j≤j+ a
seqüência associada de esperanças condicionais. Então

φ(xk · · · xl) = φ((εk(xkεk+1(xk+1 · · · εl−1(xl−1xl) · · ·)))
para todo k, l ∈ I com k < l e xkxk+1 · · ·xl−1xl qualquer gerador linear de
U[k,l].

Definição 7.3.9 Seja A uma C∗-álgebra, β ∈ R e seja α : R → Aut(A)
uma ação fortemente cont́ınua. Um estado φ satisfaz a condição KMS
para α à temperatura inversa β se

φ(vαiβ(u)) = φ(uv)

para todo u,v ∈ A, com u inteira para α.

Em teoria quântica de campos descreve-se um sistema f́ısico a partir de
uma C∗-álgebra A com unidade. Os elementos autoadjuntos de A (tais que
u∗ = u) são ditos observáveis do sistema. Como vimos antes, um estado do
sistema é definido com sendo um funcional C-linear φ : A → C, com φ(uu∗) >
0, tal que φ(1) = 1. Determinar a existência e a unicidade de estados KMS
é importante para se estudar a mecânica estat́ıstica de uma teoria quântica
de campos. Por exemplo, considerando o espaço dos operadores compactos
em um espaço de Hilbert dado, pode-se mostrar que o único estado sobre
esse espaço que satisfaz a condição KMS acima com respeito ao valor β é o
estado de equiĺıbrio canônico de Gibbs

ωβµ(A) =
tr(e−βKA)

tr(e−βK)
,

onde K = H − µN , H é o hamiltoniano autoadjunto e N é o operador
número, respectivamente. Para mais detalhes, veja [8].

127



7.4 Moeda quântica revisitada

Consideremos aqui a moeda quântica (ver seção 8.2). Tal sistema é bastante
simples em dimensão 2, dependendo de um único parâmetro real x ∈ (0, 1).

Como antes, sejam u, v ∈ C tais que u+v = 1, |u|2 + |v|2 = 1. Vimos que
as probabilidades de transição independem do tempo, e mais especificamente
que Pt(0) = |u|2, Pt(1) = |v|2. Vamos mostrar que a moeda quântica, vista
como uma cadeia de Markov quântica algébrica (i.e., via álgebra de opera-
dores) nos permite obter, como é desejável, estas mesmas probabilidades de
transição.

Seguimos a construção feita no ińıcio da seção 7.2. Se pij é a probabilidade
de transição do estado i para o estado j, temos que p00 = p10 = |u|2, p01 =
p11 = 1− |u|2 = |v|2 e portanto,

K0,0,0 = K0,1,1 =

( √
p00 0
0

√
p01

)
=

( √
p10 0
0

√
p11

)
=

( |u| 0
0 |v|

)

Para ilustrar os cálculos envolvidos mostremos, por exemplo, que

P (X0 = 0) = φ(|e0〉〈e0|) = |u|2,

e
P (X0 = 0, X1 = 1) = φ(|e0〉〈e0| ⊗ |e1〉〈e1|) = |u|2|v|2.

Temos:
φ(|e0〉〈e0|) = φ0(E(|e0〉〈e0| ⊗ 1))

Mas
E(|e0〉〈e0| ⊗ 1) = tr2(K∗1(|e0〉〈e0| ⊗ 1)K1)

= tr2((|e0〉〈e0| ⊗K0,0,0)∗(|e0〉〈e0| ⊗ 1)(|e0〉〈e0| ⊗K0,0,0))

= tr2((|e0〉〈e0| ⊗K0,0,0)(|e0〉〈e0| ⊗K0,0,0))

= tr2(|e0〉〈e0| ⊗K2
0,0,0)

= |e0〉〈e0|tr
( |u|2 0

0 |v|2
)

= |e0〉〈e0|.

Logo,
φ(|e0〉〈e0|) = φ0(|e0〉〈e0|)

= tr

[( |u|2 0
0 |v|2

)(
1 0
0 0

)]
= tr

( |u|2 0
0 0

)
= |u|2,

como era de se esperar.
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Analogamente,

P (X0 = 0, X1 = 1) = φ(|e0〉〈e0| ⊗ |e1〉〈e1|)

= φ0(E(|e0〉〈e0| ⊗ E(|e1〉〈e1| ⊗ 1)))

Mas
E(|e1〉〈e1| ⊗ 1)

= tr2((|e0〉〈e0| ⊗K0,0,0 + |e1〉〈e1| ⊗K0,1,1)∗(|e1〉〈e1| ⊗ 1)(|e0〉〈e0| ⊗K0,0,0+

+|e1〉〈e1| ⊗K0,1,1))

= tr2((|e0〉〈e0| ⊗K0,0,0 + |e1〉〈e1| ⊗K0,1,1)∗(|e1〉〈e1| ⊗K0,1,1))

= tr2(|e1〉〈e1| ⊗K2
0,1,1) = |e1〉〈e1|.

Então

P (X0 = 0, X1 = 1) = φ0(E(|e0〉〈e0| ⊗ |e1〉〈e1|))
Mas

E(|e0〉〈e0| ⊗ |e1〉〈e1|)
= tr2((|e0〉〈e0|⊗K0,0,0 +|e1〉〈e1|⊗K0,1,1)∗(|e0〉〈e0|⊗|e1〉〈e1|)(|e0〉〈e0|⊗K0,0,0+

+|e1〉〈e1| ⊗K0,1,1))

= tr2((|e0〉〈e0| ⊗K0,0,0 + |e1〉〈e1| ⊗K0,1,1)∗(|e0〉〈e0| ⊗ |e1〉〈e1|K0,0,0))

= tr2(|e0〉〈e0| ⊗K2
0,0,0|e1〉〈e1|) = |e0〉〈e0|tr(K2

0,0,0|e1〉〈e1|)
= |v|2|e0〉〈e0|.

Logo,
P (X0 = 0, X1 = 1) = φ0(E(|e0〉〈e0| ⊗ |e1〉〈e1|))

= φ0(|v|2|e0〉〈e0|) = tr

[( |u|2 0
0 |v|2

)( |v|2 0
0 0

)]

= tr

( |u|2|v|2 0
0 0

)
= |u|2|v|2.
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Caṕıtulo 8

Apêndice: Processos de
Markov quânticos

Neste apêndice fazemos uma descrição de processos de Markov quânticos. Tal
construção é mais elaborada do que a usada para cadeias de Markov quânticas
e permite o estudo de sistemas mais complicados. Mostramos ainda como a
moeda quântica é descrita nesse contexto. Esta exposição segue [16].

8.1 Notações e definições

Um espaço de medida pontual é um espaço de medida em que conjuntos
pontuais (isto é, com um elemento apenas) são mensuráveis. Seja Ω um
conjunto não vazio, chamado espaço amostral.

Definição Uma aplicação mensurável X : Ω→ S com imagem R(X) ⊂ S
é uma medição se:

1. R(X) é o espaço base de um espaço de medida pontual (R(X),ΣX , µX),
onde ΣX é uma σ-álgebra de R(X) e µX é uma medida real sobre ΣX .

2. para cada x ∈ R(X), X−1(x) é o espaço base de um espaço de medida
(X−1(x),Σx

X , µ
x
X), onde Σx

X é uma σ-álgebra de X−1(x) e µxX é uma
medida real sobre Σx

X .

Observação Em processos estocásticos e em aplicações de mecânica
quântica baseadas em amplitudes de transição, estamos interessados nos ele-
mentos de R(X) (os resultados das medições), e não no conjunto Ω ou nas
fibras X−1(x), x ∈ R(X). Entretanto, seguiremos a descrição dada em [16]
porque ela é útil para se descrever a interferência entre medições.
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No caso de N-cadeias quânticas, supomos que S = {s0, . . . , sn−1} é um
conjunto finito, Ω = Sn, e que naquele caso uma medição X : Ω → S
é uma aplicação tal que X−1(sj) ∈ Λ (onde Λ é uma σ-álgebra fixada de
Ω),

∑
j P (X−1(sj)) = 1. A menos que seja especificado, iremos supor que

Ω = Sn para algum n. Ainda, iremos supor em geral que S = R(X) é finito
ou enumerável.

Alguns exemplos:

1. Moeda quântica. Neste caso, Ω = {0, 1}n, S = {0, 1}, Xk : {0, 1}n →
{0, 1} é Xk(x1, . . . , xn) = xk, R(X) = {0, 1} e µX , µxX são medidas da
contagem.

2. Mecânica quântica discreta. Neste caso, S = {s0, . . . , sk} onde si é
um estado que o sistema pode assumir, Ω = Sn+1, Xj : Ω → S,
Xj(s0, . . . , sn) = sj, R(Xj) = {s0, . . . sk} e µj, µ

s
j são medidas da con-

tagem em S e em X−1
j (s), respectivamente. Vemos que este exemplo

possui uma estrutura semelhante ao da moeda quântica mencionada
acima.

3. Mecânica quântica discreta com amplitudes de Feynman. Este é um
caso particular do anterior. Sejam a,m ∈ Z. Seja α = 2π/m e para
i = 0, . . . ,m− 1, defina ki ∈ R2, ‖ki‖ = 1, ∠(ki+1, ki) = α. Seja

V = {v ∈ R2 : v =
n∑
j=1

ej , ej ∈ {k0, . . . , km−1}, n ∈ N}

Pensamos em V como sendo um espaço de configuração discreto, e que
está associado a um espaço de fase discreto

S = {(v, kj) : v ∈ V, j = 0, . . . ,m− 1}
Então, Ω = Sn+1, e Xj : Ω → S, Xj((v0, ki(0)), . . . , (vn, ki(n))) =
(vj, ki(j)).

Definição Se X é mensurável, o conjunto de eventos de X é definido por

E(X) := {X−1(B) : B ∈ ΣX},
o qual é uma σ-álgebra de subconjuntos de Ω.

Definição Uma função a : Ω → C é uma densidade de amplitude
(para a medição X) se

AX(x) :=

∫

X−1(x)

adµxX ∈ L2(R(X),ΣX , µX) (8.1)
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onde, é claro, supomos que a|X−1(x) ∈ L1(X−1(x),Σx
X , µ

x
X), para cada x ∈

R(X) e ainda que

‖AX‖2 :=

∫
|AX |2dµX = 1 (8.2)

Veremos no exemplo da moeda quântica que se u, v ∈ C, com u+ v = 1,
|u|2 + |v|2 = 1, então definindo a : Ω → C, a(ω) = ukvn−k, onde n é o
comprimento de ω e k é o número de “caras”(ou zeros) na seqüência, vale
que a é uma densidade de amplitude para Xj(x1, x2, . . . , xn) = xj.

Definição O espaço de probabilidade quântica, denotado porA(Ω, a),
é o conjunto das medições para os quais a : Ω→ C é uma densidade de am-
plitude.

Definição Seja X ∈ A(Ω, a) uma medição. Um (X, a)-evento é um
conjunto C ⊂ Ω tal que

AX(C)(x) :=

∫

C∩X−1(x)

adµxX ∈ L2(R(X),ΣX , µX) (8.3)

onde supomos que C ∩ X−1(x) ∈ Σx
X , para todo x ∈ R(X). Dizemos que

AX(C) é a densidade de amplitude de C determinada por X. Note
que AX(Ω) = AX . Denotaremos o conjunto dos (X, a)-eventos por E(X, a).

Vale que E(X) ⊂ E(X, a). Com efeito, seja C ∈ E(X), então C =
X−1(B), B ∈ ΣX . Dáı,

C ∩X−1(x) = X−1(B) ∩X−1(x) =

{
X−1(x) se x ∈ B
∅ se x /∈ B

Em qualquer caso, C ∩ X−1(x) ∈ Σx
X . E é claro que a aplicação AX(C) ∈

L2(R(X),ΣX , µX). Logo, E(X) ⊂ E(X, a).

Definição Seja C ∈ E(X, a). Definimos a (X, a)-probabilidade de C
como sendo

PX,a(C) :=

∫
|AX(C)|2dµX = ‖AX(C)‖2

Lema 8.1.1 Seja C ∈ E(X, a), B ∈ ΣX . Então X−1(B) ∩ C ∈ E(X, a) e
AX(X−1(B) ∩ C) = 1BAX(C).

Prova É claro que X−1(B) ∩ C ∈ Σx
X , para todo x ∈ R(X), e além disso,

X−1(B) ∩ C ∩X−1(x) =

{
C ∩X−1(x) se x ∈ B
∅ se x /∈ B
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Portanto,

AX(X−1(B) ∩ C) =

∫

X−1(B)∩C∩X−1(x)

adµxX = 1BAX(C)

ComoAX(C) ∈ L2(R(X),ΣX , µX), temos que 1BAX(C) ∈ L2(R(X),ΣX , µX)
e portanto (8.3) vale.

�

Aplicando o lema 8.1.1, obtemos

AX(X−1(B)) = AX(X−1(B) ∩ Ω) = 1BAX(Ω) = 1BAX

PX,a(X
−1(B)) =

∫

X−1(B)

|AX |2dµX =

∫

X−1(B)

∣∣∣
∫

X−1(x)

adµxX

∣∣∣
2

dµX(x) (8.4)

Concluimos de (8.2) e (8.4) que PX,a é uma medida de probabilidade em ΣX

que chamamos de distribuição de X.

Definição Seja X, Y ∈ A(Ω, a). Dizemos que X não interfere em Y se
E(Y ) ⊂ E(X, a), e para cada B ∈ ΣY ,

PX,a(Y
−1(B)) = PY,a(Y

−1(B))

Nesse caso, a distribuição de Y é determinada quando realizamos a medição
X. É fácil mostrar que não é uma relação simétrica em geral. Para ver como
esta definição extende a de cadeias de Markov quânticas, considere X e Y
medições. Pela primeira definição, temos que se X não interfere em Y , então

P [Y = sj] =
n−1∑

k=0

P [Y = sj, X = rk]

O lado esquerdo da igualdade pode ser escrito como

P [Y = sj] =

∫

Y −1(sj)

|AY |2dµY = PY,a(Y
−1(sj))

E o lado direito como

∑
x

∫

Y −1(sj)∩X−1(x)

|AX |2dµxX =

∫

Y −1(sj)

|AX |2dµX = PX,a(Y
−1(sj))
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Definição Dizemos que X é independente de Y se E(Y ) ⊂ E(X, a) e
para cada B ∈ ΣX e C ∈ ΣY ,

PX,a(X
−1(B), Y −1(C)) = PX,a(X

−1(B))PX,a(Y
−1(C))

Se X for independente de Y então PX,a(B|Y −1(C)) = PX,a(X
−1(B)) para

todo B ∈ ΣY e C ∈ ΣY com PX,a(Y
−1(C)) 6= 0.

Seja T um subconjunto não vazio de R e suponha que existe uma medição
Xt ∈ A(Ω, a) para cada t ∈ T .

Definição Dizemos que (Xt)t∈T é um processo estocástico quântico
(QSP) se para cada t, s1, . . . , sn ∈ T , com sj ≤ t, j = 1, . . . n e para cada
Bj ∈ Σs(j) (onde s(j) = sj), temos

⋂
X−1
s(j)(Bj) ∈ E(Xt, a) (8.5)

A equação (8.5) afirma que uma medição no presente pode ser usada
para se obter uma informação sobre o passado. Isso é mais fraco do que a
afirmação ⋂

X−1
s(j)(Bj) ∈ E(Xt),

ou seja, que a informação do passado está contida no presente.

Seja (Xt)t∈T um QSP em A(Ω, a). Para t1, . . . , tn ∈ T com t1 < . . . < tn
e xj ∈ Rj, j = 1, . . . n, definimos (onde t(n) = tn):

AXt(n)
[xn|Xt(n−1) = xn−1, . . . , Xt(1) = x1]

:=
AXt(n)

[Xt(n−1) = xn−1, . . . , Xt(1) = x1](xn)

AXt(n−1)
[Xt(n−2) = xn−2, . . . , Xt(1) = x1](xn−1)

quando o denominador não se anula; caso contrário, definimos o lado es-
querdo como sendo igual a zero.

Definição Dizemos que (Xt)t∈T é um processo de Markov quântico
(QMP) quase-discreto se

1.
AXt(n)

[xn|Xt(n−1) = xn−1, . . . , Xt(1) = x1]

= AXt(n)
[xn|Xt(n−1) = xn−1] (8.6)

2.
AXt [Xs = x] ∈ L1(Rt,Σt, µt),∀s, t ∈ T , s ≤ t (8.7)
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3.
x 7→ AXt [C ∩X−1

s (x)](y) ∈ L1,2(Rs,Σs, µs),∀s ≤ t , y ∈ Rt,

∀ C ∈ E(Xu), u ≤ t, e

∫
AXt [C ∩X−1

s (x)](y)dµs(x) = AXt(C)(y)

(8.8)

A seguir analisamos exemplos de QSP’s quase-discretos.

8.2 Exemplos

Para analisar os exemplos desta seção, resumimos as expressões para ampli-
tude e probabilidade obtidas na seção anterior.

A (X, a)-probabilidade de um conjunto C ⊂ Ω é

PX,a(C) =

∫ ∣∣∣
∫

C∩X−1(x)

adµxX

∣∣∣
2

dµX(x) (8.9)

e definimos também as amplitudes

AX(x) =

∫

X−1(x)

adµxX (8.10)

e

AX(C)(x) =

∫

C∩X−1(x)

adµxX (8.11)

Iremos dar atenção maior para o exemplo da moeda quântica descrito
a seguir. Primeiro, faremos a construção de acordo com [16], adotando a
notação usada ali (isto é, com as fórmulas de amplitude e de probabilidade
enunciadas acima). Depois, enunciaremos a construção em uma forma que é
mais usual em teoria da medida. Existem outras construções na literatura,
também ditas moedas quânticas, que são usadas com mais frequência [23].

Exemplo 1 Moeda quântica. Sejam u, v ∈ C tais que u+ v = 1 e |u|2 +
|v|2 = 1. Uma condição necessária e suficiente para que essas propriedades
sejam satisfeitas é que u = 1− v, 0 ≤ Re(u) ≤ 1 e Im(u) = ±(Re(u))1/2(1−
Re(u))1/2. Então, vemos que o número real 0 ≤ Re(u) ≤ 1 determina u e v
a menos de conjugação. Por exemplo, se Re(u) = 1/2, temos u = (1± i)/2,
v = (1∓ i)/2.

Seja n ∈ N e seja Ω = {0, 1}n. Para ω = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Ω , defina
Xj(ω) = xj, j = 1, . . . n. Considerando a medida da contagem na imagem
e nas fibras de Xj, vemos que Xj é uma medição, j = 1, . . . , n (para con-
siderações sobre cilindros em Ω = {0, 1}n , veja observação abaixo). Então
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Ω representa n jogadas de moeda e Xj mede o resultado da j-ésima jogada.
Defina a densidade de amplitude a : Ω → C por a(ω) = ukvn−k, onde k é
o número de zeros na seqüência ω. Pela definição (8.10), as funções AXj ,
j = 1, . . . n assumem os valores

AXj(0) =

∫

X−1
j (0)

adµ0
Xj

= u

n−1∑

k=0

(
n− 1

k

)
ukvn−k−1 = u(u+ v)n−1 = u

AXj(1) = v(u+ v)n−1 = v

Como

‖AXj‖2 =

∫
|AXj |2dµXj = |AXj(0)|2 + |AXj(1)|2 = |u|2 + |v|2 = 1,

segue que a : {0, 1}n → C é uma densidade de amplitude para Xj, e Xj ∈
A(Ω, a), j = 1, . . . n. Vale que (Xj)

n
j=1 é um QSP.

A distribuição de Xj é dada por

PXj(X
−1
j (0)) =

∫ ∣∣∣
∫

X−1
j (0)∩X−1

j (x)

adµxXj

∣∣∣
2

dµXj(x)

=
∣∣∣
∫

X−1
j (0)∩X−1

j (0)

adµxXj

∣∣∣
2

= |AXj(0)|2 = |u|2

PXj(X
−1
j (1)) = |AXj(1)|2 = |v|2

Logo, os Xj são identicamente distribúıdos.
Vale que os Xj não interferem entre si. Por exemplo,

PXj(X
−1
k (0)) =

∫ ∣∣∣
∫

X−1
k (0)∩X−1

j (x)

adµxXj

∣∣∣dµXj

= |AXj(X−1
k (0))(0)|2 + |Aj(X−1

k (0))(1)|2
= |u2|2 + |uv|2 = |u|2 = PXk(X

−1
k (0))

e
PXj(X

−1
k (1)) = |AXj(X−1

k (1))(0)|2 + |AXj(X−1
k (1))(1)|2

= |uv|2 + |v2|2 = |v|2 = PXk(X
−1
k (1))

Vale também que osXj são independentes no sentido que definimos acima,
pois por exemplo,

PXj(Xj = 0, Xk = 1) =
∣∣∣uv

n−1∑
i=0

(
n− 2

i

)
uivn−i−2

∣∣∣
2

= |u|2|v|2
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Finalmente, vale que (Xj) é um processo de Markov. De fato, as equações
(8.7) e (8.8) claramente valem. Para verificar (8.6), temos

AXt(m)
(Xt(m−1) = xm−1, . . . , Xt(1) = x1)(xm) = ukvm−k

onde k é o número de zeros na seqüência (x1, . . . , xm). Portanto,

AXt(m)
(xm|Xt(m−1) = xm−1, . . . , Xt(1) = x1) =

{
u se xm = 0
v se xm = 1

E é claro que AXt(m)
(xm|Xt(m−1) = xm−1) tem o mesmo valor.

Observação 1 Em teoria da medida, o exemplo acima admite uma cons-
trução muito mais simples. Seja B a álgebra gerada pelos cilindros em {0, 1}N.
Fixe n ∈ N e defina

Bk,n = {ω = (x1, x2, . . .) ∈ {0, 1}N : o número de 0’s em (x1, . . . , xn) é k}

Vale que Bk,n é uma união de cilindros, e portanto Bk,n ∈ B. Então a
densidade de amplitude de Bk,n,

a(Bk,n) = ukvn−k

pode ser vista como sendo uma medida complexa a : B → C, e então obtemos
uma única extensão para a σ-álgebra gerada pelos cilindros, pelo teorema da
extensão de Kolmogorov. A probabilidade é obtida tomando o módulo ao
quadrado desta medida, o que está de acordo com os cálculos de amplitudes
feitos acima. Ainda, não precisamos nos preocupar em definir uma medida
e uma σ-álgebra na imagem e nas fibras das medições.

Exemplo 2 Moeda quântica de 3 lados. Sejam u, v, w ∈ C tais que
u + v + w = 1 e |u|2 + |v|2 + |w|2 = 1. Seja n ∈ N e defina Ω = {0, 1, 2}n.
Para ω = (x1, . . . , xn) ∈ Ω, defina Xj(ω) = xj, j = 1, . . . n. Considerando
a medida da contagem na imagem e nas fibras de Xj, temos que Xj é uma
medição, j = 1, . . . n. Defina a densidade de amplitude a : Ω → C, a(ω) =
uj0vj1wj2 , onde jk é o número de k’s na seqüência ω. As funções AXj , j =
1, . . . n tem os valores

AXj(0) =

∫

X−1
j (0)

adµxX = u
∑
{
(
n− 1

j1j2j3

)
uj0vj1wj2 : j1 + j2 + j3 = n− 1}

= u(u+ v + w)n−1 = u
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AXj(1) = v(u+ v + w)n−1 = v

AXj(2) = w(u+ v + w)n−1 = w

Como

|AXj(0)|2 + |AXj(1)|2 + |AXj(2)|2 = |u|2 + |v|2 + |w|2 = 1,

temos que Xj ∈ A(Ω, a), j = 1, . . . n, e é claro que (Xj)
n
j=1 é um QSP. A

distribuição de Xj é dada por

PXj(X
−1
j (0)) =

∫ ∣∣∣
∫

X−1
j (0)∩X−1(x)

adµxX

∣∣∣
2

dµX(x)

=
∣∣∣
∫

X−1
j (0)∩X−1

j (0)

adµ0
X

∣∣∣
2

+
∣∣∣
∫

X−1
j (0)∩X−1

j (1)

adµ1
X

∣∣∣
2

+
∣∣∣
∫

X−1
j (0)∩X−1

j (2)

adµ2
X

∣∣∣
2

= |AXj(X−1
j (0))(0)|2 + 0 + 0 = |AXj(0)|2 = |u|2

Analogamente,
PXj(X

−1
j (1)) = |AXj(1)|2 = |v|2

PXj(X
−1
j (2)) = |AXj(2)|2 = |w|2

Logo, os Xj são identicamente distribuidos, e como no exemplo 1, eles são
mutuamente independentes e formam um QMP. Entretanto, ao contrário do
exemplo 1, os Xj interferem entre si. Para mostrar isso, seja j, k ∈ {1, . . . n},
com j 6= k. Então

AXj(Xk ∈ {0, 1})(0) =

∫

(X−1
k (0)∪X−1

k (1))∩X−1
j (0)

adµ0
Xj

= u(u+ v)

AXj(Xk ∈ {0, 1})(1) =

∫

(X−1
k (0)∪X−1

k (1))∩X−1
j (1)

adµ1
Xj

= v(u+ v)

AXj(Xk ∈ {0, 1})(2) =

∫

(X−1
k (0)∪X−1

k (1))∩X−1
j (2)

adµ2
Xj

= w(u+ v)

Logo,

PXj(Xk ∈ {0, 1}) =

∫ ∣∣∣
∫

X−1
j (x)∩(X−1

k (0)∪X−1
k (1))

adµxX

∣∣∣
2

dµXj(x)

=
∣∣∣
∫

X−1
j (0)∩(X−1

k (0)∪X−1
k (1))

adµ0
Xj

∣∣∣
2

+
∣∣∣
∫

X−1
j (1)∩(X−1

k (0)∪X−1
k (1))

adµ1
Xj

∣∣∣
2

+

138



+
∣∣∣
∫

X−1
j (2)∩(X−1

k (0)∪X−1
k (1))

adµ2
Xj

∣∣∣
2

= |u(u+ v)|2 + |v(u+ v)|2 + |w(u+ v)|2 = |u+ v|2(|u|2 + |v|2 + |w|2)

= |u+ v|2
É claro que em geral, isso não é igual a

PXk(Xk ∈ {0, 1}) =

∫ ∣∣∣
∫

X−1
k (x)∩(X−1

k (0)∪X−1
k (1))

adµxX

∣∣∣
2

dµXj(x)

=
∣∣∣
∫

X−1
k (0)∩(X−1

k (0)∪X−1
k (1))

adµ0
Xk

∣∣∣
2

+
∣∣∣
∫

X−1
k (1)∩(X−1

k (0)∪X−1
k (1))

adµ1
Xk

∣∣∣
2

+

+
∣∣∣
∫

X−1
k (2)∩(X−1

k (0)∪X−1
k (1))

adµ2
Xk

∣∣∣
2

|AXk(0)|2 + |AXk(1)|2 + 0 = |u|2 + |v|2
Logo, como X−1

k ({0, 1}) ∈ ΣXk segue pela definição de não interferência
que Xj interfere em Xk.

Exemplo 3 Mecânica quântica discreta. Seja S um conjunto não vazio
de estados que uma part́ıcula pode assumir.

Definição Uma função A1 : S×S → C é uma amplitude de transição
estocástica em um passo se para cada s1, s2 ∈ S, temos

∑
s

A1(s1, s)A1(s2, s) =
∑
s

A1(s, s1)A1(s, s2) = δs1s2

e ∑
s

A1(s1, s) = 1

onde a soma converge absolutamente.
Uma matriz de amplitude de transição de uma cadeia de Markov quântica

induz uma função de amplitude de transição estocástica (a função induzida
é simplesmente A : S × S → C, A(sj, sk) = Akj). Denote o conjunto das
funções de amplitude de transição estocástica por T (S).

Fixemos Ω = Sn+1 = {(s0, s1, . . . , sn) : si ∈ S}. Seja a0 ∈ l2(S) um vetor
unitário representando a distribuição inicial de uma part́ıcula quântica. Fixe
A1 ∈ T (S). Para ω = (s0, s1, . . . sn) ∈ Ω, defina a densidade de amplitude

a(w) := a0(s0)A1(s0, s1) · · ·A1(sn−1, sn)
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Para j = 0, 1, . . . , n, defina Xj : Ω→ S por

Xj(s0, s1, . . . , sn) = sj

Seja µj e µsj a medida da contagem em S e em X−1
j (s), respectivamente.

Equipado com essa estrutura, Xj é uma medição, j = 0, 1, . . . n e vale que
Xj ∈ A(Ω, a),j = 0, . . . , n. Se j < k, vale que Xk não interfere em Xj (ver
[16]). Mas exemplos simples mostram que Xj pode interferir em Xk. Além
disso, Xj e Xk não são independentes em geral. Finalmente, vale que (Xj)

n
j=0

é um QMP quase-discreto (ver [16]).

Vamos analisar um modelo concreto para a mecânica quântica discreta
em 2 dimensões. Sejam a e m inteiros positivos relativamente primos, m par.
Seja α = 2π/m e sejam k0, k1, . . . , km−1 vetores unitários em R2 tais que cada
um forma um ângulo α com o anterior. Seja

V = {v ∈ R2 : v =
n∑
j=1

ej , ej ∈ {k0, . . . , km−1}, n ∈ N}

Pensamos em V como sendo um espaço de configuração discreto, e que está
associado a um espaço de fase discreto

S = {(v, kj) : v ∈ V, j = 0, . . . ,m− 1}

Definição A amplitude de transição de Feynman discreta em um passo
é a aplicação A1 : S × S → C dada por

A1((v, kr), (v + kr, kt)) = n−1/2 exp
[imπ(t− r)2

n

]

e A1 é zero, caso contrário.
Pode-se mostrar que um múltiplo constante de A1, de módulo 1, está

contido em T (S). Como tal múltiplo não afeta as probabilidades, iremos
assumir que A1 ∈ T (S).

Seja n ∈ N e seja Ω = Sn+1 = {(s0, s1, . . . , sn) : si ∈ S}. Defina a
densidade de amplitude a : Ω → C e as medições Xj : Ω → S como antes.
Neste caso, para

ω = ((v0, ki(0)), . . . , (vn, ki(n)))

temos que Xj(ω) = (vj, ki(j)), j = 0, . . . n. Pelo que fizemos acima, con-
cluimos que (Xj)

n
j=0 é um QMP em A(Ω, a).
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Vamos mostrar que se n→∞, A1 se aproxima, em um certo sentido, da
amplitude de Feynman usual para uma part́ıcula livre. Seja

p = {(x0, kj0), . . . , (xr, kjr)},

tal que xs+kjs = xs+1, s = 0, . . . r−1. Seja βs = 2π(js−js−1)/n, s = 1, . . . , r
e suponha que os βs são pequenos (ou próximos de 2π). Então a distância
entre xs+1 e xs−1 é

‖xs+1 − xs−1‖2 = ‖xs + kjs−1 + kjs − xs‖2

= ‖kjs−1 + kjs‖2 = 2 + 2kjs .kjs−1 = 2 + 2 cos βs ≈ 2 + 2
(

1− β2
s

2

)
= 4− β2

s .

Portanto, β2
s ≈ 4− ‖xs+1 − xs−1‖2. Se vs denota a “velocidade”da part́ıcula

no tempo s, temos v2
s ≈ ‖xs+1−xs−1‖2/4. Logo, β2

s ≈ 4(1−v2
s) e a amplitude

do caminho p é

A(p) = n−r/2 exp
[
imπn−1

r∑
s=1

(js − js−1)2
]

= n−r/2 exp
[
imn(4π)−1

r∑
s=1

β2
s

]
≈

≈ n−r/2 exp
[
imnπ−1

r∑
s=1

(1− v2
s)
]

= n−r/2eimnr/π exp
[
−i2nπ−1

r∑
s=1

mv2
s

2

]
.

Se fizermos com que o número m corresponda à massa da part́ıcula, então o
somatório corresponde à integral da energia cinética sobre o caminho. Desta
forma, A1(p) se aproxima da amplitude de Feynman usual (cont́ınua) para
uma part́ıcula livre.

Exemplo 4 Ainda, de maneira análoga a feita para cadeias quânticas,
podemos também calcular a entropia de processos de Markov. Usando a
expressão para a probabilidade de um evento B ∈ ΣX , que repetimos aqui,

PX,a(B) =

∫

B

|A|2dµX =

∫
|1BA|2dµX =

∫
|A(X−1(B)|2dµX

=

∫ ∣∣∣
∫

X−1(B)∩X−1(x)

adµxX

∣∣∣
2

dµX(x),
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podemos calcular a entropia de Shannon e a de von Neumann dos exemplos
que consideramos nas seções 8.1 e 8.2. No caso da moeda quântica, os dois
casos que consideramos (número finito ou arbitrário de medições) possuiam a
mesma distribuição estacionária, a saber, Pj(0) = |Aj(0)|2 = |u|2, e Pj(1) =
|Aj(1)|2 = |v|2. O operador densidade associado é ρ = |u|2|0〉〈0| + |v|2|1〉〈1|
e portanto, por (5.1) (após definição de entropia de von Neumann),

S(ρ) = −tr(ρ log ρ) = −|u|2 log |u|2 − |v|2 log |v|2

8.3 Processos de Markov quânticos

quase-discretos

Nesta seção, Xt, t ∈ T ⊂ R será um QMP quase-discreto sobre A(Ω, a). Para
s, t ∈ T , defina Fs,t : Rs ×Rt → C por

Fs,t(x, y) = At(y|Xs = x)

Se As(x) 6= 0 então

Fs,t(x, y) =
At(Xs = x)(y)

As(x)
= As(x)−1

∫

X−1
s (x)∩X−1

t (y)

adµyXt

e Fs,t(x, y) = 0, caso contrário. Podemos aplicar o item 3 da definição de
QMP quase-discreto para calcular At em termos de As, para s ≤ t:

At(y) =

∫
At(Xs = x)(y)dµs(x) =

∫
As(x)Fs,t(x, y)dµs(x) (8.12)

Definição O kernel de amplitude de transição Ks,t : Rs × Σt → C para
s, t ∈ T , s ≤ t é dado por

Ks,t(x,B) =

∫

B

Fs,t(x, y)dµt(y)

Segue do item 2 da definição de QMP quase-discreto que Ks,t existe e é finito,
e pelo item 3 vale que Fs,t é mensurável em ambas as variáveis. Fazendo
uma analogia com um núcleo de Markov, vemos que Ks,t(x, .) é uma medida
complexa limitada em Σt e que Ks,t(., B) é mensurável em Rs. Além disso,
Ks,t(x, .)� µt e

dKs,t(x, .)

dµt
(y) = Fs,t(x, y)

Agora provamos uma versão do teorema de Chapman-Kolmogorov neste con-
texto.
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Teorema 8.3.1 Para s, u, t ∈ T , s ≤ u ≤ t e x ∈ Rs, z ∈ Rt, B ∈ Σt,
temos

Fs,t(x, z) =

∫
Fu,t(y, z)Fs,u(x, y)dµu(y) =

∫
Fu,t(y, z)Ks,u(x, dy)

Ks,t(x,B) =

∫
Ku,t(y,B)Ks,u(x, dy)

Prova Se As(x) = 0, a desigualdade vale claramente, então assumimos que
As(x) 6= 0. Aplicando (8.6) e (8.8), temos

∫
Fu,t(y, z)Ks,u(x, dy) =

∫
Fu,t(y, z)Fs,u(x, y)dµu(y)

=

∫
At(z|Xu = y)Au(y|Xs = x)dµu(y)

=

∫
At(z|Xu = y,Xs = x)Au(y|Xs = x)dµ(y)

=

∫
At(Xu = y,Xs = x)(z)

Au(Xs = x)(y)

Au(Xs = x)(y)

As(x)
dµu(y)

=
1

As(x)

∫
At(Xu = y,Xs = x)(z)dµu(y)

=
1

As(x)
At(Xs = x)(z) = Fs,t(x, z)

Integrando a primeira igualdade, obtemos a segunda.

�

Agora assumimos que os contradomı́nios coincidem, ou seja,

(Rt,Σt, µt) = (R,Σ, µ), t ∈ T

Seja H = L2(R,Σ, µ). Diremos que (Xt)t∈T é estacionário (homogêneo no
tempo) se Fs+u,t+u = Fs,t sempre que s, t, s + u, t + u ∈ T , s ≤ t. Assuma
que (Xt)t∈T é estacionário e que T = [0, a], 0 < a <∞ ou T = [0,∞). Então
definimos Ft : R × R → C por Ft = F0,t, t ∈ T . Dáı, temos Fs,t = Ft−s.
Analogamente, definimos Kt : R × Σ → C por Kt = K0,t e dáı Ks,t = Kt−s.
Então

Kt(x,B) =

∫

B

Ft(x, y)dµ(y)
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Assim, podemos reescrever (8.12) na forma

Ft(y) =

∫
F0(x)Ft(x, y)dµ(x) (8.13)

Além disso, fazendo s = 0 e trocando t por s + t e u por s, a equação de
Chapman-Kolmogorov se torna

Fs+t(x, z) =

∫
Fs(x, y)Ft(y, z)dµ(y) (8.14)

Ks+t(x,B) =

∫
Kt(y,B)Ks(x, dy) (8.15)

Para t ∈ T defina a aplicação Kt : Σ×R→ C por

Kt(B, y) =

∫

B

Ft(x, y)dµ(x)

Segue dos itens 2 e 3 da definição de QMP que Kt(B, x) é mensurável na
segunda variável e é uma medida complexa limitada na primeira variável.
Além disso, Kt(., y)� µ e

dKt(., y)

dµ
(x) = Ft(x, y)

Diremos que (Xt)t∈T é unitário se para cada t ∈ T se para cada t ∈ T ,
y ∈ R, B ∈ Σ com µ(B) <∞, temos

∫
Kt(x,B)Ft(x, y)dµ(x) =

∫
Kt(B, x)Ft(y, x)dµ(x) = 1B(y), µ− q.t.p.

Defina o operador linear Ut : H → H por

Utg(y) =

∫
g(x)F1(x, y)dµ(x) =

∫
g(x)Kt(dx, y)

Aplicando (8.13) temos At = UtA0, t ∈ T . Agora mostraremos que neste caso
t 7→ Ut é um semigrupo unitário a um parâmetro. Mostraremos também que
(Xt)t∈T é unitário se e somente se Ut é unitário para todo t ∈ T .

Teorema 8.3.2 1. Se (Xt)t∈T é unitário então Ut é um operador unitário,
t ∈ T e Us+t = UsUt para todo s, t ∈ T com s+ t ∈ T .

2. Se Ut é unitário, t ∈ T então (Xt)t∈T é unitário.
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Prova 1. Suponha que (Xt)t∈T é unitário. Primeiro mostraremos que Ut
é limitado, t ∈ T . Seja g ∈ H uma função simples. Então existe Bi ∈ Σ,
i = 1, . . . , n com Bi ∩ Bj = ∅ se i 6= j, µ(Bi) <∞ e ci ∈ C, i = 1, . . . , n tais
que g =

∑
ci1B(i). Dáı,

‖Utg‖2 =

∫
|Utg(y)|2dµ(y) =

∫ [ ∫
g(x)Kt(dx, y)

][ ∫
g(z)Kt(dz, y)

]
dµ(y)

=

∫ [ ∫
g(x)Ft(x, t)dµ(x)

]
[
∑

ciKt(Bi, y)]dµ(y)

=
∑

ci

∫
g(x)

[ ∫
Kt(Bi, y)Ft(x, y)dµ(y)

]
dµ(x)

∑
ci

∫
g(x)1B(i)(x)dµ(x) =

∑
|ci|2µ(Bi) = ‖g‖2

Portanto, Ut restrita ao subespaço denso S de funções simples possui norma
1. Logo, esta restrição possui uma única extensão linear e limitada Ût para
H de norma 1. Agora seja g ∈ H qualquer. Então existe uma seqüência
gi ∈ S tal que |gi(x)| ≤ |g(x)| para todo x ∈ R e gi → g na convergência da
norma. Segue que existe uma subseqüência, que também denotaremos por gi
tal que gi → g, µ-q.t.p.. Como g, Ft(., y) ∈ H, temos gFt(., y) ∈ L1(R,Σ, µ)
e além disso,

|gi(x)Ft(x, y)| ≤ |g(x)Ft(x, y)|
para todo x ∈ R. Aplicando o teorema da convergência dominada, temos

Ûtg(y) = lim Ûtgi(y) = lim

∫
gi(x)Fy(x, y)dµ(x)

=

∫
g(x)Ft(x, y)dµ(x) = Utg(y)

Logo, Ut = Ût e portanto Ut é limitada.
Mostremos que Ut é unitária. Note que a adjunta de Ut é dada por

U∗t g(y) =

∫
g(x)Ft(y, x)dµ(x) =

∫
g(x)Kt(y, dx)

Novamente, se g =
∑
ci1B(i) é uma função simples, temos

UtU
∗
t g(y) =

∫
U∗t g(x)Ft(x, y)dµ(x)

=

∫ [ ∫
g(z)Kt(x, dz)

]
Ft(x, y)dµ(x)
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=
∑

ci

∫
Kt(x,Bi)Ft(x, y)dµ(x) =

∑
ci1B(i)(y) = g(y)

Analogamente,

U∗t Utg(y) =

∫
Utg(x)Ft(y, x)dµ(x)

=

∫ [ ∫
g(z)Kt(dz, x)

]
Ft(y, x)dµ(x)

=
∑

ci

∫
Kt(Bi, x)Ft(y, x)dµ(x) =

∑
ci1B(i)(y) = g(y)

Logo, UtU
∗
t = U∗t Ut = 1 em S e portanto Ut é unitária. Finalmente, se s, t,

s+ t ∈ T , temos por (8.14) que

Us+tg(y) =

∫
g(x)Fs+t(x, y)dµ(x)

=

∫
g(x)

[ ∫
Fs(x, z)Ft(z, y)dµ(z)

]
dµ(x)

=

∫ [ ∫
g(x)Fs(x, z)dµ(x)

]
Ft(z, y)dµ(z) = UtUsg(y)

2. Suponha que Ut, t ∈ T é unitário. Se B ∈ Σ com µ(B) < ∞ então
1B ∈ H. Logo,

1B(x) = UtU
∗
t 1B(x) =

∫ [ ∫
1B(z)Kt(x, dz)

]
Ft(x, y)dµ(x)

=

∫
Kt(x,B)Ft(x, y)dµ(x)

e

1B(x) = U∗t Ut1B(x) =

∫ [ ∫
1B(z)Kt(dz, x)

]
Ft(y, x)dµ(x)

=

∫
Kt(B, x)Ft(y, x)dµ(x)

�

Seja (Xt)t∈T unitário com T = [0,∞). Definindo U−t = U∗t , temos que t 7→ Ut
é um grupo unitário a um parâmetro em R. Note que Ft(x, .)−F0(x, .) ∈ H
e ‖Ft(x, .)−F0(x, .)‖ é mensurável. Dizemos que (Xt)t∈T é cont́ınuo se para
todo ε > 0 existe δ > 0 tal que |t| < δ implica que

∫
‖Ft(x, .)− F0(x, .)‖2dµ(x) < ε
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Teorema 8.3.3 Se (Xt)t∈T é cont́ınuo, unitário e estacionário, então t 7→
Ut é fortemente cont́ınuo.

Prova Mostraremos que t → Ut é fracamente cont́ınuo em 0, donde o
resultado segue. Para g, h ∈ H temos, aplicando a desigualdade de Schwarz,
que

|〈(Ut − I)g, h〉| =
∣∣∣
∫ ∫

g(x)[Ft(x, y)− F0(x, y)]dµ(x)h(y)dµ(y)
∣∣∣

≤
∫
|g(x)|

∫
|Ft(x, y)− F0(x, y)||h(y)|dµ(y)dµ(x)

≤ ‖h‖
∫
|g(x)|‖Ft(x, .)− F0(x, .)‖dµ(x)

≤ ‖h‖‖g‖
[ ∫
‖Ft(x, .)− F0(x, .)‖2dµ(x)

]1/2

Logo, dado ε > 0, existe δ > 0 tal que |t| < δ implica

|〈(Ut − I)g, h〉| ≤ ‖h‖‖g‖ε
�

Sob as condições do teorema anterior, temos que t 7→ Ut é um grupo unitário
a um parâmetro cont́ınuo. Portanto, pelo teorema de Stone, Ut = eitH para
um único operador auto-adjunto H. Chamamos tal processo de processo
Hamiltoniano.

Teorema 8.3.4 Se (Xt)t∈T é estacionário e unitário então Xt não interfere
em Xs para s ≤ t.

Prova Para B ∈ Σ, temos por (8.8) e pela unitaridade de Ut−s que

Pt(Xs ∈ B) =

∫
|At(Xs ∈ B)(y)|2dµ(y)

=

∫ ∣∣∣
∫
At[X

−1
s (B) ∩X−1

s (x)](y)dµ(x)
∣∣∣
2

dµ(y)

=

∫ ∣∣∣
∫

1B(x)At(Xs = x)(y)dµ(x)
∣∣∣
2

dµ(y)

=

∫ ∣∣∣
∫

1B(x)As(x)Ft−s(x, y)dµ(x)
∣∣∣
2

dµ(y)

=

∫
|Ut−s1BAs(y)|2dµ(y) = ‖Ut−s1BAs‖2

= ‖1BAs‖2 =

∫

B

|As|2dµ = Ps(B)

�
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Moeda quântica, 127, 135
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