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Resumo

Neste trabalho consideramos uma matriz positiva A. Primeiramente, mostramos
o Teorema de Perron para A. Este teorema afirma que A tem um autovalor positivo,
que ¢ igual ao seu raio espectral, e associado a este autovalor temos um autovetor
com entradas positivas, que chamamos de raiz de Perron e vetor de Perron de
A, respectivamente. Em um segundo momento usamos andlise matricial aliada a
programacao geométrica para descrever um método que permite o célculo do raio
espectral de uma matriz positiva. Por fim, aplicamos as ferramentas de programacao
geométrica na teoria de formalismo termodinamico, no caso de um observavel que
depende apenas das duas primeiras coordenadas, buscando exibir a medida de Gibbs

associada a este observavel.



Abstract

In this work we consider a positive matrix A,y,. In a first moment we show
Perron’s theorem for A. This theorem claims that A has a positive eigenvalue,
which is equal to its spectral radius, and associated with this eigenvalue we have
a eigenvector with positive entries, which we call Perron root and Perron vector of
A, respectively. In a second moment we use matrix analysis and geometric pro-
gramming to describe a method which allows the calculation of the spectral radius
of a positive matrix. In the end, we also use the tools of geometric programming
in the theory of thermodynamical formalism, in the case where we have an observ-
able which depends only on the two first coordinates, to exhibit the Gibbs measure

associated with this observable.
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Introducao

A area de dinamica simbdlica é um ramo de sistemas dinamicos que tem apresen-
tado um rapido desenvolvimento. Embora tenha sido originado como um método
para estudar sistemas dinamicos em geral, tem mostrado significativa aplicabilidade,

por exemplo no armazenamento e transmissao de dados.

A programacao geométrica é outra area do conhecimento que tem ganhado im-
portancia nos ultimos tempos, visto que ela permite tratar uma ampla classe de

problemas, e em contrapartida, nos fornece dados quantitativamente uteis.

O presente trabalho transcorre sobre ambos os temas, de modo que os contetidos
estao dispostos da seguinte maneira: Durante o desenvolvimento do primeiro capitulo
nosso foco primordial é demonstrar o teorema de Perron. O segundo capitulo
trata sucintamente sobre programacao geométrica. Nosso objetivo nessa altura
do trabalho é preparar o terreno para que, utilizando os conceitos de programacao
geométrica, seja possivel elaborar um método que permita o calculo da raiz de Per-
ron de uma matriz positiva. Este capitulo trata das relagoes entre os programas
primal A e dual B, os quais sao alguns dos pilares de programacao geométrica.
Visando manter o foco criamos o apéndice composto por 3 segoes. Em (A.1)
tratamos do lema de Farkas, em (A.2) abordamos propriedades de fungoes con-

vexas em conjuntos convexos e, por fim, em (A.3) apresentamos as demonstragoes



dos teoremas 2.1.3 e 2.1.4 enunciados na secgao (2.1). Optamos por deslocar tais
demonstragoes para (A.3) por se tratarem de demonstragoes extensas e consider-
avelmente técnicas. O terceiro capitulo também estd subdividido em trés secoes.
A primeira apresenta um método o qual permite a estimativa da raiz de Perron,
sendo este proveniente da programacao geométrica. A segunda mostra como a pro-
gramacao geométrica pode ser utilizada no calculo da raiz de Perron. Por fim, na
terceira se¢ao, reformulamos o programa dual obtido na se¢ao anterior, e aplicamos

este resultado em formalismo termodinamico, no contexto abaixo.

Consideramos o espago de Bernoulli dado pelas sequéncias 3 := {1, ..., n}"
(x € ¥,z = (21,29, ....), com z; € {1,...,n}), a dindmica dada pelo shift (¢ : ¥ — X
definido por o(x1,xs,....) = (x2,23,....)) e M, as medidas invariantes pelo shift.
Dada f : ¥ — R, estamos interessados em encontrar uma medida que satisfaca o
seguinte principio variacional
P(f) = sup {/fd,u—i—hu(a)}, (1)
HEM s

onde h,(c) é a entropia da medida, P(f) é chamada de pressao de f e a medida

que atinge este supremo é chamada de medida de Gibbs.

No caso em que f depende apenas das duas primeiras coordenadas do espaco %,
podemos associar a f uma matriz B n x n com entradas b; = e/(). E conhecido
que neste caso P(f) = log Ag, onde Ag é o maior autovalor da matriz B. Usando o

programa dual B exibimos a medida p* que realiza o supremo

P(P) =lo e = [ fdu + bye(0)

ou seja, p* é a medida de Gibbs.



Capitulo 1

Pré-requisitos

Neste capitulo, revisaremos definigoes e resultados que serao utilizados ao longo

dessa dissertacao, culminando no teorema de Perron, bem como sua demonstracao.

As principais referéncias utilizadas na elaboragao deste capitulo, foram: [2], [5],

(6], [7], [8] e [9].

1.1 Matrizes nao-negativas: conceitos e propriedades

Comecaremos com algumas defini¢oes e propriedades sobre matrizes nao-negativas.

Definigao 1.1.1. Uma matriz A = [a;;] € My, (R) € dita nao-negativa, e escreve-
se A>0, quando a;; > 0; {(i =1,....m), (j = 1,...,n)}. Similarmente uma matriz
A = [ai;] € Mpxn (R) € dita positiva, e escreve-se A > 0, quando a;; > 0;

{i=1,....,m), (j=1,....,n)}. Deum modo geral, dadas A, B € M,,x, (R), escreve-

se A> B, quando a;; > bij; {(i=1,...m), (j=1,..,n)}.

Diretamente da Definigao de matrizes positivas, nao-negativas e operacoes ele-

mentares com matrizes podemos concluir os seguintes resultados:



Sejam P € M,,5n(R), N € Myxn(R) e u,v, 2,2 € R™
i- P>0;2>0;2#0= Px > 0.
i-N>0,u>v>0= Nu> Nv.
iii-N > 0;2>0; Nz=0= N =0.
iv-N>0;u>v>0N#0= Nu> Nv.

Definicao 1.1.2. Seja A = [a;;] € Myuxn(R), A € C e x € C* — {0} satisfazendo
a igualdade, Ax = \x. Nestas condigoes, A\ e x sao denominados respectivamente
autovalor e autovetor de A. Todo o par da forma (\,x), que satisfaz a igualdade
presente nesta definicio denomina-se um autopar. Denotaremos o conjunto de au-

tovalores distintos de A por o(A), o qual é chamado de espectro de A.

Definigao 1.1.3. Seja A = [a;;] € Myxn(R). O raio espectral de A, denotado por

p(A), € definido pela igualdade p(A) = /\mz?j) |A].
co

Definigao 1.1.4. Seja A = [a;j] € Mpxn(R). O espaco nulo de A, denotado por
N(A), é o conjunto definido pela igualdade N'(A) = {x € C"| Az = 0}.

Teorema 1.1.5 (Forma canonica de Jordan). a)Seja A uma matriz complexa quadrada,

A = [aij] € Mypxn (C). Existe uma matriz inversivel P tal que

J 0 - 0 0
0 Jo
P AP =J = S0 - 0
Jis—1y 0
0 O 0 Js
A1 - 0 0
0 X\
, onde J, = 0 .1 sao matrizes r; X ry, A\ € autovalor de A e
A1
0 0 0 N




Y-y =n, dizemos que J; € um bloco de Jordan correspondente ao autovalor \;.

b) O nimero mdzimo de autovetores linearmente independentes associados a um
autovalor \; € igual ao numero de blocos de Jordan correspondente a \;. A soma das
ordens dos blocos de Jordan correspondentes a um autovalor \; € igual ao nimero

de vezes que \; € raiz da equacao caracteristica.

Para uma demonstragao deste teorema veja [9] e [2].

Definigao 1.1.6. Seja A um autovalor da matriz A n x n. Definimos

i) mult alga(\) numero de vezes que A € raiz da equagdo caracteristica,

it) mult geos(X) o nidmero mdximo de autovetores linearmente independentes asso-
ciados a A,

iii) ind(\), o indice de A\, a dimensdo do maior bloco de Jordan associado a .

Observagao: Segue do item (b) do teorema 1.1.5 que a multiplicidade geométrica
de um autovalor A é o nimero de blocos de Jordan correspondente ao autovalor A
e que a multiplicidade algébrica do autovalor A é a soma das ordens dos blocos
de Jordan correspondentes a A, em particular se ind(\) = 1 entdo mult alga(\) =

mult geoa ().
Definicao 1.1.7. Uma matriz A = |a;;] € M,x, (C) € dita nilpotente, quando
AF =0, para algum inteiro positivo k.
Vejamos alguns lemas que irao ajudar ao longo do caminho:
Lema 1.1.8. Se A € uma matriz quadrada, A = [a;j] € Mux, (R), A > 0, entao,

p(A) > 0.

Demonstracao: De fato, suponhamos por absurdo que p(A) = 0. Seja B a forma
de Jordan de A. Como os autovalores de A sao todos nulos, segue-se que B ¢é

nilpotente. Agora, tanto A como B representam o mesmo operador linear, logo



existe uma matriz P invertivel, tal que, B = P7'AP. Ora, sendo B nilpotente,
existe k € N tal que B¥ = 0, donde vem que, 0 = P 'A¥P. Mas como P ¢

invertivel, segue-se que A* =0, o que é um absurdo, visto que A > 0.

Lema 1.1.9. Se A ¢ uma matriz quadrada, A = [a;;] € Myx, (R), A > 0. Temos a

sequinte equivaléncia: A > 0 & é > 0, onde p(A) =r > 0. Neste caso, p (é) = 1.

Demonstragao: (=) E consequéncia do lema 1.1.8 e da definicao de multiplicagao
de uma matriz por um escalar. Falta mostrar que p (é) = 1. Visando deter-
minar os autovalores de é devemos descobrir para quais escalares [ a equacao:

det (é — BI ) = 0 é satisfeita. Ora, mas pelas propriedades de determinantes temos:

det (é —ﬁ[) =0 & det (%) det (A—prl) =0« det (A— prl) =0.

Logo, Br = \;, onde \; é autovalor de A. Denotemos por 3; os autovalores de

A

é. Pela igualdade anterior, temos: 3; = =¢. Sendo p(A) = 7, segue o resultado.

(<) Basta usar a defini¢cdo de multiplicagdo de uma matriz por um escalar.

Definigao 1.1.10. Seja V' um espago vetorial arbitrdrio sobre um corpo K, (K =R
ou C). Uma fungao ||.|| - V — R é uma norma se as sequintes condigées sao
satisfeitas:

=z +yll < ll=ll +[lyll, Ve, y € V

ii- ||lazx|| = |af ||x]| , V2 € V,Va € K

iii- ||z|| >0 ellz]| =0 2=0

n

Exemplo 1.1.11. Dado x € C", definimos a norma da soma como ||z||1 = > |z4|.
i=1

Exemplo 1.1.12. Dado p > 1, a norma p de x € C", denotada como ||z||,, €



/
n p
definida por ||z||, = (Z |:Bi|p> . De fato a norma p caracteriza uma norma
i=1

em C", pois as propriedades (i), (i) e (i) sao satisfeitas.

Observe que quando p = 1 as defini¢des de norma soma e norma p coincidem.

Exemplo 1.1.13. A norma infinito de v € C", denotada como ||z||~, € definida

por ||zlloe = max {lzil}-

Exemplo 1.1.14. A norma 1 de A = [a;;] € Myxn(C), denotada como ||A||1,

¢ definida por ||A||1 = ”nllaxl{HAle}. A norma 1 é um exemplo de norma em
x|, =

M,xn(C), pois as condigoes (1)-(iii) presentes na defini¢ao de norma sao satisfeitas.

Exemplo 1.1.15. A norma infinito de A = [a;;] € Myxn(C), denotada como

||Alloo, € definida por ||Al|s = Hrﬂlai(l{HAx”oo}'

Teorema 1.1.16. Seja A uma matriz cujas entradas sao nimeros complexos,

A = a;;] € Mpxn(C), entdo, ||Alloc = max {Zn: \aij|}.
=1

ie{1,...,m}

Demonstracao: Seja z € C", um vetor qualquer de modo que ||z||c = 1. A
desigualdade triangular aliada a definicao de norma infinito de um vetor e norma

infinito de uma matriz nos fornece a seguinte sequéncia de desigualdades:

n
} o zegl,af(m} {j:1 ml]Hxﬂ} B

n
Agora, resta mostrar que o valor max ) { > Jaisl } ¢ atingido para algum vetor
j=1

ie{l,....m

n

> ijT;

Jj=1

l|Allc = max [||Az|[oc = max {

2] |oo=1 i€{1,.m}

n
< il -
= el | 5 1]

x € C" onde, ||z|| = 1.

n
Suponha que o maximo {max } {Z ]aij|} ocorra na linha iy. Tome
ie{l,....m i—=1
) , J_

x = (x1,...,2,) € C" da seguinte maneira:



7 n
z; = L Claramente ||z|| = 1e ||Az|_ = 231 | @i
j=

Ia'LOJ\

Em breve vamos tratar sobre convergéncia de sequéncias de matrizes. Mas ao
abordarmos convergéncia, teremos que nos referir a uma norma especifica, a menos

que as normas sejam equivalentes.

De fato, a equivaléncia de normas de matrizes é realmente valida. Uma maneira
de verificarmos isto é "imitarmos”as demonstracoes apresentada em [7] nas paginas
17 e 19, pelos teoremas 5 e 8, mostrando que toda a sequéncia limitada de matrizes
possui uma subsequéncia convergente, e que qualquer norma é equivalente a norma

infinito.

Teorema 1.1.17. Seja A uma matriz compleza quadrada, A = [a;;] € Myyxn (C).

Nestas condicoes, klim AF =0, se e somente se, p(A) < 1.

Demonstracao: Seja J a forma de Jordan da matriz A, J = P 'AP, onde,

J 0 .- 0 0
0 Jo
J = S0 -, 0 : de modo que as submatrizes J; sao quadradas
Jis—1y 0O
o 0 --- 0 J
YR 0 0
0 N
com a seguinte forma: J; = 0 .1
YR
0O 0 --- 0 N



JF 0 0 0
0 JF
Assim, A* = PJ*P~!, onde J* = S0 . 0
Js—nF 0
o 0 --- 0o JF

Claramente, A* — 0 < J¥ — 0. Logo basta mostrar a equivaléncia
ka — 0< )| <1,¥pel,..,s. Vamos fazer a demonstracao para p = 1, para os
demais o procedimento é analogo.

S

(=)Definimos = 0, quando s < t. Por indugao sobre k, mostra-se que:
t
k k k
)\llc )\Ilc—l . )\l{:—m—i—Q )\l{:—m-ﬁ-l
1 m — 2 m — 1
k
AE 1 At
k _

Jit = k )\]f_Q

2

k
Y Ap!

1

A

mxXm

Consequentemente, quando £ — oo temos a seguinte cadeia de implicagoes:

Jlk—>0:>|)\1|k—>0:>|/\1|<1

(<) Agora, suponha que |A\;| < 1. Sob esta hipdtese temos dois casos:

Caso 1: A\ = 0 - Neste caso, segue-se que J; é nilpotente, e consequentemente,

JiF =0, quando k — oo

Caso 2: Ay # 0, [\| < 1 Sabemos por [6] que lim % = co,p € N,a > 1. Além



k(k=1)...(k—j+1) ~ K/ segue-se que:

k
disso, da desigualdade, = 5 <5

|A1]77
j!

ok .
AT < ﬁIA’f 7| = (k) |F).

J

Note que, para j fixo, definindo, a = ﬁ e utilizando o resultado relembrado acima,

Jim (k;j\)\l\k)_l = oo. Consequentemente, Jim (k7[A1]¥) = 0. Assim utilizando o

teorema do sanduiche [5], vem que A"/ — 0 quando k — co. Portanto,

Jlk — 0.

Procedendo dessa maneira para cada um dos blocos de Jordan, segue-se o resul-

tado almejado.

1.2 Teorema de Perron

Durante esta segao, dada uma matriz A = [a;;] € M,,x,(C) denotaremos por
|Al, a matriz formada pelos valores absolutos das entradas de A, isto é,

|A| = [|aij|]] € Minxn(C). Em particular, se x € R™, || = (|z1], ..., |x]).

Teorema 1.2.1. Seja A uma matriz quadrada, A € M,x,(R), A > 0, entao as
sequintes afirmacoes sao verdadeiras.

i- p(A) € 0(A)

ii- Se Az = p(A)x , entao Alx| = p(A)|z| e |z| > 0.

Em outras palavras, A tem um autopar da forma (p(A),v) com v > 0.

Demonstragao: Pelo lema 1.1.9 basta provar o teorema no caso em que p(A) = 1.

10



Se (A, z) é qualquer autopar de A tal que |A\| = 1, entdo, pelas hipdteses e

desigualdade triangular, temos:

2] = [Ale] = |Az| = |Az| < |Alfz| = Alz].

Portanto:

x| < Alz| (1.1)

O objetivo é mostrar que a igualdade se mantém para |[A\| = 1. Por conveniéncia,
tomemos z = A|z|, definamos y = z — |z|, e observemos que a inequacao (1.1),
implica em y > 0. Suponhamos, por absurdo, que y # 0. Entao existe algum y; > 0.
Da consequéncia (i) da Definigao 1.1.1, vem que Ay > 0 e z > 0 . Assim existe

um ndmero £ > 0 tal que Ay > ez (por exemplo, denotando Ay por d e fazendo

min;e{y,...,

€ = Isto claramente é possivel visto que x, y e z estao definidos

2maX;e(1,... n} %

acima).

Sendo Ay > ez, pela definicao de y e de z isto equivale a: Az > z + £z, ou seja,

A

m(z) > 2.

A

Assim obtivemos a desigualdade Bz > z, onde B = (m

). Aplicando a con-
sequéncia (iv) da Definigao 1.1.1, B*z > Bz > z. Procedendo por indugao, conclui-
se que:

B*2 > 2 Vk €N (1.2)

Por outro lado, p(B) = p(ﬁ) = ﬁ < 1. e pelo teorema 1.1.17, vem que,

lim B¥ = 0. Consequentemente, tomando o limite em (1.2), terfamos que 0 > z,

k—o0

o que é uma contradicdo. Portanto, y = 0 e por conseguinte, Alz| = |z|
[

Acima, mostramos que p(A) é autovalor de A. Nosso objetivo agora é determinar

a multiplicidade de tal autovalor.

11



Dada uma matriz A = [a;;] € My, consideremos a matriz de Jordan de A
a qual denotaremos por J. Lembramos que, Por definicao, J é uma matriz tri-
angular superior cuja diagonal é composta pelos autovalores de A (denotados por
(\i), i € {1,...,7}). Para cada k € N, k fixo, como A = PJP~! o produto de
matrizes triangulares superior é uma matriz triangular superior e por propriedades

de determinantes temos as seguintes igualdades:

0 =det (A* — al) =det (PJ*P™" — al) = det (PJ*P~" — PalP™") =

r

det (J* —oI) = [T (M - ).

i=1
Assim os autovalores de A* sdo as solucdes da equaciao: \f—a =0, i € {1,...,r},

e consequentemente, p(A¥) = (p(A))E.

No teorema 1.1.17, concluimos que klim AF = 0, se e somente se, p(A4) < 1.
—0Q

Analisaremos o que ocorre quando p(A) > 1, a fim de utilizar essa informacao

posteriormente.

Ora, consideremos a forma de Jordan de A, conforme apresentada no teorema
1.1.17. O limite klim AF existe se e somente se klim JI existe, para cadal € {1, ..., s}.
—00 —00

Basicamente temos 3 casos a analisar:

(Caso 1) Algum dos autovalores tem médulo maior que 1. Sem perda de generali-
dade, suponhamos que |\;| > 1. A férmula para JJ foi apresentada na demonstracio
do teorema 1.1.17. Suponhamos, por absurdo, que A¥ é convergente, utilizando as
propriedades de médulo, mostra-se que, [A\;|* é convergente. Sendo |\;| > 1, temos
que, |A|¥ é divergente o que contradiz nossa hipétese. Logo A\ * é divergente. Por-

tanto, JF é divergente. Assim, neste caso, A* é divergente.

(Caso 2) AN; i € {1,...;s};|\| = 1e); # 1. Neste caso, temos \; = €? onde,
0 < @ < 27. Assim os termos da diagonal de JF variam indefinidamente, e isto

impede JF (e A*) de ter um limite.

12



(Caso 3)|\;| < 1,Vi € {1,...,s}, e ainda, |\;| = 1 apenas quando A\; = 1. Seja

Ji o bloco de Jordan de maior dimensao associado ao autovalor 1. Tal bloco tera a

11 00
01
forma: J; = 0 1
11
00 0 1
rXr
Definindo = 0, quando s < t, temos:
t
k k k
1
1 r—2 r—1
k
1
1
JF = k
2
k
1
1
1

TXT

Mas a matriz acima terd limite, se e somente se, r = 1.

Os lemas 1.2.2 e 1.2.3 serao tuteis na demonstragao do teorema de Perron.

Lema 1.2.2. Seja A € M,,«xn,(C) e B € M,,(C), entdo, ||AB|| . < [|All 1Bl -

Demonstragao: De fato. Inicialmente, observe que, se B € M,y(C) e se z €

M;.1(C) temos:

B —
| B[ nax

S S
< max Y |bjz;| < | max ) |bl < max _|z;]
}i=1 i=1 je{1,..,r

1e{1,...,r ie{1,..., T}j,

S
> bijz;
j=1

13



= | max bij max |z;| | =||B x
<{}ZI al) (e losl) = 11 Bl
Agora, sejam, A € M4, (C), B € M,x,(C) e z € M,yy1(C), de modo que,

|z|l, = 1. Utilizando a desigualdade deduzida acima, temos:
I(AB)z]| o, = [[A(B2) |l < Al B2l < 1Allo [1Bllog 7]l oo = 1Al 1Bl

Consequentemente, pela definicao de norma infinito de uma matriz, temos que,

IAB]o < [[All 1Bl .

Lema 1.2.3. Dados z; € C,z; #0,i =1, ..., J, temos:

J
= > |zi| & Paracadai, 1 <i< j Ja; > 0;2 = a;21,Vj € N.
i=1

j
> zi
=1

Demonstragao: (=) Procedendo por indugao sobre j.

i) Para j=2:
Sejam 21,2, € C tais que as suas formas cartesianas sdo: z; = a1 + byt e
Y
Zy = ay + byt e ainda, |21 + 22| = |21| + |22]. Pelas propriedades de |.|, temos:

\/(al +as)? 4 (by + by)* = \/(a1)2 + (b)) + \/(a2)2 + (by)*. Donde por calculos
elementares, segue-se que: (a1by — byas)? = 0. Por hipdtese, z; # 0, suponha sem
perda de generalidade, que a; # 0. Pela ultima igualdade escrita nesse paragrafo,
temos: by, = Z—jbl e evidentemente, ay = Z—jal, logo existe ap, tal que, zo = g2y,
<a2 = Z—f) Agora resta mostrar que ap é positivo. Faremos isso por absurdo.
Ora, se ap = 0, entdao zo = 0, 0 que contradiz nossas hipoteses. Suponhamos, por
absurdo, que ag < 0. |21+ 23| = |21|+ 22| aliado a 25 = asz1 e a z; # 0 nos permite
inferir que, |14+ ag| = 14 |as|. Se =1 < ay < 0, entdo 1+ as = 1 — g, logo, as =0
(absurdo!). Caso ay < —1, temos, —(1 + ag) = 1 — g, ou seja, 1 = —1, o que é

uma contradicao. Logo, obrigatoriamente, as > 0.

ii) Suponhamos que a propriedade seja valida até um certo j > 2, isto é, |z; +

..+ zj| = |z1| + ... + |7;| com z; ndo nulos, implique em z; = @23 com o; > 0.

14



Devemos mostrar que a propriedade é vélida para 7 + 1. Sejam 7 + 1 numeros
complexos, tais que: |z + ... + zj41| = 21| + ... + |2541].

|21+ 2] < a2+ 2] < al+ A+ 20| = |2+ +2541]. Logo pela
sequéncia de desigualdades, temos que: |21 + .... + z;j| = |z1] + ... + |2;|. Aplicando

a hipdtese de indugao, temos: z; = a;21, com «; > 0 Vi € {1, ..., 5}. Por outro lado,

j+1 J+1 J+1 J+1 Jj+1 Jjt1
o= | X E | | < 2w FlEl < 2 lal+ = X lal =0 A
i=1 i=1 =1 i=1 i=1 i=1
i# i% i#
j+1 j+1
Donde vem que: | > z;| = > |zl
Z ol

Aplicando a hipétese de inducao, temos que, zj41 = aj4121.
Assim, acabamos de demonstrar por inducao que:

Dados, {z;} C C,z; # 0, temos:

J
= > |zi| = Paracadai, 1 <i< j Ja; > 0;2 = a;21,Vj € N.

=1

i
> zi
=1

(«=) Procedendo por indugao sobre j.
i) Para j=2:

Sejam 21, zo € C tais que 25 = o121, onde a; > 0. Temos:
|21 + 22| = 21 + anzi| = (|14 aa]) [21] = (1 + aa) [a1] = |21 + aalza] = [21] + |22
ii) Suponhamos que a propriedade seja vélida para um certo j > 2, isto é,

J
>

=1

zi = ;21 com «; > 0 e z; nao nulos, implique em

J
= > |z|. Devemos
i=1

mostrar que a propriedade é valida para j + 1.

Sejam j + 1 nuimeros complexos, tais que z; = «a;21, de modo que «o; > 0 e z;

nao nulos, para i € {1,...,j + 1}. Entao:

15



j+1 j+1 j j
E Zil = Z ;21| = (Z aizl) + Q121 = (Z Oéi) 21 + Q54121 -
i=1 i=1 i=1 i=1
j N
Note que, tomando no caso (i), z; := (Z az) 71 e o = = temos:
=1 igl ;
J J
‘ (Z Oéi> 21+ Q121 = | (Z CYZ') 21| + |OZj+121| .
i=1 i=1
Aplicando a hipdtese de indugao, temos:
J J J Jj+1
(5] o +laseaml = |(£ s )|+ ol = S lal + gzl = £l
i=1 i=1 i=1 =t

Teorema 1.2.4. Seja A uma matriz quadrada, A € M,x,(R), A > 0, entdo as
sequintes afirmacoes sao verdadeiras.

a- p(A) € o dnico autovalor na circunferéncia espectral.

b- indice(p(A))=1.

Demonstracao: Pela equivaléncia demonstrada no lema 1.1.9 basta provar o teo-

rema no caso em que p(A) = 1.

Vimos durante a demonstragao do teorema 1.2.1 que se (A, ) é um autopar de

A, tal que |A| =1, entdo, 0 < |z| = Alz|. Assim, 0 < |z)| = (Alz]), = D axj |z
j=1

Por outro lado, como Az = Az, temos que, |zx| = || |zx] = |(A\2),| = e

n
> QkjT;
=1

portanto:

n n n
> agrg| = ags gl = |aga;| (1.3)
j=1 j=1 j=1

Aplicando o lema 1.2.3 & igualdade presente na equagao (1.3) temos que existem

a;j > 0, tais que, ay,r; = ajay, 1, ou equivalentemente, x; = 7;z; onde,

16



aiag . . ~
m; = =% > 0. Assim, conclui-se que, se || = 1, entdo, © = z;p onde
ak;

Por hipdtese, = é autovetor associado a A, de modo que, |A| = p(A) = 1 e pelo

teorema 1.2.1, segue-se que, 1 # 0. Assim:
A = Az = \p = Ap = |Ap| = |A\p| = |A||p| = |p| = p. Donde vem que, A = 1.
Agora vamos mostrar que indice(p(A4))=1.

Suponhamos, por absurdo, que indice(1)=m>1. Consideremos a forma de Jor-
dan J = P7'AP, sendo indice(1)=m>1, existe um bloco de Jordan J, de dimensao
m X m em J. Sem perda de generalidade, suponhamos que J, = J;. Pela reflexao
que precedeu o lema 1.2.2, temos que, ||JF||oc — +00, quando k — +o00. Assim,
||J*||oc — +00, quando k — +o00. Ora, sendo J = P7tAP, pelo lema 1.2.2, segue-
se que: ||J*]|oo < [P |ool|A¥| s || P|loo, © que implicaria em: % < ||A¥|],

e consequentemente, ||A*||. — oo quando k — oo.

Seja A de acordo com as hipéteses do teorema, representemos A* por

n
Ak = [ag‘:)}, e denotemos por i, o indice da linha para a qual ||A]“HOO = j; agg
Sabemos que existe uma vetor p > 0 tal que p = Ap, isto é, p é autovetor associado

ao autovalor 1.

n k n ]{j . .
1Pl > P, = Z?lagk§pj > (Zl a§k3~> ( min pz') = ||A%|| ( min pz-)
J= J=

i€{1,...,n} ie{1,...,n}

Mas HA’“H ( %nin }pi) — oo quando k — oo. Consequentemente, a de-
0 \ig{l,...,n

sigualdade acima nos da um absurdo, visto que p é um vetor constante. Portanto,

ind(1)=1. Logo multalga(1l) = mult geos(1), pela observagao apds a Defini¢ao

1.1.6.

Teorema 1.2.5. Seja A uma matriz quadrada, A € M,yx,(R), A > 0, entao

mult alga(p(A)) = mult geoa(p(A)) =1

17



Demonstragao: Como antes, assumimos sem perda de generalidade que p(A) = 1.

Suponhamos por absurdo mult geoa(1) = m > 1. Sejam x e y um par de au-
tovetores independentes associados ao autovalor A = 1, entao x # ay para qualquer
a € C. Selecionemos um componente diferente de zero de y, digamos y; # 0, e
definimos z = = — %y Desde Az = 2z, sabemos a partir do teorema 1.2.1 que

z;

Alz| = |z| > 0. Mas isto contradiz a igualdade z; = z; — 7*y; = 0. Portanto, m = 1.

Seja A uma matriz quadrada, A € M, «,(R), A > 0. Uma vez que N (A—p(A)I)
¢ um espago unidimensional que pode ser gerado por algum vetor v > 0. Existe

um unico autovetor p pertencente N(A — p(A)I) tal que p >0 e 3 p; = 1 (obtido
j=1

pela normalizacao p = ). Este autovetor especial p é chamado de vetor de

[[vl]1
Perron de A > 0, e o autovalor associado r = p(A) é chamado de raiz de Perron
de A. Visto que A > 0, temos que, AT > 0, e ainda, como p(A) = p(AT). Pela
teoria desenvolvida até o momento, temos que existe um autopar de Perron dado
por (r,p) para A, e pelo mesmo argumento, existe um autopar de Perron (r, q) para

a AT, Note que: (qTA)T = ATq = rq, logo, ¢* A = rq”, onde o vetor ¢© > 0 é

chamado vetor de Perron da esquerda para a A.

Teorema 1.2.6. Seja A uma matriz quadrada, A € M,.,(R), A > 0. Qualquer

autovetor nao-negativo de A é multiplo do vetor de Perron.

Demonstragao: Seja (\,y) um autopar para A tal que y > 0. Seja x > 0 o vetor
de Perron para AT, entao, de acordo com a consequéncia (i) da Definicao 1.1.1,

2Ty > 0. Assim:

ATy = p(A)z = 2T A = p(A)z" = 2T Ay = p(A)xTy = 2T y = p(A)zTy.
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Da ultima igualdade escrita acima, segue-se que, p(A) = \. Sendo a multiplici-

dade de p(A) igual a 1, segue-se que y e o vetor de Perron de A sdo LD.
[ |

Teorema 1.2.7. Seja A uma matriz quadrada, A € M,«n,(R), A > 0. A raiz de

Perron de A ¢é dada por r = max f(x), onde f(r) = min A ¢

xe

N = {z|z >0, comz # 0}.

Demonstragao: Se ¢ = f(z) para x € N, entao 0 < ex < Ax. Sejam p e g7, o
vetor de Perron e o vetor a esquerda de Perron da matriz A associados com a raiz 7,
respectivamente. Da consequéncia (i) da Defini¢ao 1.1.1 ¢*z > 0 e da consequéncia

(ii) da mesma defini¢do, temos:

ex < Az = ¢ (ex) < ' Az = e(¢"2) <rd'z = e <r

Desde que, f(p) = r (pois A(p) =rp) e p € N, segue-se que r = max f(x).
HAS

Juntando todos os resultados que demonstramos, temos o teorema de Perron o

qual é enunciado abaixo:

Teorema 1.2.8. Seja A uma matriz quadrada, A € My «,(R), A >0, com
r = p(A). Nestas condigoes as sequintes afirmacies sao verdadeiras.

1-r > 0.

2-r € o(A) (r é chamada raiz de Perron).

3- multalga(r) = 1.

4- Existe um autovetor x > 0, tal que, Ax = rzx.

5- O wvetor de Perron é o unico vetor definido por:
Ap =rp; p>0; |[p|l = 1.
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com a excecao de maultiplos positivos de p, nao existem outros autovetores nao-

negativos.
- = — 1 M — >
6-r r&%(f(x), onde f(x) Iin 8 e N ={z|x > 0comx # 0}.

;70

Demonstracao: Vide desenvolvimento da secao 1.2.
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Capitulo 2

Programacao geométrica:

Propriedades pertinentes

Neste capitulo e no apéndice, revisaremos defini¢oes e resultados referentes a
programagcao geométrica. Vamos aplicar tais resultados no desenvolvimento de um
algoritmo que permite estimar a raiz de Perron e para exibir a medida de Gibbs

associada a um potencial que depende apenas das duas primeiras coordenadas.

A programacao geométrica foi escolhida pois permite tratar uma classe ampla
de problemas, e em contrapartida é suficientemente especifica de modo a se obter

informacgoes quantitativamente tteis ao processo.

As principais referéncias utilizadas na elaboracgao deste capitulo e do apéndice,

foram: [1], [12], [4] e [7].

Vejamos abaixo os conceitos pertinentes ao presente trabalho.
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2.1 Propriedades dos Programas primal A e dual

B

Utilizaremos aqui algumas propriedades das funcoes convexas, tais propriedades

estao enunciadas e provadas no apéndice (A.2).

Trabalhamos com espacos vetoriais N-dimensionais definidos sobre o corpo R,
denotados por Eyx. Em particular, estamos interessados em funcgées com valores
reais definidas em uma regiao convexa de FEy, as quais sejam compostas por N
variaveis. Mais especificamente, nosso foco de estudo serao duas familias de fungoes,
a saber, os posinomios e as fungoes produto. Como estamos interessados em mini-
mizar uma funcao convexa em um conjunto convexo, podemos utilizar os teoremas
(A.2.1) e (A.2.7) para definir o seguinte programa convexo o qual serd denominado

problema 1.

Defini¢ao 2.1.1. PROBLEMA 1- Suponha que Gi(2), k = 0,1,...,p, sao fungoes

convezxas em Ex. Determine um ponto z' satisfazendo as restri¢oes
G1(2) <0, Go(2) <0, ..., Gp(2) <0
tal que para cada z satisfazendo as restrigoes, tenhamos:

Go(Z) Z GO(Z,).

Observagao: Usamos o termo ”programa” para designar a formulagao matematica

de um problema de otimizacao.

O programa convexo dado no problema (1) é dito ser consistente se existe pelo
menos um ponto satisfazendo as restricoes do mesmo. Ele é denominado supercon-

sistente, se existe pelo menos um ponto z* satisfazendo as restrigoes:



A cada problema (1) temos um problema (2) relacionado o qual é definido a

seguir.

Definigao 2.1.2. PROBLEMA 2- Considere a fun¢ao de Lagrange:
L:E, xE,— R dada por

L(z,p) = Go(2) + Y mGi(2)

onde Gi(z2), k = 0,1,2,...,p, € uma fungao convexa em E,,. Determine um ponto
(2, 1) tal que:

(i) 1, = 0 E=1,..p

(1) u,Ge(2') =0 k=1,..,p

(#90) L(2", p) < L(2', 1) < L(z, 1),

para todo z € E,, e para todo py > 0.

Observacao: De modo a tornar a leitura mais fluida, as demonstracoes dos
dois préoximos resultados foram colocadas no apéndice, uma vez que sao longas e

bastante técnicas.

Teorema 2.1.3. Consideremos um programa convexo definido no problema (1) su-
perconsistente e suponha que Gi(z), k = 0,1,2, ..., p, tem derivadas parciais continuas
em Eyr. Entao 2’ é uma solug¢do do problema (1) se, e somente se, existe um vetor

W, tal que (2, p') resolvem o problema (2).

Demonstracao: Vide apéndice (A.3).

Agora vamos enunciar o seguinte teorema o qual resultard na conhecida de-

sigualdade geométrica.
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Teorema 2.1.4. Suponha que x é um vetor arbitrdrio com N componentes e seja
0 um vetor arbitrario com N componentes nao negativas. Entao, estes dois vetores

satisfazem a desigualdade.

N N N N N N
=1 =1 =1 =1 =1 i=1

onde definimos dlogd € igual a zero, quando § € zero. Além disso, e desigualdade

torna-se uma igualdade, se, so se, existe algum niumero nao-negativo B tal que

6 = Be", i=1,2,..,N.

Demonstracao: Vide apéndice (A.3).

A desigualdade geométrica, é um caso particular do teorema enunciado acima

como veremos abaixo.

Considere § como sendo um vetor positivo, o qual satisfaz a condicao de nor-

malidade, isto é,

> =1 (2.1)

Sob essa condicao, o teorema anterior resulta na seguinte desigualdade:

Z [z; —log 0;]0; < log (Z e““) (2.2)

i=1 i=1

Desde que x é arbitrério, e § é positivo, podemos escolher,
x; = log(6;T;); i=1,...,N, (2.3)
onde 7; é um niimero positivo arbitrario, porém fixo. Assim (2.2) resulta em:

N N
> " 6ilog T; < log (Z 5T) . (2.4)
=1 i=1

De acordo com o teorema 2.1.4 a igualdade ocorre, se e somente se,

§;, = Be® = Be'°80T) = B§Ti:i = 1,2,...,N, para algum B positivo. Logo,
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utilizando propriedades da funcao logaritmica e o fato de que a funcao exponencial

é crescente, temos:

[[[T5] <> o (2.5)

com a igualdade ocorrendo, se e somente se,
dB e R ;6 = Bo; T30 =1,2,...,N. (2.6)

A desigualdade (2.5) é conhecida como desigualdade geométrica. Mostramos que
ela é vélida quando a condi¢ao de normalidade (2.1) é satisfeita. Segue-se de (2.5)

e (2.6), que a igualdade ocorre, se e somente se,

ir > 0,7, =1T; i=1,...,N.

Os escalares 9;;i = 1,2, ..., N, sao denominados pesos.

Definicao 2.1.5. Considere uma fun¢ao

g: X >R X={(t1,....,tm) eR™| t; >0,Vj € {1,...m}},g = Zui,
i=1

m

0 , 4

de modo que, u; = ¢; [] 5, com ¢, a; € R constantes reais, sendo ¢; > 0,1 €
Jj=1

{1,...,n}. Denominamos g definida nestas condi¢des por posinomio.

Exemplo 2.1.6. A funcao,
g: X —>R X = {(tl,tg,tg) S Rm’ t; > 0,Vy € {1,2,3}},
dada por g (t1,te,t3) = %tl_ltz + 7t1t2t3%1 ¢ um exemplo de um posinomio.

Definicao 2.1.7. Programa Primal A: Visamos determinar o valor minimo de uma

fungao go(t) sujeito as sequintes restrigoes:

t1 >0,t>0, ...,t,, >0 (27)
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g1(t) <1, g9(t) <1, ...,g,(t) <1 (2.8)
onde
ge(t) = ) ctiig® i k=0,1,...p (2.9)
ieJ[k]
J[E] = {mp,mp + 1,mp +2, .. 0}, E=0,1,...,p (2.10)
e
mo=1,m =ng+1lme=n1+1,..my=n,1+1n,=n, (2.11)

sendo a;; € R, ¢; > 0 constantes firadas e m, p, ny, my, n nimeros naturais fixados.

Note que as fungoes gi(t) sao posinémios.

Denominagoes: O posinémio a ser minimizado, ou seja, go(t) é conhecido como
funcao primal e as varidveis ti,...,t,, sao chamadas de varidveis primais. As
restrigoes impostas em (2.7) s@o restrigoes naturais, enquanto que as restrigoes
apresentadas em (2.8) sao restrigoes forgadas. Coletivamente estas restrigoes
formam as restrigoes primais, as constantes a;; formam uma matriz (a;;) que é
chamada matriz dos expoentes, a qual apresenta n linhas e m colunas, note que
m é numero de variaveis do problema e n é o numero total de parcelas da forma

cityittg? . tlm o com i € Jk] e k=0,1,..,p.

Exemplo 2.1.8. Sejam, go, g1, g2, posinomios de 3 varidveis, cujas leis sao go(t1,ta,t3) =

3t1, gi(tr, ta,ts) = 20t a7 + 30titats ™5, € go(ty, o, t3) = stita~'. O programa,

”Determine o valor minimo de uma fun¢ao go(t1,ta, t3) = 3ty sujeito as sequintes
restricoes:

t1 >0,t,>0,t3>0

g1(t1,ta,t3) < 1, go(ty, to, t3) < 1,7
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¢ um exemplo de programa primal A.

Em tal exemplo m = 3, n = 4, ¢ = 3,¢; = 20,¢3 = 30,¢4 = 3, J[0] =
{1}, J[1] = {2,3}, J[2] = {4} e a matriz de expoentes deste programa €,

1 0 0
-1 1 0
A= /2
G
1 -1 o0

A cada programa primal A temos um programa dual B correspondente o qual é

definido abaixo:

Definicao 2.1.9. Programa Dual B: Visamos determinar o valor mdximo de uma

fungao
o; p
_ Ci k()
v(8) = [H (5—> ]H)\k(é) k() (2.12)
=1 k=1
onde
M(6) =D 6, k=1,..p, (2.13)
1€ J[k]
J[k] = {mk, mg + 1,mk + 2, ...,nk}, k= O, 1, P (214)
e
mo = 1, mi; = ng + 1,m2 =ni+ 1, ey My = Np—q + 1, np =n. (215)

Os fatores ¢;, dados em (2.9), sao positivos e o vetor varidvel 6 = (d1, 2, ..., o)

obedece as sequintes restrigoes:

51 >0,0,>0,...8, >0 (2.16)
d ai=1 (2.17)
i€ J0]
€
D aydi=0, j=12..m (2.18)
=1

onde os coeficientes a;; € R sdo os expoentes dados em (2.9).
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Ao avaliarmos a fungao produto v(9), definimos % = =% = 1, para = = 0.

Denominagoes: A func¢ao produto, v(d) é conhecido como fungao Dual e as
variaveis dp,...,0, s@o chamadas de varidveis duais. As relagdes (2.16) sd@o
condigoes de positividade, a relacdo (2.17) é condigao de normalidade,
enquanto que a relacdo (2.18) é condicao de ortogonalidade. Coletivamente

estas condicoes formam as restrigoes duais.

Exemplo 2.1.10. O programa dual B relacionado ao programa primal A, dado no

exemplo 2.1.8, é apresentado pelo sequinte enunciado.

”Determine o valor mdzimo da fung¢ao

3 01 20 02 30 d3 s 4 04 t
U(617 527 537 54) - ((5_1) (6_2> (6_3> (614) (62 + 53)(62+53)5454

sujeito as sequintes restrigcoes:
6120752207532075420

=1

01 —024+03+04=0
2 4 55—6,=0

_9% —
2 =0

Além do programa dual B, o qual esta relacionado com o programa primal A,

temos o programa primal transformado, que é concebido da seguinte maneira.

Consideremos o posinémio

g(t) = citirtg® . (2.19)

%

Podemos fazer a mudanca de variavel,

i=et, j=1,2,..m, (2.20)



transformando assim o posinémio anterior em

g(z) = Zcieﬂ'zl o (2.21)

i
Observe que as variaveis da transformacao primal z; abrangem todos os nimeros

reais, visto que as varidveis primais ¢; abrangem todos os ntimeros reais positivos.

Assim, o programa primal transformado é definida da seguinte maneira:

Definigao 2.1.11. Programa Primal transformado A,: Visamos determinar o valor

minimo de uma funcao go(z) sujeito as sequintes restrigoes:

gl(Z) < 17 92(2) < 17 "'7gp<z) < 17 (222>

onde,

> aijz;
g(2)= > aemt k=01,2,..p, (2.23)
icJ[k]
J[k] = {mg,m +1,mp +2,.. 0}, E=0,1,...,p (2.24)
e

mo=1,m=no+1l,me=n1+1,...my=n,1+1n,=n (2.25)

sendo a;; € R, ¢; > 0 constantes firadas e m, p, ny, my, n nimeros naturais fixados,

no programa primal A.

O leitor interessado podera encontrar a definicao do programa dual transformado
na referéncia [1]. Omitiremos aqui tal defini¢do, visto que nao serd utilizada no

decorrer do trabalho.

Vejamos a seguir dois resultados os quais relacionam o programa primal A e o

programa dual B. Comecaremos pelo lema principal da programacao geométrica.

Lema 2.1.12. Se t satisfaz as restrigoes do programa primal A e & cumpre as

restricoes do programa dual B, entao,

v(6) < go(t). (2.26)
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Além disso, nas condi¢oes acima, v(0) = go(t), se e somente se,

et g2 L tim .
-1 2 _-m 1€ J[0

§; = 90() 0 (2.27)
Ak (0)cit (e, t%m ie Jkl; k=1,2,...,p

Demonstracao: Seja t um vetor que satisfaz o programa primal A, e § um vetor
que satisfaz o programa dual B relacionado. Para cada termo u;(t) do posindomio
gk(t) podemos definir:

x; = logu;(t); i€ J[k] (2.28)

e aplicando o teorema 2.1.4, e (2.28) obtemos,
Z log u;(t)0; < Z 0; | log (gr(t)) + Z d; logd; — Z 9; | log Z 5 |,
(K] J[k] (K] J[k] (K]
o que é equivalente a,
Z [logu;(t) — log(d;)]d; + Z d; | log Z 5 | < Z 8 | log (gx(t)), (2.29)
J[K] JIK] J[k] J[k]

Utilizando as propriedades da fun¢ao logaritmica e exponencial, temos que,

11 (Ui(t))@ A(6)+) < g ()™ (2:30)

J[k] i

onde A\i(d) = > §;. Em particular, aplicando a condi¢ao de normalidade, temos,
JIK]

6.
U; t !
() <. (231)
Jop

Como consequéncia de (2.30), e valendo-se de que as restrigoes forgadas do pro-

grama primal A sdo satisfeitas, temos as seguintes desigualdades:

6.
(T 4
11 (uz(. )) M@ < g (MO <1 k=1,2,p  (232)
JIk] !
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Das desigualdades (2.31) e (2.32), temos:

p

H(u(s—@ 11 M) 41 < got)

J[o] ' k=1 J[k]

O que pode ser reescrito como:

[ﬁ( ) ] [HA W] < go(t) (2.33)

Agora, como w;(t) é o i-ésimo termo do programa primal A, nds temos que,

0;
<”’5—(f)> = (gz) tg0igdizdi  gaimdi - Agsim substituindo tal expressio em (2.33),

segue-se que:
f: a;101 i ai20i i aim 61
vttt Lt < go(t). (2.34)
Lembrando-se que por hipdtese, § satisfaz as restrigoes do programa dual B, em
n
particular sao validas as condigoes de ortogonalidade, isto é, > a;;0; = 0;

i=1
j=1{1,2,...,m}. Assim, a desigualdade (2.34) reduz-se a:

v(6) < go(t).

Desde modo, acabamos de deduzir a primeira conclusao do lema 2.1.12. Agora,

vamos deduzir a segunda conclusao:

(=) Suponhamos que go(t) = v(J), onde ¢ e § satisfazem as restrigdes do pro-
grama primal A e dual B relacionado, respectivamente. Entao a desigualdade (2.31)
e todas as desigualdades presentes em (2.32) sao igualdades. Assim,

g (H)M*®) =1, k=1,...peainda,

J[k] i
Utilizando o mesmo raciocinio empregado em (2.29) e (2.30). Temos que a

igualdade acima ocorre, se e somente se,

ZloguZ 0; 26 log (gx(t +Z5log5— 25 log 25

J[k] J[k] J[k]
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Aplicando a segunda conclusao do teorema 2.1.4, temos que existe um nimero

By, k=0,1,...,p tal que,

Somando (2.36) nos indices i € J[k|, temos:

Segue-se da condi¢ao de normalidade que,

1

(2.38)

As equagoes (2.36) e (2.38) mostram a validade da relagdo (2.27) para k = 0.

Vejamos a seguir por que a relagdo (2.27) é valida integralmente.

Ora, se By = 0, entdo a relagao (2.37) resulta em Ay = 0, o que significa que,
d; = 0, para todo i € J[k]. Logo a relagdo (2.27) estd justificada neste caso. Agora,
analisaremos o caso em que By > 0. Neste caso, de (2.37) decorre que A\g(5) > 0
e de gp(t)*® = 1, segue-se que, gi(t) = 1. Assim, novamente por (2.37) vem que

Ak(0) = By e nés concluimos de (2.36) que (2.27) é satisfeita.

(<) Suponhamos que t e 0 satisfazem (2.27) e as restrigoes dos programas primal
A e dual B relacionados, respectivamente. Nestas condigoes a segunda conclusao

do teorema 2.1.4 implica que as desigualdades (2.30) e (2.31) sdo igualdades.

Além disso, afirmamos que as desigualdades presentes em (2.32) também sao
igualdades quando t e ¢ obedecem as condigoes descritas acima. De fato, se
Ax(6) = 0, entao 6; = 0 para i € J[k] e as desigualdades (2.32) tornam-se igual-
dades. Resta a possibilidade em que, A\;(d) > 0. Neste caso a relacio (2.27),

implica em: gx(t) = > w;(t) = > f—; =1, e como em (2.30) temos igualdade,

i€ J[k] i€ J[K]

wi(t)\” A (6 A (6
H(—) A(BO) = gyt = 1
J[k] ¢
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Assim, a desigualdade (2.32) torna-se uma igualdade. Consequentemente, temos

também igualdade em (2.34), e portanto, go(t) = v(6).
[

Teorema 2.1.13. Suponhamos que o programa primal A € superconsistente e que
a fungao primal go(t) atinge seu valor minimo em um ponto o qual satisfaz as
restricoes primais. Entao:
i - O programa dual correspondente B é consistente e a fun¢ao dual v(d) atinge seu
valor maximo em um ponto cujo restricoes duais sao satisfeitas.
11- O valor mazximo da funcdo dual € igual ao valor minimo da funcao primal A.
ii- Se t' € um ponto de minimizacao para o programa primal A, entdo existem
multiplicadores de Lagrange nao-negativos py, k = 1,...,p, tais que a fungdo de
Lagrange )
L(t, 1) = go(t) + Z,Uk () — 1]

k=1

tem a propriedade
L(t', ) < go(t') = L(¥', p') < L(t, ')

para arbitrdrios t; > 0 e arbitrdrios p, > 0. Além disso, existe um ponto de

mazximizacdo ' para o programa dual B, cujas as componentes sdao:

cit L eoi2 | ghim .
5 2, i€ J[0]
i = chit‘;iltgﬂmt%m . )
go—(t)’ Zej[k], k:1,2,...7p

ondet =1t ep=p'. Além disso,

M) =L k=12 . p

- Se ' € um ponto de maximizacao do programa dual B, cada ponto de mini-

mizacao t' do programa primal A satisfaz o sequinte sistema de equacoes:

510(6") i e J[0]:
4014052 4Qim v ’ ’
Gty 'ty .t = 5 ‘

2 (0) i € JIk];



onde k abrange todos os inteiros positivos, para os quais \g(6') > 0.

m
Demonstracao: Considere a fungao, f : R™ — R, dada por f(z) = > a;;2;. Pelo
j=1
teorema A.2.3 f é convexa. Sendo a fungao exponencial crescente, podemos aplicar
o teorema A.2.5, e temos que

m
> Qijzj
j=1

P(z)=e

é convexa em todo R™. Assim, aplicando o teorema A.2.6, temos que a funcao

N

S aiz;
o) = Y

i=1

¢ uma funcao convexa quando os coeficientes ¢;; ¢ = 1,..., N sao constantes pos-
itivas. Assim, cada funcdo gx(z),k = 0,1,...,p, que compde o programa primal

transformado A, dada pela expressao (2.23) é uma func¢ao convexa.

Agora, suponhamos que o programa primal A é superconsistente e que a funcao

. e . . ..
primal gy () apresenta um ponto de minimizagao ¢’ que satisfaz as restri¢oes primais.
Entao a transformacao do programa primal A, é superconsistente, e a transformacao

da fungao primal go(z) tem um ponto de minimizagao z’, onde,

zy=logt, j=1,2,...,m. (2.39)
e
a(z) <1, k=1,2,...,p. (2.40)
Definindo,
Gulz) = 9s(2): =0 (2.41)

g(z) — 1, k=1,2,....p

e aplicando o teorema 2.1.3 nés temos garantida a existéncia de multiplicadores de

Lagrange nao negativos pu;, k=1,2,...,p, tais que a fungdo de Lagrange

L(z) = 90(2) + 3 paelon(z) — 1] (2.42)
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tem a propriedade:
L(z' ) < go(2) = L(z', 1) < L2, 1) (2.43)

para cada z e py > 0 arbitrarios. Portanto z’ é um ponto de minimizacao para a

funcao L(z, ') e temos:

O que € equivalente a:

in: a;;z} P f: a;; 2}
ST aee™ Y | Y aee™ T =0, g=12,,m. (2.44)
ieJ[o0] k=1 i J[k]

Dividindo ambos os lados da equagao (2.44) por go(2’), temos que o vetor ¢’ cujas

componentes sao:

jglaijzj
c;e’ N
/ go(z') 7 te J[O]
0 z (2.45)
= Yij%j
m i€ Jk, k=12 ..p

Notamos que este vetor satisfaz as condicao de ortogonalidade no programa dual B
(vide Defini¢ao 2.1.9). Além disso, por (2.45) e (2.23) constatamos que ¢’ definido
acima obedece a condicao de normalidade. Notamos também que ¢’ também satisfaz
a condicao de positividade, pois pj > 0. Desta forma, concluimos que o programa

dual B é consistente.

Usando a relagdo (2.45) e (2.23), constatamos que,

N = () = M(f); k=1,2,...p. (2.46)
ieJ[k] 90(#')

Entao, segue-se da igualdade presente em (2.43) que, pj [gx(2') — 1] = 0, ou seja,
k() = pthy, k=1,2,...,p.

Assim, de (2.46), segue-se que, A\i(d") = M ) — 1,2,...,p.

go(z')’
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Desta forma a relagdo (2.45) pode ser reescrita da seguinte maneira:

jg1 aijzg 70
ae | 1€
5= we 0] (2.47)
3 aijZ .
Ak (0") =1 ie Jk], k=1,2,...p
Agora, usando (2.39), podemos reescrever a relagao acima como:
cit’ailt’;ﬂ...t’%m .
o = @) ’ i€ J[0] (2.48)
Ak (0) Gt {52 ie Jk; k=1,2,...,p

Portanto, aplicando o lema 2.1.12, inferimos que, go(t') = v(d’). Desta forma, pelo
que fizemos até o momento, provamos as afirmagoes (i), (ii) e (iii) presentes no

enunciado do teorema.
Resta mostrar a afirmagao (iv).

Suponhamos que ¢’ é um ponto de minimo do programa primal A. Consideremos
um ponto 6”7, o qual é um ponto de méaximo do programa dual B. Pelo que fizemos
anteriormente, vimos que existe um ponto ¢’ o qual é ponto de méaximo para v, de
modo que, go(t') = v(¢'). Como §” também é ponto de méximo para v, segue-se
que, go(t') = v(d”). Consequentemente, usando a segunda conclusao do lema 2.1.12,
noés inferimos que t' e 0" satisfazem a relagao (2.27) e portanto,

s'u(s"), i€ J[O0]

5
)\k(5//) J

Tatr s [
Cit1a11t2al2...tn(,lbzm —

i€ J[k|

onde k engloba todos os inteiros para os quais Ag(6”) > 0.
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Capitulo 3

Programacao geométrica e a raiz

de Perron

Neste capitulo, apresentaremos um método o qual permite a estimativa da raiz
de Perron de uma matriz positiva baseado nas idéias de programacao geométrica.
Mostraremos como a programacao geométrica pode ser utilizada no calculo da raiz
de Perron. Posteriormente faremos uma conexao daquilo que foi desenvolvido até

o momento com o formalismo termodinamico.

As principais referéncias utilizadas na elaboragao deste capitulo, foram: [3], [10]

e [11].

3.1 Estimativa da raiz de Perron através da pro-

gramacao geométrica

Seja B = [b;;] € M,«n(R), uma matriz positiva, B > 0. De acordo com o teorema

1.2.8, existe r = p(B) (raiz de Perron), tal que, r > 0, B(p) = rp e ||p||y = 1, de
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modo que p > 0.

Desta forma, pela segunda igualdade escrita na linha anterior, temos:

m b
p(B):Z%, i=1,2,..n. (3.1)
j=1

Consideremos o seguinte problema de otimizacao:

PROGRAMA PRIMAL

7 min zg (3.2)
sujeito as seguintes restrigoes:
u bijl’]
T > i=1,2,...n (3.3)
=1 i
z; >0, j=01,2,..,n" (3.4)

Afirmamos que a soluc¢do otimizada para tal problema é p(B). De fato:

Seja xg, 1, ..., T, qualquer solugao possivel para o problema (3.2) - (3.4). Pelo

teorema (1.2.7), para qualquer x > 0, temos:

min — E by <
1<i<n g; &= 77 (B

Agora, seja p = (p1,pa,---,Pn), 0 vetor de Perron de B. Podemos determinar
escalares positivos, a;,i € {1,2,...,n}, tais que, a;p; = z;. Seja, a;, = 1ml<n a;, de
n

forma que 7y denota o indice onde tal minimo ocorre. Deste modo, temos:

'21 biojxj Z blojalopj Z biojpj
J:

> = == = p(B)
Lig Qi Pig YZn
Disto, segue-se que:
11(2?2; m—z Z bijz; > p(B (3.5)

Consequentemente, juntando as duas desigualdades acima, temos que, para qual-

quer x > 0, é valida a seguinte cadeia de desigualdades:

— < ) < —
min wa% p(B) < e wa% (36)
2
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Por (3.5), concluimos que:

p(B) < xy. (3.7)

Agora, seja xf, 7, ...,x} a solugdo otimizada do problema (3.2) - (3.4). De
acordo com (3.1) p(B) é uma solugao para o problema de otimizagao citado acima,

logo p(B) > z{. Por outro lado, de (3.7), concluimos que, p(B) < zf. Portanto,

Note que o problema (3.2) - (3.4) pode ser reformulado da seguinte maneira:

PROGRAMA PRIMAL

7 min o, (3.8)
sujeito as seguintes restrigoes:
1>5"28% 19 . (3.9)
— TiLo
7j=1
z; >0, j=0,1,2,..,n7 (3.10)

Note que se trocarmos xg por o em (3.3) a restri¢do pode ser reescrita como

(B — OJI)LE S 0« Zbijwj S QAT; < Z bijl'j + (b“ — CY).’L'Z' S O, 1= 1, 2, o, n.
j=1 j=lji

O seguinte programa sera ttil na estimativa do autovalor de Perron.

"Determine — max _xy, (3.11)
ke{1,2,...,n}
sujeito as restrigoes:
> by + (b — )z <0, i=1,2,...m, (3.12)
=1,
r; >0, j=12,..,n" (3.13)

Mostraremos que este programa tem ou solucao nula ou solugao infinita, dependendo

do valor de a.
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Lema 3.1.1. Seja B uma matriz quadrada, B = [b;;] € My, (R), B >0, e @ um

numero real nao negativo. Nestas condigoes, p(B) > «, se e somente se,

Z bi]’x]’ + (bu — a)xi S 0, 1= 1, 2, o, n. (314)
j=1,j7#i

tem como solug¢ao nao negativa somente a solugcao nula.

Demonstracao: (=) Suponhamos por absurdo que =z = (z1,...,2,) seja uma
solugdo nao-negativa do sistema (3.14) com x # 0. Considere o conjunto
J={ke{l,2,...,n}| zx # 0}. Inicialmente afirmamos que J assim definido é uma

parte prépria de {1,2,...,n}. De fato, suponhamos por absurdo que exista x > 0, tal

i bijx;
que, (3.14) seja satisfeita. Logo, existe x > 0, tal que, Flw < a < p(B), o que

i —

contradiz (3.5), portanto concluimos a afirmacao previamente proferida.
n
Tomemos i ¢ J. Por (3.14), temos, Y bjjz; < ax; e como ¢ ¢ J, segue-se da
j=1
n
defini¢ao do conjunto J, que Y b;;z; < 0, ou equivalentemente, > b;;z; < 0,7 ¢ J.
j=1 jeJ
Isso significa que b;; = 0 para todo i ¢ J,j € J, o que contraria nossa hipdtese.
Portanto, J = ) e consequentemente, a tnica solu¢ao para (3.14) é a solugao nula.
(<) Consideremos (B — al)z < 0 de modo que a unica solu¢do nao negativa é a
solugao nula. Suponhamos por absurdo que a > p(B). Ora, mas se isto ocorresse,

o vetor de Perron seria uma solugao para (B — al)x < 0 o que contradiz a hipGtese

de que a tunica solugao existente é a solu¢ao nula. Portanto, p(B) > «a.

Lema 3.1.2. Sejam B = [b;;] € Mux, (R), B > 0, e o um numero real nao
negativo. Nestas condigoes, (B —al)x < 0 tem como solu¢do ndo negativa somente

a solugao nula, se e somente se, a solu¢ao do problema (3.11)- (3.13) é 0.

Demonstracao: (=) Evidente.
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(<) Consideremos o problema (3.11)- (3.13) de modo que sua solucao é 0.
Suponhamos por absurdo que (B — al)x < 0 tenha alguma solugdo nao negativa
diferente da solucao nula. Seja x( tal solucao. Ora, como xy diferente da solucao
trivial, existe uma coordenada x, em xy, tal que x, > 0. Claramente isso contradiz

a hipétese de a solu¢ao otimizada do problema (3.11)- (3.13) é 0. [

Portanto pelos lemas (3.1.1) e (3.1.2), concluimos que, o programa (3.11)- (3.13)

apresenta solu¢ao otimizada nula se e somente se o < p(B).

Seja o > p(B) e p > 0 o vetor de Perron associado ao autovalor p(B), entao

temos:
n

b, |
Z]—pjzp(B)Sa, i=1,2,....n.
Di

j=1

Mais que isso, para qualquer v > 0, o vetor vp € solucao da desigualdade acima.
Logo se a > p(B), entdao o programa (3.11)- (3.13) ndo tem um méximo finito,
pois para qualquer vetor da forma yp, com v > 0 satisfaz as restri¢oes do problema,

e podemos tomar v suficientemente grande, de modo que todas as coordenadas do

vetor yp tornem-se tao grande quanto se deseje.
Donde concluimos que o programa (3.11)- (3.13) ou tem solugao nula ou infinita.

Baseado nas ideias desenvolvidas até o momento, podemos determinar o seguinte

algoritmo de aproximagoes sucessivas para o calculo de p(B).

Fixemos:
n n

/ : 99
= min b, = max b
P 1<i<n &= 7 p 1<i<n &— "
Jj=1 J=1

n
Tomemos = = ) e;, onde e;, denota o i-ésimo vetor da base canonica de R™.
i=1

Pela desigualdade (3.6), temos que,
p<p(B)<p.

Note que, se p’ = p”, entao, p(B) = p’ e ndo temos nada mais a fazer.
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Caso a igualdade nao ocorra, procedemos da seguinte maneira visando calcular
o autovalor p(B) com uma precisao e.

M. Para definir p/® e p”(?

Definimos p'V = p' e p’M) = p” e p*) =
usaremos o programa (3.11)- (3.13) na tomada de decisdo da seguinte maneira.
Tomemos a = p*M) no problema (3.11)- (3.13). Se a solucdo otimizada é a solugao
nula, entdo, (pelos lemas provados acima) defina p'®? = p*M e p" = p"! Caso
contrario, isto é, se x; — oo no problema (3.11)- (3.13), defina p'® = p/M e p?? =
p*M da mesma forma p*? = &)Zﬁ e assim prosseguimos com este método de

/(m)

bisseccdo. O processo termina quando p” (™ — p < €. Assim conseguimos o

célculo de p(B) com uma precisao €. O valor aproximado de p(B) é dado por:

pl(m) +p77 (m)

p(B) ~ 5

Exemplo 3.1.3. Dada A = . Estime a raiz de perron de A, com

uma precisao € =0, 1.

De acordo com a notacdo anterior, p M =4, e p'(M = 10. Assim, como p*() =
M, segue-se que, p*M) = 7. Tome a = p*") = 7, no problema (3.11)- (3.13).
Através de um comando chamado linprog presente no Matlab é possivel constatar
que a solucao otimizada do problema (3.11)- (3.13) é zero. Assim, de acordo com

os lemas provados acima, temos que, p*(M) < p(A) < o',

Fagamos7 pl(2) — p*(1)7 pu(2) = pﬁ(l) donde vem que, p*(2) = M = 8,5

Tome o = p*® = 85, no problema (3.11)- (3.13). Através de um comando
chamado linprog presente no programa Matlab é possivel constatar que a solugao
otimizada do problema (3.11)- (3.13), &y — oco. Assim, de acordo com os lemas

provados acima, temos que, p' @ < p(A) < p*@.

42



Facamos, p @ = p'@ p"® = p*@ donde vem que, p*®) = M = 7,75.
Tome a = p*®) = 7,75 no problema (3.11)- (3.13). Através de um comando
chamado linprog presente no programa Matlab é possivel constatar que a solugao
otimizada do problema (3.11)- (3.13), &y — oco. Assim, de acordo com os lemas

provados acima, temos que, p'® < p(A) < p*®.

Facamos, p 4 = p'®) p"® = p*®) donde vem que, p*® = M = 7,375.
Tome o = p*™® = 7,375, no problema (3.11)- (3.13). Através de um comando
chamado linprog presente no programa Matlab é possivel constatar que a solugao
otimizada do problema (3.11)- (3.13), 0. Assim, de acordo com os lemas provados

acima, temos que, p*® < p(A) < p'@.

Facamos, p® = p*@, p"®) = p"™® donde vem que, p*® = M = 7,5625.
Tome o = p*®) = 7,5625, no problema (3.11)- (3.13). Através de um comando
chamado linprog presente no programa Matlab é possivel constatar que a solugao

otimizada do problema (3.11)- (3.13), xx — oco. Assim, de acordo com os lemas

provados acima, temos que, p ®) < p(A) < p*®).

Facamos, p'© = p'®) p"(0) = p*) donde vem que, p*©® = M = 7,46875.
Tome a = p*® = 7,46875, no problema (3.11)- (3.13). Através de um comando
chamado linprog presente no programa Matlab é possivel constatar que a solugao
otimizada do problema (3.11)- (3.13), 2y — oo. Assim, de acordo com os lemas

provados acima, temos que, p (6 < p(A) < p*©.

’

Facamos, p (W = p'© p"(M = p*©6) donde vem que, p*(7) = &;& = 7,421875.
Tome a = p*(7 = 7,421875, no problema (3.11)- (3.13). Através de um comando
chamado linprog presente no programa Matlab é possivel constatar que a solugao
otimizada do problema (3.11)- (3.13), é 0. Assim, de acordo com os lemas provados

acima, temos que, p*(" < p(A) < p".

Facamos, p'® = p*_ p"®) = ") O processo termina aqui, pois p ® — p'® =
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0,046875 < 0,1. Assim, assumimos que:

) 4 )
o(B) ~ % — 7,4453125

O algoritmo descrito acima é enunciado a seguir.
Algoritmo.

Seja B € M,x,(R), tal que, B > 0.

n n

Dados iniciais: p’ = min Z bij, p” = max Z b;; e precisao € > 0.
1<i<n 1<i<n
j= j=
Passo 1 - k=1.
p/+p//

Passo 2 - Defina p*®™ = 2=
Passo 3 - Se p — p*® < £, entdo faca p(A) = p**). Fim.

Passo 4 - Se ao tomarmos o = p*®) no problema (3.11)- (3.13) e este tiver 0

como solucdo otimizada, faca p’ = p*¥). Caso contrério, p” = p**.

Passo 5 - Faga k=k+1.

Passo 6 - Volte ao passo 2.

3.2 Formulacao do calculo da raiz de Perron como

um problema de programacao geométrica

Seja B = [bi;] € M,xn(R), uma matriz positiva, B > 0. Vimos na secao 3.1 que

para calcular a raiz de Perron, basta resolver o

PROGRAMA PRIMAL:

” min x,
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sujeito as seguintes restrigoes:

L ey
1> L i =1,2,..,n.
- Z :EZ:L'O’ Y 7 Y
7j=1
z; >0, j=0,1,2,...n

A seguir reformulamos o programa primal acima na linguagem da programagao

geométrica conforme visto na Defini¢ao 2.1.7.

PROGRAMA PRIMAL:

7 min go(z) = xo,

sujeito as seguintes restricoes:

9 >0,27 >0, ...,2, > 0.

G1(@) S 1, go(@) < 1, o gula) < 1

de modo que,

gr(x) = Zbijalx,zlxj, k=1,..n.

J=1

Para colocarmos o problema na notacao usada anteriormente definimos,
(Cla C2,C3, ..., cn2+1) = (17 b117 bl?a ceey bnn)
ondec; =1, b =¢parat=75+ (G —1)n+1, i,j=1,..,ne J[0] = {1},

J={2,...,n+1},J2l ={n+2,...2n+1},....,J[n|={n* —n+2,..,n? + 1}

A cada k = 0,1,...,n vamos associar uma matriz utilizando o procedimento

abaixo.

Para go(z) associamos a matriz Fy de dimensao 1 x (n + 1) cujas componentes

sao os expoentes das variaveis xg, x1, ..., T,, respectivamente, onde os indices estao
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ordenados de forma crescente. Desta forma:

Ey = (3.15)

Para o posinomio g;(x) associamos a matriz F; de dimensao n x (n + 1), de modo
que a i-ésima linha é dada em fungao da i-ésima parcela do posinomio, mais es-
pecificamente, é fornecida pelos expoentes das variaveis g, 1, ..., x, presentes nesta
parcela, onde os indices estao ordenados de forma crescente. A formalizagao do pro-
grama primal A relembrada acima nos permite inferir que E; é dada pela seguinte

matriz:

-1, gj5=1, 1€ {1, ,n}

-1, =2, 1€{l,...n}—A1

B J { b —{1} (3.16)
1, =i+ 1; i #£1

0, demais casos
\
A titulo de ilustracao, por exemplo se estivéssemos trabalhando com zg, 1, z2, T3

Nossas matrizes Ey e F; seriam dadas por:

E():[l 0 0 O]

e
-1 0 00
Er=]1 -1 -110
-1 -1 0 1

Generalizando: Como temos n 4+ 1 posinomios, teremos n + 1 matrizes. Para
cada s, 1 < s < n, construimos a matriz £, de maneira analoga a que empregamos

na concep¢ao da matriz Fy. A ordem de E; associada ao posindomio gs(x) serd
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n x (n+1). Sua lei de formagao é:

.

-1, j=1ie{l,..,n}

—1, j=s4+1, t€4l,...,n} —{s

g - j { y—{s} (3.17)
1, j=i+1; i#s

0, demais casos
\

A matriz de expoentes do programa primal A, é dada na representacao em blocos

por:

E=| . (3.18)

Denotaremos a matriz acima por E = [e;;](n241)x (n+1)-
Relacionado ao programa primal, temos o seguinte

PROGRAMA DUAL:

n2+1 &; n
”maxv(d) = max [ (ﬁ) ] A (0) 00, (3.19)

onde

M) =D 6, k=1,..n,

1€ J[k]

(01,02,...,Cn2+1) = (Lblla---;bnn) (320)

a=1Lb;=qgparat=j+(—1)n+1, 4j=1,..,nelJ0]={1},
J={2,...,n+1},J2]={n+2,...2n+1},...., J[n] ={n* —n+2,..,n* + 1}.

E o vetor varidvel § = (91, g, ..., 0,24 1) obedece as seguintes restri¢oes:

01>0,00>0, ....,0,241 >0 (3.21)
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Y si=1=6=1 (3.22)

1€J[0]
e
n2+1
D edi=0, j=1,2..,n+1" (3.23)
=1

onde e;; sao as entradas da matriz de coeficientes £ dada acima.

Note que a implicagdo apresentada em (3.22) é decorrente de J[0] = 1.

Claramente o vetor (p(B)+1, p1, ..., p,) mostra que o programa primal A descrito
acima é superconsistente. Além disso, como o seu valor minimo é atingido em
(p(B),p1, ..., pn), podemos utilizar o teorema 2.1.13. Assim, para determinar a raiz
de Perron, basta resolver o programa dual descrito acima. Para nossos propositos

vamos inicialmente reformular o programa dual B.
Definimos:
l=01; zij=6 para t=5+G—1n+1, ij=1..,n (3.24)

n
Disto segue-se que, A\ = 2k, k=1,...,n. Consequentemente, valendo-se destas
t

j
ultimas igualdades e aplicando (3.20) e (3.24) em (3.19) obtemos:

"U((Sl, --~>5n2+1) = U(Zij) = (H (H

i=1 \j=1

n

b\ 7 n n j§1ij
() )i (=)
Zij k=1 \ \j=1

n

n n b\ Zid n n ng Zkj
= K k=1 \j=1

Observamos que a condi¢ao de ortogonalidade dada em (3.23) pode ser expressa

pela seguinte igualdade de matrizes:

STE=0", § e R", 0e R (3.25)

Observando a primeira sentenca de (3.15) e de (3.17), bem como a primeira

coluna de (3.18) aliada as relagoes (3.24) e (3.25), temos:

1— Z > 2y =0, (3.26)



Agora, fixemos [, 1 <[ < n+ 1. Note que a [-ésima coluna de E é dada por

onde [£,], denota a [-ésima coluna de E,, u € {0,1,...,n}. Por (3.15), segue-se

que, [Ep], = 0. De acordo com (3.17),

B 1 ie{l,.nt—{i—-1} s

0; 1=1-1

Para k #0e k #1—1, (3.17), nos mostra que

1, +=1-1
[E], = (3.28)

0; i={l,..,n}—{l—-1}

De acordo com (3.25), temos que §7 [E], = 0. Assim, usando (3.28), (3.27) e

(3.24) temos:

- Y Awit ). zey=0.
J=15#(-1) J=15#(-1)

Como a equacao acima é valida para qualquer [ que obedeca a restricao,

1<l <n+1, temos:

- i:%ﬁ‘ﬁézﬁza i=12..n (3.29)

J=lj =l

De (3.29), vem que,

n n
E Zji = E Zij, 1= 1,2,...,71.
J=157#i J=157i

Da condigao de positividade (3.21), e usando a relagao (3.24) temos que,

Zij ZO, i,j:1,2,...,n.
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Portanto, resolver o programa dual correspondente ao programa primal dado, equiv-

ale a resolver o problema abaixo:

; (:1 <z_j)>> E (; %)Ek (3.30)

J

PROGRAMA DUAL:

7 max v(z;;) = max <
(2

sujeito as restricoes:

2 >0, i ji=1,2,..,n. (3.31)
Y m=1 (3.32)
i=1 j=1
Z Zji = Z Zijy 1= 1, 2, ...,n.” (333)
j=Lii j=1ii#i

Agora pelo lema 2.1.12 que os problemas primal e dual atingem o mesmo valor,

isto é, v(d*) = go(x*), se e somente se,

a a a
ctx*ltlx*QtQ.”x*ntn

0"y = go(z*) ’ te J[O]
A (0%)cp* (P gt din teJkl; k=1,2,...,n

n )

De acordo com (3.24), tomando t = j + (i — 1)n + 1, a equivaléncia acima

torna-se:

1 1
- . 1 -1
* * — k— *
2% le w | biaty Tt ar
v=

v(2%) = go(z*) &

3.3 A programacao geométrica vista como uma

ferramenta para o formalismo termodinamico

Nesta secao usamos o programa dual B associado a resultados bem conhecidos em

formalismo termodinamico para exibir a medida de Gibbs associada a um potencial
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que depende apenas das duas primeiras coordenadas.

Seja B = [bi;] € M;xn(R), uma matriz positiva, B > 0. Vimos na secao 3.1

que para calcular a raiz de Perron, basta resolver o

PROGRAMA PRIMAL:

7 min g,

sujeito as seguintes restricoes:
1> ibzﬂi, 1=1,2,...,n.
0D Tto
z; >0, j=0,1,2,..,n7

Também constamos, na secao 3.2, que a este programa primal, temos um pro-
grama Dual relacionado, e que solucionar o programa dual, consiste em resolver o

problema dado abaixo:

PROGRAMA DUAL:

n n Zis n n i Zkj
” bij \ " g=1
max v(z;;) = max ( ( (i) )) | | ( g zk]) , o (3.34)
i=1 \j=1 k=1 j=1

sujeito as restricoes:

2 >0, i ji=1,2,..,n. (3.35)
Y u=1 (3.36)
i=1 j=1
Zji = ZZZ']', 1= 1,2,...,%.” (337)
j=1 j=1
Note que
n n Doy Zki n n n 25 n o n n Zij
H( ) =HH( ) =HH( ) |
k=1 ™ I=1 k=1j=1 =1 i=1 j=1 =1
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logo a equagao (3.34) pode ser reescrita da seguinte forma:
T bz Zil i
V(20,7 = H H ( J Zl 1 ) : (3.38)
=1 j=1
Queremos interpretar as restri¢oes (3.35) a (3.37) como uma cadeia de Markov.

Com este intuito definimos 7; := Z zij > 0.
=1

Pela equacao (3.37) temos que m; = Z Zij = Z 2j;, portanto trocando os nomes

=1
n

das variaveis temos que m; = Z z;;. Disto segue que m; = 0 se e somente se z;; = 0
j=1
para todo j € {1,...,n}. Agora podemos definir

e se m >0,
Py = '
Py; talque, Py >0, Y77 Py =1 se m =0.
Assim z;; = m; P;;. Portanto, quando m; > 0, m; = Z Zij = T; Z ;i 0 que implica
em
2 Pi=1
j=1
E por definicao, > 7, Pij = 1, quando m; = 0. Assim, » 7| P; = 1, em qualquer

caso.
Por definicao temos que
=> mP;. (3.39)
i=1

A equagao (3.36) torna-se

iimﬂjzl

i=1 j=1

E finalmente a equagao (3.35) implica em

i, Pij > 0.

Na nova notagao o problema consiste em maximizar

v(m, Pijii,j = HH (

i=1 j=1

) (3.40)

7,
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com as seguintes restricoes

Pi=1; ) Y mP=1, (3.41)
j=1 i=1 j=1

j{:ﬂ}f%‘::ﬁj, C&42)
i=1

Sabemos, pelo teorema de Perron, que o programa Primal tem solucao estrita-
mente positiva (z, x7, ..., z%), portanto pelo teorema 2.1.13 temos que o problema
(3.19) - (3.23) tem solucao otimal. Donde vem que, o problema (3.30) - (3.33)
também ¢é soluvel, e consequentemente, o problema (3.40) - (3.43) também é

soluvel.

Agora pelo lema 2.1.12 que os programas primal e dual atingem o mesmo valor,
isto é, v(8*) = go(x*), se e somente se,

a
o * ntn

* At % AE2
1 x 2 L

0"y = go(z*) ’ t€ J[O]
A (0%) g a2 Lt teJkl; k=1,2,...,n

n

De acordo com (3.24), tomando t = j + (i — 1)n + 1, a equivaléncia acima

torna-se:

v(2*;;) = go(x*), se e somente se,

1 1

p— n
* * Pt NE BN
2% (Elzw>wa0 ¥ Tt
V=

Passando ao problema (3.40) - (3.43), devemos determinar (7*, P*), de modo
que, v(7*, P*) = go(x*). Sendo z*;; = ", P*;;temos que a igualdade ocorre, se e

somente se,

*
J
ToT;

b;i
* 1)
Pij =
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Vamos interpretar os resultados acima usando formalismo termodinamico para

cadeias de Markov.

]Bizemos que uma matriz P € M,,«,, com entradas nao-negativas F;; é estocastica
se Z P,j =1 (restricdo (3.41)). Uma matriz estocdstica descreve uma cadeia de
Maerilov com n estados, onde P;; representa a probabilidade de passagem do estado
i para o estado j. Chamamos um vetor 7 de vetor de probabilidade estacionario se

m é um autovetor a esquerda da matriz P associado ao autovalor 1, i.e. 7P = m

(restrigao (3.42)).

Considere o espaco de Bernoulli dado pelas sequéncias ¥ := {1, ...,n}, ou seja,
x € ¥ entao x = (x1,29,....), com z; € {1,...,n}. Seja 0 < 0 < 1, definimos uma

métrica d em Y dada por:

1, sexy # 1y
d(z,y) =
OV, N=max{jeN[I <i<je z; =1y}

Tomemos agora em > a dinamica dada pelo shift, ¢ : ¥ — ¥ definido por
o(xy,xg,....) = (22,23, ....). Seja M, as medidas invariantes pelo shift, i.e., u € M,

se u(B) = u(c~Y(B)), para todo B Boreliano de X.

Os conjuntos

[lek] = {JI EX x|y =11,..., 0 = Zk}
sao chamados de cilindros em ..

A cadeia de Markov, representada por P e 7, associamos a medida de Markov

em Y que, nos cilindros, ¢ dada por
M([lek]) = 7Ti1P7:17;2PZ'2i3"'P7;k71ik'

De acordo com a se¢ao 7.3 de [11], temos que a medida p assim definida é

o-invariante.
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Seja 1 uma medida em Y, pela se¢ao 8.3 de [11] podemos definir a entropia da

medida g como

Sendo p a medida de Markov representada por P e 7, temos ainda pela secao 8.3

de [11] que

n n

h(p) = — Z Z i P log Bj.

i=1 j=1
Seja f : X — R uma fungao que chamaremos de observavel que descreve alguma

grandeza fisica, por exemplo energia ou temperatura.

Em formalismo termodinamico estamos interessados em encontrar uma medida
que satisfaga o seguinte principio variacional
P(f) = sup {/fdu%—hu(a)}, (3.44)
HEMo

onde P(f) é chamada de pressao de f. A medida que atinge este supremo é chamada

de medida de Gibbs.

No caso em que f depende apenas das duas primeiras coordenadas do espago 32,
dizemos que o potencial descreve a iteracao de vizinhos, pois ¥ pode ser pensado
como um reticulado unidimensional N onde a cada natural estda associado a um
estado 1,...,n. Assim f(z1,z9) leva em consideracao apenas os valores nas posigoes
vizinhas 1 e 2. Podemos associar a f uma matriz B n x n com entradas b;; = el (),
E conhecido (veja capitulos 2 e 3 de [10]) que neste caso P(f) =log A\g, onde Ap é

o maior autovalor da matriz B.

Voltando ao programa dual, temos que extraindo o logaritmo de v(mw, P), o
programa dual equivale a maximizarmos, entre todas as medidas de Markov, a

funcao
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Zzlog i) Py — ZZ” jlog (P

i=1 j=1 =1 j=1
Seja agora o potencial f : ¥ — R dado por f(xy,z9,235,...) = f(x1,22) =

log (bs,,), que depende apenas das duas primeiras coordenadas de z.

Note que como f depende apenas das duas primeiras coordenadas de x

[ fin- SO F0) Py

=1 j=1

Ou seja, o programa dual consiste em encontrar a medida de Markov que max-

imiza a energia livre do potencial f dado acima.

Portanto seja Ap a raiz de Perron da matriz B temos que
log \p = max { /fd,u +h,(o) | p é medida de Markov}.

Ainda sabemos que o maximo ¢ atingido quando p* é determinada por

onde (z7, ..., 2%) é o autovetor positivo associado ao autovalor Ag e 7* é o autovetor

a esquerda da matriz P*.

Assim
logAp = > f(i,j) 7 P — Z Z P log (P) .
i=1 j=1 i=1 j=1
Portanto a medida de Markov p* definida através de P* e 7* atinge o supremo em

(3.44). Logo u* é a medida de Gibbs para o potencial f.
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Apeéendice A

A.1 O Lema de Farkas

O lema de Farkas aborda sistema de inequacoes lineares e é utilizado no de-
senvolvimento da teoria referente a programacao geométrica. Entretanto, antes de

demonstra-lo, iremos apresentar alguns resultados auxiliares.

Definicao A.1.1. Seja E um espago vetorial. Dados a, b € E, o segmento de reta

de extremos a e b € o conjunto [a,b] = {(1 —t)a+tb;0 <t < 1}.

Definicao A.1.2. Um subconjunto X de um espaco vetorial E chama-se convexo
quando

a,b e X = [a,b] C X.

Definicao A.1.3. Um subconjunto nao vazio de R", K, chama-se cone se a sequinte
implicagao € satisfeita.

VA>0,Vie K= e K

Definicao A.1.4. Seja X um subconjunto de R™. Um ponto a € X chama-se um

ponto interior a X, quando eziste § > 0 tal que, ||z —al| < § = z € X.

Definicao A.1.5. Um conjunto X C R™ chama-se aberto quando todos os seus

pontos sao interiores.
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Definicao A.1.6. Uma sequéncia em R™ é uma aplicagao z : N — R", definida
no conjunto N dos naturais. O wvalor que essa aplicacdo assume no niumero k é
dicado com z, e chama-se o k-ésimo termo da sequéncia. Usaremos a notacao

(zx) para indicar a sequéncia cujo k-ésimo termo é z, € R™.

Definicao A.1.7. Dizemos que o ponto a € R™ € limite da sequéncia de pontos
2z € R™ quando para todo € > 0 dado, é possivel obter ky € N tal que,
k > ko = ||z —a|| < e. Neste caso, dizemos que (zx) converge para a e escrevemos,

lim z, =a .

k—o0

Definicao A.1.8. Um ponto a € R" diz-se aderente a um conjunto X C R"™ quando

¢ limite de uma sequéncia de pontos desse conjunto.

Definicao A.1.9. Um conjunto X C R™ chama-se fechado quando contém todos

seus pontos aderentes.

Teorema A.1.10. Se A = (aj as...a,) € Mpyxn (R), onde aq, ..., a, sao as colunas

de A, entao, K = {Ax; x > 0} é um cone convezxo fechado.

Demonstragao: Seja yy € K, e A > 0. Pela definicao de K, existe xo > 0, tal que,
Yo = Axgy. Como:

)\y() = )\AQ?() = A()\Qf())

e claramente, Axy > 0, segue-se que, K é um cone.

Agora sejam yg, wg € K,0 <t < 1. Pela definicao de K, existem z¢ > 0,vq > 0,

tal que, yo = Azg, wg = Avg. Como:

tyo+ (1 —t)wo = tA(zo) + (1 —t)A(vo) = A(txo) + A((1 —t)wp) = A(txo+ (1 —t)wo)

e evidentemente, txg + (1 — t)wy > 0, segue-se que, K é convexo.
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Quando A é a matriz nula, temos que K = {0} e o resultado é trivialmente

verdadeiro.

Suponhamos que A # 0 e consideremos uma sequéncia, {yk} e de elementos
de K (ou seja, y* = A(x*), com z* > 0) de modo que tal sequéncia converge para

y', devemos provar que ¢y € K. Tal demonstragao sera dividida em dois casos:

Caso 1: Se as colunas de A, aq,...,a, sao linearmente independentes, entao
para cada y* existe um tnico z* tal que A(z*) = y*. Sabemos de [4] que AT A ¢
invertivel. Deste modo, consideremos a aplicacao continua g : K — R’ definida
por: g(y) = (ATA)"'AT(y). De [8], lembramos que a pré-imagem de um conjunto
fechado por uma aplicacao continua é um conjunto fechado. Assim, sendo
R? = {z € R";2 > 0} um conjunto fechado, g continua, segue-se que, K ¢é fechado,

/

ou seja, ¥’ € K. Logo, existe 2’ € R}, tal que, A(z') =¥/

Caso 2: Seja v € K e suponhamos que v = A(u) (onde u e tal que as suas
componentes sao os escalares nao negativos [y, s, ..., 3,) € ressaltamos o conjunto
de indices, I, = {j : B; > 0}, para os quais as colunas de A associadas a tal
conjunto sao linearmente dependentes. Assim existem escalares, nao todos nulos

(a; com j € I,), tais que ) aja; = 0, onde pelo menos um dos escalares «; é

j€l,
positivo (pois caso contrario multiplica-se a equacao anterior por -1). Definindo-se
B : Bi. . .
a—’; = min {i, Jjel, aj > 0} segue-se que:

v="_ Bja; - % Y e =) (ﬁjaj - %%%‘)

jel, P jer, j€lL

= Z{ } (ﬁj — %@j) a; com 5j - g—ZOéj > O,v.] S Iu,
jelu_ p

ou seja, v € K (I, — p) (de modo que K (S) denota o cone gerado pelas colunas
de A cujos indices estdo no conjunto ). Caso estas colunas sejam linearmente inde-
pendentes paramos o processo. Caso contrario, repetimos o processo até obtermos

uma conjunto de indices I,, tal que o conjunto, {a;;j € I,} é composto apenas por
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vetores linearmente independentes e v € K(I,)). Pelo caso 1, K(I,) é um conjunto
fechado. Denotemos por K11, o cone convexo fechado formado pela primeira coluna
nao nula, K5 o cone convexo fechado formado pela segunda coluna nao nula, e
assim sucessivamente, teremos s; cones dessa forma, onde K5, é o cone formado
pela s;-ésima coluna nao nula. De modo genérico, dadas p colunas linearmente
independentes, teremos s, cones de modo que Ky, s, > [, > 1, denota o [,-ésimo

cone gerado por p colunas linearmente independentes.

Denotemos por ¢ o nimero de colunas linearmente independentes de A. Fazendo
v variar em K, podemos obter K como a uniao dos cones convexos fechados

c Sj
K1, Ko, ooy Kisyy Kop,y ooy Kogyy ooy Kes,. Logo, K = | (U Kji). Entao segue-se
=1 \i=1

7=1
que K é fechado.

Teorema A.1.11. Seja S um subconjunto fechado, convexo, nao vazio de R™ e

r € R"—S. Entdo existe c € R"—{0} e existe e > 0 tais que, 'z > cTy+e, Vy € S.

Demonstracao: Seja S um subconjunto fechado, convexo, nao vazio de R" e

x € R" — 5. Afirmamos que existe um ponto 3’ € S o qual é o mais préximo de x.
De fato, uma vez que S é nao vazio existe z € S, agora consideremos a bola fechada
de centro em z e raio ||z — z||. Tal bola é um conjunto compacto. Ao fazermos
interseccao desta bola com o conjunto fechado S obtemos um conjunto compacto,
o qual denotaremos por A. Observando que a determinacao do ponto de S que
esta a distancia minima de z corresponde a descobrir o minimo da fungao continua
f(y) = ||z — y|| no conjunto A. Pelo corolério de Weierstrass [7] vem que o ponto

de minimo, y' € S, existe. Notamos ainda que ||z — ¢/|| > 0, visto que, ¥/ € S e

x & S.

Agora, vamos mostrar que 2(x—y')T (y —y) > 0, Vy € S. Ora, sendo y um ponto
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arbitrario do convexo S temos que VA € (0,1), Ay + (1 — A)y’ € S. Relembrando
que y' € S, é o ponto de S, o qual estd mais préximo de x, temos assim a seguinte

desigualdade:
lz =y < e =2y — Q=N I* =z =y + A — »)II°
=z =y I +2Mz =) (Y —y) + X lly = v/|I°
Assim:
2@—#f@“ﬂD+MW—yW20:§%%w—yfw“wﬁ+MW—yW20

Ou seja:

2z —y)" (Y —y) 20
Da desigualdade acima, segue-se que:
(=) (v ~y) =2 0 & (2=y) -2ty ~y) = (z—y)" (y —2)+(z—y)" (x—y) > 0.

Definindo: ¢ =z — 3y e € = ||z — /||?, obtemos o resultado desejado, conforme

apresentamos abaixo.
—€+cTa:—cTy2 0 cle > cTy+€
[ |

Lema A.1.12. (Lema de Farkas)Dada a matriz A = (aj as ... a,) € Myxn (R)

eb e R™, entao um e somente um dos sequintes sistemas associados tem solu¢ao.
Ar=b e >0 (A1)

yTA<0 e y'b>0 (A.2)

Demonstragao: Suponhamos que (A.1) seja soluvel, isto é, existe z/ € R" tal
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que, Az’ = b com 2’ > 0. Assim, y? Az’ = yTb, Yy € R™. Deste modo, se existisse
Yy € R™, tal que, 0 > 37 A, pela consequéncia (ii) da Definicdo 1.1.1 segue-se que
0 > yTAz' = y'Tb, ou seja, as desigualdades presentes em (A.2) nao podem ser

satisfeitas simultaneamente.

Agora, suponhamos que (A.1) nao seja solivel. Deste modo, infere-se que
b¢ K ={Azx; x > 0}. De acordo com o teorema A.1.10 temos que K é um cone
convexo fechado, e pelo teorema A.1.11, existem y € R™ — {0} e € > 0 tais que,
y'b > yT2 4+, Vz € K. Observando-se que 0 € K, e ¢ > 0 segue-se que y'b > 0.

Agora falta mostar que y A < 0.

Vimos anteriormente que K é um cone, isto é, Vz € K,Vp > 0, pz € K. Conse-
quentemente, para z = Ae; € K, com j € {1,...,n} (onde e; denota o j-ésimo vetor

da base canonica do R™). Por conseguinte:

Vo >0, pyla; =py"Ae; = py"z =y pz <y'b—e

Afirmamos que, na desigualdade acima, y”a; < 0, pois caso contrdrio, bastaria

_ yTb—e+1

tomar p o, barae suficientemente pequeno e teriamos uma contradi¢ao na
J

ultima desigualdade escrita. Portanto concluimos que quando (A.1) nao é solivel,

(A.2) tem solugao.
|

Valendo-se das propriedades de transposicao de matrizes e do lema exposto

acima, podemos deduzir o seguinte resultado.

Corolario A.1.13. Dada a matriz A € My, (R) e b € R™, entdo um e somente

um dos sequintes sistemas associados tem solugao.
TA=0" ¢ 27 >0 (A.3)

Ay <0 e by >0 (A.4)
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Para nossos propositos, vamos enunciar e demonstrar o seguinte corolario o qual

sera util no decorrer do trabalho.

Corolario A.1.14. Dada a matriz A = (a;j) € Myxm (R) e suponha que b;,
j=1,2,....m, sao nimeros reais. Se cada solu¢ao (Y1, Yo, ..., Ym) das desigualdades

lineares homogéneas

Zaijyj ZO 1= 1,2,,n (A5)
j=1
¢ também solucao da desigualdade linear homogénea
> by >0, (A.6)
j=1
entao exristem numeros reais
1 >0, 20>0, ..., 2, >0, (A.7)
tais que
inaij :bj j == 1,2,...,m. (A8)
i=1

Demonstracgao: Utilizando a notacao matricial, devido as hipoteses dadas temos
que toda a solucao da desigualdade Ay > 0 é também solucao de bTy > 0. Afir-
mamos que as desigualdades presentes em (A.4) ndo podem ser satisfeitas simul-
taneamente. Com efeito, suponhamos, por absurdo, que as desigualdades presentes
(A.4) fossem satisfeitas simultaneamente. Assim, existe y* € R™ tal que: Ay* <0
e bTy* > 0. Consequentemente: A(—y*) > 0 e bT(—y*) < 0. Como, A(—y*) > 0,
segue-se da hipétese dada que b (—y*) > 0, o que contradiz a desigualdade

bT(—y*) < 0. Portanto constatamos a veracidade da tltima afirmacao efetuada.
Agora, aplicando o corolario A.1.13 segue-se que existem x1 > 0, x5 >0, ..., z, > 0

n
tais que, Y xa;;, =0b; 7 =1,2,...,m.
i=1
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A.2 Convexidade

O proposito principal desta secao é estudar as propriedades de conjuntos con-
vexos e fungoes convexas os quais sao necessarios no desenvolvimento da teoria de
programacao geométrica. No que segue, nesta secao, Fn denota o espago vetorial

N-dimensional.

Teorema A.2.1. Se A e B sao subconjuntos convexos de Ey, entao, a intersec¢do

AN B € também um subconjunto convexo de Ey.

Demonstracao: Sejam A e B sao subconjuntos convexos de Ey. Suponhamos
que x e y sejam pontos arbitrarios, mas fixos em AN B. Entao, x,y € A e também
a B. Como A e B sdo convexos, segue-se que, [x,y] C A e [z,y] C B. Logo,

[z,y] € (AN B). Portanto, AN B é convexo. |

Definicao A.2.2. Uma funcdo f definida sobre um subconjunto convero S de Ey

¢ denominada convexa se f satisfaz a desigualdade

(012 + d2y) < 61f(x) + daf(v)

para cada ponto dx + Oy pertencente a um segmento de reta arbitrdrio contido
em S. Uma funcao f € denominada estritamente convera quando a desigualdade

estrita

f(617 + day) < 01f () + 02 f(y)

¢ satisfeita para x # 1y e 01,09 # 0.

Teorema A.2.3. Uma funcao f com derivadas parciais de sequnda ordem continuas

sobre um subconjunto convexo S de En € convexa em S, se a fung¢ao

pls) = (L —sJz+sy), 0<s<1
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satisfaz a desiqualdade

d*p

para pontos arbitrdarios, x e y pertencentes a S. Além disso, [ € estritamente

convexa se a desigualdade precede € estrita para pontos x ey distintos em S.

Demonstragao: Sejam x e y pontos arbitrarios, mas fixos em S e suponhamos que
91z + day seja um ponto arbitrario no segmento de reta [z,y]. Entdo, §1 =1—4d e
dy = 0 para algum § € [0, 1]. De acordo com a férmula de Taylor aplicada no ponto

s temos as duas igualdades:

. de 1 d*p 2
p(0) —p(s) = —= s(—5)+§ @2,
(&
dy 1 d%p )
p(1) —p(s) = Is S(1—3)+§ PE Sﬁ(l—s)

onde s’ ¢ algum numero real no intervalo [0, s] e s” é algum nimero real no intervalo
[s,1]. Portanto, multiplicando-se a primeira equagao por [1 — s] a segunda por s, e

somando-se os resultados, obtemos:

1= 8] (9(0) = () + 5 (9(1) = () = [ %], (=) + } %%

+ [fl—f{s(l—s)—i—% Lo (1—8)2i| (s)
Ou seja,
. 1 dQSD 2 d290 2
[1— s]p(0) — ©(s) + sp(1) =5 g2 S/(l—s)s t3 72 //(1—3) s

Lembrando-se que: 0; = 1 — ¢, 05 = 9, e da definicao de ¢. Substituimos estes

dados na equagao acima e obtemos:

5162 +

Sl

525,

8//

01f(x) + d2f (y) — f(017 + b2y) = % -

d*p
ds?

d%p
&2

DN | —

Desde que 6; > 0, do > 0 e por hipdtese, %ﬁ—’ > 0, segue-se que, f(dz + day) <

d1f(x) + 02f(y). Além disso, quando 6; > 0, 62 > 0 e CC%" > 0, segue-se da ultima

igualdade escrita a segunda conclusao deste teorema. [ |
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Teorema A.2.4. Seja f uma func¢ao convexa definida em um conjunto convezo S.

Se f € diferencidvel em x € S, entao,

f(x) +Vf(z) [y—2] < fly)

para cada ponto y € S.

Demonstracao: Seja f uma funcao convexa definida em um conjunto convexo
S. Suponhamos que f é diferenciavel em x € S e consideremos y € S. Sendo S
um conjunto convexo, segue-se que [z,y| C S, e aplicando a definigao de fungao

convexa, obtemos:

f(A=s)z4+sy) <A —s)f(z)+sfly); 0<s<1.

Ou equivalentemente,

sfx)+ f(1—s)z+sy) — f(x) <sf(y); 0<s<L

Dividindo ambos os lados da inequagao por s e observando que (1 — s)z + sy =

x + sly — ], temos:

f@+ sly —a]) — f(x)

flz) + ; < fly); 0<s<l.

Por hipoétese, f é diferencidvel em x, logo:

o @ sly =) = f@) _ df @+ sly — 2)

s—0t S ds

=V/f(z)- [y — 7]

s=0

Portanto, pela tltima desigualdade escrita, obtemos:

f(@) + V() [y —z] < f(y)
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Teorema A.2.5. Seja h uma fungao mondtona, nao decrescente e conveza definida
em Ey. Se f € uma funcao convexa definida em um subconjunto convexo S de Ey,

entdo, h o f definida em S € convexa.

Demonstracao: Sejam x e y pontos arbitrarios, porém fixos, de S. Suponhamos
que 0; e d9 sao numeros reais nao negativos tais 0; + do = 1. Como [ é convexa,

temos:
f(612 + day) < 01 f () + 02 f (v).

Sendo h nao decrescente, segue-se que:

h(f (12 + b2y)) < h(01f(x) + b2/ (y)) (A.9)

Por outro lado, h é convexa, logo:

h(01f(x) + 021 (y)) < 6:1h(f(x)) + 02h(f(y)) (A.10)

Segue-se das desigualdades (A.9) e (A.10) que:

h(f(012 + 02y)) < 61h(f () + 02 (f(y))-
Portanto, h o f é convexa em S. |

Teorema A.2.6. Se f;;i = 1,2,...,M sdo funcoes convexas definidas sobre um
M

mesmo subconjunto convexo S de Ey, entdo, a combinagao linear . ¢;f; € também
i=1

uma fun¢ao convexa, quando c¢;,i € {1,...., M} sdo constantes nao negativas.

Demonstracgao: Sejam z e y pontos arbitrarios, porém fixos, de S. Suponhamos
que 01 e d9 sao numeros reais nao negativos tais 6; + d, = 1. Como f; sao fungoes

convexas, temos:

fi(012 + day) < 01 fi(x) + o fi(y) i€ {l,..,M}.
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Desde que os coeficientes ¢; sao constantes nao negativas, inferimos que:
cifi(01x + day) < drcifi(z) + 0acifi(y) i€ {1,..., M}.

Portanto:

Z ¢ifi(01z + 02y) < 6 (Z Cifi(x)> + 02 (Z Cz‘fz‘(?/))

i=1 =1 =1

conforme desejavamos. [ |

Teorema A.2.7. Seja f € uma funcgao convexa definida sobre um subconjunto con-
vero S de En e ¢ um numero real arbitrdrio. Consideremos o conjunto W, W C S,

definido por: W ={w € S; f(w) < c}. Entao, W é um subconjunto convezxo de S.

Demonstracgao: Sejam a e b pontos arbitrarios, porém fixos, de W. Suponhamos
que 07 e d9 sao numeros reais nao negativos tais d; + d, = 1. Como [ é convexa,

temos:
f(01a 4 02b) < 01f(a)+ d2f(b).

Agora, como a,b € W, segue-se que:
o f(a)+ daf(b) < dic+ dac = (61 + do)c = c.

Portanto, das duas desigualdades acima, inferimos que cada ponto de [a,b] estd

contido em W. [}

Definicao A.2.8. Uma funcao f definida sobre um subconjunto convexo S de Ey

¢ denominada concava se f satisfaz a desigualdade

f(01x +62y) > 61 f(x) + 02f(y)

para cada ponto dx + Oy pertencente a um segmento de reta arbitrdrio contido
em S. Uma fungao f é denominada estritamente concava quando a desigualdade

estrita

f(612 + day) > 01f () + 02 f(y)
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¢ satisfeita para x # y e 41,09 # 0.

Pela definicao dada acima, constatamos que uma funcao f é concava, se e so-
mente se, —f é convexa. Assim, temos propriedades similares as demonstradas até

aqui para fungoes concavas, em vez de fungoes convexas.

Até o momento vimos algumas propriedades de funcoes convexas em conjuntos
convexos. Nosso estudo continuara tratando de conjuntos convexos, visto que cada
funcao convexa e cada subconjunto convexo S presente no dominio de f origina um

programa convexo, o qual consiste em minimizar a fun¢ao f no conjunto S

Definicao A.2.9. Seja f uma fungao convexa definida em um subconjunto convero

S de En. Dizemos que a fungao f : S +— R tem um minimo global em b € S, se

f(x) > f(b),Vz € S.

Deste ponto em diante, nés consideraremos apenas programas convexos os quais

apresentem algum valor minimo.

Definicao A.2.10. Seja f uma fun¢ao convexa definida em um subconjunto con-
vexo S. Dizemos que um ponto ¥’ € S é um ponto estaciondrio para f, se f €

diferencidvel em z' e V f(z') = 0.

Teorema A.2.11. Cada ponto estaciondrio de uma func¢ao convexa f em um con-

junto convero S € também um ponto de minimo de f em S.

Demonstragao: Sejam x’ um ponto estacionario de uma fungao convexa f em um

conjunto S.

Pelo teorema A.2.4, temos:

f@)+ V@) [y —a] < fly), Yy € S.
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Sendo x’ um ponto estacionario, segue-se que:

f@) < fly) vy es.

A.3 Algumas demonstracgoes

Demonstracao do teorema 2.1.3: (<) Suponhamos que (Z/, ') é uma solugao
para o problema (2). Pela primeira desigualdade presente na condigao (iii) do

problema (2) temos, para p > 0
L(Z/v :u) - L('Z,v:u/) < 07

ou seja,

Z (kg — N;)Gq<zl) < 0.

q=1

Usando a condicao (i), notamos que podemos escolher os coeficientes p, da seguinte

maneira:
Lo,  qFk

Kqg =

Donde vem que, Gi(2') <0, k = 1,2, ..., p. Isto mostra que a restricdo do problema

(1) é satisfeita por 2.

Baseado na segunda desigualdade presente em (iii) do problema (2), temos que
L(z,p')— L(z' i) > 0,Vz € Ey.

Portanto,

Go(2) — Go(2)) + Y ui[Gi(z) — Gi(2)] > 0.
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Aplicando a condicao (ii) do problema (2) temos que a tltima desigualdade pode

ser reescrita como:
p
Go(z) — Go(2) + Y prGr(z) > 0.
k=1

Logo quando z satisfaz as restrigdes do problema (1), temos que, Go(z) —Go(2') > 0,
ou seja, Go(z) > Go(2'), sempre que z obedece as restrigdes G1(z) < 0, Go(z) <
0,....Gp(z) < 0.

(=) Suponhamos que 2’ seja uma solugao para o problema (1) e considere o

conjunto de inteiros.

K ={k>1 Gu(2) =0} (A.11)

Por hipétese, Gi(z), k = 0,1,2,...,p é convexa e diferenciavel, consequentemente,

pelo teorema A.2.4 temos:
Gr(Z)+ VGL(Z) - [z = 2| < Gr(2), k=1,2,...,p.

Donde vem que,

VGr(Z) - [z — 2] < Gi(2), ke K’

Lembrando-se que, por hipétese, o programa dado no problema (1) é superconsis-

tente, temos que existe um ponto z*, tal que,
Gk(z*) <0, k=1,2,...,p.

Logo,
VGL(Z) - [z* =7 <0, ke K (A.12)

Agora, seja z um vetor arbitrario, tal que,
VGp(Z) [z —21<0, ke K.
Combinando esta desigualdade com (A.12), temos:

(1—35)VGL(Z) [z = 2] +sVGr(Z) - [ = 2] <0, ke K',0<s<1.
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Ou equivalentemente:
VGL(Z) - [1=98)z+s2"—2] <0, ke K',0<s<1.
Para facilitar a notacao, definimos:
r=(1—-s)z+sz", 0<s<1 (A.13)
Deste modo, a iltima desigualdade escrita, torna-se
VGr(Z) - [v—2]<0, ke K. (A.14)
Aplicando o teorema A.2.4
Gp(Z +tlx —2])) — Gp(2') <tVGR(Z + tfx = 2]) - [x — 2] (A.15)
Entao segue-se da relagao que (A.11)
Ge(2' + tlx — 2')) <tVGL(Z + tlx = 2]) - [x — 2],k € K. (A.16)

Observe agora o seguinte: Se k € K’', quando t — 0, sendo as derivadas parciais

continuas, temos que:
VGi(Z + tlx — 2']) — VGi(Z).
E consequentemente,
VGL(Z +tlx —2')) - [x — 2] = VGL(Z) - [x — 2]
Ou seja,

Ve>0,30>0;0< |t| <= |[VGp(z' +tlxr —2]) [x = 2| = VG(Z) - [x = 2] < ¢

Assim, se k € K’, por (A.14) podemos tomar ¢ = —VG(2') - [xr — 2/] e teremos

pela definicao acima que, 39y > 0 tal que,

0 < |t| <o = |VGr(Z' +t[x — 2])-[x — 2']-VGr(2):[x — 2| < =VGr(2')-[x — 2]
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Donde segue-se que
0<|t| <do= VGi(z +tlx—21) [ —2]<0
Usando a relacao (A.16) temos que, para
0<t<dy= Gz +tlx—2) <tVG(Z' +tlx —2]) - [z - 2] <0,k € K'.

Por outro lado, Gi(z) tem derivadas parciais continuas para k = 0,1, ..., p, disso

segue-se que G (z) é continua em z’. Desde que,
Gr(?) <0,k ¢ K', (A.17)
como consequéncia da continuidade, vem que,
361 > 0; 0 < [t] <81 = Gi(2' +tfz —2]) <0
Portanto, para t > 0; t < min{do, 41}
Gp(Z' +tlx —2]) <0,k =1,2,...,p, (A.18)
Por hipétese, 2’ é ponto de minimo para Gg, e em (A.18) vimos que 2’ +t[x — 2/]

satisfaz as restrigoes do problema (1), para t > 0; ¢ < min{dg, d;}. Logo,

Go(2' + tlx — 2']) — Go(2') > 0 para t positivo e suficientemente pequeno.
A tltima desigualdade aliada a (A.15) nos permite escrever
VGo(z' +tlx—2]) [z —2]>0

para t positivo e suficientemente pequeno. Tomando o limite quando ¢ — 0, con-

cluimos que,

VGo(Z') [z — 2 >0.

Por (A.13) isto equivale a:

VGo(2") - [(1=8)z2+s2"—2]>0, 0<s<1
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Tomando o limite quando s — 0, temos:
VGo(Z') [z —2]>0.
Assim acabamos de mostrar que
VGo(') [z =2]>0
quando z satisfaz a desigualdade

VGr(Z') - [z—2]<0, ke K

Consideremos agora o sistema:

S MG = ~VGo(2)

keK'’

Pelo corolario A.1.14 o sistema acima tem solucao nao-negativa se cada solugao de

VGL(Z) -w > 0, k € K' é também solucao de —VGy(2') - w > 0. Esta dltima

implicacao é facilmente constatada pelo paragrafo precedente.

Portanto, existem

w, >0, ke K
tal que,
VGo(2) + Y 1 VGi(2') = 0.
keK’
Assim, definimos:
w, =0, k¢ K

concluimos que,

p
VGo() + > VGi(2') = 0.
k=1

Por fim, considere a funcao de Lagrange dada por:

Lz ) = Gol2) + > juGi(z)
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Afirmamos que (2/, i) citados acima constituem a solugao para o problema (2). De
fato, as relagoes (A.19) e (A.20) mostram que a condi¢do (i) do problema (2) é
satisfeita. Enquanto que as relagoes (A.11) e (A.20) provam que a condigao (ii) é

satisfeita.

Agora temos que verificar as desigualdades presentes em (iii). Abordaremos

inicialmente a primeira delas.

Utilizando (A.11), temos que,
L(z',p) = Go(2') + Y mG(2).
kEK'
Por (ii), vem que, L(Z', ') = Go(z'). Valendo-se de que, u >0 e
Gr(2') <0, k ¢ K'. Segue-se que, L(z', ) < L(2', i').

Agora, pelas relagoes (A.19), (A.20) e pelo teorema A.2.6 segue-se que L(z, ') é
convexa em relacao a z. A relagdo (A.21) nos mostra que 2z’ é um ponto estacionario
para L(z, '), logo pelo teorema A.2.11, temos que, L(z', ') < L(z, ). Com isso

concluimos que realmente (2, u') é uma solugao para o problema (2).

|
Demonstracao do teorema 2.1.4: Usando o teorema A.2.3, temos que a fungao
exponencial é convexa. Aplicando o teorema A.2.4 temos que, ¢* > e* + *(x — 2).
Usando a estratégia de reducao ao absurdo, e a férmula de Taylor para a funcao

exponencial mostra-se que a igualdade ocorre, se e somente se, r = z.

Seja y = €7, a inequagao anterior pode ser reescrita como,

y+ (x —logy)y < e,

para qualquer x e qualquer y positivo com igualdade ocorrendo se e somente se

r = logy. Portanto,

N
Zyi + Z (z; —logy;) ys < Zexi,
; ‘ i—1
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para cada vetor z = (x1,29,...,xy) e cada vetor positivo y = (y1,¥2, .., yn). A

condicao para que a igualdade ocorra, é a igualdade xz; =logy; ©¢=1,2,...,N.
Escolhendo um vetor positivo arbitrario d, porém fixo, nds inferimos da ultima

desigualdade que

(A.22)

205 + Z —log(cd;)) (06;) <

i
Q)

para um vetor arbitrario x e um nimero positivo o. Como antes, esta desigual-

dade torna-se uma igualdade, se e somente se,

=logd; +logo; i =1,2,...,N. (A.23)

Definimos a fun¢ao auxiliar, f : R} — R, dada por,

flo) = Z 08+ ) (x; — log(0d;)) (06;).

a qual pode ser reescrita como,

flo) = Zéi(ljtxi—logéi)] o — [Zé] ologo. (A.24)

=1

Com isso a desigualdade (A.22) pode ser reeditada como

flo)y <D e™ o>0. (A.25)
Defina, ¥(s) = f([1 — s]u + sv),u,v > 0;0 < s < 1. Derivando v temos:

W(s) = [z 5i (1+ z; — log 51.)} (v—u)— {ﬁvj 51-] (v — ) + (v —w) log(u + s(v — u))]

i=1 i=1

[Zé] {Tufsv] <0, uwv

Baseado na desigualdade acima, e aplicando o teorema A.2.3, temos que temos que

— f é convexa. Aplicando o teorema A.2.11 temos que todo o ponto estacionario, é
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um ponto de minimo para —f. Equivalentemente, todo o ponto estacionario sera
um ponto de maximo para f. Como 9" < 0, temos a garantia de unicidade do

ponto estacionario.

A existéncia do ponto estacionario, depende da resolucao da equacao,
f'(o)=0. (A.26)

Derivando (A.24), obtemos:

flo) = [Z & (1+ —logéi)] - [Z &-] log(o) +1].

,ou seja,
flo) = [Z 6i (r; — log 52)] - [Z 5i] log o] . (A.27)

Resolvendo a equagao (A.26), temos que o unico ponto de maximo ¢’ é dado por:

log(o’) = {: " (x; e 60] (A.28)

Substituindo ¢’ em (A.25) e usando (A.24) e (A.28), obtemos:

N N
[Z (Sl] O'I S Zexi.
=1 i=1

E como a funcao logaritmica é crescente, temos:

log (Z 51-) +log (¢') < log (Z exi) .

=1

Assim, substituindo a expressao log(c’) dada em (A.28) na desigualdade ante-

rior segue-se que:

N N N N N N
=1 i=1 1 i=1 =1

i= i= =1
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Afirmamos que a igualdade ocorre se, e somente se,

N
> 05 (x; —log d;)

x; = log d; + = ~
> Ok
k=1
N
2 9j(w;—log ;)
De fato: (<) x; = logé; + =————;i=1,..., N, por (A.28), vem que,
> Ok
k=1
x; =logd; + logo’. Assim: ¥ = d;0',i=1,2,..., N.
N N
Logo, > €% = > d;0’, e consequentemente,
i=1 i=1

N N
log Z e’ = log Z d; +logo’.
i=1 i=1
Substituindo o valor de log ¢’ obtemos:

N
N 5]' (l’j — IOg 5J)

N

log Z e’ =log Z 0; + =1 ¥
i=1 i=1 S O

k=1

Donde vem que fazendo operacoes aritméticas, obtemos:

N N N N N N

> aii = (Z 5¢> log <Z e%‘) + ) d;logd; — <Z 5,) log (Z 51-) .

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
(=)

N N N N N N
indi = ( (5Z-> log < ex’) + Z(Si logd; — (Z 5¢> log (Z (5i> .
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

=
N N N N N
Z [z; — log d;]0; + (Z 51») log (Z 61') = (Z 5i> log (Z emi> )
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

=

N

Z [xz — 10g 51]51 N N
—— + log (Z 5¢> = log (Z 69“) : (A.29)
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Vimos anteriormente, que fazendo,

log(o') = £ ~ ;

N
temos, f(o') = ¢’>_ ;. Por outro lado, pela equagdo (A.29), temos,

=1

N N
log o’ + log (Z 5Z~> = log (Z e“)

i=1 i=1
Consequentemente,
N N
flo) = alz 6 = (Z e“) :
i=1 i=1
De acordo com (A.23), temos que x; = logd; +logo’;i =1,..., N.
N

>~ 0 (z; — log ;)

Jj=1

x; = logd; + ;i=1,...,N.

N
> Ok
k=1

Ou equivalentemente, x; = logd; — log B;¢ = 1, ..., N. Para algum ntmero positivo

B. Assim provamos a afirmacao proferida, e o teorema para um vetor ¢ com todas

as componentes positivas.

Caso todas as componentes de ¢ sao nulas, a desigualdade é claramente satisfeita,

pois ambos os lados da desigualdade sao nulos.

Caso nem todas as coordenadas de § sejam positivas, podemos empregar uma

mesma reordenacao nos vetores § e x chegando a um vetor § e =, de modo que,

gi >0;i=1,2,....s5¢e gz =0;i=s+1,..., N. Note que tal reordenacao nao altera

a desigualdade a ser demonstrada. Com isso, sem perda de generalidade, podemos

supor que,

5 >0, i=1,2 .,s.

5i:O, Z:S+1,,N
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onde 1 < s < N. A partir do que foi provado anteriormente,

Zm < (Za)log (Z ) +25 logd; — (Z(5>1og (Za)

por (A.31), temos:

Zm < (Za) log (Z ) +Z§ logd; — (Za) log (Za)

Agora, como e* > 0;i = s+1,..., N, e a funcao logaritmo é nao decrescente, temos

que,

N N N N N N
in& < (Z 5i> log <Z exi) + Z(Si logd; — <Z 5,) log (Z 5i) .
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

A prova esta completa, pois nao existe B, tal que, §; = Be";i=1,..., N. [
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