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RESUMO

Neste trabalho apresenta-se uma solucao para um problema abstrato de
Cauchy. Basicamente, da-se uma formulacao abstrata para certos tipos de
equacgoes diferenciais parciais nao lineares de evolucao em espacgos de Ni-
kol’skii, tais espacos possuem boas propriedades de regularidade e resulta-
dos de imersao compacta, num certo sentido sao intermediarios entre os es-
pacos de Holder e os espacos de Sobolev. Aplicando o método de Galerkin,
prova-se resultados de existéncia global de solucoes fracas, como também a
existéncia de solugoes fracas com a propriedade de reprodugao. E impon-
do mais hipdteses sobre os operadores envolvidos demonstra-se unicidade de

solugoes fracas.

Palavras-chave: Solucao fraca, Método de Galerkin, Espacos de Nikol’skii.
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ABSTRACT

In this work it is presented a solution for a Cauchy general problem. Basically
is done a weak formulation for a class of non linear diferential partial equati-
ons in Nikol’skii spaces. Such spaces have good proprieties such as compact
imersion and in a certain sense, this spaces are intermediate between Holder
spaces and Sobolev spaces. Aplying the Galerkin’s method it’s proved global
existence results of weak solutions and also existence of weak solutions with
a reproduction property. With further hypothesis at the operators we can

proof the uniqueness of weak solutions.

Key words: Weak solution, Galerkin’s method, Nikol’skii’s spaces.
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NOTACAO

Inicialmente, nesta etapa do nosso trabalho, vamos fixar as notacoes que
iremos utilizar nos préximos capftulos normalmente utilizadas em estudos de
equagoes diferenciais parciais.

E — F denota que o espaco funcional E estd continuamente imerso no
espago funcional F, isto é, para todo e qualquer x € E, temos que ||z| <
||z|| 5, onde ¢ > 0 é uma constante.

), um aberto limitado do R™ (n = 2,3,4).

Q, o fecho do conjunto €.

09, fronteira bem regular (suave) do conjunto €.

Qr,onde Q =Q x (0,T),t € (0,T), t é o tempo.
ooy (z)

Dou(z) =

u (@) dx ™ Ox?...0xmn’

em R" e |a| = a; + ag + ... + .

onde a = {aq, ag, ..., a, } é um multi-indice

LP (), o espago das fungoes mensuraveis f : Q — R, tais que:

1oy = (/|f<m>|pdx)” <o, se 1<p< oo

£l ) = supess |f (z)] < 00, se p = oo.
€

C° () = C (Q), espaco das funcdes continuas em 2.

C* (), espaco das fungdes k vezes continuamente diferencidveis em €.
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Ck(Q), espago das fungoes k vezes continuamente diferencidveis e com
suporte compacto em ().

C*> (Q), espago das fungoes indefinidamente continuas e derivdveis em €.

Cee (£2), espago das fungoes indefinidamente continuas e derivéveis com
suporte compacto em €.

D (), o espago das fungoes indefinidamente deferenciaveis e com suporte
compacto em €2, munido da topologia de Schwartz.

B!, denota o dual do espaco de Banach B, isto é, o conjunto dos funci-
onais lineares continuos em B.

D' (), representa o dual de D (2), ou seja, espago das distribuigoes sobre

Ll

e (€2), espago das fungoes localmente integraveis, ou seja, f é integravel

a Lebesgue sobre cada compacto k, k C €2, tal que

Jir @l <.

L?(9), espago de Hilbert com produto interno

(00D = [ wo e,

Q

e norma associada a este produto na forma

2
Jull sy = [ a2 do.
Q
H™(Q) ={ue L*(Q): Due L*(Q), a=0,1,...,m}, espago de Sobo-
lev de ordem m sobre €2, com D%u no sentido das distribuicoes e produto
interno

((U,U))Hm(ﬂ)z Z /QDO‘uDavdx

0<|a|<m

€ norma

N|=

T XIAwwﬂm



WwmP (D) ={ue L’(D): Due LP(D), 0<|a|<mel<p<oo},on-

de D C R™, com norma:

lallymo = { D 1Dl e
0<|a|<m
e
Jullnoe = g [D%ll.

Wm™2 (D) = H™ (D), um espago de Hilbert separdvel com D C R".

H(Q) = W (Q), tal que HJ* () é o fecho de C5° (Q) em H™ (Q).

H™™(Q) = (H (Q)) = W™™2 (Q), relacdo entre os duais de H™, H" e
W™?2 sobre (.

Se B ¢é um espaco de Banach, temos:
LP(0,T; B) = {u : w mensuravel de [0,7] — B, onde

1
T D
I ( [ o ds> <00, e 1<p< oo,

e
[wll oo (0.7, 3) = supess [[u(s)|x < oo, se p=oo}.
te(0,T)

L?(0,T;X), onde X ¢ um espaco de Hilbert, denotaremos o produto

interno em X por

(u,v) = (u,v)x :/0 u(s) v(s) ds

e as normas na forma;:

=

T
2
] = ull 2oy = ( | ok ds) <o, s 1<p<oo

[l

0o ||u||L°°(O,T;X) = Stlelg)ess ||U(S>||X <00, s¢ p=00.
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L?(0,T; X'), onde X' é um espaco de Hilbert, representaremos o produto

interno em X! por

((u,0)) = ((u,v)) x1

e, as normas na forma:

lull = Nlull 2 x1y e Nulloo = Mleell e o x5

sao obtidas de forma analoga como em X .
L7(0,T; XY, o dual topolégico de L? (0,T; X), para 1 < p,q < oo e

com

11
4 =1,

p q
D (0,T; X), fungdes de C* de (0,7) — X e com suporte compacto em
0,7).
C* ([0,T]; X), funcoes k vezes derivdveis com derivadas continuas.
WP (I; B), o espaco de Sobolev fracionério para I C R e B um espago
de Banach.
N#1(I; B), o espago de Nikol’skii de ordem s e expoente ¢, para I C R e

B um espaco de Banach.

xii



CAPITULO 1

INTRODUCAO

Neste trabalho desenvolvemos uma formulacao abstrata para uma classe de
equacoes diferenciais parciais nao lineares de evolucao e estas incluem varios
problemas da mecanica dos fluidos, por exemplo, a equacao do calor, a
equagao de Burguers, as classicas equacoes de Navier-Stokes, as equacoes
de Boussinesq, as equagoes de fluidos micropolares, as equagoes de biocon-
veccao e outras.

Mais detalhadamente, consideramos o seguinte problema abstrato de Cau-

chy:

u + Au+ B (u,u) + Biju+ Bou = f, em Qr

u(z,0) =wug(z) com z €,

onde Q7 = Q2 x (0,7), u(x,t) € R"; A, By e By, sdo operadores lineares em
um espaco de Hilbert real separavel X e B é uma aplicacao bilinear.

Esta classe de equagoes é notadamente objeto de estudo de mateméticos
e fisicos em geral. As dificuldades que encontramos na andlise desta classe
sao para determinar as condi¢oes matematicas que garantam a existéncia de

solucoes em certos espacos funcionais e verificar a adequacao das equagoes



para a situacao fisica que interessa-nos resolver.

O objetivo deste trabalho, principalmente, é o de determinar, com ba-
se, em ROJAS-MEDAR & ORTEGA-TORRES [18] uma solucao através do
método de Galerkin para uma classe de equagoes diferenciais parciais nao
lineares em espacos de Nikol’skii. Ao longo do trabalho, estabelecemos re-
sultados de existéncia global de solugoes fracas, bem como a existéncia de
solucoes com a propriedade de reproducao e ainda, impondo mais hipdteses
sobre os operadores, demonstramos a unicidade de solugoes fracas.

A formulacao abstrata que apresentamos é analoga a apresentada por
TEMAM [25] e HARAGUS [6], 0 que justifica o nosso enfoque de utilizar o

método de Galerkin, cujas etapas principais sao as seguintes:

(i) A formulacao variacional do problema, a qual requer uma escolha ade-

quada dos espacos funcionais.

(ii) A existéncia da solugao do problema variacional considerando os se-

guintes topicos:

(a) Formulagao do problema aproximado e existéncia de solugao local.

(b) Estimativas a priori, onde obtemos a existéncia global das apro-
ximagoes em um intervalo [0,7], T > 0. Aqui vamos mostrar
também que estas aproximagoes sao limitadas uniformemente em

certos espagos normados.
(c) Uso das estimativas de (a) para obter o candidato a solugao.

(d) Fortalecimento das convergéncias obtidas em (c) para a passagem

ao limite nos termos nao lineares.

(e) Mostrar que o candidato (c) é realmente solu¢ao do problema va-

riacional.



(iii) Existéncia de solucao fraca com propriedade de reprodugao, a qual

generaliza a periodicidade desta solugao.

(iv) Estudo da unicidade da solugao obtida, o que exige mais hipéteses sobre

os dados e operadores do problema.

Uma das etapas mais dificeis dos itens apresentados anteriormente ¢ o for-
talecimento das convergéncias para o qual sao utilizados normalmente o lema
de compacidade de Aubin-Lions ou teoremas que envolvam derivadas tem-
porais fraciondrias, ver LIONS [10jou TEMAM [25] Estes teoremas citados
podem ser aplicados no problema que apresentamos; porém nos utilizamos
um teorema de compacidade devido a J. Simon, ver SIMON [19] o qual é
uma nova versao do lema de Aubin-Lions em espacos de Nikol’skii. O lema
de compacidade devido a Simon ¢ aplicavel em problemas nos quais os teore-
mas mencionados anteriormente sao ineficazes, por exemplo, nos problemas
que envolvem as equagoes dos fluidos nao homogéneos, ver ROJAS-MEDAR
[17] e SIMON [20].

Para o uso pratico do teorema de J. Simon, ROJAS-MEDAR & ORTEGA-
TORRES [18] apresenta um lema, preliminar 2.22, que é fundamental para
obtermos as estimativas nos espacos de Nilkol’skii, as quais sao necessarias
quando utilizamos os resultados de compacidade devido a Simon.

O segundo capftulo deste trabalho apresenta os preliminares necesséarios
para o estudo da equagoes diferenciais parciais e principalmente, o lema 2.22
que é basico para obtermos as estimativas nos espacos de Nikol’skii. Tais
espacos foram introduzidos por S. M. Nilkol’skii no inicio da década de 50
(veja NIKOL’SKII [13], [14] e [15]) e s@o espagos que num certo sentido
sao intermediarios entre os espacos de Holder e Sobolev. Basicamente, os
espagos de Nikol’skii envolvem a condicao Holder com derivadas fracionarias

na norma LP.



Posteriormente, no terceiro capftulo temos um capftulo referente a apre-
sentacao do problema abstrato de Cauchy, as hipdteses com relagao aos seus
dados e sobre os operadores envolvidos. A partir dai, nos proximos tres
capftulos, demonstraremos os teoremas fundamentais no desenvolvimento
deste trabalho, os quais chamamos de Teorema 1, Teorema 2 e Teorema
3. O primeiro destes teoremas estabelece resultados de existéncia global de
solucoes fracas; o segundo, prova a existéncia de solugoes com a propriedade
de reproducao e o terceiro garante a unicidade de solugoes fracas. Finalmen-
te, o ltimo capitulo apresenta algumas conclusoes a respeito do estudo que

fizemos e propoe algumas segestoes para futuros trabalhos.



CAPITULO 2

PRELIMINARES

Nesta secao apresentaremos alguns resultados fundamentais necessarios no
estudo das equacoes diferenciais nao lineares de evolucao. Estes resultados
sao apresentados na forma de definigoes, lemas, proposicoes e teoremas, to-
dos importantes para obtermos as demonstracoes dos teoremas 1, 2, e 3; os
quais apresentam resultados de existéncia de solucoes, solucoes periddicas e

unicidade de solucoes, respectivamente.

2.1 Desigualdade de Cauchy

Dados a,b € R entao
2 b2

p< 0
W= 5t

Demonstracao: Veja EVANS [4] na péagina 553.



2.2 Desigualdade de Cauchy com ¢
Dados a,b € R, € > 0 entao
2
ab < @ +e%b?.
de

Demonstracao: Veja EVANS [4] na péagina 553.

2.3 Lema

Dados aq, as, ...,a, € R e n € N* entao

(a1 + az + ... + an)? < na? + na? + ...+ na> .

2.4 Desigualdade de Cauchy-Schwarz
Seja EF um espago com produto interno. Para quaisquer u,v € E, temos:
|(u, 0)| < [[ul] o] -

Demonstragao: Veja EVANS [4] na pégina 56.

2.5 Desigualdade de Young

Sea,be R ;p,geRcoml<pg<ooe

entao

1 1
ab < —a? 4+ —a?.
p q

Demonstracio: Veja BREZIS [2] na pagina 56.

6



Uma conseqiiéncia imediata da desigualdade de Young é o seguinte resul-
tado com as mesmas hipdteses do preliminar 2.5 e supondo € > 0, obtemos:

1 el
ab < —aP + —b7.
pe? q

2.6 Desigualdade de Holder

Sejam 1 < p < o0; 1< qg< o0, com
1 1

p q
Seu e LP(Q) ev e L1(Q) entdao uv € L' (), temos a desigualdade

/ ju] < Jlull, o]l
Q
Demonstragao: Veja MEDEIROS [11] na pagina 75.

=1.

2.7 Teorema de Caractheodory

Seja f : D — R" onde D C (0,00) x R™, uma fungdo que satisfaz as

condicoes de Caractheodory:
(i) f(t,z) é mensurdvel em t, para cada z fixo;
(ii) f(t, ) é continua em xz, para cada ¢ fixo;

(iii) Para cada compacto U C D, existe uma funcao real integravel m (t)

tal que
If(t,x)| <m(t), V(t,z)€U.

Entao existe uma tnica solugao local de

= f(t )

x (z9) = xo

7



sobre algum intervalo |t — to| < (3, > 0.

Demonstragao: Veja HALE [5] na pagina 28.

2.8 Teorema

Seja f continua no conjunto aberto  de R x E x A. Para cada (to, mo, \) € Q

suponhamos que o problema de dados iniciais, com A fixo,

= f(t,z,\)

x (tg) = xo
tenha uma tnica solugao ¢ = (t, o, xg, ), definida no seu intervalo méximo
(W_, W), onde Wy = Wy (to, xo, \) .

Entao
D = {(t, 10,0, A) ; (to, w0, A) € Q, t € (W_ (to, w0, A) , W4 (to, 20, A)) }

¢é aberto em R x ) e ¢ é continua em D.

Demonstragao: Veja SOTOMAYOR [22]| na pédgina 34.

2.9 Desigualdade de Gronwall

Sejam u, v fungdes continuas nao negativas em [a, b] tais que, para a > 0,

satisfazem a

u(t)§a+/v(s)u(s) ds, te€la,b.

u () < aexp (/atv(s) ds) |

Em particular, se a = 0 entao u = 0.

Demonstracao: Veja SOTOMAYOR [22] na pagina 37.

Entao
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2.10 Corolario (Weierstrass)

Toda funcio continua f : X — R definida num compacto X ¢ limitada e
atinge seus extremos (isto é, existem z1, 9 € X tais que f(z1) < f(z) <
f (z2), para todo X € A).

Demonstracao: Veja LIMA [8] na pagina 187.

2.11 Lema (Hardy-Littlewood)

Suponha que fv é integravel sobre (0,a), a > 0 finito. Para qualquer ¢,

0 <t < a, colocamos

0( _S%pt—ﬁ/f 37 O§€<t7
1 [
pt)=suwp—[ [f(s)ds, t<E<a
¢ E—t;

Entao, se fe L™ (0,a), r > 1, verificamos que:

M (t) € L' (0,a) /M?" dt<2(17"

_T>T/Oaf(t) dt .

Demonstracao: Veja ZYGMUND [27] na pagina 32.

2.12 Teorema de Fubini

Suponhamos que F' € L' (Q; N Q).

Entao, para quase todo = € €2y,

Fle.y) € LM Q) o /QF(x,y) dy e L () .

9



Igualmente, para quase todo y € 2o,

F(z,y) € L:(Q) e /QF(:L’,y) dz € L, () .

Além disso, verificamos que:

/dx/ F(z,y) dy:/ dy/ F (z,y) dx:// F(z,y) dedy.
Q1 Q2 Qz Q1 Ql><Q2

Demonstracao: Veja MEDEIROS [11] na péagina 94.

2.13 Definicao (Dualidade)

Para u € L? (0,T; X) temos a dualidade:

T
0ottt o) = / (F (5)1(5)) xory ds.

2.14 Definicao (Integral de Bochner)

Dada u € L? (0,T; X ) podemos associé-la a uma distribui¢ao com valores em

X da seguinte forma:

Tu:D(0,T) — X

¢ — (Tu,¢) ,
onde
<Tu,qb>:/0 u(s) ¢(s)ds, Yoe D(0,T),

sendo a integracao de funcoes a valores em espacos de Banach.
Neste sentido, L? (0,7;X) — D’ (0,7;X), onde D' (0,7 X) é o espago

das distribuicoes com valores em X.

10



2.15 Teorema do Ponto Fixo de Schaefer

Seja f: A — A um operador continuo e compacto no espaco de Banach A.
Suponhamos que o conjunto {x € A :x = Af (z) para algum X € [0, 1]}
é limitado.
Entao f tem um ponto fixo.

Demonstracao: Veja EVANS [4] na pédgina 466.

2.16 Definicao (Tipos de Convergéncias)
Sejam FE, F' espacos de Banach e (X,,) uma seqiiéncia contida em F.

(i) Dizemos que X,, converge fortemente para X (X,, — X, quando n —

o0), se tivermos que
lim || X, — Xz =0.
n—oo

(ii) Dizemos que X, converge fracamente para X (X, — X, quando n —

00) se, para todo f € F’, tivermos que

f(X,) — f(x), quando n — oo.

(iii) Dizemos que X, converge fraco-* para X (X,, = X, quando n — o0),

se para F' com F’ = E e para todo f € F, tivermos que

f(X,) — f(z), quando n — oo.

Para um maior detalhamento das definicoes acima ver BREZIS [2] na

pagina 35.
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2.17 Proposicao

Seja (X,) C E uma seqiiéncia.

Assim, se X,, — X(fraco) entao (||X,),cy ¢ limitada, isto é, existe
M > 0 tal que ||.X,|| < M, Vn.

Demonstracio: Veja BREZIS [2] na pagina 35.

2.18 Teorema

Suponhamos que H é uma soma Hilbertiana dos (£,),,, uma sucessao de
subespagos fechados de H.
Seja u € H e seja u, = Pg, u.

Entao, verificamos que:

()

=
n=1
isto é,
k
u=fim D v
(b)
lu> = Z lun|? (Identidade de Bessel-Parseval).
n=1

Reciprocamente, dada uma sucessao (u,) em H tal que u,, € E,, Vn e

[e.e]
Z |un|* < 00,
n=1

12



entao a série

ot

n

é convergente e

[es)
u = E Up,
n=1

verifica u,, = Pg, u.

Demonstragio: Veja BREZIS [2] na pagina 85.

2.19 Definicao (Espago de Sobolev Fracionario)

O espacgo de Sobolev fracionédrio para IC R e B um espaco de Banach é

definido por:

Ws’p(I;B):{uELp(];B):||u||Ws,p(I;B) < 00, O<s<1e1§p§oo},

onde:
1
lu (y) — u (z)] dydx \»
HuHWs,p(];B) = </ ( ’ (s ’B , Se 1 S p < o0
IxI ly — | ly — x|
e
Ju(y) —u (@)l
Ul yys,oo(r. gy — SUP 5 , Se p = 00.
I = S8y

T£Y

Nota: Os W*P (I; B) com as suas respectivas normas sao espagos de
Banach e W*?(I; B) = H* (I; B) é um espaco de Hilbert.
Ver ADAMS [1] na pagina 214, Teorema 7.48, para um maior detalha-

mento da definicao acima.
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2.20 Definicao

Para qualquer h > 0, definimos I, por I, = {t € [ : t +h € I} e a fungao
up, (t) na forma uy, (t) = u (t +h) —u(t). Assim, dadou € L? (I; B), 1 <p <

oo, entao u, uy € up + u estao todas bem definidas em Ij,.

Os seguintes espacos funcionais possuem boas propriedades de regularida-
de e resultados de imersao compacta (como veremos adiante nos preliminares
Lema 2.22, Proposicao 2.33 e o Teorema 2.24). Eles constituem os espagos
funcionais nos quais desenvolveremos os resultados principais deste trabalho.

Assim, uma referéncia fundamental com respeito a estes espagos é o artigo

SIMON [21].

2.21 Definicao (Espago de Nikol’skii

O espaco de Nikol’skii de ordem s e expoente ¢, para I C R e B um espaco

de Banach, é definido na forma:
N*(I;B) ={u€ LY (I;B) : |ul|gea <00, 0<s<1lel<g<oo},

onde

i

1
vorm =3 ([ 01 at)
h

= ililg s HUhHLq(Ih;B) ’

sel<g<ooel,(0,T—h)e

[[ul Ns:o(I,B) = i‘ilgﬁ Huh”LOO(Ih;B) )
seq=o00el, (0, T —h).
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Assim, N®1(I; B) tem estrutura de espaco vetorial para as operagoes

usuais de funcoes e dotado da norma

[|ul Ns4(I;B) — ||u||L¢I(Ih;B) + [Ju| Ns.a(I;B)

é um espaco de Banach.

Sejam as consideragoes:
12 A condigao
il ear) < 005 1< g <00,
é equivalente a
Huh“Lq(Ih;B) <ch®, Yhel
e ¢ é uma constante finita positiva.

22 O espaco N*° (I; B) é o espaco das funcoes Holder — continuas de

expoente s com valores em B.

2.22 Lema

Suponha que X e Y espagos de Banach, X <— Y continuamente. Sejam

we L?(0,T;X) ege L (0,T), e que satisfacam a seguinte desigualdade

loc

integral:

/OT_hllwh ()lly dt < /OT_h (IIwh (t)llx/tt+hg(7) dT) dt. (2.1)

Entao:
(A) Sege L'(0,T), temos
<c

1
||w||N71xf’2(0,T,Y) — ||w||[2,2(07T7X) ?
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onde ¢ é uma constante positiva que apenas depende de ||g| (o7 -
Demonstragao:

Aplicando o Teorema de Fubini, preliminar 2.12, na integral do lado

direito da estimativa (2.1), temos:

l Th/ 0l et = [ / ) lun (9l dtds
5KA (5) o ()] i s

A 9.(5) Jwn ()]l dtds
(s)

s—h
T  T—h
+/ / g (s) ||wn ()] dtds
T—h Js—h
(2.2)

+

pois

0<s<h=0<t<s
h<s<T-—-—h=s—-h<t<s

T—h<s<T=—=—=s—-—h<t<T-—-h
Majorando a primeira parcela de (2.2), obtemos

[ [ oo aras= ["at) ([ lan 1 ar) as

e pela desigualdade de Holder, preliminar 2.6,

gﬁﬂ$k/ﬁﬁ)(/W% mw)]s

1 1 .
mas sabemos s2 < h? e, ainda, que

lwn (O = llw (t+ k) —w @) < (lw -+ + [w®)ly)*
< lw (t+ s + 2w (t+ W)l lw @)l x + lw (O]

< 2wt + )l +2[w @l
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0 que resulta em

/O leon (D113 dt <2 / o (¢ + R de +2 / o (8)]2 de
r 2 r 2
<2 / lw ()% dt +2 / lw ()] dt

T 3
< (4/0 lJw (t)|[5 dt) = cllw @)l r207.x) -

Assim, concluimos

h
[ [ 0@ s das < [ ent lo @l o) a5 (23)

que ¢ a majoragao da 12 parcela (2.2).

De forma anéloga obtemos a majoracao da 22 e 32 parcelas da equagao

(2.2
T—h T—h N
/ / ) lewn ()] deds < / eh Jw (Ol o 9 (5)

(2.4)

T T—h T L
L] a@ @l dds< [ cht o @l o) ds.

T— —h

(2.5)
Portanto, de (2.3), (2.4) e (2.5) em (2.2) obtemos
T 1
/ / ) llwn (8) 1 dt ds < / e (Ol oo 9 (5) s
/ / ) llwn (8)]1x dtds < ch? ] ooz 190

~, 1
/ / ) llwn (&)l dtds < TR ] paorox,

onde ¢ = ¢ ||g||L1(07T)‘
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Voltando a estimativa (2.1), temos

T—h
2 ~q, L
/ wn ()12 dt < T o] a0z

1 Th ) 3 !
[ e @] < Flulagn)

1 T—h 3
h—(/ s (]2 dt) < Vol r

o que pela definicao de espaco de Nikol’skii, preliminar 2.21, implica

em

1
HwHN%ﬂ(o,T;Y) < clwllz20.1r.x) >

onde ¢ =, /c|g|| 110 € uma constante positiva que depende apenas
de HQHLI(O,T) :

Nota: A argumentagao utilizada para demonstrar (A) é semelhante a
utilizada por SIMON [21], o qual a utilizou nas equagoes dos fluidos

nao homogéneos.
Se g € L?(0,T), temos

1
||w||N%’2(0,T,Y) S c ”w||[2/2(07T7X) ?

onde ¢ é uma constante positiva que apenas depende de ||g| (7 -

Demonstragao:

Vamos estimar a integral do lado direito de (2.1), fazendo

[ sommons asa=n [ o (3 [ ot a0)] @
1 [ @l o

onde



Utilizando, agora, a desigualdade de Cauchy-Scharwrz, preliminar 2.4,

para obtermos

1 1

/OT_h /tt+h9(8) lw ()] dsdt < h (/OT_h o DI dt) 2 </OT—h . dt>§ |

(2.6)

Aplicando o Lema de Hardy-Littlewood na segunda integral, com r = 2,

a:T_hef:g, temos:
T—h T—h 9
/’ W@wﬁ§8/ (1) dt <89l -
0 0

Conseqiientemente, da desigualdade (2.6) em (2.1), implica

1 T—h )
[ e O dt < el 2VE sl
0

pois

T—h
2
[ T 01 de < el -

Ou ainda:

1 T—h )
[ T O i<l

onde ¢ = 2v/2¢; ||g||L2(O,T) :

1
Elevando a ultima desigualdade no expoente 5 obtemos:

1 T—h , 3 B
}E(l |mmdeQ < Velwlagm

o que pela defini¢ao de espaco de Nikol’skii, preliminar 2.21, resulta em

1
1ol 3207y < € N0l

onde ¢ é uma constante positiva que depende apenas de ||g| .2 7 -

Nota: A argumentagao utilizada para demonstrar (B) foi inspirada em

ZHANG [26], o qual a utilizou nas equagoes de Navier-Stokes cléssicas.
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Uma conseqiiéncia imediata das estimativas estabelecidas nos espacos de
Nikol’skii por este Lema é a seguinte:

Corolario: Sob as condi¢oes do Lema 2.22, temos

Dfw e L?(0,T;Y) .

2.23 Proposicao

Suponha s >r,com0<r<s<lel<p<oo.

Entao
WP (I; B) — N*P(I; B) — W"P(I; B)

sendo estas inclusoes continuas.

Nota: No caso que p = 2, temos:
W*?(I; B) = H* (I; B) — N**(I; B) — W"*(I; B) = H" (I; B) ,
conseqiientemente, se f € N2 (I; B), com 0 < s < 1, entao
DifeL*(I;B), Vr<s,

isto é, f tem derivada fraciondria de ordem r em L2 (I; B).

Demonstracao: Veja SIMON [21] na pégina 141.

2.24 Teorema de Compacidade

Sejam X — F — Y espacos de Banach, a inclusao X — F sendo compacta.

Entao as seguintes imersoes sao compactas:

(i) L70, 5 X)n{elp € L' (0,T;Y)} — L1(0,T; E) ,se 1 < ¢ < oo;
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(i) L= (0,75 X)Nn{e|p: € L™ (0,TY)} — C([0,T]; E) , se 1 <r < oo;
(iii) Para qualquer fungio dada k € L' (0,T), k >0e 1 < r < oo, temos

L=(0,T;: X) n{e] ety =k € L7(0,T)} — C([0,T]; E) ;

(iv) L7(0,T; X)N N> (0,T;Y) — L1(0,T; E) ,se s >0e 1 < q < oc.

Nota: O Teorema de Compacidade acima é devido a SIMON [19]. Ob-
servamos que o Teorema de Compacidade de Aubin-Lions em LIONS [10] é
um caso particular de (i) e, além disso, o Teorema 5.1 em LIONS [10] é um
caso particular de (iv).

Demonstracao: Veja SIMON [19] nas paginas 65-96.
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CAPITULO 3

O PROBLEMA ABSTRATO
DE CAUCHY

3.1 Introducao
Vamos considerar o seguinte problema abstrato de Cauchy

u + Au+ B (u,u) + Biu+ Bou = f, em Qr (3.1)

u(z,0) =ug(zr) com x €, (3.2)

onde Qr = Q2 x (0,7), u(x,t) € R", A, By e By s@o operadores lineares em

um espago de Hilbert real separavel X e B é uma aplicacao bilinear.
Supondo que A é autoadjunto, positivo e de inversa compacta, con-

seqiientemente, existe uma base ortonormal em X, {wk} ey Com a seguinte

propriedade:
A =t k=1,2,.. e 0< A\ <A< N <o — 00,

Como {wk } keN ¢ uma base ortonormal em X, para cada u € X temos
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uma combinacao linear do tipo

o0

u:chwk e ¢, = (u,wk) .

k=1

Sendo A : X — X ou A : D(A) — X, onde o dominio de A é dado

por
D(A) = {u = chwk Z)\icz < oo} :
k=1 k=1
pois
A(u)=A <Z ckwk> = ZA (crw®)
k=1 k=1
= ch (Awk) = ch ()\kw )
k=1 k=1
e que
1A )| = @i < oo
k=1

Notamos, também que para qualquer u € D (A) resulta que:
(o]
Au = Z )\kckwk s
k=1

onde ¢, = (u,w).

Considerando o operador A* : D (A%) — X, com dominio

D (A%) = {u = chwk Z)\Zaci < oo} :
k=1

k=1

onde para qualquer u € D (A%), temos:

A% (u) = Z N epuwh
k=1
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A% (u) = A¢ (Z ckwk) = Z A” (ckwk) = Z Ch (Ao‘wk)
k=1 k=1 k=1
= o (\uw")
k=1

e

1A% (u)]| = (Z Ci/\ia> ,

k=1

ou ainda,

1A (w)[|* = > Ape} < oo

k=1

Observamos que X = D (A%) ¢ um espaco de Hilbert com o produto

interno (u,v) o = (A%u, A%v) , pois tomando u,v € D (A%) , temos:

(u,v) e = (A%U,A%U) = (i )\,;%ckwk , i /\Edkwk)
k=1 k=1
-3 (k) (M) < (f; (A,;%cky)z (i (Agdky)z <co.

k=1 —

O espago dual de X* é denotado por X ¢ e identificando-se o espaco X

com o seu dual X%, temos

X% — X — X ¢

onde cada injecao canodnica é continua e com imagem densa. Assim,

X“:D(A%) — X

Ur—1u

é continua pois |u| < M ||u||. Tomando
o0
u = Z cpw
k=1
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onde

k=1 k=1
e dai
o0 o 2 o0
2 2 _ Ck s 1 2
lu|” = ;Ck = 2)\?)\—% =\ Z)\gck o [ ul]

Ou seja, ul® < M [Jul|*.

3.2 Propriedades dos Operadores

No problema proposto suporemos que os operadores B, By, By e By satisfa-

zem as condicoes (i), (ii), (iii), (iv), (v), (vi) e (vii), quais sejam:

(i) B: X' x X! — X! é bilinear continua limitada, entdo

|B (u,v)|_y < 1By lJull lvll, Vu, v € X*.

(ii) B possui extensées continuas, entio B: X x X' — X le
B:X'xX — XL

(iii) (B (u,v),w)+ (B (u,w),v) =0, Yu,v,w € X*.
Observamos que sendo B uma aplicagao bilinear, existem operadores
lineares B™ : X' — X', n € N, tais que

B (u.v) = Z (B(")u, v) w, |

n=1
onde (a” é a matriz do operador B™ na base {w;}
i ) jen p kS keN -
(iv) B e B sao operadores lineares limitados. Assim,
B;: X' — X! (i =1,2) que possuem extensdes continuas

Bi:X—>X_1.
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(v) Bj satisfaz a seguinte hipdtese

(B1 (u),v) + (By (v),u) = 0,Vu,v € X"

(vi) By é o operador nao linear, tal que

(By (u) ,v) = B (u,v) + Biv + Bau.

(vii) Condigoes que garantem a uinicidade de solugao para o problema de

Cauchy:

11
(@) [IB1(u), vl < cflull o] [lo]]* .
Prova: Considerando (B (u),v) = (u,v), |[v| < c|jv] e
lu| < c||u|| temos:
1
|[(By (u),0)| = |(u, )] < |ul [o] < clul] |v]2 o]

11 1 1 1
< cllullfolz ez [lo]l® = ey [Jull fol* [[o][*

onde ¢ = ccr. m
SO S T
(b) 1(Bz (u),0)| < clul® [ul[* [v]2 [lv]|2.
Prova: Considerando (Bs (u),v) = (u,v), |u] < cllul| e
lv| < cjv|| temos:
PO T
|(Bz (u) , v)] = [(u, v)] < [ul [v] = [ul? [u[ [v]2 |v]2
1 11 1
< Jul® ey [Jull* [o]? ez [Jo]|2

— ¢ Jul? [[ul|® v]2 [|v]|% .

Assim: (B (u),v)| < C|U|% ||U||% |U|% ||U||% - n

1 1 1 1
(¢) (B (u,v),w)| < clul? [[ul[ o] [[v]|2 lw].

26



Prova: Considerando |(Bs (u),v)| < c|ul? ||ul|? [v|? |[v]? ,

(B (u,v),w) = ((u,v),v) e |w| < ¢ ||w]| temos:
(B (u,v), w)| = [((u, ), w)] < [(u, v)] Jw] < ey [ul? [[ul] o] o] e lw]]

1 1 1 1
= clul® [Ju]l® [o]= [o]l* [Jwl] -

Assim, |(B (u,v),w)| < clul? |[ulZ 0|2 |[o]|? w] . =

3.3 Solucao Fraca do Problema de Cauchy

Definicao 1 Diremos que u € solucao fraca ou turbulenta do problema de
Cauchy (3.1)-(3.2) com os dados ug € X e f € L*(0,T;X7'), se u €
L2(0,T; XYY N L>(0,T; X) e para toda v € C*([0,T];X) N C([0,T];X")

com suporte de v compacto contido em [0,T) , verifica que

—Aamuwmw+A<mmumﬁ+l<&www@mwmﬁ

:/O (F (£),v(8)) dt + (ug,v (0)) .

Inicialmente, utilizando esta definicao, daremos uma formulagao fraca
para o problema proposto. E, apds, os resultados fracos ou abstratos que
iremos provar para o problema de Cauchy (3.1)-(3.2) sao os Teoremas 1, 2
e 3 que estabelecem resultados de existéncia global, com a propriedade de

reproducao e, também, a unicidade de solucoes fracas, respectivamente.
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CAPITULO 4

A EXISTENCIA DE
SOLUCOES FRACAS

Neste capitulo, apresentaremos a demonstracao da existéncia de pelo me-
nos uma solucao fraca para o problema de Cauchy, fazendo uso do Método
de Galerkin. Sendo assim, o resultado bésico de existéncia de solugao é o

teorema a seguir.

Teorema 1 Com as hipdteses sobre B, By e By. Se |Bs|| < 1 entao para
todo ug € X e para toda f € L?(0,T;X~1), o problema (3.1)-(3.2) possui

pelo menos uma solugao fraca.

Demonstragao:

Faremos a prova deste Teorema em trés etapas, ou seja, na primeira etapa,
mostraremos a existéncia de solucoes em dimensao finita, posteriormente,
obteremos estimativas uniformes de tais solugoes. As quais serao utilizadas
para obtermos convergéncias fortes a fim de provarmos o limite na dimensao

e, assim, obtermos a solucao do problema abstrato de Cauchy.
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4.1 Formulacao do Problema Abstrato de Cau-
chy

A demonstragao da existéncia de solugao fraca do problema de Cauchy (3.1)-
(3.2) ser4 feita através do Método de Galerkin. Desta forma, dado o espago
de Hilbert real separdavel X, ele possui uma base Hilbertiana, isto é, existe

uma secessao {wi}ieN satisfazendo as seguintes condigoes:

k

12) para cada k os vetores w', w?, ..., w" sao linearmente independentes;

22) as combinagoes lineares finitas dos w’ sao densas em X.

Desta forma, para a solucao aproximada do problema proposto conside-

remos as proximagoes de Galerkin na forma:

k

uf (2,t) =) e () w' ()

i=1
onde os coeficientes ¢, = (ug, w?) sdo determinados de modo que u* é solucao
do problema de Cauchy. O problema variacional geral é o seguinte:

Achar u (t) com valores em X com ¢t € [0,T] tal que:

d

% (u’v) + (AU,U) + (BO (U7u) 7U> = (fv U)

u(0) =uy YveX.

Desta forma, formulamos o problema aproximado que consiste em deter-

minar u* () € V4, isto é,

u" (t) = Z e (D) W' (2)

satisfazendo as condigoes:

(%uk,v> + ((uk,v)) = (f,v) — (BO (uk,uk) ,v) , Yv eV, (4.1)
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u* (0) = Py, (uo) (4.2)

Para u” (t) € V}, temos

k

uf (z,t) =Y e (t)w' (2)

i=1
e v € Vi, entao podemos tomar v = w;, [ = 1,..., k.
Assim, observamos que (4.1) é equivalente com o sistema de equagoes

diferenciais ordinarios da forma

dg

Y-G9, (13)

onde g = (c1x (t),...,ckx () € a fungdo G = (Gy, ..., Gy) tem cada compo-

nente (G; na forma:

k
Gi (f, g) = /\icz‘k + Z ((Blwl + ngl) ,wi) Cik

=1
k
+ Z Oég-;)clijk + (f (t) ,wi) .
l,j=1

E a condicao inicial (4.2) é dada por
e (0) = (u¥ (0),w' (2)) = (up,w' (2)) , i=1,....k. (4.4)

Pelo Torema de Caractheodory, preliminar 2.7, existe solugao g = (cix (t) , ..., cxx ())
definida em [0, tx) tal que

k

uf (z,t) =) e (t)w' (2)

i=1
¢é solugao do problema aproximado, ou seja, isto mostra que existe uma so-

lugao local fraca para o problema (4.1)-(4.2).
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4.2 Estimativas a Priori

A seguir, faremos véarias estimativas a priori supondo a existéncia de u* (t).
A partir daf, estas estimativas permitirdo a extensao da solugio u* (t) sobre
o intervalo [0,T), T > 0.

Sendo

k

ub (x,t) = Z cir () w' (z) € Vj

=1

e fazendo v = u”

() + () = (1) = (B () )

ou, equivalentemente, que

em (4.1), obtemos

1d

57 [0 b = (Fodt) = (B2 (uF) ) (4.5)
pois
Ly w2 L d e oy 2 L0 .
2dt’ |_2dt(u’u)_2{(dtu’u>+(u’dtu)}
_Mo(d e Y (D
=3 ()= ()

e pelas hipoteses sobre os operadores B, By, B e By temos que:

por (3.2-vi):
(Bo (uf,ut) ,ut) = (B (uf,uf) ;ub) + (Bu (uf) ) + (By (uf) ) 5

por (3.2-ii):



¢ voltando a (3.2-vi) obtemos:
(Bo (u*,uf) ,u¥) = (B (u*) ) .
Também, temos por (3.2-i) e (3.2-iv) que
= (B2 (u*) ,u) + (£,u) < |Ba ()| [l + 1A [l
mas como

1B ()] _y ]| < 1Bl [l

ol = P g vz < W
~1 \/% = de )
pela desigualdade elementar de Cauchy, preliminar 2.1. Assim, vem que:

- (B () )+ (o) < 1l o+

Logo, majorando (4.5) obtemos:

L ) < 1l e+

th\ i+ (1= 1Bl — o) ||| <—||f|| L (4.6)

Escolhendo € > 0 de forma que

1—||Bs]|; —e>0<=1—||Bs|; >¢;

por exemplo:

1B
2 )
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tem-se que (4.6) fica

1d 2 2 2
P e ot <12
onde
e -
' 2 21— |Blly)

Assim, de (4.7) obtemos
d k2 k||2 / 2
L1 et < 11

onde ¢ = 2¢; e d = 2¢s.

Integrando (4.8) em (0,7"), com t < T, temos

i OF [ OF + [t @I ds<¢ [ 1, ds

@ e [ It @I ds < et @F +¢ [ 1 @IE, s

mas |u* (0)] < |ug|; pois se

[e.9]

Uy = E c;w"

=1

entao

o0
\U0’2 = Z ¢
=1

de acordo com o Teorema 2.18-(b) e

k
u® (0) = Pug = Z cw'
i=1
entao
k
)] =3
i=1
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Assim, (4.9) pode ser escrita como:

t
[ (1)) + / [a* )| ds < Juol* + ¢ NI ()20 =M. (4.10)

Logo, a seqiiéncia {uk’} > tem as seguintes propriedades:
{uk}k>1 é limitada por uma constante M, independente de k, em L (0,7T"; X),

ou seja:
|t (1)]F < M = u* € L®(0,T; X) . (4.11)

{uk }k>1 é limitada por uma constante M, independente de k, em L? (0,T; X!),

ou seja,
t
/ [u*||* dt < M = u* € L2 (0,T; X) . (4.12)
0

Portanto, existe uma seqiiéncia de {u*} _ ew e L?(0,T; X")NL> (0,T; X)

tal que quando k£ — oo, tem-se que:

uf — u fraco-* em L™ (0,T;X) , (4.13)

u* — u fracoem L*(0,T;X") . (4.14)

Passaremos, agora, para a demonstracao de que a seqiiéncia {uk} e €
limitada em N*?%(0,T; X) para algum s € [0,1].
Integrando (4.1) det a t + h, com t + h < T, temos:

/t h (%“k () ) s = / )0 - (B (1 (5) o (9) )] s
[T

Mas por X! «— X < X~ resulta que:
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(f (s),0) <WF )y [vl < el F ()]l llvll-

(b)
((u* (s),0)) < ealfu” ()] llv]-

(c)
(Bo (u* ()0 () ) < e (2] ) + [ ) el
pois por (3.2-vi):
(Bo (u,0) ,w) = (B (u,0) ) + (B (v) ) + (Ba () w)
e fazendo u = u* (s), v = u* (s) e w = v, encontramos
(Bo (u",u") ,v) = (B (u",u") ,v) + (Bi (u") ,0) + (B2 (u*) ,0)
e, por (3.2-vii), vem que:

1 1 1
< Ju* ()] | ()| | )| Mol + € fluxl [o]2
e [ (5)]7 [[ut||7 Jo]? o))
— ¢ |uk ()] ||t || 1ol + ¢ || ()] Jo] Jlo]|2
+ e |k (5)]7 [|ut (5)]|? o2 o]
e Ccomo

[k ()] < Nt ()] [ofF < Ny ullF e [u* ()]* < N Jut (s)]|7
obtemos:

<t ()| ol + ¢ [[ua* )] 1ol + ¢ [ ()] o]

< (2] )] + o ) el
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Utilizando os resultados (a), (b) e (c¢) acima em (4.15) chegamos na desi-

gualdade:
t+h
(Wh0)0) < [ [l G+ el @ ol ds

(w0 <cloll [ (1F @I+t @)+t (9)]) ds.

Para fazer uso do Lema 2.22, ver preliminares, tomamos v = u} () e,

assim:

Ju ()] < e]luf )] / (I1F (M1 + [ )| + [ (9)]F) s (4.16)

observemos que

g(s) = If ()_y + [|u® ()] + [Ju* ()] .

onde g (s) € L' (0,T), pois:

/OT 19(5)] ds:/0T||f(s)||_1 ds+/0THuk ol ds+/DT||u’f )| ds.

por Holder, preliminar 2.6, temos que:

/OTHf<s>H1-1d3§ (/OTHHs)H% d8>% </OT12dS>% N
/OT el (/OT e s)]° ds); (/OT 12 ds)é <o

e por (4.10) tem-se

/0 |a* ()|[* ds < M.
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Assim, integrando (4.16) de 0 a T' — h, temos

/OH o () at < /OM (c”uk ol /t”hg(s) ds) i

consequiéntemente, temos as condigoes do Lema 2.22; o que implica em

!uk(t)‘ )ScHuk <c-M,

1
2
N%’2(O,T;X (t) ||L2(0,T;X1)

pela estimativa (4.10) . Ou seja:

u (t) € Ni? (0,75 X) uniformemente em k.

Assim, estamos nas hipoteses do Teorema de Compacidade de J. Simon,
preliminar 2.24. Logo, por (iv) deste teorema implica que existe uma sub-

seqiiéncia de (uk (t)), representada também por (uk), tal que:

u® — u forte em L?(0,T; X). (4.17)

4.3 Passagem ao Limite

Uma vez obtida a solugao aproximada em [0,7"), resta-nos nesta se¢ao obter
o limite destas solucoes e provar que este limite é a solu¢ao mencionada no
enunciado do Teorema 1.

Supondo 7 (t) € C* ([0,T]) com suporte compacto contido em [0,T'), fa-
zendo em (4.1) v = r (t) w’ (z), com ¢ < k, pois v ¢ uma combinagao linear

em V}, temos:

(%uk (1), w' ([E)) r(t) + ((uk (t),w’ (:B))) r(t) + (BO (uk (t),uk (t)) L w' (:)3)) r(t)

= (f (), w' (@) r(t) .

Para fazermos a extensao sobre [0, T, integramos a equagao acima:

/ ) (L0 @) r 0+ (0.0 @) 0
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+ (Bo (uk (t),u” (t)) LW (.CE)) r (t)] dt = /0 (f (t),w' (a:)) r(t) dt
/0 (%uk (t),w' (:U)> r(t) dt +/0 ((u" (t),w" () r(t) dt

+/0 (Bo (u” (t),u" (1)) ,w' (z)) r () dt = /0 (f (), w' (x)r(t) dt

e resolvendo por partes a primeira integral, obtemos:

{ [(u* (2) 0 (@) 7 (8)] ) — /0 ' (uk (t),w () 7 (1) dt}

+/0 ((u* (t),w' (2))) r(t) dt + /0 (Bo (u* (t) ,u" (1)) ,w' () r (t) dt

+/0 ((u* (t),w' (z))) r(t) dt + /0 (Bo (u* (t),u" (1)) , 0" (z)) r (t) dt

:/0 (F (8) ' (2)) (1) dt

e como () = 0, pois r (¢) tem suporte compacto em [0, T), temos:
[t as [ 0w @) o a
+ /OT (Bo (u” (t),u" (1)) ,w" (z)) r (t) dt
_ /OT (f (1) w0 (@) 7 (8) dt + (u* (0), ' (2))  (0) . (4.18)

Agora, passaremos o limite, quando k — oo, para cada uma das integrais

em (4.18):
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—/0 (u* (1), () 7 (1) dt—>—/0 (u(t), w (2)) o (¢) dt

Assim:

/OT (u (£) ,w () 7/ (t) dt — /T (u (t),w (2)) 7' (£) dt‘

/0 (uk (t) —u(t),w (ZL‘)) ' (t) dt| < /0 |(uk (t) —u(t),w' ($))| v’ ()| dt,

mas como r (t) € C'([0,7T]) entao existe méximo de |’ (t)| pelo Co-

rolario de Weierstrass, preliminar 2.10, e dai vem que:

< max |r'(t)\/0 [ () — w(t) ' ()] dt

T 0<t<T

pela desigualdade de Schwarz, preliminar 2.4,

< M/O [k () — u (1) o ()]

por Holder, preliminar 2.6,

gM(/OT\u’f(t)—u(t)fdt)é (/OT\wi(@f dt)élH—O;(),

pois como em (4.17), |[u* (t) — u (¢)| — 0 em L?(0,T; X).

Logo:

—/O (u* (1), () 7 (1) dt—>—/0 (u(8), w (2)) (1) dt

/0 ((ulC (t),w’ (:E)))r(t) dt—>/0 ((u(t),wi (:v)))r(t) dt

Assim:

/0 ((uk(t),wl($))>’r(t) dt—/o ((u(t),wl(ﬁ)»’l“(t) dt
< [t O w0 @I 0] e,
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mas como 7 (t) € C* ([0, T1]), entdo existe méximo de ||’ (¢)||, preliminar

2.10, e dai vem que:

< max 1’ (t)/o ¥ () = u (t), w' (z)]] dt,

0<t<T

pela desigualdade de Schwarz, preliminar 2.4,

< M/O la (8) = w @) || (2)]] dt

por Holder, preliminar 2.6,

ot ([ vt ) ([ o) = o

pois por X' < X e (4.17), tem-se ||[u* (t) — u (t)|| — Oem L2 (0,T; X).

Logo:

/0((u’“<t>,w"<x>))r(t) dt—>/0 ((u(t),w' () r(t) dt.

Assim:
[ (Peto, ') (0) — (o, w') 7 (0)] = | (Prtia — o, ') 7 (0)
< |(Pruo — g, w") | |1 (0)]
e pela desigualdade de Schwarz, preliminar 2.4, obtemos
< |Pyuo — ol [w’| |r (0)] — 0,

onde |Pyug — ug| — 0, com k — 00; pois a projegao ortogonal em
Vi de ug é u¥ (0), ou seja, Py (up) = u* (0) e pelo Teorema 2.18, veja

preliminares, tem-se que

klim u” (0) = up em X .
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Logo:

(u* (0),w") (0) = (Pyuo,w") 7 (0) — (ug, w") r (0) .

42
T

/0 (Bo (u* () ,u* (1)) ;0" (2)) 7 (t) dt — (Bo (u(t),u(t);w (z))r(t) dt

0

Assim, temos:

=| [ 160 () 0) st @0) (B o)) @) )

/\Bo (0 s (2)) — (Bo (u(t) u (1) s’ ()] r (1) di

Mas pela propriedade (3.2-vi) sobre os operadores B, By, B; e By,

temos:

(Bo (u" (t),u" (1)) ;0" (z)) = (B (u" (1), u" (1) ;0" (z))
+ (B1 (uk (t)) ' (9(:)) + (Bg (uk (t)) S (:c)) ,

e, assim, obtemos:

/ (8 0 (@) + (B (o (1) 10 (@) + (B (6 (1) 0 (2)
(u(®),u(®) v’ <x>) — (B (u(0) 1w (1)) — (B (u (1)) 0 ()] 7 ()]
/ (B B @)r@ld
+/0 (By (u* (1)) — By (u(t)) ;0 (z)) 7 (1)] dt (1)
+ /0 T|(32 (u* (1)) = By (u (1) ;w' (x)) r (t)] dt (I11)
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Vamos mostrar (I), somando e subtraindo (B (u(t),u* (1)) ;w' (z)), te-

1mMos

(D) :/0 [[(B (u* (8),u" (1) 50" (2)) = (B (u(t),u(t));w' (x))
+ (B (u(t),u* (1) ;v (2) = (B (u(t),u" (1) ;v (2))] r ()| dt

= 1008 ) =0 w0 s @)+ (B 00 0) =) 0 @) 0]
< 108 0 =) @) 0! @) 0]

# [ 1B @0 - @) @) o] a,

fazendo uso das condices (3.2-1) e (3.2-vii(a)), obtemos:

</ Cefu 0 = u ) ot 0 - w 0] ot O] [ @) o @1 0]

[ el ot @ 1=l =l ] 0]

Mas sabe-se por (4.10) que |u* (t)| < |[ut (t)” < ¢; pois u* (t) é limitada

em L™ (0,7;X) e, entdo escrevemos

< [ el = u @ ot O = u ]t O] 1) ar

por Holder, preliminar 2.6,

) E</0T Sl dt)i (/OT &) —w @ d’t)i (/OT lu* (&)1 dt)i
([rora).

onde
/OHU’“(lt)—u(t)H2 dt e /0 ¥ )] dt
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sao limitadas, pois
uf — u fraco em L? (O,T;Xl)

por (4.14), ou seja, sao limitadas pela proposigao 2.17 dos preliminares.

Ainda, notemos que

T T
/ (1) dt < max |1 (t)|4/ dt
0 0

Too<t<T

pois 7 (t) € C* ([0, T7]), veja preliminar 2.10.

Assim:
T ) i
<7 (/ |u® (t) —u(t)] dt) — 0,
0 — 00
pois por (4.17) resulta que
u* — u forte em L?(0,7,X) .
Para mostrarmos (II), vamos considerar a condigao (3.2-vii(a)), entao
T T
(I1) :/0 |(B1 (u* (8) = u(t) sw' (2)) 7 (8)] dt < /O [(B1 (u* (t) = u () sw' (2))] Ir (t)] dt
T 1 . 1
<ar [l 0= u@l o' @ o' @I 0] d

([ er-anta)! ([ ) (o
([ wor dz)i |

E como
T 2
/0 [a (8) = w ()| dt
¢ limitada, pois
u¥ — u fraco em L?(0,7T;X)
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por (4.14), ou seja, sdo limitadas pela proposicao 2.17 dos preliminares,

também sabe-se que

T T
/ Ir (t)|* dt < max |r’ (t)y/ dt
0 0

0<t<T

pois 7 (t) € C' ([0, T]) e usando 2.10 dos preliminares. Logo,

k—o0

§’52/0 ¥ (&) = u(t)|* dt — 0.

Agora, mostraremos (III), fazendo uso da condicao (3.2-vii(b)), entao:

(III) = /0 | By ((u* (t) —u(t)) ;w' () r(t)| dt < /0 |(Bz (u* (t) —u(t)) ;0 (x))] |r ()] dt

< / [ (£) — u ()] ||t (&) — w @) |0 @)]? [Jw’ @)])? r ()] dt

0

< (/OTW () —u () dt)i (/OTHuk () —u ()| dt)i (/OT\wi (@) dt>
([ 1ot a) ([ etonar)

Mas como

PN

T
/0 b (8) —w ()|| dt
¢ limitada, pois
ub —u fraco em L?(0,7T;X)

por (4.14), ou seja, sao limitadas pela proposi¢ao, preliminar 2.17, também

sabe-se que

T T
/ lr (¢)] *dt < max|r’ (t)y/ dt,
0 0

pois r (t) € C' ([0, T]) e usando 2.10 dos preliminares.

Assim:

T i
< ¢3 (/ |uk(t)—u(t)|2 dt) k—>0,
0 -



pois por (4.17):
u — u forte em L?(0,T;X) .
Logo, concluimos a prova de que
/0 (Bo (u (t),u" (1)) ;0" (z)) r (t) dt — /0 (Bo (u(t),u(t);w (z))r(t) dt.
Agora, fazendo k — oo em (4.18), temos:
- /0 (u(t),w () r' (t) dt + /0 ((u(t),w' () r(t) dt
+ /0 (Bo (u(t),u(t)) ' (z))r(t) dt
— (o’ (&) 7 (0) + / (f (1) (@) r (1) dt (4.19)
ou, ainda, podemos escrever (4.19) na forma:
/0 (%u (t),w' (:L')) r(t) dt + /0 ((w(t),u(t))r(t) dt
+ /0 (Bg (u(t),u(t);w (x)) r(t) dt
_ /0 (F (6) w0 () r (1) dt. (4.20)
onde w' (z) € Vi er(t) € C* ([0,T], X).
Supondo que v (t,z) = r (t)w' (z) € C* ([0,T],X)NC([0,T], X1).

As fungoes v deste tipo sdo densas em C' ([0,7],X) e C'([0,T], X");

isto é, as combinagoes lineares finitas de termos do tipo r (£) w' (x) e, assim,

(Z a1 (t) w' (x))

aproximam fungoes de C* ([0,7],X)NC* ([0,T],X").

Logo, podemos escrever (4.20) da seguinte maneira:

/OT (%u(ﬂw) dt+/0T((u(t),v)) dt+/0TBo(u(t),U) i

:/T(f(t),v) dt, Yve ' ([0,7],X)nC" ([0, T],X") . (4.21)

45



E, assim, a igualdade (3.1) é obtida de (4.21) e a igualdade (3.2) é resul-

tante de
(u* (0),w" (z)) 7 (0) = (Pyuo, w' (z)) r (0) — (ug,w’ (x)) 7 (0) = (uo,v (0, z)) .

Finalmente, concluimos que o problema (3.1)-(3.2) possui pelo menos

uma solucao fraca u nas hipéteses do Teorema 1.

4.4 Alguns Exemplos

Nesta secao apresentaremos alguns exemplos de equacoes diferenciais parciais
conhecidas que se enquandram no formato geral proposto.

Exemplo 1: Equagoes do Calor.
uy— Au=f em
u(z,0) =wuy(z) z€Q (*)

u|aQ =0

neste caso a formulacio fraca é achar u (t) com valores em H} () tal que:

% (u,0) + (Vu, Vo) = (f,0) Vo € H} ()
u (0) = ug

Assim B=0; B =B, =0.

Aqui A= —A; X! = H} (Q); 2 = L? () . De acordo com o Teorema 1 da
pagina 701 de EVANS [4], existe uma base ortonormal (wy) de L? (Q2), onde
wg € HY () tal que

—Awy, = \yw,, em €

eonde 0 < Ay < X\ <...e A\ — oo quando k — oc.
Assim o Teorema 1 garante que Yug € L* (Q) e Vf € L* (0,T; H* (Q)) o

problema (%) tem uma solugao fraca.
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Exemplo 2: Sistema de equagoes de Burgers.
u+u-Vu—pAu=f em
u(z,0) =wuy(z) z€Q
U‘ag =0

neste caso a formulagao fraca é achar u (t) com valores em H} tal que

d

E(u,v)jt(u-Vu;v)%—u(Vu,Vv) = (f,v) Yve H}(Q)
u (0) = ug

Assim B = By =0; z = L*(Q); X' = H} (Q)

A:H' — H!

ur— Au: H} — R

v +— (Vu, Vo)

B:H} x HY — H™!
(u;v) — B(u,v): Hj — R

w +— (B (u,v) ;w)

onde

Os operadores A e B satisfazem as condigoes exigidas e assim podemos
garantir que para f € L?(0,T; H ' (Q)) e up € L* () existe uma solugao
para a equagao de Burgers u € L? (0, T; H} (Q)) N L> (0,T; L?* (2)) .

Exemplo 3: Sistema de equacoes de Navier-Stokes

ug+u-Vu—pAu+Vp=f em €
u(x,0) =uy(r) €

u|39 = 0

47



Aqui a formulagao fraca é achar u (¢) com valoresem V = {u € Hy (Q) : divu =0}

satisfazendo:

%(u,v)+(u-Vu;v)+u(Vu,Vv) = (f,v) Yve Hy ()

u (0) = ug

Neste caso

X=H={uel*(Q):divu=0; u- "lpo =0}

X'=V={ueHQ): divu=0}

B, =B, =0.

B:V xV — V' é continua conforme TEMAM [25] Lema 1.1 da pagina
161.

B admite extensdes continuas B: HxV — V' e B:V x H — V' pois
V C H é denso.

Portanto de acordo com o Teorema 1 obtemos que o sistema de equagoes
de Navier-Stokes admite uma solugao fraca em L? (0,7;V) N L*>(0,T; H)
quando f € L*(0,7,V’) e uy € H. confirmando o resultado classico em

TEMAM [25] na pagina 282 (Teorema 3.1).
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CAPITULO 5

A PROPRIEDADE DE
PERIODICIDADE DAS
SOLUCOES FRACAS

Neste capitulo, a partir dos resultados obtidos através do Teorema 1, estabe-
leceremos resultados de existéncia de solugoes fracas com a propriedade de

reproducao, ou seja, nocao que generaliza a periodicidade destas solucoes.

Teorema 2 Se ||Bs||, < 1, entdo para toda f € L*(0,T; X 1) existe uma

solugao fraca de (3.1)-(3.2) que tem a sequinte propriedade de reproducao:
u(0,2) =u(T,x) .

Demonstragao:

Sendo X' — X, existe ¢; > 0 tal que |u* (zf)‘2 < C|uk(t) }2, onde C' =

© . Dai obtemos que ¢y |u* (t)‘2 < cl[uf (t)”2 e, utilizando esta desigualdade
€1

em (4.8), temos:

C k@ v |t @] < 1 DI,
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ou equivalente a

d
St @) < et ir P,
pois
d c1 k 2 ¢ k 2 d k 2
£<6 "t (t)] > = e (01 |u® (¢)| +E‘u )| ) :
Integrando de 0 a T" a desigualdade acima, obtemos:
2 g 2
it @ < [ )+ e I, d. (5.1)
0
Agora, vamos definir a aplicacdo L* : [0, 7] — R* na forma:

Lk (t) = (Clk (t) , Cok (t) y eeey CEE (t)) )

onde ¢, (t), i = 1,..., k sdo coeficientes de expansio de u* (), para

Observamos que

125 O] = [u* ()

, (5.2)

pois escolhemos a base espectral {w'} ortogonal em X.

Definindo a aplicacao

*: RF — RF
LSH@(LS) = L*(T) ,

onde L* (t) corresponde a solugao do problema (3.1)-(3.2) com valor inicial

Lk, ou seja:
L =L"(0) = (c1x (0) , ..., cxr (0))
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A aplicacdo ®* é continua, pois a solucdo do sistema de E.D.O. (4.3)
varia continuamente em relacao aos dados iniciais e parametros conforme o
Teorema 2.8 (de variacao de solugoes de uma E.D.O. em relagao aos dados
. « e . A t 1. . E . d d @k t
iniciais e parametros), ver preliminar. E ainda, devemos provar que em
um ponto fixo. Para isto, é suficiente provar que para qualquer A € [0, 1], a

possivel solucao da equacio
Li (N) = 20" (L§ (M) (5.3)

¢ limitada independente de A.
Sabendo que L§ (0) = 0, por (5.3) basta provar isto para A € (0,1]. Neste

caso, observamos que (5.3) é equivalente a

@ (5 (V) = 12§ (V)

e, pela definicao de ®F e por (5.2), ou seja,
1
o (1) = @ (25 () = 125 (V)

e u¥ (0) = Lk ()\), temos que a desigualdade (5.1) implica que:

1 2

L6

eclt

T
=IO+ 20 [ e T @ e,

R

onde

T T
| et @l ar< [ em s @l de
0 0

E, assim, podemos escrever que:

k 2 661T ! g al 2
HLO O\)HR;« BYE —-1) <20 ; e () dt

Considerando que:

T

1
0<A<l=—=—->1—= > el

A A

e
A2

1T
> eclT

1
0<A2§1:>ﬁ21:>
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e, dai surge a desigualdade

QClT

)\2

—1>eT —1>0,
também ocorre que:

25 0l (G = 1) 2 IS OOl (7 - 1)
Portanto, dai temos

T
\MMM%AéJ—US2UK:ﬁTW@M§1ﬁ

a qual implica em

/Tcl
20 [y eI Ol dt

eal — 1 ’

126 V) e <

onde X € (0,1]. Esta limitagao é independente de A € [0, 1] e, portanto, ®F
tem um ponto fixo L (1) pelo teorema de Ponto Fixo de Schaefer, preliminar
2.15, satisfazendo a mesma limitagao em (4.10) . Ou seja, isto corresponde a
existéncia de uma solugao u} () de (4.1)-(4.2) onde uf (0) = ul (T), isto ¢,

uma solucao periédica aproximada em R*. Além disso,
k()] = || ZE (D)%, < M
P 0 Rk — ’

o qual é também independente de k.

Logo, os argumentos utilizados na prova do Teorema 1 podem ser repe-
tidos para as solucoes aproximadas u’; (t) e, isto nos fornece exatamente os
mesmos tipos de estimativas uniformemente em k para elas e, ainda, a con-
vergéncia de uma subseqiiéncia para a solucao u, de (3.1)-(3.2) satisfazendo
a propriedade de reproducao u (0,x) = u (T, x) . Desta maneira, fica provado

o Teorema 2.
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CAPITULO 6

A EXISTENCIA E
UNICIDADE DE SOLUCAO
FRACA

Nesta etapa do trabalho vamos demonstrar dois lemas e impor as hipdteses
(3.2-vii) sobre os operadores envolvidos no problema fraco de Cauchy e desta

maneira demonstraremos a unicidade de solugoes fracas.

Teorema 3 Se os operadores B, By e By satisfazem as condigioes (3.2-i) a
(3.2-vi1), entdo para todo ug € X e para toda f € L*(0,T; X~ ') existe uma

unica solugdo fraca para o problema de Cauchy (3.1)-(3.2).

Antes de provarmos este teorema, vamos demonstrar os dois lemas se-

guintes.
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6.1 1° Lema

Sob as hipoteses do Teorema 3, tem-se que
uy (t) € L* (0,7, X71Y) .
Demonstracao:
E suficiente mostrar que

T
FOI . dt<e, Veik=1,2,..;
0 1

onde ¢ > 0 é independente de k. Observamos que Py : X — Vj, e desde que

X' < X e V, — X, podemos considerar P, como um operador continuo
de X! em X!, pois:
P,: X! —V,cX!

v — Pu

1wl < cl[Prolly, < ¢ fof " [lo]] .

Consequentemente o seu adjunto P} ¢ também linear e continuo de X
em X! e ele estd definido por
Pl X — X!
LA <P]:U,U}> = <Uapkw>7

Vo e X1 vw e X e ||[P| <[Pl <1, pois

I1P¢ll = sup [|Pfv]_y = sup (Sup I(PZv,w>|)

lloll - <1 lollZ1 <1\ JlwlI<1

= sup sup (v, Pyw)
ol -y <1 \ Jlwll<1

< sup (Sup ||v||_1||Pkw||>

[vll -1 <1 \ Jlwll<1

< sup [|Pwll = [[Bxl ,
lwll<1
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mas || Pyw|| < ||w|| entao

[Pkl = sup |[Prw]] < sup [Jw]] < 1.
[lwl|<1

Por outro lado, a equacdo (4.1) pode ser escrita na forma:
(u,v) = (f,v) = (Bo (u*,u*) ,v) = (Au*,0) , Vv eV,
tomando v = Pyw, w € X!, tem-se:
(Ppub.w) = (B (f — Bo (v uF) , Au¥) w) |

como os w' sao autofuncoes do operador A, temos que eles sao invariantes
por Py e P}, conseqiientemente P (w') = w’. Ou seja: Py (w') = w', pois

w' €V e
<P,:wi,v> = <wi,ka> = <wi,v> ,

onde X! ¢ X ~ X' c X'ewv €V, dai vem que se w' € X' entdao w' € X1,
Logo: (Pf(w') —w',v) = 0, Yo € Vj, implica em Pfw’ = w', para

w' € V..

Desta forma, obtemos (uf, w) que define um funcional linear em X1, isto

é, um elemento de X!, tal que:
(uf, w) = (P; (f — By (uF, u?) — AuP) jw) | vw e X',
ou equivalentemente,
uy = Py (f — By (u",u¥) — Au*) em X',
Assim, podemos escrever
]y = 1175 ( = Bo (", ") — Au?)

Iy
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e, como P} é continuo de X~ em X!, temos
<c||f = Bo (u*,u¥) — AuF||_, .

Ou ainda, vem que

oy < e (U A+ 1B ()], )

Elevando ao quadrado a desigualdade anterior:

[ e (e e W Y T I

e aplicando a desigualdade elementar 2.3 dos preliminares, obtemos:
[uf]”, < 3ell£12, + 3¢ || Auk||, + 3¢ || Bo (u*, ub) |, -

Integrando esta ultima desigualdade de 0 a 7', temos

T 2 T , T o T R
/0||ut||1 dtgc/o 1712, dt+c/0 | 4ut|?, dt+c/0 1Bo (ub, a2, dt.
(6.1)

Agora, vamos estimar o lado direito da desigualdade acima. Inicialmente,

mostraremos que

T 2 T 2
|l ae< [t o< o
0 0

Sendo X* com dominio D (A%) um espaco de Hilbert com produto in-

terno (u,v), = (A%u, A%v) . E definindo

A% D(AY) — X

u— Au.

Para A® continuo, entdo |A%u| < c|lul|,, .

Fazendo v = u, temos:
lully, = [A%u] |
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o que implica em !A%u| = ||lul|,, tomando a = 1, ocorre que ‘A%u‘ = |Ju| .

Assim:

<A%uk (t) ,A%v> <c ‘A%uk (t)’ ‘A%v

e Auf (t) € X, pois u* (t) € V; — X! — X.

Entao Au” (t) define um elemento de X!, tal que para v € X!, temos

<Auk (t) ,U> = (Auk (t) ,U)
<A%u’f (1) ,A%v> - (A%uk (t) ,A%v) .

Assim, aplicando Cauchy-Schwarz, preliminar 2.4,

(A%uk (1) ,A%v) < ‘A%uk (t)‘ ’A%v

ou, ainda:
(At (), Aoy < [l @) o] -
Conseqlientemente:

sup <A%ulc (t),A%v> = sup ||u* @)] o]l <|[u* @),

llv]|<1 [lv]| <1
pois |jv]]; < 1.

Logo:

<sup (Abt <t>,A%v>) < [Ju* (1)

[oll<1

Da tltima desigualdade e pela estimativa (4.10) concluimos que:

/OTHAuk |7, dt < /OT (iugl <A%uk: (t),A%v>) dt
< /OT [t (8)|| dt < M. (6.2)
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Temos, também que fazer a estimativa do termo nao linear da desigual-

dade (6.1).

Aplicando as propriedades (3.2-vi) e (3.2-vii) em (6.1):

[ Bt .t @), a

Mas considerando que:

pois [u* ()] < ¢||u

: ||L°°(0,T;X)

2
>ﬁ

2
1 1 1 1
<mww@mewﬁ(w

T
. quw@wﬁmﬁ
0 lvll<1

T
+03/ sup |uk
0 lvll<1

(6.3)

(Ju* O] [l O 1) < o O e o o 1 O (6.4)
e ol <1

(Il @) ol o) < [l ] (6.5)

pois [v|7 < ¢l e |jv]| < 1.
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(ju Ol @12 ol 1) < (o Ol ey I 1)
- Huk (t)”LOO(O,T;X) Huk (t)H ’ (6.6)

1

1
pois |u* ()]? < ||u o> < cllvfl e vl <1.

6 ()2 1
De (6.4), (6.5)

k
e (6.6) aplicados em (6.3), concluimos que

< [[u" O] oy Jo 14E O dt+eo [ Juk (0)]° dt

v (6.7)
+cs Huk (t)HLOO(O,T;X) fo Huk (t)H dt < M

o que fica garantido pela estimativa (4.10). E sabemos, por hipdtese, que
f@)el?0,T,X1).

Portanto, provamos que
uy (t) € L* (0,T; X71)

uniformemente em k.

6.2 2° Lema
Sob as hipoteses do Teorema 3, temos
1
Db (1) € L2(0,T; X) ; Vo, 0< a < 3

Demonstragao:

Integrando a igualdade (4.1) de 0 a t + h < T, obtemos:

t+h t+h t+h
/t (uf(T),v) dT—l—/t ((Uk(T),U)) dT:/t (f(1),v)dr
— /t (BO (uk (1), uf (T)) ;v) dr
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ou, similarmente:

mas ja sabemos que:

t+h
/t (uftc (T),v) dr = (uk (t+h),v) — (uk (t),v)

= (u* (t+h) —u" (1), 0) = (u (1) ,v) (6.9)
(f (), 0) <[ fF Oy ol <ellf (DI vl (6.10)
(v (1),v)) <e Huk (T)H vl , (6.11)

(Bo (u* (1) ,u" (7)) ;v) < [|Bo (u* (1) ,u* (7)) H4 lv| < ¢||Bo (u* (7),u* (7)) ]| o] -
(6.12)

Utilizando as desigualdades (6.9) a (6.12) em (6.8), temos:
k e k k k
(b .0) < e [ (1 Ol + [t )+ B0 (), ()|, ) el
t+h
< c||v||/t g(r) dr, (6.13)

definindo g (r) = || f (P)]|_, + [|u* (7)|| + || Bo (u* (7) ,u* (7)), -

Assim, tomando v = uf (¢) e integrando de 0 a T" em (6.13), obtemos:

/OTM ()| 2 dt < C/OT (Huk (t)H/tth(T) dT) dt (6.14)

Agora, considerando que

¢ (1) = (17 @Iy + [ O + 1B (o (7), e ()]],)
<3 (IlF OI2, + [l DI + [0 (0 () ()],
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e integrando de 0 a T" a desigualdade anterior:

/O g (1) dr§3/0 If (DI, d7'+3/0 |t | dr
+3/0 ||Bo (uk (1), u" (T))H2_1 dr, (6.15)

onde:

/0 1 (P, < oo, (6.16)

pois por hipétese f € L?(0,T; X7!) .

/O o ()| dr < oo, (6.17)

pela desigualdade (4.10) .

/O 1Bo (u (r) ,u* (1))]7, dr < o0, (6.18)

pois na prova do Lema 6.1 em (6.7) concluimos também que | Bo (u* (7)), u™ (7)) ]|_, €
L2(0,T).

Logo, por (6.16), (6.17) e (6.18) em (6.15) obtemos que g (7) € L? (0, 7).

Desta maneira, a desigualdade (6.14) estd nas condigdes do Lema 2.22(B)

dos preliminares, donde temos que

‘uk (t)|N572(07T;X) <c Huk (t)HL2(0,T;X1) < E’

pois sabemos que u”* (t) € L*(0,T; X') por (4.12).

E, assim, aplicando a proposicao dos preliminares 2.23, com s =

N | —

B = X, temos:
N22(0,T; X) — H*(0,T; X)

1
entdao DfuP € L*(0,T; X); Vo, 0 < a < 5"

Portanto, concluimos a prova do 2° Lema.
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6.3 Demonstracao do Teorema 3

Sejam u e v duas solugdes do problema (3.1)-(3.2) e consideremos w = u — v
dentro das hipoteses do Teorema 1.

Assim, para v € L? (0, T; X') N L>* (0,T; X), decorre:

ur + Au+ B (u,u) + By (u) + By (u) = f

u(0) = uy.
E, também, para v € L? (0,T; X') N L* (0,T; X), resulta:

v+ Av+ B (v,v) + By (v) + By (v) = f
v (0) = vy.
Efetuando a subtracao entre as equagoes acima, obtemos:
(ug —vy) + A(u—v) 4+ B (u,u) — B(v,v) + By (u—v) — By (u—v) =0
w(0) =0.

Agora, considerando que w satisfaz a equagao anterior, temos o seguinte

resultado:

wy + Aw + B (u,u) — B (v,v) + By (w) + By (w) =0 (6.19)

w(0)=0. (6.20)
Mas sabendo que:

B (w,v) — B (u,w) = B(u—v,v) + B (u,u —v)
= B (u,v) — B (v,v) + B (u,u) — B (u,v)

= B (u,u) — B (v,v) .
Dai, equivalentemente, podemos escrever a equagao (6.19) na forma:

wy + Aw = — By (w) — By (w) — B (u,w) — B (w,v) . (6.21)
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Multiplicando a equagao acima por w, chegamos em

(wtaw) + (Aw7w) == (Bl (w) 7w) - (BQ (w) ’w> - (B (u7w) 7w) - (B (wvv) 7w) :
(6.22)

Levando em consideracao os seguintes resultados:
(By (w),w) = (B (u,w),w) =0,
pelas propriedades (3.2-iii) e (3.2-v);
(Aw,w) = (Abw, Abw) = ((w,w)) = [lw]* |
pela definicao de produto interno em um espaco de Hilbert X1;
B2 (), w| < clwl [lw]| < e [w]” +nlwl|

por (3.2-vii(b)) e pela desigualdade de Cauchy com &, preliminar 2.2, para
£

2 2 2
(B (w,w), w)| = |B (w,w),v] < clw|w] o]} < ¢ [w]™[[o]" +n fw]™

por (3.2-iii), (3.2-vii(b)) e pela desigualdade de Cauchy com &, preliminar
2.2.
Integrando em 2 a equagao (6.22) e substituindo os tltimos resultados

encontrados, temos:

Ld 2 2 2 2 2 2 2
577 [ OF +w @O < eafwl” +nllw]” + eafwl™ lv @O +n o™,

(6.23)

mas considerando que:

calwl” +nflwl® + e wl” v O +nllwl® = o o @)1 (1+ [0 @) + 20w @)
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1
e tomando n = 7 em (6.23), podemos reescrever a desigualdade (6.23) na

forma:
L @ + 5w (O] < el () (1 -+ ol
ClwOF + @ <alw@F 0+ l@OF) . (©624)

Integrando de 0 a ¢ a ultima desigualdade:

td t
[ Gl s [ uel ds<c1/ w ()P (1+ o (s)I) ds
0 0

chegamos em

wOF =l OF + [ w@l? ds <a [ wEP 0+ eI b

e como w (0) = 0, obtemos:

t)|2+/0 ||w (s)]] ds<cl/ lw (s 1+||U( )||2) ds

mas
¢
| ) ds=o
0
e, resulta:
w (1) </ w () (1+ [l (5)|) ds. (6.25)
Utilizando o Lema de Gronwall, preliminar 2.9, onde u (s) = |w (s)|” e

v(s)=ci (14 |lv(s)|’) € L' (0,T), entdo

o <0-e ([ a1+ o) ds) =0

64



Assim:
lw(@)* =0 = w(t) =0, Vte[0,T],

resultando que u = v.
Portanto, concluimos a prova da unicidade de solucdo para o problema

de Cauchy (3.1)-(3.2).
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CAPITULO 7

CONCLUSAO E SUGESTOES
PARA TRABALHOS
FUTUROS

O objetivo deste trabalho foi o de dar uma formulacao variacional para certos
tipos importantes de equacoes diferenciais parciais nao lineares de evolugao
cuja formulacao inclui casos particulares de equagoes classicas (sistemas de
equagoes de Navier-Stokes e sistemas de equacoes de Boussinesq, por exem-
plo) e apresentar resultados de existéncia e unicidade de solugoes fracas para
este problema.

Nos preliminares apresentamos alguns resultados cléssicos utilizados nas
equagoes diferenciais parciais, fundamentalmente apresentamos um lema que
permitiu garantir as estimativas em espacos de Nikol’skii, o que tornou
possfvel a aplicacao de um teorema de compacidade do tipo de J. Simon.
Assim, foi possivel resolver uma das maiores dificuldades do trabalho que é
o fortalecimento das convergéncias na aplicacao do método de Galerkin para

determinar a existéncia de solugoes fracas.
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Provamos, também, que estas solugoes fracas apresentam num certo sen-
tido uma propriedade de periodicidade.

Na etapa final, foram impostas algumas hipdteses adicionais sobre os
operadores e provados dois lemas (Lema 6.1 e 6.2) e assim foi possivel obter
a unicidade das solugoes fracas.

Desta maneira, apresentamos o uso do método de Galerkin para uma
classe geral das equacgoes diferenciais parciais que inclui diversas equacoes
classicas na teoria de fluidos.

Entre as possiveis sugestdes para trabalhos futuros temos:

— O uso do método de Galerkin em espacos de Nikol’skii para a equacao
de Navier-Stokes em dominios nao cilindricos.

— Uso do método de Galerkin em espacos de Nikol’skii para as equacoes
que nao se enquadram no tipo geral proposto.

— Estudar as questoes relativas a decaimento das solucoes fracas, como
a regularidade e outras, para a classe de equagoes proposta neste trabalho.

— Estudar questoes relativas a existéncia e unicidade de solucao para as
equagoes que se enquadram no tipo geral proposto neste trabalho utilizando

a teoria de semigrupos em espacgos de Nikol’skii.
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