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RESUMO

O presente trabalho teve como objetivo analisar se uma estratégia de ensino
baseada em situacBes-problema contribui para a aprendizagem da Andlise
Combinatoria pelos alunos da Educacdo de Jovens e Adultos. A sequéncia de
ensino elaborada e implementada procurou abordar atividades que evocassem 0
cotidiano dos alunos e ndo dependessem de formulas previamente estudadas. A
ordem em que as atividades foram propostas visou a formalizacdo do principio
multiplicativo, como recurso a ser utilizado na resolucdo de problemas de contagem.
A pesquisa foi desenvolvida sob a 6tica de um estudo de caso, junto a uma turma de
alunos dos cursos PROEJA Agroindustria e PROEJA Informatica do Instituto Federal
Farroupilha — Campus Alegrete, e teve como aportes tedricos a teoria do
desenvolvimento cognitivo de Piaget e a teoria dos campos conceituais de
Vergnaud, os quais nos forneceram subsidios para a compreensdo do
desenvolvimento do raciocinio combinatorio e, das dificuldades apresentadas pelos
alunos. O trabalho mostrou que é possivel a aprendizagem de contetdos de Analise
Combinatéria pelos alunos do PROEJA, através da implementacdo de uma
sequéncia de ensino baseada na resolugdo de problemas, frente aos quais 0s
alunos construiram diferentes estratégias de resolucdo que favoreceram o

desenvolvimento do seu raciocinio combinatorio.

Palavras-chaves: Analise Combinatéria, principio multiplicativo, PROEJA,

Pensamento Formal, Campos Conceituais.



ABSTRACT

The present research aimed at analyzing to what extent a teaching strategy based on
contextualized problems contributes to the learning of the Combinatorial Analysis by
students from Education for Young Adults and Adults (Educacdo de Jovens e
Adultos — EJA). The teaching sequence developed and implemented comprehended
activities which evoked students’ everyday life and were not dependent on previously
studied formulas. The order in which the activities were proposed aimed the
formalization of the multiplication principle as a resource to be used in the resolution
of counting problems. The research was developed based on a case study, in a class
of the National Program for integrating the Professional Education with Basic
Education in the Education for Young Adults and Adults (Programa Nacional de
Integracdo da Educacdo Profissional com a Educacdo Basica na modalidade de
Educacdo de Jovens e Adultos — PROEJA) from the Food Technology course and
the Information technology course of the Farroupilha Federal Institute in the Campus
Alegrete and had as theoretical basis the theory of cognitive development by Piaget
and the theory of conceptual fields by Vergnaud, which offer groundings for
understanding the development of combinatorial thinking and the difficulties
presented by the students. This analysis showed that learning of Combinatorial
Analysis is possible for the PROEJA students, through the implementation of a
teaching sequence based on the resolution of problems, against which the students
built different resolution strategies favoring the development of their combinatorial

thinking.

KEYWORDS: Combinatorial analysis, Multiplication principle, PROEJA, Formal
Thinking, Conceptual Fields.
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1 INTRODUCAO

Desde que iniciei, em 2006, minha carreira como docente, tenho trabalhado
com a Educacéo de Jovens e Adultos (EJA). Inicialmente, trabalhei em um programa
do governo federal denominado Programa Nacional de Inclusdo de Jovens
(PROJOVEM), cuja finalidade € proporcionar a jovens, com idade entre 18 e 29
anos, em condi¢cdes de vulnerabilidade social, a oportunidade de concluirem o
ensino fundamental e ainda obterem uma qualificacdo profissional. Esse programa
contava com material didatico préprio, bem como metodologia de trabalho pré-
definida, ndo havendo muita liberdade de escolha de conteddo ou acdes
pedagdgicas. Permaneci no programa durante um ano, prazo previsto para o
andamento do mesmo, ingressando logo depois nas redes de ensino municipais de
Séo Leopoldo e Sapucaia do Sul.

Quando voltei a trabalhar com jovens e adultos, na EJA — Ensino
Fundamental, na rede municipal de S&o Leopoldo percebi o quanto é importante, ao
se trabalhar com esse publico, entendé-lo e porque nado dizer, aceitar a EJA como
uma modalidade de ensino diferenciada, com caracteristicas proprias, as quais
requeriam um trabalho diferenciado daquele realizado nas turmas regulares.

Durante o tempo em que permaneci na rede municipal de S&o Leopoldo e
Sapucaia do Sul, sempre procurei trabalhar, com as turmas de EJA, conteddos que
tivessem aplicabilidade no seu cotidiano, utilizando para tanto situacdes reais ou
possiveis de realmente ocorrerem. Como se tratavam de turmas de EJA — Ensino
Fundamental, essa “aplicabilidade” era relativamente facil de ser construida, pois
muito da matematica do cotidiano esta presente nos conteudos abordados no
Ensino Fundamental.

Em 2010, tornei-me professora do Instituto Federal Farroupilha — Campus
Alegrete. Esse novo trabalho trouxe grandes mudancgas a minha vida profissional.
Deixei de trabalhar com Ensino Fundamental, passando a trabalhar com Ensino
Médio, Superior e PROEJA — Programa Nacional de Integracdo da Educacgéo
Profissional com a Educacdo Basica na Modalidade de Educacdo de Jovens e
Adultos.

Ao comecar trabalhar com o PROEJA, comecei a me questionar:
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o Seré que é possivel trabalhar os conteddos do Ensino Médio de modo que
facam sentido aos alunos, do mesmo modo como era possivel fazer com os
conteddos do Ensino Fundamental?

o Como realizar tal acdo, de forma a proporcionar, a0 mesmo tempo, uma
formacg&o matematica de nivel médio?

Sempre considerei o ensino e a aprendizagem dos conceitos referentes a
Andlise Combinatéria dos mais complexos para os alunos. Muitas vezes esse
conteudo é desenvolvido baseado na fixacdo de formulas e regras, sem foco na
interpretacdo das situacfes descritas nos problemas.

Lembro-me de que quando tive meu primeiro contato com esse assunto, na
época em que cursei 0 ensino médio, o professor nos informou as férmulas que
deveriam ser utilizadas, comecando por fatorial e permutacfes, seguindo para as
férmulas dos arranjos e combinacdes, diferenciando esses dois tipos de problemas
pela importédncia ou ndo de se considerar a ordem dos elementos que formam
determinado agrupamento. Nesse periodo, resolvia 0os problemas através dos
“macetes” ensinados pelo professor.

Ja o segundo contato com a Combinatdria foi durante uma disciplina no curso
de graduacéo. Nessa ocasido, tive a oportunidade de rever todo o tépico ja estudado
no Ensino Médio sob a 6tica do principio multiplicativo, sem aplicagdo de férmulas.
Durante a fase inicial do curso de Mestrado, novamente cursei uma disciplina
abordando a Andlise Combinatéria, na qual tive a oportunidade de relembrar alguns
conceitos, bem como aprimorar outros.

Com essas experiéncias passei a compreender que o estudo da Analise
Combinatoéria ia bem além da resolucéo de problemas por meio de formulas e alguns
macetes. Assim, atuando no PROEJA e buscando melhorias no processo de ensino
e aprendizagem, propus esta pesquisa com o intuito de analisar se uma estratégia
de ensino, tendo por ponto de partida a resolucdo de problemas, pode propiciar a
aprendizagem da Andlise Combinatéria na EJA.
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1.1 Justificativa

Atualmente, a Analise Combinatéria ndo € um campo de interesse de estudo
apenas da Matematica. S8o inUmeras as aplicacdes em outras areas, como por
exemplo, na Computacdo, na Engenharia, na Biologia e na Economia,
especialmente dos conhecimentos dos célculos de Probabilidade. Porém, segundo
Roa e Navarro-Pelayo (2001, apud ALMEIDA, 2010, p. 18), a Combinatéria ndo é
apenas uma técnica de célculo de probabilidade. O raciocinio combinatério € um
componente essencial do pensamento formal e um pré-requisito importante para o
raciocinio légico geral, sendo, portanto, essencial sua inclusdo nos curriculos de
Matemética.

Nesse sentido, as Orientacdes Curriculares Nacionais (OCN’s), destacam a

importancia do estudo da Andlise Combinatéria:

O estudo da combinatéria e da probabilidade é essencial nesse bloco de
conteldo, pois os alunos precisam adquirir conhecimentos sobre o
levantamento de possibilidades e a medida da chance de cada uma delas.
A combinatéria ndo tem apenas a funcdo de auxiliar o calculo das
probabilidades, mas tem inter-relacdo estreita entre as ideias de
experimento composto a partir de um espago amostral discreto e as
operag¢des combinatorias. (BRASIL, 2006b).

Concordando com as orientacdes, percebemos o quanto € importante
repensarmos nossa pratica docente ao ensinarmos o conteiddo de Andlise
Combinatéria, de modo que a aprendizagem desse contetdo faga sentido para os
alunos. Quando ttal contetudo for desenvolvido na Educacédo de Jovens e Adultos,
essa preocupacdo é ainda maior, tendo em vista que esse aluno ndo constrdi seu
conhecimento matematico apenas quando retorna a Escola, mas sim durante toda
sua trajetdria de vida, o qual deve, portanto, ser validado e aproveitado pela escola.

Quando a aluno adulto retorna a escola, buscando ndo apenas a
escolarizacdo, mas também qualificacéo profissional e melhores condi¢des de vida,
anseia por uma aprendizagem matematica que possa utilizar de forma a se tornar o
agente (re)construtor de sua histéria e de seu conhecimento (FONSECA, 2007).
Desta forma, é necessario que a escola esteja preparada para receber e trabalhar

com esse publico, especialmente professores, como afirma Duarte:

[...] o processo contraditorio vivido pelo adulto desescolarizado mostra a
necessidade de se desenvolver uma metodologia de ensino que possibilite
a real superacao-incorporacdo do conhecimento que ele ja adquiriu, e ndo
uma metodologia que meramente justaponha, ao que o individuo ja sabe,
aquilo que ele ndo sabe e precisa saber. (DUARTE, 2006, p. 17).
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Quando analisamos as pesquisas ja realizadas, abordando a aprendizagem
do topico Analise Combinatéria, percebemos que estas sdo em numero reduzido, se
comparadas com pesquisas em outras areas da Educacdo Matematica. Borba
(2009) pesquisou a quantidade de trabalhos que tém sido realizados e apresentados
em eventos nacionais e internacionais, sendo 11 encontros internacionais e 17
nacionais. A autora identificou um total de 64 trabalhos, um numero considerado
pequeno, para os 28 eventos analisados, 0 que indica a necessidade do estudo
sobre esse topico da matematica sob a 6tica da Educacdo Matematica. Em relacéo
a trabalhos envolvendo Analise Combinatoria e a EJA, constatamos que 0s nimeros
sdo ainda menores, o que destaca a necessidade de haver mais pesquisas
envolvendo tais areas. Assim, justificamos a contribuicdo desta pesquisa, que tem
por objetivo principal analisar se uma experiéncia de aprendizagem, tendo como
ponto de partida a resolucdo de problemas, pode propiciar a aprendizagem da

Andlise Combinatéria pelos alunos do PROEJA.

1.2 Problemética e Objetivos

Com o presente trabalho, visamos responder ao seguinte guestionamento:
“‘Uma estratégia de ensino baseada em situacBes-problema contribui para a
aprendizagem da Analise Combinatdria pelos alunos da EJA?”

Visando responder a questdo norteadora, foi elaborada uma sequéncia de
ensino, a ser implementada em uma turma de PROEJA, tendo por ponto de partida
a resolucédo de problemas.

Tendo em vista a aprendizagem da Analise Combinatéria pelos alunos do
PROEJA, buscou-se contemplar, na organizacao da sequéncia de ensino:

e proposicdo de atividades que ndo dependessem de formulas previamente
estudadas;

e abordagem de problemas que evocassem o cotidiano dos alunos;

e formulacdo de problemas iniciais que permitissem aos alunos criar diferentes

técnicas de resolucao;
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e construcdo de uma experiéncia de aprendizagem de modo a possibilitar a
formalizacdo do principio multiplicativo;
e destaque do principio multiplicativo como recurso na resolu¢cdo dos
problemas;
e analise das resolugdes apresentadas pelos alunos;
e andlise do pensamento multiplicativo apresentado pelos alunos a partir das
atividades propostas.
A partir dai, outros questionamentos foram elaborados:
Quiais estratégias de resolucéo sdo apresentadas pelos alunos da EJA a partir
de suas experiéncias e conhecimentos prévios?
Os problemas propostos propiciam a construcéo de diferentes estratégias de
resolucao?
E possivel, por meio dos problemas propostos, propiciar a compreensdo do

principio multiplicativo?

1.3 Estrutura do Trabalho

Nosso trabalho foi organizado em sete capitulos, sendo o primeiro esta
introduc&o, na qual apresentamos nossa justificativa e motivagcéo, nosso objetivo e
guestdes norteadoras.

O capitulo 2 traz nossos pressupostos tedricos: as contribuicbes da teoria
cognitiva de Piaget sobre o pensamento formal e da Teoria dos Campos Conceituais
de Vergnaud. Traz também uma breve discussao sobre a resolucdo de problemas.

No capitulo seguinte, abordamos o conhecimento matematico foco desse
estudo — a Analise Combinatéria. Iniciamos o capitulo com uma abordagem histérica
do tépico, apresentando em seguida 0s problemas que costumeiramente Ssao
trabalhados na Educacdo Basica. Finalizamos o capitulo com alguns trabalhos
correlatos que abordam a tematica no ambito de estudo da Educacdo Matematica.

O capitulo 4 apresenta o publico do nosso campo de pesquisa. Iniciamos com
um breve histérico da EJA no Brasil, finalizando com a implantacdo do PROEJA,

especificamente no Instituto Federal Farroupilha — Campus Alegrete.



20

No capitulo 5 trazemos nossos referenciais metodoldgicos, assim como o
universo e os sujeitos da pesquisa.

O capitulo 6 é destinado ao relato da aplicacdo da sequéncia e a analise
qualitativa dos dados coletados.

O ultimo capitulo € destinado as consideragfes finais do trabalho. Aqui
retomamos 0s pontos mais relevantes, respondendo nossa questdo norteadora,

realizando algumas observacdes e sugerindo rumos para futuras pesquisas.
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2 PRESSUPOSTOS TEORICOS

Nesta secdo apresentaremos nossos referenciais teodricos: a teoria do
desenvolvimento cognitivo de Piaget e a teoria dos campos conceituais de
Vergnaud. Recorremos a Piaget para compreender as relacdes entre o estudo da
Andlise Combinatéria e o pensamento formal, posto que, segundo a teoria
piagetiana, o0 raciocinio combinatorio € uma das caracteristicas desse estagio de
desenvolvimento cognitivo. Por sua vez, a teoria de Verganud foi tomada como
referencial para a construcéo das atividades, tendo em vista a metodologia utilizada,
baseada na resolugcdo de problemas, e para a interpretacdo dos resultados
apresentados pelos alunos.

2.1 Piaget e a teoria do desenvolvimento cognitivo

Piaget (1999) considera a existéncia de quatro estagios de desenvolvimento
cognitivo, com caracteristicas proprias: sensério-motor, pré-operatorio, operatorio
concreto e operatério formal. Segundo essa teoria, 0 sujeito passara por todos esses
estagios, na ordem em que estdo apresentados, isto é, todos o0s estagios serdo
vivenciados ordenadamente pelo individuo. Contudo, para determinados sujeitos,
esse processo podera ser mais acelerado, mais lento ou até restrito.

O estagio de desenvolvimento conhecido por  sensério-motor
(aproximadamente 0 a 2 anos) € a fase do desenvolvimento em que a crianca
baseia suas atividades cognitivas em ac¢des concretas e imediatas. E o periodo que
representa a conquista de todo o universo que cerca a crianca (PIAGET, 1999).

O estagio pré-operatério (aproximadamente 2 a 7 anos) caracteriza-se pela
interiorizacdo das constru¢cdes do estagio anterior. E nesse estagio, gracas a
linguagem, que a crianga torna-se capaz de reconstruir suas acoes, através de
narrativas. O sujeito inicia o processo de trés modificagbes gerais da conduta:
socializacéo, pensamento e intuicdo (PIAGET, 1999).

O estagio seguinte, o operatério concreto (aproximadamente 7 a 12 anos), é a
fase que marca o desenvolvimento de aspectos complexos da vida psiquica, tanto

referente a inteligéncia quanto a afetividade. Aparecem novas formas de
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organizacdo, que completam as construcdes (socializagdo, pensamento e intuicéo)
iniciadas no estagio anterior (PIAGET, 1999).

No ultimo estdgio, denominado estagio operatério formal (aproximadamente
12 anos em diante), o sujeito desenvolve a capacidade de construcéo de hipéteses,
desenvolvendo o pensamento abstrato (hipotético/dedutivo), ou seja, € capaz de
elaborar hip6teses mentalmente, ndo apenas com situacdes concretas (PIAGET,
1999).

E nessa fase que se desenvolve o pensamento formal, ou seja,

as operag0es logicas comegam a ser transpostas do plano da manipulagéo
concreta para o das ideias, expressas em linguagem qualquer (a linguagem
das palavras ou dos simbolos matematicos), mas sem o0 apoio da
percepcéo, da experiéncia, nem mesmo da crenca (PIAGET, 1999, p.59).

Segundo Flavell (1996), o sujeito ao se deparar com um problema, busca
relagbes possiveis que poderiam ser validadas. Por meio de um processo de
combinacdo, de experimentacdo e de andlise légica, avalia quais dentre elas sdo
realmente verdadeiras. Ou seja, 0 sujeito passa a dominar o possivel e ndo apenas

o real. Desta forma,

a realidade é concebida como um subconjunto especial dentro da totalidade
de coisas que os dados permitem admitir como hipétese; é considerada

como a parte que “¢” de uma totalidade que abrange tudo aquilo que
“poderia ser”, sendo a tarefa do sujeito descobrir no que consiste esta parte
(Ibidem, p. 209)

Essa caracteristica do pensamento formal — “determinar a realidade no
contexto das possibilidades” — fundamenta-se na capacitacdo do sujeito formular
hipéteses. E esse pensamento hipotético-dedutivo que permite ao adolescente
considerar o possivel como um conjunto de hipéteses que devem ser testadas, a fim
de serem validadas ou ndo. As hipoteses que forem verdadeiras passam a compor a
realidade (FLAVELL, 1996).

Outra caracteristica importante do pensamento formal é seu carater
proposicional. Como destaca Flavell (1996), “as importantes entidades que o
adolescente manipula, ao raciocinar, deixaram de ser os dados rudimentares da
realidade e passaram a ser afirmacdes — proposicoes — que contém estes dados”
(Ibidem, p. 210) . Ou seja, o adolescente utiliza os resultados das operacdes
anteriores (concretas), formulando-os como proposi¢cées que podem ser utilizadas
em novas operagdes, estabelecendo diversos tipos de conexdes logicas: implicacéo,

conjuncéo, identidade, disjuncao, entre outros.
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Segundo a teoria piagetiana, o adolescente, diferentemente da crianca,
estaria apto a isolar sistematicamente todas as variaveis envolvidas em um
problema e determinar todas as combinacfes possiveis dessas variaveis. Ou seja,
ele é capaz de realizar um estudo combinatdrio dessas variaveis, de modo a garantir
que todas as hipoteses sejam testadas, sendo algumas confirmadas e outras
rejeitadas (FLAVELL, 1996).

Um estudo realizado por Inhelder e Piaget (1976) prop6s a um grupo formado
por criancas e adolescentes, um experimento que dependia da combinacdo de
corpos quimicos de modo a se obter um determinado resultado. Os autores
apresentaram quatro frascos semelhantes, contendo liquidos incolores e inodoros,
numerados de 1 a 4, da seguinte forma: 1 — acido sulftrico diluido; 2 — agua; 3 —
agua oxigenada e 4 — tiosulfato. Além dos frascos foi apresentado um conta-gotas
com uma substancia, denominada g (iodeto de potassio), que ao ser misturada com
os frascos 1 e 3, geraria uma substancia de cor amarelada.

Os pesquisadores apresentaram dois frascos aos sujeitos, um com a
substancia 2 e outro com as substancias 1+3, acrescentando a ambos algumas
gotas de g, de modo que os sujeitos pudessem observar que, dependendo da
combinacdo formada, poder-se-ia obter um liquido de cor amarela (1+3+g) ou nao
(2+g). Com isso, foi solicitado que os sujeitos, a partir dos frascos 1, 2, 3, 4 e g,
obtivessem novamente um liquido de cor amarela.

Durante os experimentos, Inhelder e Piaget (1976), constataram que 0s
sujeitos do estagio pré-operatério limitaram-se a associar casualmente dois
elementos, explicando o0s resultados obtidos por simples fenomenismo ou
casualidade. Os sujeitos do estagio operatorio-concreto apresentaram alguns
indicios do raciocinio combinatério, mas sem sistematizacdo. Chegaram a combinar
cada um dos frascos 1, 2, 3 e 4 com o conteddo do conta-gotas (g); mas nédo
chegaram a combinar o conteddo de dois frascos com g. Ja 0s sujeitos do estagio
operatorio formal apresentaram uma combinacao sistematica, ou seja, combinaram
inicialmente cada frasco com o conta-gotas, e percebendo que ndo obtinham a cor
amarela passaram a realizar combinagdes 2 a 2, 3 a 3 entre os frascos e 0 conta-
gotas, testando todas as possiveis combinacfes. Quando encontraram a solucéo
esperada, continuaram o experimento buscando descobrir se ndo havia outras

solucdes possiveis.
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Desse modo, Inhelder e Piaget (1976) assinalam que o0 raciocinio
combinatoério € um condicionante do pensamento formal, pois possibilita associacdes
e correspondéncias de modo a obter relagbes de implicacdo, de disjuncéo e de
exclusao de todas as ligacdes possiveis.

Sendo assim, de modo geral, segundo a teoria piagetiana, uma das
caracteristicas do pensamento formal € a orientacdo do real para o plano hipotético
e possivel, em que o raciocinio combinatorio € um dos elementos constituintes do
pensamento formal. Esse processo de desenvolvimento sera vivenciado, em geral,
por todos os sujeitos.

Por outro lado, algumas pesquisas tém demonstrado que nem todos
desenvolvem um pensamento combinatério que possa ser mobilizado em diferentes
situacdes. Duro (2012) investigou junto a grupo de 18 estudantes (10 do ensino
regular e 8 da EJA), com idades entre 14 e 47 anos, como se da o desenvolvimento
do raciocinio formal, constatando que sujeitos que estariam, segundo a teoria
piagetiana, em um mesmo estagio de desenvolvimento, apresentaram diferentes
niveis de raciocinio.

Schliemann (1993), em sua pesquisa realizada junto a um grupo formado por
cambistas do jogo do bicho, trabalhadores de mesma faixa social e calouros
universitarios, verificou que os calouros apresentaram melhor desempenho frete aos
problemas que exigiam o raciocinio combinatoério. Entretanto, a autora constatou que
esse melhor desempenho foi devido ao maior tempo de escolaridade, e néo
necessariamente por terem conhecimento de férmulas para solucionarem problemas
de contagem. Por sua vez, o desempenho dos cambistas foi superior ao do outro
grupo de trabalhadores, em virtude de sua experiéncia diaria com situacdes que
exigem o raciocinio combinatorio. Com isso, a autora concluiu que a experiéncia
diaria e a instrugcdo escolar devem andar juntas para o desenvolvimento de
determinados conhecimentos matematicos complexos, como é o caso da andlise
combinatéria.

No mesmo sentido, Gomez-Granell (1998) aponta que o desenvolvimento do
raciocinio formal exige duas condi¢des complementares: a primeira envolve o
desenvolvimento das capacidades necessarias para considerar um conjunto
exaustivo de possibilidades hipotéticas e a segunda, de carater sociocultural, requer

gue as pessoas sejam instruidas nos modos do discurso formal.
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Sendo assim, podemos conjecturar que o desenvolvimento do raciocinio
combinatoério vai além do desenvolvimento de determinadas estruturas cognitivas,
envolvendo diferentes fatores. Ou seja, um adulto, enquadrado, segundo Piaget, no
estagio de desenvolvimento formal, pode apresentar diferentes compreensdes sobre
situagbes que dependem do raciocinio combinatério. Entre as causas podemos
apontar as diferentes experiéncias vivenciadas por cada um e como essas

experiéncias contribuiram no desenvolvimento de determinados conhecimentos.

2.2 Vergnaud e a teoria dos campos conceituais

A teoria dos campos conceituais de Gérard Vergnaud carrega inumeras
contribuicdes da Teoria Cognitiva de Piaget. Entretanto, enquanto Piaget se dedicou
a compreensdo das estruturas gerais do pensamento, Vergnaud parte desses
principios, mas tendo por referéncia a aprendizagem de um conteddo,
especificamente a matematica e as ciéncias.

Desta maneira, a teoria dos campos conceituais preconiza que O
conhecimento se estabelece e se desenvolve na interacdo e adaptacdo do sujeito
com suas experiéncias, sendo através dessas e dos processos cognitivos, que
ocorre a percepcdo, a representacdo, a conduta e o desenvolvimento de
competéncias.

Moreira (2002) destaca que, para Vergnaud o conhecimento esta organizado

em campos conceituais, 0s quais sao:

um conjunto informal e heterogéneo, de problemas, situacdes, contetdos e
operacBes de pensamento, conectados uns aos outros e, provavelmente,
entrelacados durante o processo de aquisicdo., que devem sofrer
intervengdes ao longo do processo de aquisicdo. (MOREIRA, 2002, p.8)

A teoria dos campos conceituais, segundo Franchi (2008) “visa a construgao
de principios que permitem articular competéncias e concepg¢des constituidas em
situacdo, e o0s problemas praticos e tedricos em que essas competéncias e
concepgodes se constituem” (FRANCHI, 2008, p. 199).
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Vergnaud (1993) define a teoria dos campos conceituais como uma teoria
cognitivista, que busca propiciar uma estrutura coerente e principios béasicos ao
estudo do desenvolvimento e da aprendizagem de competéncias complexas.

Campo conceitual também é definido por Vergnaud como “um conjunto de
problemas e situagbes, em que para 0 tratamento sS40 necessarios conceitos,
procedimentos e representagdes diferentes, mas estreitamente interligados”
(VERGNAUD, 1983, p. 127).

Moreira (2002) destaca que para Vergnaud, o amago do desenvolvimento
cognitivo é a conceitualizacdo. Para Vergnaud (2009), conceito (C) € um tripé
formado por trés conjuntos distintos, C = (S, 1,L), em que:

S € o conjunto de situacdes que dao sentido ao conceito;

| € o conjunto de invariantes operatérios que estruturam as formas de
organizacdo da atividade (esquemas) suscetiveis de serem evocados pelas
situacoes;

L é o conjunto de representacdes linguisticas e simbdlicas que permitem
representar os conceitos e suas relacdes e, consequentemente, as situacdes e 0s
esquemas que elas evocam.

Segundo Vergnaud (1993), para estudar a construcdo e o desenvolvimento de
um conceito, no decurso da aprendizagem ou quando de sua utilizacdo, é
necessario considerar esses trés conjuntos ao mesmo tempo. Ou seja, esses trés
conjuntos estéo interligados, uma vez que um conceito s6 € construido na relagcéo
com outros conceitos, através da utilizacdo de vérias situacdes que requerem do
sujeito a utilizacio de diferentes esquemas e simbolismos. E através das situacdes e
dos problemas a resolver que um conceito adquire sentido.

Para Vergnaud (1996), situacdo pode ser entendida como tarefa, sendo que
toda situacdo complexa pode ser analisada como uma combinacdo de tarefas,
conhecendo suas naturezas e dificuldades proprias. O desempenho de cada
subtarefa envolvida no processo afeta o desempenho global, contudo, a dificuldade
de uma tarefa ndo é nem a soma nem o produto das diferentes subtarefas
envolvidas (VERGNAUD, 1996, p. 167).

Os conhecimentos dos alunos séo elaborados por situacbes que eles
enfrentaram e dominaram progressivamente, sobretudo para as primeiras situaces
suscetiveis de dar sentido aos conceitos e procedimentos que se pretende ensinar-
lhes (VERGNAUD, 1996, p. 171).
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Vergnaud (1994), ressalta que € através de uma variedade de situacfes que
um conceito se torna significativo, pois sédo elas que déo sentido ao conceito. Esse
sentido sO é possivel a partir das relacdes ja realizadas com a nossa historia. Sendo
assim, o desenvolvimento do sujeito se da por meio da construcdo de conceitos
operatorios que lhe permitam tratar diversas situacoes.

Pode-se considerar que ha duas classes de situagdes. Na primeira, temos as
situacdes em que O sujeito possui competéncias necessarias ao tratamento quase
gue imediato da situacdo. Ja na segunda classe, encontramos situacdes em que 0
sujeito ndo possui todas as competéncias necessarias para tratar da situacao,
devendo enfrenta-la, refletindo e explorando, buscando uma solucdo. Nessa busca,
0 sujeito pode chegar ao sucesso ou ao fracasso, fazendo uso de diversos
esquemas, que podem ser combinados, descombinados e recombinados.

O conceito de esquema adotado por Vergnaud (2009) refere-se a uma
organizagéo invariante da atividade para uma classe de situacdes dada. Em outras
palavras, 0os esquemas sao constituidos por objetivos e subobjetivos, por regras de
acao, por possibilidades de inferéncia e por invariantes operatorios.

Segundo Franchi (2008), os invariantes operatérios — conceito-em-acdo e
teorema-em-acdo — sdo responsaveis pelas diferencas entre um esquema e outro,
pois sdo seus constituintes essenciais. Eles representam o comportamento e as
estratégias utilizados pelo individuo diante de determinada situagcdo. Como
constituem a base conceitual dos esquemas, torna-se inviavel o desenvolvimento de
NOVOS esquemas sem novos invariantes operatorios.

Para Vergnaud (2009), “conceito-em-acdo é um conceito considerado
pertinente na acdo em situacdo e teorema-em-acdo € uma proposicdo tida como
verdadeira na agcao em situacao” (lbid, p. 23). Em outras palavras, teorema-em-acao
€ uma proposicao tida como verdadeira ou falsa e, conceito-em-a¢do € um objeto,
um predicado ou uma categoria de pensamento tida como pertinente ou relevante
(MOREIRA, 2002).

O significado de representacdo pode ser interpretado, segundo Vergnaud
(2009), a partir de trés vertentes. Na primeira, representagéo refere-se ao fluxo de
consciéncia em que cada individuo testemunha seu proprio pensamento. Na
segunda, sao as categorias de pensamento com as quais o individuo capta e integra

as informacgbes presentes em cada situacdo. Na terceira, relaciona significados e
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significantes na linguagem natural e em outros sistemas simbdlicos. (VERGNAUD,
2009).

Concluindo, na estruturacdo dos Campos Conceituais, trés argumentos
principais sdo considerados: 1) para a constru¢cdo de um conceito nao é suficiente
apenas uma situagdo; 2) ndo se deve analisar uma situacdo com um sé conceito; 3)
a construgcado e apropriacado de todas as propriedades de um conceito ou todos 0s
aspectos de uma situacdo € um processo longo, com analogias e mal-entendidos
entre situacdes, concepcdes, procedimentos e significantes (VERGNAUD, 1983).

Em suma, campo conceitual é, ao mesmo tempo, “um conjunto de situagdes
pertencentes a uma mesma classe, e o conjunto dos conceitos e teoremas que
permitem analisar essas situagcbes como problemas matematicos” (VERGNAUD,
1996, p. 167).

2.2.1 Campo conceitual das estruturas multiplicativas

Vergnaud (1996) ressalta que a teoria dos campos conceituais pode ser
aplicada em diversas areas da Ciéncia. No caso da Matematica sugere dois campos
conceituais: o campo das estruturas aditivas e o0 campo das estruturas
multiplicativas. O primeiro consiste no conjunto de situacdes cujo dominio requer
uma adi¢cdo, uma subtragcdo ou uma combinac¢ao de tais operacoes e, o segundo, no
conjunto de todas as situacdes que envolvem uma multiplicacdo, uma divisdo ou
uma combinacéo dessas operacoes.

No Campo das Estruturas Multiplicativas, foco deste estudo, Vergnaud (1983)
distingue os problemas multiplicativos em trés grandes categorias: isomorfismo de
medidas, propor¢cdo multipla e produto de medidas.

Os problemas que compfem a primeira categoria, isomorfismo de medidas,
sdo os problemas que envolvem uma relacdo quaternaria entre quantidades, sendo
duas a duas de um mesmo tipo de grandeza (M;e M,). Os problemas de
isomorfismo de medidas dividem-se em quatro grandes classes: multiplicacéo,
divisdo-particdo, divisdo-quoticdo e quarta proporcional (VERGNAUD, 1983). Em
sintese, sdo os problemas que envolvem a proporcionalidade simples.

1) Multiplicac&o Direta: consiste em problemas que envolvem quatro elementos e em

gue o valor unitario é conhecido.
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Exemplo 1: Jorge tem 4 sobrinhos e deu 5 balas para cada um. Quantas
balas Jorge distribuiu ao todo?
2) Divisédo-particdo: sdo problemas que envolvem a divisdo entre quantidades de
naturezas diferentes. Busca-se determinar o valor unitario.

Exemplo 2: Jorge comprou 20 balas e ira dividir igualmente entre seus 4
sobrinhos. Quantas balas cada sobrinho vai receber?
3) Divisdo-quoticdo: sdo problemas que envolvem a divisdo entre duas quantidades
de mesma natureza. Procura-se encontrar a quantidade de unidades.

Exemplo 3: Jorge comprou 20 balas e ird dar 5 balas para cada um de seus
sobrinhos. Quantos sobrinhos Jorge possui?
4) Quarta Proporcional: consiste nos problemas em que o valor unitario ndo é
conhecido.

Exemplo 4: Por 20 balas, Jorge pagou R$ 3,00. Quanta gastaria se
comprasse 30 balas?

As quatro categorias dos problemas de isomorfismo de medidas podem ser

representados pelo esquema apresentado na Figura 1.

M, M, M, M,
(1) 1 d (3) 1
b X X c
M,y M, M, M,
(2) 1 X (4) a b
b c c X

Figura 1 — Representacdo dos problemas de isomorfismo de medidas: (1) multiplicacdo, (2) divisdo-
particdo, (3) divisdo-quoticéo e (4) quarta proporcional. (VERGNAUD, 1983, 1996)
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Os problemas relacionados a propor¢cdo multipla tratam de uma relagéo
quaternaria envolvendo mais de duas grandezas, relacionadas duas a duas. Sao os
problemas de proporcionalidade composta (VERGNAUD, 1983).

Ja os problemas pertencentes a categoria produto de medidas, envolvem uma
relagéo ternaria, isto é, utilizam-se duas grandezas para encontrar uma terceira. Sao
0os problemas que caracterizam os célculos de area, volume, produto cartesiano,
entre outros (VERGNAUD, 1983). Os problemas de produto de medidas podem ser
divididos em duas grandes categorias:

1) Configuragéo Retangular: consiste em problemas em que conhecidas as medidas
elementares, dispostas vertical e horizontalmente, busca-se determinar o produto
dessas grandezas.

2) Combinatéria: sdo problemas que envolvem a noc¢éo de produto cartesiano.

Os problemas relacionados a categoria combinatéria sdo o foco deste
trabalho. A nocdo de produto cartesiano é o fundamento dos problemas de
contagem que costumam ser trabalhados no Ensino Médio: permutacdes, arranjos e

combinacgdes. Esses serdo detalhados na secao seguinte.

2.3 Resolucéao de problemas

Vergnaud (1983) sinaliza que, além da ideia de tarefa, situacdo também pode
ser entendida como problema. O autor destaca que o desenvolvimento de conceitos
ocorre por meio da resolucdo de problemas, sendo que esse desenvolvimento é
lento.

O autor, aponta que o processo de ensino s6 acontece quando 0s conceitos
se desenvolvem, e € a partir de diferentes situacfes de resolucdo de problemas que
0S conceitos se tornam significativos para os alunos. Nesse processo, muitas vezes,
o professor precisa abrir mao da postura metodolégica na qual se acredita que a
apresentacdo organizada, formal e rigorosa das teorias é suficiente para o
aprendizado do aluno. Na realidade os dois momentos devem ocorrer, o aluno deve
ser colocado diante de situacbes novas para gque nOvoS conceitos sejam
desenvolvidos, sendo que posteriormente, as teorias formais por tras dos problemas

propostos devem ser formalizadas.



31

Outros autores também corroboram a ideia de Vergnaud sobre a resolucao de
problemas como esséncia do processo de ensino e aprendizagem. Para Zuffi e
Onuchic (2007) a resolucdo de problemas € uma metodologia de ensino, que
consiste na utilizacado de problemas como ponto de partida para o desenvolvimento
de novos conhecimentos, de modo que os alunos possam explicitar suas
concepgOes envolvidas na resolucéo, percebendo a necessidade da construgcéo de
Novos conceitos para a compreensao e resolucéo da situacdo proposta. Cabendo ao
professor sintetizar os resultados alcancados pelos alunos e sistematizar e
formalizar os novos conhecimentos matematicos “discutidos e pesquisados durante
0 processo de busca das solugbes, para depois retoméa-los, entdo, em outros
problemas e exercicios” (Ibidem, p. 5).

O conceito de problema utilizado por Zuffi e Onuchic (2007) é 0 mesmo
adotado por Onuchic (1999), segundo a qual problema é “tudo aquilo que nao se
sabe fazer, mas que se esta interessado em resolver’, ou seja, as situagdes
propostas devem estimular os alunos a pensarem, de maneira desafiadora e ao
mesmo tempo ter reflexos na realidade do aluno. No processo de resolucdo de um
problema, o aluno é estimulado a compreender os dados do problema, tomar
decisdes para resolvé-lo, estabelecer relacdes e utilizar técnicas de resolucao ja
conhecidas.

Durante o processo de resolucdo, os alunos devem ter total liberdade de
utilizar os recursos e esquemas que considerarem melhor adaptados a situacéo
proposta. Somente apds as conclusées dos alunos, 0s novos conceitos devem ser
formalizados e as novas técnicas de resolucdo instituidas.

Assim, percebemos que tanto na concepcdo de resolucdo de problemas
apresentadas por Vergnaud (1983) quanto naquela adotada por Zuffi e Onuchic
(2007), a construcdo do conhecimento se da a partir da proposicao de situacdes que
desafiem os alunos a pensar, desenvolvendo, a partir disso, hovos mecanismos
cognitivos. Concordando com esses autores, pensamos que a resolucdo de
problemas ndo deve ser proposta ao final do estudo de um tépico, como comumente
acontece nos livros didaticos, mas sim como ponto de partida para o estudo de
determinado contetddo, de modo que os alunos percebam a necessidade da
construgcdo de novos conhecimentos e esquemas diferentes daqueles que ja

possuem.
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3 A ANALISE COMBINATORIA

Nesta secdo apresentaremos o campo da Matematica abordado em nossa
pesquisa: a Analise Combinatdria. Iniciaremos com uma breve abordagem historica,
apos apresentaremos esse conhecimento sob a o6tica da matematica, a partir dos
problemas de contagem costumeiramente abordados na Educagdo Basica. Para
tanto, utilizaremos duas abordagens: a primeira tendo por base o Principio
Multiplicativo e a segunda a partir da teoria de conjuntos e funcdes. Na parte final do
capitulo, apresentaremos a Analise Combinatéria como campo de estudo da
Educacdo Matemética, através de pesquisas que estdo sendo realizadas tendo por
objetivo o ensino e aprendizagem desse conteudo.

3.1 Breve Histoérico

Os primeiros indicios de estudos referentes a analise combinatéria datam de
antes de Cristo. Entre os primeiros problemas estudados esta o desenvolvimento do
binbmio (1 + x)™. Para se ter uma ideia, a obra Os Elementos de Euclides (300
a.C.), famosa pela sistematizacdo dos conhecimentos geométricos, traz registros do
desenvolvimento do bindmio para o caso de n = 2. Baskhara (1114-11857?), foi
outro mateméatico famoso, que demonstrou em seus tratados que sabia calcular
permutacdes, arranjos e combinacdes de n elementos (MORGADO et al., 1991)

No final do século X, o matematico arabe Al-Karaji demonstrou conhecer a lei
de formagdo, CPf! = c?*' + C?, dos elementos do hoje denominado Triangulo de

Pascal. Entre os chineses, por volta de 1300, também encontramos registros do

Triangulo de Pascal (Figura 2), que era conhecido por Chu Shih-Chieh (Ibidem).
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Figura 2 — Triangulo de Pascal dos chineses. (BOYER, 1996, p. 141).

Segundo Morgado et al. (1991), por volta de 1550, Michael Stifel (14867-
1567) mostrou como calcular (1 + x)", partindo do desenvolvimento de (1 + x)™1,
introduzindo a nomenclatura Coeficiente Binomial. Enquanto que Nicoldo Fontana
(1499-1559), conhecido por Tartaglia, relacionou os elementos do triangulo com
poténcias de (x + y). Esses resultados foram utilizados mais tarde, por Pascal

(1623-1662), para determinar os coeficientes de (a + b)™. Também deram suas

contribuicdes Jaime Bernoulli (1654-1705), que demonstrou que (x+y)" =

o (7;) x™"tytl; Isaac Newton (1646-1727), que mostrou como calcular diretamente

(1 + x)", sem antes calcular (1 + x)™1.

Outro matematico importante no desenvolvimento da Combinatdria foi Pierre
de Fermat (1601-1665); deve-se a ele, e a Pascal, a origem do estudo das
Probabilidades. Ao ser procurado por um nobre jogador francés, Chevalier de Méré,
para examinar a probabilidade de ganhar em certos jogos de cartas, Pascal
comecou a estudar a situacéo e a se corresponder com Fermat, que se interessou
pelo assunto. As discussdes entre eles deram inicio ao estudo da Teoria das
Probabilidades Finitas (Ibidem).

Conforme ressaltam Morgado et al. (1991), a Teoria das Probabilidades so se

desenvolveu realmente quando foi encarada como um potente instrumento no
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estudo de situacdes envolvendo taxas de mortalidade, prémios de seguro, impostos,
doencas, entre outras. Entre alguns matematicos que contribuiram para o avancgo
nos estudos das probabilidades podemos citar: John Graunt (1620-1675), Johan de
Witt (1625-1672), Edmund Halley (1656-1742), Richard Price (1723-1791), Abraham
De Moivre (1667-1754), entre outros. Mas nenhum teve tanta importancia e
repercussao quanto Laplace (1749-1827), que publicou no Tratado Analitico das
Probabilidades inumeros problemas, introduzindo poderosas técnicas de resolucéo,
como as funcdes geradoras e aproximacoes via calculo diferencial e integral.

Outra importante contribuicdo no desenvolvimento da Andlise Combinatoria é
devida a Leonard Euler (1707-1783). Seus estudos colaboraram para o
desenvolvimento de um campo novo dentro da Andlise Combinatéria, a teoria de
grafos. O problema motivador de Euler ficou conhecido como “Problema das Sete
Pontes de Konigsberg”. Esse problema, resolvido por Euler em 1736, tinha o
seguinte enunciado: “Seria possivel fazer um passeio pela cidade de Konigsberg de
maneira a cruzar todas as pontes da cidade, uma, e uma so6 vez, voltando ao ponto
de partida?” (EVES, 2004)

A cidade de gue trata o problema era famosa por suas sete pontes, sendo
gue cinco davam acesso a uma ilha, conforme mostra a Figura 3. Euler mostrou que

a resposta a questao € negativa.

=
[ —c

Figura 3 — Problema das Sete Pontes de Kdnigsberg (EVES, 2004, p. 500).
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Gracas a teoria dos grafos, € possivel hoje modelar matematicamente
problemas de pesquisa operacional, de armazenamento de dados e da propria
matematica (MORGADO et al.,, 1991), possibilitando avancos dentro da propria
Matematica e de outras ciéncias como Informatica, Economia, Biologia e Fisica.

Em relacéo ao desenvolvimento da Analise Combinatoria no Brasil, enquanto
contetido escolar, 0s primeiros registros que se tem séo a partir de 1931, Nesse
periodo, foi instituido o Ensino Secundario de dois ciclos: Fundamental (5 anos) e
Complementar (2 anos). A organizacdo do Ensino Secundario foi estabelecida por
meio de um conjunto de Decretos do entdo ministro Francisco Campos, fazendo
com que esse momento histérico da educacédo brasileira ficasse conhecido como
Reforma Francisco Campos (DASSIE, 2008).

Com a implantacdo dessa Reforma, o ensino da analise combinatdria no ciclo
fundamental passou a ser indicado para a quinta série sob o titulo “nogdes de
analise combinatéria”. Ja no ciclo complementar, obrigatorio aqueles que quisessem
ingressar no Ensino Superior, referia-se a complementos de analise combinatoria
(Programa de Ensino da Reforma Francisco Campos apud DASSIE, 2008).

Com a Reforma de Capanema, em 1942, foi instituido o curso Ginasial (4
anos) e o curso Colegial - classico ou cientifico (3 anos). O ensino da Andlise
Combinatéria sob a denominacio “Nocdes de Analise Combinatdria”, passou, entéo,
a fazer do programa da 22 série do Curso Colegial, tanto classico como cientifico
(Programa de Ensino da Reforma Capanema apud DASSIE, 2008).

Em 1951, a Portaria n® 1045, de 14 de dezembro, instituiu os planos de
desenvolvimento dos programas minimos do Ensino Secundario. O estudo da
Andlise Combinatéria permaneceu na 22 série do Curso Colegial, sob a
denominacdo Andlise Combinatéria Simples. A Portaria descreve ainda quais

seriam os conteudos que deveriam ser abordados no estudo da combinatéria:

1 — arranjos de objetos distintos: formag¢do e calculo do nimero de
grupamentos; 2 — permuta¢cfes de objetos distintos: formacédo e calculo do
ndmero de grupamentos, inversdo, classe de uma permutacéo; teorema de
Bézout; 3 — Permutacdes simples com objetos repetidos; calculo do nimero
de grupamentos; 4 — Combinacfes de objetos distintos: formacéo e calculo
do ndmero de grupamentos, Relagcdo de Stifel, Triangulo Aritmético de
Pascal. (BRASIL, 1951)

! Antes de 1931, a frequéncia ao Ensino Secundario ndo era condigdo para o ingresso no Ensino
Superior.
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Com a promulgacdo da Lei de Diretrizes e Bases, em 1961, os Estados
passaram a ter autonomia para a elaboracdo de seus programas. Mais tarde, em
1996, com a publicacdo da nova Lei de Diretrizes e Bases da Educacdo Nacional
(Lei 9.394/96), essa autonomia foi repassada as escolas. A partir de entdo, os
programas do Ensino Médio passaram a ser regulamentados pelas Diretrizes
Curriculares Nacionais, tendo como subsidios os Pardmetros Curriculares Nacionais

e as Orientacdes Curriculares Nacionais.

3.2 Os problemas de contagem

A Andlise Combinatoria baseia-se na “formagao, contagem e propriedades
dos agrupamentos que podem constituir-se, segundo determinados critérios com 0s
objetos de uma colecédo” (VAZQUES; NOGUTI, 2004, p. 4).

Nesta sec¢éo iremos apresentar os problemas de contagem que comumente
sdo abordados na Educacdo Basica: arranjos, permutacfes e combinacdes. Para
tanto, utilizaremos duas abordagens distintas. A primeira fara referéncia ao modo
como esses problemas sédo costumeiramente desenvolvidos no Ensino Médio e a
segunda trara uma abordagem a partir da linguagem da teoria de conjuntos e
funcdes. Ressaltamos que a segunda abordagem nao foi considerada no momento
de construcéo, aplicacéo e discussédo das atividades.

Visando facilitar a leitura, deixando o texto mais fluido, optamos por indicar
aqui nossos referenciais utilizados para as duas abordagens do tépico em estudo,
evitando a repeticdo no desenvolvimento do texto. A primeira abordagem teve aporte
em Morgado et al. (1991) e Santos, Mello e Murari (2007). Enquanto a segunda se
baseou nas obras de Papy (1972) e Muniz Neto (2012).

3.2.1 O Principio Multiplicativo

A resolucdo dos problemas de contagem fundamenta-se no chamado

Principio Fundamental da Contagem (PFC) ou Principio Multiplicativo. Segundo



37

Santos, Mello e Murari (2007) o principio multiplicativo pode ser enunciado da
seguinte maneira:

Se um evento A pode ocorrer de m maneiras diferentes e, se, para cada
uma dessas m maneiras possiveis de A ocorrer, um outro evento B pode
ocorrer de n maneiras diferentes, entdo o nimero de maneiras de ocorrer o
evento A seguido do evento B é m x n (lbidem, p. 39).

Para ilustrar a situagdo proposta, vejamos uma atividade no Quadro 1,
integrante da sequéncia de ensino trabalhada com o grupo de alunos da pesquisa.

Vanessa ird comprar um telefone celular novo. Ela vai a uma loja fazer uma
pesquisa de preco e a loja Ihe oferece 5 modelos diferentes com duas opg¢des

de planos de tarifas (pré-pago e pés-pago). Quantas possibilidades diferentes

Vanessa tém para comprar um telefone nessa loja?

Quadro 1 — Atividade 1 do primeiro conjunto de atividades.

O problema proposto é composto por dois eventos sucessivos: escolher um
modelo de celular e escolher um plano de tarifa. Assim, podemos afirmar que a
primeira etapa da resolucéo da atividade consiste em escolher um modelo de celular
entre cinco opcdes disponiveis (M3, Mz, M3, My e Ms). Enquanto a segunda
corresponde a escolha do plano de tarifa, dentre duas opc¢des (P1 e P>).

Podemos ilustrar a situacdo proposta no problema através da arvore de

possibilidades representada na Figura 4.

M P _{ MIPIJ M P H M4P1‘
1 4
P, _{ Mlpz‘ P, — M4P2‘
P, _{ MZPI‘ P, — M5P1‘
M, | M ‘
P, _{ szzJ P, Mspz‘
M P, _{ M3P1J
: P, _{ M3P2\

Figura 4 — Arvore de possibilidades da Atividade 1 do primeiro conjunto de atividades.
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Podemos observar que para cada modelo de aparelho h& duas possibilidades
de planos, como representado na figura 4. Assim, pela arvore de possibilidades,
podemos notar que ao total sdo 10 (5 x 2 = 10) possibilidades de escolhas de um
modelo de aparelho celular e um plano de tarifa.

Na situacdo descrita, podemos perceber que € facil enumerar todas as
possibilidades de compra do aparelho de celular. Porém, nos casos em que 0O
namero de possibilidades € elevado, o método de resolucdo pela arvore de
possibilidades € cansativo, tornando-o inviavel. Nesses casos, podemos generalizar
o Principio Multiplicativo para um evento composto por n etapas. Para tanto é
necessario conhecermos de quantas maneiras cada etapa pode ocorrer. Podemos
interpretar essa situacao da seguinte maneira:

e [Evento A,: pode ocorrer de m; maneiras;
e Evento 4,: pode ocorrer de m,maneiras;

e Evento A;: pode ocorrer de m; maneiras;

e Evento A;: pode ocorrer de m;maneiras.

Assim, o principio multiplicativo pode ser estendido para n etapas: “se um
evento A;, pode ocorrer de m; maneiras diferentes, para i = 1,2,3,...,n, entdo
esses n eventos podem ocorrer, em sucessao, de m; X m, X .. X m, maneiras
diferentes” (SANTOS; MELLO; MURARI, 2007, p. 40).

O Principio Multiplicativo também pode ser explicitado na linguagem de
conjuntos, sendo, nesse caso, denominado Produto Cartesiano: sejam A e B dois
conjuntos finitos com cardinalidade r e s, respectivamente, isto €, A tem r elementos
e B tem s elementos. Podemos escrever #4 = n ou |A| = n. Chamamos de produto
cartesiano A X B, o conjunto de todos os pares ordenados (a,b) tal que a € A e
b € B. Podemos representa-lo por:

AXB ={(a,b)/a€A e b€ B}

Para quaisquer conjuntos A e B

(a,b),(c,d) e AXB:(a,b)=(c,d)=a=cb=d

Assim, |AX B| = |A|- |B] =r1"s.

Esse mesmo raciocinio pode ser estendido para mais conjuntos.
Consideremos, por exemplo, os conjuntos finitos A, B e C. O produto cartesiano

A X B x C serd o conjunto das ternas (a,b,c) taisquea € A, b € Be c € C, ou seja,
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AXBxC={(a,b,c)Ja€A, beBe ceC(}
Todavia,
(a,b,c),(d,e,f) EAXBXxC:(a,b,c)=(d,e,f) ®a=d,b=ec=f
Logo,
|[(AXBxC)|=|((AXB)XC|] = |AXB|-|C|=|A]-|B|-|C|

A mesma ideia pode ser utilizada para n conjuntos finitos: sejam A, A4, ..., A,
conjuntos finitos, chamamos de produto cartesiano A; X A, X ..X A,, 0 conjunto
das n-uplas (aq,a,, ...,a,), onde a; € 4;, parai =1,2, ..., n, isto é,

A X Ay x ..x A, ={(ay,ay,...,a,)/a, € Aj,a, € Ay, ...,a; € A;}

Segue que

(a,l, a, ...,an) = (bli bz, ""le) (=4 a, = bl,az == bz, ...,an = bn
Ou,
|Ay X Ay X . X Ap| = [Aq] - | Az - -+ - [ Al

3.2.2 Arranjos

Os arranjos consistem nas ordenacgfes possiveis que podem ser formadas
com certo nimero de elementos de um conjunto (ou todos os elementos). Conforme
define Santos, Mello e Murari (2007), “arranjos simples de n elementos tomados p a
p, onde n>1 e p € um numero natural tal que p < n, sdo todos os grupos de p
elementos distintos, que diferem entre si pela ordem e pela natureza dos p
elementos que compdem cada grupo” (Ibidem, p. 57).

Vejamos, como exemplo, no Quadro 2, um problema proposto na sequéncia.

de ensino.

Para a Copa do Mundo de 2014, que sera realizada no Brasil, alguns estadios
estdo sendo construidos e outros reformados. Consideremos um estadio que

contara com 8 portdes de entrada/saida. De quantas maneiras uma pessoa pode

entrar no estadio e sair por um portao diferente do que foi usado para entrar?

Quadro 2 — Atividade 5 do primeiro conjunto de atividades.
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O problema consiste em duas etapas sucessivas de escolhas: escolher um
portdo para entrar e um para sair, sendo que o portao que foi escolhido para entrada
nao pode ser utilizado para saida. Denominando os oito portées como P1 P, P3 Py
Ps, Ps, P7 € Pg, podemos representar, a partir de um diagrama de arvore, a situacéo

proposta considerando a entrada pelo portéo P; (Figura 5).

, Pp,
3 _( P,P3

P
P
P PPy
P
P
P

. — PPy
6 _{ P1PG J
e,
Ps — PiPg

Figura 5 — Arvore de possibilidades considerando o portdo P, como portdo de entrada.

Nessa situacdo, a construgcdo de toda a arvore de possibilidades é um
processo arduo, pois 0 numero total de possibilidades é relativamente alto. Porém,
ao realizar a construcao de uma parte da arvore podemos observar que a situacdo
descrita para o portdo de entrada P; se repetira quando considerarmos os demais
portdes como “portdo de entrada”. Assim, como sao oito os portdes que podem ser
utilizados como entrada, sendo que para cada um deles havera sete possibilidades
de entrada/saida, teremos 8 x 7 = 56 maneiras distintas de entrar e sair do
estadio.

Em outras palavras, podemos representar as duas etapas de escolhas dos
portdes da seguinte maneira:

e 12 etapa (escolher um portdo para entrar no estadio): 8 possibilidades
e 22 etapa (escolher um portdo de saida): 7 possibilidades (o portdo utilizado
para entrar ndo pode ser utilizado para sair.)

Observamos que nesse caso nao iremos utilizar todos os portdes disponiveis.
Podemos escolher o portdo de entrada de oito maneiras distintas e o portdo de
saida de sete maneiras, logo, pelo principio multiplicativo, podemos entrar e sair do

estadio de 8 x 7 = 56 maneiras distintas.
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E possivel generalizarmos o resultado para um conjunto com n elementos
distintos, onde serdo formados agrupamentos com k elementos distintos, em que
k<n.

e 12 etapa (escolher o primeiro elemento): n possibilidades
e 23etapa (escolher o segundo elemento): n - 1 possibilidades

e 32etapa (escolher o terceiro elemento): n - 2 possibilidades

e k-ésima etapa (escolher o k-ésimo elemento): n-(k-1) =n—-k+1
possibilidades?.

Através do principio multiplicativo, podemos determinar o total de
possibilidades para agrupar (arranjar) n elementos em grupos de k elementos,
k<n.

nXxXn-1)xm-2)X..x(n—k+1)

Indicando o nimero desses possiveis arranjos por 4, ,, teremos:

App=nxXxn—-1)XxXn-2)x..x(n—k+1)

A expressdo determinada acima € a formula utilizada para determinarmos o
namero de arranjos de n elementos, tomados k a k (k < n).

Assim como procedemos em relacdo ao principio multiplicativo, também
podemos estender o raciocinio dos arranjos para a linguagem de conjuntos e
funcdes, tratando o ndmero de arranjos como o nimero de funcdes injetoras® de A
em B.

Antes de determinarmos o numero de funcdes injetoras de A em B, ambos
finitos, vamos relembrar como encontrar o numero de aplicacbes entre dois

conjuntos finitos. Vejamos um exemplo sendo |A| = 3 e |B| = 4 (Figura 6).

? Deve-se notar gue para a escolha do k — ésimo elemento é preciso desconsiderar, dos n elementos
iniciais, os k — 1 elementos ja escolhidos nas etapas anteriores.

® Sejam A e B dois conjuntos finitos tais que |A| = m e |B| = n, respectivamente. Uma func&o injetora
€ uma aplicagéo f: A —» B tal que paratodo x,,x, € A:x; # x, = f(x;) # f(x,).
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Figura 6 — Diagrama de flechas das aplicagbes de A em B, em que |A| = 3 e |B| = 4.

No diagrama, cada aplicacdo corresponde a um conjunto de “flechas” que
partem de A e chegam em B. Para determinarmos uma aplicacdo de A em B,
devemos escolher uma flecha para cada um dos elementos de A. O numero de
aplicacbes de A em B sera o numero de escolhas que pudermos fazer, resultando
em diferentes conjuntos de flechas.

Para cada elemento de A, podemos escolher uma flecha dentre 4. Como séo
3 elementos em A, podemos escolher o conjunto de flechas de 4 x4 X4 = 4°= 64
maneiras.

Para um conjunto A com m elementos e um conjunto B, com n elementos

podemos fazer essa escolhade n X n X ..xX n =n" maneiras.
m-—fatores

Para determinarmos o numero de funcfes injetoras ndo basta contarmos o
total de aplicacdes, pois dois elementos de A ndo podem estar ligados a um mesmo
elemento de B. Assim, voltando ao exemplo em que |A| =3 e |B| = 4 (Figura 7 ), ao
escolhermos uma flecha vermelha de um determinado conjunto de flechas, outra
flecha vermelha n&o podera ser escolhida. Do mesmo modo, escolhida a flecha
vermelha para um determinado elemento de A, ndo podemos escolher, para o

mesmo elemento, a flecha azul, verde ou amarela.
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Figura 7 — Diagrama de flechas das aplicac6es de A em B, em que |A| = 3 e |B| = 4.

Portanto, para o primeiro elemento de A, podemos escolher uma entre quatro
opcOes de imagem. Escolhida a primeira, por exemplo, a vermelha, a mesma nao
pode ser escolhida para o segundo e terceiro elementos de A. Logo, para o segundo
elemento, podemos escolher dentre trés op¢des de imagem, digamos a amarela e,
para o terceiro elemento escolhemos uma entre duas op¢odes, por exemplo, a azul.

Assim, o numero de funcbes injetoras de A em B € igual ao nimero de
maneiras através das quais podemos escolher, simultaneamente, uma flecha dentre
um conjunto de quatro, outra flecha de um conjunto de 3 flechas (4 —1) e outra
flecha de um conjunto de duas flechas (4 — 2). Pelo Principio Multiplicativo
encontramos 4 x 3 x 2 = 24 func¢@es injetoras de A em B, tais que |A| = 3 e |B| = 4.

Generalizando o resultado, para |A| = k e |B| = n, o total de fun¢des injetoras
de A em B seré:

nXnh—-1)xXxnh-2)X..x(n—k+1)

E possivel perceber que a expressdo encontrada corresponde ao nimero de
arranjos de n elementos tomados k a k. Assim, podemos concluir que 0 numero de
fungdes injetoras de um conjunto de n elementos em um conjunto de k elementos
corresponde ao numero de arranjos de n elementos tomados k a k:

App=nxn—-1)xXxn-2)x..x(n—k+1)
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3.2.3 Permutacbes

As permutagBes consistem na quantidade de ordenacdes possiveis que
podem ser realizadas com nobjetos de um conjunto. Podemos representar as
permutacdes de n objetos por n! (fatorial) ou por P, Segundo Morgado et al. (1991),

0 numero de modos de ordenar n objetos distintos é n(n — 1) ...1 = n!, sendo que

temos n modos de escolher o objeto que ocupard o primeiro lugar, n - 1 modos de
escolher o que ocupard o segundo lugar, ..., 1 modo de escolher o objeto que
ocupara o ultimo lugar.

Vejamos, como exemplo no Quadro 3, uma situacdo apresentada na

sequéncia de ensino.

Um grupo de pessoas esta organizando uma excursdo pela Serra Gaulcha. Eles
irdo visitar as cidades de Caxias do Sul, Canela, Gramado, Bento Gongalves e
Carlos Barbosa. O grupo esta montando seu roteiro de viagem decidindo a ordem

em que irdo visitar as cidades. Quantas sédo as possibilidades de roteiro que o

grupo pode formar?

Quadro 3 - Atividade 1 do segundo conjunto de atividades.

Na situacéo proposta, o objetivo é formar um roteiro de viagem passando por
cinco cidades determinadas. Cada etapa da resolucdo consistird em escolher uma
cidade dentre as disponiveis. Observamos que, a cada nova etapa, a cidade que for
escolhida ndo podera mais ser considerada.

Notadamente, a quantidade de possibilidades envolvidas nessa atividade é
bem maior do que a encontrada no exemplo anterior. Sendo assim, esbocaremos
apenas um ramo da arvore de possibilidades (Figura 8), utilizando a seguinte
notacdo para representar cada uma das cidades: C; (Caxias do Sul), C, (Canela), G

(Gramado), B (Bento Goncalves) e C; (Carlos Barbosa).
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B — ¢ —  CC,GBG

¢, — B — cc6e8
G — & — CCBGG
G — G —  CGBCGG
G — B — ccC68
B — G | CCCB8G

Figura 8 — Ramo da &rvore de possibilidades da atividade 1 do segundo conjunto de atividades.

Observamos que a enumeracdo de todas as possibilidades por intermédio da
arvore serd bem trabalhosa, visto que realizamos a montagem de apenas um ramo
para uma cidade inicial e ja encontramos seis possibilidades de roteiros.

Optamos por utilizar um ramo da arvore de possibilidades apenas como
recurso auxiliar na representacdo de algumas possibilidades e para podermos
visualizar a multiplicacdo que ocorre. Contudo, podemos interpretar a situacao,
identificando as diferentes etapas distintas e sucessivas, que compdem o evento em
guestao:

e 12 etapa (escolher uma entre 5 cidades): 5 maneiras
e 22 etapa (escolher uma entre 4 cidades): 4 maneiras
e 32 etapa (escolher uma entre 3 cidades): 3 maneiras
e 423 etapa (escolher uma entre 2 cidades): 2 maneiras
e 52etapa (escolher a cidade restante): 1 maneira.

Assim, para a escolha da primeira cidade ha cinco possibilidades. Sendo esta
escolhida, restam quatro possibilidades de escolha para a segunda cidade, trés para
a terceira, duas para a quarta e uma Unica para a quinta cidade. Podemos
representar essa situacdo utilizando o principio multiplicativo, por 5x 4 x 3 x 2 x
1 = 120 maneiras de escolher o roteiro da viagem.

Podemos generalizar a situacdo apresentada para n elementos de um dado
conjunto, visto que todos os elementos serdo utilizados e, desta forma, havera n

etapas, sendo que, a cada nova etapa, o0 numero de possibilidades diminui em uma
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unidade. Em outras palavras, a cada nova escolha, o numero de possibilidades é
uma unidade menor do que na escolha anterior.

e 12 etapa (escolher o primeiro elemento): n possibilidades

e 22 etapa (escolher o segundo elemento): n — 1 possibilidades

e 32etapa (escolher o terceiro elemento): n — 2 possibilidades

e n-ésima etapa (escolher o ultimo elemento): 1 possibilidade

Pelo principio multiplicativo, podemos determinar o total de possibilidades de
escolher todos os elementos pela multiplicagdo das possibilidades de cada etapa, ou
seja,

nXnh—-1D)xnh-2)xn-3)x..x2x1
Denotando a expresséo acima por n! ou P, podemos reescrever:
B=nx(n-1)xn-2)Xx(n—3)x..x2x1=n!

Santos, Mello e Murari (2007) definem permutacdo de n objetos distintos
como “qualquer agrupamento ordenado desses objetos, de modo que, se
denotamos por P, o0 nimero das permutacdes simples dos n objetos, entdo B, = n X
mM—-1Dxnn-2)x(n—-3) x..x2x1=n!“(lbidem, 2007, p. 44).

Na linguagem de conjuntos, o numero de permutacdes correspondera ao
namero de funcdes bijetoras de um conjunto finito A em um conjunto finito B.

Pelo principio bijetivo temos que: se A e B sdo conjuntos finitos e ndo vazios,
entdo |A| = |B| se e somente se existe uma bijecdo f: A - B.

De fato, suponhamos que exista uma bijecéo f: A - B. Se |A|] = n, tomemos
uma bijecdo g:I,, » A, em que I, designa o conjunto dos naturais de 1 a n. Entdo
fog:I, » B também é uma bijecdo, de modo que |B|=mn, e dai, |A| = |B|.
Reciprocamente suponhamos que |A| = |B| = n, com bije¢bes g:I,, » A e h: I, - B,
entdo ho g~': A - B é uma bijecdo de A em B.

Por outro lado, se A e B sdo conjuntos finitos entdo f € uma injecdo se e
somente f é uma bijecdo de A em B.

Consideremos que f: A — B seja uma bijecéo, entdo, pela prépria definicdo de
funcao bijetora, temos que f € injetora. Reciprocamente, se f: A - B € uma funcgéo
injetora e |A| = |B| =n, é evidente que f:A— B é uma bijecdo, visto que todo

elemento de B tem um Unico correspondente em A.
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Assim, o numero de bijecbes f:A — B, em que |A| = |B| =n, sera igual ao
namero de fungdes injetoras f: A — B, 0 qual ja sabemos corresponde a:
nXx m—NDx n-2)x.xn—-n—-D+D)xn—-n+1)=

=nXxMn—171)X..x2x1

n—fatores

O total de bijecOes, determinado pela expressdo acima, denomina-se

permutacdes de n elementos.

3.2.4 Combinacbes

As combinacdes correspondem ao numero de agrupamentos que podemos
formar com um determinado numero de elementos de um conjunto, mas em que
ordenacOes diferentes com 0s mesmos elementos ndo caracterizam agrupamentos
distintos. Ou seja, 0s agrupamentos diferem entre si apenas pela natureza de seus
elementos. Para Santos, Mello e Murari (2007) as “combinacbes simples de
n elementos tomados p a p, onde n > 1 e p € um namero natural tal que p < n, séo
todas as escolhas ndo ordenadas de p desses n elementos” (Ibidem, p. 62).

Para ilustrar, iremos desenvolver um problema que pretendiamos propor na
sequéncia de ensino, mas que em virtude do pouco tempo que dispinhamos acabou

ndo sendo incluido entre as atividades propostas (Quadro 4).

Um lazer muito praticado na nossa regido é o jogo de Truco. Sabemos que ele é
jogado por grupos de seis pessoas, separadas em dois trios que competem
seguindo as regras do jogo. Considerando que oito pessoas querem jogar Truco,

de quantas maneiras € possivel formar um trio participante?

Quadro 4 — Exemplo de situacdo a ser proposta abordando combinacéo simples.
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Suponhamos que as oito pessoas que estdo dispostas a jogar chamam-se
Ana, Bianca, Carlos, Daniel, Eva, Felipe, Gabriel e Hugo. Iremos identifica-los por A,
B, C, D, E, F, G e H, respectivamente. No processo de escolha, cada etapa
consistira em escolher um participante para a composicéo do trio:
e 12 etapa (escolher a primeira pessoa): 8 possibilidades
e 22 etapa (escolher a segunda pessoa): 7 possibilidades
e 32etapa (escolher a terceira pessoa): 6 possibilidades
Sabemos que, dado um conjunto com oito elementos, para formarmos
sequéncias de trés elementos, podemos utilizar o principio multiplicativo, obtendo
8x7x 6 = 336 possibilidades. Contudo, na situacdo do exemplo ndo queremos
formar sequéncias, mas sim agrupamentos, que nao diferem entre si pela ordem dos
elementos que os compdem. Nesses termos, veremos que existirdo diferentes
sequéncias, correspondentes ao mesmo trio, conforme é possivel observar no ramo

da arvore de possibilidades representado na Figura 9.

—{ ABC |
— ABD

—| ABE |
— ABF

— ABG |
— ABH |
— ACB |
— ACD |

IO M||m Ol || mim OO

Figura 9 — Ramo da arvore de possibilidades referente a atividade do quadro 4.

E possivel ressaltar que nesses dois ramos da arvore considerados ja

encontramos 12 possiveis trios. Entretanto, podemos notar que dentre esses, dois
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trios séo formados pelos mesmos integrantes: ABC e ACB, diferenciando-se apenas
pela ordem dos participantes, o que na situagdo do problema n&o configura trios
diferentes, visto que os participantes s8o 0s mesmos.

Podemos notar que outros trios, diferenciados pela ordem, podem ser
formados com esses mesmos jogadores: BAC, BCA, CAB e CBA. Todos o0s seis
trios destacados ndo podem ser considerados distintos, pois sdo compostos pelos
mesmos participantes. A mesma situacao ira se repetir para outros casos de trés
participantes quaisquer, ou seja, a cada trés participantes, a permutacao entre seus
integrantes, ndo configura trios distintos.

Assim, temos que a quantidade de trios encontrados (336) é seis (P3 = 3!)
vezes o total de trios distintos (T), pois em cada grupo de trés pessoas pode haver
permutacdes, gerando seis trios iguais. Deste modo, 6T = 336 e o total (T) de
trios distintos sera T = 56 trios distintos.

Em outras palavras:

336 876 Ags
6 3 P

Pelo exposto, podemos concluir que a divisdo do numero total de sequéncias

56 =

pelo numero de permutacdes dos elementos de cada grupo determina o niumero de
agrupamentos distintos, que diferem entre si pela natureza dos seus elementos.
Esses agrupamentos séo o que denominamos combinacdes simples.

Podemos generalizar o resultado para um conjunto com n elementos distintos,
onde serédo formados agrupamentos com k elementos distintos, em que k < n, que
nao diferem entre si pela ordem dos k elementos.

J& sabemos que o total de sequéncias de k elementos escolhidos dentre n
elementos (k < n), é dado por:

Apg=nx(n—-1Dxn-2)x..x(n—k+1)

Como a permutacdo dos k elementos de um agrupamento origina uma unica
combinagédo, o nimero de combinagdes (C, ) dos n elementos tomados k a k é:
%

Py
o nx(m—-Dxm-2)x.x(n—k+1)
k!

Cn,k =
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A Ultima expressdo encontrada é a formula utilizada para determinarmos as
combinacdes* de n elementos, tomados k a k (k < n).

Do mesmo modo como procedemos nos demais tipos de problemas, também
podemos interpretar as combinacdes na linguagem de conjuntos e funcdes. Para
isso precisamos determinar o niumero de partes de k elementos de um conjunto finito
de n elementos.

Inicialmente, vamos retomar a definicdo do nUmero de partes de um conjunto.
Seja E um conjunto com n elementos e P uma de suas partes (P c E). Essa parte P

0,sex &P

pode ser definida pela fungdo p: E - {0,1}, tal que p(x) = {1 sex €P

Essa funcao é

denominada funcao caracteristica da parte P de E.
Representando as parte de um conjunto em um diagrama de flechas,

obtemos uma situacédo conforme a descrita na Figura 10.

Figura 10 — Representacdo, em um diagrama de flechas, das partes P de um conjunto E.

A denominacéo funcdo caracteristica para a funcao p definida acima é bem
adequada, visto que a funcéo caracteristica descreve completamente o conjunto E,
indicando quais elementos do conjunto E sdo também elementos de P. Assim, o
namero de partes de um conjunto E com n elementos é igual ao numero de funcdes
E - {0,1}, ou seja, 2.

* Podemos representar a combinacdo de n elementos tomados k a k, pelas seguintes notacdes
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Vejamos um exemplo para um conjunto E com sete elementos, em que
queremos calcular o nimero de partes que tenham trés elementos. Indicaremos
esse namero por Cy 3.

Toda parte P de 3 elementos de E é obtida tomando-se um primeiro elemento
de E, um segundo e finalmente um terceiro elemento, isto &, definindo uma funcgéo
injetora f;:{1,2,3} » E. Podemos representar essa situacdo como no diagrama da

Figura 11.

Figura 11 — Diagrama de flechas representando as partes parte P de 3 elementos de E.

No diagrama representado na Figura 9, toda funcéo injetora f;:{1,2,3} - E
determina uma parte de E que compreende trés objetos. Falta-nos determinar
quantas funcdes injetoras f: {1, 2,3} - E tém como imagem P.

Ja sabemos que esse numero de funcdes injetoras sera o numero de bijecées
{1,2,3} » P, ou seja, 3. Como denotamos o0 numero de partes de E com trés

elementos por C7 3, entdo, o nimero de fungdes injetoras f:{1,2, 3} — E sera:

C73. 3!
Por outro lado, o nimero de fungdes injetoras f:{1,2,3} = E é:
7!
7-3)!
Logo,
7! 7!

C73.3! 35

O T



52

Tudo que foi exposto ndo depende da escolha particular dos nimeros 7 e 3.
Podemos, entdo, determinar o numero de partes de k elementos de um conjunto
finito de n elementos, que sera representado por C,, .

Segue que toda parte de k elementos de um conjunto E de n elementos é a
imagem de uma fungéo injetora f:{1,2,...,k} - E. Cada parte com k elementos de E
€ a imagem de k!-injecdes {1, 2, ..., k} - E distintas.

O numero de injecbes {1,2,...,k} - E é, portanto, igual ao nimero de partes
de k elementos de E multiplicado pelo nimero de inje¢cdes que tem a mesma
imagem. Resultando em,

o nx(mm—-1x.x(n—k+1)
nk 1X2X..Xk

3.3 A anélise combinatéria como foco de pesquisa da Educacdo Matemaética

Para a preparacdo de nossa sequéncia de ensino buscamos conhecer
algumas pesquisas ja desenvolvidas que tiveram como objetivo analisar o processo
de ensino e aprendizagem da Andlise Combinatéria. Apds buscas em repositorios
digitais de Universidades, selecionamos alguns trabalhos que julgamos pertinentes
ao nosso objeto de estudo. As pesquisas selecionadas foram: Esteves (2001),
Pedrosa Filho (2008) e Carvalho (2009), os quais abordam o ensino da Analise
Combinatdria no Ensino Fundamental; Sturn (1999), Rocha (2002), Pinheiro (2008) e
Almeida (2010), que tratam do ensino da Analise Combinatéria no Ensino Médio;
Costa (2003) e Sabo (2009) que exploram a visdo docente sobre a tematica; Pessoa
(2009), que aborda o raciocinio combinatério de alunos do 2° ano do Ensino
Fundamental ao 3° ano do Ensino Médio, e Lima (2010), que investiga o ensino de
combinatodria na educacao de jovens e adultos.

A investigacdo realizada por Esteves (2001) analisou a aquisicdo e o
desenvolvimento dos primeiros conceitos de Analise Combinatoria em adolescentes
de 14 anos de idade, cursando a 82 série do Ensino Fundamental.

A pesquisa foi realizada com dois grupos: um de referéncia e outro
experimental, ambos compostos por alunos de uma escola particular de Santos, Séo

Paulo. O grupo de referéncia foi composto por alunos do ensino médio, com quem a
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pesquisadora seguiu uma abordagem tradicional apresentada em livros didaticos,
enquanto o grupo experimental foi composto por alunos da 82 série do Ensino
Fundamental, em que foi aplicada a sequéncia didatica elaborada pela
pesquisadora.

Ao analisar os resultados dos testes diagndsticos realizados, Esteves (2001)
pode observar que os alunos nao utilizaram recursos que fornecessem a formulagéao
de todas as possibilidades, muitas vezes fizeram uso da arvore de possibilidades de
forma errbnea e demonstraram dificuldade em diferenciar problemas de arranjo e
combinagao.

Contudo, a pesquisadora acredita que “as atividades diversificadas, que
venham a ser propostas para favorecer um comportamento de busca, de hipoteses e
gue despertem o raciocinio, ajudam no processo de aprendizagem do aluno”
(ESTEVES, 2001, p. 193). Ou seja, defende o uso de atividades diferenciadas em
sala de aula, de modo que o aluno possa construir seu préprio conhecimento, sendo
essa construcdo o caminho para superar algumas dificuldades apontadas.

Em sua dissertacdo de mestrado, Pedrosa Filho (2008) apresenta uma
pesquisa sobre a aquisicdo e o desenvolvimento de nog¢fes introdutérias do
raciocinio combinatério com criancas entre sete e oito anos. O trabalho foi realizado
a luz da Teoria dos Campos Conceituais de Vergnaud e da Teoria dos Registros de
Representacédo de Duval.

A sequéncia didatica foi toda elaborada com materiais manipulaveis, devido a
importancia da utilizacdo desse tipo de recurso ao se trabalhar com os primeiros

ciclos do Ensino Fundamental. Conforme afirma o autor:

0 material manipulavel ndo tem a pretensdo de substituir o livro didatico,
mas ser um marco inicial para os alunos do primeiro ciclo do Ensino
Fundamental construirem novos conhecimentos por meio de outras
estratégias de ensino, que ndo a tradicional, podendo ser estendido aos
demais ciclos (PEDROSA FILHO, 2008, p. 56).

Além do uso de material manipulavel, Pedrosa Filho (2008) também utilizou
na aplicacdo de sua sequéncia o trabalho em duplas, o qual, segundo ele, favorece
nao sO o interesse pelos assuntos, mas também o desenvolvimento da organizagéo,
leitura, visualizacdo e contagem de resultados, facilitando a construgdo das
primeiras ideias do raciocinio combinatorio.

Ao final da pesquisa, o autor considerou que sua sequéncia didatica alcancou

0s objetivos a que se propds: desenvolver, aplicar e analisar uma sequéncia de
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atividades voltada para criangas do primeiro ciclo do Ensino Fundamental, utilizando
materiais manipulaveis e o trabalho em dupla.

A pesquisa de Carvalho (2009) consistiu na implementacdo de uma
sequéncia didatica, baseada na utilizacdo de jogos, para o desenvolvimento de
problemas de contagem com uma turma do 8° ano do ensino fundamental do
Colégio Militar de Porto Alegre. O trabalho foi desenvolvido tendo por referencial a
teoria dos campos conceituais de Vergnaud e a zona de desenvolvimento proximal
de Vygotsky.

Carvalho (2009) prop6s aos alunos quatro jogos: A Grande Aposta, Contig60,
Senha e Bicolorido. Para cada um dos jogos propostos, apdés os alunos se
ambientarem, através de rodadas de jogadas, um questionario era aplicado,
buscando informacBes em relacdo as possiveis estratégias de contagem, as
distintas formas de organizar a resolucéo e os esquemas produzidos pelos alunos.

Como resultados da pesquisa, o0 autor destacou que o trabalho com jogos
possibilitou um acréscimo no quantitativo de possiveis representacfes de contagem,
sendo que o trabalho em grupo contribuiu para o rendimento da turma como um
todo, uma vez que houve maior interacdo dos alunos na busca de um objetivo
comum.

Sturm (1999) formulou e analisou uma proposta alternativa para o ensino e
aprendizagem da Analise Combinatéria, partindo de sua propria pratica docente. A
metodologia de trabalho foi a pesquisa-acdo, sendo a pesquisa realizada sob um
carater qualitativo, tendo no Diario (caderno destinado a anotag¢fes), o principal
instrumento de registro.

A pesquisa de Sturm (1999) foi realizada também com uma turma de 2° ano
do Ensino Médio, de uma escola particular, na cidade de Itu, Sdo Paulo. A proposta

didatica formulada por Sturm pautou-se em quatro fases:

familiarizacdo com problemas de contagem em geral, estudo da notacao
fatorial, levantamento e observacdo das caracteristicas dos problemas que
determinam seu modo de resolucao e, relacdo das caracteristicas (modo de
resolver) com os temas em si e formalizacdo dos conceitos/temas (STURM,
1999, p. 36).

Essas fases foram planejadas com o objetivo de levar o aluno, inicialmente, a
ter contato com os problemas de contagem para os quais a resolucao fosse possivel
por meio da enumeragdo de todas as possibilidades, por meio da arvore de

possibilidades e do principio multiplicativo, avancando para o uso da notagéo
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fatorial, e alcancando, finalmente, a caracterizacdo e diferenciacdo dos diferentes
tipos de problemas combinatorios, formalizando e generalizando conceitos.

Ao finalizar o trabalho, Sturm (1999) destacou um aspecto positivo referente
ao principio multiplicativo. Para ele, a maioria dos “alunos parecem ter
compreendido a ‘potencialidade’ e as aplicacdes desta estratégia” (Ibidem, p. 81).

Em sua pesquisa, Rocha (2002) propfe que o Principio Multiplicativo seja
utilizado na resolucédo de problemas de Anéalise Combinatoria. A autora denominou
sua proposta de alternativa, em que segundo 0S pressupostos construtivistas, o
professor deixa de lado seu papel de transmissor do conhecimento e passa a ser
observador, organizador, mediador e incentivador da aprendizagem. O aluno passa
a ser 0 agente construtor de seu conhecimento.

A pesquisa foi realizada com dois grupos: com alunos de um curso técnico de
eletrdnica (em 1998) de uma escola publica e com alunos do 2° ano de Ensino
Médio regular (em 2001) de uma escola particular, com o objetivo de possibilitar,
através da utilizacdo do Principio Multiplicativo na resolucdo de problemas de
Contagem, o desenvolvimento e a compreensdo dos conceitos de permutacdes,
arranjos e combinagoes.

O trabalho mostrou, através da abordagem realizada, que é possivel fazer a
construcdo das formulas referentes aos problemas de andlise combinatéria de forma
significativa para o aluno. Além disso, quando o professor assumiu o papel de
mediador do processo educativo, possibilitou a interacdo aluno-professor, aluno-
aluno e aluno-contetido, de modo que os conhecimentos inerentes ao contetdo de
Andlise Combinatéria fossem compreendidos de forma expressiva.

Pinheiro (2008) buscou em sua dissertacdo investigar a validacdo de uma
sequéncia didatica, com énfase na resolucdo de problemas, para introducdo dos
conceitos bésicos da Andlise Combinatéria. O trabalho baseou-se,
metodologicamente, na Engenharia Didatica de Michéle Artigue, tendo por
referencial tedérico a Teoria das Situacbes Didaticas de Guy Brousseau e a
Resolucao de Problemas.

A sequéncia didatica de Pinheiro (2008) foi aplicada em uma turma de 22 série
do Ensino Médio de uma escola publica em Belém do Para. As atividades foram
desenvolvidas tendo por objetivo possibilitar aos alunos a constru¢ao do conceito do

Principio Fundamental da Contagem, seguindo-se para o conceito de permutacao e
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notagcédo de fatorial, avancando para o conceito de arranjo e combinagao simples,
destacando as diferengas entre eles.

Foram aplicados um pré-teste e um pos-teste, com questdes semelhantes.
Por meio dos resultados desses testes, 0 pesquisador pode realizar um comparativo,
constatando uma significativa melhora no desempenho dos alunos no que se refere
a habilidade de resolver situa¢des que envolvessem o raciocinio combinatério.

Pinheiro (2008) considerou viavel a sequéncia didatica por ele proposta,
validando sua hipétese de ser possivel, através da resolucdo de problemas como
ponto de partida, desenvolver os conceitos basicos da Analise Combinatoria.

O trabalho de Almeida (2010) analisou as contribuicbes de uma proposta de
ensino com énfase na Comunicacdo Matematica. A proposta fundamentou-se nos
estudos sobre pensamento combinatorio e sobre criagdo de ambientes de estimulo a
argumentacao e discussao de situacdes-problema em pequenos e grandes grupos.

A pesquisa foi desenvolvida em uma turma do 2° ano do Ensino Médio de
uma escola publica de Itabirito em Minas Gerais, tendo por objetivo principal
investigar o potencial da Comunicacdo Matematica no desenvolvimento de uma
proposta didatica sobre Andlise Combinatéria, a partir da resolucédo de situacdes-
problema.

Ao propor a sequéncia didatica, Almeida (2010) algou a seguinte hipotese: “é
possivel ensinar e aprender Analise Combinatdria de modo mais interessante e
significativo para os alunos, quando se desenvolve uma proposta baseada em
situagdes-problema discutidas coletivamente” (Ibidem, p. 15).

Apés o0 desenvolvimento e andlise das resolucdes apresentadas,
especialmente dos argumentos utilizados pelos alunos no processo de resolucao, a
pesquisadora notou que um numero consideravel de alunos conseguiu utilizar o
principio multiplicativo, bem como resolver exercicios mais elaborados, se
comparados ao inicio da pesquisa, mostrando que a sequéncia didatica contribuiu
para a aprendizagem de conceitos da Analise Combinatéria.

Costa (2003), em sua dissertacdo, analisou os instrumentos disponiveis para
o professor de Matematica ensinar analise combinatoria no Ensino Fundamental por
processo de Modelagem, e os conhecimentos dos professores sobre tal conteddo. A
pesquisa foi embasada nos conhecimentos da Transposicdo Didéatica de Yves

Chevallard.
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O publico-alvo analisado por Costa (2003) foi um grupo de professores do
Ensino Fundamental e Médio, atuantes na rede publica de ensino, que participaram
do curso de Formacédo Continuada - “Construindo Sempre Matematica” —,
promovido pelo convénio PUC-SP/SEE-SP°.

Como metodologia de pesquisa, Costa (2003) analisou documentos oficiais —
Parametros Curriculares Nacionais de Matematica do Ensino Fundamental e
Proposta Curricular para o Ensino de Matemética do Estado de Sao Paulo (1° grau)
—, e duas colecfes de livros didaticos, adotados pelos professores da rede publica
(Matematica Pensar e Descobrir, de Giovanni e Giovanni Jr e Matematica ao Vivo,
de Imenes, Jakubovic e Lellis).

Além dessa pesquisa documental, foram aplicados dois questionarios. Um
guantitativo, contendo questionamentos referentes a formacéao inicial, condi¢cdes de
trabalho, uso do livro didatico, entre outros, e outro qualitativo, visando analisar os
conhecimentos do professor quanto aos conceitos da Andalise Combinatoria e
algumas concepcdes sobre seu estudo no Ensino Fundamental.

Ao analisar os dados coletados por meio dos questionarios, Costa (2003)
concluiu que muitos professores apresentaram as mesmas dificuldades constatadas
em estudos realizados com alunos do Ensino Fundamental e Médio. Demonstraram
ndo ter pleno dominio dos conhecimentos da Analise Combinatéria, né&o
conseguindo sistematizar algumas solucfes ou resolvendo-as de forma incorreta, o
que é extremamente preocupante, visto que o0s professores precisam ter pleno
dominio sobre tais conceitos para que possam ensina-los a seus alunos.

Em sua pesquisa, Sabo (2010) investigou os saberes dos professores de
matematica do Ensino Médio com relacdo ao ensino de Analise Combinatoria. O
quadro tedrico da pesquisa construiu-se pela utilizacdo da Teoria Antropoldgica do
Didatico de Yves Chevallard, das teorias de Tardiff sobre Saberes Docentes e dos
trabalhos de outros autores sobre formagédo e desenvolvimento profissional do
professor.

Participaram da pesquisa seis professores, sendo que a coleta de dados
ocorreu através de entrevistas semiestruturadas, privilegiando 0 processo

interpretativo da fala do professor. Nas entrevistas, o pesquisador buscou identificar

® PUC-SP/SEE-SP — Convénio firmado em a Pontificia Universidade Catdlica de S&o Paulo e
Secretaria Estadual de Educacéo de S&o Paulo.
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o conhecimento dos professores sobre os conceitos da Anélise Combinatéria e a
metodologia de ensino utilizada pelos professores (uso de formulas ou néo).

A partir dos dados coletados, Sabo (2010) observou que os professores
reproduzem as praticas docentes e saberes adquiridos em experiéncias escolares
anteriores. Quanto ao uso de formula, alguns declararam valorizar o uso de Principio
Multiplicativo e outros, as férmulas, porém, ndo sabiam justificar a sua validade.
Alguns professores afirmaram ter dificuldades na interpretacdo dos enunciados dos
problemas, ndo conseguindo distinguir se a ordem dos elementos importa ou nao.
Eles destacaram a importancia da oportunidade em cursos de formacéo continuada
para reavaliagéo de seus saberes e constru¢cdo de novos, favorecendo desta forma,
pratica docente.

Pessoa (2009), em sua tese de doutorado, analisou o desenvolvimento do
raciocinio combinatério de alunos do 2° ano do Ensino Fundamental ao 3° Ano do
Ensino Médio.

Segundo Pessoa (2009) os problemas de analise combinatéria podem ser
classificados em quatro categorias: produto cartesiano, permutacdo, arranjo e
combinagdo. Com base nessas categorias foi montado um instrumento de coleta de
dados com oito questdes, que foi respondido por 568 alunos de quatro escolas de
Pernambuco, duas particulares e duas publicas, de modo que o0s numeros de
guestionarios respondidos por alunos de cada série fossem iguais ou 0 mais proximo
possivel.

Os dados coletados através dos questionarios foram analisados qualitativa e
guantitativamente. Para a andlise quantitativa foi utilizado o software Statistical
Package for the Social Sciences (SPSS), sendo o desempenho dos alunos
analisado a partir das variaveis: género, tipo de escola, nivel de ensino, ano de
escolarizacao, significados de Combinatéria e ordem de grandeza dos nimeros. Os
tipos de respostas e estratégias utilizadas foram analisadas qualitativamente.

Através das analises, a autora pbde perceber que 0s avancos mais
significativos ocorreram nas turmas de 5° e 9° anos, diferente do que ela pensara
inicialmente: que seriam nas turmas de Ensino Médio. Nessas turmas, alguns alunos
tentaram utilizar formulas, porém, ndo as empregaram de maneira correta.

A autora concluiu sua pesquisa destacando que, independente do tipo de

escola, todos os alunos aumentaram seu desempenho conforme avango nos anos
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escolares, indicando que o raciocinio combinatério, com suas particularidades, pode
ser trabalhado em todos os anos.

Lima (2010) foi o unico trabalho que encontramos investigando a relacéo
entre o conteido da Analise Combinatérioae a Educacdo de Jovens e Adultos. O
objetivo da pesquisa foi analisar a compreenséo de alunos da Educacéo de Jovens
e Adultos sobre problemas multiplicativos, especialmente os que envolvem o
raciocinio combinatorio.

A pesquisa contou com a participacdo de 150 alunos de cinco institui¢des:
uma municipal, duas estaduais, uma federal e uma mantida pelo Servigo Social do
Comércio (SESC).

O instrumento de coleta de dados utilizado na pesquisa foi um questionario
com 16 problemas, sendo dois problemas de cada uma das seguintes categorias:
multiplicacdo divisdo, divisdo-particdo, divisdo-quoticdo, produto cartesiano direto,
produto cartesiano inverso, permutacao, arranjo e combinagao.

Apos a aplicacdo do questionario, os dados foram analisados qualitativa e
quantitativamente. Como instrumento de analise quantitativa foi utilizado o software
Statistical Package for the Social Sciences (SPSS). Para tanto, o desempenho dos
alunos foi analisado a partir das variaveis controladas: série e tipos de problemas, e
das varidveis externas: anos de estudo, faixa etaria e profissdo exercida. Das
variaveis analisadas, a Unica que segundo a autora, ndo exerceu influéncia no
desempenho dos alunos, foi a faixa etaria.

A andlise qualitativa consistiu na apreciacdo dos tipos de respostas e
estratégias utilizadas pelos alunos na resolu¢cdo dos problemas. Lima (2010)
observou que, nessas resolu¢des, os alunos nado utilizaram representacées
informais, e os que o fizeram utilizaram a listagem de possibilidades.

Ao final da pesquisa, Lima (2010) concluiu que os alunos da Educacédo de
Jovens e Adultos tém maior facilidade na resolucdo de problemas de multiplicacao
direta, divisdo-quoticdo e divisdo-particdo, provavelmente, porque trabalham com
esse tipo de problema desde o Ensino Fundamental. Ja os problemas em que os
alunos demonstraram maior dificuldade foram os de arranjo e de combinacgéo,
utilizando como estratégia de resolucéo a listagem de possibilidades.

De maneira geral, notamos que, nos trabalhos desenvolvidos com alunos, ha

a preocupacdo de um ensino de Andlise Combinatoria baseado em situacdes que
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favorecam o desenvolvimento do raciocinio combinatério e ndo apenas o trato de
estratégias de resolucéo, baseada em aplicacdes de formulas.

Percebemos que muitas dificuldades apresentadas nas pesquisas realizadas
com alunos também apareceram nos trabalhos desenvolvidos junto a professores.
Nesses trabalhos, os professores demonstraram ter dificuldade na interpretagéo dos
problemas propostos e consequentemente nas respectivas resolugdes, indicando
nao terem pleno conhecimento sobre os conceitos da Analise Combinatoria.

Vimos ainda que, em sua grande maioria, as pesquisas estdo voltadas ao
ensino e aprendizagem do conteudo Analise Combinatéria no ensino regular, seja
Ensino Fundamental ou Médio. Entre os trabalhos, encontramos apenas um que
investigou o desenvolvimento desse topico no contexto da Educacdo de Jovens e
Adultos. Essa pesquisa teve como foco analisar o desempenho dos alunos perante
categorias de problemas da Anélise Combinatério, ndo se detendo no estudo do
processo de ensino e aprendizagem desse topico na EJA.

Sendo assim, acreditamos que nossa pesquisa possa contribuir para o rol de
pesquisas que abordem a relacdo entre a Educacdo de Jovens e Adultos e o
processo de ensino e aprendizagem da Andlise Combinatéria, uma vez que nossa
proposta teve por objetivo analisar se uma estratégia de ensino, tendo por ponto de
partida a resolucdo de problemas, pode propiciar a aprendizagem da Andlise

Combinatdria pelos alunos da EJA.
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4 A EDUCACAO DE JOVENS E ADULTOS

Neste capitulo apresentaremos caracteristicas acerca do publico alvo de
nossa pesquisa — a Educacéo de Jovens e Adultos (EJA). Iniciaremos com um relato
historico sobre a criacdo dessa modalidade de ensino, destacando sua evolucédo
enquanto politica de governo até a criacdo do Programa Nacional de Integracdo da
Educacdo Profissional com a Educacdo Béasica na Modalidade de Educacédo de
Jovens e Adultos (PROEJA). Por fim, abordaremos a relacdo entre o ensino de

matematica e a EJA.

4.1 Historico da criacdo da EJA e do PROEJA

A Proposta Curricular para a Educacao de Jovens e Adultos (BRASIL, 2002b)
menciona indicios de acfes voltadas para a educacdo de adultos, mesmo que
maneira ndo sistematica, desde o periodo colonial. Nessa época, 0s jesuitas
exerciam o papel de educadores missionarios, com o objetivo de transmitir normas
de comportamento e oficios necessarios para o funcionamento da Colénia.

Contudo, foi em meados da década de 20, com o crescimento da demanda de
mao de obra, imposto pelo crescimento industrial, e impulsionado pelos movimentos
sociais, que a Educacdo de Adultos tornou-se uma questdo de politica educacional,
através da criacdo de escolas noturnas para adultos, por meio do Decreto n°
16.782/A, de 13 de janeiro de 1925. Essa primeiras ac¢des foram consolidadas com a
Constituicao de 1934, em gque foi instituida a obrigatoriedade e gratuidade do ensino
primario para todos, firmando a educacdo de jovens e adultos como questdo de
politica educacional (Ibidem).

Na década de 40, importantes acdes ocorreram: em 1942 foi criado o Fundo
Nacional de Ensino Primario, com o objetivo de ampliar a oferta da educacao
primaria para jovens e adultos; em 1947, foram instituidas a Campanha de
Educacdo de Adolescentes e Adultos (CEAA), que buscou fornecer subsidios para
infraestrutura dos estados e municipios, e Servico de Educacdo de Adultos (SEA),

com a finalidade de orientar os planos anuais para o ensino supletivo (Ibidem).



62

Outras acgdes, no formato de campanhas, foram criadas na década de 50: a
Campanha Nacional de Educagdo Rural (1952) e a Campanha Nacional de
Erradicacdo do Analfabetismo (1958). Ambas duraram pouco tempo e néo
produziram muitas realizacdes. (BRASIL, 2002b, v.1).

No inicio da década de 60, comecaram a se difundir as ideias da Educacao
Popular, tendo na figura de Paulo Freire, seu principal referencial. Freire destacava a
importancia da autonomia do educando e a maior comunicacao entre educador e
educando, sendo a aprendizagem desse voltada para suas reais necessidades
(MONTEIRO, 2010).

Sob a influéncia de Paulo Freire, no inicio de 1964, foi langado o Programa
Nacional de Alfabetizacdo, que tinha o apoio de intelectuais, religiosos, estudantes e

diversos outros grupos sociais. Freire propunha que

o educando fosse tomado como sujeito de aprendizagem, e que a acao
educativa passasse a nao negar sua cultura, promovendo situacdes de
aprendizagem em que a consciéncia ingénua desses adultos analfabetos
fosse transformando-se em uma consciéncia critica (ANDRADE, 2010, p.
15).

Com as propostas de Freire a Educacao de Adultos tornou-se o motor de um
movimento amplo de valorizagdo da cultura popular, possibilitando o resgate e a
valorizacdo dos saberes populares. (HADDAD; DI PIERRO, 2000, p. 113). Porém,
com o Golpe Militar, nesse mesmo ano, 0os movimentos de Educacao Popular, foram
reprimidos, sendo 0s seus mentores censurados e perseguidos, culminando com o
exilio de Paulo Freire.

Como a problemética do analfabetismo adulto persistia, em 1967, foi criado o
Movimento Brasileiro de Alfabetizacdo (MOBRAL), com o objetivo de oferecer
competéncias basicas de leitura, escrita e célculo. Contudo, a metodologia e 0s
materiais didaticos adotados j4 ndo permitiam tdo pouco instigavam 0 senso critico
dos alunos (PORCARO, 2004).

Em 1971, com a implantacdo da Lei n°® 5.692/71, a Educacdo de Adultos foi
reconhecida, sendo destinado na referida lei um capitulo para sua regulamentacéo,
através da modalidade Ensino Supletivo. A partir de entdo, ficou estabelecido que
cidaddos com mais de 14 anos teriam direito ao 1° Grau (atual Ensino Fundamental).
Porém, o Estado néo tinha obrigacéo de ofertar vagas a esse publico.
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Além de possibilitar a alfabetizacdo de adultos, o Supletivo pretendia
contribuir para a formacéo e qualificacdo de m&o de obra. Nas palavras de Haddad e

Di Pierro:

O Ensino Supletivo, por sua flexibilidade, seria a nova oportunidade dos que
perderam a possibilidade de escolarizacdo em outras épocas, a0 mesmo
tempo em que seria a chance de atualizacdo para os que gostariam de
acompanhar o movimento de modernizacdo da nova sociedade que se

implantava dentro da logica de ‘Brasil Grande’ da era Médici
(HADDAD; DI PIERRO, 2000, p. 118).

Com o fim da Ditadura Militar, em 1985, o MOBRAL foi extinto e foi criada a
Fundacdo Nacional para a Educacdo de Jovens e Adultos (Educar), vinculada ao
Ministério da Educacdo (MEC), com a funcao de auxiliar e acompanhar as acdes
voltadas a Educacao de Adultos (HADDAD; DI PIERRO, 2000).

Segundo Haddad e Di Pierro (2000), com a promulgacdo da nova
Constituicdo Federal, em 1988, materializou-se o reconhecimento do direito de
jovens e adultos a educacdo fundamental, devendo o Estado garantir sua oferta
publica, gratuita e universal (Ibidem, p. 119).

Como ressalta Fonseca,

a Constituicdo de 1988 representou um avanco na direcdo da conquista do
direito a educacé@o ao estabelecer como obrigatério e gratuito - e dever do
Estado — todo o ensino fundamental, e ndo apenas a educacéo de criancas
de sete a quatorze anos. (FONSECA, 2007, p. 16).

Nesse periodo, o termo Ensino Supletivo deu lugar a terminologia Educacao
de Jovens e Adultos (EJA), como é conhecida até hoje. Segundo Soares (2002), tal
mudanca nao foi apenas de nomenclatura, mas sim uma mudanga no amago do
conceito de educacéao destinada aos cidaddos que nédo tiveram acesso a ela na

idade regular. Conforme afirma o autor

a mudanga de ‘ensino supletivo’ para ‘educagéo de jovens e adultos’ nao foi
uma mera atualizacdo vocabular; houve um alargamento do conceito ao
mudar a expressao de ensino para educac¢do. Enquanto o termo ‘ensino’ se
restringe @ mera instrugcdo, o termo ‘educacdo’ é muito mais amplo,
compreendendo os diversos processos de formacéo (Ibidem, p. 12).

Na década de 90, duas grandes ac¢bes contribuiram para concretizacdo da
EJA como uma politica educacional: o Plano Decenal, em 1994, e em 1996, a Lei de
Diretrizes e Bases da Educacao Nacional (Lei n® 9.394/96, LDBEN). A primeira, fixou
metas para a educacdo brasileira, entre elas agfes para o atendimento de 3,7

milhées de analfabetos e 4,6 milhdes de jovens e adultos pouco escolarizados. A
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segunda, reafirmou os direitos de jovens e adultos a uma educacgdo gratuita e de
qualidade.
Com a promulgacao da Lei n°® 9.394/96 (LDBEN), ficou assegurado que:

Art. 37 - A educacédo de jovens e adultos sera destinada aqueles que néo
tiveram acesso ou continuidade de estudos no ensino fundamental e médio
na idade propria.

§ 1° Os sistemas de ensino assegurardo gratuitamente aos jovens e aos
adultos, que ndo puderam efetuar os estudos na idade regular,
oportunidades educacionais apropriadas, consideradas as caracteristicas do
alunado, seus interesses, condi¢fes de vida e trabalho, mediante cursos e
exames.

§ 2° O Poder Publico viabilizara e estimulard o acesso e a permanéncia do
trabalhador na escola, mediante a¢fes integradas e complementares entre
si.

Art. 38 - Os sistemas de ensino manterdo cursos e exames supletivos, que
compreenderdo a base nacional comum do curriculo, habilitando ao
prosseguimento de estudos em carater regular.

§ 1° Os exames a que se refere este artigo realizar-se-ao:

I. no nivel de conclusdo do ensino fundamental, para os maiores de quinze
anos;

II. no nivel de conclusdo do ensino médio, para 0os maiores de dezoito anos.
§ 2° Os conhecimentos e habilidades adquiridos pelos educandos por meios
informais serdo aferidos e reconhecidos mediante exames (BRASIL, 1996).

Em 1997, com a realizagao, na Alemanha, da V Conferéncia Internacional de
Educacao de Adultos (V CONFINTEA), se estabeleceu importantes orientacdes para
a EJA. A aprovacao da Declaracdo de Hamburgo trouxe novos principios para EJA,
dentre os quais a relacdo entre a educacdo de adultos e o desenvolvimento
sustentavel. A Proposta Curricular para a Educacao de Jovens e Adultos (BRASIL,
2002b, v. 1) destaca um trecho da Declaragdo de Hamburgo (1997):

A educacdo de adultos torna-se mais que um direito: € a chave para o
século 21; é tanto consequéncia do exercicio da cidadania como condi¢édo
para uma plena participagdo na sociedade. Além do mais, € um poderoso
argumento em favor do desenvolvimento ecolégico sustentavel, da
democracia, da justica, da igualdade entre os sexos, do desenvolvimento
socioecondmico e cientifico, além de um requisito fundamental para a
construcdo de um mundo onde a violéncia cede lugar ao dialogo e a cultura
de paz baseada na justica (Declaragdo de Hamburgo, 1997 apud BRASIL,
2002b).

A partir de entdo novos paradigmas foram sendo incorporados a EJA no
Brasil. Em 2000, a Camara da Educacédo Basica (CEB) do Conselho Nacional de
Educacdo (CNE) aprovou o Parecer n° 11/2000 o qual trata das Diretrizes
Curriculares Nacionais para a Educacdo de Jovens e Adultos. Essas diretrizes

trazem 0s novos conceitos, fundamentos e funcdes da EJA. Em relagcéo as funcgdes,
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h& uma mudanca de paradigma. A funcdo compensatoéria da EJA transforma-se em
funcao reparadora, equalizadora e qualificadora (BRASIL, 2000).

Ribeiro (2007) resume claramente as novas funcdes da EJA conforme o
Parecer n° 11/2000:

- Reparadora: refere-se néo sé a restauracédo de um direito negado (direito a
uma escola de qualidade), mas também ao reconhecimento da igualdade
ontoldgica de todo e qualquer ser humano de ter acesso a um bem real,
social e simbolicamente importante;

- Equalizadora: relaciona-se a igualdade de oportunidades que possibilite
maiores condicdes de acesso e permanéncia na escola, permitindo aos
individuos nova insercdo no mundo do trabalho, na vida social, nos espacos
da estética e na abertura dos canais de participacao;

- Qualificadora: reconhecida como mais que uma funcéo, e sim o proprio
sentido da EJA, correspondendo as necessidades de atualizacdo e de
aprendizagem continuas decorrentes dos ideais de uma educagéo
permanente, que tem como base o carater incompleto do ser humano cujo
potencial de desenvolvimento e de adequacdo pode se atualizar em
quadros escolares ou ndo-escolares. (Ibidem, p. 33).

Em complementacdo as Diretrizes, foram lancados pelo MEC, em 2001, os
Parametros Curriculares para a Educacédo de Jovens e Adultos, com o objetivo de
“orientar os estados, municipios e demais instituicdes que atendem a educacédo de
jovens e adultos na elaboragao de suas propostas curriculares” (MONTEIRO, 2010,
p. 142).

Pelo exposto, percebemos que a EJA vem ganhando for¢cas no decorrer dos
anos. Contudo, além da necessidade de proporcionar a jovens e adultos que nao
tiveram a oportunidade de buscar sua escolarizagdo basica na chamada “idade
regular”, surgiu também a demanda de ofertar a esse publico uma qualificagao
profissional. Buscando atender algumas dessas demandas, foi criado, através do
Decreto n° 5.478, de 24 de junho de 2005, o Programa de Integracdo da Educacéao
Profissional ao Ensino Médio na Modalidade de Educacdo de Jovens e Adultos —
PROEJA.

Esse programa foi criado, inicialmente, com o objetivo de ofertar formagao
basica de nivel médio, juntamente com formacéao profissional. Pelo decreto, ficaram
responsaveis pela oferta dos cursos os entdo CEFET's (Centros Federais de
Educacédo Tecnoldgicas), as EAF’s (Escolas Agrotécnicas Federais) e as Escolas
Técnicas vinculadas as Universidades.

Em 2006, o Decreto n°® 5.478/05 foi revogado, passando entdo a vigorar o
Decreto n° 5.840, de 13 de julho de 2006, que instituiu novas diretrizes para o

programa, o qual passou a abranger também o Ensino Fundamental, sendo
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denominado, a partir de entdo, Programa Nacional de Integracdo da Educacéo
Profissional com a Educacdo Basica na Modalidade de Educac¢do de Jovens e
Adultos (PROEJA). Com essa ampliacdo, além dos alunos de nivel médio que ja
eram atendidos pelo programa, o mesmo passou a ser ofertado também para alunos
do Ensino Fundamental, funcionando em parceria com instituicbes estaduais,
municipais e entidades privadas de servigo social.

Com a oferta de cursos PROEJA para dois niveis diferentes de ensino, o
programa foi desdobrado em PROEJA (Programa Nacional de Integracdo da
Educacdo Profissional com a Educacdo Béasica na Modalidade de Educacédo de
Jovens e Adultos — Educacgéo Profissional Técnica de Nivel Médio) e PROEJA FIC
(Programa Nacional de Integracdo da Educacdo Profissional com a Educacao
Basica na Modalidade de Educacdo de Jovens e Adultos — Formacao Inicial e
Continuada).

De acordo com o Decreto n° 5.840/06, os cursos PROEJA deverao considerar
as caracteristicas dos jovens e adultos atendidos, podendo ser, no caso do PROEJA
FIC, articulados ao Ensino Fundamental ou ao Ensino Médio, com o objetivo de
elevar o nivel de escolaridade do trabalhador e, integrado ou concomitante ao
Ensino Médio, no caso do PROEJA. (BRASIL, 2006a). Assim, 0S cursos na
modalidade PROEJA, podem ser enquadrados em uma das seguintes categorias:

e Educacéo profissional técnica integrada ao ensino;

e Educacdo profissional técnica concomitante ao ensino medio;

e Formacéo inicial e continuada de trabalhadores integrada ao ensino
fundamental;

e Formacéo inicial e continuada de trabalhadores concomitante ao ensino
fundamental;

e Formacéo inicial e continuada de trabalhadores integrada ao ensino médio;

e Formacédo inicial e continuada de trabalhadores concomitante ao ensino
médio.

O Decreto n° 5.840/06 também institui cargas horarias minimas para cada
categoria de cursos. Para os cursos PROEJA FIC, o decreto estabelece uma carga
horaria minima de mil e quatrocentas horas, sendo, no minimo, mil e duzentas horas
para formacédo geral e duzentas horas para formacao profissional. Ja para os cursos

de PROEJA, indica uma carga horaria minima de duas mil e quatrocentas horas, de
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modo a garantir, no minimo, mil e duzentas horas para a formacédo geral e a carga
horaria minima estabelecida para a respectiva habilitacdo profissional (BRASIL,
2006a).

Em relacdo a organizacdo curricular, o Documento Base do PROEJA -
Educacdo Profissional Técnica de Nivel Médio orienta que a criacdo dos cursos
deve estar pautada nas condi¢cOes de acesso e permanéncia de jovens e adultos, na
compreensao do trabalho como condicdo transformadora da realidade e na
continuidade de estudos (BRASIL, 2007).

Assim, o objetivo principal do curso técnico de nivel médio, na modalidade da
educacdo de jovens e adultos (PROEJA), é proporcionar a esse publico uma
formacdo integral, isto €, uma formac&o basica sdlida, vinculada a formacéao
profissional, de modo a possibilitar a “formacao de cidadaos-profissionais capazes
de compreender a realidade social, econdmica, politica, cultural e do mundo do
trabalho, para nela inserir-se e atuar de forma ética e competente, técnica e
politicamente” (BRASIL, 2007, p. 35).

Do mesmo modo, 0s cursos que visam a formacéo inicial e continuada dos
trabalhadores (PROEJA FIC) também tém este objetivo, ou seja, a formacgdo basica
e a capacitacdo profissional devem caminhar juntas, ndo se sobressaindo uma a
outra. Conforme destaca o Documento Base do PROEJA — Formacao Inicial e
Continuada / Ensino Fundamental — “ndo se trata, de maneira alguma, de subsumir
o conteudo propedéutico do ensino fundamental a uma preparagéo para o mundo do
trabalho, mas sim de garantir a totalidade do primeiro integrando-o a segunda”
(BRASIL, 2007, p. 19).

Assim, as duas categorias dos cursos do PROEJA consideram as
especificidades do mundo do trabalho, mas nédo se restringem a elas em detrimento
da formacao basica. Ou seja, 0s cursos nessa modalidade tém relacdo direta com o
mundo do trabalho, porém, visam possibilitar aos sujeitos a continuidade dos
estudos, seja do Ensino Fundamental para o Ensino Médio, seja do Ensino Médio
para o Ensino Superior. Dessa forma, os curriculos dos cursos devem ser pensados
de modo a garantir que ambos objetivos sejam alcancados.

Diante do exposto, percebemos a importancia da implantacdo de cursos do
PROEJA, pelos quais sujeitos de diferentes classes sociais e que pelas mais
diversas razdes, ndo concluiram sua escolaridade na idade regular possam concluir

o ensino fundamental e/ou meédio, elevando seu grau de escolaridade e se
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capacitando profissionalmente, visando uma melhor inser¢do no mundo do trabalho,

podendo inclusive vislumbrar sua inser¢gao no ensino superior.

4.2 O Ensino de Mateméticae a EJA

Ao falarmos do Ensino de Matematica nos cursos de PROEJA, estamos
inicialmente, pensando na Educacdo de Jovens e Adultos. Conforme ressalta a
Proposta Curricular para a EJA — Ensino Fundamental — 2° Segmento (BRASIL,
2002c, v. 03), esse ensino € cada vez mais necessario, pois a matematica esta
presente nos processos de contagem e medicdo de grandezas, assim como na
criacao de sistemas abstratos que organizam, inter-relacionam e revelam fenbmenos
do espaco, do movimento, das formas e dos numeros (BRASIL, 2002c, v. 03, p. 12)

O mesmo documento destaca os dois papeis indissociaveis, do ensino da
matematica na EJA: papel formativo e papel funcional. O primeiro refere-se ao
“desenvolvimento de capacidades intelectuais para a estruturagdo do pensamento” e
0 segundo, “a aplicacdo dessas capacidades na vida pratica e a resolugdao de
problemas nas diferentes areas de conhecimento” (BRASIL, 2002c, v. 03, p. 12)

Fonseca (2007) observa que o entendimento da matematica como ferramenta
indispensavel ao entendimento de variadas situacfes da vida cotidiana € uma das

razdes que leva os sujeitos a comecarem ou voltarem a estudar.

Um componente forte da gerag¢édo da necessidade de voltar ou comecar a
estudar seria justamente o anseio por dominar conceitos e procedimentos
da Matematica. A frequéncia (e a urgéncia) com que situacdes da vida
pessoal, social ou profissional demandam avaliagfes e tomadas de deciséo
referentes a analises quantitativas, parametros légicos ou estéticos
conferem ao instrumental matematico destacada relevancia. (lbidem, p. 49)

Nesse sentido, Fantinato (2004) destaca que pesquisas realizadas sobre a
educacdo matematica na educacdo de adultos costumam seguir trés vertentes
principais. A primeira analisa a matematica como instrumento de conscientizagéo
politica, visando reverter a situacdo do educando excluido da escola regular, em que
0 ensino da matematica formal contribuiu de alguma forma para essa situacdo. A
segunda estuda a relacdo da matematica como instrumentalizacdo para o mercado

de trabalho, ou seja, foca na requalificacao profissional, sendo a matematica fator
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importante para o dominio de certas linguagens, especialmente tecnoldgicas. A
terceira preocupa-se com o modo proprio de raciocinio matemético do educando,
isto é, os modos de pensar e agir do adulto e sua relacdo com o0 ensino e
aprendizagem da matematica.

Assim, o ensino e aprendizagem da Matematica na EJA deve servir de
oportunidade para “co-mover 0s sujeitos, enquanto resgata (e atualiza) vivéncias,
sentimentos, cultura e, num processo de confronto e reorganizacdo, acrescenta
mais um elo a histéria do conhecimento matematico”. (FONSECA, 2007, p. 54).

Nesse contexto, a EJA precisa ser reconhecida como uma modalidade de
ensino prépria, com necessidades especificas. Para que seja realmente assegurado
o direito do publico jovem e adulto a educacéo, é fundamental e indispensavel que
os educadores compreendam as necessidades do educando e (re)pensem o

processo de ensino e aprendizagem, como ressalta Paiva:

Precisamos reconhecer a EJA como modalidade que é da educacgédo basica,
ndo podendo ser pensada como oferta menor, nem pior, nem menos
importante. Ela, como modalidade, € um modo préprio de fazer a educagéo
basica, modo esse determinado pelos sujeitos que ela recebe: jovens e
adultos. A legislacdo recomenda a necessidade de busca de condic¢des, de
alternativas, de curriculos adequados a esses sujeitos, levando em conta
seus saberes, seus conhecimentos até entdo produzidos e suas
experiéncias no mundo do trabalho etc. Nelas, esses sujeitos se formaram,
ndo na escola; por elas aprenderam conteldos que determinam seus
modos de estar no mundo, de aprender novas coisas, determinam seus
interesses, seus desejos de saber mais, de certificar-se, de progredir, ou
nao, nos/pelos estudos (PAIVA apud ANDRADE, 2010, p. 9).

Oliveira (1999) ressalta que o primeiro passo na reflexdo da Educacao de
Jovens e Adultos é o (re)conhecimento dos sujeitos atendidos por essa modalidade.

A autora destaca que

O adulto, no &mbito da EJA, ndo é o estudante universitario, o profissional
qualificado que frequenta cursos de formagdo continuada ou de
especializacdo, ou a pessoa adulta interessada em aperfeicoar seus
conhecimentos.

[...]

E o jovem, incorporado ao territorio da antiga educacdo de adultos
relativamente ha pouco tempo, ndo é aquele com uma histéria de
escolaridade regular, o vestibulando ou o aluno de cursos extracurriculares
em busca de enriquecimento pessoal. Ndo é também o adolescente no
sentido naturalizado de pertinéncia a uma etapa bio-psicolégica da vida.
(Ibidem, p. 59-60)

Assim, refletir sobre os sujeitos da EJA é reconhecer as trés condi¢cdes que 0s
caracterizam: “a condicdo de ‘nao-criangas’, a condicdo de excluidos da escola e a

condicdo de membros de determinados grupos culturais” (OLIVEIRA, 1999, p. 60).
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Admitir a condicdo de “nao-crianga” é reconhecer que esse jovem ou adulto possui
determinada bagagem histérica e cultural, com determinados conhecimentos e
habilidades que construiu fora do ambiente escolar e que, por essa razdo, sua
aprendizagem ocorre de forma diferente da crianca. Sendo assim, ndo podem ser
utilizados apenas aportes teoricos voltados ao desenvolvimento cognitivo de
criancas e adolescentes. Aceitar a condicdo de excluidos da escola é repensar
curriculos e metodologias de modo a promover que esse educando permaneca
entdo no espaco escolar e evitar um dos maiores problemas da EJA, a evasao.
Reconhecer a condicdo de membros de determinados grupos culturais é aceitar as
especificidades culturais do educando, que sdo construidas a partir dos valores
culturais do meio em que ele esté inserido. Deste modo, pensar a EJA é considerar
as especificidades, caracterizadas por aspectos socioculturais, dos sujeitos
envolvidos.

Portanto, ao pensarmos sobre o Ensino de Matemética na EJA, precisamos
refletir sobre quem séo os sujeitos, adultos ou jovens que voltam ou comecam a
estudar, quais sdo suas expectativas e perspectivas, qual sua realidade sociocultural
e quais sao os conhecimentos matematicos desenvolvidos fora da escola. Essas
aclOes sdo essenciais no sentido de possibilitar aos educandos condi¢cbes para a
construcdo de determinados conhecimentos matematicos que possam auxilia-los em
suas a¢bes no mundo.

Do mesmo modo, essas acdes devem ser realizadas em relacao ao ensino de
matematica no PROEJA, conforme orientam os fundamentos politico-pedagdgicos
do curriculo previstos no Documento Base do PROEJA,

E necessario, também, estabelecer a relacdo entre educacdo profissional,
ensino médio e EJA, trancando os fios que entrelagam a perspectiva de
pensar, de forma integrada, um projeto educativo, para além de
segmentacdes e superposicdes que tdo pouco revelam das possibilidades
de ver mais complexamente a realidade e, por esse ponto de vista, pensar
também a intervengéo pedagdgica (BRASIL, 2007, p. 41).

De modo geral, as orientacdes curriculares previstas no Documento Base do
PROEJA nao indicam quais conteudos devem ser desenvolvidos. Apenas sinalizam
0sS principios que a organizagdo curricular deve contemplar. Nesse sentido, o0s
cursos PROEJA ofertados pelo Instituto Federal Farroupilha — Campus Alegrete

foram, pensados e estruturados conforme a experiéncia vivenciada nos cursos
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técnicos regulares ja ofertados e de acordo com os recursos de que a instituicdo
dispunha®.

Na organizacdo curricular de ambos o0s cursos a matematica esta
contemplada no eixo referente a formacédo geral, com o intuito de se garantir a
formacgéo basica esperada dos alunos ao final do Ensino Médio, possibilitando a
continuidade de estudos.

Em relacdo a Combinatdria, os Parametros Curriculares Nacionais — Ensino
Fundamental (PCN) apontam a importancia do seu desenvolvimento desde os
primeiros ciclos do Ensino Fundamental. Pois essa a¢do possibilitara que o processo
de ensino e aprendizagem ocorra de forma gradativa e em diferentes momentos,
garantindo que os conhecimentos sejam aprofundados até que, no Ensino Médio
possa acontecer a formalizacdo dos conceitos. (BRASIL, 1997).

Nos PCN, os contetdos da Anélise Combinatoria, Probabilidade e Estatistica
integram o bloco denominado “Tratamento da Informagdo”. Em relagdo ao
desenvolvimento desses conteddos, o objetivo ndo € estarem pautados na defini¢éo

de termos e formulas, mas devem ocorrer com a finalidade de

[...] fazer com que o aluno venha a construir procedimentos para coletar,
organizar, comunicar e interpretar dados, utilizando tabelas, graficos e
representacdes que aparecem frequentemente em seu dia-a-dia.

[...] levar o aluno a lidar com situagbes-problema que envolvam
combinagbes, arranjos, permutacdes e, especialmente, o0 principio
multiplicativo da contagem.

[...] que o aluno compreenda que grande parte dos acontecimentos do
cotidiano sdo de natureza aleatdria e é possivel identificar provaveis
resultados desses acontecimentos. As noc¢des de acaso e incerteza, que se
manifestam intuitivamente, podem ser exploradas na escola, em situacfes
nas quais o aluno realiza experimentos e observa eventos (em espagos
equiprovaveis). (BRASIL, 1997, p. 40)

Em relacdo ao ensino da Analise Combinatéria no Ensino Médio, os
Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio — Matemética (PCNEM)
apontam que € crescente a necessidade de descricdo e andlise de um grande
namero de dados, assim como a necessidade da realizacdo de inferéncias e
predicbes acerca de uma amostra populacional, aplicando ideias e técnicas da
combinatoria, probabilidade e estatistica (BRASIL, 2000a).

Por sua vez, as orientacbes complementares aos Parametros Curriculares

Nacionais (PCN+), ressaltam que o desenvolvimento do raciocinio combinat6rio nao

® No capitulo dedicado a metodologia apresentamos um historico mais detalhado sobre a criagao e
manutencéo dos cursos PROEJA do Instituto Federal Farroupilha — Campus Alegrete.
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deve ser aprendido como uma lista de férmulas, mas sim como um processo que
exige construcdo de um modelo simplificado e explicativo de diferentes situacoes,
propostas por diversos problemas (BRASIL, 2002a).

Além disso, as Orientacdes Curriculares para o Ensino Médio’ (2006)
apontam que “a combinatéria ndo tem apenas a fungcdo de auxiliar o calculo das
probabilidades, mas tem inter-relacdo estreita entre as ideias de experimento
composto a partir de um espaco amostral discreto e as operagdes combinatorias”
(BRASIL, 2006b, p. 79).

No Instituto Federal Farroupilha — Campus Alegrete, a Analise Combinatoria
foi pensada segundo a légica da continuidade de estudos, conforme prevé uma das
orientacdes do Documento Base do PROEJA. Por essa razdo, a Analise
Combinatéria aparece organizada por competéncias e habilidades, sendo
considerada como competéncia a resolucdo de situacdes-problema e, como
habilidades visadas, a formulacao de hipéteses, a previsao de resultados, a procura,
selecéo e interpretacdo de informacdes relativas a um problema e a obtencdo de
estratégias de resolucdo de problemas (CONSELHO DIRETOR DA EAFA/RS,
2006a, 2006b).

Além de possibilitar a continuidade de estudos, consideramos que a Analise
Combinatoria € relevante porque o desenvolvimento do raciocinio combinatério é,

sobretudo, componente essencial do pensamento formal.

" Documento referente as orientacdes das Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias.
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5 METODOLOGIA

Neste capitulo descreveremos a nossa opcao metodoldgica: estudo de caso.
Apresentamos também o universo em que foi desenvolvida nossa pesquisa: 0s
cursos na modalidade PROEJA do IF Farroupilha — Campus Alegrete: Técnico
Agricola — Habilitagdo em Agroindastria (PROEJA - Agroindastria) e Técnico em
Informatica — Habilitagdo em Manutencdo e Suporte em Informatica® (PROEJA -
Informatica). Por fim, apresentamos os instrumentos e procedimentos da coleta de

dados.

5.1 Estudo de Caso

Nosso trabalho foi desenvolvido sob uma abordagem qualitativa. Pesquisas
com esse enfoque diferenciam-se conforme os objetivos e métodos que adotam.
Ribeiro (2007) aponta as cinco caracteristicas da pesquisa qualitativa enumeradas
por Bogdan e Biklen (1994 apud RIBEIRO, 2007, p. 133):

1. O contexto em que o fenébmeno ocorre é fonte direta de dados e, sua
preservacao é essencial para a compreensao do objeto em estudo;

2. Os dados coletados sdo predominantemente descritivos. Todos os dados da
realidade sdo considerados relevantes;

3. O processo é mais importante do que o produto;

4. A compreensdo das perspectivas dos participantes € relevante;

5. A analise dos dados tende a seguir um processo indutivo. Sem hipoteses
formuladas a priori.

Dentre as possiveis abordagens qualitativas, optamos pelo estudo de caso, o
qual, segundo Ponte (2006) se trata de uma investigacdo particularistica, ou seja,
busca descobrir em uma situacédo especifica, aspectos essenciais que contribuam
para a compreenséao global de certo fenébmeno.

O obijetivo principal de um estudo de caso é compreender em profundidade o

‘como” e os “porqués” de uma determinada entidade (pessoa, instituicdo, sistema

® Esse curso foi inicialmente denominado Técnico em Informatica — Habilitacdo em Hardware e
Redes, entre 2006 e 2008. Aqui optamos por apresenta-lo com sua nomenclatura atual.
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educativo, disciplina, entre outros), evidenciando sua identidade e caracteristicas
proprias. E uma investigacdo de natureza empirica, baseada principalmente em
trabalho de campo ou anélise documental, com o propdsito de compreender o objeto
de estudo, no contexto em que esta inserido (PONTE, 2006).

Em face disso, acreditamos que a abordagem qualitativa foi a melhor opcéao
metodoldgica para a pesquisa que realizamos, pois todos os dados reunidos tiveram
carater descritivo, sendo coletados diretamente no contexto escolar cotidiano dos
alunos, através de contato direto do pesquisador com 0s sujeitos pesquisados. Além
disso, caracteristicas proprias da EJA foram consideradas na elaboracdo das
atividades, e durante a analise dos dados buscamos retratar e compreender todos

os diferentes mecanismos de resolucao apresentados pelos alunos.

5.2 O Campo de Pesquisa

A pesquisa foi desenvolvida no Instituto Federal de Educacéo, Ciéncia e
Tecnologia Farroupilha — Campus Alegrete (IF Farroupilha — Campus Alegrete),
implantado por meio da promulgacdo da Lei n°® 11.892/2008, a qual instituiu a
criacdo da Rede Federal de Educacdo Profissional, Cientifica e Tecnoldgica,
vinculada ao Ministério da Educacdo e constituida pelas seguintes institui¢des:
Institutos Federais, Universidade Tecnoldgica Federal do Parana (UTFPR), Centros
Federais de Educacao Tecnoldgica Celso Suckow da Fonseca (CEFET-RJ) e de
Minas Gerais (CEFET-MG) e as Escolas Técnicas Vinculadas as Universidades
Federais (BRASIL, 2008).

Situado no distrito do Passo Novo, no municipio de Alegrete/RS, o IF
Farroupilha — Campus Alegrete oferecia a comunidade, em 2011, os seguintes
CUrsos:

e Cursos Técnicos Integrados ao Ensino Médio: Técnico em Agropecuaria,

Técnico em Agroecologia e Técnico em Informatica;

e Cursos Técnicos Integrados ao Ensino Médio — Modalidade PROEJA: Técnico
em Agropecuaria — Habilitagdo em Agroindustria e Técnico em Informatica —

Habilitacdo Suporte e Manutencdo em informatica;
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e Curso Técnico Subsequente/concomitancia externa: Técnico em Informatica —
Habilitacdo Suporte e Manutencdo em Informatica,

e Cursos Superiores de Tecnologia (Tecnélogos): Tecndlogo em Producgdo de
Graos e Sementes, Tecndlogo em Agroindustria e Tecndélogo em Analise e
Desenvolvimento de Sistemas;

e Cursos Superiores (bacharelados): Zootecnia e Engenharia Agricola® ;

e Cursos Superiores (licenciaturas): Ciéncias Bioldgicas, Quimica e
Matemética,;

e Cursos de Formacdo Inicial e Continuada — PROEJA-FIC: informatica,
panificacdo, pesca, entre outros.

Os cursos PROEJA no IF Farroupilha — Campus Alegrete foram
implementados a partir do Decreto n° 5.478/05. Eles foram elencados conforme a
demanda local e pela disponibilidade da infraestrutura e de pessoal. Sendo assim,
foram criados em 2006, na entdo Escola Agrotécnica Federal de Alegrete (EAFA, os
cursos: Técnico Agricola — Habilitacdo em Agroindustria (PROEJA - Agroindustria) e
Técnico em Informatica — Habilitagdo em Manutencdo e Suporte em Informatica®®
(PROEJA - Informéatica). (CONSELHO DIRETOR DA EAFA/RS, 2006a, 2006b).

Através de uma pesquisa, junto ao setor de pesquisa institucional do IF
Farroupilha — Campus Alegrete, referente ao quantitativo de matriculas, conclusdes
e evasoes, entre 2006 e 2010, constatamos que em ambos 0S cursos o numero de
matriculas vém aumentando. Em contrapartida, o mesmo tem ocorrido com o
namero de evasfes. Organizamos os dados coletados de cada curso em grafico
para melhor visualizarmos o vém ocorrendo no histérico desses cursos.

Em relacdo ao curso PROEJA Informatica, constatamos que, entre 2006 e
2010, obteve um quantitativo total de 96 alunos matriculados (Figura 12), sendo que
desses 46 finalizaram o curso, o que nos da, ao todo, um indice de evasdo de
52,08%.

Por sua vez, no curso PROEJA Agroindustria, entre 2006 e 2010, ja
ingressaram ao todo 57 alunos matriculados, dos quais 20 concluiram o curso,

resultando em um indice de evaséo 64,91 % (Figura 13).

° Ofertado por um convénio interinstitucional IF Farroupilha — Campus Alegrete e UNIPAMPA
g(l)Jniversidade Federal do Pampa)

Esse curso foi inicialmente denominado Técnico em Informética — Habilitacdo em Hardware e
Redes, entre 2006 e 2008. Aqui optamos por apresenta-lo com sua nomenclatura atual.
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Figura 12 — Gréfico referente ao quantitativo de matriculas, conclusdes e evasdes, entre 2006 e 2010,
do curso PROEJA Informatica do IF Farroupilha — Campus Alegrete™.
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Figura 13 — Gréafico referente ao quantitativo de matriculas, conclusdes e evasées, entre 2006 e 2010,
do curso PROEJA Agroindustria do IF Farroupilha — Campus Alegrete.

™ Em 2009 o guantitativo de matriculas foi bem maior porque na ocasido foi ofertada uma segunda
turma do curso em parceria com uma escola estadual.
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Percebemos que em ambos os cursos os indices de evasdo sao altissimos:
52,08% e 64,91%. Sabemos que a problemética da evasdo est4d presente em
praticamente todos os cursos de EJA. Essa evasdo se da pelos mais diversos
motivos, entre eles: horario de emprego incompativel com o horario das aulas,
dificuldade de se readaptar ao ambiente escolar e questdes familiares. Mas em
relacdo aos cursos PROEJA Informética e Agroindustria do IF Farroupilha — Campus
Alegrete, temos mais um agravante, a dificuldade de acesso ao campus, que se
localiza a 30 km do centro do municipio de Alegrete.

Além disso, o curso de Agroinddstria apresenta um indice maior ainda em
virtude das especificacdes do Catalogo Nacional dos Cursos Técnicos, que prevé
para esse curso a realizacdo de um estagio curricular obrigatério. Muitos alunos
cursam as disciplinas de formacdo geral e profissional durante as duas etapas
anuais, mas acabam ndo realizando o estagio.

Ambos os cursos sao ofertados no turno da noite, tendo duracdo de duas
etapas anuais. Suas estruturas curriculares contam com disciplinas do Ensino
Médio, disciplinas da area técnica especifica e projetos interdisciplinares construidos
a partir de um tema gerador, escolhido anualmente pelo grupo de professores que
irdo atuar no curso, totalizando 2400 (duas mil e quatrocentas) horas, conforme
prevé o Documento Base do PROEJA (CONSELHO DIRETOR DA EAFA/RS 2006a,
2006b).

Nossa pesquisa foi realizada com os alunos integrantes da Etapa Il dos
cursos técnicos integrados ao Ensino Médio, na modalidade PROEJA: Técnico
Agricola — Habilitagdo Agroindustria e Técnico Informatica — Habilitacdo em
Manutencdo e Suporte em Informéatica. Para preservar suas identidades, eles foram
identificamos a partir dos pseudénimos André, Beatriz, Carlos, Daiana, Eva,
Fabiane, Gabriela, Hugo e Ivo.

No Quadro 5, apresentamos algumas informacfes sobre esses alunos, que
consideramos relevantes. Os dados foram coletados junto a documentacao

disponivel no Setor de Registros Académicos (SRA) do Campus.
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Modalidade em que
Ano de concluséo de _ _
Aluno Sexo Idade . concluiu o Ensino
Ensino Fundamental
Fundamental
André Masculino | 39 1988 Supletivo
Beatriz | Feminino 36 2002 EJA
Carlos | Masculino | 24 2000 Regular
Daiana | Feminino a7 2007 EJA
Eva Feminino 24 1999 Regular
Fabiane | Feminino 21 2005 EJA
Gabriel | Feminino 40 1995 EJA
Hugo Masculino | 37 1999 EJA
Ivo Masculino | 29 1995 Regular

Quadro 5 — Caracterizacédo dos alunos participantes da pesquisa.

Podemos observar que, assim como na maioria das turmas da EJA, essa
turma € heterogénea tanto em relacao a faixa etaria quanto em relagdo ao tempo
que ficaram fora da escola. S&o essas diferencas que fazem da EJA e do PROEJA
uma modalidade especial de ensino, merecendo que metodologias de ensino

diferenciadas sejam pensadas.

5.3 Coleta de Dados

A coleta de dados foi realizada durante o segundo semestre letivo de 2011.
Como instrumentos de coleta de dados foram utilizados as resolugbes das
atividades propostas apresentadas pelos alunos e o0s registros audiovisuais,
realizados durante a implementacdo da sequéncia, 0s quais permitiram que a
qualquer momento se retornasse buscando subsidios para a interpretacdo dos
resultados apresentados.

A pesquisa foi realizada durante os periodos normais de aula, possibilitando a

participacdo de todos os alunos. ApGs conhecer 0s objetivos da pesquisa, os alunos
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manifestaram sua disponibilidade de participacdo através do aceite do termo de
consentimento esclarecido, disponivel em anexo (Apéndice 2).

A elaboracdo das atividades foi pensada de maneira que 0s sujeitos
participantes pudessem se deparar com diferentes tipos de problemas que
exigissem o raciocinio combinatério em sua resolucdo, pois, como destaca
Vergnaud (1986), é s6 através de uma variedade de situacdes de aprendizagem que
0 sujeito se desenvolve. Além disso, as situacdes-problema foram pensadas de
modo que fossem familiares ao cotidiano dos alunos.

A diferenciacdo entre os problemas de contagem foi considerada para a
elaboracédo da sequéncia, de modo a garantir a diversidade de situacdes. Entretanto,
em nenhum momento foi mencionado que os problemas se referiam a arranjos,
permutacdes ou combinacdes.

Nosso objetivo inicial era trabalhar com problemas variados de Andlise
combinatéria, contemplando os conceitos e calculos de permutacfes, arranjos e
combinac¢Bes. Porém, com a realizacdo dos trés primeiros encontros, percebemos
gue nossa proposta precisaria ser repensada, tanto em relacdo aos problemas
propostos quanto em relacdo a proposicao de outros momentos de aprendizagem,
pois a dindmica dos encontros iniciai ndo foi 0 que esperavamos, além disso,
tinhamos limitacbes quanto ao tempo disponivel para realizacdo da pesquisa. Por
esta razao, optamos por retirar da sequéncia as atividades envolvendo combinacdes
e incluir a utilizacdo de um jogo didatico — o Jogo Senha.

Para a aplicacdo do material elaborado nos apoiamos em uma estratégia
didatica baseada na resolucéo das atividades por parte dos alunos, organizados em
duplas, com posterior apresentacdo das diferentes resolucdes e discussao das
estratégias de resolucédo adotadas por diferentes duplas.

Sendo assim, o material elaborado foi aplicado em seis encontros,
organizados da seguinte forma:

1° Encontro: aplicacéo do primeiro conjunto de atividades;

2° Encontro: discussao do primeiro conjunto de atividades

3° Encontro: aplicacdo do segundo conjunto de atividades;

4° Encontro: aplicacdo do Jogo Senha;

5° Encontro: discussao dos resultados do Jogo Senha e retomada do segundo

conjunto de atividades;



80

6° Encontro: discussao do segundo conjunto de atividades e aplicacdo do
terceiro.

O primeiro conjunto de atividades, descrito no Quadro 6, era composto por
cinco problemas, sendo que dois envolviam produto cartesiano (questéo 1, 2 e 3),
um envolvia arranjos (questédo 5) e o outro ndo se encaixava em nenhuma dessas
categorias (questdo 4). Esses problemas foram propostos com o objetivo de
verificarmos as estratégias de resolucdo que os alunos utilizariam, se conseguiriam
sistematizar algum mecanismo de organizacdo de modo a obter todas as
possibilidades e ainda observar se algum deles lancaria mdo da multiplicagéo.
Ressaltamos que o topico Analise Combinatéria ndo havia sido trabalhado em

nenhuma aula anterior.

Questédo 1

Vanessa ira comprar um telefone celular novo. Ela vai a
uma loja fazer uma pesquisa de preco e a loja |lhe
oferece 5 modelos diferentes com duas opcdes de

planos de tarifas (pré-pago e poés-pago). Quantas

possibilidades diferentes Vanessa tem para comprar um

telefone nessa loja?

Questéao 2

Uma prova € composta por 5 questbes objetivas, para serem julgadas como V
(verdadeiras) ou F (falsas). As respostas devem ser escritas em um gabarito conforme
representacdo abaixo. De quantas maneiras diferentes o gabarito abaixo pode ser

preenchido?

1 2 3 4 5
viOOOOO

Questéo 3
Francisco vai viajar de Alegrete até Porto Alegre, porém precisa passar por Santa Maria.
Sabemos que existem trés estradas distintas ligando Alegrete a Santa Maria e duas

estradas ligando Santa Maria a Porto Alegre, conforme representacdo abaixo. De

guantas maneiras ele podera realizar essa viagem?




81

\/ HARIA \/ A

Questéo 4

Marcus ira fazer um saque de R$ 100,00 em um caixa eletrbnico de seu banco.
Chegando ao caixa ele percebe que o caixa oferece cédulas de R$ 50,00, R$ 20,00 e R$
10,00. Quantas possibilidades diferentes Marcus tem de receber a quantia que ir4

sacar?

/

N\

4

Questdo 5

Para a copa do mundo de 2014 que sera realizada no
Brasil, alguns estadios estdo sendo construidos e outros
reformados. Consideremos um estadio que contara com 8
portbes de entrada/saida. De quantas maneiras uma
pessoa pode entrar no estadio e sair por um portao

diferente do que foi usado para entrar?

WORLD CUP

Quadro 6 — Primeiro Conjunto de Atividades.

O segundo conjunto de atividades, Quadro 7, foi pensado de modo que

(O8]

alunos pudessem compreender o principio multiplicativo e verificar a necessidade de

sua utilizacdo em alguns problemas nos quais a listagem de todas as possibilidades

torna-se inviavel.



Questédo 1

Um grupo de pessoas esta organizando uma 5C
excursdo pela Serra Gaucha. Eles irdo visitar ' el

Bernto i
Gongalves .

as cidades de Caxias do Sul, Canela, Gramado, |
Bento Gongalves e Carlos Barbosa. O grupo &

® Caxias do Sul

esta montando seu roteiro de viagem decidindo

.
T Canela

a ordem em que irdo Vvisitar as cidades. Gramada
~ . _ |
Quantas s&o as possibilidades de roteiro que o Barbosa
® Porto
grupo pode formar? . Alegre
Questéao 2
O melhor de Calvin
VE WAVER ALGUMA LET |} LOGICAMENTE, TAMBEM { ACHO C6, WA SEQUNDA SERIE, vocd |
who IX FOpERIA LEVAR UM
LMPADOR D&
NA LANCWRIRA
=y 17 e antes DA
el
>,

(Bill Watlerson erson. O Estado de S. Paulo, 20/11/199.)

De quantos modos Calvin pode escolher os dois dias do ano, um em novembro e um em

margo? (Considerando todos os dias do més de margo e de novembro.)

Questédo 3

A ¢ ,%//4

A comunicagao por meio virtual esta cada vez mais difundida.

Um dos meios mais utilizados é o email. Para termos um email

devemos criar uma conta de acesso em um site especializado.
No momento da criacdo desta conta além do endereco de
email, criamos uma senha de acesso, que pode ser composta
de algarismos, letras ou outros caracteres. A senha é
imprescindivel para garantir a segurangca de nosso email e
evitar que outras pessoas tenham acesso a nossa conta.
Considerando que ao criar um email, seja exigido uma senha de 6 algarismos:

a) Quantas séo as possibilidades de senhas, se os 6 algarismos forem quaisquer?

b) Quantas séo as possibilidades de senhas, se os 6 algarismos forem distintos?

Quadro 7 — Segundo Conjunto de Atividades.
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O terceiro conjunto de atividades, Quadro 8, foi proposto com o intuito de
analisarmos se os alunos haviam compreendido o principio multiplicativo e se
conseguiriam utiliza-lo na resolucdo de problemas. Os problemas aqui propostos
envolvem valores numéricos altos, o que tornou praticamente inviavel sua resolucéo

por outro mecanismo que néo fosse o principio multiplicativo.

Questao 1
Utilizando cartbes nas cores: azul, salmao, amarelo e verde. Responda:
a) Quantas sequéncias diferentes de cores podem ser formadas utilizando trés
cartdes com cores distintas?
b) Quantas sequéncias de cores podem ser formadas utilizando trés cartdes

quaisquer?

Questao 2 Vocé sabe como séo gerados 0s numeros de telefone?

Os numeros de telefone séo divididos em prefixo e nimero do
assinante, o prefixo € o nimero que identifica de onde é o
telefone (4 primeiros algarismos) e o numero do assinante € o
codigo de identificacdo do cliente (4 ultimos algarismos).
Quantos numeros de telefones de 8 digitos podemos criar,

sabendo que o primeiro ndo pode ser zero?

Questéo 3:

Para maior seguranca a maioria dos bancos adota
um sistema de senhas que consiste na utilizagdo de
algarismos e letras. Suponhamos que um
determinado banco adote um sistema de senhas

composto de 6 algarismos e 3 letras de nosso

alfahetn necca nrdem Neccac rnndirAec racnnnda:

a) Quantas séo as possibilidades de senhas compostas de 6 algarismos quaisquer
e 3 letras quaisquer?

b) Quantas séo as possibilidades de senhas composta por 6 algarismos e 3 letras
quaisquer, mas que nao iniciem por zero?

C) Quantas sédo as possibilidades se todos os algarismos forem distintos e todas as

letras forem distintas?

Quadro 8 — Terceiro Conjunto de Atividades.
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Além dos trés conjuntos de atividades ja apresentados, também foi utilizado o
jogo senha, como ja mencionamos anteriormente. As regras do jogo, bem como o

material utilizado, estdo descritos no Quadro 9.

Material do jogo
1 — Tabuleiro do Desafiante e tabuleiro do desafiado;

2 — Canetas hidrocor de cores diversas.

Regras do Jogo
1 - Escolhe-se quem sera o desafiante, ou seja, aquele que formara uma senha, e o
desafiado, aquele que tentara descobri-la;
2 — O desafiante forma uma senha utilizando quatro cores distintas ou nao;
3 — O desafiado forma uma senha que julga ser a do desafiante. Caso tenha
acertado, o desafiante da dicas na coluna da direita do tabuleiro do desafiado.
- cada circulo pintado de preto corresponde a uma cor correta em uma posi¢cao
correta;
- cada circulo em branco corresponde a uma cor correta em uma posic¢ao incorreta,;
- cada circulo marcado com um X corresponde a uma cor incorreta

4 — O desafiado tem nove tentativas para descobrir a senha. Caso ndo acerte a
senha em nenhuma das nove oportunidades, ele contabiliza nove pontos;
5 — Alternadamente, os jogadores invertem seus papéis. O jogo segue da mesma

forma e sera considerado vencedor aquele que descobrir a senha do outro em

menos tentativas, ou seja, aquele que obtiver o menor nimero de pontos.
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Quadro 9 — Material e regras do Jogo Senha.

No capitulo seguinte faremos uma descricdo detalhada da aplicacdo da

sequéncia de ensino, bem como dos resultados alcancados.
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6 APLICACAO E ANALISE DA SEQUENCIA DE ENSINO

Nesta secdo iremos apresentar as atividades propostas aos alunos, bem
como as diferentes resolugcdes por eles apresentadas, e uma analise dessas
resolucdes enfocando a sua compreensdo de problemas que envolvam o raciocinio
combinatério. Buscamos, por intermédio das resolu¢cbes dos problemas, suscitar
discussBes por meio das quais os alunos pudessem justificar as estratégias
utilizadas com vistas ao desenvolvimento dos conceitos da analise combinatoéria, em
especial, da sistematizacao das possibilidades através do diagrama de arvore ou de
outro mecanismo através do qual se pudesse garantir que todos os agrupamentos
fossem obtidos e, ainda, proporcionar que por meio das discussdes o principio
multiplicativo pudesse ser compreendido e utilizado.

No processo de investigacdo buscamos analisar as resolucdes e as
justificativas escritas e orais apresentadas pelos alunos, com algumas intervencdes
e orientacdes que julgamos necessarias.

As atividades foram desenvolvidas em seis encontros semanais, como
mencionamos no capitulo anterior. Contudo, nossa analise sobre a aplicacao,
resolucédo e discussao esta organizada em cinco secoes:

6.1 — Analise do primeiro conjunto de atividades;

6.2 — Andlise do segundo conjunto de atividades;

6.3 — Andlise do jogo senha;

6.4— Analise do terceiro conjunto de atividades;

6.5 — Resultados alcancados.

6.1 Analise do primeiro conjunto de atividades

As primeiras atividades propostas abordando problemas que envolvem o
raciocinio combinatdrio tiveram por objetivo analisar se os alunos utilizariam algum
tipo de representacao para listar os agrupamentos formados e se o fariam com
algum critério de organizacdo que garantisse a obtencdo de todos os elementos,
sem repeticdo. Buscamos também verificar se utilizariam a multiplicacdo para

resolver alguma questao proposta.
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Inicialmente, foi combinada com os alunos a dinamica de trabalho, na qual os
os alunos resolveriam as atividades propostas em duplas, utilizando as estratégias
gue considerassem mais convenientes. Foi esclarecido que as resolucdes deveriam
ser registradas nas folhas das atividades para proporcionar as discussdes que se
seguiriam ao desenvolvimento das atividades propostas.

Esclareceu-se também que todas as aulas destinadas ao desenvolvimento do
trabalho seriam registradas por video e audio, de modo a proporcionar a analise
posterior dos dados, e que seria mantido o anonimato de todos os participantes,
sendo que caso fosse necessério cita-los, seriam utilizados pseudénimos.

As questbes da primeira sequéncia de atividades foram solucionadas pelos
alunos com a minima intervencao possivel, de modo a garantir que registrassem o
que estavam pensando. Ao final, as resolucbes foram recolhidas, para que
posteriormente fossem organizadas de modo a possibilitar as discussdes que
apresentaremos.

Foram destinados, ao todo, dois encontros para esse primeiro conjunto de
atividades: o primeiro para apresentacdo e resolucdo das atividades, e o segundo
para discussdo. Faremos um relato articulado dos dois encontros.

A primeira questéo referia-se as possibilidades de compra de um aparelho
celular dentre cinco op¢des de modelos e dois planos de tarifas, conforme vemos no
Quadro 10.

Questao 1

Vanessa ira comprar um telefone celular
novo. Ela vai a uma loja fazer uma pesquisa
de preco e a loja lhe oferece 5 modelos
diferentes com duas opc¢des de planos de

tarifas (pré-pago e poés-pago). Quantas

possibilidades diferentes Vanessa tém para

comprar um telefone nessa loja?

Quadro 10 — Atividade 1 do primeiro conjunto de atividades.
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Essa situagao envolvia duas etapas consecutivas: escolher um modelo de
aparelho de celular e um plano de tarifa. Para a escolha do aparelho ha cinco
opc¢Oes, enquanto que para a escolha do plano de tarifa ha duas. Percebemos que
para cada um dos cinco modelos de aparelho ha duas opcdes de plano de tarifa,
logo, pelo principio fundamental da contagem, Vanessa tera 5x2 = 10
possibilidades de escolha de seu novo celular.

Das duplas que resolveram a atividade, apenas uma nao encontrou o
resultado esperado. Apresentamos na Figura 14, a resolucdo das duplas Beatriz e

Eva, e, André e Hugo.

Figura 14 — Resolucéo da atividade 1 do primeiro conjunto de atividades, apresentada pelas duplas
Beatriz e Eva e, André e Hugo, respectivamente.

Podemos notar que as duas duplas apresentaram resolucdes semelhantes.
Enquanto a primeira considerou que para cada um dos cinco modelos de aparelho
h& duas opc¢bes de planos de tarifas, resultando em 10 opg¢fes de compra (5 X 2 =
10), a segunda dupla entendeu que para cada um dos dois planos de tarifa existem
cinco modelos de aparelhos de celular distintos, também obtendo 10 possibilidades
de compra (2 x 5 = 10). E possivel notar que as multiplicagdes apresentadas pelas
duas duplas diferem apenas pela ordem em que consideraram a realizacdo das
escolhas, ou seja, primeiro o modelo ou primeiro o plano. Nessa situacao, ja é
perceptivel a presenca de um esquema combinatério, pois ambas mostraram
identificar quais escolhas devem ser feitas, independente da ordem em que ocorrem,
e quantas sdo as opcodes envolvidas em cada escolha. Além disso, demonstraram
compreender a relagao “para cada”, que pode entdo ser resolvida por intermédio de
uma multiplicagéo.

Como dinamica de discusséo das atividades, foi solicitado que as duas duplas

explicassem o procedimento utilizado para encontrar o resultado obtido. No trecho a
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seqguir, extraido do diario de audio e video, podemos acompanhar a explicacdo
intermediada pela professora:

Eva: E assim oh: eu achei dez opcdes, ou seja, sdo cinco celulares pré-pago, no caso nas duas
opcdes né, pré-pago e pbés-pago. Entdo, sdo cinco celulares pré-pago e cinco celulare pés-pago, ou
seja, sao dez possibilidades diferentes.

[..]

Professora: E vocés ai, André?
André: Achamos a mesma coisa que elas. Sao cinco de cada e duas opcdes de planos, de tarifas.
Eva: Isso. Sao cinco modelos diferentes para duas opcdes de tarifas. Entdo sédo cinco do modelo pré-

pago e cinco do pds-pago.

No didlogo, observamos que os alunos compreenderam a situacao proposta
pela atividade, ou seja, percebem que para cada plano de tarifa ha cinco modelos de
celular disponiveis. Temos aqui dois exemplos de conceito-em-acdo: a multiplicacao
e a ideia de eventos independentes. Além disso, percebemos também um teorema-
em-acdo: para cada escolha inicial, ha um mesmo numero de op¢des na segunda
escolha, permitindo a multiplicagéo.

Uma terceira dupla, Carlos e Fabiane, também encontrou o resultado
esperado. Ao contrario das duas resolucfes ja apresentadas, a resolucdo dessa
dupla ndo mostra o uso de uma notacdo de multiplicacdo, como podemos ver na
Figura 15, porém ao determinar que h& cinco modelos para cada tipo de plano
tarifario, estéo utilizando a no¢édo de multiplicacdo como soma de fatores iguais.

Figura 15 — Resolucao da atividade 1 do primeiro conjunto de atividades, apresentada pela Carlos e
Fabiane.

A quarta dupla, Daiana e Gabriela, ndo encontrou o resultado esperado.
Observando a resposta fornecida, percebemos que as alunas resolveram o exercicio
por meio de uma soma das quantidades de modelos disponiveis e de planos de

tarifas (Figura 16).
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Figura 16 — Resolucéo da atividade 1 do primeiro conjunto de atividades, apresentada dupla Daiana e
Gabriela.

Analisando a resolucéo apresentada, percebemos que a dupla interpretou as
duas etapas de escolhas (tanto do aparelho quanto do plano de tarifa) como uma
Unica etapa de escolha a ser feita. Com isso, esta pensando na unido dos conjuntos
de opcdes envolvidas, sendo assim, apresenta uma soma como solucdo para o
problema proposto, ou seja, como pode escolher entre modelo e plano, soma todas
as opc¢oOes. Nessa situacao, esta utilizando um falso teorema-em-acgéao.

A atividade foi resolvida no grande grupo a fim de se elucidar o total de
possibilidades. Primeiramente, os modelos de aparelho foram denominados de My,
M2, M3, My e Ms e os planos Py ( pré-pago) e P, (pds-pago). Como havia duas
escolhas a serem feitas, iniciamos a construcdo da arvore elencando as cinco
opcOes de escolha do modelo de aparelho celular : M1, M2, M3, M4 € Ms; ap0s para
cada um dos modelos havia a escolha de um dos planos de tarifa: P; ou P,. Ou
seja, foi assinalado que para cada modelo havia duas opc¢des de planos de tarifas,
obtendo-se, portanto, a arvore de possibilidades representada na Figura 17.

— M,P, ‘

Pl | | M].PIJ Pl
M M
[: P _{ M1P2 ‘ [I P L M4P2 ‘

[E P, _{ MZPI‘ [E P, \_r MSPI‘
P, _{ szzJ P, ™ Mspz‘

P, _1 M3P1‘

P, _1 M3P2\

Figura 17: Arvore de possibilidades da Atividade 1 do primeiro conjunto de atividades.

A representacdo por meio da arvore de possibilidades permitiu aos alunos
que encontraram o resultado correto, visualizar todas as dez opcdes e, também, as

alunas que haviam encontrado como resultado sete opg¢bes, compreender que nao



91

poderiam ter realizado uma soma, pois o problema previa duas etapas de escolhas
independentes: um modelo do aparelho e um plano de tarifa. Ndo era possivel
escolher entre um modelo ou um plano, sendo assim, ndo era possivel realizar uma
soma como forma de resolucdo da atividade. Uma das alunas da dupla chegou a
exclamar que elas ndo haviam pensado direito no exercicio, que responderam de
forma rapida, e por esta razdo, acabaram realizando uma soma. A representacao
ficou registrada no quadro-branco para falarmos sobre ela posteriormente.

Continuamos a discussdo das atividades. A discussao da questdo numero
dois foi deixada para o final da aula, por considerarmos que sua solucéo ficaria
melhor compreendida se os alunos tivessem, antes, a oportunidade de ver outros
problemas resolvidos pela arvore de possibilidades e pelo principio multiplicativo.
Passamos entdo a questdo 3 (Quadro 11), que tratava de uma viagem de Alegrete a
Porto Alegre, onde o viajante deveria passar obrigatoriamente por Santa Maria,
escolhendo o trajeto entre diferentes opg¢des de estradas.

Questéo 3

Francisco vai viajar de Alegrete até Porto Alegre, porém precisa passar por Santa Maria.
Sabemos que existem trés estradas distintas ligando Alegrete a Santa Maria e duas
estradas ligando Santa Maria a Porto Alegre, conforme representacdo abaixo. De quantas

maneiras ele poderd realizar essa viagem?

\/ MARIA \/ AHECRE

Quadro 11 — Atividade 3 do primeiro conjunto de atividades.

Essa situacao envolvia duas etapas, escolher uma estrada para ir de Alegrete
a Santa Maria, entre trés opcdes, e uma estrada de Santa Maria a Porto Alegre,
entre duas opcgdes. Para cada uma das estradas escolhidas na primeira etapa,
havera duas opcbes de escolha de estrada na segunda etapa. Como ha trés
estradas na primeira etapa, teremos aos total 3 x 2 = 6 opg¢bes de realizacdo da

viagem de Alegrete a Porto Alegre, passando por Santa Maria.
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As duplas André e Hugo, e Daiana e Gabriela apresentaram como resultado
cinco maneiras distintas de realizar a viagem de Alegrete a Porto Alegre, conforme

vemos na Figura 18.

Figura 18 — Resolucao da atividade 3 do primeiro conjunto de atividades, apresentada pelas duplas
André e Hugo e, Daiana e Gabriela respectivamente.

Percebemos que essas duas duplas tiveram dificuldade em identificar quantas
escolhas podem ser feitas e a ordem em que devem ocorrer. Trataram as duas
etapas de escolhas que deveriam ser feitas, como apenas uma, pensando, entdo, na
unido dos conjuntos de opcdes envolvidas, apresentando, entdo, uma soma como
solucéo.

Percebemos que a dupla Daiana e Gabriela teve o mesmo raciocinio na
primeira atividade, como j& descrevemos. Entretanto, nessa mesma atividade, a
dupla André e Hugo, havia apresentado indicios de um esquema combinatério.
Acreditamos que o0 mesmo nao tenha ocorrido nesse problema pois as variaveis
envolvidas nas duas etapas de escolhas dificultou a identificacdo dos alunos quanto
as escolhas que precisavam ser realizadas.

Durante a discussao ficou claro que esses alunos entenderam que uma
viagem ja seriam os trechos “Alegrete — Santa Maria” ou “Santa Maria — Porto
Alegre”, enquanto na proposta da atividade previa que fosse montado um roteiro de
Alegrete a Porto Alegre, passando por Santa Maria. Para esses alunos, cada trecho,
individualmente, ja configurava uma viagem.

Ao pensar sobre a dificuldade de interpretacdo apresentada vemos que nao
se deve apenas a redacdo do enunciado. Quando analisamos se a situacdo
proposta é um tema do cotidiano dos alunos nos deparamos com uma possivel
negativa, pois quando eles realizam a viagem proposta no problema podem néo ter
a possibilidade de realizar tais escolhas. Por exemplo, alguém que viaja de dnibus
de Alegrete a Porto Alegre pode escolher o horario, o tipo de acomodacéo, etc. mas
nao pode escolher o trajeto que ira percorrer, dai vem uma possivel justificativa de

pensaram em uma escolha unica para cada viagem.
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Quando analisamos a resolugdo apresentada pela dupla Beatriz e Eva
(Figura 19) notamos que, aparentemente, solucionaram o problema de maneira

correta.

Figura 19 — Resolucdo da atividade 3 do primeiro conjunto de atividades, apresentada pela dupla
Beatriz e Eva.

Entretanto, ao justificarem a resolucédo apresentada, ficou claro que a aluna
Beatriz havia pensado na situacédo do problema de forma correta: para cada estrada
escolhida entre Alegrete e Santa Maria havia duas opc¢oes de escolha de estrada de
Santa Maria a Porto Alegre. Enquanto a aluna Eva, pensou na multiplicacdo 3 X 2,
considerando dois trechos por estrada que partia de Alegrete, sendo que a estrada
“rosa” teria continuagao “sem curvinhas” (como aparece na transcrigao), ou seja, ela
considerou s6é uma escolha em Alegrete e multiplicou as 3 opcdes de estradas

partindo de Alegrete pelos dois trechos que cada estrada teria.

Eva: Tu vai fazer uma viagem de Alegrete & Santa Maria & Porto Alegre. Logo, nosso raciocinio foi o
seguinte: a gente pegou de Alegrete a Santa Maria pela verde, d4 uma viagem. Depois de Santa
Maria a Porto Alegre pela roxa, sdo duas viagens. Foi isso que a gente fez. Depois a gente pegou de
Alegrete para Santa Maria, pela azul, é outra viagem. Dai a gente seguiu de Santa Maria a Porto
Alegre pela amarela, sdo cinco viagens. Depois tem a parte que vai reto, pela rosa.

Professora: Ali tu te enganaste. Até agora sdo quatro viagens.

Eva: Isso! Sdo quatro viagens. Ai depois tem a reta. Vai de Alegrete a Santa Maria, pela rosa, reto. Ai
segue reto a Porto Alegre, sem fazer essas curvinhas.

Beatriz: Nao. Ali tu se confundiu. Vai na rosa de Alegrete a Santa Maria, dai sobe pela amarela.

Depois vai de Alegrete a Santa Maria pela rosa, e vai pela roxa até Porto Alegre, dai fecha seis.

Pelo didlogo, vemos que as viagens listadas sao de Alegrete a Santa Maria e
de Santa Maria a Porto Alegre, ou seja, cada estrada que poderia ser escolhida foi
entendida como uma viagem.

Para a discussao prosseguir foi realizado um esclarecimento sobre a situagcao

que estava proposta na atividade, na qual a “viagem” a ser considerada era de
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Alegrete a Porto Alegre, passando por Santa Maria. Para esta viagem ser realizada
era necessario escolher uma estrada de Alegrete a Santa Maria, entre trés
disponiveis e, uma estrada de Santa Maria a Porto Alegre, entre duas opc¢des. O
trajeto s6 estaria completo quando as duas estradas, uma para cada percurso, fosse
escolhida.

Para que isso ficasse mais claro para todos, foi solicitado a dupla Fabiane e
Carlos que apresentasse sua resolucao, pois a dupla havia resolvido corretamente a
atividade, considerando duas escolhas a serem feitas, e representando a solucéo de
duas maneiras diferentes: por meio de flechas, indicando as op¢des de trajetos, e

atraves da listagem dos trajetos formados, conforme vemos na Figura 20.

PORTO

ALEGRE TE me— ALEGRE

Figura 20 — Resolucdo da atividade 3 do primeiro conjunto de atividades, apresentada pela dupla
Fabiane e Carlos

A partir da resolucédo apresentada, foi possivel visualizar todas as possiveis
maneiras de realizar a viagem de Alegrete a Porto Alegre, passando por Santa
Maria. Sendo que novamente foi ressaltado que uma viagem, conforme a situacéo
proposta no problema, s6 ocorreria quando tivéssemos algum dos pares de
estradas, conforme listados pelos alunos Fabiane e Carlos. Nesse caso, podemos
observar que essa dupla identifica claramente as escolhas a serem feitas.

Novamente, foi construida a arvore de possibilidades que ilustra a situacéo
proposta na atividade (Figura 21). Para simplificar a notacdo cada estrada foi
indicada, conforme suas iniciais, da seguinte forma: V (Verde), R (Rosa), A (Azul),

Am (Amarela) e Rx (Roxa).
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- Am — VAm
v Rx — VRx |

. Am — RAmM
¢§ Rx — RRx
A ﬂ Am — AAm

Rx — ARX \

Figura 21 — Arvore de possibilidades da atividade 3 do primeiro conjunto de atividades.

Ao finalizarmos, foi esclarecido aos alunos que esta estratégia de resolucéo,
também utilizada na primeira atividade, é conhecida por “arvore de possibilidades”, e
que sua potencialidade esta no fato de garantir a listagem de todas as possibilidades
sem repeticbes. Conforme destacam as Orientagdes Curriculares Nacionais: “a
utilizacdo do diagrama de arvores € importante para clarear a conexao entre 0s
experimentos compostos e a combinatéria, pois permite que visualizemos a
estrutura dos multiplos passos do experimento.” (BRASIL, 2006, p. 79).

Apos a conclusdo da construcdo da arvore de possibilidades e explicacao
sobre sua utilizacdo, os alunos foram indagados se ndo haveria uma forma mais
simples de resolugéo para os exercicios 1 e 3. Eles pensaram por um instante e uma
aluna respondeu que a Unica maneira mais simples seria multiplicando, destacando

gue tal multiplicacéo seria a forma “resumida” de resolver as atividades.

Professora: Vocés acham que teria outra forma de fazer?
Beatriz: Mais resumido, era tu dizer que tu tinha trés caminhos vezes os dois caminhos d& seis.

Aquela ali tu tinha cinco op¢des vezes duas, da dez. Deu. Fechou. Mais resumido que isso nédo tem.

Esse dialogo foi utilizado como ponto de partida para apresentacdo do
principio multiplicativo. Novamente, foi perguntado porque na primeira situacao
haveria dez possibilidades de compra do aparelho de celular com um determinado
plano de tarifa. A dupla que havia apresentado uma soma na sua resolugao, afirmou
novamente que era possivel responder ao exercicio por meio de uma soma, porém,
agora a soma seria ‘5 + 57 e ndo ‘5 + 2”, como haviam feito anteriormente. Quando

guestionada do porqué de realizar uma soma, a dupla destacou que para cada plano



96

haveria cinco modelos, logo seria 5+ 5 = 10. Foi ressaltado que esse raciocinio
estava correto, 0 que suscitou davidas de outros alunos, pois, anteriormente havia
sido explicado que o primeiro problema néo poderia ser resolvido por meio de uma
soma. Foi entdo esclarecido que a soma apresentada agora estava correta, pois
tratava-se de uma soma de parcelas iguais, que pode ser interpretada como uma
multiplicagdo, uma vez que a expressdo 545 indica 0 mesmo que 2 x 5. Na
realidade, muitas vezes, a quantidade excessiva de parcelas iguais em uma soma é
utilizada como justificativa para a introducdo da multiplicacdo nas séries iniciais do
Ensino Fundamental.

Para finalizar a terceira questéo, foi esclarecido que a multiplicacao ressaltada
pela aluna Beatriz realmente resolveria a atividade, posto que, para cada estrada de
Alegrete a Santa Maria escolhida, haveria duas opgdes de estradas para prosseguir
até Porto Alegre, e como eram trés estradas iniciais, teriamos 3x2 = 6. A
discussdo das atividades 1 e 3 foi finalizada com o enunciado do Principio
Multiplicativo.

ApoOs a apresentacdo da arvore de possibilidades e do principio multiplicativo
continuamos a discussao das atividades, analisando a quarta questdo (Quadro 12).
Essa atividade ndo poderia ser resolvida pelo uso do principio multiplicativo. Porém,
exigia dos alunos uma organizacdo sistematica de modo a identificarem todas as

possibilidades, sem repeti-las.

Questéao 4
Marcus ira fazer um saque de R$ 100,00 em um caixa eletrénico de seu banco. Chegando
ao caixa ele percebe que o caixa oferece cédulas de R$ 50,00, R$ 20,00 e R$ 10,00.
Quantas possibilidades diferentes Marcus tem de receber a quantia que ira sacar?
P
TN
N

4

Quadro 12 — Atividade 4 do primeiro conjunto de atividades.



97

Para a resolugéo dessa atividade era preciso realizar a listagem de todas as
possibilidades. Para auxiliar os alunos neste processo, foram disponibilizadas
cédulas’® sem valor monetario.

Como todas as possibilidades precisavam ser descritas, era necessario que
os alunos utilizassem algum mecanismo de organizagdo que permitisse alcancar
esse objetivo. Apresentaremos uma possivel solucdo esperada (as possibilidades
podem ser listadas em outra ordem), partindo das op¢cbes em que todas as notas
sao iguais, seguidas das opg¢Bes com uma nota de 50 reais e as demais opg¢des
utilizando apenas notas de 10 e 20 reais.

2 x 50 =100
5 x20 = 100
10 x 10 = 100
50 + 5x10 = 100
50 + 1 x 20 + 3x10 = 100
50 + 2 x 20 + 1x.10 = 100
1 x 20+ 8x 10 = 100
2 x 20+ 6x10 100
3 X 20+ 4x10 100
4 x 20 + 2 x10 = 100

E facil verificar que qualquer outra composicdo com notas de 50, 20 e 10 reais
nao formara o valor de cem reais. Considerando, por exemplo, a situacdo em que
todas as notas séo iguais: se for acrescentada ou retirada uma nota, o valor sera
maior ou menor que cem reais, respectivamente.

Para os casos em que temos uma nota de 50 reais, podemos constatar que
todas as possibilidades foram listadas, pois como ja temos 50 reais precisamos
formar mais 50 reais, utilizando notas de 10 e/ou 20 reais. Inicialmente, obtemos os
outros 50 reais utilizando cinco notas de 10. Se considerarmos uma quantidade
menor que cinco notas de 10 reais, em todas, precisaremos utilizar notas de 20
reais. A partir disso, temos que néo é possivel formar 50 reais com quatro ou com
duas notas de dez reais, pois hdo podemos compor o que falta utilizando notas de

20 reais. Assim, s6 podemos formar 50 reais com uma, trés e cinco notas de 10

2 As cédulas utilizadas para a realizagdo dessa atividade foram “cédulas modelo” utilizadas em
atividades pedagogicas, ou seja, sem valor monetario.
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reais. Temos também, que n&o é possivel formar os 50 reais restantes utilizando
apenas notas de 20 reais.

Ressaltamos, ainda, que os casos referentes a todas as possibilidades em
que foram utilizadas notas de 10 reais ja foram contabilizados. Foram listadas as
situacdes em que aparecem uma, duas, trés, quatro, cinco, seis, oito e dez notas de
10 reais, sendo essa ultima a maior quantidade possivel, pois sendo o valor de cem
reais sera ultrapassado. Deve-se observar que, em todos esses casos citados, 0s
valores que faltavam, a partir da quantidade de notas de 10 reais consideradas, sO
podiam ser constituidos de uma Unica maneira. Por exemplo, para utilizarmos
apenas uma nota de 10 reais, precisamos formar noventa reais com as demais
notas. Nao é possivel obter esse valor utilizando apenas notas de 20 reais, visto que
90 nao é multiplo de 20, logo precisamos utilizar uma nota de 50 reais e duas notas
de 20 reais, para formar os quarenta reais restantes. O mesmo ocorre para as
demais situacgdes.

Porém, ndo é possivel repetir 0 processo para sete e nove notas de 10 reais.
Se considerarmos, por exemplo, sete notas de 10 reais, teremos setenta reais, l0go,
faltariam 30 reais. Com as notas disponiveis, a Unica maneira forma de formar 30
reais é utilizando uma nota de 20 reais e uma nota de 10, o0 que recai no caso de 8
notas de 10 reais. O processo é analogo para o caso de nove notas de 10 reais.
Assim, garantimos que as dez opc¢des descritas acima sao o total de possibilidades
de se formar cem reais com notas de 10, 20 e 50 reais, sem considerar a ordem em
gue as notas sao tomadas.

Todas as duplas apresentaram como recurso na resolucdo da atividade, a
listagem de possibilidades de soma para obter 100 reais. Porém, apenas uma delas
encontrou o resultado esperado (Figura 22), listando todas as possibilidades, sem

repeticéo.
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Figura 22 — Resolucdo da atividade 3 do primeiro conjunto de atividades, apresentada pela dupla
André e Hugo.

Das demais duplas, duas obtiveram um numero menor de possibilidades e a
outra um numero maior. As duplas que encontraram um resultado menor do que o
esperado descreveram corretamente as opcdes em que todas as cédulas sdo iguais,
entretanto, ndo conseguiram listar todas as op¢des em que as cédulas sédo variadas.
Por exemplo, ambas listaram a possibilidade 50 + 2 x 20 + 1 x 10 = 100, sendo
que a primeira ainda listou a possibilidade 50 + 1 x 20 +3x 10 = 100, porém
nenhuma identificou a opg¢do 50 + 5x 10 = 100. Em relagdo as possibilidades
utilizando apenas notas de 10 e 20, cada uma das duas duplas apresentou apenas
uma, dentre as quatro op¢des descritas na solugcdo esperada (Figura 23), isto €, ndo

consideraram as variacdes possiveis com notas de 10 e 20 reais.

Figura 23 — Resolucéo da atividade 3 do primeiro conjunto de atividades, apresentada pelas duplas
Carlos e Fabiane e Daiana e Gabriela, respectivamente.

Na Figura 24, vemos que a dupla Beatriz e Eva encontrou uma resposta

envolvendo maior nimero de possibilidades do que o esperado.
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Figura 24 — Resolucéo da atividade 3 do primeiro conjunto de atividades, apresentada dupla Beatriz e
Eva.

Analisando a resolucdo (Figura 24), percebemos que a dupla listou opcdes
em duplicidade, invertendo apenas a ordem dos valores, como por exemplo,
(4x10)+(3x20)=100 e (3x20)+ (4x10)=100. Durante a discussdo da
atividade, as alunas perceberam que haviam repetido possibilidades, conforme

podemos acompanhar no dialogo transcrito.

Professora: Entdo encerrou essas que era uma de 50, né?. Ou tem mais alguma? Vocés conseguem
enxergar mais alguma? Oh, 50 reais vocés ja tem aqui, tem que tenta formar mais 50 reais com as
outras.

Beatriz e Eva: Ah! Uma de 50, uma de 20 e trés de 10.

Professora: Essa ja ta aqui.

Gabriela: E ja ta ali. Uma de 20 e trés de 10. Ali no meio.

Beatriz: J4 ta ali. Olha! SO t4 invertido. NOs s0 invertemos.

[Veja que neste momento a aluna percebe que repetiu elementos.]

Eva: E. NGs invertemos.

Professora: Terminou né? Com uma de 50 séo sé essas possibilidades.

André: Sim.

Podemos observar que os alunos percebem a repeticdo de possibilidades,
sendo que isso advém da alteracdo da ordem dos elementos de uma dada
possibilidade, o que na situacdo do problema, ndo fornece uma possibilidade
distinta.

A atividade foi lida e o resultado encontrado por cada dupla registrado no
quadro-branco. Para a resolucdo da atividade no grande grupo, foi utilizado o

recurso de listagem dos agrupamentos, como fizeram as diferentes duplas. A
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listagem iniciou com a utilizacdo de notas iguais, depois foram listadas as opg¢bes
com uma nota de 50 reais e finalmente as op¢des em que aparecem apenas notas
de 10 e 20 reais. Essa légica de organizacdo de listagem comecando por notas
iguais foi escolhida para auxiliar aos alunos a visualizacdo de que todas as possiveis
combinagdes realmente seriam descritas.

Toda a construcdo foi realizada com o auxilio dos alunos, como podemos

perceber no trecho descrito a seguir.

Professora: Agora vai comegar a “misturar”. André, qual foi a primeira que tu “misturou”?

André: Uma de 50, duas de 20 e uma de dez.

Professora: Oh, aqui ja misturou trés tipos de notas. Depois?

Hugo: uma de 50, uma de 20 e trés de 10.

Professora: O que foi que eles fizeram aqui, pessoal? O que ajudou eles a ndo se perder, entre
essas duas linhas?

Gabriela: Ele repetiu a primeira, ele dividiu a segunda. Ele, ele, dividiu ali e aumentou. Ele tirou uma
daqui e colocou pra la.

Professora: Ele repetiu que nem tu falou. Ele deixou fixo uma nota de 50 e ta vendo todas as outras
variacdes que ele pode ter somando 20 e 10.

Professora: Sera que tem mais alguma possibilidade?

Eva: Tem. Uma de 50 e cinco de 10.

Ao final da listagem das possibilidades em que aparecia uma nota de 50
reais, foi iniciada uma discusséo sobre a possibilidade de haver mais alguma opcéo
com notas de 50 reais. Os alunos concluiram que n&o haveria mais nenhuma
possibilidade utilizando notas de 50 reais, pois ja haviam sido descritas as
possibilidades utilizando uma e duas notas, ndo poderiam ser utilizadas trés notas,
pois o total ultrapassaria 100 reais. Com isso, passamos as op¢des em que se
utilizariam apenas notas de 10 e 20 reais. Novamente, foi solicitado o auxilio dos

alunos que mencionaram as op¢des, conforme vemos na transcri¢ao.

Professora: Qual vai ser a proxima entao?

Eva: Quatro de 20 e duas de 10. Pode ser?

Professora: Pode ser. Formou 100 reais.

Eva: Duas de 20 e seis de 10.

Professora: Ta. E depois?

Eva: Uma de 20 e oito de 10. Depois, duas de 20 e seis de 10.

Professora: Olha, essa tu ja me falou, ta vendo. Tu repetiu duas ai.
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André: Tu repetiu. Tu ja tem onze agora.

Eva: Ta. Espera ai. Trés de 20 e quatro de 10.

Neste trecho podemos notar que a aluna Eva menciona novamente uma
possibilidade que estava em duplicidade nas opg¢des por ela listadas. Observamos
que outro aluno nota a repeticdo, concluindo que na listagem da colega ja havia
onze possibilidades, pois até o momento ja haviamos destacado nove possibilidades
e a colega ja havia repetido duas. Vemos que mesmo assim, ela menciona a ultima
possibilidade que faltava para completar as dez opc¢fes possiveis.

Ao final da listagem, buscando estimular os alunos a elencar e testar
hipéteses, foi discutido se haveria mais possibilidades. Algumas possibilidades
foram relacionadas, porém, ou ndo eram possiveis em virtude das notas disponiveis
(por exemplo, ndo é possivel obter 100 reais utilizando sete notas de 10, sendo as
demais notas de 20 e 50 reais) ou ja haviam sido consideradas, diferenciando-se
das listadas apenas pela ordem dos elementos. Com isso, concluiu-se que
realmente s6 havia 10 possibilidades.

Para encerrar a corre¢cdo, a dupla que encontrou 13 possibilidades foi
orientada a encontrar quais estavam repetidas e exclui-las da sua listagem,
enquanto aquela que listou apenas sete possibilidades, verificar quais opcodes
estavam faltando para completar sua listagem.

Dando continuidade as discussfes, passamos a quinta questdo. Essa trata de
uma situacdo em que uma pessoa entrara em um estadio de futebol, com oito
portdes de entrada/saida, ndo podendo sair pelo mesmo portdo pelo qual entrou,

conforme enunciado no Quadro 13.

Questdo 5 Para a copa do mundo de 2014 que sera realizada no Brasil, alguns

estadios estdo sendo construidos e outros reformados. Consideremos
um estadio que contara com 8 portdes de entrada/saida. De quantas
maneiras uma pessoa pode entrar no estadio e sair por um portao

diferente do que foi usado para entrar?

Quadro 13 — Atividade 5 do primeiro conjunto de atividades.
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Essa questao consistia em duas etapas iguais de escolha de um portdo: um
para entrar e um para sair de um estadio. Sendo que o portdo que fosse escolhido
na primeira etapa nao poderia ser escolhido na segunda. Observamos que nessa
situacdo ndo serdo utilizados todos os elementos disponiveis. Na realidade
estaremos formando um par ordenado, a partir de um conjunto com oito elementos.
Para realizar a escolha do primeiro portdo, temos oito possibilidades, e para
escolher o segundo, temos sete, pois 0 portdo que foi escolhido para entrar no
estadio ndo pode ser usado para sair, teremos, pelo principio multiplicativo, 8 X 7 =
56 maneiras diferentes de entrar e sair do estadio.

Nenhuma dupla encontrou o resultado esperado para essa questdo. Dois
grupos consideraram a situacdo de se utilizar um portdo de entrada, ndo podendo se
realizar a saida pelo mesmo (Figura 25), concluindo que nessa situacdo haveria sete
maneiras de uma pessoa entrar e sair do estadio. Nesses termos, observamos que
nao identificaram o total de escolhas a serem feitas e consideraram apenas uma

escolha, a do portdo de saida.

Figura 25 — Resolucéo da atividade 3 do primeiro conjunto de atividades, apresentada pelas duplas
André e Hugo e, Carlos e Fabiane, respectivamente.

Podemos notar que as duas resolugcbes apresentadas acima sao
diferentes apenas quanto a sua representacdo: enquanto a primeira utilizou a
linguagem escrita para explicar seu raciocinio, a segunda fez uso de uma ilustragéo.
Porém o raciocinio empregado € o mesmo. Ambas, mostram que os alunos n&o
consideraram a escolha entre diferentes portdes de entrada, considerando apenas

uma escolha: a do portdo de saida.
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J& a dupla Daiana e Gabriela interpretou que os oito portdes de entrada/saida
poderiam ser subdivididos em quatro portdes de entrada e quatro portdes de saida,

conforme vemos na ilustracéo da Figura 26.

Figura 26 — Resolucdo da atividade 3 do primeiro conjunto de atividades, apresentada pela dupla
Daiana e Gabriela.

Notamos que com o emprego desse raciocinio, a dupla separou os portdes
em dois conjuntos, garantindo que aquele que fosse usado para entrada nao seria
utilizado para a saida, conforme solicitava o enunciado. Entretanto, com essa divisao
restringiram a quantidade de opcdes de portdo para entrar e sair.

A dupla Beatriz e Eva utilizou uma multiplicacdo para resolver o problema
proposto (Figura 27). Contudo, ndo considerou que o portdo que fosse utilizado para

entrada ndo poderia ser utilizado para saida.

Figura 27 — Resolucdo da atividade 3 do primeiro conjunto de atividades, apresentada pela dupla
Beatriz e Eva

Notamos que as alunas identificam quantas s&o as etapas de escolhas e que
para cada etapa hd um numero fixo de opcdes, podendo entdo, fazer uso da
multiplicacdo, isto é, lancam mado de um teorema-em-agdo, ja utilizado
anteriormente. Porém, na aplicagcdo do teorema-em-acdo, ndo consideraram na
situacao do problemas, que € a condicdo de ndo poder haver repeticdo dos portdes.

ApOs os resultados encontrados por cada dupla serem registrados no quadro,

iniciou-se a correcédo da atividade. Para tanto, utilizou-se a resolugdo apresentada
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na figura 25, em que a dupla utilizou o desenho de um circulo para representar o
estadio e marcacdes para indicar os portdes, sendo que flechas estavam sugerindo
as possibilidades de entrada pelo portdo 1 e saidas pelos portbes 2, 3, 4, 5, 6, 7 ou
8. A partir da representacdo da resolucdo dessa dupla, destacou-se que o que 0s
alunos fizeram estava correto, entretanto, ndo consideraram que a mesma situacao
se repetia quando os outros portdes fossem considerados como “portdo de entrada”.
Com isso, foi ressaltado que a dupla poderia ter feito uma representacao
sendo o portdo 2, o portdo de entrada, outra sendo o portdo 3 e assim por diante,
até o portédo 8 ser considerado como portdo de entrada. Os alunos perceberam que
oito circulos seriam obtidos, sendo que cada circulo estaria representando a entrada
por um determinado portdo e saida pelos demais, isto é, em cada circulo estariam
representadas sete possibilidades de entrada e saida do estadio. Como ao todo
eram oito circulos, teriamos, entdo, 8 X 7 = 56 maneiras de entrar/sair do estadio.
Como a arvore de possibilidades ja havia sido apresentada como recurso de
resolucdo das atividades propostas, ao final da discussdo das resolucdes
apresentadas pelos alunos, o diagrama referente a essa atividade foi construido com
o0 auxilio dos alunos. Primeiramente, os portdes foram nomeados como P;, P,, Ps, P,,
Ps, P, P; € Py e as opcgOes para entrada pelo o portédo P, e P, foram representadas,

conforme Figura 28.

?Z_AM _P2P1
r P?%LM 7 P,P,
’P4‘__{P1_P4} P2P4\
’Peﬂ—{@ Pzps\
PP, PP,

—[LM P,Psg

Figura 28 — Arvore de possibilidades da atividade 5 do primeiro conjunto de atividades

Ao construirem esses dois ramos da arvore, 0os alunos observaram que a
construcdo das opcdes tendo por entrada o portdo 3, 4, 5 6, 7 e 8 seriam
cansativas, pois haveria ao todo oito ramos como os dois representados na Figura

28. Partindo desta constatagéo, eles foram indagados sobre como poderiam resolver
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a atividade sem a construcdo da arvore de possibilidades, e responderam que a
melhor solugéo seria a multiplicagdo. Essa constatacao de que seria uma construcao
cansativa foi importante pois os alunos comecaram a intuir que em algumas
situacdes a utilizacdo da multiplicacao € a melhor opcéo.

Finalizando a discussdo do primeiro conjunto de atividades propostas,
retornamos a segunda questdo. Essa questdo foi deixada para o final porque,
durante a resolucdo das atividades, no primeiro encontro, foi aquela em que o0s
alunos mais demonstraram dificuldade em compreender o que era pedido. Segue no

Quadro 14 o enunciado da atividade.

Questéo 2

Uma prova é composta por 5 questdes objetivas, para serem julgadas como V
(verdadeiras) ou F (falsas). As respostas devem ser escritas em um gabarito conforme
representacdo abaixo. De quantas maneiras diferentes o gabarito abaixo pode ser

preenchido?

1 2 3 4 5
viOOOOO

Quadro 14 — Atividade 2 do primeiro conjunto de atividades.

Pela situacdo proposta no problema, a resposta para cada questdo poderia
ser verdadeira (V) ou falsa (F), independente das demais escolhas. Assim, a
resposta para a primeira questao poderia ser V ou F, 0 mesmo podendo ocorrer com
a segunda questdo. A partir das escolhas realizadas quatro gabaritos distintos
podem ser formados: VV, VF, FV ou FF. O mesmo ocorre para a terceira questao, a
resposta pode ser V ou F, ocorrendo um desdobramento de cada um dos gabaritos
anteriores em dois novos gabaritos: VVV, VVF, VFV, VFF, FVV, FVF, FFV e FFF. O
mesmo ocorrera quanto respondidas a quarta e a quinta questdes, ou seja, a cada
nova questdo o numero de gabaritos da etapa anterior € multiplicado por dois. Logo,

para a quarta questao obtemos 16 gabaritos e, na quinta questdo, 32 gabaritos. Em
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outras palavras, pelo principio multiplicativo, teriamos 2X2X2Xx2x2 =32
gabaritos distintos.

Os alunos demonstraram muita dificuldade no entendimento da situagcao
proposta nessa atividade. Tal dificuldade pode ser em parte explicada pelo fato de
gue pensar em todos 0s possiveis gabaritos de uma prova de multipla escolha so faz
sentido para quem formula a prova e nao para quem vai respondé-la. A questéao
havia sido pensada no sentido de levar os alunos a imaginarem todos os possiveis
resultados de uma prova, até para gerar uma discussdo introdutoria sobre a
probabilidade de se acertar todas as questdes, marcando as respostas
aleatoriamente.

Durante a resolugéo da atividade, o enunciado foi discutido junto com o0s
alunos, pois alguns nao haviam entendido o que seriam “diferentes gabaritos”. A
dupla Daiana e Gabriela, por exemplo, entendeu que diferentes gabaritos eram
marcac0Oes diferentes para a grade de respostas, utilizando entéo bolinhas, cruz, xis
e outras figuras para caracterizar os diferentes gabaritos. Apds a explicacdo do que
seriam “diferentes gabaritos”, a dupla desenhou alguns dos possiveis gabaritos,

conforme vemos na Figura 29.

Figura 29 — Resolucéo da atividade 2 do primeiro conjunto de atividades, apresentada pela dupla
Daiana e Gabriela

Podemos observar que na resolucdo apresentada, ndo foi utilizada nenhuma
forma de organizacdo ou sistematizacdo de modo a garantir que todos os possiveis
gabaritos pudessem ser listados. A falta de um critério de organizagéo dificultou a

listagem de todos os possiveis gabaritos. Percebemos também uma dificuldade das
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alunas de pensar nos possiveis gabaritos como resultados de escolhas hipotéticas,
sendo entdo necessario visualiza-los por meio de uma representacgéo figural.

A dupla Beatriz e Eva interpretou que as maneiras diferentes de preencher o
gabarito seriam resumidas em trés opc¢des: todas as respostas verdadeiras, todas as
respostas falsas e aquelas em que aparecem misturadas respostas verdadeiras e
falsas (Figura 30).

Figura 30 — Resolucdo da atividade 2 do primeiro conjunto de atividades, apresentada pela dupla
Beatriz e Eva.

Notamos que, assim como no caso anterior, essa dupla esta olhando para os
gabaritos como resultados ja prontos e ndo como resultados de cinco escolhas.
Durante a discusséo da solu¢do do problema, foi esclarecido que os gabaritos em
gue aparecem respostas verdadeiras e falsas alternadamente ndo constituem uma
Gnica solucdo, mas sim diversas. Como, por exemplo, se considerarmos a
possibilidade de quatro questdes falsas e uma verdadeira teremos cinco gabaritos
distintos: VFFFF, FVFFF, FFVFF, FFFVF, FFFFV. Acompanhemos na transcricdo a

discussao realizada.

Eva: Eu achei trés respostas da seguinte maneira. Como € V ou F, ali tu pode ter ou todas
verdadeiras ou todas falsas ou intercaladas, verdadeiras e falsas entre elas.

Professora: Ta e o que nés vimos. Essa questdo de serem intercaladas, na verdade,se pensarmos
em nUumero de gabaritos, em quantidade de gabaritos, essas intercaladas ndo sdo uma Unica
resposta.

Eva: Hum. S&o varias.

Professora: Se eu tiver a primeira verdadeira e as quatro falsas ou as quatro primeiras falas e a

Ultima verdadeira. J& séo dois gabaritos diferentes.

As outras duas duplas realizaram a listagem de alguns possiveis gabaritos,
mas nao chegaram ao total esperado. A dupla Carlos e Fabiane, inicialmente, listou

as opcoes em que todas as alternativas sdo marcadas como verdadeiras e em que
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todas sdo marcadas como falsas, conforme mostra a Figura 31. Apos, listaram os
gabaritos com respostas verdadeiras e falsas misturadas (terceira coluna em diante),
porém, sem utilizar um critério sistematico, o que dificultou a listagem de todos os

possiveis gabaritos.

Figura 31 — Resolucdo da atividade 2 do primeiro conjunto de atividades, apresentada pela dupla
Carlos e Fabiane.

A dupla André e Hugo também realizou a listagem de alguns possiveis
gabaritos (Figura 32). Porém, diferente da situacdo anterior, podemos notar um
critério de organizagdo que nos parece ser “0 numero de respostas verdadeiras”.
Primeiro observa-se quantas respostas verdadeiras havera no possivel gabarito e a
partir disso essa(s) resposta(s) verdadeira(s) sera(do) permutada(s) com as demais.

Figura 32 — Resolucdo da atividade 2 do primeiro conjunto de atividades, apresentada pela dupla
André e Hugo.

Vemos, pela resolugcéo apresentada, que a dupla listou cinco gabaritos, mas
deram como resposta final 25. Quando indagados sobre como chegaram ao
resultado 25, a dupla justificou que em cada linha poderia haver troca de posicao
entre as respostas verdadeiras e falsas consideradas. Por exemplo, a primeira linha
e formada por uma resposta verdadeira e quatro respostas falsas, o gabarito
apresentado foi VFFFF, porém, com essa mesma quantidade de respostas
verdadeiras e falsas podemos ter os gabaritos FVFFF, FFVFF, FFFVF e FFFFV,
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totalizando cinco possibilidades para esse caso. A dupla argumentou que 0 mesmo
ocorreria nas demais linhas, e que como eram cinco linhas ao total, haveria 5 x5 =
25 possibilidades diferentes de preencher o gabarito. Notamos que aqui ha uma
tentativa equivocada de generalizar o principio multiplicativo.

O que a dupla nédo observou foi que para os demais casos ndo havera sempre
cinco possibilidades. No caso em que todas as alternativas sédo verdadeiras (Gltima
linha), mudancas de posicdo néo alteram o gabarito. De fato, esse raciocinio de
cinco opgdes por linha so6 é valido quando temos apenas um elemento trocando de
posicdo, que é 0 que vai ocorrer na primeira e quarta linha. Porém, se analisarmos,
por exemplo, a segunda linha, em que ocorrem duas respostas verdadeiras e trés
falsas teremos mais do que cinco opc¢des; modificando as posi¢cdes das letras, na
verdade obtemos dez possibilidades: VVFFF, VFVFF, VFFVF, VFFFV, FVVFF,
FFVVF, FFFVV, FVFVF, FVFFV e FFVFV. O mesmo ocorrera na terceira linha, em
gue aparecem trés respostas verdadeiras e duas falsas: VVVFF, VFVVF, VFFV,
VFFVV, FVVVF, FFVVV, FVFVV, VVFVF, VVFFV e FVVFV. Assim, teremos cinco
possibilidades para a primeira e quarta linhas (sendo uma verdadeira e quatro
falsas, e uma falsa e quatro verdadeiras, respectivamente), dez possibilidades na
segunda e terceira linhas (onde aparecem, respectivamente, duas verdadeiras e trés
falsas e, trés verdadeiras e duas falsas) e duas possibilidades na ultima linha, visto
que todas podem ser verdadeiras ou todas falsa, totalizando 5+5+ 10+ 10+ 2 =
32 gabaritos diferentes.

Como vimos, nenhuma das duplas conseguiu encontrar o resultado esperado
para esta questdo, que eram 32 maneiras diferentes de preenchimento do gabarito.
Nenhuma dupla considerou as cinco escolhas sucessivas e independentes.
Notamos que, com excecdo de um grupo, os demais tentaram descrever 0s
possiveis gabaritos que poderiam ser formados. Percebemos que apenas um grupo
utilizou algum critério de organizagéo, sendo que esse encontrou o resultado mais
préoximo do esperado.

Por todas essas razodes, essa questdo foi resolvida a partir da discussao e
com a participacdo de todos os alunos. Apés todas as resolugcbes serem
apresentadas no quadro-branco, foi escolhida, como ponto de partida, a resolucéo
apresentada pela dupla Carlos e Fabiane, por apresentar gabaritos de forma nao

organizada. Essa escolha foi feita para que os alunos percebessem que, quando
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tentamos listar todos os agrupamentos, precisamos ter um critério de organizacgéo,

sendo acabamos nos perdendo. Essa percepcao é evidenciada no dialogo a seguir.

Professora: O que vocés acham que faltou nessa aqui do Paulo?

Eva: Organizagéo.

Beatriz: Ela tA bem confusa.

Professora: ela t4 aleatoria.

Beatriz: é mais facil de se perder

Eva: E como aquela que nds fizemos e nos perdemos.

Professora: Ela ta bem aleatéria. J4 a do André, esta mais organizada?

Eva: Estd bem mais organizada. Mas falta um.

Professora: Porque a do André esta mais organizada? O ele esta fazendo de uma linha para outra?
Beatriz: Ta em ordem, né.

Eva: Ele t4 diminuindo uma e aumentando a outra. Ele ta& aumentando as falsas e diminuindo as

verdadeiras. Ou vice-versa.

Com os alunos percebendo que a organizacdo é um fator determinante na
resolucao deste tipo de exercicio, foi destacado que a arvore de possibilidades € um
mecanismo Util que permite a obtencdo de todas as possibilidades, sem repeticéo.
Como se tratava da montagem de uma arvore com um numero alto de ramificacdes,
foi realizada, com a participacdo dos alunos, a construcdo de apenas umo ramo, em
gue a primeira e a segunda resposta eram marcadas como verdadeiras e as demais
podiam ser verdadeiras ou falsas. Obtemos o0s oito primeiros gabaritos
representados na figura 33: VVVVV, VVVVF, VVVFV, VVVFF, VVFVV, VVFVF,
VVFFV e VVFFF. Apo6s, foram construidos os gabaritos em que a primeira
alternativa é marcada como verdadeira e a segunda falsa, sendo as demais
verdadeiras e falsas, originando os demais gabaritos representados na figura 33:
VFVVV, VFVWVF, VFVFV, VFVFF, VFFVV, VFFVF, VFFFV e VFFFF. Assim,
totalizando 16 possiveis gabaritos, sendo a primeira alternativa marcada como

verdadeira.
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Figura 33: Arvore de possibilidades da atividade 2 do primeiro conjunto de atividades.

Antes de realizarmos a segunda parte da construcdo descrita acima, um
aluno ja havia percebido que iriamos determinar mais oito gabaritos, totalizando
dezesseis. Isso demonstra que € possivel, para alguns alunos, enxergar o padrao
presente na montagem da arvore de possibilidades, imaginando agrupamentos que
ainda nao foram descritos e utilizando a multiplicacéo para determinar o valor parcial
ou total de possibilidades. Esse mesmo aluno logo concluiu que teriamos ao todo
32 possibilidades, pois seriam 16 com a primeira questdo marcada como verdadeira,
e 16 com a primeira questao marcada como falsa.

Porém, alguns alunos ndo conseguiram visualizar o total esperado realizando
a montagem de apenas uma parte da arvore, precisando visualizar todos o0s
elementos. Foi o caso da aluna Gabriela, que depois de termos construido a
primeira parte da arvore de possibilidades acima, realizou a construcao do restante
da arvore em seu caderno, para visualizar todos 0s possiveis gabaritos. Para auxiliar
essa aluna e outros que demonstraram dificuldade em entender o mecanismo de
construcdo da arvore de possibilidades, foram construidas algumas ramificacdes,

em que a primeira opcdo era marcada como falsa. Com essa construcao
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esperdvamos que os alunos percebessem o que mudava e o que permanecia igual
aos gabaritos antes obtidos. Na transcricdo a seguir, observamos que os alunos

compreenderam essas diferencas.

Professora: Qual foi a Unica coisa que mudou?

André: O comeco. Comecou com falso e la em cima comegou com verdadeiro.

Professora: Vai ser a primeira opgdo, né?

André: Isso.

Professora: Enquanto nessas primeiras 16 todas as primeiras sdo verdadeiras. Porque todas
comecam com V e mudavam da segunda em diante. O que vai acontecer nessas aqui, todas vao

comecar com falso, mas vao mudar daqui para frente.

A turma entdo concluiu que teremos dezesseis possibilidades de gabaritos
sendo a primeira resposta marcada verdadeira, e dezesseis sendo a primeira
resposta marcada falsa, totalizando 32 gabaritos. Para finalizar a atividade, foi
destacado que em algumas situacdes a construcdo da arvore de possibilidades é um
processo arduo e cansativo, sendo entdo mais conveniente resolver a situagéo
proposta por meio de uma multiplicacao.

Para que os alunos visualizassem a aplicacdo do principio multiplicativo na
situacao proposta, foi solicitado que observassem o que estava ocorrendo a cada
nova questao que era considerada na constru¢cdo do gabarito. No trecho a seguir

podemos acompanhar o didlogo que se seguiu.

Professora: O que t4 acontecendo?

Beatriz: Ta multiplicando por dois.

Professora: Eu estou multiplicando por dois. De onde vocés acham que vem esse dois?
Beatriz: Das duas possibilidades que tu nos deu.

Professora: Porque eu tenho verdadeiro ou falso.

Aproveitando a multiplicacdo por dois, intuida pela aluna, foi destacado que
isso decorria do fato de que a cada nova etapa uma nova questdo era considerada,
sendo que a resposta poderia ser verdadeira ou falsa, 0 que ocasionava o0
desdobramento de cada gabarito parcial jA obtido em outros dois. Em outras
palavras, na primeira etapa, havia duas possibilidades (V ou F). Na segunda etapa,
cada uma dessas duas possibilidades seria acrescida da segunda opgao e
desdobrada em outras duas (VV, VF, FV ou FF), totalizando 4 (2 x 2) possibilidades.
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Pelo mesmo raciocinio, na terceira etapa a ser acrescida uma nova questdo, cada
um dos quatro possiveis gabaritos ja encontrados seriam desdobrados em outros
dois (VVV, VVF, VRV, VFF, FVV, FVF, FFV ou FFF), perfazendo um total de 8
possibilidades (8 =4x2=2x2x2). JA na gquarta etapa, cada uma das oito
possibilidades teria duas opc¢des, resultando em 16, sendo que na ultima etapa, para
cada uma dessas possibilidades haveria duas opcbes de respostas para a ultima
guestao, totalizando 32 possibilidades (16 x 2). Assim, contabilizando todas as
etapas consideradas, teremos 32 possibilidades.

Ao finalizarmos a discussdo das primeiras atividades propostas, foi possivel
observar que os alunos tiveram maior facilidade com as atividades referentes a
produto cartesiano de dois conjuntos (atividades 1 e 3). Foi possivel observar que
mesmo ndo tendo sido apresentados a arvore de possibilidades e o principio
multiplicativo alguns alunos os utilizaram, mesmo que de forma empirica.

A atividade 1 foi resolvida sem maiores problemas por trés duplas, como ja
comentamos, sendo que apenas uma dupla apresentou uma soma como resolugao.
Posteriormente, veremos que a mesma dupla apresentou dificuldades em outras
atividades propostas. Com isso, percebemos que mesmo se tratando de alunos
adultos, e que segundo a teoria piagetiana ja disporiam de estruturas cognitivas para
operar no mundo das possibilidades e ndo apenas sobre o real (FLAVELL, 1996),
esses alunos n&o conseguiram mobilizar esquemas para operar com as
possibilidades envolvidas nas situagdes propostas.

Vergnaud (1986, p. 76) destaca que “as concepcbes dos alunos sao
modeladas pelas situacbes com que eles se deparam”, ou seja, € s6 ao se deparar
com determinadas situacfes que o sujeito ird desenvolver certas estruturas do
pensamento.

Na mesma perspectiva, Gomez-Granell (1997) aponta que fora da escola, em
determinados contextos sociais e praticas culturais podem ser desenvolvidos
conhecimentos mateméticos. Contudo, esses sdo, em sua maioria, de natureza
aditiva. Os conhecimentos multiplicativos necessitam, muitas vezes, dos contextos
propostos pelo ambiente escolar para que sejam desenvolvidos.

A questdo de numero 4 ndo podia ser resolvida como um problema de
produto cartesiano, permutacdo, arranjo ou combinacdo. Ela foi escolhida, pois
permitiria observar os critérios de organizacdo e sistematizacdo que seriam

utilizados. Pensamos que todos os alunos resolveriam essa atividade sem maiores
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dificuldades, até mesmo porque foram disponibilizadas cédulas sem valor monetério
que permitiriam aos alunos realizarem as possiveis combinac¢des para formar cem
reais, sem precisar ficar apenas no campo das ideias. Porém, percebemos que
mesmo assim, dois grupos ndo encontraram todas as possibilidades. O que nos leva
a pensar que nem sempre o material concreto € garantia de que o aluno consiga
esgotar todas as hipbéteses possiveis. Na realidade o material auxilia na
representacdo das hipoteses, mas ainda continua sendo necessario uma sistematica
para se obter todas as variacbes possiveis.

Em relacdo a questdo numero 5, observamos que a maior dificuldade dos
alunos foi considerar que o que poderia ocorrer para um determinado portao
considerado como portdo de entrada, também poderia ocorrer com os demais. Eles
testaram a situacdo proposta no problema para um determinado portdo, mas nédo
para os demais. Demonstrando, novamente, a dificuldade dos alunos de esgotarem
todas as hipoteses possiveis.

Ja a atividade 2, foi aguela em que os alunos mais demonstraram dificuldade
na resolucdo. Pensamos que isso se deve a varios fatores: 1 - o entendimento do
que seriam formas diferentes de preencher os gabaritos, que inicialmente alguns
alunos interpretaram como diferentes tipos de marcagdes; 2 — o numero elevado de
etapas que compunham a resolucdo da atividade; 3 — a igualdade das variaveis
envolvidas e, 4 — a dificuldade em identificar quais seriam as escolhas — uma para
cada questdo. De modo geral, todas as duplas olharam para os gabaritos completos,
sem uma discriminacdo sistematica por questdo. A ideia de independéncia de
eventos néo foi aplicada ou foi aplicada de modo parcial.

Vergnaud (1986), ao abordar as estruturas aditivas, chama a atencéo para 0s
diferentes tipos de problemas que podem ser construidos envolvendo a subtracao,
sendo que cada tipo de problema pode ser classificado em um determinado grau de
complexidade, sendo entdo prioridade “reconhecer a variedade das classes de
problemas possiveis, analisar com cuidado a sua estrutura e as operacdes de
pensamento necessarias para as tratar’ (VERGNAUD, 1986, p. 80). Essa mesma
atencao precisamos ter em relacdo aos diferentes tipos de problemas para trabalhar

as estruturas multiplicativas.
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6.2 Anélise do segundo conjunto de atividades

A segunda sequéncia de atividades, proposta no terceiro encontro, teve por
objetivo dar continuidade ao nosso trabalho, buscando observar se os alunos
compreenderam que em determinadas situacdes, para cada uma das possibilidades
envolvidas na primeira escolha, haveria um nimero fixo de possibilidades envolvidas
na segunda escolha e assim por diante, permitindo que a multiplicacdo fosse
utilizada.

Como o segundo conjunto de atividades abordou problemas com mais de
duas etapas de escolhas e/ou com quantidades maiores de escolhas em cada
etapa, os alunos tiveram muitas dificuldades na resolugdo dessas atividades, néo
conseguindo conclui-las no terceiro encontro.

Para auxilia-los no desenvolvimento de novos esquemas combinatorios,
reestruturamos nossa sequéncia didatica, adaptando ao desenvolvimento a
utilizacdo de outro recurso didatico — a utilizacdo de um jogo pedagdgico. O recurso
escolhido foi o jogo conhecido por “Jogo Senha”, sua aplicagdo sera esclarecida no
préximo tépico.

Com a aplicacdo e andlise do jogo senha, nosso cronograma inicial modificou-
se, sendo entdo destinado o quarto encontro para aplicagdo do jogo, 0 quinto
encontro para discusséo do jogo e retomada da segunda sequéncia de atividades, o
sexto encontro para discussao da segunda sequéncia de atividades e aplicacdo da
terceira sequéncia de atividades.

Nesta secdo apresentaremos 0s problemas da segunda sequéncia de
atividades, seguidos das resolucdes apresentadas pelos alunos e das discussoes
realizadas. Na secéo seguinte voltaremos nossa atencao a aplicacdo do jogo senha.

ApOs os alunos retomarem as resolucbes dos problemas da segunda
sequéncia de atividades, esses foram analisados e organizados para realizacdo das
discussbes. Como mencionamos, para a resolucdo e discussdo da segunda
sequéncia de atividades destinamos o terceiro encontro, em que 0s alunos pouco
avancaram, e metade do quinto e sexto encontros, nos quais destinou-se tempo
para resolucao e discussao das resolugdes, respectivamente. Apresentaremos entao

o que foi tratado nesses trés momentos.
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O primeiro problema propunha a construcdo de um roteiro de viagem,
passando por cinco cidades da Serra Gaucha (Quadro 15). Os alunos deveriam
considerar todos 0s possiveis roteiros, mesmo aqueles que nao parecessem

vantajosos. No quadro a seguir encontra-se o enunciado da atividade.

Questéao 1

Um grupo de pessoas estd organizando uma excursdo pela Serra Gaucha. Eles irdo
visitar as cidades de Caxias do Sul, Canela, Gramado, Bento Goncalves e Carlos
Barbosa. O grupo estd montando seu roteiro de viagem decidindo a ordem em que irdo

visitar as cidades. Quantas sé@o as possibilidades de roteiro que o grupo pode formar?

h SC

Bento i
Goncaluas - >

® Caxias do Sul

. | .
T Canela

Grarnado

Carlos
Barboza

® Porto

Alegre
F.5

Quadro 15 — Atividade 1 do segundo conjunto de atividades.

A situacdo proposta no problema desdobra-se em cinco etapas. Cada etapa
consiste na escolha de uma dentre as cidades possiveis, sem repetir uma cidade
escolhida anteriormente, até que todas as cidades sejam escolhidas, formando-se,
entdo, um roteiro. Como a cidade que for escolhida em uma determinada etapa nao
pode ser escolhida novamente, temos a seguinte situacdo: na primeira etapa
podemos escolher uma, dentre cinco cidades; na segunda etapa podemos escolher
uma dentre as quatro cidades restantes; na terceira, uma dentre trés; na quarta

etapa uma dentre duas cidades; restando uma unica cidade para ser escolhida na
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quinta etapa. Pelo principio fundamental da contagem teremos ao total 5 x 4 X 3 X
2 X1 = 120 roteiros diferentes que podem ser formados.

Os alunos poderiam resolver essa atividade aplicando o principio
multiplicativo e/ou através da construgcdo de alguns ramos da &rvore de
possibilidades. A construgcdo de toda a arvore de possibilidades ndo seria
recomendada, pois como € alto o numero de possibilidades, o trabalho se tornaria
penoso.

A dupla Beatriz e Eva utilizou como forma de resolucéo a listagem de alguns
roteiros, a partir de cada uma das cinco cidades. Porém, como vemos na figura 34,
nao foram considerados roteiros com a mesma cidade de origem, mas com rotas
diferenciadas. Por exemplo, a dupla sugeriu o roteiro Caxias do Sul — Canela —
Gramado — Carlos Barbosa — Bento Gongalves, mas poderia ter sugerido outro
roteiro partindo Caxias do Sul e chegando em Bento Gongalves, como por exemplo,
Caxias do Sul — Carlos Barbosa - Canela — Gramado — Bento Gongalves. Vemos na

Figura 34 que isso nao foi feito.
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Figura 34 — Resolugdo da atividade 1 do segundo conjunto de atividades, apresentada pela dupla
Beatriz e Eva.

Vemos que a descricdo de alguns roteiros ndo esta relacionada com a
multiplicagdo apresentada pelas alunas ao final: 5x4x3x2x1 = 120. Ao
listarem alguns roteiros, realizam esse processo de forma aleatéria, 0 que nao
necessariamente contribui para chegarem a conclusdo de que poderiam utilizar uma
multiplicacdo, que nesse caso, esta correta. Entretanto, ao serem indagadas sobre
sua forma de resolucdo, ndo souberam explicar como chegaram ao resultado

encontrado, nem como a descricdo de alguns roteiros auxiliou na conclusao de
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poderem utilizar uma multiplicagcéo. Isso sugere que utilizaram a multiplicagdo como
uma “férmula” que vale sempre, repetindo um procedimento utilizado nas situagoes
anteriores.

Os alunos André e Hugo ao realizarem a construcdo de uma ramificacdo da
arvore de possibilidades, demonstram que compreenderam a forma de
sistematizacdo representada de todos os possiveis roteiros e a multiplicagdo que

pode ser utilizada na resolucéo da atividade (Figura 35).
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Figura 35 — Resolugdo da atividade 1 do segundo conjunto de atividades, apresentada pela dupla
André e Hugo.

Observamos que nesta resolucao os alunos estdo associando, a cada cidade
considerada, os proximos destinos possiveis. Percebemos que os alunos
apresentam desenvolvimento de esquemas combinatérios, pois identificam todas as
etapas de escolhas envolvidas e o numero de opcdes envolvidas em cada etapa,
verificando que para cada opcao feita em uma etapa ha um numero fixo de opcdes
na etapa seguinte, podendo entdo aplicar o principio multiplicativo (teorema-em-
acao) de forma correta.

A terceira dupla, Carlos e Fabiane, também encontrou o resultado esperado.
Inicialmente, assim como apresentado na resolugdo anterior, construiram uma
ramificacdo da arvore de possibilidades, para uma determinada cidade de partida,
concluindo que nesse caso haveria 24 possibilidades de diferentes roteiros,
conforme observamos na Figura 36.

Pelo desenvolvimento apresentado, os alunos demonstraram mobilizar
diferentes esquemas combinatorios, pois identificam claramente quantas escolhas

existem para cada cidade de partida a ser considerada (24 possibilidades), sendo
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gue obtém esse resultado por reconhecer quantas sdo as escolhas envolvidas em
cada etapa. Além disso, utilizam uma multiplicagdo (5 x 24) ao observar que para

cada cidade de partida considerada (5) h4 um numero fixo de possiveis roteiros (24).

el 4ot
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Figura 36 — Resolugdo da atividade 1 do segundo conjunto de atividades, apresentada pela dupla
Carlos e Fabiane.

A dupla Daiana e Gabriela ndo encontrou o resultado esperado. As alunas
tentaram utilizar a arvore de possibilidades para resolver a atividade, porém
construiram apenas dois estagios da arvore, considerando apenas duas cidades,

conforme vemos na Figura 37.
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Figura 37 — Resolugcdo da atividade 1 do segundo conjunto de atividades, apresentada pela dupla
Daiana e Gabriela.
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E possivel observar que as alunas tentaram formar roteiros para as cinco
possiveis cidades de partida, mas s6 conseguiram seguir até a escolha da segunda
cidade. Isso indica a dificuldade das alunas de planejarem o proximo passo e de
imaginar todas as etapas, combinando-as. Ou seja, as alunas apresentaram
esquemas combinatérios frageis, pois apesar de compreenderem a situagdo para a
primeira e segunda etapa de escolhas, ndo conseguiram dar prosseguimento para
as demais etapas.

Dando continuidade a discussdo das questdes, foi realizada a leitura da
segunda questdo, que trazia um dilema do famoso personagem das historias em

quadrinhos - Calvin, conforme vemos no Quadro 16.

Questao 2

O melhor de Calvin_

VE WAVER ALGUMA LE! |} LOGICANENTE, TAMBEM [_ | Ao Qe NA SGGUNDA SERIE, Yook
PARA WAO L1t MAo Acko owE PEVA HAVER POSSO 1R A ffnag.%fgh LEVAR UM

/«
2 (5

%

£,

(Bill Watterson. O Estado de S. Paulo, 20/11/199.)

De quantos modos Calvin pode escolher os dois dias do ano, um em novembro e um em

mar¢o? (Considerando todos os dias do més de marco e de novembro.)

Quadro 16 — Atividade 2 do segundo conjunto de atividades.

A situacdo proposta nessa atividade consiste na escolha de dois dias, sendo
um do més de marco e outro de novembro. O primeiro dia pode ser escolhido dentre
os 31 dias do més de marco e o segundo dia dentre os 30 dias do més de
novembro. Sendo assim, temos 31 possibilidades de escolha para o primeiro. Como
a escolha s6 esta completa quando os dois dias forem escolhidos, as 30
possibilidades de novembro podem se combinar com cada um dos 31 dias de
marc¢o. Em outras palavras, cada um dos 31 dias do més de marco pode formar par

com um dos 30 dias do més de novembro. Assim, pelo principio multiplicativo
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teremos 31 x 30 = 930 maneiras diferentes de escolher os dois dias, sendo um do
més de marco e um do més de novembro.

Duas duplas encontraram o valor esperado. Os alunos André e Hugo
construiram uma ramificagdo da arvore de possibilidades por meio da qual
visualizaram que cada dia do més de marco poderia ser combinado com cada um
dos 30 dias do més de novembro. Sendo que esse fato pode ser representado por

uma multiplicagéo, conforme vemos na Figura 38.

Figura 38 — Resolugdo da atividade 1 do segundo conjunto de atividades, apresentada pela dupla
André e Hugo.

Novamente, essa dupla demonstra construcdo de esquemas combinatérios,
pois identifica claramente o nimero de etapas envolvidas, bem como o niamero de
opc¢des envolvidas em cada etapa, analisando que por esse numero ser fixo, podem
utilizar uma multiplicacédo (teorema-em-acéo).

Todavia, a outra resolucao correta, apresentada pela dupla Carlos e Fabiane,

consistiu apenas da utilizacdo de uma multiplicacdo de maneira direta (Figura 39).

o '_-'J ] J =
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Figura 39 — Resolugdo da atividade 1 do segundo conjunto de atividades, apresentada pela dupla
Carlos e Fabiane.

Neste caso, nédo fica claro se os alunos realmente compreenderam a
multiplicagéo que utilizaram. Porém, podemos intuir que sim, pois esses alunos nas
resolucdes anteriores demonstram estar construindo diferentes esquemas
combinatoérios, compreendendo a multiplicacdo que pode ser utilizada na resolucéo

de problemas combinatorios.
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J& a dupla Beatriz e Eva resolveu o problema proposto através de uma soma
do total de dias de margco com o total de dias de novembro, segundo observamos na

Figura 40.

—
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Figura 40 — Resolugdo da atividade 1 do segundo conjunto de atividades, apresentada pela dupla
Beatriz e Eva.

As alunas resolveram a atividade por meio de uma soma considerando que 0s
dias a serem escolhidos poderiam ser quaisquer dois dias, inclusive dois dias do
mesmo més. Ou seja, trataram a escolha dos dois dias como uma sO escolha,
guando havia duas (uma escolha no més de marco e uma no més de novembro),
Com isso, as alunas estao pensando na unido dos conjuntos de op¢des envolvidas,
apresentando uma soma (teorema-em-acdo) como solucéo para o problema. Nesse
caso, estdo utilizando um teorema-em-acao, pois a soma nao poderia ser utilizada
para solucionar esse problema.

Durante a discussao dessa atividade, foi esclarecido que a escolha dos dias
s6 seria realizada quando fosse escolhido, necessariamente, um dia do més de
marco e um dia do més de novembro (duas etapas), ou seja, deveria ser formado
um par de dias de meses diferentes.

A multiplicacdo apresentada pelos alunos que encontraram o resultado
esperado ndo estava muito clara para alguns colegas. A aluna Eva alegou que o dia
31 de marco ndo poderia fazer par com nenhum dia de novembro, uma vez que
novembro ndo tem dia 31. Podemos observar no didlogo a seguir que, ao imaginar

0s pares que poderiam ser formados os alunos tiveram posicionamentos distintos.

Professora: Em marco eu posso escolher o dia um, o dia dois até chegar no dia 31. Certo? Sé que a
minha escolha sé esta completa quando eu juntar esse dia que eu escolher em margco com o dia de
novembro. Entdo o que vai acontecer la em novembro?

Eva: Professora, espera ai! S6 vai ter 30. Porque o dia 31 néo vai ter.

Professora: Porque ndo?

Eva: Com que dia tu vai juntar o dia 31?
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Professora: Entdo vocés estdo dizendo que eu sé posso juntar o dia um com o dia um, o dia dois
com o dia dois?

Fabiane: Nao, o dia um com o dia dois, o dia dois com o dia trés...

Vemos que as duas alunas estdo pensando em formar pares fixos. Enquanto
a aluna Eva pensa nos pares com os dias iguais (1-1, 2-2, 3-3, etc.), a aluna Fabiane
tenta resolver o “problema” do dia 31 formando os pares com dias de numeros
consecutivos (1-2, 2-3, 3-4, etc.), que permanecem fixos. Assim, ao considerarem
uma unica escolha; o outro dia fica determinado pela escolha do primeiro, nenhuma
delas, portanto, esta pensando em uma multiplicagéo.

O didlogo seguiu-se com a fala do aluno Ivo, que ndo havia participado das
aulas iniciais de aplicacdo da sequéncia por estar afastado da escola em virtude de
motivos de saude. Mesmo sem ter resolvido 0s exercicios previamente, participou
ativamente das discussdes. Na sua fala, podemos constatar que ele sim esta
pensando em uma multiplicacdo, demonstrando mobilizar de forma consistente

diferentes esquemas combinatorios.

Ivo: Nao, mas o dia um vai ter 30 possibilidades.

Fabiane: Porqué?

Ivo: Porque em margo o primeiro dia eu posso combinar com os trinta dias de novembro.

Beatriz: Pois €. Menos um. Esse um é o que?

Ivo: N&o, mas vai o 31 também. O 31 pode combinar com os trinta dias de novembro: dia primeiro,

dia dois, dia trés, dia quatro...

Com a realizacao da discussdao, ficou mais claro que o dia 31 também poderia
formar pares com os trinta dias do més de novembro, o que ndo ocorreria era a
opcédo de escolha 31-31, visto que o0 més de novembro ndo tem o dia 31. Porém, o
dia 31 de marco, assim como os demais dias de marco, poderia formar par com
cada um dos 30 dias do més de novembro para formar pares.

A Ultima atividade do segundo conjunto de atividades abordou uma questao
classica de analise combinatéria - formacdo de senhas -, conforme enunciado

descrito no Quadro 17.
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A comunicagdo por meio virtual estq cada vez mais difundida.
Um dos meios mais utilizados é o email. Para termos um email
devemos criar uma conta de acesso em um site especializado.
No momento da criagdo desta conta além do endereco de
email, criamos uma senha de acesso, que pode ser composta
de algarismos, letras ou outros caracteres. A senha é
imprescindivel para garantir a seguranca de nosso email e

evitar que outras pessoas tenham acesso a nossa conta.

Considerando que ao criar um email, seja exigido uma senha de 6 algarismos:
a) Quantas séo as possibilidades de senhas, se os 6 algarismos forem quaisquer?

b) Quantas séo as possibilidades de senhas, se os 6 algarismos forem distintos?

Quadro 17 — Atividade 3 do segundo conjunto de atividades.

Essa questdo foi escolhida porque cada vez mais, na vida cotidiana, é
necessario termos senhas ou cddigos, seja para garantir seguranca ou para
possibilitar identificacdo em diversas situacdes. Trata-se de uma questao em que a
partir de um conjunto com m elementos, serdo formados subconjuntos com n
elementos, sendo n <m, ou seja, apenas alguns elementos do conjunto serao
utilizados.

Considerando a situacéo proposta na alternativa (a), em que queremos formar
uma senha de seis algarismos quaisquer, teremos 10 maneiras distintas de escolher
o primeiro algarismo. Para cada algarismo escolhido na primeira etapa, teremos 10
possibilidades de escolha do segundo algarismo, visto que, os 10 algarismos sendo
quaisquer, pode haver repeticbes. Para cada par ordenado de algarismos ja
escolhidos, teremos novamente 10 opcdes de escolha do terceiro algarismo que
constituird a senha e assim sucessivamente, até que o sexto algarismo seja
escolhido. Pelo principio multiplicativo, teremos ao todo 10 x 10 x 10 X 10 X 10 X
10 = 1.000.000 senhas distintas.

Ja a alternativa (b) prevé a formacao de senhas com seis algarismos, porém,
agora sendo esses todos distintos entre si. Isto quer dizer que o algarismo que for
escolhido, em alguma etapa, para compor a senha, ndo podera ser escolhido

novamente. Sendo assim, para escolher o primeiro algarismo da senha havera dez
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possibilidades distintas. Lembrando que o algarismo que for escolhido ndo pode ser
utilizado novamente, quando for realizada a escolha do segundo algarismo, havera
apenas 9 possibilidades. Para escolha do terceiro, oito algarismos; para escolher o
quarto, sete; para escolher o quinto, seis e finalmente, para escolher o sexto, cinco
opcbes. Vemos nessa situacdo que, a cada novo algarismo que é escolhido,
diminuem as opg¢Bes de escolha da proxima etapa. Pelo principio multiplicativo,
teremos 10 X9 X 8x 7 x 6 x5 = 151200 senhas distintas.

Apenas trés duplas resolveram esta atividade, sendo que todas utilizaram
uma multiplicacdo como método de resolucdo, mas apenas uma encontrou o
resultado esperado.

Os alunos André e Hugo tentaram utilizar o principio multiplicativo na

resolugéo da atividade, conforme vemos na Figura 41.
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Figura 41 — Resolugdo da atividade 1 do segundo conjunto de atividades, apresentada pela dupla
André e Hugo

Porém, notamos que ao considerar o total de algarismos disponiveis, 0s
alunos equivocaram-se e levaram em conta apenas nove algarismos,
desenvolvendo seu raciocinio a partir desse pressuposto. Esse equivoco é comum,
pois muitos alunos ao enumerarem 0s algarismos, escrevem o0 9 como ultimo
elemento, consideram que hda, entdo, nove algarismos, esquecendo que 0 zero
também deve ser considerado, totalizando entdo 10 algarismos.

J& as alunas Beatriz e Eva, inicialmente, listaram algumas sequéncias, como
vemos na Figura 42. E possivel perceber que essa listagem consistiu em fazer
permutacdées com os dez algarismos. Essa permutacdo foi realizada de forma
ciclica: podemos perceber que a cada nova linha o primeiro elemento da linha
anterior passa a ser o Ultimo elemento. Porém, os elementos listados ndo satisfazem
0 enunciado da atividade, uma vez que era pedido que fossem formadas senhas

com seis algarismos e ndo com dez algarismos como relacionado pelas alunas.
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Figura 42 — Resolucdo da atividade 1 do segundo conjunto de atividades, apresentada pela dupla
Beatriz e Eva.

Podemos observar, na resolucdo apresentada, que os 10 algarismos
disponiveis para utilizacdo na formacdo da senha s&o confundidos com os 6
algarismos que serdo efetivamente utilizados. Ou seja, ha confusdo entre o nimero
de escolhas e o numero de opcdes disponiveis em cada escolha. E possivel
observar que a dupla se detém na tentativa de aplicar um esquema que foi valido
para outras situacfes, sem compreender a situacdo em que o numero de escolhas é
diferente do numero de op¢des, ndo diferenciando uma variavel da outra. As alunas
estdo utilizando um teorema-em-acao falso, pois tomam o numero de escolhas como
fator e ndo como namero de fatores.

Ja a dupla Carlos e Fabiane encontrou o resultado esperado. Pela resolucéo
apresentada na Figura 43, é possivel verificarmos que eles empregaram o principio

multiplicativo, como forma de resolucéo.
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Figura 43 — Resolugdo da atividade 1 do segundo conjunto de atividades, apresentada pela dupla
Carlos e Fabiane.

A construcao das solucdes das situagcdes propostas na atividade foi discutida
no grande grupo. Infelizmente, essa discusséo foi precaria, pois 0s alunos estavam
dispersos e ansiosos, em virtude de uma viagem de estudos que fariam ao final da
aula.

Inicialmente, para resolver a alternativa (a), foi construida uma parte da arvore
de possibilidades, de modo que os alunos pudessem perceber que para cada uma

das dez opcOes iniciais haveria dez possibilidades de escolha do segundo
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algarismo, resultando, por enquanto, em 100 possibilidades. O mesmo foi repetido
para a terceira etapa, em que, para cada uma das 100 possibilidades ja obtidas na
etapa anterior haveria dez opcdes de escolha para o terceiro algarismo, e assim
sucessivamente. Foi destacado que 0 processo se repetiria até que 0s seis
algarismos fossem escolhidos, sendo que a cada nova etapa o numero de
possibilidades da etapa anterior era multiplicado por 10.

A construcdo de toda a arvore de possibilidades seria um processo inviavel.
Sendo assim, destacou-se que, em determinadas situagcbes a arvore de
possibilidades pode ser utilizada para representar ou dar ideia do que determinado
problema estd propondo, mas, pelo ndmero elevado de possibilidades, fica
impossivel sua construcdo completa. Por esta razdo, ao analisar 0 que estava
ocorrendo nas ramificacbes construidas, foi realizada a representacdo da
multiplicacdo envolvida, obtendo-se o0 total de 10x10x10x 10x 10X 10 =
1.000.000 senhas distintas formadas por algarismos quaisquer.

Em seguida, foi realizado o mesmo raciocinio para o caso dos algarismos
serem distintos. Neste caso, para cada uma das dez opc0Oes iniciais haveria nove
possibilidades de escolha do segundo algarismo, resultando, por enquanto, em 90
possibilidades. O mesmo foi repetido para a terceira etapa, em que, para cada uma
das 90 possibilidades acumuladas na etapa anterior, haveria oito op¢des de escolha
para o terceiro algarismo, e assim sucessivamente. Podemos observar que a cada
nova etapa o numero de algarismos disponiveis diminui. Sendo assim, a quantidade
obtida na etapa anterior serd multiplicada por um fator que é uma unidade menor do
que o Ultimo utilizado. A medida que esse raciocinio foi sendo construido, foi sendo
registrado no quadro-branco por meio da multiplicacdo 10 X9 X8 X 7 X 6 X 5,
chegando-se ao total de 151200 possibilidades de senhas distintas, sendo todos os
algarismos distintos.

Ao finalizar a andlise da segunda sequéncia de atividades, foi possivel
observar que tanto a dupla Carlos e Fabiane quanto a dupla André e Hugo
mobilizaram em diversos momentos, diferentes esquemas combinatorios,
demonstrando compreender a multiplicacdo envolvida nas resolu¢cdes dos
problemas. Isso foi observado através das resolucdes apresentadas, em que ficou
claro que compreenderam que, para cada uma das possibilidades envolvidas na
primeira escolha, ha um numero fixo de possibilidades envolvidas nas demais

escolhas, permitindo que seja empregada a multiplicacéo.
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Ao mesmo tempo, as resolucdes apresentadas pela dupla Beatriz e Eva, nos
levam a pensar que passaram a utilizar o principio multiplicativo como uma férmula
que € valida sempre, sem necessariamente entender o que estava ocorrendo. ISso
ficou evidenciado na ultima atividade, em que as alunas confundem o namero de
etapas de escolhas com o numero de opc¢des disponiveis em cada etapa. Acabaram
aplicando a logica dos problemas em que o numero de escolhas coincide com o
namero de opcoes.

Em relacdo a dupla Gabriela e Daiana pouco podemos concluir, pois as
alunas faltaram em dois dos trés momentos destinados a segunda sequéncia de
atividades, impossibilitando-nos de realizar uma andlise de suas producbes e

justificativas.

6.3 Analise do jogo senha

Como ja mencionado, acrescentamos a nossa dinamica a aplicagao do “Jogo
Senha”. Escolhemos utilizar outro recurso didatico, além dos conjuntos de
atividades, a fim de tornar o processo de ensino e aprendizagem mais dinamico e

motivador. Conforme ressalta Pedrosa Filho (2008), ao citar Silva e Kodama,

O uso do material manipulavel, na forma de um jogo, representa, em sua
esséncia, uma alternancia de postura do professor. Ele deixa neste
momento de ser o comunicador de conhecimento para ser o observador,
organizador, consultor, mediador, interventor, controlador e incentivador da
aprendizagem no processo de constru¢do do saber pelo aluno. (SILVA e
KODAMA apud PEDROSA FILHO, 2008, p. 52).

O “Jogo Senha” foi escolhido pois sua dindmica favorece aos alunos supor
hipéteses, prevendo determinadas combinacfes, a partir das dicas informadas,
podendo testa-las e reformula-las. O mesmo ja foi utilizado em outros trabalhos,
como na dissertacdo de mestrado de Carvalho (2009). O trabalho desenvolvido pelo
autor consistiu na aplicacdo de uma sequéncia didatica para se trabalhar problemas
de contagem através do uso de diferentes jogos. A pesquisa foi realizada em uma
turma de 8° ano do Ensino Fundamental do Colégio Militar de Porto Alegre e
permitiu que o autor observasse as diferentes estratégias de contagem utilizadas

pelos alunos.



130

A aplicacdo do jogo e a andlise de algumas jogadas foram realizadas,
respectivamente, no quarto encontro e na metade do quinto encontro. O material

utilizado e as regras do jogo estao descritos no Quadro 18.

Material do jogo
1 — Tabuleiro do Desafiante e tabuleiro do desafiado;

2 — Canetas hidrocor de cores diversas.

Regras do Jogo
1 - Escolhe-se quem sera o desafiante, ou seja, aquele que formard uma senha, e o
desafiado, aquele que tentara descobri-la;
2 — O desafiante forma uma senha utilizando quatro cores distintas ou nao;
3 — O desafiado forma uma senha que julga ser a do desafiante. Caso tenha
acertado, o desafiante d& dicas na coluna da direita do tabuleiro do desafiado.
- cada circulo pintado de preto corresponde a uma cor correta em uma posi¢cao
correta;
- cada circulo em branco corresponde a uma cor correta em uma posic¢ao incorreta;
- cada circulo marcado com um X corresponde a uma cor incorreta

4 — O desafiado tem nove tentativas para descobrir a senha. Caso ndo acerte a
senha em nenhuma das nove oportunidades, ele contabiliza nove pontos;
5 — Alternadamente, os jogadores invertem seus papéis. O jogo segue da mesma
forma e seré considerado vencedor aquele que descobrir a senha do outro em

menos tentativas, ou seja, aquele que obtiver o menor nimero de pontos.
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Quadro 18 — Material e regras do Jogo Senha.

Inicialmente, foram esclarecidas as regras do jogo e as duplas formadas,
mantendo-se as mesmas dos encontros anteriores. As duplas deveriam escolher
guem seria o desafiado e quem seria o desafiante, conforme denominacdes
explicitadas nas regras do jogo. Foram distribuidos os tabuleiros para cada
integrante, bem como canetas hidrocor, de quatro cores distintas para o inicio da
atividade. A quantidade de cores foi restrita a quatro op¢des, pois ndo dispinhamos
de muito tempo para discussao de todos os resultados possiveis, considerando que
guanto maior fosse a quantidade de cores, maior seriam as possibilidades e
combinagdes distintas a serem formadas.

Para a primeira rodada foi solicitado que o desafiante montasse uma senha
utilizando as quatro cores disponibilizadas, isto €, sua senha deveria ser formulada
com cores distintas, sendo que o desafiado deveria tentar descobrir essa senha,
conforme as dicas que fossem sendo informadas. Como as senhas seriam formadas
com quatro cores distintas, haveria quatro opcbes de cores para preencher o

primeiro circulo; trés opcdes para o segundo circulo, obtendo para cada opcéo de
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cor utilizada na primeira etapa, trés possibilidades de senhas parciais, totalizando 12
possibilidades de senhas (4 x 3 = 12). Para o preenchimento do terceiro circulo
duas cores ja ndo poderiam ser utilizadas, fazendo com que cada uma das 12
possibilidades de senhas ja obtidas, tivesse duas opc¢bes de escolha, determinando,
portanto, 24 senhas. Para o preenchimento do quarto circulo, sobraria apenas uma
opcédo de cor, logo as 24 senhas j4 encontradas teriam somente uma opc¢éo de cor
para o ultimo circulo, mantendo, portanto, as 24 possibilidades de senhas ja
encontradas, ou seja, 4 X 3 X 2 X 1.

Sendo assim, cada um dos desafiados deveria encontrar uma senha entre 24
possibilidades. Os acertos da primeira rodada dependeriam de uma escolha ao
acaso, porém, da segunda rodada em diante o desafiado deveria montar sua
possibilidade de senha, conforme a dica informada, elencado, conforme
necessidade, todas as situacfes possiveis.

Dos cartbes jogados na primeira rodada, escolhemos dois para discutir com
os alunos posteriormente, 0s quais apresentaremos aqui. Os resultados dos outros
dois cartdes s&o semelhantes ao primeiro que iremos apresentar, por isso n&do foram
escolhidos. Os dois jogos escolhidos apresentam a situacdo em que o desafiado
formulou e testou hipoteses conforme as informacdes dadas e o outro em que o
desafiado ndo conseguiu seguir esse raciocinio.

Os cartdes escolhidos foram das duplas Beatriz e Eva, e Carlos e Fabiane.
No primeiro caso, jogo da dupla Beatriz e Eva, é possivel perceber que a desafiada

em sua primeira op¢ao acertou duas cores nas posicoes certas (Figura 44).
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Figura 44 — Cartdo do Jogo Senha da dupla Beatriz e Eva.

Como a dica informava que havia duas cores nas posi¢cdes corretas, para
encontrar a senha correta era necessario fixar duas cores e testar as possibilidades

de variagOes das posi¢coes das demais e, dependendo da nova dica, fazer o mesmo
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procedimento para outro par de cores. Assim, esperavamos que a aluna indicasse
na préxima jogada alguma das senhas a seguir*:
AMARELO - ROSA - MARROM - VERDE
AMARELO — MARROM - VERDE — ROSA
AMARELO - VERDE - ROSA — MARROM
ROSA — AMARELO - VERDE — MARROM
VERDE - ROSA - AMARELO - MARROM
MARROM — ROSA - VERDE — AMARELO
E possivel notar que essas sdo as seis possibilidades de senhas que a aluna
pode encontrar se considerar corretamente a dica informada, fixando exatamente
duas cores em suas posi¢cOes. Desta forma, a desafiada em, no maximo, seis
tentativas encontrara a senha escolhida pela desafiante. Na figura 45, vemos que a
desafiante fez uso do raciocinio combinatoério, pois ao saber que duas cores

estavam nas posic¢oes certas fixou duas e trocou de posicéo as outras duas.
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Figura 45 — Cartédo do Jogo Senha da dupla Beatriz e Eva.
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Com a nova dica informada, sabemos que todas as cores da linha 8 estdo na
posicdo errada, logo pode-se concluir que as cores trocadas, isto é, o verde e o
marrom, estavam nas posi¢cdes corretas na linha 9. A desafiada entdo concluiu,
corretamente, que deveria trocar as cores amarela e rosa de posicao, e manter as

cores verde e marrom nas posi¢des que tinham na linha 9 (Figura 46).

'3 Indicamos em negrito as cores fixadas em cada opcao.
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Figura 46 — Cartdo do Jogo Senha da dupla Beatriz e Eva.

134

O segundo jogo analisado foi da dupla Fabiane e Carlos. Nesse, diferente do

jogo analisado anteriormente, o desafiado ndo teve tanta sorte em sua primeira

escolha, visto que nao acertou nenhuma cor na posi¢cao correta, como vemos na

Figura 47.
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Figura 47 — Cartdo do Jogo Senha da dupla Fabiane e Carlos.

Com essa sequéncia, a Unica certeza que o desafiado tinha era da posicao

gue cada uma das cores nao ocuparia, restando, porém, para cada uma delas trés

opcOes de posicdo a ocupar. Assim, por exemplo, a cor roxa poderia estar no

segundo, terceiro ou quarto circulo. Vejamos abaixo, as sequéncias de cores que o

desafiado poderia propor a partir da dica informada.

AMARELO — ROXO — AZUL — ROSA
AMARELO — ROSA — ROXO - AZUL
AMARELO - ROSA - AZUL - ROXO
ROSA — AMARELO — ROXO - AZUL
ROSA — AMARELO - AZUL — ROXO
ROSA - ROXO - AMARELO - AZUL
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AZUL — ROSA — AMARELO — ROXO

AZUL — ROXO - AMARELO - AZUL

AZUL — AMARELO — ROXO — ROSA
Vemos que agora o numero de senhas possiveis € bem maior do que no
primeiro caso, em que duas cores ja estavam na posi¢cao correta. Assim, para
montar sua segunda sequéncia, o desafiado utilizou, como vemos na Figura 48, o

anico critério possivel: ndo fixar nenhuma posicéo das cores.

’
@
.
g
S

| @)
O
@
®
X
O O

-\.l'rull.(\:l !
QOO0 O

O O O OQ,¢

Figura 48 — Cartdo do Jogo Senha da dupla Fabiane e Carlos.
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Percebemos que a nova sequéncia montada é uma das nove sequéncias
possiveis. Nessa nova opc¢ao, diferente da primeira linha, o desafiado ja possui duas
cores certas nas posicdes certas. Desta forma, assim como no primeiro caso
analisado, para descobrir quais sdo essas duas cores e consequentemente
determinar a senha correta, era necessario o desafiado fixar duas cores e trocar as
posicdes das outras duas, analisando qual seria a nova dica informada. Assim,
esperavamos que o desafiado listasse alguma das seguintes opcdes:

ROSA - AMARELO - AZUL — ROXO
ROSA — AZUL — ROXO — AMARELO
ROSA — ROXO — AMARELO — AZUL
AMARELO — ROSA - ROXO — AZUL
ROXO — AMARELO - ROSA - AZUL
AZUL — AMARELO — ROXO — ROSA

Porém, o desafiado nao listou nenhuma dessas possibilidades. Como vemos,

na Figura 49, ele fixou apenas uma das cores (e ndo duas como esperavamos)

trocando as outras trés de posi¢do, retornando, inclusive, uma cor a posi¢cdo que
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fora indicada como errada. Percebemos, através deste fato, que esse aluno, ao
contrario da desafiada da primeira dupla, ndo consegue prever todas as op¢des ou
ainda manter fixa alguma variavel e observar as variacfes das demais. E mais, ele

também nado consegue tirar as conclusdes possiveis a partir das dicas dadas.
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Figura 49 — Cartdo do Jogo Senha da dupla Fabiane e Carlos.

Observamos que essa nova sequéncia apresenta duas cores na posicao
correta; analisemos quais podem ser essas duas cores. Inicialmente, a cor roxa esta
descartada, visto que ela jA ocupou a primeira posicdo, na primeira senha formada
pelo desafiado, sendo que o desafiante indicou que nenhuma cor estava na posicao
correta. Suponhamos que as duas cores nas posicdes corretas sejam o0 azul e o
rosa, logo elas estdo na posicao errada na segunda linha e, automaticamente, as
duas cores corretas nessa linha seriam as cores amarela e roxa, porém, como a cor
amarela foi mantida na mesma posicao, deveriamos ter na ultima linha trés cores
nas posicdes corretas. Assim, as duas cores ndo podem ser 0 azul e o rosa; mas
sim uma delas, juntamente com a cor amarela.

Consideremos que além do amarelo, seja a cor rosa a ocupar a posicao
correta. Logo, a cor rosa estd na posicado errada na segunda linha, implicando que
uma das duas - a cor roxa ou a cor azul - esta na posicao correta. Porém, a cor azul
nao pode estar na posicéo certa na segunda linha, visto que estamos supondo que a
posicdo que ela esta ocupando na verdade deve ser ocupada pela rosa. Assim, a
cor roxa estaria correta na segunda linha, juntamente com a cor amarela.
Obteriamos, portanto, a seguinte sequéncia AZUL — AMARELO — ROXO — ROSA.

Suponhamos agora que além do amarelo, a cor na posi¢ao correta na terceira

linha seja a cor azul. Portanto, a cor azul esta na posicao errada na segunda linha,
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logo ou a cor roxa ou a cor rosa estdo na posi¢cao correta. Porém, a cor roxa ndo
pode estar na posicdo certa na segunda linha, visto que estamos supondo que a
posicdo que ela estd ocupando na verdade deve ser ocupada pela cor azul. Assim
as cores corretas na segunda linha seriam o amarelo e o rosa, de modo que
obtemos a sequéncia ROSA — AMARELO — AZUL — ROXO.

Com essa analise obtemos duas possiveis sequéncias a partir da sequéncia
sugerida pelo desafiado: AZUL — AMARELO - ROXO — ROSA ou ROSA -
AMARELO — AZUL — ROXO. Na Figura 50, vemos que o desafiado chegou a uma
dessas duas sequéncias.
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Figura 50 — Cartédo do Jogo Senha da dupla Fabiane e Carlos.

Na segunda rodada, foi solicitado aos alunos inverterem o0s papéis de
desafiados e desafiantes. Sendo que, desta vez, a senha formada poderia ter cores
repetidas. Apresentaremos um jogo de uma dupla em que o desafiado nao
conseguiu encontrar o resultado esperado, veremos que iSSO ocorreu por ele néo
eliminar todas as possibilidades em uma determinada rodada.

Inicialmente, como as cores podem se repetir, teremos para a primeira e
demais etapas sempre quatro opcdes de escolha de cores. Assim, o primeiro circulo
pode ser preenchido com uma das quatro cores disponiveis. O segundo circulo
também, acarretando que, para cada cor escolhida na primeira etapa, teremos
quatro opcdes de escolha na segunda, totalizando 16 opg¢bes (4 x4 =16). O
mesmo ocorre no preenchimento do terceiro circulo, logo, para cada uma das 16
opcoOes ja determinadas havera 4 opc¢des de escolha de cor, totalizando 64 opcdes

(16 x4 = 64 ou 4 x4 x4 = 64). Por ultimo, para o quarto circulo também havera
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quatro opcdes de preenchimento, totalizando, portanto, 256 possibilidades de
senhas distintas (64 x 4 =256 ou4 X4 X 4 x4 = 256).

E facil perceber que, quando as cores ndo sdo necessariamente distintas, a
chance de acertar a senha é bem menor, pois a quantidade de possibilidades de
senhas distintas € bem maior, 256 possibilidades, contra 24 possibilidades no caso
de cores distintas.

Na realidade a dificuldade maior € descobrir quais cores foram e quais nédo
foram utilizadas pelo desafiante. Vejamos essa situacao no cartdo do jogo da dupla
André e Hugo. Escolhemos esse cartdo para apresentar aqui, pois foi 0 mesmo
discutido com os alunos e o Unico em que o desafiado ndo encontrou a senha
correta.

Nessa jogada, como veremos adiante, o desafiante escolheu as cores verde,
marrom e amarelo, repetindo a cor verde. Na Figura 51, observamos que na primeira
tentativa, o desafiante indicou através da dica informada que uma das cores néo fora
utilizada, sendo assim, das outras trés, uma necessariamente foi utilizada duas

vezes na formacéo da senha.
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Figura 51 — Cartdo do Jogo Senha da dupla André e Hugo.

Na tentativa de determinar qual cor ndo foi utilizada e qual foi utilizada duas
vezes, o desafiado supbs que a cor nado utilizada era a rosa e a cor utilizada duas
vezes, a cor marrom. Ele acertou a cor ndo utilizada, porém sua suposi¢cao da cor
utilizada duas vezes ser a cor marrom nao estava correta, logo novamente apareceu

no quadro de dicas uma cor errada (Figura 52).
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Figura 52 — Cartdo do Jogo Senha da dupla André e Hugo.

Com essa suposicao, o desafiado ndo tinha como saber se a dica persistiu

porque a cor ndo utilizada n&o era o0 rosa ou porque nao era uma segunda cor



139

marrom. Para garantir que a cor ndo utilizada era a rosa, ele precisava verificar as
outras possibilidades sem a cor rosa. Dessa vez, o desafiado sup0s que a cor
utilizada duas vezes era a amarela, mantendo como cor ndo utilizada a rosa. Como
a cor amarela também néo era a repetida, novamente apareceu no quadro de dicas
a indicacao de que havia uma cor errada (Figura 53).
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Figura 53 — Cartdo do Jogo Senha da dupla André e Hugo.

Na tentativa seguinte, era de se esperar que o aluno repetisse a cor verde,
mantendo a sequéncia sem a cor rosa, garantindo assim, que todas as
possibilidades sem a cor rosa fossem testadas. Porém, na Figura 54, observamos
que o desafiado repetiu a cor verde, porém retirou a cor amarela e retornou a cor
rosa. Essa duas acdes fizeram com que continuasse aparecendo a dica de uma cor

errada, pois a cor rosa (que ndo havia sido utilizada) retornou a sequéncia.
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Figura 54 — Cartdo do Jogo Senha da dupla André e Hugo.

Na ultima sequéncia sugerida, uma cor estd na posi¢cdo correta. Pelas
sequéncias ja apresentadas, as cores que poderiam estar na posi¢ao correta seriam
ou a cor rosa (que ja destacamos ser a cor nao utilizada, porém o desafiado ainda
desconhecia esse fato) ou a cor verde do terceiro circulo. A cor marrom e a cor

verde do quarto circulo ndo poderiam estar na posicdo correta, pois jA haviam
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aparecido nas posi¢cdes que estdo ocupando nessa ultima sequéncia, porém, nas
tentativas anteriores nao constou a dica de cor certa na posigéo certa.

Pelas dicas informadas até o momento ja era possivel o desafiado determinar
qual cor ndo havia sido utilizada, embora néo tivesse seguido a estratégia de manter
a cor rosa fora da sequéncia e duplicar a cor verde. Analisando a segunda e a
terceira sequéncias, sabemos que as cores marrom e amarelo ndo séo as cores néo
utilizadas na sequéncia, pois caso fosse alguma delas, quando o desafiado as
duplicou, na segunda e na terceira sequéncia respectivamente, teriam aparecido, no
qguadro de dicas, duas indicagdes de cores néo utilizadas. Do mesmo modo, pode-se
concluir que a cor verde também nédo foi a ndo utilizada, pois caso fosse, quando
duplicada, na quarta sequéncia, deveria aparecer no quadro de dicas a indicacdo de
duas cores erradas. Portanto, pode-se concluir que a cor ndo utilizada foi a cor rosa.
Por outro lado, pela segunda e terceira sequéncia, observamos que as cores
amarelo e marrom ndo sdo as cores utilizadas duas vezes. Assim, a senha
procurada deveria apresentar as cores amarelo, marrom e verde, sendo essa ultima
utilizada duas vezes.

Entretanto, o aluno demonstrou dificuldade em analisar as situa¢cfes que ja se
apresentavam por meio das sequéncias ja sugeridas. Isso indica a dificuldade de
coordenar hipoteses e de fazer suposi¢cdes de forma sistemética, para chegar a
conclusdes através da concatenacao dos resultados das tentativas. Assim, mesmo
com condicfes de saber as cores utilizadas na senha escolhida pelo desafiante, o
desafiado manteve a cor nado utilizada na sequéncia anterior, permanecendo,

portanto, a indicacdo de uma cor errada, conforme Figura 55
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Figura 55 — Cartao do Jogo Senha da dupla André e Hugo.
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Pela ultima tentativa, percebemos que o aluno ainda esta tentando determinar
qual cor esta errada, visto que ele retirou a cor marrom e recolocou a cor amarela.
Porém, como a cor rosa foi mantida, a sequéncia continua com uma cor errada.
Entretanto, mesmo com a cor errada na sequéncia, algumas consideracfes podem
ser formuladas. Pela linha 5, sabemos que duas cores estdo nas posi¢cdes corretas.
Analisando a primeira linha, percebemos que as cores rosa e verde (quarto circulo)
aparecem nas mesmas posicoes, logo, elas ndo podem estar na posicéo correta na
linha 5, assim, as opc¢des corretas sdo 0 segundo e terceiro circulo, com as cores
amarelo e verde, respectivamente. O aluno poderia utilizar esse raciocinio ou entdo
fixar duas cores em suas posi¢coes e observar o que aconteceria a partir da variacao
das outras duas, obtendo uma das seguintes sequéncias:

ROSA - VERDE - VERDE - AMARELO
ROSA - VERDE — AMARELO - VERDE
VERDE — AMARELO - ROSA - VERDE
AMARELO - ROSA - VERDE - VERDE
VERDE — AMARELO - VERDE - ROSA

Porém, o aluno ndo utilizou nenhuma das estratégias citadas, fazendo, na
realidade a troca de posicao de todas as cores, formando a senha representada na
Gltima linha da Figura 56.
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Figura 56 — Cartao do Jogo Senha da dupla André e Hugo.

Nesta nova sequéncia formulada, notamos que nenhuma cor permaneceu ha
mesma posicdo da linha anterior, logo a indicagdo de uma cor na posi¢ao correta,

refere-se a uma cor diferente daquelas que estavam corretas na linha 5. Por jogadas
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anteriores, sabemos que as cores verde (segundo circulo) e amarela ndo podem
estar na posicao correta, visto que aparecem na mesma posi¢ao na linha 7, logo,
resta a cor verde (primeiro circulo) ou a cor rosa (considerando ser ainda
desconhecida a néo utilizacdo dessa cor).

Desta forma, esperavamos que o desafiado fixasse ou a cor verde do primeiro
circulo ou a cor rosa e analisasse o que aconteceria a partir dessa escolha. Porém,
novamente, nao foi o que ocorreu. O aluno desta vez manteve fixas trés cores e

trocou a ultima cor, como vemos na Figura 57, buscando desse modo descobrir qual
cor nao havia sido utilizada.
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Figura 57 — Cartdo do Jogo Senha da dupla André e Hugo.

Observamos que as cores utilizadas nessa ultima sequéncia ja haviam sido
utilizadas na linha 6. Nessa linha, percebemos que havia uma cor na posi¢cao certa,
enquanto na senha da linha 3, h& duas cores na posi¢ao correta. Pela comparacgéo
entre a linha 3 e a linha 4, concluimos que uma das duas - ou a cor verde (primeiro
circulo) ou a cor rosa - estava na posicdo certa, pois ambas foram fixadas nas
mesmas posi¢des juntamente com a cor verde do segundo circulo (que ja sabemos,
pela linha 7, que ndo esta correta). Como a dica da linha 3 informava duas cores na
posicao certa, logo, além de uma das cores ja destacadas na linha 4, a outra cor que
esta na posicao certa é a cor marrom.

Outro detalhe importante da senha na linha 3 é a ndo utilizacdo da cor

amarela. Mesmo essa cor tendo sido retirada da sequéncia, a dica de uma cor
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errada permaneceu, indicando que essa ndo era a cor nao utilizada. Ao mesmo
tempo, sabemos que a cor verde também n&o foi a cor ndo utilizada, pois se fosse,
quando ela apareceu duplicada, ao invés de uma cor errada, deveria ter aparecido,
no quadro de dicas, o indicativo de duas cores erradas. Além disso, como acabamos
de destacar, a cor marrom esta ocupando a posicdo correta, logo a cor errada é a
cor rosa. Assim, as cores corretas da linha 3 serdo a cor verde do primeira circulo e
a cor marrom.

Podemos determinar as outras duas cores nas posicdes corretas, analisando
a linha 5. Nessa também sdo destacadas duas cores na posicdo corretas. J&
sabemos que a cor correta ndo pode ser a cor rosa, pois essa foi a cor nao utilizada
pelo desafiante e também nédo pode ser a cor verde do quarto circulo, pois essa
opcao ja apareceu na linha 9 e nesta linha nao foi indicada nenhuma cor na posi¢ao
correta. Deste modo, as cores corretas na linha 5 sdo o amarelo e o verde do
terceiro circulo. Consequentemente, a sequéncia procurada seria VERDE -
AMARELO - VERDE — MARROM.

Contudo, o desafiado n&o realizou nenhuma dessas analises e manteve as
cores utilizadas na linha 3 para formular a préxima sequéncia, mantendo fixas duas

cores e variando as outras, como vemos na Figura 58.
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Figura 58 — Cartdo do Jogo Senha da dupla André e Hugo.
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Com essa nova senha, o desafiado poderia concluir que uma das duas cores
— rosa ou marrom — era uma das cores indicadas como na posig&o correta na linha
3. Porém, a sequéncia continuava contendo a cor nao utilizada pelo desafiante. O
desafiado buscou na novamente na ultima jogada descobrir qual era essa cor. Nao é
possivel saber se ele realizou alguma das analises aqui j& destacadas ou apenas
montou uma sequéncia de forma aleatodria. Essa tentativa aparece na ultima linha da
Figura 59.

)

-
e

.O{
@ |®
O &
QO C

L -1

|O&
|OC

-

P
M
/"‘-\.\,
@clo®
|oolo o

ole|e

o
olec|lec|ec
.

olo

C&l®

ML AL

&

@ @,
¢ @

Figura 59 — Cartdo do Jogo Senha da dupla André e Hugo.
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Com essa Ultima jogada, o desafiado conseguiu determinar as cores
utilizadas na senha formulada pelo desafiante: amarelo, verde (duas vezes) e
marrom. Porém, faltava descobrir a posi¢éo de cada uma delas. E possivel perceber
que nao é dificil descobrir a posicdo de cada uma das cores utilizadas, pois, como
todas as cores estdo na posicdo incorreta, as cores verdes ndo podem ocupar a
segunda e quarta posi¢cao, logo restam a primeira e terceira. Por outro lado, pela
linha cinco, pode-se concluir que duas cores estdo na posi¢ao certa; ja sabemos que
uma delas néo € a cor rosa, visto que foi a cor néo utilizada, e também néo € a cor
verde do quarto circulo, como acabamos de destacar, logo resta a cor amarela no

segundo circulo da linha 5 e a cor verde, no terceiro. Assim, a cor marrom s podera
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ocupar a quarta casa, e portanto a senha deve ser: VERDE — AMARELO — VERDE
— MARROM. Mas como 0 jogo previa apenas 9 tentativas, ndo foi possivel o
desafiado chegar a essa concluséo.

Finalizada a apresentacdo dos cartbes dos jogos aqui expostos, 0os alunos
foram convidados a analisar porque no ultimo jogo tornou-se mais dificil para o
desafiado encontrar o resultado esperado. O objetivo dessa discussdo era
determinar as diferentes possibilidades de senhas que poderiam ser formadas
guando as cores eram todas distintas e quando as cores poderiam ser repetidas.

Inicialmente, retornamos a situagdo em que as cores eram todas distintas.
Nos dois jogos apresentados, os alunos auxiliaram na interpretacéo das dicas e das
possiveis solucdes, destacando que no segundo jogo, como uma dica havia sido
utilizada de forma incorreta, aumentou o nimero de tentativas necessarias para
determinacao da senha correta. Para que ficassem claras todas as possibilidades de
senhas quando as cores eram distintas, foi montada a arvore de possibilidades com
as cores utilizadas no primeiro jogo: amarelo, rosa, marrom e verde. Para tanto,

indicamos cada cor pela sua inicial, obtendo a arvore da Figura 60.

M — A —VRMA M — V —ARMV
A — M —VRAM V — M —ARVM
R — A —VMRA R — V —AMRV
A — R —VMAR V — R —AMVR
'R — M —VARM 'R —{ M — AVRM
M — R —VAMR M — R —AVMR
V— A :}—TMRVA\ M A :%:RVMA\
AV — MRAV —N A — M —RVAM
R — A —MVRA ] V — A —RMVA
A —R — MVAR A — V —RMAV
R — V —MARV V — M —RAVM|
V — R —MAVR M — V —RAMV

Figura 60 — Arvore de possibilidades do Jogo Senha, para o caso de cores distintas.
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Com a construcao da arvore de possibilidades descrita, os alunos puderam
verificar que, com quatro cores distintas, teriamos 24 possibilidades de senhas. Ao
mesmo tempo, foi destacado que se analisarmos as possibilidades para cada cor
inicial teremos 6 possibilidades, e como séo quatro cores diferentes para a primeira
opcao temos 4 X 6 = 24 possibilidades ou, ainda, para cada cor escolhida na
primeira opcdo, temos trés possibilidades de escolha na segunda, obtendo 12
possibilidades (4 x 3 = 12, e na terceira etapa duas opcdes de cores para cada uma
dessas 12 possibilidades, totalizando 24 possibilidades (12 X2 = 240u4 X3 X2 =
24), restando apenas uma possibilidade de cor a ser utilizada na ultima etapa. Foi
observado, entdo, que a situagcdo mostrada na arvore de possibilidades poderia ser
representada por uma multiplicacao.

Como a situacdo descrita no terceiro jogo envolvia um numero alto de
possibilidades de senhas, a representacdo da arvore de possibilidades era inviavel.
Para a determinacéo de todas as possibilidades, foi construido apenas um ramo da

arvore, conforme representado na Figura 61.
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Figura 61 — Arvore de possibilidades do Jogo Senha, para o caso de cores repetidas.
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Com essa construgdo, os alunos puderam visualizar que o numero de
possibilidades era bem maior do que os obtidos nas situacbes do primeiro e
segundo jogos. Enquanto nesses primeiros jogos, apos fixadas as cores do primeiro
e do segundo circulo, havia duas possibilidades de senhas, na situacdo do terceiro
jogo havia ainda 16 possibilidades, conforme vemos no ramo da arvore
representada na Figura 61.

Podemos observar que nas 16 possibilidades descritas, a cor do primeiro e do
segundo circulo é a mesma cor verde. Para cada uma das demais opg¢fes de cores
do segundo circulo, rosa, marrom e amarelo, teremos também 16 possibilidades,
totalizando 64 possibilidades (16 x4 = 64 ou 4 X4 x4 = 64). Como h& quatro
possibilidades de cores iniciais, temos ao total 4 x 64 = 256 possibilidades (4 X 4 x
4 x 4 = 256). Assim, a quantidade de senhas nessa situacdo € bem maior do que
aquela descrita na primeira e na segunda situacdo, sendo por esta razédo, mais dificil
de determinar a senha escolhida pelo desafiante.

A analise dos cartbes do jogo senha, nas diferentes situacdes, possibilitou
aos alunos analisarem a importancia de todas as hipéteses serem testadas. A
andlise do Ultimo caso mostrou que o desafiado poderia ter sim acertado a senha
correta, mesmo o0 numero de senhas possiveis sendo maior do que nas duas
primeiras situacdes. Porém, como ele ndo fez uma verificacdo sistematica de
possibilidades e ndo extraiu, de cada nova linha, todas as conclusGes possiveis,

acabou realizando jogadas aleatorias, perdendo o jogo.

6.4 Analise do terceiro conjunto de atividades

A terceira sequéncia de atividades foi proposta com o objetivo de verificar
guais conceitos haviam ficado claros para os alunos e como eles utilizariam o que foi
tratado, em relacdo a arvore de possibilidade e ao principio multiplicativo, nos
encontros anteriores. As atividades foram resolvidas pelos alunos na segunda
metade do sexto encontro, sendo que a primeira parte foi destinada a discussao da

segunda sequéncia de atividades.
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Em virtude do pouco tempo disponivel, ndo foi possivel realizarmos uma
discusséo junto aos alunos em relacdo as resolucdes apresentadas. Desse modo,
em relacdo a terceira sequéncia ndo poderemos contar com as justificativas dos
alunos. Assim, as analises aqui apresentadas foram realizadas com base em nossas
interpretacbes em relacdo ao desenvolvimento das atividades, assim como em
relacdo aos avangos obtidos pelos alunos.

Em alguns momentos desse Ultimo encontro, os alunos demonstraram certo
cansaco, talvez por estarmos no final do semestre e, consequentemente, no final do
ano letivo.

Os alunos foram convidados e se reunirem novamente em duplas. Como as
alunas Gabriela e Fabiane faltaram, os seus respectivos parceiros de dupla Daiane e
Carlos, solicitaram realizar as atividades em conjunto. O aluno Ivo, como no
encontro anterior, resolveu as atividades individualmente. O préprio aluno preferiu
assim, pois como estava afastado das aulas, por motivos de saude, acabou néo
participando de todo o processo de aplicacdo de nossa proposta.

A primeira questdo proposta sugeria a formacdo de uma sequéncia de trés
cores, a partir de um conjunto de quatro cores distintas, com e sem repeticdo de
cores (Quadro 19).

Questéao 1
Utilizando cartdes nas cores: azul, salméo, amarelo e verde. Responda:
a) Quantas sequéncias diferentes de cores podem ser formadas utilizando trés
cartdes com cores distintas?
b) Quantas sequéncias de cores podem ser formadas utilizando trés cartdes

quaisquer?

Quadro 19 — Atividade 1 do terceiro conjunto de atividades.

Essa atividade previa dois momentos: o da formacdo da sequéncia com trés
cores distintas e 0 da sequéncia com trés cores ndo necessariamente distintas. Ela
foi escolhida, pois tratava da mesma situagcédo explorada e discutida por ocasido do

jogo Senha, na aula anterior.



149

Para resolver a primeira situacdo do problema € necessario escolher trés
cores, sem repeti-las, em um conjunto com quatro cores distintas. Para a escolha da
primeira cor, temos quatro possibilidades; para a escolha da segunda, lembrando
gue a cor ja escolhida ndo pode ser escolhida novamente, temos trés possibilidades
e portanto para temos 3 sequéncias possiveis para cada uma das quatro
possibilidades da primeira etapa (4 X 3); na terceira etapa, pela mesma razao,
temos duas possibilidades de continuacéo para cada uma das 12 (4 x 3) sequéncias
j& encontradas (12 x2 = 4 x 3 x2). Assim sendo, pelo principio multiplicativo,
poderemos formar 4 x 3 X 2 = 24 sequéncias com trés cores distintas.

Como o numero de sequéncias era relativamente pequeno, os alunos
poderiam tentar enumera-los utilizando algum mecanismo de sistematizacéo, sendo
a arvore de possibilidades um dos principais, mas ndo o unico. Indicando as cores
azul, salmdo, amarelo e verde por A, S, M e V respectivamente, podemos

sistematizar a situacao descrita no problema como na Figura 62.
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Figura 62 — Arvore de possibilidades da atividade 1, item a, do terceiro conjunto de atividades.

Através da organizacdo e sistematizacao das possiveis sequéncias de cores,
podemos, por meio da contagem direta dos agrupamentos formados, contabilizar as

24 sequéncias possiveis de serem formadas com trés cores distintas.
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Todas as duplas resolverem a alternativa (a) utilizando algum recurso para
enumeracdo e contagem dos agrupamentos formados. A dupla André e Hugo, por
exemplo, listou, através de blocos, todas as sequéncias possiveis. Podemos
observar claramente que os alunos separaram as resolucées em blocos com trés

cores cada um (Figura 63).

£~

Figura 63 — Resolugdo da atividade 1, item a, do terceiro conjunto de atividades, apresentada pela
dupla André e Hugo.

Com essa sistematizacdo, a dupla compds os blocos segundo o0s trios
possiveis de serem formados: azul, verde e amarelo; azul, verde e salméao; azul,
amarelo e salmdo e amarelo, verde e salmdo. Descrevendo em seguida todas as
permutacdes que poderiam ocorrer em cada trio, esgotando, portanto todas as
possibilidades em cada trio. Notamos que em cada bloco as sequéncias estao
agrupadas em duplas em que sempre uma cor esta fixa e as outras duas estao
variando de posicdo. Além disso, ao iniciar uma nova “dupla” de sequéncias os
alunos trocam a cor inicial e realizam o mesmo processo. Percebemos ainda que, de
um bloco de sequéncias para outro, uma cor € trocada e as demais sdo mantidas e
gue o processo de permutacdo entre as novas cores é novamente realizado.

Desta forma, a dupla conseguiu enumerar as 24 sequéncias possiveis de
serem formadas com trés cores, em um conjunto com quatro cores disponiveis.

A dupla Daiana e Carlos também realizou a atividade por meio da
enumeracdo das sequéncias possiveis. Para tanto utilizou como recurso de

sistematizacdo a arvore de possibilidades, conforme vemos na Figura 64.
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Figura 64 — Resolucéo da atividade 1, item a, do terceiro conjunto de atividades, apresentada pela
dupla Daiana e Carlos.

Observamos que a dupla realizou a montagem da arvore com apenas trés
cores pré-determinadas, dentre as quatro cores disponiveis. Com isso, ao invés de
encontrar as 24 sequéncias possiveis, a dupla determinou apenas seis. Como nao
foi realizada uma discuss@o apés a realizacdo dessas atividades, ndo é possivel
saber se o0s alunos consideraram apenas trés cores por desatencdo ou por
realmente pensarem que s6 as trés cores que seriam utilizadas na sequéncia
deveriam ser consideradas. Porém, mesmo com apenas trés cores, a dupla
conseguiu estabelecer e sistematizar as variacdes possiveis entre elas.

A mesma resolucao foi apresentada pelo aluno Ivo, porém ele utilizou a

multiplicacéo na sua resolucéo e ndo a arvore de possibilidades (Figura 65).

Figura 65 — Resolucéo da atividade 1, item a, do terceiro conjunto de atividades, apresentada pelo
aluno Ivo.

J4 a dupla Beatriz e Eva também utilizou uma listagem das sequéncias

possiveis apresentadas em colunas e organizadas em blocos (Figura 66).
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Figura 66 — Resolucéo da atividade 1, item a, do terceiro conjunto de atividades, apresentada pela
dupla Beatriz e Eva.

Podemos notar que as sequéncias foram sendo montadas na orientacéo
vertical. Curiosamente, em todos os blocos, da primeira para a segunda sequéncia
nenhuma cor é mantida na posicao, porém, da segunda em diante, sempre ocorre
de uma cor permanecer na mesma posicdo da sequéncia, com excecdo da
penultima para a ultima coluna, em que novamente nenhuma cor € mantida na
posicdo da sequéncia anterior. Mas, quando comparamos a Ultima coluna com a
primeira, percebemos que entre elas ha uma cor fixa e duas variando.

Para determinar as 24 sequéncias possiveis, a dupla contabilizou a
guantidade de sequéncias em cada bloco, multiplicando esse valor por quatro, posto
gue sao quatro blocos.

A alternativa (b) do problema proposto também consiste na formacao de
sequéncia com trés cores, porém, agora as cores podem ser repetidas. Assim, para
a escolha da primeira cor, ha quatro possibilidades; assim como para a escolha da
segunda e da terceira cor. Ou seja, pelo principio multiplicativo, temos 4 X 4 X 4 =
64 sequéncias.

Para resolugcdo dessa alternativa, todos os alunos utilizaram o principio

multiplicativo, conforme destacamos na Figura 67.



153

. e . bY
YL va- Hrird: 6f by F H-h~

Figura 67 — Resolucéo da atividade 1, item b, do terceiro conjunto de atividades, apresentada pelas
duplas André e Hugo, Beatriz e Eva e Daiana e Carlos, respectivamente.

Porém, ndo sabemos se o fizeram porque compreenderam o principio ou se
tentaram utilizar uma férmula que consideram que vale sempre. E possivel
considerar que a multiplicacdo foi utilizada para tentar facilitar a resolucdo do
problema, pois na situacdo de agora, como as cores podem se repetir, a quantidade
de sequéncias a serem formadas € maior do que na alternativa anterior. Podemos
supor que os alunos, percebendo isso, ndo tentaram realizar a enumeracdo dos
agrupamentos, ja utilizando o principio multiplicativo.

Essa postura ficou clara para n6s nas demais atividades propostas, pois
ambas envolviam valores numéricos altos e os alunos apresentaram basicamente
como recurso de resolucdo o principio multiplicativo, expresso através de uma
operacdo de multiplicacdo. O que de certo modo limitou as analises que poderiam
ser realizadas a partir das resolugcbes. Especialmente, tendo em vista que as
resolucdes dessas questdes néo foram discutidas no grande grupo, de modo que 0s
alunos pudessem justificar as multiplicacdes utilizadas.

O aluno Ivo também utilizou o principio multiplicativo na resolucdo, mas, como
sua resolucdo na alternativa (a) considerou trés cores pré-determinadas e ele
resolveu a atividade a partir delas, encontrou um valor menor do que o total de

sequéncias esperado (Figura 68).

3. %-9F,

Figura 68 — Resolucdo da atividade 1, item b, do terceiro conjunto de atividades, apresentada pelo

aluno Ivo.

Como ja mencionamos, a segunda e a terceira questdo abordam situagdes
em que o total de possibilidades séo valores muito altos, o que levou os alunos a

utilizarem o principio multiplicativo como recurso de resolugéo.
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Percebemos, ao analisar as resolugcdes, que esse tipo de resposta em que
nao aparece a enumeracao total ou parcial dos agrupamentos desfavorece a anélise
das resolucfes e 0 nosso entendimento do que o aluno esta estruturando enquanto
resposta, pois néo fica claro como ele realmente compreendeu a situacdo descrita
ou se estad fazendo uso de um recurso (ou féormula) que acredita que funciona
sempre.

A segunda questdo abordou a formacdo de numeros de telefones com oito

digitos, sendo o primeiro diferente de zero, conforme vemos no Quadro 20.

Questéao 2

Vocé sabe como séo gerados os numeros de telefone?

Os numeros de telefone séo divididos em prefixo e nimero do assinante, o prefixo é o
namero que identifica de onde é o telefone (4 primeiros algarismos) e 0 numero do
assinante é o codigo de identificacdo do cliente (4 dltimos algarismos). Quantos numeros

de telefones de 8 digitos podemos criar, sabendo que o primeiro ndo pode ser zero?

Quadro 20 — Atividade 2 do terceiro conjunto de atividades.

Como ja mencionamos, todos 0s alunos resolveram a atividade por meio do

principio multiplicativo. Reunimos as resolu¢des na Figura 69.
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Figura 69 — Resolucdo da atividade 2, do terceiro conjunto de atividades, apresentada pelo aluno Ivo
(A) e pelas duplas Carlos e Daiana (B), André e Hugo (C) e Beatriz e Eva (D).

Observamos que, com excecao do resultado final, em que alguns alunos se
confundiram ao realizar o calculo, todos apresentaram 0O mesmo recurso na
resolucao.

O mesmo ocorreu na terceira questdo, que abordava a formacéo de senhas
com seis algarismos e alguns requisitos pré-determinados (alternativas, a, b e c),

como indicado no Quadro 21.
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Questéao 3
Para maior seguranca a maioria dos bancos adota um sistema de senhas que consiste na
utilizacdo de algarismos e letras. Suponhamos que um determinado banco adote um
sistema de senhas composto de 6 algarismos e 3 letras de nosso alfabeto, nessa ordem.
Nessas condigdes, responda:
a) Quantas sédo as possibilidades de senhas compostas de 6 algarismos quaisquer e
3 letras quaisquer?
b) Quantas sdo as possibilidades de senhas composta por 6 algarismos e 3 letras
guaisquer, mas que nao iniciem por zero?
€) Quantas sdo as possibilidades se todos os algarismos forem distintos e todas as
letras forem distintas?

Quadro 21 — Atividade 3 do terceiro conjunto de atividades.

Com excecdo de algumas notacbes diferenciadas, novamente, todas as

duplas resolveram a alternativa (a) de maneiras praticamente iguais (Figura 70)
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Figura 70 — Resolucéo da atividade 3, item a, do terceiro conjunto de atividades, apresentada pelo
aluno Ivo (A) e pelas duplas Carlos e Daiana (B), Beatriz e Eva (C) e André e Hugo (D).

O mesmo ocorreu na alternativa (b), em que a condi¢do para a formacgéo das
senhas era o primeiro algarismo néao ser zero. Como as solug¢des foram as mesmas,

destacaremos, como exemplo, a resolugdo do aluno Ivo (Figura 71).
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Figura 71 — Resolucéo da atividade 3, item b, do terceiro conjunto de atividades, apresentada pelo
aluno Ivo.
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J& a alternativa (c) estabelecia como condigdo que tanto as letras quanto os
algarismos deveriam ser todos distintos. Mais uma vez a resolucéo apresentada por
todos os alunos foi a mesma, entdo, para exemplificar, apresentaremos a resolucéo

do aluno Ivo (Figura 72).
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Figura 72 — Resolucéo da atividade 3, item ¢, do terceiro conjunto de atividades, apresentada pelo
aluno Ivo.

Pelas resolucbes apresentadas, percebemos que esse tipo de problema,
mesmo fazendo parte da realidade do aluno, ndo é vivenciado em seu cotidiano. Ou
seja, quando alguém escolhe uma senha néo esta preocupado com o total possivel
de senhas. Contudo, conforme ressalta Gémez-Granell (1997), os conhecimentos de
ordem multiplicativa dificilmente se construirdo fora do ambiente escolar. Sendo
assim, é preciso que algumas situacBes sejam apresentadas dentro do ambiente
escolar, para que os alunos se deparem com elas, pois possivelmente, em seu
cotidiano nao vivenciardo situacées que os levem a construcdo de determinados
conhecimentos mais complexos, como é o caso do raciocinio combinatério
envolvendo varias etapas ou escolhas.

Como ja destacamos, para esse Ultimo conjunto de atividades ndo houve uma
aula posterior destinada as discussfes das resolucdes apresentadas. Assim, as
analises que apresentamos do terceiro conjunto de atividades foram baseadas em

nossas interpretacdes a partir das resolucdes escritas.
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6.5 Consideragdes sobre as analises realizadas

Ap0s a analise dos dados coletados, por intermédio de diversos instrumentos,
podemos fazer algumas consideragfes. Essas serdo orientadas conforme as
guestdes secundarias de nossa pesquisa:

e Quais estratégias de resolucdo sdo apresentadas pelos alunos da EJA, a
partir de suas experiéncias e conhecimentos prévios?

e Os problemas propostos propiciam a construcéo de diferentes estratégias de
resolucao?

e E possivel, por meio dos problemas propostos, propiciar a compreensdo do
principio multiplicativo?

Partindo das resolucdes das primeiras atividades, foi possivel identificar as
diferentes estratégias de resolugdo, construidas a partir de experiéncias e
conhecimentos prévios, apresentados pelo grupo de alunos do PROEJA
participantes da pesquisa. Nessa primeira etapa, observamos que uma das duplas,
desde o inicio, demonstrou familiaridade com os problemas que exigiam o raciocinio
combinatdrio, em especial naqueles que envolviam produto cartesiano de dois
conjuntos e permutacdes, apresentando, mesmo antes da formalizacdo do principio
multiplicativo, a multiplicacdo como estratégia de resolucao, evitando a enumeracao
de todas as possibilidades.

Uma segunda dupla, desde suas primeiras resolucdes utilizou algum critério
de organizacdo sistematica, utilizando como estratégia de resolucdo a enumeracao
de todas as possibilidades.

Ja outra dupla também apresentou em suas primeiras resolucdes, 0 recurso
da enumeracéo das possibilidades que poderiam ser formadas, porém, em situacées
gue envolviam mais elementos, ndo conseguiu criar um mecanismo de organizacao
gue garantisse a obtencéo de todas as possibilidades.

A guarta dupla demonstrou muita dificuldade nas primeiras atividades. Essas
dificuldades se apresentaram desde a leitura dos problemas e sua interpretagcao
para a resolugcédo. As alunas demonstraram organizar seu pensamento somente a
partir do real e ndo das possibilidades a serem imaginadas, dependiam
constantemente do concreto. Realizavam combinacgdes aleatorias e nao sistematicas

e organizavam suas solugdes através de esquemas aditivos.
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Outro aspecto considerado foi se 0s problemas propostos propiciaram a
construcdo de diferentes estratégias de resolucdo. Aqui, constatamos que o0s
problemas envolvendo produto cartesiano que envolviam a formacdo de pares
ordenados com dois elementos de naturezas distintas, foram os que proporcionaram
estratégias de resolucdo mais variadas. Nesse tipo de problema, os alunos foram
capazes de identificar as diferentes etapas e escolhas a serem feitas, construir e
apresentar diferentes justificativas. Em contrapartida, os problemas que
abordaram produto cartesiano com variaveis de mesma natureza ou com mais de
duas etapas de escolhas, requereram dos alunos a reformulacdo de seus
esquemas, para distinguir as escolhas a serem feitas, lidar com mais escolhas, ou
para diferenciar o namero de escolhas do nimero de possibilidades.

Essa diferenciacdo pode ser notada, por exemplo, nas resolu¢cdes dos
problemas 1 e 3 da primeira sequéncia de atividades. As duas envolviam valores
numéricos baixos, porém, enquanto na primeira, que supunha a escolha de um
aparelho de celular e de um plano de tarifa (variaveis de natureza distintas), os
alunos construiram diferentes estratégias de resolucdo e de representacdo. Na
segunda, que consistia na escolha de duas estradas (variaveis de mesma natureza),
em duas etapas distintas, apareceram dificuldades de entendimento da situacéo e
de identificacdo das etapas de escolha. A mesma dificuldade de distincdo das
etapas apareceu no problema da escolha dos dias dos meses, em que duas duplas
pensaram, inicialmente, nos pares de dias como resultantes de uma unica escolha.

Nas situacdes que envolviam a ordenacdo de todos os elementos de um
conjunto com poucos elementos (permutacbes simples) os alunos também
conseguiram construir diferentes estratégias de resolucdo, de modo a compreender
ou expressando ja a compreensdo da multiplicacdo envolvida no processo. Isso foi
observado tanto nos primeiros problemas do segundo e terceiro conjuntos de
atividades quanto na andlise dos cartées do jogo senha. Nesse caso, observamos
gue quando as cores eram distintas (permutacéo), todos os desafiados conseguiram
encontrar as senhas dos desafiantes, 0 mesmo néo ocorrendo quando as cores
poderiam ser repetidas.

Entretanto, os problemas que abordavam as ordenacdes possiveis que
podem ser formadas com certo numero de elementos de um conjunto (arranjos
simples) mostraram-se menos familiares aos alunos. Nesse tipo de problema, houve

confuséo por parte de algumas duplas entre 0 numero de escolhas e o numero de
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opcoes disponiveis em cada escolha. Nesse tipo de situagdo houve a necessidade
de reformulagéo dos esquemas, de modo a diferenciar as escolhas a serem feitas, e
0 numero de etapas de escolha, das opc¢bes possiveis, ou do numero de elementos
do conjunto considerado.

Percebemos que os problemas que envolviam valores numéricos muito altos
nao possibilitaram aos alunos a listagem de possibilidades por meio de um
mecanismo de sistematizacdo. Nesses casos, nem sempre ficou evidente a
estratégia de resolucdo, que ndo pbdde ser tdo detalhada quanto a de outras
atividades. Foi o0 que ocorreu nas atividades 2 e 3 da terceira sequéncia. Entretanto,
acreditamos que a abordagem desse tipo de situacdo, com valores numéricos altos,
ajuda a intuir porque uma situacdo em que pode haver repeticdo produz um nimero
maior de possibilidades do que outra em que nao pode haver, abrindo caminho para
a compreensao das probabilidades envolvidas.

Ainda em relagdo aos problemas propostos analisamos se propiciaram a
compreensao do principio multiplicativo. Nesse ponto, constatamos que a
construcdo do raciocinio combinatério ndo ocorreu ho mesmo patamar e no mesmo
ritmo em todos 0s grupos. Isso se deve nao apenas as situacdes propostas, mas as
aprendizagens prévias e a todas as situagbes com que se haviam defrontado
anteriormente. Como aponta Vergnaud (1996):

O funcionamento cognitivo do sujeito em situacdo depende do estado dos
seus conhecimentos, implicitos ou explicitos. E necessario, pois, conceder
uma grande atencdo ao desenvolvimento cognitivo, as suas continuidades, as
suas rupturas, as suas passagens obrigatérias, a complexidade relativa das
classes de problemas, dos procedimentos, das representacdes simbdlicas, a
andlise dos principais erros e dos principais fracassos (VERGNAUD, 1996, p.
190).

Ou seja, mesmo nossa proposta sendo desenvolvida junto a um grupo de
alunos adultos, em que se espera, segundo a teoria piagetiana, ja terem construido
estruturas cognitivas necessarias para operar com problemas que exigem o
raciocinio combinatério, isso nem sempre ocorreu de maneira similar.

Assim, duas duplas que nas primeiras atividades ja utilizavam algum
mecanismo de enumeracdo para listar todas as possibilidades, continuaram usando
esse recurso, enumerando algumas possibilidades de modo a identificar as etapas
do processo descrito no problemas, porém sem a necessidade de listar todas as
possibilidades, e utilizando como resolucdo final o principio multiplicativo,

demonstrando que compreenderam a multiplicagdo envolvida no processo.
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Outra dupla, nas primeiras atividades, chegou a utilizar em algumas situagdes
a multiplicacdo. A partir da apresentacdo da &rvore de possibilidades e do principio
multiplicativo, passou a utilizar apenas a multiplicacdo em suas resolucdes.
Entretanto, em algumas situacdes, sua escrita nos levou a pensar que fizeram uso
da multiplicacdo como uma féormula que vale sempre, sem atentar as especificidades
de cada situagao, pois em uma delas confundiram a quantidade de escolhas com o
namero de opcdes disponiveis em cada escolha.

A quarta dupla, apos a formalizacdo do principio multiplicativo e da arvore de
possibilidades, comecou a utilizar essa ultima ferramenta como recurso de resolugéo
de algumas atividades, porém, nas situacdes com mais de duas etapas, nao
conseguiu avancar na construcdo da arvore, acreditamos que essa dupla também
avancaria na construcdo dos conhecimentos combinatorios, embora em um tempo
diferente dos demais colegas. Porém, como as alunas faltaram a alguns encontros,

nao foi possivel o desenvolvimento das atividades de forma satisfatoria.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Nosso trabalho iniciou por inquietudes originadas no ensino e aprendizagem
da Analise Combinatoria, em particular na Educacdo de Jovens e Adultos. Nesse
sentido, formulamos a questéo norteadora deste trabalho:

Uma estratégia de ensino baseada em situa¢des-problema contribui para a
aprendizagem da Andlise Combinatéria pelos alunos da EJA?

Buscando responder esse questionamento, elaboramos e testamos uma
proposta didatica, tendo por ponto de partida a resolucdo de problemas, com o
objetivo de propiciar a aprendizagem da Anélise Combinatéria pelos alunos de uma
turma de PROEJA do IF Farroupilha — Campus Alegrete.

Para o desenvolvimento de nossa proposta buscamos aporte na teoria
cognitivista de Jean Piaget, com especial atencdo em relacdo ao desenvolvimento
do pensamento formal, e na teoria dos campos conceituais de Gérard Vergnaud,
destacando o campo das estruturas multiplicativas. Essa escolha foi realizada em
virtude do objeto matematico escolhido como campo de nossa pesquisa: a Analise
Combinatéria. Essa foi apresentada sob trés perspectivas principais: como é
desenvolvida na escola, enquanto conteudo disciplinar; as orientacdes dos
documentos oficiais em relacdo ao seu ensino e aprendizagem; e como vem sendo
encarada enquanto foco de pesquisa da educacdo matematica.

Nossa pesquisa foi desenvolvida sob a 6tica de um estudo de caso, 0 que nos
permitiu analisar os dados de forma descritiva, com riqueza de detalhes e nos
possibilitou analisar como os alunos lidavam com as atividades propostas e porque
apresentaram determinadas resolucoes.

Ao final da pesquisa, constatamos que nossa pesquisa tem potencial para
contribuir para o ensino e aprendizagem da Andlise Combinatéria na EJA.
Entretanto, como em todo trabalho que envolve pratica em sala de aula, algumas
dificuldades podem ser apontadas. As formulacdes (enunciados) de alguns
problemas ndo ficaram claros ao entendimento dos alunos, mesmo fazendo
referéncia a situacdes da vida real. Acreditamos que parte dessas dificuldades se
devem ao fato de que o calculo do numero de escolhas ou de possibilidades em
determinadas situacdes néo é vivenciado no cotidiano daquele grupo de estudantes.

7 7

Entretanto, € importante ressaltar que é papel da escola abordar determinadas
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situagdes que o aluno ndo venha a vivenciar diariamente, de modo a proporcionar o
desenvolvimento de conhecimentos matematicos mais complexos.

Outro aspecto observado foi que o tempo destinado a realizacdo da pesquisa
de campo nao foi suficiente para abordar todos os tipos de problemas de Andlise
Combinatoéria que inicialmente planejamos abordar. Foi necessério retirarmos o0s
problemas envolvendo combinagfes. Desse modo, em futuras pesquisas sobre esse
tema na EJA, aconselhamos que o tempo destinado para o desenvolvimento desse
topico seja maior.

Acreditamos que nossa proposta contribui para a discusséo sobre o ensino e
aprendizagem da Analise Combinatoéria na Educacdo de Jovens e Adultos e pode
servir como subsidio para estudos futuros, bem como sugestao para a pratica diaria
de outros professores. Apresentamos, no Apéndice, uma proposta de sequéncia de
ensino, reformulada a partir de nossa experiéncia.

Em relacdo, ao aprendizado, enquanto professora-pesquisadora, o trabalho
serviu como um espaco para repensar minha pratica docente e como as aulas de
matematica podem ser mais interativas. A importancia do aluno assumir seu papel
principal como construtor de seu conhecimento, enquanto o professor passa a ser
um mediador do processo.

Diante do exposto, encontramos subsidios que nos permitem responder de
forma positiva nossa questao norteadora. Observamos que a metodologia baseada
na resolucdo de problemas, sem abordagem prévia do contetdo, proporcionou aos
alunos a mobilizacédo e reformulacdo de diferentes esquemas e teoremas-em-acao,
o desenvolvimento do raciocinio combinatério e a aprendizagem de contetdos da
Andlise Combinatoria.

Finalmente, sabemos que nosso trabalho € uma pequena contribuicdo para a
reflexdo sobre o processo de ensino e aprendizagem da Andalise Combinatéria no
PROEJA. Acreditamos que mais pesquisas nesse campo possam trazer novas
contribui¢cdes, reafirmando alguns resultados por nés alcancados, mas consolidando
outros elementos com os quais néo trabalhamos, podendo dessa forma trazer novos
resultados que contribuam para a consolidacdo do ensino de matematica voltado

para jovens e adultos do PROEJA.
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APENDICES

Apéndice 1 — Sequéncia de atividades

Apresentaremos nossa sequéncia de ensino reformulada a partir dos
aspectos observados durante a realizacdo de nossa pesquisa. Alguns problemas
foram mantidos no formato original, outros reformulados a partir da analise que
realizamos e outros foram acrescentados.

Para facilitar a utilizacdo do material por outros professores, separamos nossa
sequéncia reformulada em trés partes:

1) atividades abordando produto cartesiano, que servirdo como base e como
motivacdo para a formalizacao da arvore de possibilidade e o principio multiplicativo;
2) atividades sobre permutacdes e arranjos, que propiciardo a verificacdo de
situacdes em que as ordenacgOes sao realizadas com todos os elementos de um
conjunto (permutacfes) e de situacbes em que nem todos o0s elementos séo
utilizados (arranjos);

3) atividades abordando combinag¢des, que em nossa pesquisa ndo foram analises
implementadas e analisadas, mas que no nosso entendimento devem ser abordadas
na Educacdo de Jovens e Adultos, como os demais problemas de contagem
usualmente trabalhados na escola.

Antes de cada conjunto de atividades, apresentamos algumas observacdes
gue consideramos pertinentes para orientar a aplicacdo das atividades em sala de
aula.

N&o trazemos o0 Jogo Senha nesta secdo, mas sugerimos sua utilizacdo no
inicio do desenvolvimento do tépico Andalise Combinatéria, como instrumento
motivador para o estudo do tépico a ser estudado, podendo se fazer variacdes em
relacdo a quantidade de cores a serem utilizadas. O jogo pode ainda ser utilizado no
final do estudo do topico como fechamento de tudo o que for abordado, como um
exemplo de situagédo em que o raciocinio combinatorio & necessario.

Todavia, as atividades aqui indicamos nao sao imutaveis, mas sao sugestoes
apresentadas que outros professores que venham a desenvolver esse tépico na

Educacao de Jovens e Adultos tenham um material de apoio.
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Primeiro Conjunto de Atividades — Principio Multiplicativo

OrientagOes para a aplicagdo do primeiro conjunto de atividades

As atividades propostas no primeiro conjunto de atividades tém por objetivo a
introducdo e a familiarizacdo dos alunos com situacées que tratam do raciocinio
combinatério. Para tanto, sugerimos iniciar com situa¢cdes que envolvam poucos
elementos, sendo que a quantidade de elementos deve ir aumentando
gradativamente, de modo que o aluno sinta a necessidade de organizar sua
contagem, por meio de algum mecanismo de sistematizacao.

Assim, sugerimos que o professor, num primeiro momento, indique aos
alunos a resolucao das atividades 1, 2, 3 e 4, sem que a arvore de possibilidades e o
principio multiplicativo tenham sido apresentados. Essa dinamica favorecera que os
alunos representem a organizacao dos agrupamentos de maneira pessoal.

A partir disso, € interessante que as diferentes resolucbes sejam
apresentadas e discutidas no grande grupo de modo que os alunos possam
defender as ideias usadas em suas resolugcdes e compard-las com outras
apresentadas. Ao final dessa discussao, o professor podera introduzir a arvore de
possibilidade como mecanismo de organizacdo a ser utilizado na resolucdo dos
problemas propostos.

No segundo momento, os alunos devem resolver as atividades 5 e 6, em que
0 numero de elementos é maior, logo o total de possibilidades também sera,
tornando inviavel a contagem um a um de todos os agrupamentos formados.
Novamente deve ser feita uma discusséo a partir das resolugcdes apresentadas, de
modo que os alunos compreendam e explicitem a multiplicagdo envolvida nas
diferentes situacdes, sendo que, ao final, o professor devera formalizar o principio

multiplicativo.
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Atividade 1

Marcus ira fazer um saque de R$ 100,00 em um caixa eletrénico de seu banco.
Chegando ao caixa ,ele percebe que o caixa oferece cédulas de R$ 50,00, R$ 20,00
e R$ 10,00. Quantas possibilidades diferentes Marcus tem de receber a quantia que

ird sacar?

Atividade 2

Vanessa ira comprar um telefone celular novo. Ela vai a uma loja fazer uma
pesquisa de preco e a loja Ihe oferece 5 modelos diferentes com duas opcdes de
planos de tarifas (pré-pago e pés-pago). Quantas possibilidades diferentes Vanessa

tem para comprar um telefone nessa loja?

Atividade 3

No estacionamento de um grande shopping ha quatro portdes de entrada e dois
portdes de saida. De quantos modos um carro pode entrar e sair do estacionamento,

se ira utilizar um dos portdes de entrada e um de saida?

Atividade 4

Ana estd montando um cantinho de estudos. Para tanto, irA comprar uma mesa,
uma cadeira e uma estante para livros. Se uma loja oferece 3 modelos de mesas, 4
modelos de cadeiras e 2 modelos de estantes, de precos similares, de quantos
modos Ana podera montar seu cantinho de estudos com mesa, uma cadeira e uma

estante?
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Atividade 5

O melhor de Calvin

WAVER ALGUMA LE] |} LOGICAMENTE, TAMBEM [- ACWO Qe NA SEGUNDA SERIE, voch |-

VE
PARA NAO NAO ACHO O DEVA HAVER IK PODERIA LEV, »
A oo§ al:“kesa&: POSSQ 1R A LIMPADO R e

\'&\f‘ BASTANTE | 2 @& L

F
&

(Bill Watterson. O Estado de S. Paulo, 20/11/199.)

‘

Considerando todos os dias do més de marco e de novembro, de quantos modos
Calvin pode escolher os dois dias do ano, um em novembro e um em margo?
(Adaptado de lezzi, Dolce e Machado, 2005, p. 187).

Atividade 6

Marcela irda fazer a assinatura de trés revistas: uma sobre moda, outra sobre
artesanato e outra sobre novelas. Ela estd em duvida entre 5 revistas de moda, 3
sobre artesanato e 2 sobre novelas. De quantos modos Marcela podera escolher as
trés assinaturas, sendo uma sobre moda, outra sobre artesanato e outra sobre

novelas?
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Segundo Conjunto de Atividades — Permutagf8es/Arranjos

Sugestdes para a aplicacdo do segundo conjunto de atividades

No segundo conjunto de atividades sugerimos problemas envolvendo
permutacdes e arranjos, com o objetivo de que o aluno se familiarize com esse tipo
de problema e saiba diferencia-los, especialmente no que se refere ao nimero de
escolhas e as etapas de escolha.

Sugerimos que o professor proponha inicialmente as atividades 1, 2, 3 e 4.
Apoés a resolucéo, as atividades devem ser discutidas em todo o grupo, segundo a
mesma dinamica sugerida no primeiro conjunto. Apds as discussbes sugerimos ao
professor a retomada da arvore de possibilidades e do principio multiplicativo,
demonstrando que esse Ultimo é uma importante ferramenta a ser utilizada na
resolucao dos problemas propostos.

Apos, os alunos deverdo resolver as atividade 5, 6, 7 e 8. E interessante o
professor comparar as resolugbes das quatro primeiras atividades e aquelas
realizadas apoés a retomada do principio multiplicativo.

Atividade 1

Trés amigos, Paulo, Roberto e Sandro, se reuniram para tomar chimarrdo na praca

da cidade. De quantos modos os trés podem sentar-se em um banco da praca?

Atividade 2

Vocé sabe o que sdo ANAGRAMAS? Chamamos de anagramas toda palavra que
pode ser escrita a partir de outra palavra, utilizando as mesmas letras. Um anagrama
pode ou nado ter sentido. Por exemplo, considerando a palavra PROEJA, um
anagrama que pode ser formado é ROPEJA.

Agora € sua vez. Descubra quantos anagramas podemos formar a partir da palavra
PROEJA.
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Atividade 3

Em nossa instituicdo é costume as turmas escolherem dois alunos para representa-
los: o lider e o vice-lider. Em uma turma de 15 alunos, de quantas maneiras distintas
os dois representantes, sendo um o lider e o outro o vice-lider, podem ser

escolhidos?

Atividade 4

Dez amigos estao organizando um passeio pela Serra Gaucha. Eles irdo visitar as
cidades de Caxias do Sul, Canela, Gramado, Bento Gongalves e Nova Petrépolis. O
grupo estd montando seu roteiro de viagem decidindo a ordem em que irdo visitar as

cidades. Quantas séo as possibilidades de roteiro que o grupo pode formar?

Atividade 5

Os amigos da atividade anterior, para economizar, em uma das cidades irdo se
hospedar em um albergue, onde os quartos séo coletivos, dispondo de 15 camas
cada um. Se eles ficarem em um desses quartos, de quantas maneiras poderéao se

organizar de modo que cada um ocupe uma dentre as 15 camas?

Atividade 6

Vocé sabe como séo formados os numeros de telefone?

Os numeros de telefone sdo divididos em prefixo e nimero do assinante, o prefixo é
0 numero que identifica de onde é o telefone (4 primeiros algarismos) e 0 numero do
assinante é o codigo de identificacdo do cliente (4 ultimos algarismos).

Sabendo que em Alegrete, um dos prefixos é 3420, determine quantos numeros de

telefones podem ser formados tendo esse prefixo.
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Atividade 7

No ultimo FAC — Festival Alegretense da Cancédo - , 10 musicas concorreram ao
prémio de Melhor Cancéo. De quantas maneiras podem ser escolhidos o 1°, 2° e 3°

colocados do Prémio Melhor Cangao?

Atividade 8

Atualmente existem senhas para quase tudo. Para ndo esquecer suas senhas,
Roberto resolveu utilizar apenas os algarismos 0, 1, 3,4, 7 e 9.
a) Quantas senhas podem ser formadas com os seis algarismos, sendo todos
distintos?
b) Quantas senhas podem ser formadas com quatro algarismos?

c) Quantas senhas de quatro algarismos distintos podem ser formadas?
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Terceiro Conjunto de Atividades - Combinagdes

Sugestdes para a aplicacéo do terceiro conjunto de atividades

No terceiro conjunto de atividades estdo as atividades referentes as
combinagbes, que ndo pudemos trabalhar em nossa pesquisa. As atividades
propostas tém o objetivo de que os alunos percebam as diferencas entre problemas
gue envolvem arranjos daqueles que envolvem combinacdes.

Sugerimos que o professor proponha as atividades 1 e 2 para que os alunos
as resolvam. Novamente, recomendamos que seja realizada uma discusséo a partir
das resolucdes realizadas. Sugerimos que a primeira atividade seja resolvida por
meio de uma dindmica aproveitando os proprios alunos, ou seja, em que se
consideram oito alunos da turma e a partir desses vao se formando os possiveis
trios. Com essa dramatizacdo e através da discusséo, é importante que os alunos
percebam que ao considerarmos a ordem das escolhas, formamos agrupamentos
iguais, que diferem entre si apenas pela ordem em que os componentes foram
escolhidos; que o numero de agrupamentos correspondentes a cada trio € igual ao
namero de permutacdes com, no caso, trés elementos; e que, portanto, o numero de
trios pode ser obtido pela divisdo do nimero de arranjos de oito elementos, tomados
trés a trés, pelo nimero de permutacées com trés elementos.

Ao final da discussdo das duas primeiras atividades; o professor deve

formalizar a divisdo envolvida no calculo do numero de combinagdes.

Atividade 1

Um lazer muito praticado na nossa regido € o jogo de Truco. Sabemos que ele é
jogado por um grupo de seis pessoas, separadas em dois trios que competem
seguindo as regras do jogo. De quantas maneiras um trio pode ser formado, a partir

de um grupo de 8 pessoas?
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Atividade 2

Durante o verdo muitos gadchos procuram o litoral norte para veraneio. Entre as
praias mais procuradas estdo: Tramandai, Capdo da Canoa, Torres e Cidreira.

Quantas séo as possibilidades de uma familia escolher 2 praias para visitar?

Atividade 3

Uma ONG oferece a comunidade as seguintes atividades culturais: curso de inglés,
curso de fotografia, curso de pintura, curso de danca e curso de violdo. De quantos

modos uma pessoa podera escolher duas atividades para participar?

Atividade 4

No setor administrativo de uma empresa serdo escolhidas duas pessoas de um
grupo de 5 — Claudio, Ana, Bianca, Daniel e Evandro —, para realizar uma viagem.
De quantas maneiras essa dupla pode ser formada?

Atividade 5

Seis alunos fizeram um trabalho escolar em grupo, sendo que apenas dois deverao
apresentar esse trabalho oralmente. De quantos modos esses dois alunos podem

ser escolhidos?

Atividade 6

A Mega-Sena além do prémio maximo, possibilita aos seus apostadores
concorreram a prémios da quina (5 dezenas) e da quadra (4 dezenas). Os valores
desses prémios correspondem a percentuais do valor do prémio principal.

Consideremos a aposta abaixo:
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a) Quantas quinas diferentes o jogador pode formar com esses numeros?

b) Quantas quadras diferentes ele pode formar com esses numeros?
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Apéndice 2 — Termo de Consentimento Informado

Eu, : R.G.
, declaro por meio deste termo, que concordei em participar da
pesquisa intitulada ANALISE COMBINATORIA NA EDUCACAO DE JOVENS E
ADULTOS: UMA PROPOSTA A PARTIR DA RESOLUCAO DE PROBLEMAS,

desenvolvida pela professora Jussara Aparecida da Fonseca. Fui informado(a),

ainda, de que a pesquisa é orientada pela Professora Elisabete Burigo.

Tenho ciéncia de que a minha participagdao nao envolve nenhuma forma de
incentivo financeiro, sendo a Unica finalidade desta participacdo a contribuicdo para
0 sucesso da pesquisa, que visa a melhoria do ensino de matematica na educacéo
basica. Fui informado(a) que os objetivos do estudo sdo estritamente académicos,
sendo também esclarecido que as informacdes coletadas serdo utilizada apenas em
situacdes académicas, ficando preservado o anonimato dos participantes.

A minha colaboracao se fara por meio de entrevista/questionario escrito, bem
como por meio da participagdo nos encontros em que serei observado(a) e minha
produgéo analisada, sem atribuicdo de nota ou conceito. No caso de fotos, obtidas
durante a minha participagdo, autorizo que sejam utilizadas em atividades
académicas, tais como artigos cientificos, palestras, seminarios etc, sem
identificacdo. Estou ciente de que, caso eu tenha duvida, ou me sinta prejudicado(a),

poderei contatar a pesquisadora pelo email jussara.mat@gmail.com ou pelo telefone

3421-9600 ou ainda sua orientadora pelo email elisabete.burigo@ufrgs.br .

Fui ainda informado(a) de que o(a) aluno(a) pode se retirar dessa pesquisa a

qualquer momento, sem sofrer quaisquer sancées ou constrangimentos.

Alegrete, de setembro de 2011.

Assinatura do aluno

Jussara Aparecida da Fonseca Elisabete Burigo

Pesquisadora Orientadora da Pesquisa
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