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2 PRÉ-REQUISITOS ALGÉBRICOS . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2.1 Ideal, Gerador, Divisores de zero . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
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RESUMO

A presente dissertação aborda uma técnica para determinar as soluções

de sistemas de equações polinomiais. Esta técnica que é puramente algébrica, in-

terliga tópicos da Matemática, como a Geometria Algébrica e a Álgebra Computa-

cional.

Mais especificamente, estudamos a teoria de Resultantes e suas aplicações.

Começamos com a motivação de encontrar as ráızes comuns de dois polinômios a

uma variável, em seguida é estendida para o caso mais geral de várias variáveis. Es-

tudamos detalhadamente como obter fórmulas para o cálculo do Resultante, como

por exemplo a fórmula de Macaulay e de Poisson.

A técnica para resolver sistemas de equações polinomiais é então apre-

sentada. Terminamos apresentando uma prova de um caso particular do Teorema de

Bezout, como aplicação da teoria de Resultantes. Este teorema é muito importante,

pois fornece um número de soluções de um sistema de equações polinomiais.
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ABSTRACT

The present work presents a classical technique to determine the solu-

tions of systems of polynomial equations. This technique, a purely algebraic one,

establish connection topics of the Mathematics, as Algebraic Geometry and Com-

putational Algebra.

More specifically, we study the theory of Resultants and its applications.

We start with the motivation to find the common roots of two polynomials of one

variable, after that we extend the idea for the case most general of multivariable. We

study at great length how to obtain formulas for the calculation of the Resultant,

as for example the formula of Macaulay and Poisson.

We then present the tecnique, based on resultants, to find the solution

of polinomial system of equations. We finish presenting a proof of a particular case

of the Bezout’s Theorem, as application of the theory of Resultants. This theorem

is considered very important, since it provides the number of solutions of a system

of polynomial equations.
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1 INTRODUÇÃO

O objetivo primordial deste trabalho é apresentar uma técnica para

a resolução de sistemas de equações polinomiais. Este tópico é o centro de várias

áreas da matemática, não somente pela forte teoria, mas também por suas aplicações.

Nos últimos anos, graças a um desenvolvimento explosivo de algoritmos, tem sido

posśıvel a resolução de muitos problemas que eram até então considerados como

intratáveis. Como exemplo de avanços, a fatoração de polinômios, um subproblema

desse tópico de equações polinomiais, alcançou um desenvolvimento incŕıvel, ex-

pandindo muito as áreas de aplicações como robótica, estrutura biológica molecular,

design computacional, modelagem geométrica, e certamente áreas de estat́ısticas,

otimização, teoria de jogos, e rede biológica. O leitor interessado poderá consultar

os artigos [14] e [15] e os trabalhos [7] e [11] para um desenvolvimento mais recente.

Existem várias formas de resolver um sistema de equações polinomiais:

a teoria de eliminação de variáveis, a teoria de bases de Gröebner, teoria de auto-

valores e autovetores, etc. Uma técnica muito interessante e puramente geométrica,

que se baseia na teoria de politopos pode ser encontrada no artigo [22] e também

nos livros [3] e [5].

A técnica que vamos estudar é puramente algébrica, conhecida como

resultante. Esta é uma teoria clássica que retorna ao trabalho de Euler, Bezout,

Sylvester e Cayley. A motivação original é como encontrar ráızes comuns de n

polinômios com n variáveis. No caso de dois polinômios a uma variável, as coisas

se mantêm simples e é fácil visualizar. Para um caso mais geral, precisamos utilizar

outras ferramentas matemáticas que nos auxiliem a uma maior comprensão.

O motivo de estudar a teoria de resultantes, não é somente pelo fato de

ser uma ferramenta na resolução de sistemas de equações polinomiais, mas também,

porque o estudo de aspectos de complexidade na resolução desses sistemas pode ser
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obtido através da análise do resultante. Desta forma, na última década, renovou-se

o interesse por esta teoria, encontrando-se fórmulas expĺıcitas para o seu cálculo.

Além disso, a sua teoria é, por si só, relevante, elegante e matemati-

camente bonita. De tal forma que esta dissertação dedica considerável espaço ao

desenvolvimento da teoria de resultantes, talvez até mais do que ao objetivo original,

que é sua aplicação à resolução de sistemas de equações polinomiais.

Iniciamos o caṕıtulo 2 com alguns resultados básicos da Geometria

Algébrica, que nos auxiliarão a desenvolver esta teoria de resultantes no caṕıtulo

3.

O cálculo do resultante é um problema que discutimos no caṕıtulo 4.

No caso de uma variável, esse processo é bem conhecido, mas no caso de várias

variáveis é um problema dif́ıcil. Desenvolveremos duas técnicas para o cálculo. Uma

das técnicas que iremos apresentar, é conhecida como a fórmula de Macaulay, cujo

resultante é explicitado como o quociente de dois determinantes. É um problema

instável e a complexidade do resultante pode ser alta na prática. Também apre-

sentaremos a fórmula de Poisson, que necessita de ferramentas mais geométricas do

que a fórmula de Macaulay.

No caṕıtulo 5 usaremos a teoria de resultantes para explicitar as soluções

de um sistema de equações polinomiais. Ainda no mesmo caṕıtulo usaremos o re-

sultante para provar um caso particular do Teorema de Bezout, para curvas no

plano xy. Este é um resultado clássico que dá o número de soluções de um sistema

de equações polinomiais. Este teorema está diretamente relacionado com a teoria

desenvolvida nos caṕıtulos anteriores.



3

1.1 Motivação e Histórico

De acordo com [17], suponha que desejamos determinar as ráızes co-

muns de dois polinômios a uma variável com coeficientes reais ou complexos. Sejam

os polinômios a0 + a1x e b0 + b1x de graus 1, procuramos um valor x de modo que

satisfaça

a0 + a1x = 0

b0 + b1x = 0.

Resolvendo cada uma dessas equações, temos que x =
−a0

a1

e x =
−b0

b1

, respectiva-

mente. Então ambas equações satisfazem simultaneamente

a0

a1

=
b0

b1

,

que pode também ser escrito como a0b1 - a1b0 = 0.

Formalmente podemos observar isto como um sistema de duas equações

lineares de duas variáveis x0 e x1, escrita na forma matricial


 a0 a1

b0 b1





 x0

x1


 =


 0

0


 .

Então uma solução não trivial exige que o determinante obtido pelos coeficientes da

matriz, seja novamente a0b1 - a1b0 = 0.

Agora consideremos dois polinômios de grau 2. Neste caso procuramos

um valor x de modo que satisfaça

a0 + a1x + a2x
2 = 0

b0 + b1x + b2x
2 = 0.

Como no caso anterior, podemos resolver cada equação o valor de x e igualar os

resultados das duas expressões, mas é mais conveniente fazer a forma matricial. De
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qualquer modo, este caso temos duas equações lineares de três variáveis x0, x1, e x2.

Então podemos multiplicar cada equação por x, obtendo mais duas equações

a0x + a1x
2 + a2x

3 = 0

b0x + b1x
2 + b2x

3 = 0.

Da mesma forma que o caso anterior, agora temos quatro equações lineares e quatro

variáveis x0, x1 , x2, e x3, isto é, obtemos o sistema




a0 a1 a2 0

0 a0 a1 a2

b0 b1 b2 0

0 b0 b1 b2







x0

x1

x2

x3




=




0

0

0

0




.

Novamente, para que os polinômios possuam uma raiz comum, o determinante

obtido pelos coeficientes da matriz deve ser nulo, isso implica que

(a0b2 − a2b0)
2 = (a0b1 − a1b0)(a1b2 − a2b1) = 0.

Mais geralmente, dados dois polinômios f(x) e g(x) de graus m e n,

respectivamente, podemos obter um sistema de m+n equações nas variáveis (x0, x1, x2,

. . . , xm+n−1). E novamente a condição para que estes dois polinômios possuam uma

raiz comum, implica que o determinante obtido pelos coeficientes deste sistema, seja

zero. Esse desenvolvimento geral será determinado no caṕıtulo 3 desta dissertação.

Esta técnica é conhecida como a teoria do resultante a uma variável. Ela será uma

motivação para encontrarmos ferramentas que determinam uma raiz comum, no caso

de n polinômios em n variáveis.
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1.2 O Resultante e o Teorema de Bezout

Segundo [20], a solução de um sistema de equações lineares, foi desen-

volvida na China, cerca de 200 AC, e a aplicação do método de eliminar a variavél

x de dois polinômios foi desenvolvido no século 12. Estas técnicas foram utilizadas

na Europa por matemáticos somente no século 17, motivados pela geometria de cur-

vas e equações algébricas. O estudo de curvas e seus pontos de intersecção cobriu

naturalmente o estudo de polinômios e suas ráızes comuns.

Para uma equação representar uma reta cont́ınua de pontos, precisamos

de uma equação de duas variáveis. Por exemplo, a reta é representada por um

conjunto de pontos (x, y) que satisfaz uma dada equação algébrica da forma ax +

by + c = 0, onde a, b, c são números reais ou complexos. Um conjunto de diferentes

números A,B,C produz uma diferente reta, com coordenadas satisfazendo a equação

Ax + By + C = 0. Assim cada curva corresponde a um polinômio. A união de duas

curvas obviamente corresponde ao produto de dois polinômios. A intersecção entre

duas curvas consiste nos pares x, y que satisfazem ambas destas equações.

Em 1620 Descartes descobriu algo mais geral: um método de resolver

qualquer equação de grau 3 ou 4 através de intersecções de curvas de grau 2, como

uma parábola e um ćırculo. Na verdade não é fácil encontrar uma construção

satisfatória para equações de elevado grau. Na procura de uma construção geral,

matemáticos têm casualmente assumido que uma curva de grau m intercepta uma

curva de grau n em mn pontos. A primeira afirmação deste prinćıpio, que tornou-se

conhecido como o Teorema de Bezout, foi feito por Newton.

Para ilustrar, considere o par de equações

2x5 + 7x4y − 5x2y3 − 3y5 = 0

9x3 + xy2 + y3 = 0.

Os graus desses polinômios são 5 e 3, respectivamente. O Teorema de Bezout afirma

que existem 15 pontos na intersecção entre os dois polinômios.
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Assim uma de nossas aplicações é usar a teoria de resultantes para

demonstrar o Teorema de Bezout de curvas no plano xy.

Para entender a relação do resultante e o Teorema de Bezout, vamos

supor que desejamos encontrar as soluções de uma equação de grau 4. De fato

existe uma dificuldade algébrica em resolver uma equação polinomial de grau 4.

Pensando como Descartes, esta equação pode ser o produto de duas equações de

grau 2. Assim para determinar as soluções da equação de grau 4, basta determinar

os pontos comuns das duas equações de grau 2.

Para exemplificar e ilustrar o método descrito no parágrafo anterior,

considere a cônica, isto é, um plano consistindo por todos os pontos com coordenadas

x, y de modo que

ax2 + bxy + cy2 + dx + ey + f = 0,

onde a, b, . . . , f são constantes. Um conjunto diferente de constantes A,B, . . . , F

produz uma cônica diferente, com coordenadas satisfazendo a equação

Ax2 + Bxy + Cy2 + Dx + Ey + F = 0.

Para encontrar a intersecção dessas duas curvas, podemos vê-las da forma

cy2 + (bx + e)y + (ax2 + dx + f) = 0

Cy2 + (Bx + E)y + (Ax2 + Dx + F ) = 0.

Discutindo esses dois polinômios de grau 2 em y, podemos usar o método do resul-

tante para econtrar uma condição necessária e suficiente para um único valor de y

que satisfaz ambas equações. Assim é conveniente definirmos

p0(x) = c p1(x) = bx + e p2(x) = ax2 + dx + f

q0(x) = C q1(x) = Bx + E q2(x) = Ax2 + Dx + F

Assim como anteriormente temos um sistema de equações
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


p0 p1 p2 0

0 p0 p1 p2

q0 q1 q2 0

0 q0 q1 q2







y3

y2

y1

y0




=




0

0

0

0




Assim o determinante dos coeficientes da matriz deve ser zero

(p0q2 − p2q0)
2 − (p0q1 − p1q0)(p1q2 − p2q1) = 0. (1.1)

Substituindo por p e q funções, obtemos um polinômios de grau 4 na variavel x.

Isto é o resultante de dois polinômios a uma variável.

O número de ráızes de (1.1) é exatamente 4. Isto significa que a in-

tersecção entre as duas cônicas é 4 pontos, que está de acordo com o Teorema de

Bezout. Naturalmente assumimos, que os polinômios que representam as duas cur-

vas não têm um fator comum, porque se eles compartilham um tal fator, obviamente

eles se intersectarão nos infinitos pontos do fator comum. Uma prova rigorosa desse

resultado será vista no caṕıtulo 5 deste trabalho.
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2 PRÉ-REQUISITOS ALGÉBRICOS

Aqui vamos introduzir algumas definições e fatos básicos de Álgebra e

Geometria Algébrica, que usaremos nos próximos caṕıtulos e podem ser encontrados

em [2], [3] e [19].

2.1 Ideal, Gerador, Divisores de zero

Definição 2.1.1. Seja R um anel comutativo com unidade e ∅ 6= I ⊆ R. Então I é

chamado ideal em R se:

i) a + b ∈ I para qualquer a, b ∈ I, e

ii) ac ∈ I para todo a ∈ I e c ∈ R.

I é um ideal próprio se I 6= {0} e I 6= R. I é um ideal maximal se ele não está

contido propriamente em um ideal próprio. I, é um ideal primo se ab ∈ I implica

em a ∈ I ou b ∈ I.

Exemplo 2.1.1. O conjunto mZ = {mk | k ∈ Z} de todos inteiros múltiplos de

m ∈ Z é um ideal do anel Z. Neste caso dizemos que o ideal mZ é gerado por m.

Definição 2.1.2. Um conjunto B ⊆ R é gerador do ideal I se

I =

{
n∑

i=1

ribi | n ∈ N, r1, . . . , rn ∈ R, b1, . . . , bn ∈ B

}

Neste caso dizemos que I é um ideal gerado por B, I = ideal(B) =< B > . I é

finitamente gerado se ele tem um conjunto gerador finito. I é um ideal principal se

ele tem um conjunto gerador de cardinalidade 1.

Definição 2.1.3. Um dividor de zero em um anel comutativo R é um elemento

a 6= 0 que satisfaz: existe um b 6= 0 ∈ R tal que ab = 0.

Um domı́nio de integridade ou simplesmente domı́nio D é um anel

comutativo, com unidade e sem divisores de zero. Dizemos que D é um domı́nio fa-

torial se todo elemento não inverśıvel se escreve como produto de fatores irredut́ıveis.
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Exemplo 2.1.2. Os conjuntos Z,Q,R e C são anéis sem divisores de zero. En-

quanto que o conjunto das matrizes quadradas é um anel com divisores de zero.

2.2 Corpos e Anéis Polinomiais

Definição 2.2.1. Seja R um anel comutativo sem divisores de zero. R é chamado

de corpo se todo elemento de R diferente de zero tem elemento inverso.

Exemplo 2.2.1. Os conjuntos Q,R e C são corpos.

Agora seja R um anel. Um polinômio f de uma variável sobre R é um

expressão do tipo

f(x) =
r∑

i=1

fni
xni

onde fj ∈ R são os coeficientes de xj do polinômio f e r é um número inteiro tal

que r ≥ 0. O polinômio identicamente nulo, é um f(x) tal que que fj = 0 para todo

j ∈ {n1, n2, . . . , nr}.

Definição 2.2.2. O conjunto de todos polinômios sobre R com as operações usuais

de adição e multiplicação de polinômio forma um anel. Representamos o anel dos

polinômios sobre R por R[x].

Muitas propriedades do anel R são herdadas pelo anel dos polinômios

R[x]. Por exemplo as propriedades, comutativa, unidade, domı́nio de integridade.

O grau de um polinômio denotado por grau(f), é o máximo dos valores

n tal que fn 6= 0. Um polinômio f(x) é dito mônico se o coeficiente do termo xgrau(f)

é igual a 1.

De forma análoga, um polinômio de n− variáveis sobre um anel R é

uma expressão do tipo

f(x) =
r∑

i=1

fi1,...,inxi1
1 . . . xin

n

onde os fi1,...,in ∈ R e r é um número inteiro tal que r ≥ 0.
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O conjunto de todos os polinômios com n−variáveis sobre R forma um

anel, R[x1, . . . , xn]. O anel polinomial de n−variáveis pode ser visto como uma con-

strução sucessivamente de R adjacente ao polinômio de uma variável. De fato, R[x1, . . . , xn]

é isomorfo a R[x1, . . . , xn−1][xn].

O grau de um f(x) ∈ R[x1, . . . , xn] é definido por

grau(f) := max{
n∑

j=1

ij | fi1,...,in 6= 0}.

2.3 Variedade Afim e Álgebra Quociente

Definição 2.3.1. Seja K um corpo, chamamos o conjunto Kn = {(a1, . . . , an) :

a1, . . . , an ∈ K} de espaço afim n- dimensional sobre K.

Exemplo 2.3.1. Seja K = R, temos o espaço Euclidiano Rn é um espaço afim n−
dimensional sobre R.

Definição 2.3.2. O conjunto do todas as soluções (a1, . . . , an) ∈ Kn do sistema de

equações

f1(x1, . . . , xn) = 0

f2(x1, . . . , xn) = 0

...

fs(x1, . . . , xn) = 0

é conhecido como variedade afim definida por f1, . . . , fs, e denotado por

V(f1, . . . , fs).

Exemplo 2.3.2. A variedade V(x2 + y2 − 1, x− 3y2) ⊂ R2 é a intersecção de um

circulo x2 + y2 = 1 e a parábola x = 3y2 no plano xy.
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Exemplo 2.3.3. A variedade V(x2 + z2 − 1) é o cilindro circular definido pela

equação

x2 + z2 − 1 = 0.

A figura abaixo ilustra a variedade em R3 :

Figura 2.1: cilindro circular

Uma variedade afim V ⊂ Kn pode representar diferentes sistemas de

equações. Note que se g = p1f1 + . . . + psfs, onde pi ∈ K[x1, . . . , xn] são polinômios

quaisquer, então g(a1, . . . , an) = 0 para cada (a1, . . . , an) ∈ V(f1, . . . , fn). Assim

dado qualquer conjunto de equações que definem a variedade, podemos sempre adi-

cionar muitos polinômios que se anulam nessa variedade.

Logo faz sentido pensar numa variedade como sendo definida por um

ideal em K[x1, . . . , xn], melhor do que um espećıfico sistema de equações. Assim

podemos escrever V(I), onde I ⊂ K[x1, . . . , xn] é um ideal.

Definição 2.3.3. Seja V ⊂ Kn uma variedade. Denotamos por I(V) o conjunto

{f ∈ K[x1, . . . , xn] : f(a1, . . . , an) = 0 para todo (a1, . . . , an) ∈ V }.

É fácil ver que I(V) é um ideal. De fato I(V ) é dito ideal de V.
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Definição 2.3.4. Seja I ⊂ K[x1, . . . , xn] um ideal. O radical de I é o conjunto

√
I = {g ∈ K[x1, . . . , xn] : gm ∈ I para algum m ≥ 1}.

O ideal I é chamado de ideal radical se
√

I = I.

Proposição 2.3.1. Se K é um corpo algebricamente fechado e I é um ideal em

K[x1, . . . , xn], então I(V(I)) =
√

I.

Esta proposição é conhecida como o Teorema dos zeros de Hilbert. Não

vamos fazer aqui uma prova deste teorema, mas sugerimos [2] e [3] para verificar a

demonstração.

Definição 2.3.5. Dados f e g ∈ K[x1, . . . , xn] e o ideal I ⊂ K[x1, . . . , xn].

Dizemos que f é congruente a g módulo I, denotado por f ≡ g (mod I), se

f − g ∈ I.

Exemplo 2.3.4. Seja o ideal I gerado por < x2− y2, x + y3 + 1 > ⊂ K[x, y], então

f = x4 − y4 + x e g = x + x5 + x4y3 + x4 são congruentes módulo I, pois

f − g = x4 − y4 − x5 − x4y3 − x4 = (x2 + y2)(x2 − y2)− (x4)(x + y3 + 1) ∈ I.

Definição 2.3.6. Dados K um corpo e I ⊂ K[x1, . . . , xn] um ideal. Seja f ∈
K[x1, . . . , xn]. A classe de equivalência de f, denotada por [f ], é o conjunto dos

polinômios g tais que f ≡ g(mod I), ou seja [f ] = {g ∈ K[x1, . . . , xn] : f ≡
g(mod I)}.

Definição 2.3.7. A álgebra quociente de K[x1, . . . , xn] módulo I, denotado por

K[x1, . . . , xn]/I, é o conjunto das classes de equivalência da congruência módulo

I:

K[x1, . . . , xn]/I = {[f ] : f ∈ K[x1, . . . , xn]}.

Exemplo 2.3.5. Sejam K = R, n = 1 e I =< x2−2 > . Podemos indagar se existe

uma maneira de determinar todas as classes de equivalência da congruência módulo
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I. Na verdade existe, pelo algoritmo da divisão, todo polinômio f ∈ R[x]

pode ser escrito como f = q · (x2− 2)+ r, onde r = ax+ b para algum a, b ∈ R. Pela

definição, f ≡ r(mod I) já que f − r = q · (x2 − 2) ∈ I. Deste modo, todo elemento

de R[x] faz parte de uma das classes de equivalência [ax + b], e R[x]/I = {[ax + b] :

a, b ∈ R}.

O método descrito no exemplo anterior, pode ser estendido para o caso

mais geral, ou seja, para K[x1, . . . , xn]/I. Para este caso sugerimos como referência

os livros [1, 2, 3].

Pelo fato de K[x1, . . . , xn] ser um anel, e dados quaisquer duas classes

[f ], [g] ∈ K[x1, . . . , xn]/I, podemos definir as operações de soma e produto sobre as

classes, usando as correspondentes operações dos elementos em K[x1, . . . , xn].

[f ] + [g] = [f + g] ( soma em K[x1, . . . , xn]).

[f ] · [g] = [f · g] ( produto em K[x1, . . . , xn]).

Devemos verificar, se estas operações fazem sentido. Para isto, basta

mostrar que se escolhermos um diferente f ′ ∈ [f ] e um g′ ∈ [g], então a classe

[f ′ + g′] é a mesma classe de [f + g]. Semelhantemente, precisamos verificar que

[f ′ · g′] = [f · g].

Proposição 2.3.2. As operações sobre as classes de equivalência definidas anteri-

ormente estão bem definidas.

Prova: Se f ′ ∈ [f ] e g′ ∈ [g], então f ′ = f + a e g′ = g + b, onde a, b ∈ I. Assim

f ′ + g′ = (f + a) + (g + b) = (f + g) + (a + b).

Como temos a+ b ∈ I (I é um ideal), segue que f ′+g′ ≡ f +g(mod I), então temos

que [f ′ + g′] = [f + g]. De forma análoga

f ′ · g′ = (f + a) · (g + b) = fg + ag + fb + ab.

Já que a, b ∈ I, temos ag + fb + ab ∈ I. Deste modo, f ′ · g′ ≡ f · g(mod I), então

[f ′ · g′] = [f · g].
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Teorema 2.3.1. ( Teorema da Finitude) Seja K ⊂ C um corpo e I ⊂ K[x1, . . . , xn]

um ideal. Então as seguintes afirmações são equivalentes:

i) K[x1, . . . , xn]/I tem dimensão finita sobre K como espaço vetorial.

ii) A variedade V(I) ⊂ Cn é um conjunto finito.

A prova deste teorema pode ser encontrado em [1]. O ideal que satisfaz qualquer

um dos itens do Teorema da Finitude é chamado de ideal zero dimensional.

Uma consequência deste teorema, é que se I é um zero dimensional se

e somente existe um polinômio não nulo em I ∩K[xi] para i = 1, . . . , n.

Dados A = K[x1, . . . , xn]/I e I um ideal zero dimensional. Considere

mi o menor inteiro positivo de modo que o conjunto {1, [xi],

[xi]
2, . . . , [xi]

mi} seja linearmente dependente. Então existe uma combinação linear

mi∑
j=0

cj[xi]
j = [0]

em A, onde os cj ∈ K e não são todos nulos. Em particular, cmi
6= 0. Pela definição

de álgebra quociente, isto equivale dizer que

pi(xi) =

mi∑
j=0

cjx
j
i ∈ I. (2.1)

A rećıproca é imediata.

Proposição 2.3.3. Seja I um ideal zero dimensional em C[x1, . . . , xn], e A =

C[x1, . . . , xn]/I. Então a dim(A) é maior ou igual ao número de pontos de V(I).

A igualdade ocorre se e somente se I é um ideal radical.

Prova: Seja I um ideal zero dimensional. Pelo teorema da Finitude V (I) é um

conjunto finito em Cn. Chamando V (I) = {p1, . . . , pm}, considere a transformação

linear

ϕ : C[x1, . . . , xn]/I −→ Cm

[f ] −→ (f(p1), . . . , f(pm)).
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Para provar a primeira afirmação do teorema, é suficiente mostrar que ϕ é sobre-

jetora. Dado (λ1, . . . , λm) ∈ Cm, seja f =
∑m

i=1 λigi, onde gi(x1, . . . , xn) tal que

gi(pi) = 1 e gi(pj) = 0 se j 6= i. É fácil ver que ϕ([f ]) = (λ1, . . . , λm). Então ϕ é

sobrejetora, ou seja, dim(A) ≥ m.

Para o seguinte vamos supor que I é radical. Se [f ] ∈ Ker(ϕ), então

f(pi) = 0 para todo i, então por Strong Nullstellensatz, f ∈ I(V (I)) =
√

I. Deste

modo [f ] = [0], assim mostramos que f é injetora. Então ϕ é um isomorfismo, que

prova que dim(A) = m se f é um radical. Se dim(A) = m, então ϕ é um isomorfismo

já que ele é uma trasformação linear sobrejetora entre espaços vetoriais de mesma

dimensão. Consequentemente ϕ é injetora. Podemos usar isto para provar que I é

um ideal radical. A inclusão I ⊂ √
I sempre é válida. Para verificar isto é suficiente

para considerar f ∈ √I = I(V (I)) e mostrar que f ∈ I. Se f ∈ √I, então f(pi) = 0

para todo i, que implica que ϕ([f ]) = (0, . . . , 0). Assim ϕ é injetora e concluimos

que [f ] = [0], em outra palavras que f ∈ I.

Teorema 2.3.2. Seja I ⊂ C[x1, . . . , xn] um ideal zero dimensional, e seja f ∈
C[x1, . . . , xn] e hf é o polinômio minimal de mf : A −→ A, onde A = C[x1, . . . , xn]/I.

Então, para λ ∈ C, as seguintes afirmações são equivalentes:

a) λ é uma raiz da equação hf (t) = 0,

b) λ é um autovalor da matriz mf , e

c) λ é um valor da função f em V(I).

Prova: A prova deste teorema pode ser encontrada em [3].

2.4 Espaço Projetivo e Coordenadas Homogêneas

Para formalizar “ pontos no infinito” precisamos trabalhar no espaço

projetivo. A construção usual do espaço projetivo no plano xy, é substituir cada par

de coordenandas (x, y) com os raios
x

z
,

y

z
por algum arbritário z, então cada ponto

é representado por três coordenadas (x, y, z).
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Para ilustrar, considere a intersecção de duas retas 3x − 2y + 5 = 0

e 3x − 2y + 1 = 0. Estas duas retas são paralelas, se eliminarmos y e também x,

chegamos a uma condição imposśıvel 4 = 0, com significado que essas duas retas

não têm um ponto em comum no plano xy. De qualquer forma, se substituirmos x

e y por
x

z
e

y

z
, respectivamente, e multiplicarmos por z, a equação das retas será

3x − 2y + 5z = 0 e 3x − 2y + z = 0. Essas são as equações homogêneas, e se

eliminarmos z obtemos a condição 2y = 3x, que implica z = 0. Consequentemente

a intersecção entre as duas retas no espaço projetivo é o ponto (
2y

3
, y, 0).

Assim temos a seguinte definição:

Definição 2.4.1. Seja Cn+1 o espaço vetorial n + 1 dimensional sobre um corpo

K. O conjunto de retas, isto é, os subespaços de dimensão 1 de Cn+1 é chamado de

espaço projetivo n dimensional, e denotado por Pn(C).

Se introduzirmos coordenadas ξ0, . . . , ξn em Cn+1 então um ponto ξ ∈
Pn(C) é obtido por n + 1 elementos (ξ0, . . . , ξn) do corpo K, não todos nulos. Dois

pontos (ξ0, . . . , ξn) e (η0, . . . , ηn) são considerados iguais em Pn(C) se e somente se

existe um número complexo λ 6= 0 de modo que ηi = λξi para i = 0, . . . , n.

Definição 2.4.2. Um conjunto qualquer (ξ0, . . . , ξn) define um ponto ξ ∈ Pn(C), é

chamado conjunto de coordenadas homogênenas de ξ.

Exemplo 2.4.1. Um ponto p em P2(C) é determinado por 3 elementos (ξ0, ξ1, ξ2)

de um corpo C, não todos nulos. Se (η0, η1, η2) também determina o mesmo ponto p,

então existe λ 6= 0 de modo que ξ0 = λη0, ξ1 = λη1 e ξ2 = λη2. Assim qualquer tripla

(ξ0, ξ1, ξ2) que define o ponto p é chamado do conjunto de coordenadas homogêneas

de p.

Definição 2.4.3. Um polinômio f(x0, . . . , xn) sobre um corpo K[x0, . . . , xn], é dito

homogêneo de grau d ∈ N, se para todo α ∈ K

f(αx0, . . . , αxn) = αdf(x0, . . . , xn).
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Sejam (ξ0, . . . , ξn) e (η0, . . . , ηn) dois conjuntos de coordenadas homogêneas

para algum ponto p ∈ Pn(C). Então existe um número complexo λ 6= 0 tal que

(η0, . . . , ηn) = λ(ξ0, . . . , ξn). Se f(x0, . . . , xn) é um polinômio homogêneo de grau d

e (η0, . . . , ηn) = λ(ξ0, . . . , ξn), então

f(η0, . . . , ηn) = λd(ξ0, . . . , ξn).

Definição 2.4.4. Seja f(x0, . . . , xn) um polinômio homogêneo de grau d.

A variedade projetiva V(f) ⊂ Pn(C) é o conjunto de pontos de Pn(C) onde f se

anula. Note que V(f) ⊂ Pn(C) é determinado pelas soluções não triviais de f = 0.

Proposição 2.4.1. Seja f ∈ C[x, y, z] um polinômio homogêneo não nulo. Então os

fatores irredut́ıveis de f são também homogêneos, e se fatorarmos f em irredut́ıveis

f = fa1
1 . . . fas

s ,

onde fi não é uma constante múltipla de fj para i 6= j, então

V(f) = V(f1) ∪ . . . ∪V(fs)

é a menor decomposição de V(f) em variedades irredut́ıveis em P2(C). Além disso,

I(V(f)) =
√

< f > =< f1 . . . fs > .

Prova: Primeiramente vamos supor que f fatora-se como f = gh, onde g, h ∈
C[x, y, z]. Afirmamos que g e h devem ser polinômios homogêneos desde que f seja.

Para provar esta afirmação, escrevemos g = gm + . . .+g0, onde os gi são homogêneos

de grau i, com gm 6= 0. De forma análoga, h = hn + . . . + h0. Então

f = gh = (gm + . . .+ g0)(hn + . . .+h0) = gmhn +outros termos de grau menor.

Desde que f é homogêneo e grau(f) = grau(g) + grau(h) = m + n, e como f é

homogêneo, então f = gmhn. Olhando os termos de grau menor de hg, não é dif́ıcil

de ver que hn−1 = hn−2 = . . . = h0 = 0 e gm−1 = gm−2 = . . . = g0 = 0, ou seja,

gm = g e hn = h. Então g e h são homogêneos.
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Agora considere f = fa1
1 . . . fas

s . Então V(f) = V(f1)∪. . .∪V(fs) segue

imediatamente do seguinte resultado: Se f ∈ C[x, y, z] é irredut́ıvel, então V(f) é

irredut́ıvel. Para a prova deste resultado sugerimos [2].

A última afirmação é consequência da proposição (2.3.1).
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3 RESULTANTES

Neste caṕıtulo vamos introduzir a teoria de resultantes. Surpreenden-

temente ela é uma ferramenta eficiente para encontrar as soluções de um sistema de

equações polinomiais.

3.1 Resultante a uma variável

A definição de resultante se baseia numa matriz conhecida como matriz

Sylvester. Primeiramente vamos apresentar uma motivação para esta matriz espe-

cial. Nosso objetivo é decidir quando dois polinômios f e g têm uma raiz em comum.

Para encontrar a resposta desta questão, Euler e Bezout introduziram o clássico re-

sultante que se anula se e somente se isto for verdadeiro. Vamos rever este clássico

desenvolvimento a seguir.

Sejam K[x] um anel comutativo e f, g dois polinômios em K[x]

f =
n∑

i=0

fix
i, g =

m∑
i=0

gix
i,

de graus n,m respectivamente. Queremos determinar quando o sistema de duas

equações lineares

fnxn + fn−1xn−1 + ... + f1x1 + f0x0 = 0,

gmxm + gm−1xm−1 + ... + g1x1 + g0x0 = 0

de variáveis xj que seja satisfeito para xj = αj para todo j, onde α é uma ráız comum

de f, g. Para n > 1 existem outras soluções dessas duas equações de várias variáveis,

mas Sylvester elimina essas soluções desnecessárias adicionando (m− 1) + (n− 1)

equações lineares com as seguintes condições:

xf(x) = 0, ..., xm−1f(x) = 0

xg(x) = 0, ..., xn−1g(x) = 0.
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Essas equações geram um total de n+m relações lineares juntamente com as variáveis

xm+n−1, ..., x0:

fnxm+n−1 + . . . + f0xm−1 = 0,
...

fnxn + fn−1xn−1 + . . . + f0x0 = 0,

gmxm+n−1 + . . . + g0xn−1 = 0,
...

gmxm + gm−1xm−1 + . . . + g0x0 = 0.

A matriz transposta (n+m)× (n+m), consiste dos coeficientes de f e g, do sistema

acima é chamada de matriz Sylvester.

Definição 3.1.1. A matriz (n + m)× (n + m)

Syl(f, g) =




fn gm

fn−1 fn gm−1 gm

...
...

. . .
...

...
. . .

...
... fn g1

...
. . .

...
... fn−1 g0

...
. . .

...
...

... g0 gm

f0
...

...
. . .

...

f0
...

. . .
...

. . .
...

. . .
...

f0 g0




é a matriz de Sylvester de f e g, onde os espaços em branco são preenchidos

por zero.

Agora vamos a definição formal do resultante.

Definição 3.1.2. O resultante de f e g, denotado por Resn,m(f, g) é o determinante

da matriz Sylvester, ou seja, Resn,m(f, g) = det(Syl(f, g)).

Veremos a seguir que o resultante igual a zero implica na existência

de uma raiz comum de f e g. É fácil ver que se fizermos xj = αj, onde α é uma
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raiz comum de f e g, então xj é uma solução do sistema, portanto o determinante

associado a este sistema é zero. O mais importante, no entanto é que a rećıproca é

essencialmente verdadeira. De fato, a existência de uma solução não nula do sistema

de equações implica a existência de um fator comum não trivial de f e g.

Assim a principal propriedade do resultante é o seguinte teorema.

Teorema 3.1.1. Sejam f =
n∑

i=0

fix
i, g =

m∑
i=0

gix
i dois polinômios em K[x] tais que

fn, gm 6= 0 de graus ≥ 1. Então as seguintes afirmações são equivalentes:

i) Res(f, g) = 0;

ii) Existem polinômios não nulos A,B ∈ K[x], de graus menores que n

e m respectivamente, tais que A(x)g(x) = B(x)f(x);

iii) f e g têm um fator comum não constante em K[x];

Prova: Encontrar polinômios não nulos A(x) =
n−1∑
i=0

cix
i e B(x) =

m−1∑
i=0

dix
i em K[x]

tais que A(x)g(x) = B(x)f(x)é equivalente encontrar uma solução não trivial do

seguinte sistema homogêneo de n + m equações nas incógnitas dm−1, dm−2, . . . , d0,

cn−1, cn−2, . . . , c0 :





andm−1 − bmcn−1 = 0

an−1dm−1 + andm−2 − bm−1cn−1 − bmcn−2 = 0
...

a0d0 − b0c0 = 0

Isto pode ser observado igualando os coeficientes dos termos de mesmo

grau. Existe uma solução não trivial deste sistema se e somente se o determinante

da matriz dos coeficientes é nulo. Observa-se que o Res(f, g) é o determinante da

matriz dos coeficientes deste sistema. Consequentemente, i) e ii) são equivalentes.

Mostraremos agora que ii) e iii) são equivalentes.
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Se existem A e B de graus menores que n e m respctivamente tais que

A(x)g(x) = B(x)f(x) (3.1)

considere a fatoração em fatores irredut́ıveis dos dois lados da igualdade (3.1). Os

fatores irredut́ıveis de g(x) têm que dividir o lado direito da igualdade. Como o grau

de B < m, nem todos os fatores de g(x) podem dividir B. Assim algum fator de g

deve dividir f. Logo eles têm um fator comum de grau positivo.

A rećıproca, se φ(x) é um fator comum de grau positivo, então podemos escrever

f(x) = φ(x)A(x), grau(A) < n

g(x) = φ(x)B(x), grau(B) < m

então A(x)g(x) = A(x)φ(x)B(x) = B(x)f(x). Logo i), ii), e iii) são equivalentes.

Exemplo 3.1.1. Sejam f = x4 − 3x3 + 2x e g = x3 − 1 então o resultante é

Res4,3(f, g) = det




1 0 0 1 0 0 0

−3 1 0 0 1 0 0

0 −3 1 0 0 1 0

2 0 −3 −1 0 0 1

0 2 0 0 −1 0 0

0 0 2 0 0 −1 0

0 0 0 0 0 0 −1




= 0.

Podemos reescrever f = x(x−1)(x2−2x−2) e g = (x−1)(x2+x+1), ou

seja, f e g têm um fator em comum x−1, que justifica o fato de que o Res4,3(f, g) = 0.
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3.2 Principais Propriedades do Resultante

Veremos aqui algumas propriedades do resultante de polinômios a uma

variável que são bem conhecidas. As mesmas podem ser encontradas em [6], [18] e

[23].

Para as seguintes propriedades, sejam f, g dois polinômios em K[x]

f =
n∑

i=0

fix
i, g =

m∑
i=0

gix
i,

de graus n,m respectivamente.

Propriedade 3.2.1. i) O Res(f, c) = cn, onde c é o polinômio constante não nulo.

ii) O Res(f, 0) = 0, onde 0 é o polinômio identicamente nulo.

Prova: i) Pela definição (3.1.1), os coeficientes do polinômio de f, aparecem dis-

tribúıdos em colunas exatamente em quantidade igual ao grau do polinômio g. Como

g é uma constante c, e o grau de g é zero, então os coeficientes de f não aparecem

na matriz Sylvester. De forma análoga para os coeficientes de g. Como f tem grau

n, temos por definição que o Res(f, c) é igual a

Resn,0(f, c) = det




c 0 . . . 0

0 c 0 . . . 0
...

. . .

0 . . . 0 c




= cn.

ii) Este resultado é direto por i).

Propriedade 3.2.2. O Resn,m(f, g) = (−1)nmResm,n(g, f).

Prova: Este resultado sai diretamente da definição de resultante. Se permutarmos

as colunas da matriz sylvester, o determinante será multiplicado por (−1)l, onde l

é a quantidade de permutações. Como o número de permutações é m(m + n − 1),

segue que (−1)m(m+n−1) = (−1)nm.



24

Propriedade 3.2.3. Se fi, gj ∈ Z, com 0 ≤ i ≤ n e 0 ≤ j ≤ m o Resn,m(f, g) é

um polinômio inteiro de coeficientes de f, g.

Prova: Por definição o resultante é um determinante de uma matriz, como os

coeficientes desta matriz são inteiros, então o resultante é um inteiro.

Propriedade 3.2.4. O Resn,m(f, g) pode ser dado também pela seguinte fórmula

Resn,m(f, g) = det




fn fn−1 . . . f0 0 . . . 0

0 fn fn−1 . . . f0 0 . . . 0
...

...

0 . . . 0 fn . . . f0

gm . . . g0 0 . . . 0

0 gm . . . g0 0 . . . 0
...

...

0 . . . 0 gm . . . g0




Prova: Usando o fato de que o determinante de uma matriz é igual ao determinante

de sua transposta, obtemos o resultado.

Propriedade 3.2.5. Sejam α1, . . . , αn e β1, . . . , βm, as ráızes respectivamente de f

e g. Então podemos mostrar que o Resultante é dado por

Res(f, g) = fm
n

n∏
i=1

g(αi) = (−1)mngn
m

m∏
j=1

f(βj) = fm
n gn

m

n∏
i=1

m∏
j=1

(αi − βj)

Prova: Primeiro vamos mostrar que as expressões segunda e terceira são iguais a

quarta. Podemos escrever f(x) = fn

∏
(x − αi). Assim tomando x = βj, temos

que f(βj) = fn

∏n
i=1(βj − αi). Então gn

m

∏m
j=1 f(βj) = gn

m

∏m
j=1 fn

∏n
i=1(βj − αi) =

gn
mfn

m

∏n
i=1

∏m
j=1(βj − αi). Logo multiplicando por (−1)mn, temos que a terceira

expressão é igual a quarta. De forma análoga prova-se que a segunda expressão é

igual a quarta.

Para finalizar, basta mostrar que o Res(f, g) é igual a uma dessas ex-

pressões. Vamos mostrar que o resultante é equivalente a quarta expressão.
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Agora consideremos as ráızes de f e g, αi e βj como variáveis. Clara-

mente o Res(f, g) é um polinômio de grau n nos coeficientes fi de f . Similarmente

o Res(f, g) é um polinômio de grau m nos coeficientes gi de g. Como o Res(f, g) se

anula para αi = βj, neste caso f e g têm um fator em comum. Consequentemente

o Res(f, g) é diviśıvel por αi − βj. Denotando por S = fm
n gn

m

∏n
i=1

∏m
j=1(αi− βj), o

Res(f, g) deve ser diviśıvel por S. Sabemos que S é equivalente a

S = fm
n

∏n
i=1 g(αi) = gn

m

∏m
j=1 f(βj).

A primeira igualdade implica que S é de grau n, e a segunda igualdade implica

que S é de grau m. Mas o Res(f, g) tem o mesmo grau que S e é diviśıvel por

S. Deste modo o Res(f, g) deve coincide com S, exceto de um fator constante.

Comparando os termos de maior potência do Res(f, g) e S, este fator constante é

1. Logo S = Res(f, g).

Propriedade 3.2.6. Se f, g podem ser escritas da forma f = qg + r

com grau(r) = v, então

Res(g, f) = gn−v
m Res(g, r).

Prova: Para provarmos esta propriedade, usaremos a propriedade 3.2.5. Podemos

escrever f(x) = q(x)g(x) + r(x). Pela proposição anterior temos que

Res(g, f) = gn
m

m∏
j=1

f(βj),

de forma semelhante

Res(g, r) = gv
m

m∏
j=1

r(βj) = gv
m

m∏
j=1

(f(βj − q(βj)g(βj)) = gv
m

m∏
j=1

f(βj).

Logo

Res(g, f) = gn−v
m Res(g, r).

Em geral esta propriedade é provada quando r é o resto da divisão euclidiana de f

por g. Este caso particular pode ser encontrado em [18].
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Propriedade 3.2.7. Sejam f, g, então existem polinômios A(x), B(x) ∈ K[x] de

modo que A(x)f(x)+B(x)g(x) = Res(f, g), tal que o grau(A) < m e o grau(B) < n.

Prova: Considere o Res(f, g) definido na propriedade (3.2.4). Denotando por M

esta matriz e para 1 ≤ i < m+n, multiplicamos a i−ésima coluna da matriz M por

xn+m−i, e adicionamos a última coluna. O resultado é uma nova matriz M ′ cujo o

determinante é igual ao determinante de M, e cujas as últimas colunas consistem

nos polinômios xm−1f(x), xm−2f(x), . . . , f(x), xn−1g(x), xn−2g(x), . . . , g(x), ou seja

xm−1f(x) = fnx
n+m−1 + fn−1x

n+m−2 + . . . + f0x
m−1

xm−2f(x) = fnxn+m−2 + . . . + f0x
m−2

...

f(x) = fnx
n + . . . + f0

xn−1g(x) = gmxn+m−1 + gm−1x
n+m−2 + . . . + g0x

n−1

xn−2g(x) = gmxn+m−2 + . . . + g0x
n−2

...

g(x) = gmxm + . . . + g0

Expandindo o determinante de M ′ com respeito a última coluna, obte-

mos a identidade A(x)f(x) + B(x)g(x) = det(M ′) = det(M) = Res(f, g), onde os

coeficientes de A(x), B(x) são os cofatores da última coluna de M ′, e consequente-

mente de M, e portanto pertencem a K[x].

O que vamos tentar fazer agora, é a generalização do resultante em

várias variáveis. O que parece não ser tão trivial. Veremos que para o caso de várias

variáveis, o resultante é uma ferramenta para resolução de sistemas de equações

polinomiais.
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3.3 Resultante a Várias Variáveis

Nessa secção vamos estender a noção do resultante em sistemas de

várias variáveis. De fato o melhor caminho para isto é a homogeneização dos

polinômios. Assim iniciaremos com uma motivação e em seguida um teorema

clássico.

3.3.1 Resultantes Homogêneos

Definição 3.3.1. Um polinômio f é dito homogêneo se todos os monômios com

coeficientes não nulos apresentam o mesmo grau total.

Exemplo 3.3.1. O polinômio f = 4x3 + 5xy2 − z3 é um polinômio homogêneo de

grau total igual a 3 em K[x, y, z], enquanto que g = 4x3+5xy2−z6 não é homogêneo.

Porque trabalhar com Polinômios Homogêneos? Para uma mo-

tivação consideramos o sistema linear de duas variáveis

f0(x, y) = x + 2y + 1 = 0

f1(x, y) = x + 2y + 2 = 0

f2(x, y) = x + 2y + 3 = 0

O determinante é zero, mas o sistema é incompat́ıvel em C2, de certa forma contra-

riando a noção de resultante. Por outro lado, as retas definidas por fi(x, y) = 0 são

paralelas e por esta razão podemos argumentar que elas têm um ponto em comum

no infinito no espaço projetivo. Podemos fazer este racioćınio com mais precisão

passando para o sistema homogêneo

F0(x, y, z) = x + 2y + z = 0

F1(x, y, z) = x + 2y + 2z = 0

F2(x, y, z) = x + 2y + 3z = 0
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que têm soluções não nulas da forma (−2y, y, 0), isto é a homogeneização do sistema

que tem uma solução no espaço projetivo P2(C).

Motivação: Sejam n polinômios homogêneos F1 . . . , Fn de n variáveis (x1, . . . , xn),

onde o grau total de cada polinômio

Fi =
∑

j1+j2+...jn=di

cj1,...jnxj1
1 . . . xjn

n

é di, queremos determinar uma solução não trivial para o sistema

F1(x1, . . . , xn) = . . . = Fn(x1, . . . , xn) = 0. (3.2)

Como os Fi são homogêneos de grau total positivo, o sistema (3.2) sempre admite

a solução x1 = . . . = xn = 0, que é chamada de solução trivial. A questão crucial

é quando existe uma solução não trivial. Para o resto do caṕıtulo, trabalharemos

sobre os números complexos, então aquela solução não trivial será um ponto em Cn

- {(0, . . . , 0)}.

Em geral, a existência de uma solução não trivial depende dos coefi-

cientes dos polinômios F1, . . . , Fn. Podemos ver facilmente para um caso particular,

em que os Fi são equações lineares:

F1 = c11x1 + . . . + c1nxn = 0
...

Fn = cn1x1 + . . . + cnnxn = 0,

A Álgebra Linear nos fornece que este sistema de equações lineares possui uma

solução não trivial se e somente se o determinante dos coeficientes da matriz é zero.

Então obtemos uma condição simples det(cij) = 0 para a existência de uma solução

não trivial. O que vamos fazer é tentar obter uma condição para um caso mais geral.

Retornando ao sistema (3.2), temos a seguinte questão: Quais são as

condições dos coeficientes de F1, . . . , Fn para que o sistema (3.2) tenha uma solução

não trivial?
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Antes de responder esta questão, considere os coeficientes do sistema

(3.2). Denotando os coeficientes por (cji
), com 1 ≤ i ≤ n, no total de N coeficientes,

estes constituem um espaço afim CN .

Podemos observar que se um ponto do espaço projetivo em Pn−1(C) tem

duas coordenadas homogêneas (x1, . . . , xn) e (y1, . . . , yn), então existe um λ ∈ C
tal que (y1, . . . , yn) = λ(x1, . . . , xn). Se F (x1, . . . , xn) é homogêneo de grau d e

(y1, . . . , yn) = λ(x1, . . . , xn) são dois conjuntos de coordenadas homogêneas para

algum ponto p ∈ Pn−1(C), então

F (y1, . . . , yn) = λd(x1, . . . , xn).

Agora podemos responder a nossa questão com o seguinte teorema. A prova deste

resultado foi baseada no artigo [21].

Teorema 3.3.1. Fixando os graus d1, ..., dn ∈ N então existe um único polinômio

irredut́ıvel ( a menos de um sinal) Res ∈ Z[u] que satisfaz as seguintes propriedades:

i) Se F1, . . . , Fn ∈ C[x1, . . . , xn] são polinômios homogêneos de grau

d1, . . . , dn, então a equação (3.2) tem uma solução não trivial em Cn se e somente

se o Resd1,...,dn(F1, ..., Fn) = 0.

ii)Resd1,...,dn(F1, . . . Fn) é irredut́ıvel quando visto como um polinômio

em C[u].

Dem: Sejam os polinômios homogêneos F1, . . . , Fn de graus d1, . . . , dn. Para cada

coeficiente ci,α, de cada monômio xα de Fi com grau α = di, introduzimos um nova

variável ui,α. Seja Z[u] o anel dos polinômios com coeficientes inteiros com estas

variáveis. O número total destas variáveis em Z[u] é igual a N =
∑n

i=1


 n + di − 1

di


.

Dado um polinômio P ∈ Z[u] temos que P (F1, . . . , Fn) denota o número obtido pelas

substituições de cada variável uji
pelo correspondente coeficiente cji

.

Então considere os seguintes polinômios:

Fi =
∑

|α|=di

ui,αxα.
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Chamaremos estes polinômios de universais. Note que os coeficientes de xα são as

variáveis ui,α. Para determinar uma solução não trivial destes polinômios, usaremos

o espaço projetivo Pn−1(C). Considere o seguinte:

i) Seja x = (x1, . . . , xn) com coordenadas homogêneas em Pn−1(C).

ii) Agora considere o produto CN×Pn−1(C). Um ponto (ui,α, x1, . . . , xn) ∈
CN × Pn−1(C) pode ser visto como n polinômios e um ponto de Pn−1(C). Os

polinômios universais Fi são de fato polinômios em CN × Pn−1(C).

Considere a variedade W =V(F1, . . . ,Fn). Concretamente, este con-

junto é determinado por:

W = {(ui,α, x1, . . . , xn) ∈ CN × Pn−1(C) : (x1, . . . , xn) é uma solução

não trivial de F1 = . . . = Fn = 0.}

Agora vem a parte interessante: existe uma projeção natural, função

tal que

π : CN × Pn−1(C) −→ CN

definida por π(ui,α, x1, . . . , xn) = (ui,α), tal que

π(W ) = {(ui,α) ∈ CN : existe um (x1, . . . , xn) ∈ Pn−1(C) de modo que

(ui,α, x1, . . . , xn) ∈ W}

= { todos os posśıveis conjuntos das equações F1 = . . . = Fn = 0 de

graus d1, . . . , dn que tem uma solução não trivial }.

O conteúdo essencial deste teorema é provar que o conjunto π(W ) é

definido por uma única equação irredut́ıvel, que é o Resd1,...,dn(F1, . . . , Fn) = 0.

Para provar isto, primeiramente vamos provar que π(W ) se anula quando

F1 = F2 = . . . = Fn = 0 tem uma solução não trivial. Provar isto é equivalente a

provar que π(W ) é uma variedade em CN . Desta forma, pelo seguinte resultado de

[19], secção I. 6.3:
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Dada uma variedade W ⊂ CN × Pn−1(C) e uma projeção π : CN ×
Pn−1(C) −→ CN a imagem π(W ) é uma variedade em CN . Consequentemente π(W )

é definido pelo anulamento de certos polinômios em CN . Em outras palavras, a

existência de uma solução não trivial de F1 = . . . = Fn = 0 é determinada através

do polinômio com condições sobre os coeficientes de F1, . . . , Fn.

O segundo passo para a prova é mostrar que precisamos somente de um

polinômio e que este polinômio é irredut́ıvel. A prova requer um certo conhecimento

de fatos sobre a dimensão e a irredutibilidade de uma variedade (ver [19], secção I.

6.3). Se aceitarmos uma idéia intuitiva da dimensão, então a idéia básica é mostrar

que a variedade π(W ) ⊂ CN é irredut́ıvel ( não podemos decompor em pedaços

menores que são ainda variedades) de dimensão N − 1. Neste caso, a teoria nos

mostrará que π(W ) deve ser definida por exatamente uma equação irredut́ıvel, que

é o resultante Resd1,...,dn(F1, . . . , Fn) = 0.

Antes de provarmos que π(W ) é irredut́ıvel de dimensão N−1, provare-

mos que a variedade W também é irredut́ıvel de dimensão N−1. Para isto, considere

a projeção

φ : CN × Pn−1(C) −→ Pn−1(C)

(u, x) −→ x

Então φ(W ) = Pn−1(C). Mais precisamente a pré-imagem de φ−1(x) de qualquer

ponto x ∈ Pn−1(C) pode ser identificado como o conjunto {u ∈ CN : (u, x) ∈ W

}. Isto é um subespaço de dimensão n em CN . Para esta situação, novamente

aplicaremos um resultado de [19], secção I. 6.3. Ele mostra que W é fechado e uma

variedade irredut́ıvel do subespaço de dimensão n em CN ×Pn−1(C). Por esta razão

a dim(W ) = N − 1.

Retornando à projeção π : CN × Pn−1(C) −→ CN , pelo Teorema prin-

cipal da teoria de eliminação [19], secção I. 6.3, diz que π(W ) é uma subvariedade

irredut́ıvel de CN que é bem definido sobre Q, todo ponto c ∈ CN pode ser iden-

tificado como um sistema polinômial (F1, . . . , Fn) de (3.2). Este sistema tem uma
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solução não trivial se e somente se c pertence a variedade π(W ). Para todo c temos

dim(π(W )) ≤ dim(W ) = N − 1 ≤ dim(π−1(c)) + dim(π(W ))

Estas desigualdades podem ser vistas em [19], secção I. 6.3. Agora escolhemos

c = (F1, . . . , Fn) e F1, . . . , Fn−1 são as equações de (3.2) que têm um número finito

de zeros em Pn−1(C). Então escolhendo Fn que se anule exatamente em um destes

zeros e chamando de y ∈ Pn−1(C), temos que π−1(c) ={(c, y)} é uma varidade zero

dimensional. Para esta escolha particular de c ambas desigualdades se mantém com

a igualdade. Isto implica que dim(π(W )) = N − 1.

3.4 Algumas Propriedades de Resultantes a Várias

Variáveis

Agora vamos ver as principais propriedades de resutantes a várias variáveis.

As provas têm um ńıvel de tecnalidade usando ferramentas de Geometria Algébrica.

Como o nosso objetivo principal é o desenvolvimento do resultante como ferramenta

para resolução de sistemas de equações polinomiais, vamos omitir as provas destas

propriedades. Para ver as provas destas propriedades sugerimos [10], [12] e [13].

Propriedade 3.4.1. Para um j fixo entre 1 e n, o Resd1,...,dn(F1, . . . , Fn) é um

polinômio homogêneo nas variáveis uj,α, de grau d1d2 . . . dj−1dj+1 . . . dn isto é

Res(F1, . . . , λFj, . . . , Fn) = λd1...dj−1dj+1...dnRes(F1, . . . , Fn).

Além disso, o grau total do resultante é
∑n

j=1 d1 . . . dj−1dj+1 . . . dn.

Propriedade 3.4.2. Para i < j

Res(F1, . . . , Fi, . . . , Fj, . . . , Fn) = (−1)d1...dnRes(F1, . . . , Fj, . . . , Fi, . . . , Fn).

Propriedade 3.4.3. Existem polinômios A1, . . . An nas variáveis x1, . . . , xn de modo

que

Res(F1, . . . , Fn) = A1F1 + . . . + AnFn.
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O nosso próximo problema, é saber como calcular este polinômio que

representa o resultante a várias variáveis. De fato existem muitas maneiras de se

obter este polinômio. Assim no próximo caṕıtulo apresentaremos duas técnicas.
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4 CALCULANDO RESULTANTES

O objetivo deste caṕıtulo é calcular o resultante para o caso de polinômios

homogêneos em várias variáveis. Primeiramente vamos apresentar a fórmula de

Macaulay, que se baseia na teoria de Geometria Algébrica. Em seguida apresentare-

mos o algoritmo. Também desenvolveremos a fórmula de Poisson. Para as fórmulas

indicamos [3] e [24].

4.1 Como calcular os Resultantes Homogêneos?

Primeiramente vamos ilustrar o resultante para um caso particular. Em

seguida partiremos para o caso geral. Assim, considere o seguinte sistema de três

equações homogêneas de três variáveis:

F0 = a1x + a2y + a3z = 0

F1 = b1x + b2y + b3z = 0

F2 = c1x
2 + c2y

2 + c3z
2 + c4xy + c5xz + c6yz = 0.

Queremos calcular o Res1,1,2(F0, F1, F2). A idéia é multiplicar cada equação do sis-

tema por um monômio apropriado, então obter uma matriz quadrada cujo determinante,

nós podemos calcular. A questão é, quem são estes monômios e como obtê-los?

Tomamos o conjunto dos monômios de grau total igual a 2. Este con-

junto é formado por S ={ x2, xy, xz, y2, yz, z2}. Agora consideramos os seguintes

subconjuntos:

S0 = { monômios de grau 2; x divide estes } = { x2, xy, xz }
S1 = { monômios de grau 2; x não divide estes mas y divide } = {y2, yz }
S2 = { monômios de grau 2; x, y não dividem estes mas z2 divide } = {z2 }
Observe que S =

⋃
Si. Agora consideramos o seguinte sistema de equações:

x2/x · F0 = xy/x · F0 = xz/x · F0 = y2/y · F1 = yz/y · F1 = z2/z2 · F2 = 0
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que podemos reescrever como:

a1x
2 + 0 + 0 + a2xy + a3xz + 0 = 0

0 + a2y
2 + 0 + a1xy + 0 + a3yz = 0

0 + 0 + a3z
2 + 0 + a1xy + a2yz = 0

0 + b2y
2 + 0 + b1xy + 0 + b3yz = 0

0 + 0 + b3z
3 + 0 + b1xz + b2yz = 0

c1x
2 + c2y

2 + c3z
2 + c4xy + c5xz + c6yz = 0

Então obtemos um sistema de 6 equações. Usando o Maple vemos que

sistema acima possui uma solução não trivial. Denotando por M a matriz dos coe-

ficientes deste sistema, obtemos que det(M) = −a1R, onde R é um polinômio nas

variáveis ai, bi, ci. Como o sistema admite solução, o det(M) = 0. Se a1 6= 0, implica

que o polinômio R = 0. Por outro lado o Res1,1,2(F0, F1, F2) é um polinômio que

se anula nas variáveis ai, bi, ci. Isto implica que R é mútiplo do Res1,1,2(F0, F1, F2).

Assim o det(M) é diviśıvel pelo resultante, det(M) = Res1,1,2(F0, F1, F2) ×fator

estranho. No caso geral, provaremos como determinar este fator estranho e chegare-

mos na fórmula desejada.

Passamos agora para o caso geral. Sejam n+1 polinômios homogêneos

F0, . . . , Fn de n + 1 variáveis (x0, . . . , xn), onde o grau total de cada polinômio é di,

considere o sistema

F0(x0, . . . , xn) = . . . = Fn(x0, . . . , xn) = 0. (4.1)

Como vimos no caso particular, a idéia é multiplicar cada equação do sistema (4.1)

por um monômio apropriado. Então obtemos uma matriz quadrada cujo determi-

nante vai explicitar o resultante a menos de um fator, chamado de fator estranho.

Sejam F0, . . . , Fn ∈ K[x0, . . . , xn], de graus totais d0, . . . , dn, respectivamente então

seja

d =
n∑

i=0

(di − 1) + 1 =
n∑

i=0

di − n

e o conjunto S dos monômios xα = xa0
0 . . . xan

n de grau total d e dividimos então em

n + 1 subconjuntos como segue:
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S0 = { xα : | α |= d, xd0
0 divide xα}

S1 = { xα : | α |= d, xd0
0 não divide xα mas xd1

1 divide}
...

Sn = { xα : | α |= d, xd0
0 , ..., x

dn−1

n−1 não dividem xα mas xdn
n divide}

Observe que por construção, todos estes conjuntos Si são disjuntos, ou

seja, S =
⋃n

i=0 Si. Esta construção implica no seguinte resultado.

Proposição 4.1.1. Todo monômio de grau total d é diviśıvel por um xdi
i para algum

i ∈ {0, . . . , n}.

Prova: Seja x um monômio de grau total d, x = xβ0

0 xβ1

1 . . . xβn
n tal que β0+β1+ . . .+

βn = d. Vamos supor por absurdo que para todo i, xdi
i não divide x. Isto implica que

todas as potências βi de xi em x são menores que di. Mas d = d1 + d2 + . . . + dn <

β1 + β2 + . . . + βn = d.

Proposição 4.1.2. O número de monômios em Sn é exatamente d0 . . . dn−1.

Prova: Considere a seguinte afirmação: Dados inteiros a0, a1, . . . , an−1 com 0 ≤ ai ≤
di − 1 existe um único an de modo que xa0

0 . . . xan
n ∈ Sn. Para provar a existência

considere os inteiros a0, a1, . . . , an−1. Existe um inteiro an tal que a0 + a1 + . . . +

an−1 + an = d. Segue que xa0
0 . . . xan

n tem grau total d. Pela proposição (4.1.1) ele

deve pertencer para algum Si com 0 ≤ i ≤ n. Sabendo que 0 ≤ ai ≤ di − 1 < di

então xd0
0 , xd1

1 , . . . , x
dn−1

n−1 não dividem xa0
0 . . . xan

n como este tem grau d implica que

xa0
0 . . . xan

n ∈ Sn. Para a unicidade vamos supor que existe a′n tal que xa0
0 . . . x

a′n
n ∈ Sn.

Como xa0
0 . . . xan

n e xa0
0 . . . x

a′n
n tem o mesmo grau d então a0 + . . .+an = a0 + . . .+a′n,

logo an = a′n. Assim, para cada escolha de a0, a1, . . . , an−1 com 0 ≤ ai ≤ di−1, existe

um único monômio com grau total d que pertence a Sn. Pelo prinćıpio multiplicativo,

existem exatamente d0d1 . . . dn−1 tais escolhas.
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Assim reescrevemos o sistema de equações (4.1) por:





xα/xd0
0 .F0 = 0 para xα ∈ S0

...

xα/x
dj

j .Fj = 0 para xα ∈ Sj

...

xα/xdn
n .Fn = 0 para xα ∈ Sn

(4.2)

Proposição 4.1.3. O sistema (4.2) tem N equações e N variáveis, onde

N =


 d + n

n


 .

Prova: Fi tem grau total di, segue que xα/xdi
i .Fi tem grau total d. Então cada

polinômio do lado esquerdo de (4.2) pode ser escrito como uma combinação linear

dos monômios de grau total d. Sabendo que o número de monômios de grau total

d em n + 1 variáveis é o coeficiente binômial N =


 d + n

n


 , então observe que

o número total de equações é o número de elementos de S0 ∪ . . . ∪ Sn que também

é N. Assim considerando os monômios de grau total d como variáveis, obtemos um

sistema de N equações e N variáveis.

Vamos representar o determinante dos coeficientes da matriz N ×N da

equação (4.2) por Dn. O determinante Dn é claramente um polinômio de coeficientes

de Fi.

Proposição 4.1.4. O polinômio Dn é homogêneo de grau d0 . . . dn−1.

Prova: Pela proposição (4.1.2) o número de elementos em Sn é exatamente d0 . . . dn−1.

Assim se multiplicarmos cada coeficiente de Fn por λ ∈ C temos que Dn ficará mul-

tiplicado por λd0...dn−1 . Logo Dn é homogêneo.
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Proposição 4.1.5. Dn é diviśıvel pelo resultante, ou seja, Dn = Res × fator

estranho.

Prova: Primeiramente vamos provar que Dn se anula quando F0 = . . . = Fn = 0

tem uma solução não trivial. Se os Fi todos se anulam para (r0, . . . , rn) 6= (0, . . . , 0)

então os monômios de grau total d em (r0, . . . , rn) geram uma solução não triv-

ial para o sistema (4.1), logo implica que o determinante Dn se anula. Pensando

geometricamente, provamos que o espaço dimensional CN formado pelas coorde-

nadas cij com 1 ≤ i, j ≤ N do polinômio Dn se anula no conjunto { (cij); 1 ≤ i, j ≤ N

: (4.1) tem solução não trivial } ⊂ CN . Mas isto é equivalente pelo teorema (3.3.1)

no anulamento do Resd0,...,dn(F0, . . . , Fn), então Dn se anula no conjunto

V(Resd0,...,dn(F0, ..., Fn)) ⊂ CN .

Isto significa que Dn ∈ I(V(Resd0,...,dn(F0, . . . , Fn) =
√

< Resd0,...,dn(F0, . . . , Fn) >.

Esta igualdade é válida pela proposição (2.3.1).

Mas o Resd0,...,dn(F0, . . . , Fn) é irredut́ıvel que implica em

√
< Resd0,...,dn(F0, . . . , Fn) > =< Resd0,...,dn(F0, . . . , Fn) > .

Isto prova que Dn ∈< Resd0,...,dn(F0, . . . , Fn) > . Isto segue que Dn é um mútiplo

do Resd0,...,dn(F0, . . . , Fn).

Proposição 4.1.6. Seja E ∈ Z[u] irredut́ıvel e não constante. Se F ∈ Q[u] de

modo que D = E · F ∈ Z[u], então F ∈ Z[u].

Prova: Podemos encontrar um inteiro positivo m tal que mF ∈ Z[u]. Então apli-

cando a fatoração única para mD = E ·mF, vemos que m
D

E
= mF. Já que E ∈ Z[u],

logo F =
D

E
∈ Z[u].

Proposição 4.1.7. O fator estranho de (4.1.5) é um polinômio inteiro de coefi-

cientes de F 0, ..., F n−1, onde F i = Fi(x0, ..., xn−1, 0)

Prova: O determinante Dn é um polinômio em Z[ui,α], e também sabemos que o

Res ∈ Z[ui,α]. Pela proposição (4.1.5) temos que o fator estranho deve pertencer
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a Q[ui,α], pois dividindo Dn pelo Res obtemos coeficientes racionais. Denotando

o fator estranho por En, sabemos que o Res é irredut́ıvel em Z[ui,α], assim pela

proposição (4.1.6) implica que En ∈ Z[ui,α]. Como o Res e Dn tem o mesmo grau

d0 . . . dn−1 nos coeficientes de Fn, segue que En tem grau zero nos coeficientes de Fn,

então En depende somente dos coeficientes de F 0, . . . , F n−1.

Note que a proposição (4.1.5) fornece um método para calcular o resul-

tante. Pois basta fatorar o polinômio Dn em fatores lineares. Os fatores irredut́ıveis

de Dn serão os candidatos ao resultante. Infelizmente, este método é impraticável

devido ao fato de que a fatoração de várias variáveis, é um problema muito complexo,

especialmente para polinômios grandes como Dn.

Os conjuntos S0, . . . , Sn e o determinante Dn dependem de como as

variáveis x0, . . . , xn são ordenadas. De fato, a notação Dn foi escolhida para enfatizar

a variável xn vir a ser a última. Se fixarmos i entre 0 e n− 1 e ordenar as variáveis

então xi torna-se a última, assim obtemos conjuntos S0, . . . , Sn levemente diferentes

e sistemas da equação (4.2)levemente diferentes. Vamos denotar Di o determinante

deste sistema de equações.

Proposição 4.1.8. Sejam F0, . . . , Fn polinômios universais (Fi ∈ Z[u]). Então o

resultante é o máximo divisor comum dos polinômios D0, . . . , Dn no anel Z[ui,α],

isto é,

Res = MDC(D0, . . . , Dn).

Prova: Para cada i, existe muitas escolhas para Di ( correspondendo a (n − 1)!

formas de ordenar as variáveis para xi ser a última). Temos que mostrar que não

importa a escolha da ordem para Di, o MDC(D0, . . . , Dn) é o resultante. Pela

proposição (4.1.5) sabemos que o Res divide Dn, e o mesmo é claramente verdadeiro

para D0, . . . , Dn−1. Além disso o argumento utilizado na prova mostrou que Di =

Res.Ei, onde Ei ∈ Z[ci,α], não envolve os coeficientes de Fi. Segue que o

MDC(D0, . . . , Dn) = Res.MDC(E0, . . . , En).
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Assim cada Ei não envolve as variáveis ui,α, o MDC a direita deve ser constante,

isto é um inteiro. De qualquer modo já que os coeficientes de Dn são relativamente

primos, logo este inteiro deve ser ±1.

4.2 A Fórmula de Macaulay

Nesta secção vamos determinar o fator estranho da proposição (4.1.5).

Esse resultado é devido a Macaulay [16].

Definição 4.2.1. Sejam d0, . . . , dn os graus de F0, . . . , Fn e d =
∑n

i=0 di − n.

i) Um monômio xα de grau total d é reduzido se xdi
i divide xα para exatamente um

i.

ii)D′
n é o determinante de uma submatriz de coeficientes da matriz (4.2) obtida por

eliminação de todos as linhas e colunas correspondente aos monômios reduzidos xα.

Exemplo 4.2.1. O Res1,1,2(F0, F1, F2) no ińıcio da secção (4.1), temos que (d0, d1, d2)

= (1, 1, 2) e que n = 2. D2 é o determinante dos coeficientes da matriz 6× 6. Assim

todos os monômios de grau 2 são reduzidos exceto xy. E D′
2 = a1 corresponde a

submatriz obtida deletando todas as linhas e colunas exceto a 2 linha e a 4 coluna.

Uma observação importante, é que podemos representar D′
n como: D′

n =

det


 ∗ E1

E2 0


 = ±det(E1)× det(E2), onde E1 e E2 são submatrizes da matriz nos

coeficientes definida em (4.2).

A observação de Macaulay [16], é de que o fator estranho é exatamente

dado por D′
n, ou seja :

Teorema 4.2.1. Sejam F0, ..., Fn polinômios universais (Fi ∈ Z[u]), o resultante é

dado por

Res =
Dn

D′
n

desde que D′
n 6= 0, onde Dn e D′

n são bem definidos nas secções (4.1) e (4.2)

respectivamente.
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Uma prova moderna desse resultado pode ser encontrado em [12]. A

seguir esboçamos uma prova algébrica que não precissa de resultados geométricos.

Essa prova é baseada no artigo [4].

Dem: Sejam os polinômios homogêneos F0, . . . , Fn de graus d0, . . . , dn, onde cαi
são

os coeficientes de cada monômio xα de Fi com α = di. Primeiramente provaremos

que D′
n divide Dn. Para isto, usamos o seguinte truque: considere o anel B = Z[uαi

]

com αi = di, onde uαi
são variáveis novas dos polinômios

Fi =
∑

αi=di

uαi
xαi

i .

Seja Du a matriz da transformação linear, que associa cada Fui
com Fi. Considere

A = Z[cαi
, uαi

], e considere a matriz M(c, u) com coeficientes em A dada por:

M(c, u) =


 ∗ D

Du 0


 .

É fácil de ver aquele det(M(c, c)) = Dn, e por causa do lema (4.2.2) abaixo, temos

que det(E1) divide det(M(c, u)) em A.Transpondo M(c, u) e usando um argumento

simétrico, novamente pelo mesmo lema, podemos concluir aquele det(Eu
2 ) divide

det(M(c, u)) em A. O anel A é um domı́nio fatorial e det(E1) e det(Eu
2 ) não têm

fatores comuns em A, porque eles dependem de variáveis diferentes. Assim, temos

det(M(c, u)) = p(c, u)det(E1)det(Eu
2 )

para algum p ∈ A. Agora, especificamos uαi
→ cαi

. O fato que det(M(c, c)) é

múltiplo do resultante foi demonstrado na proposição (4.1.5) . Por outro lado, desde

que o Resultante é irredut́ıvel e depende de todos os coeficientes de Fi, enquanto

det(E1) e det(E2) não dependem dos coeficientes de Fn, conclúımos que o resultante

divide p(c, c). Além disso, o lema (4.2.1)a seguir, diz que eles têm o mesmo grau.

Então, a razão deles é um número racional λ. Podemos ver aquele λ = ±1, assim

Res =
det(M(c, c))

det(E1)× det(E2)
=

Dn

D′
n
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Exemplo 4.2.2. Considerando o Resd0,d1,d2(F0, F1, F2) do ińıcio da secção (4.1),

temos que D2 é o determinante do sistema de 6 equações e D′
2 = a1. Então pelo

teorema (4.2.1) o Resd0,d1,d2(F0, F1, F2) é igual a a2
1b

2
2c3 + a2

1b
2
3c2 − 2a1a2b1b2c3 +

a1a2b1b3c6 +a1a2b2b3c5−a1a2b
2
3c4 +a1a3b1b2c6−2a1a3b1b3c2−a1a3b

2
2c5 +a1a3b2b3c4 +

a2
2b

2
1c3−a2

2b1b3c5 +a2
2b

2
3c1−a2a3b

2
1c6 +a2a3b1b2c5 +a2a3b1b3c4−2a2a3b2b3c1 +a2

3b
2
1c2−

a2
3b1b2c4 + a2

3b
2
2c1.

Lema 4.2.1. O grau(Dn) é igual grau(Res) + grau(E1) + grau(E2)

= d1 . . . di−1di+1 . . . dn + grau(E1) + grau(E2)

A prova deste lema é, em linhas gerais, análogo ao lema(5.3.1) do

próximo caṕıtulo, com o cuidado de que devemos fazer uma expansão de Laplace

para reduzir o problema a 3 variáveis.

Lema 4.2.2. Seja A um anel e M uma matriz quadrada com os coeficientes em A

com a seguinte estrutura: M =


 M1 D

M2 0


 , onde M1,M2 são matrizes retangu-

lares. Então existe um elemento m ∈ A tal que

det(M) = m det(E1).

A prova deste lema será omitida, pelo fato de ser um resultado que

pode ser provado usando ferramentas da Álgebra Linear. Sugerimos o artigo [4]

para demonstração.

Existem dois fatos importantes deste lema: o primeiro é que D é uma

matriz que representa uma transformação linear e E1 uma submatriz apropriada de

D. No nosso caso, D representará o resultante numa base de monômios e o segundo,

é que o det(E1) divide o det(M).

Aplicando todos estes resultados vamos agora obter um algoritmo para

calcular o resultante.
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4.2.1 O Algoritmo

Agora vamos apresentar um algoritmo para determinar o resultante

de polinômios homogêneos em várias variáveis. Considere F0, . . . , Fn polinômios

homogêneos de graus d0, . . . , dn nas variáveis x0, . . . , xn. Assim de forma análoga

a secção (4.1) considere o conjunto S = { xα = xa0
0 . . . xan

n ; | α |= d }. Onde

d =
∑n

i=0(di − 1) + 1 =
∑n

i=0 di − n.

Agora considere os subconjuntos disjuntos de S :

S0 = { xα : | α |= d, xd0
0 divide xα}

S1 = { xα : | α |= d, xd0
0 não divide xα mas xd1

1 divide}
...

Sn = { xα : | α |= d, xd0
0 , ..., x

dn−1

n−1 não dividem xα mas xdn
n divide}.

O algoritmo de Macaulay [24], segue os passos da teoria desenvolvida

nas secções anteriores. Portanto, seus passos estão bem justificados pelos resultados

provados lá.

Algoritmo Macaulay

1. T ← S, M = ∅.

2. Para i variando de 0 a n faça:

2.1 U ← {u ∈ T : xdi
i | u}, Si = {u/xdi

i : u ∈ U}, T ← T\U ;

2.2 Calcule M ← M
⋃{uPi : u ∈ Si}

Pare.

3. Para i variando de 0 a n - 1 faça:

Ni ={ u ∈ Si : ∃j, i + 1 ≤ j ≤ n,3 x
dj

j | u }.
Pare.

4. Seja N ← N0

⋃
. . .

⋃
Nn−1

Se N = ∅, então N ← (1);(N é uma submatriz de M)

5. R =
det(M)

det(N)
.
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Exemplo 4.2.3. Considere o seguinte sistema:

F0 = a1x
2
0 − a2x

2
1 = 0

F1 = b1x
2
0 − b2x

2
1 + b3x0x1 = 0

F2 = x0 − x1 − x2 = 0

Usando o algoritmo, temos que: d = d0 + d1 + d2 − n = 2 + 2 + 1 − 2 = 3. Assim

S = {xα ; | α |= 3 : x3
0, x3

1, x3
2, x0x

2
1, x2

0x1, x0x
2
2, x2

0x2, x1x
2
2, x2

1x2, x0x1x2}.
Os conjuntos Si são:

S0 = {xα ∈ S; x2
0 divide : x3

0, x2
0x1, x2

0x2},
S1 = {xα ∈ S; x2

0 não divide, mas x2
1 divide : x3

1, x0x
2
1, x2

1x2},
S2 = {xα ∈ S; x2

0 e x2
1 não dividem, mas x2 divide : x3

2, x0x
2
2, x1x

2
2, x0x1x2}.

Pelo passo 2 do algoritmo, temos que:

x0F0 = x1F0 = x2F0 = x1F1 = x0F1 = x2F1 = x2F2 = x0x2F2 = x0x1F2 = x1x2F2 = 0,

que implica num sistema de tamanho N×N, onde N =


 d + n

n


 =


 3 + 2

2


 =

5!

2!3!
= 10. Ou seja, temos um sistema de 10 equações e 10 variáveis.

a1x
3
0 − a2x0x

2
1 + 0 + . . . + 0 = 0

a1x
2
0x2 − a2x

2
1x2 + 0 + . . . + 0 = 0

a1x
2
0x1 − a2x

3
1 + 0 + . . . + 0 = 0

b1x
3
0 − b2x0x

2
1 + b3x

2
0x1 + . . . + 0 = 0

b1x
2
0x2 − b2x

2
1x2 + b3x0x1x2 + . . . + 0 = 0

b1x
2
0x1 − b2x

3
1 + b3x0x

2
1 + . . . + 0 = 0

x2
0x2 − x0x1x2 − x0x

2
2 + . . . + 0 = 0

x2
0x1 − x0x

2
1 − x0x1x2 + . . . + 0 = 0

x0x1x2 − x2
1x2 − x1x

2
2 + . . . + 0 = 0

x0x
2
2 − x1x

2
2 − x3

2 + . . . + 0 = 0

Reorganizando este sistema, como um produto matricial, dos coeficientes

pelas variáveis {x3
0, x2

0x2, x2
0x1, x0x

2
1, x0x1x2, x0x

2
2, x2

1x2, x3
1, x1x

2
2, x3

2}, temos pelo

algoritmo que a matriz dos coeficientes é:
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M =




a1 0 0 −a2 0 0 0 0 0 0

0 a1 0 0 0 0 −a2 0 0 0

0 0 a1 0 0 0 0 −a2 0 0

b1 0 b3 −b2 0 0 0 0 0 0

0 b1 0 0 b3 0 −b2 0 0 0

0 0 b1 0 0 b3 0 −b2 0 0

0 1 0 0 −1 −1 0 0 0 0

0 0 1 −1 −1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 −1 0 −1 0

0 0 0 0 0 1 0 0 −1 −1




.

Os passos 3 e 4 do algoritmo, determinam a submatriz de M, através

dos monômios reduzidos. Pela definição os monômios reduzidos são os monõmios de

grau 3 que são diviśıveis por xdi
i , para exatamente um i, ou seja, são os monômios que

têm apenas um dos seguintes divisores: x2
0, x2

1 ou x2. Logo os monômios reduzidos

são: x2
0x2 e x2

1x2. Então eliminamos todas as linhas e colunas da matriz M, exceto

a segunda e quinta linhas com a segunda e sétima colunas. Assim a submatriz N de

M é:

N =


 a1 −a2

b1 −b2




Então pelo passo 5 do algoritmo, o resultante é dado por

Res2,2,1(F1, F2, F3) = b2
2a

2
1 − 2a1b2a2b3 − 2a1b2a2b1 − a1a2b

2
3 + a2

2b
2
3 + 2a2

2b3b1 + a2
2b

2
1.
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4.3 Fórmula de Poisson

Existem muitas maneiras de calcular o resultante em várias variáveis.

Na secção anterior apresentamos uma destas maneiras. O que vamos fazer agora é

apresentar mais uma fórmula para o cálculo do resultante.

4.3.1 Fórmula de Poisson em uma Variável

Considere f, g dois polinômios em K[x]

f =
n∑

i=0

fix
i, g =

m∑
i=0

gix
i

de graus n,m respectivamente. Suponhamos que suas ráızes são α1, . . . , αn e β1, . . . , βm.

Então o resultante é dado por

Res(f, g) = fm
n

n∏
i=1

g(αi) = (−1)mngn
m

m∏
j=1

f(βj) = fm
n gn

m

n∏
i=1

m∏
j=1

(αi − βj) (4.3)

Exemplo 4.3.1. Sejam f(x) = f0x + f1 e g(x) = g0x + g1, com f0, g0 6= 0. Usando

a definição do caṕıtulo 3, temos que:

Res(f, g) := det


 fo g0

f1 g1


 = f0g1 − f1g0.

Usando a fórmula de Poisson, reescrevemos o resultante como:

Res(f, g) = f0g1 − f1g0 = f0g0(
g1

g0

− f1

f0

), onde
g1

g0

e
f1

f0

são as ráızes de f e g

respectivamente.

A prova algébrica deste resultado pode ser vista no caṕıtulo 3. Nesta

fórmula fica claro que o resultante de f e g é nulo se e somente se f e g têm uma

raiz em comum.

O que vamos fazer agora é esboçar uma prova mais geométrica, para

em seguida, entender melhor a fórmula de Poisson em várias variáveis.
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Como já provamos a equação (4.3), então provaremos apenas a primeira

igualdade. Para entender a fórmula Res(f, g) = fm
n

∏n
i=1 g(αi), usaremos resultados

do caṕıtulo 2.

Deste modo considere a álgebra quociente Af = K[x]/ < f > e a função

definida por: mg([h]) = [g]·[h] = [gh] ∈ Af , onde [h] ∈ Af é um subconjunto dos h ∈
K[x]. Pensando em termos de resto da divisão por f, então podemos considerar Af

como consistindo por todos os polinômios h de grau < n, e sobre esta interpretação,

mg[h] é o resto de gh na divisão por f. Assim temos o seguinte resultado.

Proposição 4.3.1. Res(f, g) = fm
n det(mg : Af −→ Af ).

Prova: Note que Af é um espaço vetorial sobre K de dimensão n. Considere

mg : (Af −→ Af ) uma transformação linear. Na Álgebra Linear, dizemos que o

det(mg) é definido como o determinante de uma matriz M que representa a trans-

formaçao linear mg. Desde que M e mg têm os mesmos autovalores, segue que o

det(mg) é o produto dos autovalores de mg, incluindo as multiplicidades.

No caso especial quando g(α1), . . . , g(αn) são distintos, podemos provar

o nosso resultado usando a teoria do caṕıtulo 2. Sabendo que V(f) = {α1, . . . , αn},
segue do teorema (2.3.2) do caṕıtulo 2, que os números g(α1), . . . , g(αn) são os au-

tovalores de mg. Desde que estes são distintos e Af tem dimensão n segue que os

autovalores têm multiplicidade 1, então det(mg) = g(α1) . . . g(αn), como desejava-

mos.

4.3.2 Fórmula de Poisson em Várias Variáveis

A fórmula de Poisson pode ser generalizada pelo seguinte teorema. Se-

jam os polinômios homogêneos F0, . . . , Fn ∈ C[x0, . . . , xn] de graus d0, . . . dn.

Considere a seguinte deshomogeneização:

fi(x0, . . . , xn−1) = Fi(x0, . . . , xn−1, 1) F i(x0, . . . , xn−1) = Fi(x0, . . . , xn−1, 0) (4.4)

Note que F 0, . . . , F n−1 são polinômios em C[x0, . . . , xn−1] de graus d0, . . . dn−1.
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Teorema 4.3.1. (Fórmula de Poisson) Se o Res(F 0, . . . , F n−1) 6= 0, então o

anel quociente A = C[x0, . . . , xn−1]/ < f0, . . . , fn−1 > tem dimensão d0 . . . dn−1

como espaço vetorial sobre C, e

Res(F0, . . . , Fn) = Res(F 0, . . . , F n−1)
dndet(mfn : A −→ A),

Onde mfn : A −→ A é transformação linear dada pela multiplicação por fn.

Dem: Primeiramente vamos mostrar que o anel A tem dimensão finita sobre o

espaço vetorial C quando o Res(F 0, . . . , F n−1) 6= 0. A idéia crucial é pensar em ter-

mos do espaço projetivo Pn(C). Podemos decompor Pn(C) em dois pedaços usando

xn: o espaço afim Cn ⊂ Pn(C) definido por xn = 1, e o hiperplano das soluções no

infinito Pn−1(C) definido por xn = 0. Notemos que as variáveis x0, . . . , xn−1 têm duas

funções: elas são coordenadas de Cn ⊂ Pn(C), e elas são coordenadas homogêneas

para o hiperplano das soluções no infinito.

As equações F0 = . . . = Fn−1 = 0 determinam a variedade projetiva

V⊂ Pn(C). Por (4.4) f0 = . . . = fn−1 = 0 definem a parte afim Cn∩ V⊂ V e

F 0 = . . . = F n−1 = 0 definem o hiperplano no infinito Pn−1(C)∩ V ⊂ V. Assim por

hipotese Res(F 0, . . . , F n−1) 6= 0 implica que não existem soluções no infinito, em

outra palavras, a variedade projetiva V está contida em Cn ⊂ Pn(C). Usando um

resultado da geometria algébrica:

Se a variedade projetiva em Pn(C) está contida em um espaço afim Cn ⊂ Pn(C),

então a variedade projetiva deve consistir em um conjunto finito de pontos. Ver [19]

(caṕıtulo 1).

Aplicando para V, isto nos diz que V deve ser um conjunto finito de

pontos. Como C é algebricamente fechado e V ⊂ Cn é definido por f0 = . . . =

fn−1 = 0, o Teorema da Finitude do caṕıtulo 2, implica que A = C[x0, . . . , xn−1]/

< f0, . . . fn−1 > tem dimensão finita sobre C. Assim det(mfn : A −→ A) define esta

transformação.

Considerando as equações F0 = . . . = Fn−1 = 0 com graus d0, . . . , dn−1,

respectivamente e o número finito de soluções em Pn(C), então, pelo teorema de
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Bezout, que nos fornece o número de soluções, a partir dos graus destas equações,

logo número de soluções, incluindo multiplicidades é d0 . . . dn−1.

Isto nos diz que V tem d0 . . . dn−1 pontos, incluindo multiplicidades. Como V ⊂ Cn

é definido por f0 = . . . = fn−1 = 0, pela proposição(2.3.3) do caṕıtulo 2 implica

que o número de pontos de V, incluindo multiplicidades é a dimensão de A. Deste

modo, o teorema de Bezout mostra que dim(A) = d0 . . . dn−1.

Agora vamos explicar porque o Res(F 0, . . . , F n−1)
dndet(mfn) comporta-

se como o resultante. O primeiro passo é mostrar que det(mfn) anula se e somente

se F0 = . . . = Fn = 0 tem uma solução em Pn(C). Se temos uma solução p,

então p ∈V deste modo F0(p) = . . . Fn(p) = 0. Mas V ⊂ Cn então podemos es-

crever p = (a0, . . . an−1, 1), e fn(a0, . . . , an−1) = 0 desde Fn(p) = 0. Então pelo

teorema(2.3.2) do caṕıtulo 2 nos diz que fn(a0, . . . , an−1) = 0 é um autovalor de

mfn , que prova que o det(mfn) = 0. Se det(mfn) = 0, então um dos autovalores

deve ser zero. Assim os autovalores são fn(p) para p ∈V, novamente pelo teorema

(2.3.2) do caṕıtulo 2 temos que fn(p) = 0 para algum p. Escrevendo p da forma

(a0, . . . , an−1, 1) obtemos uma solução não trivial de F0 = . . . Fn = 0.

Finalmente mostraremos que Res(F 0, . . . , F n−1)
dndet(mfn) tem a pro-

priedade homogênea dada no caṕıtulo 3 na secção(3.4). Substituindo Fj por um

λFj para algum j < n e λ 6= 0 então λF j = λF j, e nem A e nem mfn são afetados.

Assim

Res(F 0, . . . , λF j, . . . , F n−1) = λd0...dj−1dj+1...dn−1Res(F 0, . . . , F j, . . . , F n−1)

obtemos a potência desejada de λ por causa do expoente dn da fórmula do teorema.

Por outro lado se substituirmos Fn por λFn então o Res(F 0, . . . , F n−1) e A são

modificados, enquanto que mfn torna-se λmfn . Assim det(λmfn) = λdim(A)det(Mfn)

isto segue o resultado, pois A tem dimensão d0 . . . dn−1.
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Exemplo 4.3.2. Sejam f(x) = x3 +x−1 e g(x) = 2x2 +3x+7. Queremos calcular

o Res(f, g) usando a fórmula de Poisson. Usando a definição (3.1.2), temos que o

resultante é dado por:

Res(f, g) = det




1 0 2 0 0

0 1 3 2 0

1 0 7 3 2

−1 1 0 7 3

0 −1 0 0 7




= 159.

Então temos que obter o mesmo resultado por Poisson. Pela fórmula

de Poisson, temos que Res(f, g) = fm
n det(mg : Af −→ Af ). Assim o resultante é

Res(f, g) = (1)2det(mg : Af −→ Af ). Sabendo que Af = C[x]/ < f >= {c0 + c1x +

c2x
2 : ci ∈ C} para determinar o det(mfn : Af −→ Af ) basta tomar o resto da

divisão de (c0 + c1x + c2x
2)× (2x2 + 3x + 7) por x3 + x− 1.

Fazendo as contas temos que o resto da divisão é dado por

7c0 + 2c1 + 3c2 + (3c0 + 5c1 − c2)x + (2c0 + 3c1 + 5c2)x
2.

Assim a transformação que associa

(c0, c1, c2) −→ (7c0 + 2c1 + 3c2, 3c0 + 5c1 − c2, 2c0 + 3c1 + 5c2)

é dada pelo

det




7 2 3

3 5 −1

2 3 5


 = 159.

Então Res(f, g) = (1)2det(mg : Af −→ Af ) = 159.
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5 APLICAÇÕES

O objetivo deste caṕıtulo é fazer aplicações da teoria de resultantes.

Primeiramente vamos resolver sistemas de equações polinomiais usando a teoria

de resultantes, em seguida demonstraremos o Teorema de Bezout para um caso

particular. A prova geral deste teorema pode ser encontrada em [19].

5.1 Sistemas de duas variáveis

Como uma primeira aplicação simples de resultantes, vamos demonstrar

como um sistema de duas equações com duas variáveis pode ser resolvido, ou pelo

menos reduzido a uma variável. Para esta secção indicamos o livro [5].

Considere f(x, y) = g(x, y) = 0, com f, g ∈ K[x, y]. Podemos ocultar

a variável y como coeficientes e pensar em f, g ∈ K[y][x]. Denotando n,m os res-

pectivos graus de f, g na variável x. Então, o resultante Resn,m(f, g) na variável x,

denotado por Res(f, g)x vai ser um polinômio em y, que se anulará em todo y0 se

existir um x0 tal que f(x0, y0) = g(x0, y0) = 0.

Exemplo 5.1.1. Considere f(x, y) = x2 + y2 − 10, g(x, y) = x2 + 2y2 + xy − 16.

Reescrevemos f(x, y) = x2 + 0x + (y2 − 10), g(x, y) = x2 + yx + (2y2 − 16). Então

o resultante de f, g é igual

Res2,2(f, g)x = det




1 0 1 0

0 1 y 1

y2 − 10 0 2y2 − 16 y

0 y2 − 10 0 2y2 − 16




Res2,2(f, g)x = −22y2 + 2y4 + 36 = 2(y + 3)(y − 3)(y2 − 2).

Este polinômio em y, tem exatamente quatro ráızes y0 = −3, 3,
√

2,−√2.
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Retomamos o sistema inicial:

f(x, y) = x2 + y2 − 10 = 0

g(x, y) = x2 + 2y2 + xy − 16 = 0

e fazendo f(x, y)− g(x, y) = 0, obtemos:

y2−10−2y2−xy+16 = 0 −→ −y2−xy+6 = 0 −→ x =
6− y2

y
. Então substituindo

as ráızes y0 = −3, 3,
√

2,−√2, temos x0 = 1,−1, 2
√

2,−2
√

2.

Note que f(x, y0) = 0 também será satisfeito devido ao resultante se

anular. Então existe precisamente uma solução x0 para cada y0. Assim temos o

seguinte resultado.

Teorema 5.1.1. Sejam f(x, y) =
∑n

i=1 fi(y)xi, g(x, y) =
∑m

i=1 gi(y)xi polinômios

em K[x, y], tal que fi, gi ∈ K[y], com fn e gm não nulos. Seja y0 uma raiz do

resultante Res(f, g)x ∈ K[y]. Se ocorrer de fn(y0) 6= 0 ou gm(y0) 6= 0, existe um

x0 ∈ K de modo que f(x0, y0) = g(x0, y0) = 0.

Dem: Observe que os polinômios f e g, são vistos como polinômios na variável x.

Como o Res(f, g)x é um polinômio em y e existe um y0 tal que

Res(f, g)x(y0) = 0.

Então substituindo y0 em f e g, e como fn(y0) 6= 0 ou gm(y0) 6= 0, segue pelo teorema

(3.1.1) que f e g têm um fator não constante em comum. Que implica na existência

de um x0 de modo que f(x0, y0) = g(x0, y0) = 0.
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5.2 Resolvendo Equações via Resultantes

A idéia básica é utilizar o u−Resultante, teoria desenvolvida por van

der Waerden.

Sejam F1, . . . , Fn polinômios homogêneos de graus d1, . . . , dn, respectivamente,

nas variáveis x0, . . . , xn. Queremos encontrar uma solução não trivial para o sistema

de equações

F1 = . . . = Fn = 0 (5.1)

Considerando o sistema (5.1), vamos adicionar a este sistema outra

equação polinômial homogênea F0 = 0, assim obtemos n + 1 equações homogêneas

em n + 1 variáveis, onde

F0 = u0x0 + . . . + unxn (5.2)

tais que, u0, . . . , un são variáveis independentes. Assim podemos calcular o resul-

tante Res1,d1,...,dn(F0, F1, . . . , Fn) que é chamado de u−Resultante. Antes da teoria

geral de u−Resultante vamos fazer um exemplo.

Exemplo 5.2.1. Sejam

F1 = x2
1 + x2

2 − 10x2
0 = 0

F2 = x2
1 + x1x2 + 2x2

2 − 16x2
0 = 0

Este sistema é a interseção de um ćırculo e uma elipse em P2(C). Sabemos, pelo

teorema de Bezout, que será demonstrado na próxima secção, que existem 4 soluções.

Para encontrarmos vamos adicionar a equação

F0 = u0x0 + u1x1 + u2x2 = 0

Assim calculando o Res1,2,2(F0, F1, F2) = (2u4
0 + 16u4

1 + 36u4
2 − 80u3

1u2 + 120u1u
3
2 −

18u2
0u

2
1 − 22u2

0u
2
2 + 52u2

1u
2
2 − 4u2

0u1u2). Fatorando este polinômio, usando o Maple

podemos reescrever o resultante como: Res1,2,2(F0, F1, F2) = (u0+u1−3u2)(u0−u1+

3u2)(u
2
0−8u2

1−2u2
2−8u1u2) = (u0+u1−3u2)(u0−u1+3u2)(u0+2

√
2u1+

√
2u2)(u0−

2
√

2u1 −
√

2u2). Os coeficientes dos fatores lineares do Res1,2,2(F0, F1, F2) são da-

dos por 4 pontos: (1, 1,−3)(1,−1, 3)(1, 2
√

2,
√

2)(1,−2
√

2,−√2) em P2(C). Estes
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4 pontos são as soluções de F1 = F2 = 0. Note que há mais soluções em C3, pelo

fato de que estamos determinando todas as soluções no espaço afim C2 ⊂ P2(C),

definidas por x0 = 1. Assim poderiamos definir x0 = 2 e as soluções determi-

nadas por este espaço também serão soluções, pois são coordenadas homogênenas

da soluções definidas por x0 = 1.

Agora vamos generalizar a idéia de u−Resultante. Assim como pode-

mos homogeneizar as equações polinomiais, também podemos deshomogeneizar pela

substituição de x0 = 1. Assim definimos:

fi(x1, . . . , xn) = Fi(1, x1, . . . , xn) F i(x1, . . . , xn) = Fi(0, x1, . . . , xn) (5.3)

Note que cada fi tem grau no máximo di, com 0 ≤ i ≤ n. Dentro de

Pn(C) temos o espaço afim Cn ⊂ Pn(C) definido por x0 = 1, e as soluções do sistema

de equações

f1 = . . . = fn = 0 (5.4)

são precisamente as soluções de (5.1) que pertencem a Cn ⊂ Pn(C). Similarmente,

uma solução não trivial das equações homogêneas

F 1 = . . . = F n = 0

pode ser considerada como solução que pertence ao ∞ . Nós dizemos que (5.3)

não tem solução no ∞, se F 1 = . . . = F n = 0 não tem solução não trivial. Pelo

teorema(3.3.1) do caṕıtulo 3 é equivalente afirmar que o Res(F 1, . . . , F n) 6= 0.

Proposição 5.2.1. Sejam f1 = . . . = fn = 0 definidas em (5.3) de graus total no

máximo d1, . . . , dn, sem soluções no ∞, e todas soluções de multiplicidade 1. Se

f0 = u0 + u1x1 + . . . + unxn, é a deshomogeneização de (5.2)(x0 = 1), tais que,

u0, . . . , un são variáveis independentes, então existe uma constante não nula C tal

que

Res1,d1,...,dn(f0, f1, . . . , fn) = C
∏

p∈V (f1,...,fn) f0(p).
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Dem: O teorema é uma adaptação da fórmula de Poisson.

Seja C = Resd1,...,dn(F 1, . . . , F n), que não é nulo por hipótese. Como os coefi-

cientes de f0 são as variáveis u0, . . . , un, precisamos trabalhar sobre o corpo K =

C[u0, . . . , un] de funções racionais em u0, . . . , un. Consequentemente, nesta prova,

trabalharemos sobre K mais propriamente do que sobre C.

Adaptando a fórmula de Poisson para a situação de (5.3) produz

Res1,d1,...,dn(f0, f1, . . . , fn) = Cdet(mf0),

onde mf0 : A −→ A é uma transformação linear dada pela multiplicação por f0 sobre

o anel quociente A = K[x1, . . . , xn]/ < f1, . . . , fn > . Pelo teorema de Bezout, A é

um espaço vetorial sobre K de dimensão d1 . . . dn e pelo teorema (2.3.2) do caṕıtulo

2 implica que os autovalores de mf0 são os valores de f0(p) para p ∈V(f1, . . . , fn).

Como todas multiplicidades são 1, existem d1 . . . dn pontos p, correspondendo a

f0(p) pontos distintos já que f0 = u0 + u1x1 + . . . + unxn e u0, . . . , un são variáveis

independentes. Deste modo mf0 tem d1 . . . dn autovalores distintos f0(p), então isto

det(mf0) =
∏

p∈V (f1,...,fn)

f0(p).

Para ver mais claramente o que a proposição quer dizer, sejam os pon-

tos de V(f1, . . . , fn) denotados por pi para 1 ≤ i ≤ d1 . . . dn. Se escrevermos cada

ponto como pi = (ai1, . . . , ain) ∈ Cn, então f0 = u0 + u1x1 + . . . + unxn implica

f0(pi) = u0 + ai1u1 + . . . + ainun,

assim pela proposição (5.2.1), o u−Resultante é dado por

Res1,d1,...,dn(f0, . . . , fn) = C

d1...dn∏
i=1

(u0 + ai1u1 + . . . + ainun) (5.5)

Vemos claramente que o u−Resultante é um polinômio em u0, . . . , un. Além disso,

obtemos o seguinte método para encontrar as soluções de (5.4): calcular

Res1,d1,...,dn(f0, . . . , fn), fatore em fatores lineares, então lêia as soluções.
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Assim temos que o u − Resultante, que resolve (5.4), é reduzido para o problema

de fatoração de várias variáveis.

Para calcular o u − Resultante, usamos a fórmula de Macaulay ou

Poisson do caṕıtulo 4.

Exemplo 5.2.2. Agora considere o seguite sistema:

f1 = x2
0 + x2

1 − 2 = 0

f2 = x2
0 + 6x2

1 − 3 = 0

Vamos determinar os pontos comuns do ćırculo e da elipse usando de u- Resultante.

Assim transformando as equações para forma homogênea a adicionando a equação

F0 = u0x0 + u1x1 + u2x2 = 0, temos o seguinte sistema

F0 = u0x0 + u1x1 + u2x2 = 0

F1 = x2
0 + x2

1 − 2x2
2 = 0

F2 = x2
0 + 6x2

1 − 3x2
2 = 0

Usando o algoritmo de Macaulay

M =




1 0 0 1 0 −2 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 1 0 −2 0

0 0 1 0 0 0 0 1 0 −2

1 0 0 6 0 −3 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 6 0 −3 0

0 0 1 0 0 0 0 6 0 −3

0 uo 0 u1 u2 0 0 0 0 0

0 0 u0 0 u1 u2 0 0 0 0

0 0 0 0 u0 0 0 u1 u2 0

0 0 0 0 0 u0 0 0 u1 u2




e N a submatriz de M é:
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N =


 1 1

1 6




Logo o

Res1,2,2(F0, F1, F2) = 81u4
0 − 18u2

0u
2
1 − 90u2

0u
2
2 − 10u2

2u
2
1 + 25u4

2 + u4
1.

Fatorando este polinômio usando o Maple podemos reescrever como:

Res1,2,2(F0, F1, F2) = (3u0+u1+
√

5u2)(−u1+
√

5u2+3u0)(3u0+u1+
√

5u2)(−u1+
√

5u2−3u0)

Assim obtemos as coordenadas dos pontos de intersecção

(
3√
5
,

1√
5
), (

3√
5
,
−1√

5
), (

−3√
5
,

1√
5
), (

−3√
5
,
−1√

5
)

5.3 O Teorema de Bezout

O Teorema de Bezout foi citado em quase todo o desenvolvimento da

teoria de resultantes. Vimos que este teorema fornece uma cota superior para o

número de soluções de um sistema de equações polinomiais, através do produto dos

graus destes polinômios. Deste modo, nessa última secção, iremos explorar o que

acontece quando duas curvas se interceptam no plano. Estamos particularmnete

interessados no número de pontos da intersecção. E como uma aplicação, demon-

straremos o Teorema de Bezout, usando a teoria de resultantes.

Considere o seguinte exemplo, que ilustra porque a questão é especial-

mente bonita quando trabalhamos com curvas no espaço projetivo sobre os números

complexos P2(C).

Exemplo 5.3.1. Primeiramente considere a intersecção de uma parábola com uma

elipse. Sejam y = x2 e x2 + 4(y − λ)2 = 4, onde λ é um parâmetro que podemos

variar. Quando λ = 0 e 2, obtemos as seguintes figuras:
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Figura 5.1: λ = 0 e λ = 2

Sobre os R, obtemos números diferentes na intersecção. Isto fica claro,

se observarmos as figuras, o parâmetro λ determina o deslocamento da elipse no

eixo y. Assim tomando λ ≤ −2, implica que as curvas têm intersecção vazia. Isto

justifica que existem valores de λ para os quais as curvas não têm ponto em comum.

O que é mais interessante é trabalhar sobre C, no qual obtemos 4 pontos

na intersecção, ou seja 4 = grau(parábola)× grau(elipse), em ambos os casos de

λ = 2 ou λ = 0.

Para λ = 0, podemos eliminar x de y = x2 e x2 + 4y2 = 4 para obter

y + 4y2 = 4, cujas ráızes são:

y =
−1±√65

8
.

E os correspondentes valores de x são:

x = ±
√
−1±√65

8
.

O que nos fornece 4 pontos da intersecção, 2 reais e 2 complexos. Para o caso λ = 2,

sobre o C obtemos o mesmo número de pontos na intersecção.

Exemplo 5.3.2. Seja P2(C), e considere as duas curvas C =V(x2−z2) e D =V(x2y−
xz2−xyz + z3). É fácil checar que (1, b, 1) ∈ C ∩D para qualquer b ∈ C, então esta

intersecção C ∩D é infinita. Para ver como isto acontece, considere a fatoração de:

x2 − z2 = (x− z)(x + z), x2y − xz2 − xyz + z3 = (x− z)(xy − z2).
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Assim C é a união de duas retas projetivas e D é a união de uma reta e uma cônica.

Agora vemos onde o problema ocorre: C e D têm uma componente irredut́ıvel em

comum (x− z), então naturalmente sua intersecção é infinita.

Estes exemplos explicam porque queremos trabalhar em P2(C). Agora

considere o seguinte resultado sobre a irredutibilidade de polinômios.

Proposição 5.3.1. Seja f ∈ C[x, y, z] um polinômio homogêneo não nulo. Então os

fatores irredut́ıveis de f são também homogêneos, e se fatorarmos f em irredut́ıveis

f = fa1
1 . . . fas

s ,

onde fi não é uma constante múltipla de fj para i 6= j, então

V(f) = V(f1) ∪ . . . ∪V(fs)

é a menor decomposição de V(f) em componentes irredut́ıveis em P2(C). Além disso,

I(V(f)) =
√

< f > =< f1 . . . fs > .

Prova: A prova deste resultado pode ser vista no caṕıtulo 2.

Uma consequência desta proposição é de que toda curva C ⊂ P2(C) tem

uma equação polinomial definida. Se C = V(f) para algum polinômio homogêneo,

então a proposição implica que I(C) =< f1 . . . fs >, onde f1, . . . , fs são os fatores

irredut́ıveis distintos de f. Deste modo, qualquer outro polinômio que define C é

múltiplo de f1 . . . fs, então f1 . . . fs = 0, define a equação de grau mı́nimo. Esta

equação chamamos de equação reduzida de C.

Assim se considerarmos a intersecção de duas curvas C e D em P2(C),

e assumirmos que C e D não têm componentes irredut́ıveis em comum, então os

polinômios que definem estas curvas não têm fatores em comum.

Nosso objetivo é relacionar o número de pontos de C ∩D com os graus

das equações que definem estas curvas. Para isto considere os seguintes lemas.
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Lema 5.3.1. Sejam F,G ∈ C[x, y, z] polinômios homogêneos de graus total respecti-

vamente m,n. Se F (0, 0, 1) e G(0, 0, 1) são não nulos, então o resultante Res(F,G)

na variável z é homogêneo em x e y de grau total mn.

Dem: Primeiramente, vamos representar o Res(f, g) na variável z por Res(f, g)z.

Agora escrevemos F e G como polinômios em z :

F = a0z
m + . . . + am

G = b0z
n + . . . + bn

Observe que F é homogêneo de grau total m, e que cada ai ∈ C[x, y] deve ser

homogêneo de grau i. Além disso, F (0, 0, 1) 6= 0 implica que a0 é uma constante

não nula. De forma análoga, bi é homogêneo de grau i, e b0 6= 0.

Assim pela secção 1 do caṕıtulo 3, podemos considerar o Res(F, G)z,

como o determinante da matriz (m + n)× (m + n):

Res(F, G) = det




a0 b0

a1 a0 b1 b0

...
...

. . .
...

...
. . .

...
... a0 bn−1

...
. . .

...
... a1 bn

...
. . .

...
...

... bn b0

am
...

...
. . .

...

am
...

. . .
...

. . .
...

. . .
...

am bn




Para mostrar que o Res(F,G)z é homogêneo de grau mn, seja cij a

ij−ésima entrada da matriz. Do padrão acima, podemos ver que as entradas não

nulas são: cij =





ai−j se j ≤ n

bn+i−j se j > n.
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Assim, os cij não nulos são homogêneos de grau total i−j ( se j ≤ n) ou n+i−j ( se

j > n). Como o resultante é dado pelo determinante, podemos escrever o Res(F, G)z

como um somátorio de um produto:

±
m+n∏
i=1

ciσ(i)

onde σ é uma permutação de {1, . . . , m+n}. Podemos assumir que cada ciσ(i) é não

nulo. Se escrevermos o produto como

±
∏

σ(i)≤n

ciσ(i)

∏

σ(i)>n

ciσ(i)

então, este produto é um polinômio homogêneo de grau

∏

σ(i)≤n

(i− σ(i)) +
∏

σ(i)>n

(n + i− σ(i)).

Assim σ é uma permutação de {1, . . . ,m + n}, o primeiro somátorio tem n termos

e o segundo tem m, e todo o i entre 1 e m + n aparecem precisamente uma vez.

Assim podemos reorganizar o somátorio para obter

mn +
m+n∏
i=1

i−
m+n∏
i=1

σ(i) = mn,

que prova que o Res(F, G)z é um somátorio de um polinômio homogêneo de grau

mn.

Lema 5.3.2. Seja h ∈ C[x, y] um polinômio homogêneo não nulo. Então h pode ser

escrito da forma

h = c(s1x− r1y)m1 . . . (stx− rty)mt ,

onde c 6= 0 em C e (r1, s1), . . . , (rt, st) são pontos distintos em P1(C). Além disso,

V(h) = {(r1, s1), . . . , (rt, st)} ⊂ P1(C).

Prova: Este lema segue como consequência da proposição (5.3.1).
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Proposição 5.3.2. Dados f, g ∈ C[x, y, z]. Escrevendo f e g como polinômios na

variável x temos

f = a0x
l + . . . + al

g = b0x
m + . . . + bm,

onde a0, b0 ∈ C[y, z]. Se o Res(f, g)x ∈ C[y, z] se anula em (c2, c3) ∈ C2 então ocorre

um dos seguintes itens:

i) a0 ou b0 se anulam em (c2, c3) ou

ii) existe um c1 ∈ C de modo que f e g se anulam em (c1, c2, c3) ∈ C3.

Prova: Sejam c = (c2, c3), f(x, c) = (x, c2, c3) e g(x, c) = (x, c2, c3). Isto é suficiente

para mostrar que f(x, c) e g(x, c) têm um fator comum quando a0(c) e b0(c) são não

nulos. Para provar isto, escrevemos

f(x, c) = a0(c)x
l + . . . + al(c)

g(x, c) = b0(c)x
m + . . . + bm(c).

Por hipótese, h = Res(f, g)x se anula em c. Assim se calcularmos o determinante

dado por h no ponto c, obtemos

0 = h(c) = det




a0(c) b0(c)
...

. . .
...

. . .
... a0c

... b0(c)

al(c)
... bm(c)

...
. . .

...
. . .

...

al(c) bm(c)




assim o resul-

tante de f(x, c) e g(x, c) é exatamente o determinante acima, logo segue que

0 = h(c) = Res(f(x, c), g(x, c))x.

Então pelo teorema (3.1.1) do caṕıtulo 3 implica que f(x, c) e g(x, c) tem uma raiz

em comum.

A partir destes resultados, mostraremos como limitar o número de pon-

tos da intersecção de duas curvas usando os graus de suas equações reduzidas.
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Teorema 5.3.1. Sejam C e D curvas projetivas em P2(C) sem componentes ir-

redut́ıveis em comum. Se os graus das equações reduzidas C e D são m e n

respectivamente, então C ∩D é finita e tem no máximo mn pontos.

Dem: Suponha que C∩D tem mais do que mn pontos. Escolhendo mn+1 pontos,

que representaremos por p1, . . . , pmn+1, e para 1 ≤ i < j ≤ mn + 1, sejam Lij as

retas que ligam os pontos pi e pj. Considere um ponto q ∈ P2(C) de modo que

q /∈ C ∪D ∪
⋃
i<j

Lij. (5.6)

Este ponto existe pelo fato de que se considerarmos um polinômio não nulo f ∈
C[x, y, z], o conjunto C2 − V(f) é não vazio. Agora considere uma função A :

P2(C) −→ P2(C), de modo que A(q) = (0, 0, 1). Se considerarmos A em novas

coordenadas para P2(C), então o ponto q tem coordenas (0, 0, 1) neste novo sistema.

Então podemos assumir que q = (0, 0, 1) em (5.6).

Agora suponhamos que C = V(f) e D = V(g), onde f e g são

as equações reduzidas de graus m e n respectivamente. Então (5.6) implica que

f(0, 0, 1) 6= 0 já que (0, 0, 1) /∈ C, e g(0, 0, 1) 6= 0 já que (0, 0, 1) /∈ D. Deste modo

pelo lema (5.3.1), o resultante de Res(f, g)z é um polinômio homogêneo de grau

mn em x, y. Como f e g têm grau positivo em z e não têm fatores em comum em

C[x, y, z], pelo teorema (3.1.1) do caṕıtulo 3, o Res(f, g)z é um polinômio não nulo.

Sejam pi = (ui, vi, wi), então já que o resultante é um ideal gerado por

f e g, temos

Res(f, g)z(ui, vi) = 0. (5.7)

Note que a reta que une o ponto q = (0, 0, 1) com pi = (ui, vi, wi) intersecta z = 0

nos pontos (ui, vi, 0). Por esta razão, (5.7) nos diz que o Res(f, g)z se anula para os

pontos obtidos pela projeção dos pi ∈ C ∩D de (0, 0, 1) na reta z = 0.

Por (5.6), (0, 0, 1) pertence a uma das retas que liga pi e pj, que implica que os

pontos (ui, vi, 0) são distintos para i = 1, . . . , mn + 1. Se considerarmos z = 0 como

uma cópia de P1(C) com coordenadas homogêneas x, y, então obtemos distintos



64

pontos (ui, vi) ∈ P1(C), e o polinômio homogêneo Res(f, g)z se anula para todos

mn + 1 deles. Pelo lema (5.3.2), isto é imposśıvel pois o Res(f, g)z é não nulo de

grau mn.

Note que C ∩ D 6= ∅. Pelo fato de que C e D são curvas no espaço

projetivo P2(C), logo sempre possuem um ponto em comum.

Agora que temos um critério para C ∩D ser finito, o próximo passo é

definir a multiplicidade de um ponto p ∈ C ∩D. Antes de definir a multiplicidade

de um ponto de uma intersecção, retornamos ao exemplo (5.3.1), que considera a

intersecção de uma parábola y = x2 com uma elipse x2 + 4(y − λ)2 = 4.

Tomando λ = 1, observe a figura abaixo

Figura 5.2: λ = 1

Vemos facilmente que existe somente 3 pontos na intersecção. Isto é

verdadeiro, mesmo que trabalhando sobre C. Mas isso não contraria o Teorema de

Bezout? Na verdade não. Pois o ponto da origem (0, 0), que pertence a intersecção

da parábola com a elipse, tem multiplicidade 2. E os outros 2 pontos da intersecção

têm cada um multiplicidade 1. Assim se adicionarmos as multiplicidades dos pontos

obtemos que o número total na intersecção é 4, que está de acordo com o Teorema

de Bezout.
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A importância deste exemplo, implica na seguinte definição.

Definição 5.3.1. Sejam C e D curvas em P2(C) sem componentes em comum e

suas equações reduzidas f = 0 e g = 0. Escolhendo coordenadas para P2(C), de

modo que satisfaça

(0, 0, 1) /∈ C ∪D ∪
⋃

p6=q∈C∩D

Lpq. (5.8)

Então, dado p = (u, v, w) ∈ C ∩ D, a multiplicidade Ip(C, D) é definida como o

expoente de vx− uy da fatoração do Res(f, g)z.

Exemplo 5.3.3. Considere os seguintes polinômios em C[x, y, z] :

f = x3 + y3 − 2xyz,

g = 2x3 − 4x2y + 3xy2 + y3 − 2y2z.

Estes polinômios definem curvas cúbicas C = V(f) e D = V(g) em P2(C). Para

analizar a intersecção destas curvas, primeiramente vamos calcular o resultante na

variável z :

Res(f, g)z = −2y(x− y)3(2x + y).

Assim para determinarmos os pontos de C ∩ D, basta fazer Res(f, g)z = 0, isto é

equivalente y = 0, x−y = 0 ou 2x+y = 0. Deste modo C ∩D consiste em 3 pontos:

p = (0, 0, 1), q = (1, 1, 1), r = (4/7,−8/7, 1).

Isto mostra em particular que C e D não têm componentes em comum.

Como (0, 0, 1) ∈ C, pois é um ponto de intersecção, isto contraria (5.8).

Então devemos fazer uma mudança de coordenadas. Para isso considere:

(0, 1, 0) /∈ C ∪D ∪ Lpq ∪ Lpr ∪ Lqr.

Agora devemos encontrar uma transformação A, de modo que a mudança de coor-

denadas satisfaça A(0, 1, 0) = (0, 0, 1). Isto não é dif́ıcil de fazer, seja A(x, y, z) =

(z, x, y). Então

(0, 1, 0) /∈ A(C) ∪ A(D) ∪ LA(p)A(q) ∪ LA(p)A(r) ∪ LA(q)A(r).
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Para encontrar a equação que define A(C), note que (u, v, w) ∈ A(C) ⇔ A−1(u, v, w) ∈
C ⇔ f(A−1(u, v, w)) = 0. Deste modo, A(C) é definida pela equação f◦A−1(x, y, z) =

f(y, z, x) = 0, e de forma análoga, A(D) = g(y, z, x) = 0. Então pela definição

(5.3.1), o resultante Res(f(y, z, x), g(y, z, x)) determina as multiplicidades para A(p) =

(1, 0, 0), A(q) = (1, 1, 1) e A(r) = (1, 4/7,−8/7). O resultante é

Res(f(y, z, x), g(y, z, x))z = 8y5(x− y)3(4x− 7y),

então as multiplicidades dos pontos p, q, e r são

Ip(C,D) = 5, Iq(C,D) = 3, Ir(C,D) = 1.

Agora, finalmente podemos provar o Teorema de Bezout.

Teorema 5.3.2. (Teorema de Bezout) Sejam C e D curvas em P2(C) sem com-

ponentes em comum, e sejam m e n os graus de suas equações reduzidas, respecti-

vamente. Então
∑

p∈C∩D

Ip(C,D) = mn,

onde Ip(C,D) é a multiplicidade do ponto p ∈ C ∩D.

Dem: Sejam f = 0 e g = 0 as equações reduzidas de C e D, e assumimos que as

coordenadas foram sido escolhidas, de modo que satisfaça

(0, 0, 1) /∈ C ∪D ∪
⋃

p6=q∈C∩D

Lpq.

Escrevendo p ∈ C ∩D como p = (up, vp, wp). Então afirmamos que

Res(f, g)z = c
∑

p∈C∩D

(vpx− upy)Ip(C,D) (5.9)

onde c é uma constante não nula. Para cada p, está claro que (vpx − upy)Ip(C,D)

é a potência exata de vpx − upy que divide o resultante, isto segue da definição

de Ip(C, D). Precisamos verificar se isto ocorre para todas as ráızes do resultante.

Mas se (u, v) ∈ P1(C) satisfaz Res(f, g)z(u, v) = 0, então pela proposição ( 5.3.2),

implica que existe algum w ∈ C de modo que f e g se anula para (u, v, w). Isto é
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porque se escrevermos (u, v, w) ∈ C∩D, e nossa afirmação está provada. Assim pelo

lema (5.3.1), Res(f, g)z é um polinômio homogêneo não nulo de grau mn. Então o

Teorema de Bezout segue pela comparação do grau de cada termo do outro lado da

equação (5.9).

Assim pelo exemplo (5.3.3) o número de pontos em comum de f e g é

5 + 3 + 1 = 9 = 3× 3 = grau(f)× grau(g).

Exemplo 5.3.4. Sejam f = y2 − 3 e g = 6y − x3 + 9x. Queremos determinar o

número de pontos de f ∩ g, através das multiplicidades dos pontos da intersecção.

Então homogeneizando, temos:

F = y2 − 3z2 = 0

G = 6yz2 − x3 + 9xz2 = 0,

Calculando o resultante de F e G na variável z, temos:

Res(F, G)z = 9(x− 2y)2(x + y)4.

Assim os pontos (-2, 1, 1) tem multiplicidade 2 e (1, 1, 1) multiplicidade

4. Assim f ∩ g tem 6 pontos.
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6 CONCLUSÃO

Neste trabalho foi apresentado uma técnica clássica para a resolução de

sistemas de equações polinomiais. O desenvolvimento desta teoria, conhecida como

resultantes, foi intensamente motivador tanto pela sua elegância algébrica como suas

aplicações.

Para desenvolvermos este trabalho, a motivação original era de encon-

trar uma condição simples para que dois polinômios a uma variável tivessem uma raiz

em comum. Essa motivação é classicamente generalizada para o caso de polinômios

em várias variáveis. Esta extensão é não trivial, pois são necessários alguns resulta-

dos fortes da Geometria Algébrica, como exemplo, a irredutibilidade e dimensão de

variedades.

Em relação ao cálculo do resultante, vimos que, em alguns casos pode

não ser viável. Por exemplo, a fórmula de Macaulay, que é dada pelo quociente de

dois determinantes, é impraticável quando estes são de grandes tamanhos.

No caso de u− Resultante, técnica que apresentamos no caṕıtulo 5 para

determinar as soluções de um sistema de equações, ele tranfere o problema para a

fatoração de polinômios, que é por si só uma tarefa complicada, principalmente no

caso de muitas variáveis.

Também apresentamos no caṕıtulo 5, uma prova de um caso particular

do Teorema de Bezout usando a teoria de resultantes. Este resultado é um teorema

clássico da Geometria Algébrica, pois determina uma cota para o número de soluções

de um sistema de equações polinomiais.

Uma importância da técnica de resultantes, é que ela tem uma variedade

de aplicações. Como exemplo, o cálculo do MDC de dois polinômios via resultantes

pode ser encontrado nos seguintes trabalhos [8] e [9]. Esta aplicação não foi feita,
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pois estávamos interessados em estudar uma técnica para determinar as soluções de

um sistema de equações polinomiais.

Temos ainda que o resultante pode ser determinado de forma mais

anaĺıtica, através da teoria de reśıduos, que pode ser encontrado em [5]. Ainda

no mesmo [5], podemos encontrar uma técnica para calcular facilmente números

algébricos usando resultantes. Desta forma podemos ver que o resultante é uma teo-

ria, por si só, relevante, elegante e matematicamente bonita com diversas aplicações.

Talvez a principal utilidade da técnica de resultantes não seja seu uso

como uma ferramenta prática para a resolução de sistema de equações polinomiais,

mas sim ainda como uma ferramenta teórica para análise dos sistemas de equações

polinomiais. Por isso o fato de ter dado considerável importância para a parte teórica

do resultante, exibindo suas propriedades e resultados. Através do resultante, pode-

se estudar o comportamento do espaço solução de sistemas genéricos.
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de Polinômios. Dissertação de Mestrado - PPG Matemática Aplicada -
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