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RESUMO

A presente dissertacao aborda uma técnica para determinar as solucoes
de sistemas de equacoes polinomiais. Esta técnica que é puramente algébrica, in-
terliga topicos da Matematica, como a Geometria Algébrica e a Algebra Computa-

cional.

Mais especificamente, estudamos a teoria de Resultantes e suas aplicagoes.
Comecamos com a motivagao de encontrar as raizes comuns de dois polinomios a
uma variavel, em seguida ¢ estendida para o caso mais geral de vérias varidaveis. Es-
tudamos detalhadamente como obter férmulas para o calculo do Resultante, como

por exemplo a férmula de Macaulay e de Poisson.

A técnica para resolver sistemas de equacoes polinomiais é entao apre-
sentada. Terminamos apresentando uma prova de um caso particular do Teorema de
Bezout, como aplicacao da teoria de Resultantes. Este teorema é muito importante,

pois fornece um nimero de solucoes de um sistema de equagoes polinomiais.
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ABSTRACT

The present work presents a classical technique to determine the solu-
tions of systems of polynomial equations. This technique, a purely algebraic one,
establish connection topics of the Mathematics, as Algebraic Geometry and Com-

putational Algebra.

More specifically, we study the theory of Resultants and its applications.
We start with the motivation to find the common roots of two polynomials of one
variable, after that we extend the idea for the case most general of multivariable. We
study at great length how to obtain formulas for the calculation of the Resultant,

as for example the formula of Macaulay and Poisson.

We then present the tecnique, based on resultants, to find the solution
of polinomial system of equations. We finish presenting a proof of a particular case
of the Bezout’s Theorem, as application of the theory of Resultants. This theorem
is considered very important, since it provides the number of solutions of a system

of polynomial equations.
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1 INTRODUCAO

O objetivo primordial deste trabalho é apresentar uma técnica para
a resolucao de sistemas de equacoes polinomiais. Este tépico é o centro de varias
areas da matemadtica, nao somente pela forte teoria, mas também por suas aplicagoes.
Nos ultimos anos, gracas a um desenvolvimento explosivo de algoritmos, tem sido
possivel a resolucao de muitos problemas que eram até entao considerados como
intrataveis. Como exemplo de avancos, a fatoracao de polinomios, um subproblema
desse topico de equagoes polinomiais, alcancou um desenvolvimento incrivel, ex-
pandindo muito as areas de aplicagoes como roboética, estrutura biolégica molecular,
design computacional, modelagem geométrica, e certamente areas de estatisticas,
otimizacao, teoria de jogos, e rede bioldgica. O leitor interessado poderd consultar

os artigos [14] e [15] e os trabalhos [7] e [11] para um desenvolvimento mais recente.

Existem vérias formas de resolver um sistema de equagoes polinomiais:
a teoria de eliminacao de varidveis, a teoria de bases de Groebner, teoria de auto-
valores e autovetores, etc. Uma técnica muito interessante e puramente geométrica,
que se baseia na teoria de politopos pode ser encontrada no artigo [22] e também

nos livros [3] e [5].

A técnica que vamos estudar é puramente algébrica, conhecida como
resultante. Esta é uma teoria classica que retorna ao trabalho de Euler, Bezout,
Sylvester e Cayley. A motivagao original é como encontrar raizes comuns de n
polindmios com n variaveis. No caso de dois polindbmios a uma variavel, as coisas
se mantém simples e é facil visualizar. Para um caso mais geral, precisamos utilizar

outras ferramentas matematicas que nos auxiliem a uma maior comprensao.

O motivo de estudar a teoria de resultantes, nao é somente pelo fato de
ser uma ferramenta na resolucao de sistemas de equacoes polinomiais, mas também,

porque o estudo de aspectos de complexidade na resolucao desses sistemas pode ser



obtido através da andlise do resultante. Desta forma, na ultima década, renovou-se

o interesse por esta teoria, encontrando-se féormulas explicitas para o seu calculo.

Além disso, a sua teoria €, por si s6, relevante, elegante e matemati-
camente bonita. De tal forma que esta dissertacao dedica consideravel espaco ao
desenvolvimento da teoria de resultantes, talvez até mais do que ao objetivo original,

que ¢ sua aplicagao a resolucao de sistemas de equagoes polinomiais.

Iniciamos o capitulo 2 com alguns resultados basicos da Geometria

Algébrica, que nos auxiliarao a desenvolver esta teoria de resultantes no capitulo

3.

O célculo do resultante é um problema que discutimos no capitulo 4.
No caso de uma variavel, esse processo é bem conhecido, mas no caso de varias
variaveis ¢ um problema dificil. Desenvolveremos duas técnicas para o calculo. Uma
das técnicas que iremos apresentar, é conhecida como a férmula de Macaulay, cujo
resultante é explicitado como o quociente de dois determinantes. E um problema
instavel e a complexidade do resultante pode ser alta na préatica. Também apre-
sentaremos a féormula de Poisson, que necessita de ferramentas mais geométricas do

que a férmula de Macaulay.

No capitulo 5 usaremos a teoria de resultantes para explicitar as solucoes
de um sistema de equacgoes polinomiais. Ainda no mesmo capitulo usaremos o re-
sultante para provar um caso particular do Teorema de Bezout, para curvas no
plano xy. Este é um resultado classico que da o ntimero de solugoes de um sistema
de equacgoes polinomiais. Este teorema esta diretamente relacionado com a teoria

desenvolvida nos capitulos anteriores.



1.1 Motivagao e Histérico

De acordo com [17], suponha que desejamos determinar as raizes co-
muns de dois polindmios a uma variavel com coeficientes reais ou complexos. Sejam

os polinomios ag + a1x e by + byx de graus 1, procuramos um valor x de modo que

satisfaca
ap + a1xr = 0
bo + bll' = O
~ —ag —bo .
Resolvendo cada uma dessas equacoes, temos que r = — e x = B respectiva-
ai 1

mente. Entao ambas equagoes satisfazem simultaneamente

Qo bo
a1 by ’

que pode também ser escrito como agb; - a1by = 0.

Formalmente podemos observar isto como um sistema de duas equacoes

0

lineares de duas varidveis 2° e o', escrita na forma matricial

ap ap T 0

bo b1 l’l 0

Entao uma solugao nao trivial exige que o determinante obtido pelos coeficientes da

matriz, seja novamente agb; - a1by = 0.

Agora consideremos dois polinomios de grau 2. Neste caso procuramos

um valor x de modo que satisfaca
ao+ a1 + asz®> =0

bo + by + byz? = 0.

Como no caso anterior, podemos resolver cada equacao o valor de x e igualar os

resultados das duas expressoes, mas é mais conveniente fazer a forma matricial. De



qualquer modo, este caso temos duas equacoes lineares de trés varidveis 2%, z!, e 22.

Entao podemos multiplicar cada equacao por x, obtendo mais duas equacoes
aot + a1z + asx® =0

bo[E + blfL’Q + b2$3 = 0

Da mesma forma que o caso anterior, agora temos quatro equagoes lineares e quatro

varidveis 2%, z! |, 22, e 23, isto é, obtemos o sistema

apg a; as 0O 20
0 ag a1 as T
bp b1 by O x?
0 by by b 3

o o o O

Novamente, para que os polindbmios possuam uma raiz comum, o determinante

obtido pelos coeficientes da matriz deve ser nulo, isso implica que

(a0b2 — (Igbo)2 = ((Iobl — albo)(a1b2 — agbl) = O

Mais geralmente, dados dois polinomios f(z) e g(x) de graus m e n,
respectivamente, podemos obter um sistema de m+n equacoes nas varidveis (20, 1, 2%,
., ™1 E novamente a condigao para que estes dois polindmios possuam uma
raiz comum, implica que o determinante obtido pelos coeficientes deste sistema, seja
zero. Esse desenvolvimento geral serda determinado no capitulo 3 desta dissertacao.
Esta técnica é conhecida como a teoria do resultante a uma variavel. Ela serd uma
motivagao para encontrarmos ferramentas que determinam uma raiz comum, no caso

de n polindomios em n variaveis.



1.2 O Resultante e o Teorema de Bezout

Segundo [20], a solugdo de um sistema de equagoes lineares, foi desen-
volvida na China, cerca de 200 AC, e a aplicagao do método de eliminar a variavél
x de dois polinomios foi desenvolvido no século 12. Estas técnicas foram utilizadas
na Europa por matematicos somente no século 17, motivados pela geometria de cur-
vas e equagoes algébricas. O estudo de curvas e seus pontos de interseccao cobriu

naturalmente o estudo de polinémios e suas raizes comuns.

Para uma equacao representar uma reta continua de pontos, precisamos
de uma equacao de duas variaveis. Por exemplo, a reta é representada por um
conjunto de pontos (z,y) que satisfaz uma dada equacao algébrica da forma ax +
by + ¢ = 0, onde a, b, ¢ sao nimeros reais ou complexos. Um conjunto de diferentes
nimeros A, B, C' produz uma diferente reta, com coordenadas satisfazendo a equagao
Ax + By + C = 0. Assim cada curva corresponde a um polinomio. A uniao de duas
curvas obviamente corresponde ao produto de dois polinomios. A interseccao entre

duas curvas consiste nos pares x,y que satisfazem ambas destas equacoes.

Em 1620 Descartes descobriu algo mais geral: um método de resolver
qualquer equacao de grau 3 ou 4 através de intersecgoes de curvas de grau 2, como
uma parabola e um circulo. Na verdade nao é facil encontrar uma construgao
satisfatéria para equagoes de elevado grau. Na procura de uma construcao geral,
matematicos tém casualmente assumido que uma curva de grau m intercepta uma
curva de grau n em mn pontos. A primeira afirmacao deste principio, que tornou-se

conhecido como o Teorema de Bezout, foi feito por Newton.
Para ilustrar, considere o par de equacoes
22° + Taty — 52%y® — 3y° =0
92° + 29” + > = 0.

Os graus desses polinomios sao 5 e 3, respectivamente. O Teorema de Bezout afirma

que existem 15 pontos na interseccao entre os dois polinomios.



Assim uma de nossas aplicacoes é usar a teoria de resultantes para

demonstrar o Teorema de Bezout de curvas no plano xy.

Para entender a relacao do resultante e o Teorema de Bezout, vamos
supor que desejamos encontrar as solucoes de uma equacao de grau 4. De fato
existe uma dificuldade algébrica em resolver uma equagao polinomial de grau 4.
Pensando como Descartes, esta equagao pode ser o produto de duas equagoes de
grau 2. Assim para determinar as solugoes da equacao de grau 4, basta determinar

os pontos comuns das duas equacoes de grau 2.

Para exemplificar e ilustrar o método descrito no paragrafo anterior,
considere a coOnica, isto é, um plano consistindo por todos os pontos com coordenadas
x,y de modo que

ar® + by +cy® +dr +ey+ f =0,

onde a,b, ..., f sdao constantes. Um conjunto diferente de constantes A, B,..., F

produz uma conica diferente, com coordenadas satisfazendo a equacao
Ar? + Bay + Cy* + Dx + By + F = 0.
Para encontrar a interseccao dessas duas curvas, podemos vé-las da forma
ey’ + (br +e)y + (ax* +dz + f) =0

Cy* + (Bx + E)y + (A2® + Dz + F) = 0.

Discutindo esses dois polinomios de grau 2 em y, podemos usar o método do resul-
tante para econtrar uma condicao necessaria e suficiente para um unico valor de y

que satisfaz ambas equagoes. Assim é conveniente definirmos
p@)=c px)=br+e po(x)=az’+dv+f

Qo(z) =C ¢1(x) = Bz + E ¢2(x) = Az + Dz + F

Assim como anteriormente temos um sistema de equagoes



po p1 p2 0 y® 0

0 po p1 P2 v | |0

o0 ¢ ¢ 0 y! 0
i 0 9 @ @ 1L y’ i i 0 i

Assim o determinante dos coeficientes da matriz deve ser zero

(Pog2 — P290)* — (Poq1 — P1g0) (P1G2 — Paqu) = 0. (1.1)

Substituindo por p e g fungdes, obtemos um polinomios de grau 4 na variavel x.

Isto é o resultante de dois polindmios a uma variavel.

O nidmero de raizes de (1.1) é exatamente 4. Isto significa que a in-
terseccao entre as duas conicas é 4 pontos, que estd de acordo com o Teorema de
Bezout. Naturalmente assumimos, que os polinomios que representam as duas cur-
vas nao tém um fator comum, porque se eles compartilham um tal fator, obviamente
eles se intersectarao nos infinitos pontos do fator comum. Uma prova rigorosa desse

resultado serd vista no capitulo 5 deste trabalho.



2 PRE-REQUISITOS ALGEBRICOS

Aqui vamos introduzir algumas defini¢oes e fatos basicos de Algebra e
Geometria Algébrica, que usaremos nos proximos capitulos e podem ser encontrados

em [2], [3] e [19].

2.1 Ideal, Gerador, Divisores de zero

Definigao 2.1.1. Seja R um anel comutativo com unidade e ) # 1 C R. Entao I €
chamado ideal em R se:

i) a+ b€ I para qualquer a,b € I, e

i1) ac € I para todo a € I e c € R.

I € um ideal proprio se I # {0} e I # R. I é um ideal mazimal se ele nao estd
contido propriamente em um ideal proprio. I, € um ideal primo se ab € I implica

ema€l oubel.

Exemplo 2.1.1. O conjunto mZ = {mk | k € Z} de todos inteiros mailtiplos de

m € Z é um ideal do anel Z. Neste caso dizemos que o ideal mZ é gerado por m.

Definicao 2.1.2. Um conjunto B C R ¢é gerador do ideal I se
I = {ZTJ)Z | n e N,Tl,...,Tn S R,bl,...,bn S B}
i=1
Neste caso dizemos que I € um ideal gerado por B, I = ideal(B) =< B > . I é
finitamente gerado se ele tem um conjunto gerador finito. I € um ideal principal se

ele tem um conjunto gerador de cardinalidade 1.

Definicao 2.1.3. Um dividor de zero em um anel comutativo R é um elemento

a # 0 que satisfaz: exviste um b # 0 € R tal que ab = 0.

Um dominio de integridade ou simplesmente dominio D é um anel
comutativo, com unidade e sem divisores de zero. Dizemos que D é um dominio fa-

torial se todo elemento nao inversivel se escreve como produto de fatores irredutiveis.



Exemplo 2.1.2. Os conjuntos Z,Q,R e C sdo anéis sem divisores de zero. FEn-

quanto que o conjunto das matrizes quadradas é um anel com divisores de zero.

2.2 Corpos e Anéis Polinomiais

Definicao 2.2.1. Seja R um anel comutativo sem divisores de zero. R é chamado

de corpo se todo elemento de R diferente de zero tem elemento inverso.

Exemplo 2.2.1. Os conjuntos Q,R e C sao corpos.

Agora seja R um anel. Um polinomio f de uma varidvel sobre R é um

expressao do tipo
f@) =) fox™
i=1

onde f; € R sdo os coeficientes de z7 do polindémio f e r é um nimero inteiro tal
que 7 > 0. O polinémio identicamente nulo, é um f(x) tal que que f; = 0 para todo
j S {n1>n27 s 7”7“}‘

Definicao 2.2.2. O conjunto de todos polinomios sobre R com as operagoes usuais

de adi¢cao e multiplicacdo de polinomio forma um anel. Representamos o anel dos

polinémios sobre R por R|x].

Muitas propriedades do anel R sao herdadas pelo anel dos polindmios

R]z]. Por exemplo as propriedades, comutativa, unidade, dominio de integridade.

O grau de um polinémio denotado por grau(f), é o maximo dos valores
n tal que f, # 0. Um polinémio f(z) é dito moénico se o coeficiente do termo 9%\

¢ igual a 1.

De forma analoga, um polindmio de n— varidveis sobre um anel R é

uma expressao do tipo
I8
F@) =" fi il
i=1

onde os f;,, . i, € R er é um ndmero inteiro tal que r > 0.
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O conjunto de todos os polindmios com n—variaveis sobre R forma um

anel, R[z,...,x,]. O anel polinomial de n—varidveis pode ser visto como uma con-

strugao sucessivamente de R adjacente ao polinémio de uma varidvel. De fato, R[z1, . .

¢ isomorfo a R[xy, ..., Typ_1][xn].

O grau de um f(z) € R[z1,...,2,] é definido por

grau(f) == maz{) iy | fir,..n # O}

j=1
2.3 Variedade Afim e Algebra Quociente

Defini¢ao 2.3.1. Seja K um corpo, chamamos o conjunto K™ = {(ay,...,a,) :

ai,...,a, € K} de espago afim n- dimensional sobre K.

Exemplo 2.3.1. Seja K =R, temos o espago Fuclidiano R™ é um espaco afim n—

dimensional sobre R.

Definigao 2.3.2. O conjunto do todas as solugées (aq,...,a,) € K™ do sistema de
equacoes

f1<I1,...,.Tn> =0

fg(l’l,...,xn) = O

fs(l'l,...,l'n) = 0

¢ conhecido como variedade afim definida por fi,..., fs, € denotado por

V(fi, ..., fs)

Exemplo 2.3.2. A variedade V(22 +y? — 1, x — 3y?) C R? € a intersec¢do de um

circulo 2> +y?> = 1 e a pardbola x = 3y* no plano xy.

T
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Exemplo 2.3.3. A variedade V(2® + 2% — 1) € o cilindro circular definido pela
equacao

?24+22-1=0.

A figura abaizo ilustra a variedade em R3 :

Figura 2.1: cilindro circular

Uma variedade afim V C K™ pode representar diferentes sistemas de
equagoes. Note que se g = p1fi + ...+ psfs, onde p; € K[zq,. .., x,] sdo polindmios
quaisquer, entdo g(ai,...,a,) = 0 para cada (ai,...,a,) € V(fi,..., fn). Assim
dado qualquer conjunto de equagoes que definem a variedade, podemos sempre adi-

cionar muitos polinomios que se anulam nessa variedade.

Logo faz sentido pensar numa variedade como sendo definida por um
ideal em K|xy,...,z,], melhor do que um especifico sistema de equagoes. Assim

podemos escrever V([), onde I C K[zy,..., 2, ¢ um ideal.

Defini¢ao 2.3.3. Seja V' C K™ uma variedade. Denotamos por 1(V) o conjunto
{f € Klzy,...,z,] : f(a1,...,a,) =0 para todo (aq,...,a,) € V}.

E fécil ver que I(V) é um ideal. De fato I(V) é dito ideal de V.



12

Defini¢ao 2.3.4. Seja I C Klxy,...,x,| um ideal. O radical de I é o conjunto
VI={geKlxy,...,x,): g™ €I para algum m > 1}.
O ideal I é chamado de ideal radical se /I = I.

Proposicao 2.3.1. Se K é um corpo algebricamente fechado e I é um ideal em

Klz1, ... 2], entao I(V(I)) = V1.

Esta proposi¢ao é conhecida como o Teorema dos zeros de Hilbert. Nao
vamos fazer aqui uma prova deste teorema, mas sugerimos [2] e [3] para verificar a

demonstracao.

Definicao 2.3.5. Dados f e g € K[x1,...,2,] € 0 ideal [ C K[xy,...,z,].

Dizemos que f é congruente a g mddulo I, denotado por f = g (mod I), se

f—gel.

Exemplo 2.3.4. Seja o ideal I gerado por < x*> —y?, x+y>+1 > C Klx,y], entdo
f=2'—yt+z eg=a+2°+ 2% + 2" sdo congruentes mdédulo I, pois

fog=at—yt =2’ =2ty =2t = (P47 — ) - @@+t + D e L

Defini¢ao 2.3.6. Dados K um corpo e I C Klxy,...,x,] um ideal. Seja f €
Klzq,...,x,]. A classe de equivaléncia de f, denotada por [f], é o conjunto dos
polinémios g tais que f = g(mod I), ou seja [f] = {g € Klxy,...,z,) : f =
g(mod I)}.

Definigao 2.3.7. A dlgebra quociente de Klzy,...,x,] mddulo I, denotado por
Klzq,...,x,])/I, € o conjunto das classes de equivaléncia da congruéncia mddulo
I:

Klzy,...,x,)/T ={[f]: f € K[z1,...,2,]}.

Exemplo 2.3.5. Sejam K =R, n=1 ¢l =< 2> —2 > . Podemos indagar se existe

uma maneira de determinar todas as classes de equivaléncia da congruéncia modulo
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I. Na verdade existe, pelo algoritmo da divisdo, todo polinomio f € R|x]
pode ser escrito como f = q- (2> —2)+r, onde r = ax +b para algum a,b € R. Pela
definicao, f =r(mod I) jd que f —r = q- (x> —2) € I. Deste modo, todo elemento
de R[x] faz parte de uma das classes de equivaléncia [ax +b], e R[z]/I = {[ax + b] :
a,b € R}.

O método descrito no exemplo anterior, pode ser estendido para o caso
mais geral, ou seja, para K[zy,...,x,]/I. Para este caso sugerimos como referéncia

os livros [1, 2, 3].

Pelo fato de K[z1,...,x,] ser um anel, e dados quaisquer duas classes
[f],lg] € K[z1,...,2,]/I, podemos definir as operagdes de soma e produto sobre as
classes, usando as correspondentes operagoes dos elementos em K[z1, ..., x,].
f1+19] =1f +9] ( soma em Klxy,...,x,]).
/119l =1[f-4] ( produto em Klzy, ..., xn]).

Devemos verificar, se estas operacoes fazem sentido. Para isto, basta
mostrar que se escolhermos um diferente f' € [f] e um ¢ € [g], entdo a classe

[f' 4+ ¢'] é a mesma classe de [f + g]. Semelhantemente, precisamos verificar que
[f" - g1=1f -9l
Proposicao 2.3.2. As operacoes sobre as classes de equivaléncia definidas anteri-

ormente estao bem definidas.

Prova: Se f' € [f]eg € lg],entdo f'=f+aeg =g+0b, onde a,b € I. Assim
ffrg=0U+a)+(g+b)=(f+g)+(a+b)

Como temos a+b € I (I é um ideal), segue que f'+ ¢ = f+ g(mod I), entao temos
que [f" 4+ ¢'] = [f + g]. De forma analoga

g =(f+a) (g+b) = fg+ag+ fb+ab.

Ja que a,b € I, temos ag + fb+ ab € I. Deste modo, f'- ¢ = f - g(mod I), entao
[f"-g1=1f gl
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Teorema 2.3.1. ( Teorema da Finitude) Seja K C C um corpo el C K|xq,...,x,
um ideal. Entdao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
i) Klxy,...,x,]/1 tem dimensao finita sobre K como espago vetorial.

it) A variedade V(I) C C™ é um congunto finito.

A prova deste teorema pode ser encontrado em [1]. O ideal que satisfaz qualquer

um dos itens do Teorema da Finitude é chamado de ideal zero dimensional.

Uma consequencia deste teorema, é que se I é um zero dimensional se

e somente existe um polinémio nao nulo em I N K[z;| parai=1,...,n.

Dados A = K|z1,...,x,]/] e I um ideal zero dimensional. Considere
m; o menor inteiro positivo de modo que o conjunto {1, [x;],
]2

[;]%, ..., [%;]™} seja linearmente dependente. Entao existe uma combinagao linear

m;

> glz =1[0]

=0
em A, onde os ¢; € K e nao sao todos nulos. Em particular, ¢,,, # 0. Pela definicao

de algebra quociente, isto equivale dizer que

pi(zi) =Y el L. (2.1)
=0
A reciproca é imediata.
Proposicao 2.3.3. Seja I um ideal zero dimensional em Clzy,...,x,], ¢ A =
Clx1,...,z)/I. Entio a dim(A) é maior ou igual ao nimero de pontos de V(I).

A igualdade ocorre se e somente se I € um ideal radical.

Prova: Seja I um ideal zero dimensional. Pelo teorema da Finitude V(I) é um
conjunto finito em C". Chamando V(I) = {p1,...,pm}, considere a transformagcao

linear

o :Clxy,...,z,) /] — C™

[f] - (f<p1)7 e 7f(pm))
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Para provar a primeira afirmacao do teorema, é suficiente mostrar que ¢ é sobre-
jetora. Dado (A1,...,A\n) € C™ seja f = > Ngi, onde gi(x1,...,z,) tal que
gi(pi) = 1 ¢ gi(p;) = 0se j # 4. B facil ver que o([f]) = (A1,..., \m). Entdo ¢ é

sobrejetora, ou seja, dim(A) > m.

Para o seguinte vamos supor que [ é radical. Se [f] € Ker(y), entao
f(pi) = 0 para todo i, entdo por Strong Nullstellensatz, f € I(V(I)) = v/I. Deste
modo [f] = [0], assim mostramos que f é injetora. Entdo ¢ é um isomorfismo, que
prova que dim(A) = m se f é um radical. Se dim(A) = m, entao ¢ é um isomorfismo
ja que ele é uma trasformacao linear sobrejetora entre espacos vetoriais de mesma
dimensao. Consequentemente ¢ ¢ injetora. Podemos usar isto para provar que I é
um ideal radical. A inclusdo I C /I sempre é vélida. Para verificar isto é suficiente
para considerar f € /I = I(V(I)) e mostrar que f € I. Se f € VI, entdo f(p;) = 0
para todo i, que implica que ¢([f]) = (0,...,0). Assim ¢ é injetora e concluimos

que [f] = [0], em outra palavras que f € I.

Teorema 2.3.2. Seja I C Clxq,...,x,] um ideal zero dimensional, e seja f €
Clzy, ..., z,] e hy € 0 polinomio minimal demy : A — A, onde A = Clzy, ..., x,]/1.
Entao, para A € C, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

a) A € uma raiz da equagao hg(t) =0,

b) A € um autovalor da matriz my, e

c) X € um valor da fungao f em V(I).

Prova: A prova deste teorema pode ser encontrada em [3].

2.4 Espaco Projetivo e Coordenadas Homogéneas

4

Para formalizar “ pontos no infinito” precisamos trabalhar no espaco

projetivo. A construgao usual do espago projetivo no plano zy, é substituir cada par
x

de coordenandas (x,y) com os raios —, L por algum arbritario z, entao cada ponto
2z

é representado por trés coordenadas (x,y, 2).
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Para ilustrar, considere a interseccao de duas retas 3x — 2y +5 = 0
e 3r — 2y + 1 = 0. Estas duas retas sao paralelas, se eliminarmos y e também =,
chegamos a uma condicao impossivel 4 = 0, com significado que essas duas retas
nao tém um ponto em comum no plano xy. De qualquer forma, se substituirmos x
e y por g e g, respectivamente, e multiplicarmos por z, a equacao das retas sera
3r — 2y + 5z = 0 e 3z — 2y + 2z = 0. Essas sao as equagoes homogéneas, e se

eliminarmos z obtemos a condicao 2y = 3x, que implica z = 0. Consequentemente

2
a interseccao entre as duas retas no espaco projetivo é o ponto (Ey, y,0).
Assim temos a seguinte definicao:

Definicao 2.4.1. Seja C**! o espaco vetorial n + 1 dimensional sobre um corpo
K. O conjunto de retas, isto é, os subespacos de dimensdio 1 de C**' é chamado de

espago projetivo n dimensional, e denotado por P™(C).

Se introduzirmos coordenadas &, ..., &, em C"*! entdao um ponto & €
P*(C) é obtido por n + 1 elementos (&, ...,&,) do corpo K, ndo todos nulos. Dois
pontos (&o,-..,&n) € (Mo, - .-, M) sdo considerados iguais em P™(C) se e somente se

existe um nimero complexo A # 0 de modo que n; = A§; para ¢ =0,...,n.

Defini¢ao 2.4.2. Um conjunto qualquer (&, ...,&,) define um ponto & € P*(C), €

chamado conjunto de coordenadas homogénenas de &.

Exemplo 2.4.1. Um ponto p em P?(C) € determinado por 3 elementos (£y,&1,&s)
de um corpo C, ndo todos nulos. Se (ng, m,n2) também determina o mesmo ponto p,
entao existe A # 0 de modo que £ = A\ng, &1 = Ay e & = Ao Assim qualquer tripla
(0, &1,&2) que define o ponto p é chamado do conjunto de coordenadas homogéneas

de p.

Defini¢ao 2.4.3. Um polinomio f(xo,...,x,) sobre um corpo Klzo,...,x,], € dito

homogéneo de grau d € N, se para todo o € K

flaxg, ... ar,) = af(zg, ... x,).
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Sejam (o, ..., &) e (o, - - -, Nn) dois conjuntos de coordenadas homogéneas
para algum ponto p € P"(C). Entao existe um nimero complexo A # 0 tal que

Moy -+ smm) = M&oy ..., &n). Se f(zo,...,x,) ¢ um polinémio homogéneo de grau d

e (Mo, M) = A&, - .-, &), entao

FOn0, - ma) = Ao - &)

Defini¢ao 2.4.4. Seja f(xq,...,x,) um polinomio homogéneo de grau d.
A wariedade projetiva V(f) C P*(C) € o conjunto de pontos de P"(C) onde f se

anula. Note que V(f) C P*(C) € determinado pelas solugoes nao triviais de f = 0.

Proposicao 2.4.1. Seja [ € Clz,y, z] um polinémio homogéneo nao nulo. Entao os

fatores irredutiveis de f sao também homogéneos, e se fatorarmos f em irredutiveis
=g g
h— 1 DY s 9
onde f; nao é uma constante multipla de f; para i # j, entao

V(f) = V(fl) U"'Uv(fs)

¢ a menor decomposicao de V(f) em variedades irredutiveis em P*(C). Além disso,

V() =v<f>=<h.. fs>.

Prova: Primeiramente vamos supor que f fatora-se como f = gh, onde g,h €
Clz,y, z]. Afirmamos que g e h devem ser polindmios homogéneos desde que f seja.
Para provar esta afirmagao, escrevemos g = g, +. . .+ go, onde os g; sao homogéneos

de grau ¢, com g,, # 0. De forma analoga, h = h,, + ... + hg. Entao
f=gh=(gm+...+390)(hn+...+ho) = gnhn,+outros termos de grau menor.

Desde que f é homogéneo e grau(f) = grau(g) + grau(h) = m + n, e como f é
homogéneo, entao f = g,,h,. Olhando os termos de grau menor de hg, nao é dificil
de ver que h, 1 = h, 9o =...=ho=0¢€¢ gn-1 = gm-o = ... = go = 0, ou seja,

gm = g € h, = h. Entao g e h sao homogéneos.
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Agora considere f = f'* ... f&. Entao V(f) = V(f1)U...UV(f;) segue
imediatamente do seguinte resultado: Se f € Clx,y, 2] é irredutivel, entdao V(f) é

irredutivel. Para a prova deste resultado sugerimos [2].

A ultima afirmagao é consequéncia da proposicao (2.3.1).
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3 RESULTANTES

Neste capitulo vamos introduzir a teoria de resultantes. Surpreenden-
temente ela ¢ uma ferramenta eficiente para encontrar as solucoes de um sistema de

equacoes polinomiais.

3.1 Resultante a uma variavel

A definicao de resultante se baseia numa matriz conhecida como matriz
Sylvester. Primeiramente vamos apresentar uma motivacao para esta matriz espe-
cial. Nosso objetivo é decidir quando dois polinomios f e g tém uma raiz em comum.
Para encontrar a resposta desta questao, Euler e Bezout introduziram o classico re-
sultante que se anula se e somente se isto for verdadeiro. Vamos rever este classico

desenvolvimento a seguir.

Sejam K [z] um anel comutativo e f, g dois polinémios em K |x]

=0 =0

de graus m,m respectivamente. Queremos determinar quando o sistema de duas

equacoes lineares
JnTn + fo-1Zn-1 + ... + frz1 + foxo =0,

InTm + Gm—1Tm-1 + ... + 171 + GoZTo = 0

de varidveis z; que seja satisfeito para 2; = o para todo j, onde o é uma rafz comum
de f,g. Paran > 1 existem outras solucoes dessas duas equagoes de varias variaveis,
mas Sylvester elimina essas solugoes desnecessarias adicionando (m — 1) + (n — 1)

equacoes lineares com as seguintes condigoes:

vf(z)=0,..,2"  f(x) =0



20

Essas equagoes geram um total de n+m relagoes lineares juntamente com as variaveis

Tmin—1,---, Lo-

fnxm+n—l + e + fOxm—l == 0,

fnmn + fnflxnfl + ...+ fOxO - 07

ImTmin-1 + cee + goTn—1 - 07

GmTm + Gm-1Tm-1 + ...+ goxg =0.
A matriz transposta (n+m) X (n+m), consiste dos coeficientes de f e g, do sistema

acima é chamada de matriz Sylvester.

Definigao 3.1.1. A matriz (n +m) x (n + m)

_ fn o -
fn—l fn Im-1 Gm
fn g1
Sul(f. ) = foor
90 9m
fo
Jo

i Jo Jo |

¢ a matriz de Sylvester de f e g, onde 0s espagos em branco sao preenchidos

por zero.

Agora vamos a definicao formal do resultante.

Definicao 3.1.2. O resultante de f e g, denotado por Res, m(f,g) € o determinante
da matriz Sylvester, ou seja, Res,m(f,g) = det(Syl(f,g)).

Veremos a seguir que o resultante igual a zero implica na existéncia

de uma raiz comum de f e g. E fécil ver que se fizermos z; = o/, onde « é uma
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raiz comum de f e g, entao z; é uma solucao do sistema, portanto o determinante
associado a este sistema é zero. O mais importante, no entanto é que a reciproca é
essencialmente verdadeira. De fato, a existéncia de uma solugao nao nula do sistema

de equagoes implica a existéncia de um fator comum nao trivial de f e g.
Assim a principal propriedade do resultante é o seguinte teorema.

Teorema 3.1.1. Sejam f = Z fix', g = Zgixi dois polinomios em K|[x] tais que
i=0 i=0
frs Gm # 0 de graus > 1. Entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

i) Res(f,g) = 0;

ii) Existem polinomios nao nulos A, B € K|x|, de graus menores que n

e m respectivamente, tais que A(x)g(z) = B(x)f(z);

iii) [ e g tém um fator comum ndo constante em K|[z|;

n—1 m—1
Prova: Encontrar polinomios nao nulos A(x) = Z cix' e B(x Z diz" em K|x]
tais que A(x)g(x) = B(z)f(x)€é equivalente encé;zotmr uma solugao Onao trivial do
sequinte sistema homogéneo de n + m equacoes nas incognitas dy,_1, dpy_s, . .., do,
Cr—1yCn—2y -+, Cp :
!
Andym—1 — by Cn_1 =0
p1dy—1 + apdyy—o — byp—1¢p—1 — bpCp—a =0

aodo — boCo =0

Isto pode ser observado igualando os coeficientes dos termos de mesmo
grau. FExiste uma solucao nao trivial deste sistema se e somente se o determinante
da matriz dos coeficientes € nulo. Observa-se que o Res(f,g) é o determinante da
matriz dos coeficientes deste sistema. Consequentemente, 1) e ii) sao equivalentes.

Mostraremos agora que ii) e iii) sdo equivalentes.
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Se existem A e B de graus menores que n e m respctivamente tais que

A(z)g(x) = B(x) () (3.1)

considere a fatora¢ao em fatores irredutiveis dos dois lados da igualdade (3.1). Os
fatores irredutiveis de g(x) tém que dividir o lado direito da igualdade. Como o grau
de B < m, nem todos os fatores de g(x) podem dividir B. Assim algum fator de g
deve dividir f. Logo eles tém um fator comum de grau positivo.

A reciproca, se ¢p(x) é um fator comum de grau positivo, entdo podemos escrever

f(z) = ¢(z)A(z), grau(A) <n

1 0 0 1 0 0 0
-3 1 0 0 1 0 0
0 -3 1 0 0 1 0
Resys(f,g)=det| 2 0 -3 -1 0 0 1 |=0.
0 2 0 0 -1 0 0
0 0 2 0 0 -1 0
|0 0 0 0 0 0 —1|

Podemos reescrever f = x(x—1)(2?—2z—2) e g = (x—1)(2*+2+1), ou

seja, f e g tém um fator em comum z—1, que justifica o fato de que o Resy 3(f, g) = 0.
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3.2 Principais Propriedades do Resultante

Veremos aqui algumas propriedades do resultante de polindmios a uma

varidvel que sdo bem conhecidas. As mesmas podem ser encontradas em [6], [18] e

123].

Para as seguintes propriedades, sejam f, g dois polinémios em K |[x]

n m
f = le’ g = gil
i=0 i=0
de graus n, m respectivamente.

Propriedade 3.2.1. i) O Res(f,c) = ¢, onde ¢ € o polindmio constante nao nulo.

it) O Res(f,0) =0, onde 0 € o polinomio identicamente nulo.

Prova: i) Pela definigdo (3.1.1), os coeficientes do polinémio de f, aparecem dis-
tribuidos em colunas exatamente em quantidade igual ao grau do polinomio g. Como
g ¢ uma constante ¢, e o grau de g é zero, entao os coeficientes de f nao aparecem
na matriz Sylvester. De forma andloga para os coeficientes de g. Como f tem grau

n, temos por defini¢do que o Res(f,c) é igual a

c 0 0

0O ¢ 0 ... 0
Resno(f,c) =det | ="

0 0 ¢

i1) Este resultado ¢ direto por i).

Propriedade 3.2.2. O Res,n(f,9) = (=1)""ReSmn(g, f).

Prova: Este resultado sai diretamente da definicao de resultante. Se permutarmos
as colunas da matriz sylvester, o determinante serd multiplicado por (—1)!, onde [
é a quantidade de permutagoes. Como o nimero de permutagoes é m(m +n — 1),

segue que (—1)™m+n=1l) — (1),
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Propriedade 3.2.3. Se f;,9; € Z, com 0 <i<ne0<j<mo Res,n(f,g) €

um polinomio inteiro de coeficientes de f,g.

Prova: Por definicao o resultante é um determinante de uma matriz, como os

coeficientes desta matriz sao inteiros, entao o resultante é um inteiro.

Propriedade 3.2.4. O Res,, ., (f,g) pode ser dado também pela sequinte formula

fo foa oo fo O 0
0 fo foa - fo O .0
0 ... 0 " .
Resym(f,g) = det 4 Jo
0 Im Jo 0 0
L 0 0 Im 90 i

Prova: Usando o fato de que o determinante de uma matriz é igual ao determinante

de sua transposta, obtemos o resultado.

Propriedade 3.2.5. Sejam aq,...,q, € B1,..., 0y, as raizes respectivamente de f
e g. Entao podemos mostrar que o Resultante é dado por
Res(f.g) = £ [T 9(ei) = (0™ gn T1 16 = £rom TT T 1 (ei = )
i=1 j=1 i=1 j=1

Prova: Primeiro vamos mostrar que as expressoes segunda e terceira sao iguais a
quarta. Podemos escrever f(z) = f,[[(x — a;). Assim tomando = = [3;, temos
que f(8;) = fulliZ1(8; — ). Entao g, TT7L, £(8;) = gm T2 fu ILmi (85 — o) =
g I [y T2, (85 — ai). Logo multiplicando por (—1)™", temos que a terceira
expressao ¢ igual a quarta. De forma andloga prova-se que a segunda expressao é

igual a quarta.

Para finalizar, basta mostrar que o Res(f,g) é igual a uma dessas ex-

pressoes. Vamos mostrar que o resultante é equivalente a quarta expressao.
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Agora consideremos as raizes de f e g, oy e 3; como varidveis. Clara-
mente o Res(f,g) é um polinémio de grau n nos coeficientes f; de f. Similarmente
o Res(f,g) é um polinémio de grau m nos coeficientes g; de g. Como o Res(f, g) se
anula para o; = [3;, neste caso f e g tétm um fator em comum. Consequentemente
o Res(f,g) é divisivel por o;; — ;. Denotando por S = f"gp, [T, [Tj2, (2 — 5;), 0

Res(f,g) deve ser divisivel por S. Sabemos que S é equivalente a

S = mez 9(ag) = QZH?; f(8;)-
A primeira igualdade implica que S é de grau n, e a segunda igualdade implica
que S é de grau m. Mas o Res(f,g) tem o mesmo grau que S e é divisivel por
S. Deste modo o Res(f,g) deve coincide com S, exceto de um fator constante.

Comparando os termos de maior poténcia do Res(f,g) e S, este fator constante é

1. Logo S = Res(f, g).

Propriedade 3.2.6. Se f, g podem ser escritas da forma f = qg+r
com grau(r) = v, entao

Res(g, f) = g, "Res(g, 7).

Prova: Para provarmos esta propriedade, usaremos a propriedade 3.2.5. Podemos

escrever f(x) = q(z)g(x) + r(z). Pela proposi¢ao anterior temos que

Res(g, f) = g, Hf(ﬁj),

de forma semelhante
Res gu _gerﬁJ H ﬁ] 5] _gme ﬁ]

Logo
Res(g, f) = g, "Res(g,7).

Em geral esta propriedade é provada quando r é o resto da divisao euclidiana de f

por g. Este caso particular pode ser encontrado em [18].
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Propriedade 3.2.7. Sejam f, g, entao existem polindmios A(x), B(z) € K[x] de
modo que A(zx) f(z)+B(x)g(x) = Res(f, g), tal que o grau(A) < m e o grau(B) < n.

Prova: Considere o Res(f,g) definido na propriedade (3.2.4). Denotando por M
esta matriz e para 1 < i < m+n, multiplicamos a ¢—ésima coluna da matriz M por

n+m—i

x , e adicionamos a ultima coluna. O resultado é uma nova matriz M’ cujo o

determinante é igual ao determinante de M, e cujas as tultimas colunas consistem

nos polindomios ™1 f(z), 2™ 2f(z), ..., f(x), 2" tg(x), 2" 2g(z),..., g(x), ou seja
xm_lf(x) — fnmn—&-m—l + fn_lxn+m—2 4+ foxm_l

l.mef(I) — fn‘,L,nerfQ + ... + foxmf2

flz) = fox™ 4+ ... + fo

l’nilg(l‘) — gmxn+mfl + gm_lwn+mf2 + ...+ gownfl

x”_Qg(a:) — gmxn—&-m—Q + ... + gozn_Q

g(x) = ImT™ + ... + 9o

Expandindo o determinante de M’ com respeito a tltima coluna, obte-
mos a identidade A(z)f(z) + B(x)g(x) = det(M') = det(M) = Res(f, g), onde os
coeficientes de A(x), B(x) sao os cofatores da tltima coluna de M’ e consequente-

mente de M, e portanto pertencem a K|[z].

O que vamos tentar fazer agora, é a generalizacao do resultante em
varias variaveis. O que parece nao ser tao trivial. Veremos que para o caso de varias
variaveis, o resultante é uma ferramenta para resolucao de sistemas de equacoes

polinomiais.
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3.3 Resultante a Varias Variaveis

Nessa seccao vamos estender a nocao do resultante em sistemas de
varias variaveis. De fato o melhor caminho para isto é a homogeneizacao dos
polindmios. Assim iniciaremos com uma motivacdo e em seguida um teorema

classico.

3.3.1 Resultantes Homogéneos

Definicao 3.3.1. Um polinomio f € dito homogéneo se todos os monomios com

coeficientes nao nulos apresentam o mesmo grau total.

3

Exemplo 3.3.1. O polinomio f = 42 + 5xy* — 23 € um polinémio homogéneo de

grau total igual a 3 em K[x,y, 2], enquanto que g = 4x3+5zxy*— 2% ndo é homogéneo.

Porque trabalhar com Polindmios Homogéneos? Para uma mo-

tivagao consideramos o sistema linear de duas variaveis
folz,y) =2 +2y+1=0

filz,y) =x+2y+2=0
folz,y) =2 +2y+3=0

O determinante é zero, mas o sistema é incompativel em C2, de certa forma contra-
riando a nogao de resultante. Por outro lado, as retas definidas por f;(z,y) = 0 s@o
paralelas e por esta razao podemos argumentar que elas tém um ponto em comum
no infinito no espaco projetivo. Podemos fazer este raciocinio com mais precisao

passando para o sistema homogéneo

FO(ZE,y,Z):$+2y+Z:O
Fi(z,y,z) =x+2y+22=0

Fy(z,y,z) =x+2y+32=0
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que tém solugdes nao nulas da forma (—2y, y, 0), isto é a homogeneizagao do sistema

que tem uma solucao no espago projetivo P?(C).

Motivagao: Sejam n polinomios homogéneos F ..., F, de n varidveis (z1,...,x,),
onde o grau total de cada polindmio
o P it J
F, = E Cprgn ] - T
Ji+jet.gn=d;

é d;, queremos determinar uma solugao nao trivial para o sistema
Fi(zy,...,z,) = ... = F,(21,...,2,) = 0. (3.2)

Como os F; sao homogéneos de grau total positivo, o sistema (3.2) sempre admite
a solucao r; = ... = x, = 0, que é chamada de solucao trivial. A questao crucial
¢ quando existe uma solucao nao trivial. Para o resto do capitulo, trabalharemos

sobre os nimeros complexos, entao aquela solucao nao trivial serd um ponto em C"

- {(0,...,0)}.

Em geral, a existéncia de uma solucao nao trivial depende dos coefi-
cientes dos polinomios Fi, ..., F,. Podemos ver facilmente para um caso particular,

em que os F; sao equacgoes lineares:

F1 = 1y + ... + ClnInZO

F, = cax1 + ... + cupx, =0,

A Algebra Linear nos fornece que este sistema de equacoes lineares possui uma
solucao nao trivial se e somente se o determinante dos coeficientes da matriz é zero.
Entao obtemos uma condic@o simples det(c;;) = 0 para a existéncia de uma solugao

nao trivial. O que vamos fazer é tentar obter uma condicao para um caso mais geral.

Retornando ao sistema (3.2), temos a seguinte questao: Quais sdo as
condigbes dos coeficientes de Fi, ..., F, para que o sistema (3.2) tenha uma solucao

nao trivial?
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Antes de responder esta questao, considere os coeficientes do sistema
(3.2). Denotando os coeficientes por (c;;), com 1 <4 < n, no total de N coeficientes,

estes constituem um espaco afim CV.

Podemos observar que se um ponto do espaco projetivo em P*~1(C) tem
duas coordenadas homogéneas (z1,...,2,) € (y1,...,Yn), entdo existe um A\ € C
tal que (Y1,...,Yn) = Mx1,...,2,). Se F(xy,...,2,) é homogéneo de grau d e
Y1y, Yn) = A21,...,2,) s@o dois conjuntos de coordenadas homogéneas para

algum ponto p € P"~!(C), entao
Fyr, . ) = X421, ..., T0).

Agora podemos responder a nossa questao com o seguinte teorema. A prova deste

resultado foi baseada no artigo [21].

Teorema 3.3.1. Fizando os graus di,...,d, € N entdo existe um wunico polinémio

irredutivel (a menos de um sinal) Res € Z[u] que satisfaz as sequintes propriedades:

i) Se Fy,...,F, € Clzy,...,x,] sdo polindmios homogéneos de grau
dy,...,d,, entio a equagdo (3.2) tem uma solugao nao trivial em C" se e somente

se o Resa, .. a,(F1,..., ) = 0.

ii)Resq, .4, (F1, ... F,) € irredutivel quando visto como um polinémio

em Clu].

Dem: Sejam os polindbmios homogéneos Fi, ..., F, de graus dy,...,d,. Para cada
coeficiente ¢; o, de cada monomio z de Fj com grau o = d;, introduzimos um nova

varidvel u; . Seja Z[u] o anel dos polindomios com coeficientes inteiros com estas

n -+ dz —1
varidveis. O nimero total destas varidveis em Z[u] é iguala N = " |
d;
Dado um polinémio P € Z[u| temos que P(Fy,..., F,) denota o niimero obtido pelas

substituicoes de cada varidvel u;, pelo correspondente coeficiente c;,.

Entao considere os seguintes polinémios:
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Chamaremos estes polinomios de universais. Note que os coeficientes de x® sao as
variaveis u; o. Para determinar uma solugao nao trivial destes polinomios, usaremos

o espago projetivo P"~1(C). Considere o seguinte:
i) Seja x = (x1,...,z,) com coordenadas homogéneas em P"~1(C).

ii) Agora considere o produto CN xP"~1(C). Um ponto (t; a, T1, - - -, Tn) €
CN x P }(C) pode ser visto como n polinémios e um ponto de P"~!(C). Os

polinomios universais F; sao de fato polinomios em CV x P*~!(C).

Considere a variedade W =V(Fy,... F,). Concretamente, este con-

junto é determinado por:

W = {(tia,T1,...,2,) € CYN x P YC) : (21,...,2,) é uma solugao

nao trivial de £y = ... =F, = 0.}

Agora vem a parte interessante: existe uma projecao natural, funcao
tal que
m:CN x P (C) — CV

definida por m(u;a, 1, ..., Tn) = (Uia), tal que

T(W) = {(u;o) € CV : existe um (1,...,7,) € P""1(C) de modo que

(Wia, X1y Ty) € W}

= { todos os possiveis conjuntos das equagoes F} = ... = F,, = 0 de

graus di, ..., d, que tem uma solugao nao trivial }.

O contetdo essencial deste teorema é provar que o conjunto w(W) é

definido por uma tnica equacao irredutivel, que é o Resq, a4, (F1,...,F,) =0.

Para provar isto, primeiramente vamos provar que (W) se anula quando
F, = F, = ... = F, =0 tem uma solucao nao trivial. Provar isto é equivalente a
provar que 7(W) é uma variedade em CV. Desta forma, pelo seguinte resultado de

[19], seccao 1. 6.3:
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Dada uma variedade W C CV x P"}(C) e uma projegao m : CV x
P 1(C) — C aimagem 7(W) é uma variedade em C". Consequentemente (W)
¢ definido pelo anulamento de certos polinomios em CV. Em outras palavras, a
existéncia de uma solugao nao trivial de F; = ... = F,, = 0 é determinada através

do polindmio com condigoes sobre os coeficientes de Fi, ..., F,.

O segundo passo para a prova é mostrar que precisamos somente de um
polindémio e que este polinémio é irredutivel. A prova requer um certo conhecimento
de fatos sobre a dimensao e a irredutibilidade de uma variedade (ver [19], secgao I.
6.3). Se aceitarmos uma idéia intuitiva da dimensao, entao a idéia basica é mostrar
que a variedade (W) C C¥ é irredutivel ( ndo podemos decompor em pedagos
menores que sao ainda variedades) de dimensao N — 1. Neste caso, a teoria nos
mostrarda que m(W) deve ser definida por exatamente uma equagao irredutivel, que

¢ o resultante Resq, . a,(F1,...,F,) =0.

Antes de provarmos que 7(W) é irredutivel de dimensao N — 1, provare-
mos que a variedade W também ¢ irredutivel de dimensao N —1. Para isto, considere
a projecao

¢ : CN x P"H(C) — P"1(C)
(u,z) — x

Entao ¢(W) = P"!(C). Mais precisamente a pré-imagem de ¢~ !(z) de qualquer
ponto € P"1(C) pode ser identificado como o conjunto {u € CV : (u,z) € W
}. Isto é um subespago de dimensdo n em CV. Para esta situagdo, novamente
aplicaremos um resultado de [19], sec¢ao I. 6.3. Ele mostra que W ¢ fechado e uma
variedade irredutivel do subespaco de dimensao n em CV x P"~1(C). Por esta razao

adim(W)= N — 1.

Retornando & projecao m : CV x P~1(C) — C, pelo Teorema prin-
cipal da teoria de eliminagao [19], seccao L. 6.3, diz que m(W) é uma subvariedade
irredutivel de CV que é bem definido sobre Q, todo ponto ¢ € C¥ pode ser iden-

tificado como um sistema polinémial (Fi,..., F,) de (3.2). Este sistema tem uma
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solugao nao trivial se e somente se ¢ pertence a variedade w(W). Para todo ¢ temos
dim(m(W)) < dim(W) = N — 1 < dim(7 ' (¢)) + dim(m(W))

Estas desigualdades podem ser vistas em [19], seccao 1. 6.3. Agora escolhemos
c=(F,...,F,) e Fy,..., F,_1 sdo as equagoes de (3.2) que tém um nimero finito
de zeros em P"7!(C). Entéao escolhendo F, que se anule exatamente em um destes
zeros e chamando de y € P"!(C), temos que 7 '(c) ={(c,y)} é uma varidade zero
dimensional. Para esta escolha particular de ¢ ambas desigualdades se mantém com

a igualdade. Isto implica que dim(w(W)) = N — 1. O

3.4 Algumas Propriedades de Resultantes a Varias

Variaveis

Agora vamos ver as principais propriedades de resutantes a varias variaveis.
As provas tém um nivel de tecnalidade usando ferramentas de Geometria Algébrica.
Como o nosso objetivo principal é o desenvolvimento do resultante como ferramenta
para resolucao de sistemas de equagoes polinomiais, vamos omitir as provas destas

propriedades. Para ver as provas destas propriedades sugerimos [10], [12] e [13].

e

Propriedade 3.4.1. Para um j fizo entre 1 e n, o Resq, . q4,(F1,...,F,) € um

polinomio homogéneo nas varidveis w;q, de grau didy . ..d;_1djiq ... d, isto €
Res(Fy, ..., \Fy, ..., F,) = Xt-dinvdividn Reg(Fy ).
Além disso, o grau total do resultante é Z?:l dy...dj_1djqq ... dy.
Propriedade 3.4.2. Parai < j
Res(Fy, ..., Fyy ..., Fjy oo Fy) = (=15 "Res(Fy,...,Fj,...,Fyy..., F,).

Propriedade 3.4.3. Ezistem polinomios Ay, ... A, nas varidveis x1, . .., x, de modo
que

R@S(Fl, c. >Fn) = AlFl + ... +AnFn
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O nosso proximo problema, é saber como calcular este polindbmio que
representa o resultante a varias variaveis. De fato existem muitas maneiras de se

obter este polinomio. Assim no préoximo capitulo apresentaremos duas técnicas.
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4 CALCULANDO RESULTANTES

O objetivo deste capitulo é calcular o resultante para o caso de polinomios
homogéneos em vérias varidveis. Primeiramente vamos apresentar a férmula de
Macaulay, que se baseia na teoria de Geometria Algébrica. Em seguida apresentare-

mos o algoritmo. Também desenvolveremos a férmula de Poisson. Para as formulas

indicamos [3] e [24].

4.1 Como calcular os Resultantes Homogéneos?

Primeiramente vamos ilustrar o resultante para um caso particular. Em
seguida partiremos para o caso geral. Assim, considere o seguinte sistema de trés

equacoes homogéneas de trés variaveis:
Fo=a1x+ay+azz=0

Fi = b1z + byy + b3z =0
Fy=cz? + 02y2 + 322 + caxy + csxz + cgyz = 0.

Queremos calcular o Resy 1 9(Fo, F1, F»). A idéia é multiplicar cada equagao do sis-
tema por um monomio apropriado, entao obter uma matriz quadrada cujo determinante,

nos podemos calcular. A questao é, quem sao estes monomios e como obté-los?

Tomamos o conjunto dos monomios de grau total igual a 2. Este con-
junto é formado por S ={ 22, zy, xz,y? yz,2°}. Agora consideramos os seguintes
subconjuntos:

So = { monomios de grau 2; z divide estes } = { 2%, xy, vz }
S; = { monomios de grau 2; x nao divide estes mas y divide } = {y? yz }
Sy = { monomios de grau 2; z,y nao dividem estes mas 2% divide } = {z* }

Observe que S = |JS;. Agora consideramos o seguinte sistema de equagoes:

vy Fy=xylv-Fy=xz/xv-Fy =9y - Fi=yz/y - Fy =2*/2* F, =0
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que podemos reescrever comao:

az? + 0 4+ 0 4+ aay + asxz + 0 =0
0 + ay?> + 0 + aazy + 0 4+ azyz =0
0 + 0 + azz? + 0 + axy + ayz =0
0 + byw? + 0 + by + 0 4+ byyz =0
0O + 0 + b3z + 0 + bzz + byz =0
ar? + oyt + 2+ oy + csxz + ocyzr =0

Entao obtemos um sistema de 6 equagoes. Usando o Maple vemos que
sistema acima possui uma solucao nao trivial. Denotando por M a matriz dos coe-
ficientes deste sistema, obtemos que det(M) = —a; R, onde R é um polindmio nas
variaveis a;, b;, ¢;. Como o sistema admite solugao, o det(M) = 0. Se a; # 0, implica
que o polinémio R = 0. Por outro lado o Resy2(Fpy, Fi, F3) é um polinémio que
se anula nas varidveis a;, b;, ¢;. Isto implica que R é mutiplo do Res; 12(Fy, F1, F5).
Assim o det(M) é divisivel pelo resultante, det(M) = Resy12(Fy, Fi, Fy) X fator
estranho. No caso geral, provaremos como determinar este fator estranho e chegare-

mos na férmula desejada.

Passamos agora para o caso geral. Sejam n + 1 polinomios homogéneos
Fo, ..., F, de n+ 1 varidveis (xq, ..., z,), onde o grau total de cada polindémio é d;,

considere o sistema
Fo(zo,...,xp) = ... = Fy(x0,...,2,) = 0. (4.1)

Como vimos no caso particular, a idéia é multiplicar cada equacao do sistema (4.1)
por um monoémio apropriado. Entao obtemos uma matriz quadrada cujo determi-
nante vai explicitar o resultante a menos de um fator, chamado de fator estranho.
Sejam Fy, ..., F, € Klzg,...,x,], de graus totais dy, . .., d,, respectivamente entao

seja
d=> (di—1)+1=)» di—n
=0 =0

e o conjunto S dos monomios z® = x7°...z% de grau total d e dividimos entao em

n + 1 subconjuntos como segue:
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So={ z: |al|=d, = divide z°}
Si={ 2% Jal=d, z¥ ndo divide z* mas 2 divide}
Sp={ 2% |al=d, zP, . 2™} nao dividem x* mas xdivide}

Observe que por construcao, todos estes conjuntos .S; sao disjuntos, ou

seja, S = J_, S;. Esta construcao implica no seguinte resultado.

Proposicao 4.1.1. Todo monomio de grau total d € divisivel por um xfi para algum
ie{0,...,n}.

Prova: Seja x um monomio de grau total d, x = xgoxfl .aPtal que Bo+ B+ .+
B, = d. Vamos supor por absurdo que para todo 7, x?" nao divide z. Isto implica que
todas as poténcias 3; de x; em x sao menores que d;. Masd=d; +do+ ... +d, <

Gr+ 0+ ...+ 0, =d.

Proposicao 4.1.2. O numero de monomios em S,, € exatamente dy . ..d,_1.

Prova: Considere a seguinte afirmacao: Dados inteiros ag, a, ..., a,_1 com0 < a; <
d; — 1 existe um unico a, de modo que zy°...x%" € S,. Para provar a existéncia
considere os inteiros ag, aq,...,a,_1. Existe um inteiro a, tal que ag + a1 + ... +
ap-1 + a, = d. Segue que zg° ...z tem grau total d. Pela proposi¢ao (4.1.1) ele
deve pertencer para algum S; com 0 < 7 < n. Sabendo que 0 < a; < d; — 1 < d;

do dy dnfl

entao xp’,zy", ..., x,"; nao dividem zg"...x% como este tem grau d implica que

n
!
z® ...z € S,. Para a unicidade vamos supor que existe a, tal que z(° ... zn" € S,.
/
Como z(° ... z% e z(° ... %" tem o mesmo grau d entao ag+...+a, = ap+...+a,
logo a,, = a/,. Assim, para cada escolha de ag, ay, ..., a,—1 com 0 < a; < d;—1, existe

um unico monémio com grau total d que pertence a S,,. Pelo principio multiplicativo,

existem exatamente dod; . ..d,_1 tais escolhas.



37

Assim reescrevemos o sistema de equagoes (4.1) por:

;

xa/ng.Fo =0 para z*€ S

xo‘/x?j.Fj =0 para z%€ S (4.2)

| =/ F, =0 para 2° €8S,

Proposicao 4.1.3. O sistema (4.2) tem N equagoes e N varidveis, onde

d+n
N =

n

Prova: F; tem grau total d;, segue que :Ba/a:lel tem grau total d. Entao cada
polinémio do lado esquerdo de (4.2) pode ser escrito como uma combinagao linear

dos monomios de grau total d. Sabendo que o nimero de monomios de grau total

d+n
d em n + 1 variaveis é o coeficiente binomial N = , entao observe que

n
o numero total de equacgoes é o nimero de elementos de Sy U ... U S, que também

é N. Assim considerando os monomios de grau total d como varidveis, obtemos um

sistema de N equagoes e N variaveis.

Vamos representar o determinante dos coeficientes da matriz N x N da
equagcao (4.2) por D,,. O determinante D,, é claramente um polinomio de coeficientes

de F;.
Proposicao 4.1.4. O polinomio D,, é homogéneo de grau dy . ..d, 1.
Prova: Pela proposicao (4.1.2) o nimero de elementos em S,, é exatamente dy . . . d,,_1.

Assim se multiplicarmos cada coeficiente de F;,, por A € C temos que D, ficard mul-

tiplicado por \%4n-1_ TLogo D, é homogéneo.
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Proposicao 4.1.5. D, ¢ divisivel pelo resultante, ou seja, D, = Res x fator

estranho.

Prova: Primeiramente vamos provar que D, se anula quando Fy = ... = F, =0
tem uma solugao nao trivial. Se os F; todos se anulam para (rg,...,7r,) # (0,...,0)
entdo os mondmios de grau total d em (rg,...,r,) geram uma solu¢do nao triv-
ial para o sistema (4.1), logo implica que o determinante D,, se anula. Pensando
geometricamente, provamos que o espaco dimensional CV formado pelas coorde-
nadas ¢;; com 1 <4, j < N do polinémio D,, se anula no conjunto { (¢;;);1 <i,j < N
: (4.1) tem solugao nao trivial } € CV. Mas isto é equivalente pelo teorema (3.3.1)

no anulamento do Resg, . 4, (Fo,- .., F,), entdo D,, se anula no conjunto

V(Resq,.....a, (Fo, .., F)) € CV.

Isto significa que D,, € I(V(Resq,, .a,(Fo, .., Fy) = /< Resay,..a,(Fo, ..., F,) >.

Esta igualdade é valida pela proposigao (2.3.1).

Mas o Resq,....a,(Fo, ..., F,) é irredutivel que implica em

\/< Resq, . a,(Fo, ..., F,) > =< Resq,.. a4, (Fo,...,F,) > .

Isto prova que D,, €< Resq,. . a4, (Fo,...,F,) > . Isto segue que D,, é um mitiplo
do Resq,... 4, (Fo, ..., F,).

Proposicao 4.1.6. Seja E € Z[u] irredutivel e nao constante. Se F € Q[u] de
modo que D = E - F € Z[u|, entdo F € Z[u].

Prova: Podemos encontrar um inteiro positivo m tal que mF € Z[u]. Entao apli-

cando a fatoragao tinica para mD = E-mF, vemos que me = mF. Ja que E € Z[u],

D
logo F' = 7 € Z|u).

Proposicao 4.1.7. O fator estranho de (4.1.5) é um polindmio inteiro de coefi-
cientes de F, ..., F,_1, onde F; = Fi(xg, ..., 1,_1,0)

Prova: O determinante D,, ¢ um polinémio em Z[u; 4], € também sabemos que o

Res € Z[u; o). Pela proposicao (4.1.5) temos que o fator estranho deve pertencer
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a Q[u; ], pois dividindo D,, pelo Res obtemos coeficientes racionais. Denotando
o fator estranho por E,, sabemos que o Res é irredutivel em Zu;,|, assim pela
proposi¢ao (4.1.6) implica que E,, € Z[u;,]. Como o Res e D,, tem o mesmo grau
dy . ..d,_1 nos coeficientes de F),, segue que F, tem grau zero nos coeficientes de F},,

entdo F, depende somente dos coeficientes de Fy, ..., F,_1.

Note que a proposic¢ao (4.1.5) fornece um método para calcular o resul-
tante. Pois basta fatorar o polinomio D,, em fatores lineares. Os fatores irredutiveis
de D,, serao os candidatos ao resultante. Infelizmente, este método é impraticavel
devido ao fato de que a fatoracao de varias variaveis, é um problema muito complexo,

especialmente para polinomios grandes como D,,.

Os conjuntos Sy, ..., 95, e o determinante D,, dependem de como as
variaveis zo, . . . , £, sao ordenadas. De fato, a notacao D,, foi escolhida para enfatizar
a variavel x,, vir a ser a ultima. Se fixarmos i entre 0 e n — 1 e ordenar as variaveis
entao z; torna-se a ultima, assim obtemos conjuntos Sy, ..., .S, levemente diferentes
e sistemas da equagao (4.2)levemente diferentes. Vamos denotar D; o determinante

deste sistema de equacoes.

Proposicao 4.1.8. Sejam Fy, ..., F, polinomios universais (F; € Z[u]). Entao o
resultante € o mdximo divisor comum dos polinomios Dy, ..., D, no anel Z[u;,],
1sto €,

Res = MDC(Dy,...,D,).

Prova: Para cada i, existe muitas escolhas para D; ( correspondendo a (n — 1)!
formas de ordenar as varidveis para x; ser a ultima). Temos que mostrar que nao
importa a escolha da ordem para D;, o MDC(Dy,...,D,) é o resultante. Pela
proposigao (4.1.5) sabemos que o Res divide D,,, e 0 mesmo é claramente verdadeiro
para Dy, ..., D, 1. Além disso o argumento utilizado na prova mostrou que D; =

Res.E;, onde E; € Z[c; |, nao envolve os coeficientes de F;. Segue que o

MDC(Dy, ..., D,) = Res.MDC(E,, ..., E,).
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Assim cada E; nao envolve as varidveis u;,, 0 M DC' a direita deve ser constante,
isto é um inteiro. De qualquer modo ja que os coeficientes de D,, sao relativamente

primos, logo este inteiro deve ser +1.

4.2 A Formula de Macaulay

Nesta secgao vamos determinar o fator estranho da proposicao (4.1.5).

Esse resultado ¢ devido a Macaulay [16].

Definigao 4.2.1. Sejam dy, ..., d, os graus de Fy, ..., F, ed=3%"  d;i —n.

i) Um mondémio x* de grau total d é reduzido se x divide x* para ezatamente um
l.

it)D! € o determinante de uma submatriz de coeficientes da matriz (4.2) obtida por

eliminacao de todos as linhas e colunas correspondente aos monomios reduzidos x®.

Exemplo 4.2.1. O Resy12(Fo, F1, F») no inicio da sec¢do (4.1), temos que (dy, dy, da)
=(1,1,2) e que n = 2. Dy € o determinante dos coeficientes da matriz 6 X 6. Assim
todos 0s mondomios de grau 2 sao reduzidos exceto xy. E Dy = ay corresponde a

submatriz obtida deletando todas as linhas e colunas exceto a 2 linha e a 4 coluna.

Uma observagao importante, é que podemos representar D/, como: D! =

* F
det H = +det(E)) X det(Es), onde E; e Ey sdo submatrizes da matriz nos
Ey 0

coeficientes definida em (4.2).

A observagao de Macaulay [16], é de que o fator estranho é exatamente

dado por D), ou seja :

Teorema 4.2.1. Sejam Fy, ..., F, polinomios universais (F; € Z[u]), o resultante é

dado por

D,
Res = o

desde que D! # 0, onde D, e D! sio bem definidos nas seccoes (4.1) e (4.2)

respectivamente.



41

Uma prova moderna desse resultado pode ser encontrado em [12]. A
seguir eshocamos uma prova algébrica que nao precissa de resultados geométricos.

Essa prova é baseada no artigo [4].

Dem: Sejam os polinémios homogeéneos Fy, ..., F, de graus dy, ..., d,, onde c,, sao
os coeficientes de cada monomio x® de F; com a = d;. Primeiramente provaremos
que D!, divide D,,. Para isto, usamos o seguinte truque: considere o anel B = Z[u,,]

com «o; = d;, onde u,, sao varidveis novas dos polinomios

o
F, = E Ue, Ty '
ai:di
Seja D" a matriz da transformagao linear, que associa cada F,, com F;. Considere

A = Z[ca,, ua,], e considere a matriz M(c,u) com coeficientes em A dada por:

* D
D% 0

M(c,u) =

E facil de ver aquele det(M(c,¢)) = D,, e por causa do lema (4.2.2) abaixo, temos
que det(E7) divide det(M (c,u)) em A.Transpondo M (c,u) e usando um argumento
simétrico, novamente pelo mesmo lema, podemos concluir aquele det(EY) divide
det(M(c,u)) em A. O anel A é um dominio fatorial e det(E;) e det(EY) nao tém

fatores comuns em A, porque eles dependem de variaveis diferentes. Assim, temos
det(M(c,u)) = p(c,u)det(Ey)det(ES)

para algum p € A. Agora, especificamos u,, — ¢,,. O fato que det(M(c,c)) é
multiplo do resultante foi demonstrado na proposicao (4.1.5) . Por outro lado, desde
que o Resultante é irredutivel e depende de todos os coeficientes de Fj, enquanto
det(E}) e det(E2) nao dependem dos coeficientes de F,,, concluimos que o resultante
divide p(c,c). Além disso, o lema (4.2.1)a seguir, diz que eles tém o mesmo grau.

Entao, a razao deles é um numero racional A. Podemos ver aquele A = +1, assim

det(M(c,c)) D,

Res — _n
T det(By) x det(Ey) DI,
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Exemplo 4.2.2. Considerando o Resg, ay a4, (Fo, F1, F») do inicio da sec¢ao (4.1),
temos que Do é o determinante do sistema de 6 equagoes e Dy = ay. Entdo pelo
teorema (4.2.1) 0 Resgy.ay.ay(Fo, F1, F) € igual a a3ibics + aibica — 2aiasbibacs +
a1asb1b3¢6 + ayasbabscs — ajasbicy + ayazbibacs — 2aiazbibzcs — ayazbscs +ajazbabzcy +
azbics — asbibscs + albic) — asazbice + asasbibacs + asazbibscy — 2aa3babscy + azbicy —

a§b1b204 + Cl%b%cl.
Lema 4.2.1. O grau(D,,) € igual grau(Res) + grau(E;) + grau(E»)

= d1 Ce di—ldi—l-l C dn + gT’CLU(El) + gTCLU(EQ)

A prova deste lema é, em linhas gerais, andlogo ao lema(5.3.1) do
proximo capitulo, com o cuidado de que devemos fazer uma expansao de Laplace

para reduzir o problema a 3 variaveis.

Lema 4.2.2. Seja A um anel e M uma matriz quadrada com os coeficientes em A

M, D
com a sequinte estrutura: M = ! , onde My, My sao matrizes retangu-
My, 0

lares. Entao existe um elemento m € A tal que

det(M) = m det(E)).

A prova deste lema sera omitida, pelo fato de ser um resultado que
pode ser provado usando ferramentas da Algebra Linear. Sugerimos o artigo [4]

para demonstragao.

Existem dois fatos importantes deste lema: o primeiro é que D é uma
matriz que representa uma transformacao linear e £y uma submatriz apropriada de
D. No nosso caso, D representard o resultante numa base de monémios e o segundo,

é que o det(F;) divide o det(M).

Aplicando todos estes resultados vamos agora obter um algoritmo para

calcular o resultante.
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4.2.1 O Algoritmo

Agora vamos apresentar um algoritmo para determinar o resultante

de polinomios homogéneos em varias variaveis. Considere Fy,...,F, polinomios
homogéneos de graus do,...,d, nas variaveis xg,...,x,. Assim de forma analoga
a seccao (4.1) considere o conjunto S = { z* = x3°...2%; | @ |= d }. Onde

A=Y (di~ 1)+ 1= yd; —n.

Agora considere os subconjuntos disjuntos de S :

So={ 2: |al|=d, z¥ divide z*}
Si={ 2% |al=d, z¥ nio divide z* mas z"divide}
Sp={ z%: |al=d, zP, . 2™} nao dividem x* mas z divide}.

O algoritmo de Macaulay [24], segue os passos da teoria desenvolvida
nas seccoes anteriores. Portanto, seus passos estao bem justificados pelos resultados

provados l4.
Algoritmo Macaulay

1. T« S, M=4.

2. Para i variando de 0 a n faga:
21U «—{ueT: 2% |u}, S;i={u/z? :uecU}, T — T\U;
2.2 Calcule M — M | J{uP; : u € S;}

Pare.

3. Para i variando de 0 a n - 1 faca:
Ni:{UESZ-:EIj,i—I-lSjgn,Bx;lj|u}.

Pare.

4. Seja N «— NoUJ... U Nn-1
Se N =0, entao N « (1);(N ¢ uma submatriz de M)

_ det(M)
= det(N)



Exemplo 4.2.3. Considere o sequinte sistema:

2 2
Foy = ayxg — asxry =0
_ 2 2 _
Fl = blxo — bgl’l + b3$0£B1 =0

ngl’g—l'l—l'g:o
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Usando o algoritmo, temos que: d =dy+dy +do —n=24+2+1—2= 3. Assim

3

N S R T S S 2 2 2 2 2 2
S={z;|a|=3:x5, a3}, x5, xoxi, T{T1, ToXs, TET2, T1T5, TiT2, TeT1T2 ).

Os conjuntos S; sao:

So = {x* € S; 2% divide : x3, xix,, 325},

Sy = {z* € S; 22 nao divide, mas z3 divide : 13, zox?, 1ivs},

Sy = {z* € S; z2 ex? ndo dividem, mas xo divide : T3, Tox3, T173, TeT1T2}.

Pelo passo 2 do algoritmo, temos que:

(L’(]FO = IlFO = .’EQFO = l’lFl = [E()Fl = .’EQFl = (L’QFQ = .T()J]QFQ = IOZL'lFQ = CUlIQFQ =
o _ d+n 3+2
que implica num sistema de tamanho N X N, onde N = = =
n 2
5!
33 = 10. Ou seja, temos um sistema de 10 equacoes e 10 varidveis.
ar asTor? + 0 + + 0 =0
a1ziry asx3ry + 0 + + 0 =0
alx%xl ard  + 0 + + 0 =0
bll‘g bgl'()I% + bng%ﬂ?l + + 0 =0
blﬂi’gQTQ be%a:Q + bgl'ol'lﬂﬁg + + 0 =0
blxgxl bgﬂf? + b3$0$% + + 0 =0
Jf%l‘g ToX1Ty — a:w% + + 0 =0
3Ty ToT? —  TeTiTy  + + 0 =0
ToT1 Lo riry  —  mas + + 0 =0
ToT3 T3 — 3 + + 0 =0

Reorganizando este sistema, como um produto matricial,

dos coeficientes

pelas varidveis {3, xiwy, wix1, 10T, TOT1TY, ToT3, TIT2, T3, T T3, T3}, temos pelo

algoritmo que a matriz dos coeficientes é:
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(4. 00 —aa 0 0 0 0 0 0|
00 az 0 0 0 0 —ap 0 0 0
00z 0 0 0 0 —as 0 0
bh 0 by b, 0 O O 0 0 0
oo 0 e 0 000
0 0 by 0 0 by 0 —b 0 0
01 0 0 -1 -1 0 0 0 0
001 -1 =10 0 0 0 0
000 0 1 0 -1 0 -1 0
(0000 0 0 1 0 0 -1 -1

Os passos 3 e 4 do algoritmo, determinam a submatriz de M, através
dos monomios reduzidos. Pela definicao os monomios reduzidos sao os monomios de
grau 3 que sao divisiveis por :L’?i, para exatamente um i, ou seja, SGO 0§ MONOMIOS que
tém apenas um dos sequintes divisores: %, x3 ou To. Logo 0s mondomios reduzidos
sQo: x%xg e x3Ty. Entdo eliminamos todas as linhas e colunas da matriz M, exceto

a sequnda e quinta linhas com a sequnda e sétima colunas. Assim a submatriz N de

M é:

Entao pelo passo 5 do algoritmo, o resultante é dado por

R68272’1(F1, F27 Fg) = bgaf — 2&162@2[)3 — 2a1b2a2b1 — a1a2b§ + Clgbg + 2@3[)3()1 + G%b%
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4.3 Formula de Poisson

Existem muitas maneiras de calcular o resultante em varias variaveis.
Na seccao anterior apresentamos uma destas maneiras. O que vamos fazer agora é

apresentar mais uma formula para o calculo do resultante.

4.3.1 Fo6rmula de Poisson em uma Variavel

Considere f, g dois polinémios em K [x]

= Zfixi,g = Zgixi
i=0 i=0

de graus n, m respectivamente. Suponhamos que suas raizes sao aq, ..., € B1, ..., Bmn.

Entao o resultante é dado por

n

Res(f.g) = i [[otei) = 0™ g [T £3) = £ran [T M = 3 (43)
i=1 j=1 i=1 j=1
Exemplo 4.3.1. Sejam f(z) = foxr + f1 € g(x) = gox + g1, com fo, go # 0. Usando

a definicao do capitulo 3, temos que:

Res(f, g) := det fo 90 = fog1 — f190-

fi n

Usando a formula de Poisson, reescrevemos o resultante como:

Res(f,g) = fogr — figo = fogo(ﬂ — ﬁ), onde g e ﬁ sao as raizes de f e g
gJo Jo Jo Jfo

respectivamente.

A prova algébrica deste resultado pode ser vista no capitulo 3. Nesta
formula fica claro que o resultante de f e g é nulo se e somente se f e g tém uma

ralz em comum.

O que vamos fazer agora é esbocar uma prova mais geométrica, para

em seguida, entender melhor a férmula de Poisson em varias variaveis.
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Como ja provamos a equagao (4.3), entao provaremos apenas a primeira
igualdade. Para entender a férmula Res(f, g) = " [[;—, 9(o), usaremos resultados

do capitulo 2.

Deste modo considere a dlgebra quociente Ay = K|z]/ < f > e a fungao
definida por: my([h]) = [g]-[h] = [gh] € Ay, onde [h] € A; é um subconjunto dos h €
Kz]. Pensando em termos de resto da divisao por f, entao podemos considerar Ay
como consistindo por todos os polinomios h de grau < n, e sobre esta interpretagao,

mylh| é o resto de gh na divisdo por f. Assim temos o seguinte resultado.

Proposicao 4.3.1. Res(f,g) = f'det(mgy : Ay — Ay).

Prova: Note que Ay é um espaco vetorial sobre K de dimensao n. Considere

my : (Af — Af) uma transformacao linear. Na Algebra Linear, dizemos que o
det(my) é definido como o determinante de uma matriz M que representa a trans-
formagao linear m,. Desde que M e m, tém os mesmos autovalores, segue que o

det(my) é o produto dos autovalores de m,, incluindo as multiplicidades.

No caso especial quando g(a;), ..., g(a,) sao distintos, podemos provar
o0 nosso resultado usando a teoria do capitulo 2. Sabendo que V(f) = {ay,...,an},
segue do teorema (2.3.2) do capitulo 2, que os niumeros g(ay), ..., g(a,) sdo os au-
tovalores de m,. Desde que estes sao distintos e A; tem dimensao n segue que os
autovalores tém multiplicidade 1, entdo det(m,) = g(a1)...g(a,), como desejava-

mos.

4.3.2 Formula de Poisson em Varias Variaveis

A férmula de Poisson pode ser generalizada pelo seguinte teorema. Se-
jam os polinémios homogéneos Fy, ..., F, € Clx,...,z,]| de graus do, . . . d,.

Considere a seguinte deshomogeneizagao:

fi(l'o, e ,CL’n_l) = .FZ'(ZE(), vy Tpn_1, 1) FZ'<I0, e ,.Tn_l) = Fi(l’o, ey Tp—1, 0) (44)

Note que F, ..., F,_; sdo polindmios em Clxzy, ..., 7, 1] de graus do, . ..d,_;.



48

Teorema 4.3.1. (Férmula de Poisson) Se o Res(Fy,...,F,_1) # 0, entio o
anel quociente A = Clxg,...,Tn1]/ < fo,---s fuo1 > tem dimensdao dy...d, 1

como espaco vetorial sobre C, e
Res(Fy, ..., F,) = Res(Fy, ..., F,_1)™det(m;, : A — A),

Onde my, : A — A ¢é transformacao linear dada pela multiplicacao por f,.

Dem: Primeiramente vamos mostrar que o anel A tem dimensao finita sobre o
espaco vetorial C quando o Res(F, ..., F,_1) # 0. A idéia crucial é pensar em ter-
mos do espago projetivo P"(C). Podemos decompor P"(C) em dois pedagos usando
x,: o espago afim C" C P"(C) definido por x,, = 1, e o hiperplano das solugoes no
infinito P"~!(C) definido por z,, = 0. Notemos que as varidveis g, . . ., Z,_; tém duas

fungoes: elas sdo coordenadas de C" C P*(C), e elas sdo coordenadas homogéneas

para o hiperplano das solugoes no infinito.

As equagoes Fy = ... = F,_1 = 0 determinam a variedade projetiva
vc P*(C). Por (44) fo = ... = fao1 = 0 definem a parte afim C"N VC V e
Fo=...=F,_1 =0 definem o hiperplano no infinito P*~}(C)N 'V C V. Assim por
hipotese Res(Fl, ..., Fn_1) # 0 implica que ndo existem solucdes no infinito, em
outra palavras, a variedade projetiva V esta contida em C" C P"(C). Usando um
resultado da geometria algébrica:
Se a variedade projetiva em P"(C) esta contida em um espago afim C* C P"*(C),
entdo a variedade projetiva deve consistir em um conjunto finito de pontos. Ver [19]

(capitulo 1).

Aplicando para V, isto nos diz que V deve ser um conjunto finito de
pontos. Como C é algebricamente fechado e V. .C C" é definido por fy = ... =
fn—1 =0, o Teorema da Finitude do capitulo 2, implica que A = Clzy, ..., x, 1]/
< fo,-.. fam1 > tem dimensao finita sobre C. Assim det(my, : A — A) define esta

transformacao.

Considerando as equacoes Fy = ... = F,_; = 0 com graus dy,...,d, 1,

respectivamente e o ntimero finito de solugoes em P"(C), entdo, pelo teorema de
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Bezout, que nos fornece o nimero de solugoes, a partir dos graus destas equacoes,
logo ntimero de solugoes, incluindo multiplicidades é dy ... d,_1.

Isto nos diz que V tem dy .. .d,_; pontos, incluindo multiplicidades. Como V C C"
¢ definido por fy = ... = f,—1 = 0, pela proposi¢ao(2.3.3) do capitulo 2 implica
que o nimero de pontos de V, incluindo multiplicidades é a dimensao de A. Deste

modo, o teorema de Bezout mostra que dim(A) =dy...d, 1.

Agora vamos explicar porque o Res(Fy, ..., F,_1)%det(my,) comporta-
se como o resultante. O primeiro passo é mostrar que det(my,) anula se e somente
se Fp = ... = F, = 0 tem uma solugdo em P"(C). Se temos uma solucao p,
entdo p €V deste modo Fy(p) = ... F,(p) = 0. Mas V C C" entdo podemos es-
crever p = (ag,...ay_1,1), € fu(ag,...,a,_1) = 0 desde F,(p) = 0. Entao pelo
teorema(2.3.2) do capitulo 2 nos diz que f,(ag,...,a,—1) = 0 é um autovalor de
my,, que prova que o det(my,) = 0. Se det(my,) = 0, entdo um dos autovalores
deve ser zero. Assim os autovalores sdo f,(p) para p €V, novamente pelo teorema
(2.3.2) do capitulo 2 temos que f,(p) = 0 para algum p. Escrevendo p da forma

(ag,...,an_1,1) obtemos uma solugao nao trivial de Fy = ... F,, = 0.

Finalmente mostraremos que Res(Fy, ..., F,_1)%™det(my,) tem a pro-
priedade homogénea dada no capitulo 3 na seccao(3.4). Substituindo F; por um
AFj para algum j < n e A # 0 entdo AF; = \F;, e nem A e nem my, sdo afetados.

Assim
R&S‘(Fo, Cee )\Fj, B 7F7’L—1) = )\domdj_ldj_klmdn*lRGS(F(), . ,Fj, cee Fn—l)

obtemos a poténcia desejada de A por causa do expoente d,, da férmula do teorema.
Por outro lado se substituirmos F,, por AF),, entao o Res(?o, - ,Fn_l) e A sao
modificados, enquanto que my, torna-se Amy, . Assim det(Amy,) = A\ det(My,)

isto segue o resultado, pois A tem dimensao dy...d, 1. Il
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Exemplo 4.3.2. Sejam f(z) = 23 +x—1 e g(x) = 222 + 3z + 7. Queremos calcular
o Res(f,g) usando a formula de Poisson. Usando a definicao (3.1.2), temos que o

resultante é dado por:

| 10 20 0-
0O 1 3 20
Res(f,g)=det| 1 0 7 3 2 | =159.
-1 1 07 3
] 0 -1 00 7_

Entao temos que obter o mesmo resultado por Poisson. Pela formula
de Poisson, temos que Res(f,g) = fi'det(m, : Ay — Ay). Assim o resultante €
Res(f,g) = (1)*det(m, : Ay — Ay). Sabendo que Ay = Clz]/ < f >= {co + c1z +
cox? 1 ¢; € C} para determinar o det(my, : Ay — Ay) basta tomar o resto da

divisao de (co + c1z + cox®) x (22% + 32 +7) por 23 +x — 1.
Fazendo as contas temos que o resto da divisao é dado por
Tco + 2¢1 + 3¢y + (3co + 5¢1 — ¢o)x + (2¢0 + 3ey + bey)x?.
Assim a transformacgao que associa
(co,c1,02) — (Teg + 2¢1 + 3e2,3¢o + Hey — ¢2,2¢9 + 3¢1 + 5es)

¢ dada pelo

7 2 3
det | 3 5 —1 = 159.

2 3 5

Entao Res(f,g) = (1)*det(m, : Ay — Ay) = 159.
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5 APLICACOES

O objetivo deste capitulo é fazer aplicacoes da teoria de resultantes.
Primeiramente vamos resolver sistemas de equacoes polinomiais usando a teoria
de resultantes, em seguida demonstraremos o Teorema de Bezout para um caso

particular. A prova geral deste teorema pode ser encontrada em [19].

5.1 Sistemas de duas variaveis

Como uma primeira aplicacao simples de resultantes, vamos demonstrar
como um sistema de duas equagoes com duas variaveis pode ser resolvido, ou pelo

menos reduzido a uma variavel. Para esta secgao indicamos o livro [5].

Considere f(z,y) = g(z,y) = 0, com f,g € K|z,y]. Podemos ocultar
a varidvel y como coeficientes e pensar em f,g € K[y|[z]. Denotando n,m os res-
pectivos graus de f, g na varidvel . Entao, o resultante Res,, ,,(f, g) na varidvel z,
denotado por Res(f,g), vai ser um polinémio em y, que se anulard em todo yo se

existir um zq tal que f(xg,y0) = g(xo,yo) = 0.

Exemplo 5.1.1. Considere f(x,y) = 2> + 3> — 10, g(z,y) = 2% + 2y* + 2y — 16.
Reescrevemos f(x,y) = 2% + 0x + (y* — 10), g(z,y) = 2? + yx + (2y*> — 16). Entdo

o resultante de f,qg € igual

Resas(f, g)s = det
y? — 10 0 29% — 16 Y

0 —-10 0  22-16

Resas(f,9)s = —22y° +2y" + 36 = 2(y + 3)(y — 3)(y* — 2).

Este polinémio em vy, tem exatamente quatro raizes yo = —3,3, V2, —v/2.
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Retomamos o sistema inicial:
flr,y) =2 +9y*—10=0

g(z,y) =2 + 2 + 2y — 16 =0

e fazendo f(x,y) — g(x,y) = 0, obtemos:
2

4 . Entao substituindo

v —10-2y* —2y+16 =0 — —y*—ay+6=0 — z =
Y
as raizes yo = —3, 3, V2, =2, temos xy = 1, —1,2v/2, —2/2.

Note que f(z,y9) = 0 também serd satisfeito devido ao resultante se
anular. Entao existe precisamente uma solucao xy para cada 1y. Assim temos o

seguinte resultado.

Teorema 5.1.1. Sejam f(z,y) = >, fily)a', g(x,y) = .0, gi(y)a’ polindmios
em Klx,yl|, tal que f;,g; € Kly|, com f, € gn ndo nulos. Seja yo uma raiz do
resultante Res(f,g). € Kly|. Se ocorrer de fn(yo) # 0 ou gm(yo) # 0, existe um
zo € K de modo que f(xo,y0) = g(zo,yo) = 0.

Dem: Observe que os polinémios f e g, sao vistos como polinémios na variavel x.

Como o Res(f,g), é um polinémio em y e existe um yo tal que

Res(f,9)«(y0) = 0.

Entao substituindo yg em f e g, e como f,,(yo) # 0 ou g,n(yo) # 0, segue pelo teorema
(3.1.1) que f e g tém um fator ndo constante em comum. Que implica na existéncia

de um o de modo que f(zo,yo) = g(xo,yo) = 0. O
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5.2 Resolvendo Equacoes via Resultantes

A idéia basica é utilizar o u — Resultante, teoria desenvolvida por van

der Waerden.

Sejam F1, ..., F, polinomios homogéneos de graus dy, . . ., d,,, respectivamente,
nas variaveis o, . . . , £,. Queremos encontrar uma solugao nao trivial para o sistema
de equacoes

Fi=...=F,=0 (5.1)

Considerando o sistema (5.1), vamos adicionar a este sistema outra
equagao polinomial homogeénea Fy = 0, assim obtemos n + 1 equagdes homogéneas

em n + 1 variaveis, onde

Fy =upxg+ ... +upx, (5.2)
tais que, ug, ..., u, sao variaveis independentes. Assim podemos calcular o resul-
tante Resy g, a,(Fo, F1, ..., F,) que é chamado de u — Resultante. Antes da teoria

geral de u — Resultante vamos fazer um exemplo.

Exemplo 5.2.1. Sejam
Fy =2 +25— 1025 =0
Fy = 27 + 2129 + 225 — 1628 = 0
Este sistema € a intersecio de um circulo e uma elipse em P*(C). Sabemos, pelo

teorema de Bezout, que serd demonstrado na prorima seccao, que existem 4 solucoes.

Para encontrarmos vamos adicionar a equa§do
FO = UpXo + UIT1 + UsXy = 0

Assim calculando o Resy22(Fy, Fi, Fo) = (2ug + 16u] + 36uy — 80uius + 120u uy —
18u2u? — 22u2u3 + 52ulu3 — 4uduyus). Fatorando este polinomio, usando o Maple
podemos reescrever o resultante como: Resy22(Fy, F1, Fy) = (up+ug —3ug) (ug—us +
3o ) (ud —8ud —2u3 — Suyug) = (w411 — 3ug) (g —u1 +3us) (g +2v/2u1 +v/2us) (ug —
2v/2u; — /2uy). Os coeficientes dos fatores lineares do Resy 29(Fo, F1, Fy) sao da-
dos por 4 pontos: (1,1,-3)(1,—1,3)(1,2v2,v2)(1, —2v2, —V/2) em P?*(C). Estes
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4 pontos sio as solugoes de Fy = F, = 0. Note que hd mais solucoes em C3, pelo
fato de que estamos determinando todas as solugdes no espaco afim C* C P*(C),
definidas por xo = 1. Assim poderiamos definir xqo = 2 e as solugoes determi-
nadas por este espaco também serao solugoes, pois sao coordenadas homogénenas

da solugoes definidas por xo = 1.

Agora vamos generalizar a idéia de u — Resultante. Assim como pode-
mos homogeneizar as equagoes polinomiais, também podemos deshomogeneizar pela

substituicao de zo = 1. Assim definimos:

fi(zy, ..., xn) = F(L,ay,...,2,) Fi(xy,...,2,) = F(0,21,...,1,) (5.3)

Note que cada f; tem grau no méaximo d;, com 0 < ¢ < n. Dentro de
P*(C) temos o espago afim C™ C P"(C) definido por zy = 1, e as solugdes do sistema
de equacoes

sdo precisamente as solugoes de (5.1) que pertencem a C* C P*(C). Similarmente,

uma solucao nao trivial das equagoes homogéneas

pode ser considerada como solu¢ao que pertence ao co . Nés dizemos que (5.3)
nao tem solugcao no oo, se F; = ... = F,, = 0 nao tem solucao nao trivial. Pelo

teorema(3.3.1) do capitulo 3 é equivalente afirmar que o Res(Fy,...,F,) # 0.

Proposicao 5.2.1. Sejam f; = ... = f, = 0 definidas em (5.3) de graus total no
mdzrimo dy,...,d,, sem solucdes no oo, e todas solucoes de multiplicidade 1. Se
fo = w +wzy + ... + upxy,, € a deshomogeneizacao de (5.2)(xg = 1), tais que,
Ug, - . ., U, SGA0 varidveis independentes, entdo existe uma constante nao nula C tal

que

Resl,dl,...,dn(fm fiooo fu) = Cnpev(fh,,,,fn) fo(p).
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Dem: O teorema é uma adaptacao da formula de Poisson.

Seja C = Resqy. a,(F1,...,F,), que ndo é nulo por hipdtese. Como os coefi-
cientes de fy sao as variaveis uo, ..., u,, precisamos trabalhar sobre o corpo K =
Cluo, . . ., u,| de fungdes racionais em wuo, ..., u,. Consequentemente, nesta prova,

trabalharemos sobre K mais propriamente do que sobre C.

Adaptando a férmula de Poisson para a situagao de (5.3) produz

R€S1,d1,...,dn(f07 fiooo fa) = C’det(mfo),

onde my, : A — A é uma transformacao linear dada pela multiplicagao por f; sobre
o anel quociente A = K[xy,...,x,]/ < fi1,..., fn > . Pelo teorema de Bezout, A é
um espago vetorial sobre K de dimensao d; .. .d, e pelo teorema (2.3.2) do capitulo
2 implica que os autovalores de my, sao os valores de fy(p) para p €V(fi,..., fn).
Como todas multiplicidades sao 1, existem d; ...d, pontos p, correspondendo a
fo(p) pontos distintos ja que fo = ug + uixy + ... + UpTy € Ug, .. ., U, SA0 variaveis

independentes. Deste modo my, tem d; .. .d, autovalores distintos fy(p), entdo isto

det(mp) =[] folp).

PEV(f1,-,fn)

]

Para ver mais claramente o que a proposicao quer dizer, sejam os pon-
tos de V(f1,..., fn) denotados por p; para 1 < i < dj...d,. Se escrevermos cada

ponto como p; = (a1, .. .,a;,) € C*, entdao fo = ug + w1y + . .. + u,z, implica

fo(pi) = uo + ainur + ... + aply,

assim pela proposi¢ao (5.2.1), o u — Resultante é dado por

dy...dn
Resl,dl,...,dn(fo, o fa)=0C H (uo + anuy + ... + ainity) (5.5)
i=1
Vemos claramente que o u — Resultante é um polinémio em wuy, . . ., u,. Além disso,

obtemos o seguinte método para encontrar as solugoes de (5.4): calcular

Resyay...a,(fos- -, fn), fatore em fatores lineares, entao léia as solugoes.
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Assim temos que o u — Resultante, que resolve (5.4), é reduzido para o problema

de fatoracao de varias variaveis.

Para calcular o u — Resultante, usamos a féormula de Macaulay ou

Poisson do capitulo 4.
Exemplo 5.2.2. Agora considere o sequite sistema:
fi=at+2?—-2=0

fo=a2+627 -3=0

Vamos determinar os pontos comuns do circulo e da elipse usando de u- Resultante.
Assim transformando as equagoes para forma homogénea a adicionando a equa¢ao

Fo = upxg + w1y + uswe = 0, temos o sequinte sistema
Fy = wyxo +uizy + usws =0
Fi=a4+2}-225=0

Fy = a5+ 627 — 325 =0

Usando o algoritmo de Macaulay

(10 0 1 0 200 0 0]
o1 0 0 0 0 1 0 -2 0
oo 1 0 0 O 01 0 =2
10 0 6 0 -3 0 0 0 O
M- o1 0 0 0O 0O 6 0 =3 O
oo 1 0 0O O 06 0 =3
0O up 0 u up 0 0 0 O 0
0 0 wog 0 wy we 0 O O 0
00 0 0 wp 0 0 w w O
i 0O 0 0 0 O wuw 0 0 wu uy |

e N a submatriz de M é:
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Logo o
Resy 99(Fy, Fi, Fy) = 81lug — 18udui — 90udus — 10uju] + 25u; + uj.
Fatorando este polinomio usando o Maple podemos reescrever como:
Resy29(Fo, F1, Fy) = (3u0+u1+\/gu2)(—u1+\/5u2+3u0)(3u0+u1+\/EUQ)(—U1+\/3u2—3u0)

Assim obtemos as coordenadas dos pontos de interseccao

3 1 -3 1 -3 -1
VAN AV AN ANV AN

5.3 O Teorema de Bezout

O Teorema de Bezout foi citado em quase todo o desenvolvimento da
teoria de resultantes. Vimos que este teorema fornece uma cota superior para o
nimero de solugoes de um sistema de equacoes polinomiais, através do produto dos
graus destes polinomios. Deste modo, nessa iltima secgao, iremos explorar o que
acontece quando duas curvas se interceptam no plano. Estamos particularmnete
interessados no numero de pontos da interseccao. E como uma aplicacao, demon-

straremos o Teorema de Bezout, usando a teoria de resultantes.

Considere o seguinte exemplo, que ilustra porque a questao é especial-
mente bonita quando trabalhamos com curvas no espaco projetivo sobre os niimeros

complexos P?(C).

Exemplo 5.3.1. Primeiramente considere a interseccao de uma pardbola com uma
elipse. Sejam y = 2% e 2* + 4(y — \)? = 4, onde X\ é um pardametro que podemos

variar. Quando A =0 e 2, obtemos as sequintes figuras:
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Figura 5.1: A\=0eA=2

Sobre os R, obtemos numeros diferentes na intersecgao. Isto fica claro,
se observarmos as figuras, o parametro X\ determina o deslocamento da elipse no
eizo y. Assim tomando N < —2, implica que as curvas tém intersec¢ao vazia. Isto

gustifica que existem valores de \ para os quais as curvas nao tém ponto em comum.

O que € mais interessante é trabalhar sobre C, no qual obtemos 4 pontos
na intersecgdo, ou seja 4 = grau(pardbola)x grau(elipse), em ambos os casos de

A=2ouA=0.

2

Para A = 0, podemos eliminar x de y = x* e 2% + 4y*> = 4 para obter

y + 4y* = 4, cujas raizes sao:

 —1+V65

y 8

E os correspondentes valores de x sao:

O que nos fornece 4 pontos da interseccao, 2 reais e 2 complexos. Para o caso A = 2,

sobre o C obtemos o mesmo numero de pontos na interseccao.

Exemplo 5.3.2. SejaP?(C), e considere as duas curvas C =V (x*—2%) e D =V (z*y—
r2? —zyz+23). E fécil checar que (1,b,1) € CN D para qualquer b € C, entdo esta

interseccao C'N D € infinita. Para ver como isto acontece, considere a fatoragao de:

2

2t -2 = (- 2)(x+2), 2’y—

—ayz + 20 = (v — 2)(vy — 22).
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Assim C € a uniao de duas retas projetivas e D € a unido de uma reta e uma conica.
Agora vemos onde o problema ocorre: C' e D tém uma componente irredutivel em

comum (x — z), entao naturalmente sua intersec¢do é infinita.

Estes exemplos explicam porque queremos trabalhar em P?(C). Agora

considere o seguinte resultado sobre a irredutibilidade de polinémios.

Proposicao 5.3.1. Seja f € Clz,y, z] um polinémio homogéneo nao nulo. Entao os

fatores irredutiveis de f sao também homogéneos, e se fatorarmos f em irredutiveis
=g g
e 1 DY S 9
onde f; nao é uma constante miltipla de f; para i # j, entdo

V(f) = V(fl) U"'Uv(fs)

¢ a menor decomposicio de V(f) em componentes irredutiveis em P?(C). Além disso,

V() =v<f>=<h. [fs>.

Prova: A prova deste resultado pode ser vista no capitulo 2.

Uma consequéncia desta proposicio é de que toda curva C' C P?(C) tem
uma equacao polinomial definida. Se C' = V(f) para algum polinémio homogéneo,
entao a proposicao implica que I(C) =< f;... fs >, onde fi,..., fs s@o os fatores
irredutiveis distintos de f. Deste modo, qualquer outro polinomio que define C' é
multiplo de fi... fs, entao f1...fs = 0, define a equacao de grau minimo. FEsta

equacao chamamos de equacao reduzida de C.

Assim se considerarmos a intersecgao de duas curvas C' e D em P?(C),
e assumirmos que C' e D nao tém componentes irredutiveis em comum, entao os

polinomios que definem estas curvas nao tém fatores em comum.

Nosso objetivo é relacionar o niimero de pontos de C'" D com os graus

das equagoes que definem estas curvas. Para isto considere os seguintes lemas.
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Lema 5.3.1. Sejam F,G € Clz,y, z] polindmios homogéneos de graus total respecti-
vamente m,n. Se F(0,0,1) e G(0,0,1) sdo nao nulos, entdo o resultante Res(F,Q)

na varidvel z é homogéneo em x ey de grau total mn.

Dem: Primeiramente, vamos representar o Res(f, g) na varidvel z por Res(f,g)..

Agora escrevemos F' e G como polinomios em 2 :

F=ayz"+...+a,
G=byzz"+...+0b,

Observe que F' é homogéneo de grau total m, e que cada a; € Clz,y] deve ser
homogéneo de grau i. Além disso, F'(0,0,1) # 0 implica que ay é uma constante

nao nula. De forma andloga, b; ¢ homogéneo de grau i, e by # 0.

Assim pela secgao 1 do capitulo 3, podemos considerar o Res(F,G).,,

como o determinante da matriz (m + n) x (m+n):

ap bo
aq Qo b1 bo
Qo bn—l
aq bn
Res(F,G) = det
b, bo
am
A
(077 bn

Para mostrar que o Res(F, ), é homogéneo de grau mn, seja ¢;; a

1J—eésima entrada da matriz. Do padrao acima, podemos ver que as entradas nao
. a,—j se j<mn
nulas sao: ¢;; =
buyi—j se j>n.
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Assim, os ¢;; nao nulos sao homogéneos de grau total i—j (se j < n)oun+i—j (se
j > n). Como o resultante é dado pelo determinante, podemos escrever o Res(F, G),
como um somatorio de um produto:

m+n

+ H Cio (i)
i=1

onde o é uma permutagao de {1,...,m+n}. Podemos assumir que cada c;,(;) ¢ nao

nulo. Se escrevermos o produto como
+ H Cio (i) H Cio (1)
o(i)<n o(i)>n
entao, este produto ¢ um polindomio homogéneo de grau
[IG-c@)+ ] n+i-o()).
o(i)<n o(i)>n

Assim ¢ é uma permutagao de {1,...,m + n}, o primeiro sométorio tem n termos
e o segundo tem m, e todo o i entre 1 e m 4+ n aparecem precisamente uma vez.
Assim podemos reorganizar o somatorio para obter

m+n m+n

mn + Hi— Ha(i):mn,
i=1 i=1

que prova que o Res(F,G), é um sométorio de um polinémio homogéneo de grau

mn. O

Lema 5.3.2. Seja h € Clx,y| um polindmio homogéneo nao nulo. Entao h pode ser
escrito da forma

h=c(six —riy)™ ... (sgx — rey)™,

onde ¢ #0 em C e (r1,81),..., (1, 8¢) sao pontos distintos em P(C). Além disso,

V(h) = {(r1,1),..., (r,5)} C PY(C).

Prova: Este lema segue como consequéncia da proposigao (5.3.1).
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Proposicao 5.3.2. Dados f,g € Clx,y,z|. Escrevendo f e g como polindmios na
varidvel x temos

f:aoxl+...+al
g=box™ + ...+ by,

onde ag, by € Cly, z]. Se 0 Res(f,q). € Cly, 2] se anula em (¢, c3) € C* entdo ocorre
um dos sequintes itens:
i) ag ou by se anulam em (cg,c3) ou

ii) existe um c¢; € C de modo que f e g se anulam em (cy, ¢, c3) € C3.

Prova: Sejam ¢ = (¢, ¢3), f(x,c) = (z,¢2,¢3) e g(x,¢) = (z, 2, c3). Isto é suficiente
para mostrar que f(z,c) e g(z, c) tém um fator comum quando ag(c) e by(c) sdo nao

nulos. Para provar isto, escrevemos
fz,¢) = aple)z' + ...+ alc)

g(z,c) =bo(c)x™ + ...+ bpn(c).

Por hipétese, h = Res(f, g), se anula em c. Assim se calcularmos o determinante

dado por h no ponto ¢, obtemos

ap(c) bo(c)

: aoc : bo(c
h(c) = det ’ O? ) assim o resul-

a(c) D bw(e)

0

a;(c) b (c)

tante de f(z,c) e g(z,c) é exatamente o determinante acima, logo segue que

0= h(c) = Res(f(z,c),g9(x,c))s.

Entao pelo teorema (3.1.1) do capitulo 3 implica que f(z,c) e g(z,c) tem uma raiz

€m coimuil.

A partir destes resultados, mostraremos como limitar o niimero de pon-

tos da intersecgao de duas curvas usando os graus de suas equagoes reduzidas.
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Teorema 5.3.1. Sejam C e D curvas projetivas em IP’2(C) sem componentes -
redutiveis em comum. Se os graus das equacoes reduzidas C' e D sdo m e n

respectivamente, entao C'N D € finita e tem no maximo mn pontos.

Dem: Suponha que C'N D tem mais do que mn pontos. Escolhendo mn+1 pontos,
que representaremos por pi,...,Pmn+1, € Para 1 < ¢ < j < mn + 1, sejam L;; as

retas que ligam os pontos p; e p;. Considere um ponto g € P?(C) de modo que

g¢ CuDU| Ly (5.6)

i<j
Este ponto existe pelo fato de que se considerarmos um polindomio nao nulo f €
Clz,y, 2], o conjunto C* — V(f) é nao vazio. Agora considere uma funcao A :
P*(C) — P?(C), de modo que A(q) = (0,0,1). Se considerarmos A em novas
coordenadas para P?(C), entao o ponto g tem coordenas (0,0, 1) neste novo sistema.

Entao podemos assumir que ¢ = (0,0,1) em (5.6).

Agora suponhamos que C' = V(f) e D = V(g), onde f e g sao
as equagoes reduzidas de graus m e n respectivamente. Entao (5.6) implica que
£(0,0,1) # 0 ja que (0,0,1) ¢ C, e g(0,0,1) # 0 ja que (0,0,1) ¢ D. Deste modo
pelo lema (5.3.1), o resultante de Res(f,g), é um polinomio homogéneo de grau
mn em x,y. Como f e g tém grau positivo em z e nao tém fatores em comum em

Clx,y, 2], pelo teorema (3.1.1) do capitulo 3, o Res(f,g). é¢ um polinémio nao nulo.

Sejam p; = (u;, v;, w;), entao ja que o resultante é um ideal gerado por
f e g, temos

Res(f,g).(u;,v;) = 0. (5.7)

Note que a reta que une o ponto ¢ = (0,0,1) com p; = (u;, v;, w;) intersecta z = 0
nos pontos (u;, v;,0). Por esta razao, (5.7) nos diz que o Res(f,g), se anula para os
pontos obtidos pela projegao dos p; € C'N D de (0,0, 1) na reta z = 0.

Por (5.6), (0,0,1) pertence a uma das retas que liga p; e p;, que implica que os
pontos (u;, v;,0) sdo distintos para i = 1,...,mn + 1. Se considerarmos z = 0 como

uma cépia de P*(C) com coordenadas homogéneas z,y, entao obtemos distintos
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pontos (u;,v;) € PY(C), e o polinémio homogéneo Res(f,g). se anula para todos
mn + 1 deles. Pelo lema (5.3.2), isto é impossivel pois o Res(f,g). é ndo nulo de

grau mn. O

Note que C' N D # (). Pelo fato de que C' e D sdo curvas no espago

projetivo P?(C), logo sempre possuem um ponto em comum.

Agora que temos um critério para C'N D ser finito, o préximo passo é
definir a multiplicidade de um ponto p € C'N D. Antes de definir a multiplicidade
de um ponto de uma interseccao, retornamos ao exemplo (5.3.1), que considera a

intersec¢ao de uma pardbola y = 2% com uma elipse 22 + 4(y — \)? = 4.

Tomando A = 1, observe a figura abaixo

Figura 5.2: A =1

Vemos facilmente que existe somente 3 pontos na interseccao. Isto é
verdadeiro, mesmo que trabalhando sobre C. Mas isso nao contraria o Teorema de
Bezout? Na verdade nao. Pois o ponto da origem (0, 0), que pertence a intersecgao
da parabola com a elipse, tem multiplicidade 2. E os outros 2 pontos da interseccao
tém cada um multiplicidade 1. Assim se adicionarmos as multiplicidades dos pontos
obtemos que o nimero total na interseccao é 4, que estd de acordo com o Teorema

de Bezout.
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A importancia deste exemplo, implica na seguinte definigao.

Definigao 5.3.1. Sejam C e D curvas em P*(C) sem componentes em comum e
suas equagoes reduzidas f = 0 e g = 0. Escolhendo coordenadas para P?(C), de
modo que satisfaca

0,0,1)gCUDU | Ly (5.8)

p#qeCND
Entao, dado p = (u,v,w) € C N D, a multiplicidade I,(C, D) € definida como o

expoente de vx —uy da fatoragao do Res(f,g)..

Exemplo 5.3.3. Considere os sequintes polinomios em Clx,y, 2] :
f=2"+y° = 2zyz,

g =22 — 42y + 3zy® + v* — 2%z

Estes polinomios definem curvas cibicas C = V(f) e D = V(g) em P*(C). Para
analizar a interseccao destas curvas, primeiramente vamos calcular o resultante na

varidvel z :
Res(f,g). = —2y(z — y)*(2z + y).

Assim para determinarmos os pontos de C' N D, basta fazer Res(f,g), = 0, isto €

equivalente y = 0, x —y = 0 ou 2z +y = 0. Deste modo C'N D consiste em 3 pontos:
p=1(0,0,1), ¢=(1,1,1), r=(4/7,-8/7,1).
Isto mostra em particular que C e D nao tém componentes em comum.

Como (0,0, 1) € C, pois € um ponto de intersecgao, isto contraria (5.8).

Entao devemos fazer uma mudanca de coordenadas. Para isso considere:
(0,1,0) ¢ CUDU Lpy U Ly U Ly,

Agora devemos encontrar uma transformacao A, de modo que a mudanca de coor-
denadas satisfaca A(0,1,0) = (0,0,1). Isto nao € dificil de fazer, seja A(x,y,z) =
(z,x,y). Entdo

(0,1,0) ¢ A(C) U A(D) U Lag)ag) Y Lagyae) YU La@gae)-
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Para encontrar a equagao que define A(C)), note que (u,v,w) € A(C) & A7 (u,v,w) €
C & f(A Y (u,v,w)) = 0. Deste modo, A(C) € definida pela equagio foA™ (z,y,z) =
fly,z,z) = 0, e de forma andloga, A(D) = g(y,z,z) = 0. Entdo pela defini¢io
(5.3.1), o resultante Res(f(y, z,x), g(y, z,x)) determina as multiplicidades para A(p) =
(1,0,0), A(q) = (1,1,1) e A(r) = (1,4/7,=8/7). O resultante é

Res(f(y, z,2), g(y, z,2)). = 8y°(x — y)*(4z — Ty),

entao as multiplicidades dos pontos p,q, e r sao

I,(C,D) =5, I,(C,D)=3, I,(C,D)=1.

Agora, finalmente podemos provar o Teorema de Bezout.

Teorema 5.3.2. (Teorema de Bezout) Sejam C e D curvas em P?(C) sem com-
ponentes em comum, e sejam m e n os graus de suas equacoes reduzidas, respecti-

vamente. Entao

Z L,(C,D) = mn,

peCND

onde I,(C, D) € a multiplicidade do ponto p € C N D.

Dem: Sejam f =0 e g = 0 as equagoes reduzidas de C' e D, e assumimos que as

coordenadas foram sido escolhidas, de modo que satisfaca

(0,0,1)¢CUDU | Ly,

p#qeCND
Escrevendo p € C'N D como p = (u,, vy, w,). Entao afirmamos que
Res(f,g). = c Z (vpx — uyy) D) (5.9)
peCND

onde ¢ é uma constante ndo nula. Para cada p, esta claro que (v,x — upy)IP(C’D)

¢ a poténcia exata de v,z — w,y que divide o resultante, isto segue da definigao
de I,(C, D). Precisamos verificar se isto ocorre para todas as raizes do resultante.
Mas se (u,v) € PY(C) satisfaz Res(f,g).(u,v) = 0, entdo pela proposi¢ao ( 5.3.2),

implica que existe algum w € C de modo que f e g se anula para (u,v,w). Isto é
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porque se escrevermos (u, v, w) € C'N D, e nossa afirmagao esta provada. Assim pelo
lema (5.3.1), Res(f,g). ¢ um polinémio homogéneo nao nulo de grau mn. Entao o
Teorema de Bezout segue pela comparacao do grau de cada termo do outro lado da

equagao (5.9). O
Assim pelo exemplo (5.3.3) o nimero de pontos em comum de f e g é
5+3+1=9=3x3=grau(f) x grau(g).

Exemplo 5.3.4. Sejam f = y*> —3 ¢ g = 6y — 2° + 9z. Queremos determinar o
numero de pontos de f N g, através das multiplicidades dos pontos da intersec¢ao.

Entdao homogeneizando, temos:

F=9y>-32=0
G =6yz* — 2% +922° =0,

Calculando o resultante de F' e G na varidvel z, temos:

Res(F, Q). = 9(x — 2y)*(z + y)*.

Assim os pontos (-2, 1, 1) tem multiplicidade 2 e (1, 1, 1) multiplicidade
4. Assim f N g tem 6 pontos.
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6 CONCLUSAO

Neste trabalho foi apresentado uma técnica classica para a resolucao de
sistemas de equacoes polinomiais. O desenvolvimento desta teoria, conhecida como
resultantes, foi intensamente motivador tanto pela sua elegancia algébrica como suas

aplicacoes.

Para desenvolvermos este trabalho, a motivagao original era de encon-
trar uma condigao simples para que dois polindmios a uma variavel tivessem uma raiz
em comum. Essa motivagao é classicamente generalizada para o caso de polinomios
em varias variaveis. Esta extensao é nao trivial, pois sao necessarios alguns resulta-
dos fortes da Geometria Algébrica, como exemplo, a irredutibilidade e dimensao de

variedades.

Em relagao ao calculo do resultante, vimos que, em alguns casos pode
nao ser viavel. Por exemplo, a formula de Macaulay, que é dada pelo quociente de

dois determinantes, ¢ impraticavel quando estes sao de grandes tamanhos.

No caso de u— Resultante, técnica que apresentamos no capitulo 5 para
determinar as solugoes de um sistema de equacoes, ele tranfere o problema para a
fatoracao de polinomios, que é por si s6 uma tarefa complicada, principalmente no

caso de muitas variaveis.

Também apresentamos no capitulo 5, uma prova de um caso particular
do Teorema de Bezout usando a teoria de resultantes. Este resultado é um teorema
classico da Geometria Algébrica, pois determina uma cota para o nimero de solugoes

de um sistema de equacoes polinomiais.

Uma importancia da técnica de resultantes, ¢ que ela tem uma variedade
de aplicagoes. Como exemplo, o calculo do MDC de dois polinomios via resultantes

pode ser encontrado nos seguintes trabalhos [8] e [9]. Esta aplica¢do nao foi feita,
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pois estavamos interessados em estudar uma técnica para determinar as solugoes de

um sistema de equacgoes polinomiais.

Temos ainda que o resultante pode ser determinado de forma mais
analitica, através da teoria de residuos, que pode ser encontrado em [5]. Ainda
no mesmo [5], podemos encontrar uma técnica para calcular facilmente nimeros
algébricos usando resultantes. Desta forma podemos ver que o resultante ¢ uma teo-

ria, por si 80, relevante, elegante e matematicamente bonita com diversas aplicagoes.

Talvez a principal utilidade da técnica de resultantes nao seja seu uso
como uma ferramenta pratica para a resolucao de sistema de equacoes polinomiais,
mas sim ainda como uma ferramenta tedrica para analise dos sistemas de equacgoes
polinomiais. Por isso o fato de ter dado consideravel importancia para a parte tedrica
do resultante, exibindo suas propriedades e resultados. Através do resultante, pode-

se estudar o comportamento do espaco solugao de sistemas genéricos.
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