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Resumo

Neste trabalho apresentamos resultados de existência e unicidade para

gráficos de curvatura média constante em H2 × R, com bordo prescrito em

planos paralelos, obtidos através da resolução de problemas de Dirichlet para

a equação da curvatura média.

Palavras-chave:superfícies, curvatura média,



Abstract

In this work we investigate the existence and uniqueness of constant mean

curvature graphs in H2 × R, with boundary in parallel planes, by solving a

Dirichlet problems for the mean curvature equation.
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Introdução

A existência de superfícies com curvatura média constante, tendo

como bordo duas curvas dadas γ e β, contidas em planos paralelos distintos,

vem sendo objeto de estudo há muito tempo, especialmente o caso H = 0.

Os catenóides e, mais geralmente, as superfícies mínimas de Riemann, são

exemplos famosos nos quais γ e β são círculos. Shiffman em [20] provou que

a intersecção de um anel mínimo cujo bordo são duas curvas convexas γ e

β, com um plano paralelo ao plano que contém γ e β, é uma curva convexa.

Meeks e White em [13] provaram que ou γ
⋃

β não é o bordo de nenhuma

superfície mínima conexa compacta ou γ
⋃

β é o bordo de exatamente um

anel mínimo ou γ
⋃

β é o bordo de exatamente dois anéis mínimos.

Em meados da década de 90, Antonio Ros e Harold Rosenberg

em [16] propuseram a seguinte questão:

Dadas duas curvas de Jordan γ e β em planos paralelos distintos, existe uma

superfície com curvatura média constante, topologicamente um anel, que tem

por bordo tais curvas?

Os mesmo autores conjecturaram que para o caso em que γ e β são

convexas, a resposta seria sim. Desde então, vários artigos foram publicados,

apresentando condições sobre as quais é possível obter uma resposta positiva

para a questão colocada acima, no caso em que o espaço ambiente é o R3.

Uma abordagem desta questão, em termos de superfícies dadas

como gráficos verticais, é feita através da resolução de um Problema de Di-

richlet, associado à equação das superfícies com curvatura média constante

em R3, no caso em que γ está contida no interior da região limitada cuja

fronteira é β. Mais precisamente, dado H ≥ 0, deve-se encontrar uma função
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u ∈ C2(Ω)
⋂
C0(Ω) tal que

(PH) =

 QH(u) = div

(
∇u√

1+|∇u|2

)
+ 2H = 0 em Ω

u|γ = h u|β = 0 ∂Ω = γ
⋃

β

onde h é uma constante que depende, em geral, da geometria das curvas,

da distância entre elas e do H que for dado, onde a curvatura média do

gráfico de u calculada com relação ao campo unitário normal N satisfazendo

〈N,−→e3 〉 ≤ 0 e Ω é uma região anelar tal que ∂Ω = γ
⋃

β. Observe que,

podemos supor ambas as curvas contidas no {z = 0}, e que impondo a

condição u|γ = h recaimos sobre a situação da pergunta inicial.

Entre os artigos que tratam do sistema (PH) citamos, [8] onde a

pergunta acima foi respondida positivamente para o caso H = 0 em que γ

e β não são necessariamente convexas e também para o caso H > 0 com γ

convexa e β não necessariamente convexa. Cabe salientar que, nesse mesmo

artigo, os autores não consideram somente duas curvas (Teoremas 2.1 e 2.5)

e sim o caso de um número finito de curvas γ1, γ2, ..., γn todas contidas no

interior da região limitada cuja fronteira é β, impondo que u admita o valor

h ao longo de cada curva γi, i = 1, ..., n e 0 ao longo de β.
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Já em [2], [1] e [9] os autores consideraram as situações onde β é

igual a projeção ortogonal de γ sobre um plano paralelo ao plano que con-

tém γ e também o caso em que β é obtida por meio de um deslocamento

horizontal da projeção ortogonal de γ. Observe que, nessas condições, a po-

sição das curvas não permite que a superfície cujo bordo é γ
⋃

β seja dada

como gráfico sobre nenhum dos planos que contém as curvas. Sendo assim,

foi conveniente, a utilização de gráficos sobre domínios anelares, contidos em

uma esfera unitária, devidamente posicionada com relação as curvas. Esse

tipo de gráfico é conhecido como gráfico radial e permitiu que fossem obtidos

resultados de existência para anéis mínimos e de curvatura média constante,

até mesmo, no caso em que γ1 e γ2 não são necessariamente convexas, nova-

mente através de um Problema de Dirichlet, mas com uma expressão para o

operador curvatura média diferente daquela apresentada em (PH).

A busca pela adaptação ao espaço ambiente H2 × R, de alguns

dos resultados contidos nos artigos citados acima, é o objetivo principal desta

tese. Para isso, é natural considerar que serão necessárias algumas mudanças,

ou seja, será usado o conjunto H2 × {0} ao invés do R2 com γ e β contidas

em H2×{0}, γ contida no interior da região limitada cuja fronteira éβ. Além

disso, a noção de gráfico relacionada à H2 × R será dada por

Graf(u) = {(x, y, t) ∈ H2 × R | (x, y) ∈ Ω, t = u(x, y)}

onde Ω ⊂ H2 × {0} e u : Ω 7→ R é uma função suficientemente suave. A

principal alteração no sistema (PH) quando considerado o espaço ambiente

H2 × R, é dada pelo operador curvatura média. Mais precisamente temos:

(PH) =

 QH(u) = Fdiv

(
∇u√

1+F |∇u|2

)
+ 2H = 0 em Ω

u|β = 0 u|γ = h u ∈ C2(Ω)
⋂
C0(Ω)
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onde h > 0 é uma constante, F = F (x, y) =
(

1−(x2+y2)
2

)2
e ∇, div e |.|

representam o gradiente, o divergente e a norma no sentido euclidiano e Ω é

um domínio anelar tal que ∂Ω = γ
⋃

β.

Uma característica comum entre os resultados citados com rela-

ção ao R3 é a utilização, durante as demonstrações, de pedaços de superfícies

de rotação que possam ser descritos como gráficos de funções, definidas por

exemplo, em domínios no plano z = 0. Sendo assim, qualquer estudo do

sistema acima, que seja de certa forma semelhante àquele feito em R3, sugere

uma análise prévia do comportamento das superfícies de rotação do espaço

em questão e para isso são fundamentais os seguintes artigos: [19] onde des-

tacamos o fato dos autores estabelecerem equações explícitas de uma família

a 1-parâmetro de superfícies rotacionais com curvatura média constante e

[14], no qual aparece uma análise completa do comportamento das superfí-

cies de acordo com o valor de sua curvatura média e a relação deste com o

parâmetro da família.

Recentemente, em [3] de 2010, a autora estabeleceu uma versão do

Teorema 2.1 de [8] para H2×R, obtendo existência de solução para o sistema

(PH) no caso H = 0, por meio da aplicação do Método de Perron. Ainda

no caso de domínios limitados e dados finitos no bordo é importante citar o

Teorema 2.1 de [14], onde é considerado o caso em que o dado no bordo é
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identicamente nulo, a ∂Ω é de classe C2,α, com α ∈ (0, 1), H ∈ [−1
2
, 1
2
] e a

função u obtida é suave até a fronteira, ou seja, u ∈ C2,α(Ω). Em [11] também

são obtidos resultados para domínios limitados, no entanto, nesse caso o dado

no bordo é infinito. Já em [18], [4] e [7] o problema de Dirichlet associado

a equação da curvatuta média é considerado sobre domínios ilimitados com

H = 0, H ∈ (0, 1
2
) e H = 1

2
respectivamente.

Sendo assim, até onde temos notícia, não foram considerados re-

sultados relacionados a (PH), onde o domínio Ω tem fronteira suave formada

por duas curvas, o dado no bordo é finito em cada componente conexa, a cur-

vatura média é H ≥ 0 e a função u é de classe C2,α(Ω) para algum α ∈ (0, 1).

Através de hipóteses relacionando a geometria das curvas e o H ≥ 0 dado,

obtemos valores para o termo h, de tal forma que o sistema (PH) tenha so-

lução de classe C2,α(Ω), via Método da Continuidade. Em outras palavras,

provamos

Teorema 3.1 Seja Ω um domínio anelar de classe C2,α, onde α ∈ (0, 1),

contido em H2×{0} cujo bordo consiste de duas curvas γ e β com γ contida

no interior da região limitada cuja fronteira é β. Sejam r > 0 e D < −1

satisfazendo:

ln(−D) < r < cosh−1(−D)

Suponha que diam(β) < r + R, onde R = cosh−1(−D), que γ satisfaz a

condição do círculo interior de raio r (isto é, dado p ∈ γ existe um círculo

de raio r passando por p e contido no fecho da região limitada por γ) e que

kβ ≥ cothR. Denote por d = dH(γ, β). Nessas condições, dados

0 ≤ h ≤ d(1−D2)

4D sinh(r + d
2
)

e H ∈ [0, 1
2
] existe uma única u ∈ C2,α(Ω) tal que QH(u) = 0 em Ω, u|γ = h
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e u|β = 0, onde a curvatura média é calculada com relação ao campo N ,

normal unitário (no sentido hiperbólico) satisfazendo 〈N, ∂
∂t
〉H2×R ≤ 0.

Observe que a altura h não depende do valor de H dado em

[0, 1
2
]. Conforme veremos, isso decorre do fato das superfícies rotacionais

de curvatura média constante H = 1
2

serem gráficos ilimitados na direção t.

Teorema 3.2 Seja Ω um domínio anelar de classe C2,α, onde α ∈ (0, 1),

contido em H2×{0} cujo bordo consiste de duas curvas γ e β com γ contida

no interior da região limitada cuja fronteira é β . Dado H > 1
2

sejam

0 < r ≤ 1

2
cosh−1

4H2(4H
2+1

4H2−1
)−

√
4H2(4H

2+1
4H2−1

)2 − (4H2 − 1)

4H2 − 1


e D < −2H satisfazendo:

cosh−1

(
2DH +

√
1− 4H2 +D2

1− 4H2

)
< r < cosh−1

(
−D

2H

)
Suponha que γ satisfaz a condição do circulo interior de raio r e que diam(β) ≤

r+R, onde R = cosh−1
(−D
2H

)
. Além disso, suponha que kβ ≥ cothR. Denote

por d = dH(γ, β). Nessas condições, dado

0 ≤ h ≤ min

d
(
sinh(cosh−1

(
2DH+

√
1−4H2+D2

1−4H2

))
2 sinh(r + d

2
)

,
Hd(cosh(R− d

2
)− 1)

2 sinh(R− d
2
)


existe uma única u ∈ C2,α(Ω) tal que QH(u) = 0 em Ω, u|γ = h e u|β = 0,

onde a curvatura média é calculada com relação ao campo N , normal unitário

(no sentido hiperbólico) satisfazendo 〈N, ∂
∂t
〉H2×R ≤ 0.

Esta tese foi dividida em três capítulos. No Capítulo 1 exibimos o

operador curvatura média para gráficos verticais em H2 ×R e apresentamos

um resumo da teoria relativa e este operador necessária para o restante do

texto, bem como sua relação com o Método da Continuidade. No Capítulo

7



2 tratamos de alguns resultados úteis para a construção de barreiras relati-

vas ao operador citado acima. Em particular, apresentamos as equações das

superfícies rotacionais de curvatura média constante em H2 × R, baseadas

nas bibliografias [19] e [14]. Neste capítulo, fica clara a diferença de compor-

tamento dessas superfícies no caso da curvatura média menor ou igual a 1
2

e maior que 1
2

e consequentemente o motivo pelo qual os resultados acima

são divididos em H ∈ [0, 1
2
] e H > 1

2
. No Capítulo 3 exibimos as demonstra-

ções dos Teoremas 3.1 e 3.2 e também exemplos de domínios onde valem as

hipóteses dos Teoremas acima.

É importante salientar, que no caso H = 0 do Teorema 3.1, o

resultado obtido aqui não melhora o Teorema 2.1 de [3] pois a altura h do

gráfico de u, em nosso caso, é menor que aquela obtida em [3] e, além disso,

o domínio Ω, no qual trabalhamos, admite somente duas curvas formando

sua fronteira.
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1 Preliminares

Neste capítulo introduzimos o espaço ambiente H2×R, o operador

curvatura média constante (hiperbólico) no caso de gráficos verticais sobre

domínios contidos em H2 × {0} e o Problema de Dirichlet associado e este

operador. Além disso, apresentamos alguns resultados que serão utilizados

durante as demonstrações que aparecem no Capítulo 3.

1.1 O espaço ambiente H2 × R

O modelo do plano hiperbólico H2 a ser utilizado nesta tese é

conhecido como disco de Poincaré, isto é:

H2 = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 < 1}

munido da seguinte métrica:

dr2 =
4

(1− (x2 + y2))2
(dx2 + dy2) =

1

F (x, y)
(dx2 + dy2).

Usando a métrica acima é possível provar que H2 é uma variedade

Riemanniana completa de curvatura seccional constante igual a −1 e que suas

geodésicas neste modelo são ou diâmetros do disco aberto unitário centrado

na origem ou arcos de circunferência que interceptam o bordo deste disco

ortogonalmente. Entre as curvas contidas nessa variedade destacamos:

1) horociclos: círculos euclidianos tangentes a ∂H2 que tem como caracterís-

tica a curvatura geodésica hiperbólica constante igual a 1.

2) circulos hiperbólicos: são círculos euclidianos, contudo seu centro hiper-

bólico posiciona-se deslocado com relação ao centro euclidiano.
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A variedade produto H2×R onde serão desenvolvidos os resultados

de existência é o conjunto:

H2 × R = {(x, y, t) ∈ R3 | (x, y) ∈ H2, t ∈ R}

munido da métrica ds2 dada por

ds2 =
1

F (x, y)
(dx2 + dy2) + dt2

com a noção de gráfico dada pela:

Definição 1.1.1 Seja Ω ⊂ H2 × {0} um domínio (subconjunto aberto e

conexo) e u : Ω 7→ R uma função suave, chamamos Graf(u) ao conjunto

Graf(u) = {(x, y, t) ∈ H2 × R | (x, y) ∈ Ω, t = u(x, y)}

1.2 Operador Curvatura Média

Proposição 1.2.1 Dado H ≥ 0 e u ∈ C2(Ω), onde Ω é um domínio aberto

e limitado contido em H2 × {0}, as seguintes afirmações são equivalentes:

i) Graf(u) tem curvatura média hiperbólica constante H com relação ao

campo unitário normal N satisfazendo 〈N, ∂
∂t
〉H2×R ≤ 0 na métrica ds2.

ii) QH(u) = Fdiv

(
∇u√

1+F |∇u|2

)
+ 2H = 0, onde ∇, div e |.| representam o

gradiente, divergente e a norma euclidianos.

Demonstração. Ver [12].

Nos resultados que estamos interessados, para dado H, não nos

basta encontrar u ∈ C2(Ω) que satisfaça (ii) da Proposição acima, já que a

função u deve satisfazer um valor prescrito na ∂Ω, isto é, estamos interessados

em soluções do seguinte sistema:
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(PH) =

 QH(u) = Fdiv

(
∇u√

1+F |∇u|2

)
+ 2H = 0 em Ω

u|∂Ω = ϕ, u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω)

onde ϕ : ∂Ω 7→ R é uma função, a princípio somente contínua, dada a priori.

O sistema acima é conhecido como problema de Dirichlet para a equação

das superfícies de curvatura média hiperbólica constante em H2 × R. Note

que a segunda linha do sistema exige que u estenda-se continuamente até o

fecho de Ω. No entanto, na continuação deste trabalho passamos a procurar

soluções de QH(u) = 0 com características mais "fortes", como por exemplo

u ∈ C2(Ω) ou ainda u ∈ C2,α(Ω) onde α ∈ (0, 1) indica o coeficientes de

Holder. Em geral, estamos interessados de fato no sistema

(PH) =

 QH(u) = Fdiv

(
∇u√

1+F |∇u|2

)
+ 2H = 0 em Ω

u|∂Ω = ϕ, u ∈ C2,α(Ω)

onde ϕ ∈ C2,α(∂Ω) é dada a priori e Ω é um domínio limitado cuja fronteira

é de classe C2,α. Uma observação importante é que para o caso H = 0

as funções constantes definidas sobre Ω são soluções de Q0(u) = 0 e sendo

assim podemos afirmar que as "fatias", H2 × {l} com l ∈ R de H2 × R, são

superfícies de curvatura média constante H = 0 em H2 × R. Através da

análise dos coeficientes das derivadas de ordem 2 da equação (ii) temos que o

operador curvatura média (hiperbólico) é um operador quasilinear elíptico de

segunda ordem. Esta classificação, juntamente com o fato do domínio Ω ser

limitado, são características fundamentais para podermos utilizar o Método

da Continuidade, sobre o qual falaremos na próxima seção.
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1.3 Método da Continuidade

Antes de falarmos diretamente da abordagem de (PH) através

do Método da Continuidade são necessárias algumas definições.

Definição 1.3.1 (BARREIRAS) Seja Ω um domínio limitado cuja fronteira

é de classe C2,α contido em H2 × {0}. Dizemos que ϕ ∈ C2,α(∂Ω) admite

barreiras relativas ao operador QH , em p ∈ ∂Ω se existem funções vp (barreira

por baixo) e wp (barreira por cima) de classe C1(Ω) e M ≥ 0 (M independente

p) tais que, para qualquer solução u : Ω 7→ R de (PH) tenhamos:

vp ≤ u ≤ wp em Ω,

wp(p) = vp(p) = ϕ(p)

max{|∇wp(p)|, |∇vp(p)|} ≤ M ∀p ∈ ∂Ω.

Observe que a limitação da norma do gradiente das funções vp

e wp em p envolve somente termos euclidianos, mas isto não é problema,

pois podemos estimar a norma hiperbólica do gradiente hiperbólico dessas

funções lembrando que ||∇H(wp)||
2

H = F |∇wp|2 ≤ |∇wp|2.

Encontrar barreiras, conforme a definição acima, não somente

em H2 × R, mas até mesmo em outros espaços tem sido uma questão muito

trabalhada na pesquisa em GEOMETRIA/EDP nos ultimos anos devido a

sua relação direta com o Método da Continuidade e consequentemente com

a existência de solução para (PH). Não existe uma regra geral para obter

tais funções, no entanto, a literatura nos mostra como candidatas naturais,

tanto em R3 como em H2 × R, partes de superfícies de rotação dadas como
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gráficos verticais, com curvatura média constante. Vejamos alguns resultados

que nos auxiliam na determinação de quais superfícies, servem ou não, como

barreiras.

Teorema 1.3.1 (Princípio da Comparação)(Adaptação do Teorema 17.1 de

[10]) Sejam u e v funções de classe C2(Ω) ∩ C0(Ω) satisfazendo QH(u) ≥

QH(v) em Ω e u ≤ v em ∂Ω. Então u ≤ v em Ω.

Demonstração. Ver [10].

Lema 1.3.2 Sejam u uma função de classe C2(Ω) tal que o gráfico de u tem

curvatura média constante hiperbólica H e h ∈ [0, H). Então Qh(u) ≤ 0.

(Analogamente temos Qh(u) ≥ 0 se h ∈ [H,+∞)).

Demonstração. Como o gráfico de u tem curvatura média hiperbólica cons-

tante H então QH(u) = 0 e sendo assim

Qh(u) = Fdiv

(
∇u√

1+F |∇u|2

)
+ 2h = −2H + 2h = −2(H − h) ≤ 0.

Lema 1.3.3 Sejam Ω um domínio limitado com fronteria de classe C2,α,

p ∈ ∂Ω e u, v e w funções de classe C1(Ω) satisfazendo v ≤ u ≤ w e

v(p) = u(p) = w(p), então

|∇u(p)| ≤ max{|∇w(p)|, |∇v(p)|}

Demonstração. Ver [15].

Uma combinação adequada do Lema 1.3.2 e do Teorema 1.3.1,

nos sugere usar, como barreiras por baixo, relativas ao operador QH , funções

cujos gráficos tem curvatura média menor que H e como barreiras por cima

funções cujos gráficos tem curvatura média maior que H. Já o Lema 1.3.3

nos fornece uma maneira de relacionar a norma do gradiente (no bordo) das

barreiras com a norma do gradiente de qualquer solução de (PH).
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Vejamos agora como funciona o Método da Continuidade. Esta

técnica baseia-se em mergulhar o sistema

(PH) =

 QH(u) = Fdiv

(
∇u√

1+F |∇u|2

)
+ 2H = 0 em Ω

u|∂Ω = ϕ, u ∈ C2,α(Ω)

onde ϕ ∈ C2,α(∂Ω) é dada a priori e Ω é um domínio limitado cuja fronteira

é de classe C2,α, em uma família de sistemas indexada pelo intervalo [0, 1] da

seguinte maneira:

(P tH) =

 QtH(u) = Fdiv

(
∇u√

1+F |∇ut|2

)
+ 2Ht = 0 em Ω

u|∂Ω = tϕ, u ∈ C2,α(Ω)

e considerar o conjunto W dado por

W = {t ∈ [0, 1] | (P tH) tem solução}.

Após definirmos o conjunto W o objetivo é mostrar que W =

[0, 1]. O argumento usado para isso será garantir que W é não vazio, aberto

e fechado. Usando a conexidade de [0, 1] teremos W = [0, 1] e assim (PH) es-

tará resolvido. Observe que W não é vazio pois t = 0 pertence a W , levando

em conta que H2×{0} tem curvatura média hiperbólica constante H = 0. O

fato de W ser aberto decorre do Teorema das Funções Implícitas em Espa-

ços de Banach, pois a derivada do operador QtH calculada em coordenadas

locais é um homeomorfismo linear. Para o fechamento de W considere uma

sequência tn ⊂ W tal que tn −→ t0. Como [0, 1] é compacto, t0 ∈ [0, 1], para

garantir que W é fechado devemos mostrar que t0 ∈ W . Seja utn a sequência

de soluções de (P tnH) associada a tn. Dado t ∈ [0, 1] e p ∈ ∂Ω, admitindo a
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existência de barreiras vp,t e wp,t, relativas ao operador QtH , por baixo e por

cima respectivamente, obtemos uma estimativa a priori dada por

sup
∂Ω

|∇u| ≤ M

onde u é qualquer solução de (P tH). Em particular temos

sup
∂Ω

|∇utn| ≤ M ∀n ∈ N,

que juntamente com o resultado abaixo. (Lema 2.5 de [5])

Lema 1.3.4 Seja u ∈ C3(Ω)∩C1(Ω) solução de QH = 0 em Ω. Assuma que

u é limitada em Ω e que |gradu| é limitado em ∂Ω. Então |gradu| é limitado

em Ω por uma constante que depende somente da |u|0 e de sup∂Ω|gradu|.

Demonstração. Ver [5].

E lembrando que qualquer solução de (P tnH) é limitada em Ω,

por uma constante que não depende de tn, devido a existência das barreiras,

nos permite estender a estimativa acima para Ω, isto é:

sup
Ω
|∇utn| ≤ M ∀n ∈ N.

Através de reduções apropriadas para um problema linear elíp-

tico, aplicando as estimativas de Holder para o gradiente (Teoremas 12.2 e

6.6 de [10]) obtemos uma estimativa uniforme da norma C2,α da sequência

utn , isto é

|utn|2,α ≤ K ∀n ∈ N

e de posse dessa estimativa aplicando Arzelá - Ascoli temos que utn possui

uma subsequência que converge uniformemente na norma C2 a uma função

u ∈ C2(Ω). A regularidade da ∂Ω e o Teorema 6.19 de [10] garantem que

u ∈ C2,α(Ω). A continuidade do operador Qt0H assegura que u é solução de

15



(P t0H) e sendo a assim t0 ∈ W . Portanto, a parte da demonstração referente

ao fechamento de W se resume a garantir a existência de barreiras relativas

ao operador QtH para todo ponto p ∈ ∂Ω e para todo t ∈ [0, 1].

No contexto desta tese, procuramos soluções do sistema (PH)

para o caso de um domínio anelar Ω, isto é, Ω é uma região limitada de

H2 × {0} cuja fronteira é formada por duas curvas, digamos γ e β, com

γ contida no interior da região limitada cuja fronteira é β. Além disso,

exigimos que as soluções, quando restritas a γ se anulem e quando restritas

a β tenham uma determinada altura constante h. Sendo assim, é natural

que as condições sobre as quais o sistema (PH) tenha solução, dependam da

geometria das curvas e da altura h. Uma das principais condições sobre a

curva γ segue na definição abaixo:

Definição 1.3.5 Seja γ uma curva de Jordan de classe C2,α contida em

H2 × {0}. Dizemos que γ satisfaz a condição do círculo interior de raio r se

dado qualquer ponto p ∈ γ existe um círculo de raio r tangente a γ em p e

contido na região limitada cuja fronteria é γ.

As outras condições sobre as curvas serão dadas diretamente em

termos da curvatura geodésica e das quantidades abaixo:

diam(β) = sup{dH(p, q), p, q ∈ β}

d = dH(γ, β) = inf{dH(p, q) p ∈ γ, q ∈ β}

onde dH : H2 ×H2 7→ R é a distância hiperbólica.
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2 Superfícies Rotacionais de Curvatura Média

Constante em H2 × R

Veremos que, levando em consideração as hipóteses das curvas

envolvidas no resultados de existência, é conveniente usar como barreiras,

pedaços de superfícies de rotação que tenham por bordo dois círculos em

"fatias paralelas". Para isso é necessário o conhecimento do comportamento

de tais superfícies neste espaço ambiente, principalmente através das equa-

ções que as definem. Como base para esse assunto utilizamos os artigos, [14],

[19] e [17]. De acordo com os interesses desta tese, é suficiente considerar

o estudo dessas superfícies de rotação, através de três situações, que serão

estudadas em 3 casos separadamente: curvatura média constante H = 0,

H = 1
2

e H > 1
2
.

Considere o modelo de H2 ×R do capítulo anterior, bem como a

métrica associada e ele. Seja Γ = {(x, 0) ∈ H2 | x ∈ (−1, 1)} uma geodésica

completa passando por (0, 0). A menos de uma isometria podemos supor

que as superfícies de rotação de H2 × R são geradas por curvas no plano

geodésico P = Γ × R e que seu eixo de rotação é {(0, 0)} × R. Considere

uma curva c(s) = (s, λ(s)) contida em P que seja um gráfico vertical sobre Γ ,

onde s ∈ (0,∞) é a distância hiperbólica até (0.0). Orientando a superfície

de rotação S, obtida através de c(s), pelo campo unitário normal N com

terceira componente maior ou igual a zero, temos que S tem curvatura média

constante H se e somente se λ(s) é dada por

λH,r0(s) =

∫ s

r0

D + 2H cosh(t)√
sinh2 t− (D + 2H cosh(t))2

dt.

onde D é um parâmetro e r0 é o valor mínimo de t tal que
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sinh2 t− (D + 2H cosh(t))2 ≥ 0.

Para uma demonstração em detalhes ver [19].

2.1 Caso H = 0

Proposição 2.1.1 (Proposição 5.1 de [14] - adaptada) Para cada D ≥ 0

existe MD, uma superfície rotacional completa com curvatura média cons-

tante H = 0. A superfície M0 é a fatia H2×{0}. Para D > 0 a superfície MD

é mergulhada, homeomorfa a um anel e a distância entre o eixo de rotação e

a superfície MD é r0 = sinh−1 D.

Demonstração. Basta fazer H = 0 na expressão de λH,r0(s) obtendo

λ0,r0(s) =

∫ s

r0

D√
sinh2 t−D2

dt =

∫ s

sinh−1 D

D√
sinh2 t−D2

dt.

Note que o denominador do integrando de λ0,r0(s) se anula em t = r0 e

sendo assim a curva λ0,r0(s) tem tangente vertical nesse ponto. Além disso,

observe que a função acima está definida para todo s ≥ r0 e sendo assim
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podemos escrever a superfície MD como gráfico vertical de uma função de

duas variáveis sobre o domínio Ωr0 = {q ∈ H2 × {0} | dH(q, (0, 0)) ≥ r0}

quando consideramos a composta λ0,r0(s(q)) onde s = s(q) = dH(q, (0, 0)),

ou seja:

λ0,r0(s(q)) =

∫ s(q)

r0

D√
sinh2 t−D2

dt

ou ainda, através da substituição sinh r0 = D,

λ0,r0(s(q)) =

∫ s(q)

r0

sinh r0√
sinh2 t− sinh2 r0

dt.

2.2 Caso H = 1
2

Nessa caso a função λH,r0 tem o seguinte formato

λ 1
2
,r0
(s) =

∫ s

r0

D + cosh(t)√
sinh2 t− (D + cosh(t))2

dt.

com três possibilidades para o parâmetro D < 0 separadas através do resul-

tado abaixo:
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Lema 2.2.1 (Lema 5.2 de [14] - adaptado) Assuma que H = 1
2

e D < 0.

Então sinh2 t − (D + cosh(t))2 ≥ 0 se e somente se, t ≥ cosh−1
(

1+D2

−2D

)
=

ln(−D). Seja r0 ≥ 0 tal que ln(−D) = r0 então sinh2 r0−(D+cosh(r0))
2 = 0

e r0 = 0 se e somente se D = −1.

(1) Se D ∈ (−1, 0), então −D < cosh r0. Consequentemente a função λ 1
2
,r0
(s)

é não decrescente para s ≥ r0 > 0 e tem derivada infinita em r0.

(2) Se D = −1, então λ
′
1
2

(s) = 1√
2

√
cosh(s)− 1 e r0 = 0. Portanto a função

λ 1
2
(s) está definida para todo s ≥ 0, tem derivada 0 em s = 0 e é não

decrescente para s > 0.

(3) Se D < −1 existe R > r0 > 0 tal que cosh−1(−D) = R. Consequen-

temente a função λ 1
2
,r0
(s) está definida para todo s ≥ r0 > 0 com derivada

infinita em r0, é não crescente para r0 < s < R, tem derivada 0 em R e é não

decrescente para s > R.

(4) Para todo D < 0 e r0 ≥ 0 temos

lim
s→+∞

λ 1
2
,r0
(s) = +∞

Demonstração. Basta analisar a integral que define a função λ 1
2
,r0
(s) e sua

derivada.

Cabe salientar, que nesse caso o valor de r0 depende somente do

parâmetro D, e além disso, que D → −1 implica em r0 → 0. O conteúdo do

Lema acima pode ser escrito em termos de superfícies conforme segue.

Proposição 2.2.2. (Proposição 5.2 de [14]) Existe uma família a um pa-

râmetro SD onde D < 0 de superfícies rotacionais completas com curvatura
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média hiperbólica constante H = 1
2
.

(1) Se D > −1, a superfície SD é um anel propriamente mergulhado, simétrico

com relação à H2 × {0} e cuja distância ao eixo de rotação é ln(−D).

(2) Se D = −1, então a superfície S−1 é um gráfico vertical inteiro tangente

a H2 × {0} em (0, 0, 0) e contido em H2 × {t} com t ≥ 0.

(3) Se D < −1, a superfície SD é um anel propriamente imerso (e não

mergulhado), simétrico com relação à H2 × {0} e cuja distância ao eixo de

rotação é ln(−D).
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(4) Em todos os casos anteriores a superfície é ilimitada na direção da co-

ordenada t. Além disso, qualquer superfície rotacional com curvatura média

constante H = 1
2

é, a menos de uma isometria do ambiente, parte de alguma

superfície desta família.

Demonstração. Consequência direta do Lema anterior.

Dado D < 0, observe que a função abaixo está definida para todo

s ≥ r0 = ln(−D)

λ 1
2
,r0
(s) =

∫ s

r0

D + cosh(t)√
sinh2 t− (D + cosh(t))2

dt.

e considere o domínio Ωr0 = {q ∈ H2 × {0} | dH(q, (0, 0)) ≥ r0}. Defina a

composta λ 1
2
,r0
(s(q)), onde s = s(q) = dH(q, (0, 0)) e r0 = ln(−D), por:

λ 1
2
,r0
(s(q)) =

∫ s(q)

r0

D + cosh(t)√
sinh2 t− (D + cosh(t))2

dt.

Sendo assim podemos escrever SD como gráfico de λ 1
2
,r0
(s(q)) so-

bre Ωr0 e além disso, para o caso D = −1 a expressão obtida para λ 1
2
,r0
(s(q))

admite a seguinte simplificação:
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λ 1
2
(s(q)) =

∫ s(q)

0

−1 + cosh(t)√
sinh2 t− (−1 + cosh(t))2

dt = 2 cosh

(
s(q)

2

)
− 2

com Ωr0 = H2 × {0} pois r0 = 0.

2.3 Caso H > 1
2

Nessa caso o parâmetro D admite somente valores tais que D ≤

−
√
4H2 − 1. Dentro dessa situação serão consideradas as possibilidades D <

−2H, D = −2H e −2H < D ≤ −
√
4H2 − 1.

Lema 2.3.1 (Lema 5.3 de [14]) Sejam H e D satisfazendo H > 1
2

e D <

−
√
4H2 − 1. Então existem números 0 ≤ r0 < r1 tais que

r0 = cosh−1

(
2DH +

√
1− 4H2 +D2

1− 4H2

)
e

r1 = cosh−1

(
2DH −

√
1− 4H2 +D2

1− 4H2

)
.

Portanto sinh2 t− (D+ 2H cosh(t))2 > 0 se e somente se, r0 < t < r1 e além

disso sinh2 r0 − (D + 2H cosh(r0))
2 = sinh2 r1 − (D + 2H cosh(r1))

2 = 0.

(1) Se D < −2H, então r0 > 0 e existe um único número R ∈ (r0, r1)

satisfazendo D+2H cosh(R) = 0. Além disso, D+2H cosh(t) ≤ 0 em [r0, R)

e D + 2H cosh(t) ≥ 0 em (R, r1]. Consequentemente, a função λH,r0(s) está

definida em [r0, r1], tem derivada infinita em r0 e r1, é não crescente em

(r0, R) e não decrescente em (R, r1).

(2) Se D = −2H, então r0 = 0 e
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λ
′

H(s) =
2H
√

cosh(s)− 1√
(1− 4H2) cosh(s) + 4H2 + 1

.

Consequentemente, a função λH(s) está definida em [0, r1], tem derivada 0

em s = 0, é não decrescente e tem derivada infinita em r1.

(3) Se −2H < D < −
√
4H2 − 1, então r0 > 0 e D + 2H cosh(t) ≥ 0 em

[r0, r1]. Portanto a função λH(s) está definida em [r0, r1], é não decrescente

e tem derivada infinita em r0 e r1.

Demonstração. Cálculos diretos aplicados a expressão de λH(s).

Proposição 2.3.2 (Proposição 5.3 de [14]) Assuma que H > 1
2
. Então

existe uma família a um parâmetro AD de superfícies rotacionais completas

com curvatura média hiperbólica constante H para D ≤ −
√
4H2 − 1. Além

disso:

(1) Para D < −2H, a superfície AD é um anel imerso (não mergulhado),

contido no fecho da região limitada pelos dois cilindros verticais s = r0 e

s = r1. Além disso, r0 −→ +∞ e r1 −→ +∞ quando D −→ −∞ e r0 −→ 0

e r1 −→ cosh−1
(

4H2+1
4H2−1

)
quando D −→ −2H. Essas superfícies são análogas

aos nodóides de Delaunay em R3.

(2) Para D = −2H, a superfície A−2H é uma esfera mergulhada cuja dis-

tância máxima ao eixo de rotação é r1 = cosh−1
(

4H2+1
4H2−1

)
. (A figura abaixo

caracteriza a parte da superfície dada como gráfico)

(3) Para −2H < D < −
√
4H2 − 1, a superfície AD é um anel mergulhado,

invariante por uma translação vertical e contido no fecho da região limitada

pelos dois cilindros verticais s = r0 e s = r1. Além disso, r0 −→ 0 e r1 −→

cosh−1
(

4H2+1
4H2−1

)
quando D −→ −2H e ambos r0 e r1 −→ cosh−1

(
2H√
4H2−1

)
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quando D −→ −
√
4H2 − 1. Além disso, r0 < cosh−1

(
2H√
4H2−1

)
< r1. Essas

superfícies são análogas aos ondulóides de Delaunay em R3.

(4) Para D = −
√
4H2 − 1, a superfície A√

4H2−1 é um cilindro vertical sobre

um círculo de raio hiperbólico cosh−1
(

2H√
4H2−1

)
.

Demonstração. Uma consequência direta do Lema anterior.
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3 Resultados Principais

Neste capítulo, apresentamos as demonstrações dos Teoremas 3.1

e 3.2 citados na Introdução. Além disso, na Seção 3.3, construimos um

exemplo não trivial do domínio Ω relacionado aos resultados de existência.

3.1 Caso H ∈ [0, 12 ]

Teorema 3.1. Seja Ω um domínio anelar de classe C2,α onde α ∈ (0, 1),

contido em H2×{0} cujo bordo consiste de duas curvas γ e β com γ contida

no interior da região limitada cuja fronteira é β. Sejam r > 0 e D < −1

satisfazendo:

ln(−D) < r < cosh−1(−D)

Suponha que diam(β) < r + R, onde R = cosh−1(−D), que γ satisfaz a

condição do círculo interior de raio r e que kβ ≥ cothR. Denote por d =

dH(γ, β). Nessas condições, dados

0 ≤ h ≤ d(1−D2)

4D sinh(r + d
2
)

e H ∈ [0, 1
2
] existe u ∈ C2,α(Ω) tal que QH(u) = 0 em Ω, u|γ = h e u|β = 0,

onde a curvatura média é calculada com relação ao campo N , normal unitário

(no sentido hiperbólico) satisfazendo 〈N, ∂
∂t
〉H2×R ≤ 0.

Demonstração. O primeiro passo da demonstração consiste em mergulhar o

problema:

(PH) =

 QH(u) = Fdiv

(
∇u√

1+F |∇u|2

)
+ 2H = 0 em Ω

u|γ = h u|β = 0 u ∈ C2,α(Ω)
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em uma família de problemas do tipo:

(P tH) =

 QtH(ut) = Fdiv

(
∇ut√

1+F |∇ut|2

)
+ 2Ht = 0 em Ω

u|γ = th u|β = 0 ut ∈ C2,α(Ω) t ∈ [0, 1]

onde H ∈ [0, 1
2
], F = F (x, y) =

(
1−(x2+y2)

2

)2
, h é dado no enunciado e ∇, div

e |.| representam o gradiente, o divergente e a norma euclidianos. Considere

o seguinte conjunto:

W = {t ∈ [0, 1] | (P tH) tem solução}

Observe que W não é vazio pois t = 0 pertence a W . O fato de W ser

aberto decorre do Teorema das Funções Implícitas em Espaços de Banach

pois a derivada do operador QtH calculada em coordenadas locais é um ho-

meomorfismo linear. Conforme antecipado no Capítulo 1 o fechamento de

W depende da existência de barreiras relativas ao operador QtH em todos os

pontos da ∂Ω para todo t ∈ [0, 1]. Como a ∂Ω é formada por duas curvas

γ e β então é conveniente utilizar duas barreiras, uma por cima e outra por

baixo, em cada ponto de cada uma das curvas para todo t ∈ [0, 1]. Come-

çamos obtendo uma barreira por cima com relação à curva β. Considere

H ∈ [0, 1
2
], 0 ≤ h ≤ d(D2−1)

4D2sinh(r+ d
2
)

e t ∈ [0, 1]. Sejam p ∈ β e R = cosh−1(−D).

Considere L suficientemente grande tal que

L > R,

e que

2 cosh

(
L

2

)
− 2 cosh

(
L− d

2

2

)
> h
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Seja CL(p) um círculo de raio L, centro p, tangente a β em p, contido em

H2 × {0} e que contenha β. Considere a função

(λ∗
1
2
,p
) ◦ s : Bp 7→ R

dada por

((λ∗
1
2
,p
) ◦ s)(q) = λ∗

1
2
,p
(s(q)) = −2 cosh

(
s(q)

2

)
+ 2 cosh

(
L

2

)
onde s = s(q) = dH(q, p) e Bp = {q ∈ H2 × {0} | dH(q, p) < L}. Note que

∂(Bp) = CL(p),

((λ∗
1
2
,p
) ◦ s)|∂(Bp)

= 0, ((λ∗
1
2
,p
) ◦ s)|(Bp)

> 0

e em particular

λ∗
1
2
,p
(s(p)) = −2 cosh

(
L

2

)
+ 2 cosh

(
L

2

)
= 0.

Como Ω ∩ ∂(Bp) = {p}, Ω ⊂ Bp e d = dH(γ, β) então γ está contida em um

círculo de centro p e raio L− d
2

pois todos os pontos de γ estão a uma distância

pelo menos d de CL(p). Usando a segunda desigualdade acima envolvendo L

temos que:

λ∗
1
2
,p

(
L− d

2

)
= 2 cosh

(
L

2

)
− 2 cosh

(
L− d

2

2

)
> h ≥ th

o que nos leva a

((λ∗
1
2
,p
) ◦ s)|γ > th, ((λ∗

1
2
,p
) ◦ s)|β ≥ 0

pois a função λ∗
1
2
,p
(s(q)) aumenta conforme os pontos q se aproximam de p.

Segue abaixo o gráfico da função ((λ∗
1
2
,p
) ◦ s)(q).
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Defina a seguinte função:

w−
p,t = (λ∗

1
2
,p
◦ s)|Ω : Ω 7→ R.

Note que a expressão de (λ∗
1
2
,p
) não depende t e, portanto, w−

p,t também não,

e isto significa, que a mesma função ((λ∗
1
2
,p
) ◦ s) quando restrita a Ω, será

usada como barreira de QtH para todo t ∈ [0, 1]. Em particular temos

w−
p,t(p) = λ∗

1
2
,p
(s(p)) = 0

Como o gráfico de w−
p,t tem curvatura média hiperbólica constante H = 1

2

(Ver capítulo anterior - Lema 2.2.1), o Lema 1.3.2 do Capítulo 1 garante que

QtH(w
−
p,t) ≤ 0 e pelas condições de w−

p,t sobre ∂Ω juntamente com o Princípio

da Comparação (Teorema 1.3.1 do Capítulo 1) temos que w−
p,t ≥ ut para toda

ut solução de (P tH). Vejamos agora como obter uma barreira (por baixo) que

se anule ao longo de β. Seja p ∈ β e defina a seguinte função:

v−p,t : Ω 7→ R

dada por:
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v−p,t(q) = 0 ∀q ∈ Ω

Como o gráfico de v−p,t tem curvatura média hiperbólica constante H = 0

temos que QtH(v
−
p,t) ≥ 0, v−p,t|γ = v−p,t|β = 0 ≤ th então, novamente pelo

Princípio da Comparação, v−p,t ≤ ut para toda ut solução (P tH). Agora passa-

mos à situação em que devemos exibir uma barreira por cima com relação à

curva γ. Seja p ∈ γ. Como γ satisfaz a condição do círculo interior de raio r

podemos considerar Cr
p um círculo de raio r contido na região limitada cuja

fronteira é γ e tangente a γ em p. Denote por p o centro de Cr
p . Considere a

função

(λ̃ 1
2
,r,t ◦ s) : Bp 7→ R

dada por

(λ̃ 1
2
,r,t ◦ s)(q) = λ̃ 1

2
,r,t(s(q)) = −λ 1

2
,r0
(s(q)) + λ 1

2
,r0
(r) + th

onde s = s(q) = dH(q, p), Bp = {q ∈ H2 × {0} | r ≤ dH(q, p) ≤ cosh−1(−D)},

r0 = ln(−D) e

λ 1
2
,r0
(s) =

∫ s

r0

D + cosh(t)√
sinh2 t− (D + cosh(t))2

dt.

Como diam(β) ≤ r + cosh−1(−D) temos que Ω ⊂ Bp,∀p ∈ γ. Além disso

λ̃ 1
2
,r,t(s(p)) = −λ 1

2
,r0
(s(p)) + λ 1

2
,r0
(r) + th,

ou seja

λ̃ 1
2
,r,t(s(p)) = −λ 1

2
,r0
(r) + λ 1

2
,r0
(r) + th = th.
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Note que para q ∈ Ω temos s(q) = dH(q, p) ≥ r e assim

λ̃ 1
2
,r,t(s(q)) = −λ 1

2
,r0
(s(q)) + λ 1

2
,r0
(r)︸ ︷︷ ︸

≥0

+th ≥ th ≥ 0,

em particular (λ̃ 1
2
,r,t◦s)|γ ≥ th e (λ̃ 1

2
,r,t◦s)|β ≥ 0. Segue o gráfico de (λ̃ 1

2
,r,t◦s).

Defina a seguinte função:

w+
p,t = (λ̃ 1

2
,r,t ◦ s)|Ω : Ω 7→ R.

Note que w+
p,t(p) = λ̃ 1

2
,r,t(s(p)) = −λ 1

2
,r0
(r) + λ 1

2
,r0
(r) + th = th. Usando

o mesmo argumento aplicado à função w−
p,t obtemos w+

p,t ≥ ut para toda ut

solução de (P tH). Ainda no caso em que p ∈ γ vejamos como obter uma

barreira por baixo relacionada a esta curva. Seja Cr
p um círculo de raio r

contido na região limitada cuja fronteira é γ e tangente a γ em p. Denote

por p o centro de Cr
p . Considere a função

(λ̃0,r,t ◦ s) : Bp 7→ R

dada por
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(λ̃0,r,t ◦ s)(q) = λ̃0,r,t(s(q)) = −λ0,r0(s(q)) + λ0,r0(r) + th

onde s(q) = dH(q, p), Bp = {q ∈ H2 × {0} | dH(q, p) ≥ r}, r0 = ln(−D) e

λ0,r0(s) =

∫ s

r0

sinh r0√
sinh2 t− sinh2 r0

dt.

Observe que Ω ⊂ Bp e que

λ̃0,r,t(s(p)) = −λ0,r0(s(p)) + λ0,r0(r) + th,

isto é,

λ̃0,r,t(s(p)) = −λ0,r0(r) + λ0,r0(r) + th = th.

Além disso, afirmamos que λ̃0,r,t(s(q)) ≤ 0 para todo ponto q tal que dH(q, p) =

(r + d
2
). De fato,

λ0,r0

(
r +

d

2

)
−λ0,r0(r) =

∫ r+ d
2

r0

sinh r0√
sinh2 t− sinh2 r0

dt−
∫ r

r0

sinh r0√
sinh2 t− sinh2 r0

dt

e o lado direito desta igualdade pode ser escrito como

∫ r+ d
2

r

sinh r0√
sinh2 t− sinh2 r0

dt

que por sua vez admite a seguinte desigualdade

∫ r+ d
2

r

sinh r0√
sinh2 t− sinh2 r0

dt ≥
(
r +

d

2
− r

)
min

t∈[r,r+ d
2
]

sinh r0√
sinh2 t− sinh2 r0

.

Mas
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(
r +

d

2
− r

)
min

t∈[r,r+ d
2
]

sinh r0√
sinh2 t− sinh2 r0

=
d

2

sinh r0√
sinh2(r + d

2
)− sinh2 r0

e, assim

d

2

sinh r0√
sinh2(r + d

2
)− sinh2 r0

≥ d

2

sinh r0

sinh(r + d
2
)
.

Substituindo r0 por ln(−D) obtemos

d

2

sinh r0

sinh(r + d
2
)
=

d(sinh(ln(−D))

2 sinh(r + d
2
)

=
d(1−D2)

4D sinh(r + d
2
)
.

Por hipótese

d(1−D2)

4D sinh(r + d
2
)
≥ h ≥ th

logo

λ0,r0

(
r +

d

2

)
− λ0,r0(r)− th ≥ 0.

Portanto

−λ0,r0

(
r +

d

2

)
+ λ0,r0(r) + th ≤ 0,

isto é, λ̃0,r,t(s(q)) ≤ 0 com s(q) = dH(q, p) = (r + d
2
) e, sendo assim,

{graf(λ̃0,r,t)}
⋂

{H2 × {0}} = C̃,

onde C̃ representa um círculo de raio l com l ≤ r+(d/2) e centro p. Levando

em consideração o raio l, a posição de p e a distância d entre γ e β temos

que C̃ está contido no interior da região limitada cuja fronteira é β. Observe

que (λ̃0,r,t ◦ s)|γ ≤ th e (λ̃0,r,t ◦ s)|β < 0 pois a função (λ̃0,r,t ◦ s) é decrescente.
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Defina a função

v+p,t = (λ̃0,r,t ◦ s)|Ω : Ω 7→ R.

Note que v+p,t(p) = λ̃0,r(s(p)) = th. Pelo fato do gráfico de v+p,t ter curvatura

média constante H = 0 e pelo comportamento da função v+p,t em ∂Ω temos

que v+p,t ≤ ut para toda ut solução de (P tH). Levando em conta o comporta-

mento das funções v−p,t, w
−
p,t, v

+
p,t e w+

p,t com relação a qualquer solução ut de

(P tH) temos:

v−p,t ≤ ut ≤ w−
p,t em Ω,

v+p,t ≤ ut ≤ w+
p,t em Ω,

v−p,t(p) = w−
p,t(p) = 0 se p ∈ β,

v+p,t(p) = w+
p,t(p) = th se p ∈ γ.

Além disso, afirmamos que existe M ≥ 0 tal que
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max{|∇v±p,t(p)|, |∇w±
p,t(p)|} ≤ M ∀p ∈ ∂Ω, ∀t ∈ [0, 1].

O artificio usado para garantir a afirmação será baseado na análise do ângulo

entre o vetor normal unitário (no sentido euclidiano) e o vetor ∂
∂t

= (0, 0, 1).

De fato, fixado t ∈ [0, 1], para qualquer p ∈ γ, por construção, mais precisa-

mente do fato de que r > r0 = ln(−D) temos

|〈N(w+
p,t(p)),

∂

∂t
〉| > 0

onde N(w+
p,t(p)) é o vetor normal (no sentido euclidiano) ao gráfico da função

w+
p,t no ponto (p, w+

p,t(p)) e 〈.〉 representa o produto interno euclidiano. Por

continuidade, existem δp > 0 e uma vizinhança Vp de p em γ tal que

|〈N(w+
q,t(q)),

∂

∂t
〉| ≥ δp > 0 ∀q ∈ Vp.

Por compacidade, podemos cobrir γ por um número finito de vizinhanças

Vp1 , Vp2 , ..., Vpn . Sendo δ = min{δp1 , δp2 , ..., δpn}, então

|〈N(w+
q,t(q)),

∂

∂t
〉| ≥ δ > 0 ∀q ∈ γ.

A princípio, δ poderia depender de t, mas isto não ocorre pois a diferença

entre as funções w+
q,t0 e w+

q,t1 com t0 6= t1 é uma translação vertical e isto não

altera o valor de |〈N(w+
q,t(q)),

∂
∂t
〉|. Portanto,

|〈N(w+
q,t(q)),

∂

∂t
〉| ≥ δ > 0 ∀q ∈ γ ∀t ∈ [0, 1].

Disto segue que existe M1 ≥ 0 tal que

|∇w+
p,t(p)| ≤ M1 ∀p ∈ γ, ∀t ∈ [0, 1].
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Analogamente, para w−
q,t e v±q,t obtemos constantes M2, M3 e M4. Definindo

M = max{M1,M2, M3,M4} decorre a afirmação. Nessas condições podemos

afirmar que as funções v−p,t, w
−
p,t, v

+
p,t e w+

p,t são barreiras relativas ao operador

QtH com gradiente limitado em p para todo p ∈ ∂Ω e para todo t ∈ [0, 1] por

uma mesma constante M (independente de p e de t). Sendo assim, usando

o Lema 1.3.3, temos

|∇ut(p)| ≤ max{|∇v±p,t(p)|, |∇w±
p,t(p)|} ≤ M ∀p ∈ ∂Ω ∀t ∈ [0, 1].

Portanto

sup
∂Ω

|∇ut| ≤ M ∀t ∈ [0, 1].

Observe que a constante M é a mesma para toda solução ut de (P tH), sendo

assim podemos usar os mesmos argumentos apresentados na subseção 1.3 do

Capítulo 1, garantido que W é fechado e encerrando assim a demonstração.

3.2 Caso H > 1
2

Teorema 3.2. Seja Ω um domínio anelar de classe C2,α onde α ∈ (0, 1),

contido em H2×{0} cujo bordo consiste de duas curvas γ e β com γ contida

no interior da região limitada cuja fronteira é β . Dado H > 1
2

sejam

0 < r ≤ 1

2
cosh−1

4H2(4H
2+1

4H2−1
)−

√
4H2(4H

2+1
4H2−1

)2 − (4H2 − 1)

4H2 − 1


e D < −2H satisfazendo:

cosh−1

(
2DH +

√
1− 4H2 +D2

1− 4H2

)
< r < cosh−1

(
−D

2H

)
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Suponha que γ satisfaz a condição do circulo interior de raio r e que diam(β) ≤

r+R, onde R = cosh−1
(−D
2H

)
. Além disso, suponha que kβ ≥ cothR. Denote

por d = dH(γ, β). Nessas condições, dado

0 ≤ h ≤ min

d
(
sinh(cosh−1

(
2DH+

√
1−4H2+D2

1−4H2

))
2 sinh(r + d

2
)

,
Hd(cosh(R− d

2
)− 1)

2 sinh(R− d
2
)


existe u ∈ C2,α(Ω) tal que QH(u) = 0 em Ω, u|γ = h e u|β = 0, onde a

curvatura média é calculada com relação ao campo N , normal unitário (no

sentido hiperbólico) satisfazendo 〈N, ∂
∂t
〉H2×R ≤ 0.

Demonstração. Dado H > 1
2
, sejam d, r e D < −2H conforme o enunciado.

Dado

0 ≤ h ≤ min

d
(
sinh(cosh−1

(
2DH+

√
1−4H2+D2

1−4H2

))
2 sinh(r + d

2
)

,
Hd(cosh(R− d

2
)− 1)

2 sinh(R− d
2
)


Considere a seguinte família de problemas

(P tH) =

 QtH(ut) = Fdiv

(
∇ut√

1+F |∇ut|2

)
+ 2Ht = 0 em Ω

u|γ = th u|β = 0 ut ∈ C2,α(Ω) t ∈ [0, 1]

e o conjunto W dado por

W = {t ∈ [0, 1] | (P tH) tem solução},

onde F = F (x, y) =
(

1−(x2+y2)
2

)2
, ∇, div e |.| representam o gradiente, o

divergente e a norma euclidianos. As principais mudanças dessa demonstra-

ção com relação à anterior são as funções v+p,t, v
−
p,t, w

+
p,t, w

−
p,t : Ω 7→ R, com

p ∈ ∂Ω, a serem consideradas como barreiras. Vejamos então quem serão
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essas funções nesse caso. Dado t ∈ [0, 1] começamos obtendo uma barreira

por cima para relacionada a curva β. Sejam p ∈ β e R = cosh−1(−D
2H

).

Como kβ ≥ cothR, podemos considerar CR(p) um círculo de raio R centro

p tangente a β em p, contido em H2 × {0} e que contenha β. Considere a

função

(λ∗
H) ◦ s : Bp 7→ R

dada por

((λ∗
H) ◦ s)(q) = λ∗

H(s(q)) = −λH(s(q)) + λH(R)

onde s = s(q) = dH(q, p), Bp = {q ∈ H2 × {0} | 0 ≤ dH(q, p) < R} e

λH(s) =

∫ s

0

−2H + 2H cosh(t)√
sinh2 t− (−2H + 2H cosh(t))2

dt.

Observe que ∂(Bp) = CR(p), Ω ⊂ Bp e Ω
⋂
Bp = {p}.

Defina a seguinte função

w−
p,t = (λ∗

H ◦ s)|Ω : Ω 7→ R.
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Observe que a expressão de ((λ∗
H) ◦ s) não depende t, e isto significa que a

mesma função ((λ∗
H) ◦ s) quando restrita a Ω, será usada como barreira (por

cima) de QtH para todo t ∈ [0, 1]. Além disso,

w−
p,t|CR(p) = λ∗

H(CR(p)) = −λH(R) + λH(R) = 0.

Em particular

w−
p,t(p) = λ∗

H(R) = −λH(R) + λH(R) = 0.

Como a função é decrescente o valor de λ∗
H(s(q)) aumenta conforme os pontos

q se aproximam de p e sendo assim w−
p,t|β ≥ 0. Por outro lado, como d =

dH(γ, β) temos que γ está contida em um círculo de raio R − d e centro p.

Seja CR−d(p) esse círculo. Sendo assim

λ∗
H(CR−d(p)) = −λH(R− d) + λH(R) > −λH

(
R− d

2

)
+ λH(R).

Mas

−λH

(
R− d

2

)
+ λH(R)

é igual a

∫ R

0

−2H + 2H cosh(t)√
sinh2 t− (−2H + 2H cosh(t))2

dt−
∫ R− d

2

0

−2H + 2H cosh(t)√
sinh2 t− (−2H + 2H cosh(t))2

dt.

Observe que a expressão acima pode ser escrita como

∫ R

R− d
2

−2H + 2H cosh(t)√
sinh2 t− (−2H + 2H cosh(t))2

dt

e que o termo obtido admite a seguinte desigualdade:
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∫ R

R− d
2

−2H + 2H cosh(t)√
sinh2 t− (−2H + 2H cosh(t))2

dt ≥

(
R−

(
R− d

2

))
min

t∈[R− d
2
,R]

−2H + 2H cosh(t)√
sinh2 t− (−2H + 2H cosh(t))2

.

Como o argumento da integral é uma função crescente, a segunda linha da

deigualdade acima é

d

2

−2H + 2H cosh(R− d
2
)√

sinh2(R− d
2
)− (−2H + 2H cosh(R− d

2
))2

.

Mas

d

2

−2H + 2H cosh(R− d
2
)√

sinh2(R− d
2
)− (−2H + 2H cosh(R− d

2
))2

≥ d

2

(−2H + 2H cosh(R− d
2
))

sinh(R− d
2
)

e o lado direito da desigualdade acima é

Hd[cosh(R− d
2
)− 1]

sinh(R− d
2
)

.

Por hipotese,

Hd[cosh(R− d
2
)− 1]

sinh(R− d
2
)

≥ h ≥ th.

Portanto λ∗
H(CR−d(p)) ≥ th, e novamente pelo fato da função ((λ∗

H) ◦ s) ser

decrescente temos w−
p,t|γ ≥ th. Usando o Princípio da Comparação e o fato

do gráfico de w−
p,t = ((λ∗

H) ◦ s)|Ω ter curvatura média hiperbólica constante

H segue que w−
p,t ≥ ut para toda ut solução de (P tH). Como

r < cosh−1

4H2(4H
2+1

4H2−1
)−

√
4H2(4H

2+1
4H2−1

)2 − (4H2 − 1)

4H2 − 1


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tem-se D > −2H(4H
2+1

4H2−1
) pois a função fH : (−∞,−2H] 7→ R dada por

fH(t) = cosh−1

(
2tH +

√
1− 4H2 + t2

1− 4H2

)
é decrescente,

fH

(
−2H

(
4H2 + 1

4H2 − 1

))
= cosh−1

4H2(4H
2+1

4H2−1
)−

√
4H2(4H

2+1
4H2−1

)2 − (4H2 − 1)

4H2 − 1

 .

e, por hipótese,

fH(D) < r < fH

(
−2H

(
4H2 + 1

4H2 − 1

))
.

Mas

D > −2H

(
4H2 + 1

4H2 − 1

)
⇒ 0 <

−D

2H
<

4H2 + 1

4H2 − 1

e assim

R = cosh−1

(
−D

2H

)
< cosh−1

(
4H2 + 1

4H2 − 1

)
.

Observe que a função λH (definida por uma integral) possui derivada infinita

em s = cosh−1
(

4H2+1
4H2−1

)
tendo em vista que o denoninador de λ

′
H se anula

nesse valor. Sendo assim a reta tangente ao gráfico nesse ponto é vertical

e, portanto, o vetor normal (no sentido euclidiano) ao gráfico de (λ∗
H ◦ s)

(superfície de rotação gerada por λH) no mesmo ponto forma um ângulo de

90◦ com ∂
∂t
. No entanto, a função (λ∗

H ◦ s) definida no domínio Bp exclui

do gráfico pontos nos quais o vetor unitário normal (euclidiano) tem o esse

comportamento, garantindo assim que a derivada de (λ∗
H ◦ s) é finita ao

longo do conjunto Bp. Ainda no caso em que p ∈ β vejamos como obter uma
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barreira por baixo. Considere a seguinte função:

v−p,t : Ω 7→ R

dada por:

v−p,t(q) = 0 ∀q ∈ Ω ∀t ∈ [0, 1]

Como o gráfico de v−p,t tem curvatura média hiperbólica constante H = 0,

v−p,t|γ = v−p,t|β = 0 ≤ th então, novamente pelo Princípio da Comparação

para Operadores Quasilineares, v−p,t ≤ u para toda u solução (P tH). Agora

considere p ∈ γ e vejamos como obter uma barreira por cima com relação

à curva γ. Seja Cr
p um círculo de raio r contido na região limitada cuja

fronteira é γ e tangente a γ em p. Denote por p o centro de Cr
p . Considere a

função

(λ̃H,r,t ◦ s) : Bp 7→ R

dada por

(λ̃H,r,t ◦ s)(q) = λ̃H,r,t(s(q)) = −λH,r0(s(q)) + λH,r0(r) + th

onde s = s(q) = dH(q, p), Bp = {q ∈ H2 × {0} \ r ≤ dH(q, p) ≤ cosh−1(−D
2H

)},

r0 = cosh−1

(
2DH +

√
1− 4H2 +D2

1− 4H2

)
e

λH,r0(s) =

∫ s

r0

D + 2H cosh(t)√
sinh2 t− (D + 2H cosh(t))2

dt.

Como diam(β) ≤ r + cosh−1(−D
2H

) temos que Ω ⊂ Bp,∀p ∈ γ. Além disso

λ̃H,r,t(s(p)) = −λH,r0(s(p)) + λH,r0(r) + th = −λH,r0(r) + λH,r0(r) + th = th.
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Note que para q ∈ Ω temos s(q) = dH(q, p) ≥ r e assim

λ̃H,r,t(s(q))|Ω = −λH,r0(s(q)) + λH,r0(r)︸ ︷︷ ︸
≥0

+th ≥ th ≥ 0,

em particular (λ̃H,r,t ◦ s)|γ ≥ th e (λ̃H,r,t ◦ s)|β ≥ 0.

Defina a seguinte função:

w+
p,t = (λ̃H,r,t ◦ s)|Ω : Ω 7→ R.

Usando o mesmo argumento aplicado anteriormente obtemos w+
p,t ≥ ut para

toda ut solução de (P tH). Ainda no caso em que p ∈ γ vejamos como obter

uma barreira por baixo. Sejam Cr
p e p definidos acima. Considere a função

(λ̃0,r,t ◦ s) : Bp 7→ R

dada por

(λ̃0,r,t ◦ s)(q) = λ̃0,r,t(s(q)) = −λ0,r0(s(q)) + λ0,r0(r) + th

onde s = s(q) = dH(q, p), Bp = {q ∈ H2 × {0} | dH(q, p) ≥ r},
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r0 = cosh−1

(
2DH +

√
1− 4H2 +D2

1− 4H2

)
e

λ0,r0(s) =

∫ s

r0

sinh r0√
sinh2 t− sinh2 r0

dt.

Observe que Ω ⊂ Bp e que

λ̃0,r,t(s(p)) = −λ0,r0(s(p)) + λ0,r0(r) + th

isto é

λ̃0,r,t(s(p)) = −λ0,r0(r) + λ0,r0(r) + th = th.

Além disso, segue do Teorema 3.1 que

λ0,r0

(
r +

d

2

)
− λ0,r0(r) ≥

d

2

sinh r0

sinh(r + d
2
)
.

Substituindo r0 por cosh−1
(

2DH+
√
1−4H2+D2

1−4H2

)
obtemos

d

2

sinh r0

sinh(r + d
2
)
=

d
(
sinh(cosh−1

(
2DH+

√
1−4H2+D2

1−4H2

))
2 sinh(r + d

2
)

.

Por hipótese

d
(
sinh(cosh−1

(
2DH+

√
1−4H2+D2

1−4H2

))
2 sinh(r + d

2
)

≥ h ≥ th

logo

λ0,r0

(
r +

d

2

)
− λ0,r0(r)− th ≥ 0.

Portanto
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−λ0,r0

(
r +

d

2

)
+ λ0,r0(r) + th ≤ 0,

isto é, λ̃0,r,t(s(q)) ≤ 0 com s(q) = dH(q, p) = (r + d
2
) e, sendo assim,

{graf(λ̃0,r,t)}
⋂

{H2 × {0}} = C̃,

onde C̃ representa um círculo de raio l com l ≤ r+(d/2) e centro p. Levando

em consideração o raio l, a posição de p e a distância d entre γ e β temos que

C̃ está contido no interior da região limitada cuja fronteira é β. Observe que

(λ̃0,r,t ◦ s)|γ ≤ th e (λ̃0,r,t ◦ s)|β < 0 pois a função (λ̃0,r,t ◦ s) é decrescente. O

gráfico desta função tem o mesmo aspecto daquele considerado no resultado

anterior. Defina a função

v+p,t = (λ̃0,r,t ◦ s)|Ω : Ω 7→ R.

Note que v+p,t(p) = λ̃0,r(s(p)) = th. Pelo fato do gráfico de v+p,t ter curvatura

média constante H = 0 e pelo comportamento da função v+p,t em ∂Ω temos

que v+p,t ≤ ut para toda ut solução de (P tH). A constante M que fornece

a estimativa procurada com relação à norma do gradiente das barreiras em

p ∈ ∂Ω também é obtida como no Teorema anterior, encerrando assim esta

demonstração.

3.3 Exemplo

Do fato da métrica de H2 ser conforme à métrica euclidiana existe

uma relação especial entre suas conexões, vejamos que relação é essa. Se

indicarmos por g a métrica hiperbólica, por g a métrica euclidiana temos a

seguinte relação:
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g =
1

F
g

que nos leva a:

〈∇YX,Z〉H =
1

F
〈DYX,Z〉+ 1

F
3
2

{〈p, Y 〉〈Z,X〉+〈p,X〉〈Z, Y 〉−〈p, Z〉〈X,Y 〉}

onde F = F (x, y) = (1−(x2+y2))2

4
, D é a derivação de campos no sentido

euclidiano, 〈, 〉 indica o produto interno euclidiano e os campos X, Y Z e

suas derivadas são calculados no ponto p. Considere uma curva diferenciável γ

contida em H2. Através da relação acima podemos obter uma expressão para

a curvatura geodésica hiperbólica de γ por meio de sua curvatura euclidiana.

Mais precisamente temos:

kg =
√
Fkg − Fd

(
1√
F

)
(−→n )

onde d( 1√
F
)(−→n ) = 〈∇ 1√

F (γ)
, n〉 = 〈γ, n〉 indica a derivada da função 1√

F
na

direção do vetor −→n normal unitário interior a γ no sentido euclidiano ao longo

da curva γ. Usando a expressão acima para um círculo euclidiano centrado

na origem de raio l obtemos:

kg(Cl) =
√

F (Cl)

(
1

l

)
− (−r) =

1− l2

2l
+ l =

1 + l2

2l

Lembrando que a relação entre o raio euclidiano l e o raio hiperbólico % é

% = 2arg tanh(l), ou seja l = tanh %
2
, temos que a curvatura hiperbólica de

um circulo hiperbólico de centro na origem de H2 e raio % é

kg(C%) =
1 + (tanh %

2
)2

2 tanh %
2

= coth(%).

Sejam r > 0 e D < −1 satisfazendo:
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ln(−D) < r < cosh−1(−D) = R.

Considere δ suficientemente pequeno tal que 2r < 2r + δ < R + r e defina

γ : [0, 2π] 7→ H2 por

γ(t) =

(
tanh

(
r

2
+

δ

4

)
cos(t), tanh

(r
2

)
sin(t)

)
Note que a curva γ é uma elipse euclidiana contida em H2 de centro (0, 0)

com eixo maior e eixo menor de medida euclidiana tanh( r
2
+ δ

4
) e tanh( r

2
)

respectivamente. Além disso existe um círculo hiperbólico centrado em (0, 0)

de raio hiperbólico r contido na região limitada cuja fronteira é γ e tangente

a mesma curva nos pontos (0,±r). Como as geodésicas de H2 partindo de

(0, 0) são raios então o diâmetro hiperbólico de γ é 2r + δ. Vejamos como

obter a curvatura hiperbólica de γ através de sua curvatura euclidiana. Para

simplificar a notação usamos:

A = tanh
(r
2

)
< 1

A+ δ = tanh

(
r

2
+

δ

4

)
< 1

com δ suficientemente pequeno. Nessas condições, lembramos que a curva-

tura euclidiana kg de γ com relação ao campo unitário normal interior n é

dada por

kg(γ) =
A(A+ δ)

[(A+ δ)2 sin2(t) + A2 cos2(t)]
3
2

Aplicando essa expressão em kg obtemos:

kg(γ) =
1−|γ|2

2
kg(γ)− 〈γ, n〉,
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=
1−|γ|2

2

A(A+ δ)

[(A+ δ)2 sin2(t) + A2 cos2(t)]
3
2

− 〈γ, n〉

e como

〈γ, n〉 = −A(A+ δ)

[(A+ δ)2 sin2(t) + A2 cos2(t)]
1
2

tem-se

kg(γ) =
1−|γ|2

2

A(A+ δ)

[(A+ δ)2 sin2(t) + A2 cos2(t)]
3
2

+
A(A+ δ)

[(A+ δ)2 sin2(t) + A2 cos2(t)]
1
2

.

Aplicando as coordenadas de γ em (1−|γ|2) obtemos

(1− [(A+ δ)2 cos2(t) + A2 sin2(t)])(A+ δ)A

2[(A+ δ)2 sin2(t) + A2 cos2(t)]
3
2

+
A(A+ δ)

[(A+ δ)2 sin2(t) + A2 cos2(t)]
1
2

e desenvolvendo o produto dentro do colchete chegamos a

kg(γ) =
[1− A2 cos2(t)− 2Aδ cos2(t)− δ

2
cos2(t)− A2 sin2(t)](A+ δ)A

2[(A+ δ)2 sin2(t) + A2 cos2(t)]
3
2

+
A(A+ δ)

[(A+ δ)2 sin2(t) + A2 cos2(t)]
1
2

cuja simplificação usando sin2(t) + cos2(t) = 1 nos dá

kg(γ) =
[1− A2 − 2Aδ cos2(t)− δ

2
cos2(t)](A+ δ)A

2[1 + 2Aδ sin2(t) + δ
2
sin2(t)]

3
2

+
A(A+ δ)

[1 + 2Aδ sin2(t) + δ
2
sin2(t)]

1
2

.

Sendo assim
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kg(γ) ≤
[1− A2](A+ δ)A

2
+ (A+ δ)A

e como 0 < (A+ δ) < 1 então

kg(γ) ≤
[1− A2]A

2
+ A =

[1− A2]A2

2A
+ A.

Mas A2 < 1 logo

kg(γ) ≤
[1− A2]

2A
+ A =

[1 + A2]

2A

e, substituindo A por tanh( r
2
), temos

kg(γ) ≤
[1 + (tanh( r

2
))2]

2(tanh( r
2
))

= coth(r)

Sendo assim a curvatura hiperbólica de γ é menor ou igual a curvatura do

circulo de centro (0, 0) e raio hiperbólico r em todos os pontos de γ, o que nos

permite afirmar que a curva γ definida acima satisfaz a condição do círculo

interior de raio r. Além disso vimos que o diâmetro de γ é menor que r+R.

Para obter um exemplo da curva β do Teorema 3.1 considere um círculo

hiperbólico centrado em (0, 0) de raio R+r
2

. No caso das curvas do Teorema

3.2 o raciocínio é análogo.
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