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Resumo

Neste trabalho apresentamos resultados de existéncia e unicidade para
graficos de curvatura média constante em H? x R, com bordo prescrito em
planos paralelos, obtidos através da resolucao de problemas de Dirichlet para
a equacao da curvatura média.
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Abstract

In this work we investigate the existence and uniqueness of constant mean
curvature graphs in H? x R, with boundary in parallel planes, by solving a

Dirichlet problems for the mean curvature equation.
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Introducao

A existéncia de superficies com curvatura média constante, tendo
como bordo duas curvas dadas e /3, contidas em planos paralelos distintos,
vem sendo objeto de estudo ha muito tempo, especialmente o caso H = 0.
Os catenodides e, mais geralmente, as superficies minimas de Riemann, sao
exemplos famosos nos quais 7 e  séo circulos. Shiffman em [20] provou que
a interseccao de um anel minimo cujo bordo sao duas curvas convexas 7y e
[, com um plano paralelo ao plano que contém ~ e 3, é¢ uma curva convexa.
Meeks e White em [13| provaram que ou v |J S nao é o bordo de nenhuma
superficie minima conexa compacta ou y|Jf é o bordo de exatamente um
anel minimo ou v|J 8 é o bordo de exatamente dois anéis minimos.

Em meados da década de 90, Antonio Ros e Harold Rosenberg

em [16] propuseram a seguinte questao:

Dadas duas curvas de Jordan v e 5 em planos paralelos distintos, existe uma
superficie com curvatura média constante, topologicamente um anel, que tem

por bordo tais curvas?

Os mesmo autores conjecturaram que para o caso em que 7y e [3 sao
convexas, a resposta seria sim. Desde entao, varios artigos foram publicados,
apresentando condigoes sobre as quais é possivel obter uma resposta positiva
para a questao colocada acima, no caso em que o espaco ambiente é o R3.

Uma abordagem desta questao, em termos de superficies dadas
como graficos verticais, é feita através da resolugao de um Problema de Di-
richlet, associado & equacao das superficies com curvatura média constante
em R3, no caso em que 7 esta contida no interior da regido limitada cuja

fronteira é 5. Mais precisamente, dado H > 0, deve-se encontrar uma funcao



u € C%(Q)NCQ) tal que

Qu(u) =div (—\/HVIUW> +2H =0 em

uly=h ulpg=0 00=yUp

/ R S— /

(PH) =

H>0 wue€C*(Q)NC%Q) Problema de Dirichlet

onde h é uma constante que depende, em geral, da geometria das curvas,
da distancia entre elas e do H que for dado, onde a curvatura média do
grafico de u calculada com relagao ao campo unitario normal N satisfazendo
(N, e_§> < 0 e Q é uma regiao anelar tal que 092 = vy|JB. Observe que,
podemos supor ambas as curvas contidas no {z = 0}, e que impondo a
condi¢ao ul|, = h recaimos sobre a situacao da pergunta inicial.

Entre os artigos que tratam do sistema (P%) citamos, [8] onde a
pergunta acima foi respondida positivamente para o caso H = 0 em que 7y
e  nao sao necessariamente convexas e também para o caso H > 0 com 7y
convexa e [3 nao necessariamente convexa. Cabe salientar que, nesse mesmo
artigo, os autores nao consideram somente duas curvas (Teoremas 2.1 e 2.5)
e sim o caso de um nimero finito de curvas v, 7s, ..., 7, todas contidas no
interior da regiao limitada cuja fronteira ¢ 5, impondo que u admita o valor

h ao longo de cada curva ~;, i = 1,...,n e 0 ao longo de .



Ja em [2], [1] e [9] os autores consideraram as situagoes onde [ é
igual a projecao ortogonal de + sobre um plano paralelo ao plano que con-
tém v e também o caso em que [ é obtida por meio de um deslocamento
horizontal da projecao ortogonal de . Observe que, nessas condigoes, a po-
sicao das curvas nao permite que a superficie cujo bordo é v|J S seja dada
como grafico sobre nenhum dos planos que contém as curvas. Sendo assim,
foi conveniente, a utilizagao de graficos sobre dominios anelares, contidos em
uma esfera unitaria, devidamente posicionada com relacao as curvas. Esse
tipo de grafico é conhecido como gréfico radial e permitiu que fossem obtidos
resultados de existéncia para anéis minimos e de curvatura média constante,
até mesmo, no caso em que y; € Y NA0 SA0 necessariamente convexas, nova-
mente através de um Problema de Dirichlet, mas com uma expressao para o
operador curvatura média diferente daquela apresentada em (P7).

A busca pela adaptacdo ao espaco ambiente H? x R, de alguns
dos resultados contidos nos artigos citados acima, ¢ o objetivo principal desta
tese. Para isso, é natural considerar que serao necessarias algumas mudancas,
ou seja, sera usado o conjunto H? x {0} ao invés do R? com v e 3 contidas
em H? x {0}, v contida no interior da regido limitada cuja fronteira ¢3. Além

disso, a nocao de gréfico relacionada & H? x R sera dada por

Graf(u) ={(z,y.t) EH* xR | (z,9) € Q, t =u(z,y)}

onde Q C H? x {0} e u : © — R é uma fungao suficientemente suave. A
principal alteragao no sistema (P¥) quando considerado o espago ambiente

H? x R, é dada pelo operador curvatura média. Mais precisamente temos:

\/ 1+F|Vu|?
ulp=0 wul,=h wuweC*(Q)NC Q)

(P) — Qp(u) = Fdiv (L) +2H=0 em Q



t H?2 x R

< B (1) /@

£

onde h > 0 é uma constante, F' = F(z,y) = (%)2 e V, div e ||
representam o gradiente, o divergente e a norma no sentido euclidiano e €2 é
um dominio anelar tal que 092 = vy 5.

Uma caracteristica comum entre os resultados citados com rela-
cao ao R? ¢ a utilizacdo, durante as demonstracoes, de pedacos de superficies
de rotacao que possam ser descritos como gréaficos de fungoes, definidas por
exemplo, em dominios no plano z = 0. Sendo assim, qualquer estudo do
sistema acima, que seja de certa forma semelhante aquele feito em R3, sugere
uma analise prévia do comportamento das superficies de rotacao do espago
em questao e para isso sao fundamentais os seguintes artigos: [19] onde des-
tacamos o fato dos autores estabelecerem equacgoes explicitas de uma familia
a l-pardmetro de superficies rotacionais com curvatura meédia constante e
[14], no qual aparece uma andlise completa do comportamento das superfi-
cies de acordo com o valor de sua curvatura média e a relagao deste com o
parametro da familia.

Recentemente, em [3] de 2010, a autora estabeleceu uma versao do
Teorema 2.1 de [8] para H? x R, obtendo existéncia de solugao para o sistema
(PH) no caso H = 0, por meio da aplicagio do Método de Perron. Ainda
no caso de dominios limitados e dados finitos no bordo é importante citar o

Teorema 2.1 de [14], onde é considerado o caso em que o dado no bordo é
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identicamente nulo, a 99 é de classe C*“, com a € (0,1), H € [—%, %} ea
funcdo u obtida é suave até a fronteira, ou seja, v € C**(Q). Em [11] também
sao obtidos resultados para dominios limitados, no entanto, nesse caso o dado
no bordo ¢ infinito. Ja em [18], [4] e [7] o problema de Dirichlet associado
a equacao da curvatuta média é considerado sobre dominios ilimitados com
H =0, He(0,3) e H=3 respectivamente.

Sendo assim, até onde temos noticia, nao foram considerados re-
sultados relacionados a (P¥), onde o dominio € tem fronteira suave formada
por duas curvas, o dado no bordo é finito em cada componente conexa, a cur-
vatura média ¢ H > 0 e a funcdo u ¢ de classe C>(Q) para algum a € (0, 1).
Através de hipoteses relacionando a geometria das curvas e o H > 0 dado,
obtemos valores para o termo h, de tal forma que o sistema (P) tenha so-
lugdo de classe C2%(0)), via Método da Continuidade. Em outras palavras,
provamos
Teorema 3.1 Seja 0 um dominio anelar de classe C*%, onde a € (0,1),
contido em H? x {0} cujo bordo consiste de duas curvasy e 3 com vy contida

no interior da regiao limitada cuja fronteira € B. Sejam r > 0 e D < —1

satisfazendo:

In(—D) < r < cosh™'(=D)

Suponha que diam(B) < r + R, onde R = cosh™'(=D), que 7 satisfaz a
condi¢ao do circulo interior de raio v (isto €, dado p € ~y existe um circulo
de raio r passando por p e contido no fecho da regiao limitada por v) e que

kg > coth R. Denote por d = du(7, 5). Nessas condigoes, dados

Y
0<h< d(1 — D?)
4D sinh(r + %)

e H €[0,1] existe uma unica u € C**(Q) tal que Qu(u) =0 em Q, w,, =h
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e ug = 0, onde a curvatura média € calculada com relagao ao campo N,
normal unitdrio (no sentido hiperbdlico) satisfazendo (N, 2)myr < 0.
Observe que a altura h nao depende do valor de H dado em
[0, %] Conforme veremos, isso decorre do fato das superficies rotacionais
de curvatura média constante H = % serem gréficos ilimitados na direcao t.
Teorema 3.2 Seja Q um dominio anelar de classe C*%, onde o € (0,1),

contido em H? x {0} cujo bordo consiste de duas curvasy e 3 com v contida

no interior da regido limitada cuja fronteira € 5 . Dado H > % sejam

AH? (A1) \/4H2 L2412 (42 1)

4H2 1 4H2 1

1
O0<r< 5(3osh_1

e D < —2H satisfazendo:

o (2PH VT AETE DY (=D
0S 1—4H2 T COS oOH

Suponha que 7y satisfaz a condigao do circulo interior de raio r e que diam((5) <

r+ R, onde R = cosh™ ( ) Além disso, suponha que kg > coth R. Denote

por d = dy(~v, ). Nessas condigoes, dado

d (sinh(cosh™ (2EHATHEEDD) ) pcosh(R — 4) — 1)

. )
0<h< )
== 2sinh(r + 9) 2sinh(R — £)

existe uma unica u € C**(Q) tal que Qi (u) =0 em Q, w,, =h e ypz = 0,
onde a curvatura média € calculada com relacao ao campo N, normal unitdrio
(no sentido hiperbdlico) satisfazendo (N, 2 )payr < 0.

Esta tese foi dividida em trés capitulos. No Capitulo 1 exibimos o
operador curvatura média para graficos verticais em H? x R e apresentamos
um resumo da teoria relativa e este operador necesséria para o restante do

texto, bem como sua relacao com o Método da Continuidade. No Capitulo
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2 tratamos de alguns resultados tteis para a construgao de barreiras relati-
vas ao operador citado acima. Em particular, apresentamos as equagoes das
superficies rotacionais de curvatura média constante em H? x R, baseadas
nas bibliografias [19] e [14]. Neste capitulo, fica clara a diferenga de compor-
1

tamento dessas superficies no caso da curvatura média menor ou igual a 3

e maior que % e consequentemente o motivo pelo qual os resultados acima
sdo divididos em H € [0,1] e H > 1. No Capitulo 3 exibimos as demonstra-
coes dos Teoremas 3.1 e 3.2 e também exemplos de dominios onde valem as
hipoteses dos Teoremas acima.

E importante salientar, que no caso H = 0 do Teorema 3.1, o
resultado obtido aqui nao melhora o Teorema 2.1 de [3] pois a altura h do
grafico de u, em nosso caso, é menor que aquela obtida em [3] e, além disso,
o dominio €2, no qual trabalhamos, admite somente duas curvas formando

sua fronteira.



1 Preliminares

Neste capitulo introduzimos o espaco ambiente H? x R, o operador
curvatura média constante (hiperbélico) no caso de graficos verticais sobre
dominios contidos em H? x {0} e o Problema de Dirichlet associado e este
operador. Além disso, apresentamos alguns resultados que serao utilizados

durante as demonstracoes que aparecem no Capitulo 3.

1.1 O espaco ambiente H? x R

O modelo do plano hiperbélico H? a ser utilizado nesta tese é

conhecido como disco de Poincaré, isto é:

H? = {(z,y) € R?* | 22 +¢* < 1}

munido da seguinte métrica:

4

T E

da® + dy®) = (dz® + dy?).

F(z,y)

Usando a métrica acima é possivel provar que H? ¢ uma variedade
Riemanniana completa de curvatura seccional constante igual a —1 e que suas
geodésicas neste modelo sao ou diametros do disco aberto unitario centrado
na origem ou arcos de circunferéncia que interceptam o bordo deste disco
ortogonalmente. Entre as curvas contidas nessa variedade destacamos:

1) horociclos: circulos euclidianos tangentes a 9H? que tem como caracteris-
tica a curvatura geodésica hiperbolica constante igual a 1.
2) circulos hiperbolicos: sdo circulos euclidianos, contudo seu centro hiper-

bolico posiciona-se deslocado com relacao ao centro euclidiano.



A variedade produto H? xR onde serao desenvolvidos os resultados

de existéncia é o conjunto:

H? x R={(z,y,t) € R® | (2,y) € H’, t € R}

munido da métrica ds?> dada por

ds® = (d2® + dy®) + dt*

F(z,y)
com a nogao de grafico dada pela:
Definigao 1.1.1 Seja Q@ C H? x {0} um dominio (subconjunto aberto e

conexo) e u :  — R uma fungao suave, chamamos Graf(u) ao conjunto
Graf(u) ={(z,y.t) e H' xR | (z,9) € Q, t = u(x,y)}
1.2 Operador Curvatura Média

Proposigao 1.2.1 Dado H > 0 e u € C*(f2), onde Q ¢ um dominio aberto
e limitado contido em H? x {0}, as seguintes afirmagoes sdo equivalentes:
i) Graf(u) tem curvatura média hiperbolica constante H com relagdo ao

campo unitario normal N satisfazendo (IV, %msz < 0 na métrica ds?.

ii) Qu(u) = Fdiv ( \/% ) +2H =0, onde V, div e |.| representam o

gradiente, divergente e a norma euclidianos.

Demonstragao. Ver [12].

Nos resultados que estamos interessados, para dado H, nao nos
basta encontrar u € C*(Q) que satisfaga (ii) da Proposi¢ao acima, ja que a
fungao u deve satisfazer um valor prescrito na 0€2, isto é, estamos interessados

em solucoes do seguinte sistema:
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ulgn =@, u€ C2<Q) N Oo(ﬁ)

(P1) =

onde ¢ : 92 — R é uma fungao, a principio somente continua, dada a priori.
O sistema acima é conhecido como problema de Dirichlet para a equacao
das superficies de curvatura média hiperbolica constante em H? x R. Note
que a segunda linha do sistema exige que u estenda-se continuamente até o
fecho de €. No entanto, na continuacao deste trabalho passamos a procurar
solugoes de Qg (u) = 0 com caracteristicas mais "fortes", como por exemplo
u € C*Q) ou ainda u € C**(Q) onde a € (0,1) indica o coeficientes de

Holder. Em geral, estamos interessados de fato no sistema

ulo =, ueC?(Q)

(P") =

onde ¢ € C?%(99) é dada a priori e 2 é um dominio limitado cuja fronteira
¢ de classe C%®. Uma observacao importante é que para o caso H = 0
as fungoes constantes definidas sobre €2 sdo solugoes de Qp(u) = 0 e sendo
assim podemos afirmar que as "fatias", H? x {I} com [ € R de H? x R, sdo
superficies de curvatura média constante H = 0 em H? x R. Através da
analise dos coeficientes das derivadas de ordem 2 da equagao (ii) temos que o
operador curvatura média (hiperbolico) é um operador quasilinear eliptico de
segunda ordem. Esta classificacao, juntamente com o fato do dominio €2 ser
limitado, sao caracteristicas fundamentais para podermos utilizar o Método

da Continuidade, sobre o qual falaremos na préxima secao.
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1.3 Meétodo da Continuidade

Antes de falarmos diretamente da abordagem de (PY) através

do Método da Continuidade sao necessarias algumas definigoes.

Definigao 1.3.1 (BARREIRAS) Seja €2 um dominio limitado cuja fronteira
¢ de classe C?“ contido em H? x {0}. Dizemos que ¢ € C**(9f2) admite
barreiras relativas ao operador Q g, em p € 0€2 se existem fungoes v, (barreira
por baixo) e w, (barreira por cima) de classe C*(€2) e M > 0 (M independente

p) tais que, para qualquer solugio u : Q + R de (P¥) tenhamos:

max{|Vw,(p)|, |Vv,(p)|} <M Vp e 0.

Observe que a limitacao da norma do gradiente das funcgoes v,
e w, em p envolve somente termos euclidianos, mas isto nao ¢ problema,
pois podemos estimar a norma hiperbdlica do gradiente hiperbdlico dessas

fungdes lembrando que ||V[Hl(wp)||§ﬂ = F|Vw,|* < [Vw,|”.

Encontrar barreiras, conforme a definicao acima, nao somente
em H? x R, mas até mesmo em outros espacos tem sido uma questio muito
trabalhada na pesquisa em GEOMETRIA /EDP nos ultimos anos devido a
sua relagao direta com o Método da Continuidade e consequentemente com
a existéncia de solugao para (P¥). Nao existe uma regra geral para obter
tais fungoes, no entanto, a literatura nos mostra como candidatas naturais,

tanto em R? como em H? x R, partes de superficies de rotacao dadas como
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graficos verticais, com curvatura média constante. Vejamos alguns resultados
que nos auxiliam na determinacgao de quais superficies, servem ou nao, como

barreiras.

Teorema 1.3.1 (Principio da Comparacao)(Adaptacao do Teorema 17.1 de
[10]) Sejam u e v fungdes de classe C2(Q) N C°(Q) satisfazendo Qp(u) >
Qu(v) em Qe u <wvem I Entdo u < v em (.

Demonstragao. Ver [10].

Lema 1.3.2 Sejam u uma fungao de classe C%(Q) tal que o grafico de u tem
curvatura média constante hiperbolica H e h € [0, H). Entao Qn(u) < 0.
(Analogamente temos Qp(u) > 0se h € [H, +00)).

Demonstracao. Como o grafico de u tem curvatura média hiperbélica cons-

tante H entdo Qg (u) = 0 e sendo assim

Qh(u):Fdiv( \/HVTﬁ ) +2h = —2H 4+ 2h = —2(H — h) < 0.

Lema 1.3.3 Sejam € um dominio limitado com fronteria de classe C?,

p € 00 e wu, vew fungdes de classe C'(Q) satisfazendo v < u < w e

v(p) = u(p) = w(p), entdo

[Vu(p)| < max{|Vw(p)|, [Vo(p)|}
Demonstragao. Ver [15].

Uma combinacao adequada do Lema 1.3.2 e do Teorema 1.3.1,
nos sugere usar, como barreiras por baixo, relativas ao operador @)y, fungoes
cujos graficos tem curvatura média menor que H e como barreiras por cima
fungoes cujos graficos tem curvatura média maior que H. Ja o Lema 1.3.3
nos fornece uma maneira de relacionar a norma do gradiente (no bordo) das

barreiras com a norma do gradiente de qualquer solugao de (PH).
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Vejamos agora como funciona o Método da Continuidade. Esta

técnica baseia-se em mergulhar o sistema

Qulu) = Faiv () 421 =0 em

ulgo =@, u€ CM@)

(P") =

onde p € C?%(90) ¢ dada a priori e  é um dominio limitado cuja fronteira
é de classe C**, em uma familia de sistemas indexada pelo intervalo [0, 1] da

seguinte maneira:

Qi (u) = Fdiv (\/#) +2Ht=0 em

ulgn = tp, u€ C*(Q)

(i) =

e considerar o conjunto W dado por

W ={te[0,1] | (P™) tem solugao}.

Apo6s definirmos o conjunto W o objetivo é mostrar que W =
[0,1]. O argumento usado para isso sera garantir que W é ndo vazio, aberto
e fechado. Usando a conexidade de [0, 1] teremos W = [0, 1] e assim (P*) es-
tara resolvido. Observe que W nao é vazio pois t = 0 pertence a W, levando
em conta que H? x {0} tem curvatura média hiperbolica constante H = 0. O
fato de W ser aberto decorre do Teorema das Fungoes Implicitas em Espa-
¢os de Banach, pois a derivada do operador ()5 calculada em coordenadas
locais ¢ um homeomorfismo linear. Para o fechamento de W considere uma
sequéncia t, C W tal que t, — ;. Como [0, 1] é compacto, t, € [0, 1], para
garantir que W é fechado devemos mostrar que ty € W. Seja u;, a sequéncia

de solugoes de (P™#) associada a t,,. Dado t € [0,1] e p € 99, admitindo a
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existéncia de barreiras v, e w,,, relativas ao operador Q)¢z, por baixo e por

cima respectivamente, obtemos uma estimativa a priori dada por

sup|Vu| < M
G)

onde u ¢ qualquer solugao de (P*). Em particular temos

sup|Vu, | <M Vn €N,
o9

que juntamente com o resultado abaixo. (Lema 2.5 de [5])
Lema 1.3.4 Seja u € C3(Q) N CH(Q) solucio de Qp = 0 em €. Assuma que
u ¢ limitada em € e que |gradu| ¢ limitado em 0. Entao |gradu| ¢ limitado

em §) por uma constante que depende somente da |u|y e de supyq|gradul.
Demonstragao. Ver [5].

E lembrando que qualquer solucao de (P#) é limitada em €,
por uma constante que nao depende de t,,, devido a existéncia das barreiras,

nos permite estender a estimativa acima para €, isto é:

<M VYneN.

sup|Vuy,
Q

Através de redugoes apropriadas para um problema linear elip-
tico, aplicando as estimativas de Holder para o gradiente (Teoremas 12.2 e
6.6 de [10]) obtemos uma estimativa uniforme da norma C?“ da sequéncia
Uy, , 1to &

|ug, |20 < K VneN

e de posse dessa estimativa aplicando Arzela - Ascoli temos que u;, possui
uma subsequéncia que converge uniformemente na norma C? a uma funcio
u € C%(). A regularidade da 9 e o Teorema 6.19 de [10] garantem que

u € C?%(Q). A continuidade do operador Q5 assegura que u é solugao de
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(P%f) ¢ sendo a assim t, € W. Portanto, a parte da demonstragio referente
ao fechamento de W se resume a garantir a existéncia de barreiras relativas
ao operador Q;y para todo ponto p € J2 e para todo t € [0, 1].

No contexto desta tese, procuramos solugoes do sistema (PH)
para o caso de um dominio anelar €2, isto é, ) é uma regiao limitada de
H? x {0} cuja fronteira ¢ formada por duas curvas, digamos v e 3, com
~ contida no interior da regiao limitada cuja fronteira é S. Além disso,
exigimos que as solucgoes, quando restritas a vy se anulem e quando restritas
a [ tenham uma determinada altura constante h. Sendo assim, é natural
que as condi¢oes sobre as quais o sistema (P) tenha solucio, dependam da
geometria das curvas e da altura h. Uma das principais condigoes sobre a

curva v segue na definicao abaixo:

Definigao 1.3.5 Seja v uma curva de Jordan de classe C*® contida em
H? x {0}. Dizemos que v satisfaz a condigao do circulo interior de raio r se
dado qualquer ponto p € ~ existe um circulo de raio r tangente a v em p e
contido na regiao limitada cuja fronteria é ~.

As outras condigoes sobre as curvas serao dadas diretamente em

termos da curvatura geodésica e das quantidades abaixo:

diam(8) = sup{du(p,q), p,q € B}
d = du(v,8) = inf{du(p,q) p €~,q € B}

onde dy : H? x H? — R ¢ a distancia hiperbdlica.
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2 Superficies Rotacionais de Curvatura Média

Constante em H? x R

Veremos que, levando em consideracao as hipéteses das curvas
envolvidas no resultados de existéncia, é conveniente usar como barreiras,
pedacos de superficies de rotagao que tenham por bordo dois circulos em
"fatias paralelas". Para isso é necessario o conhecimento do comportamento
de tais superficies neste espaco ambiente, principalmente através das equa-
¢oes que as definem. Como base para esse assunto utilizamos os artigos, [14],
[19] e [17]. De acordo com os interesses desta tese, ¢ suficiente considerar
o estudo dessas superficies de rotagao, através de trés situagoes, que serao
estudadas em 3 casos separadamente: curvatura média constante H = 0,
H= % e H > %

Considere o modelo de H? x R do capitulo anterior, bem como a
métrica associada e ele. Seja I' = {(z,0) € H? | x € (—1,1)} uma geodésica
completa passando por (0,0). A menos de uma isometria podemos supor
que as superficies de rotacao de H? x R sdo geradas por curvas no plano
geodésico P = I' x R e que seu eixo de rotagao ¢ {(0,0)} x R. Considere
uma curva c(s) = (s, A(s)) contida em P que seja um gréfico vertical sobre I’
onde s € (0,00) ¢ a distancia hiperbolica até (0.0). Orientando a superficie
de rotagao S, obtida através de ¢(s), pelo campo unitario normal N com
terceira componente maior ou igual a zero, temos que S tem curvatura média

constante H se e somente se A(s) é dada por

/ D + 2H cosh(t)
)\H ro
\/Slnh2 t — (D + 2H cosh(t))?

onde D é um parametro e ry é o valor minimo de ¢ tal que

dt.
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sinh®¢ — (D 4 2H cosh(t))* > 0.

Para uma demonstragdo em detalhes ver [19].

2.1 Caso H=0

Proposicao 2.1.1 (Proposigao 5.1 de [14] - adaptada) Para cada D > 0
existe Mp, uma superficie rotacional completa com curvatura média cons-
tante H = 0. A superficie M, ¢ a fatia H? x {0}. Para D > 0 a superficie Mp
¢ mergulhada, homeomorfa a um anel e a distancia entre o eixo de rotagao e
a superficie Mp é ry = sinh™' D.

Demonstragao. Basta fazer H = 0 na expressao de Ag,,,(s) obtendo

s

)\077"0 (S) = / t =
ro \/sinh®t — D2 sinh—!' D v/sinh?t — D2

H?2 xR

~

|\:]:1

Note que o denominador do integrando de Ag,,(s) se anula em ¢t = ry e
sendo assim a curva Ay, (s) tem tangente vertical nesse ponto. Além disso,

observe que a funcao acima estd definida para todo s > ry e sendo assim
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podemos escrever a superficie Mp como grafico vertical de uma fungao de
duas varidveis sobre o dominio ,, = {q € H? x {0} | du(q,(0,0)) > ro}
quando consideramos a composta Ao, (s(g)) onde s = s(q) = du(g, (0,0)),

ou seja:

D
)\0 7’0 / dt
70 sinh2 t— D2

ou ainda, através da substituicao sinhry = D,

s(9) sinh rg
A rolS\q)) = dt.
0ro(5(0)) ro \/simh2 t — sinh? 7

N ——— =/ B—

2.2 Caso H = =

Nessa caso a fungao Ay, tem o seguinte formato

D + cosh(t)

/ \/sinh? £ — (D + cosh(#))?

com trés possibilidades para o parametro D < 0 separadas através do resul-

dt.

tado abaixo:
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Lema 2.2.1 (Lema 5.2 de [14] - adaptado) Assuma que H = 3 ¢ D < 0.

Entdo sinh®t — (D + cosh(t))? > 0 se e somente se, t > cosh™ (1:“2]32) =

D
In(—D). Seja ry > 0 tal que In(—D) = rq entdo sinh® o — (D +cosh(rg))? = 0

e ro = 0 se e somente se D = —1.

(1) Se D € (—1,0), entdo —D < coshry. Consequentemente a fungao )\%,To(s)

é nao decrescente para s > rg > 0 e tem derivada infinita em rg.

(2) Se D = —1, entao X\, (s) = LQ cosh(s) — 1 e 7y = 0. Portanto a funcao
2
)\%(s) estd definida para todo s > 0, tem derivada 0 em s = 0 e é ndo

decrescente para s > 0.

(3) Se D < —1 existe R > ro > 0 tal que cosh™'(—D) = R. Consequen-
temente a fungao Ay o (8) esta definida para todo s > 1y > 0 com derivada
infinita em 7y, € nao crescente para ry < s < R, tem derivada 0 em R e é nao

decrescente para s > R.

(4) Para todo D < 0 e ry > 0 temos

lim A1, (s) = +o0

s—+o0 2’

Demonstragao. Basta analisar a integral que define a funcao )‘%,m(S) e sua

derivada.

Cabe salientar, que nesse caso o valor de ry depende somente do
parametro D, e além disso, que D — —1 implica em ro — 0. O contetudo do

Lema acima pode ser escrito em termos de superficies conforme segue.

Proposigao 2.2.2. (Proposigao 5.2 de [14]) Existe uma familia a um pa-

rametro Sp onde D < 0 de superficies rotacionais completas com curvatura
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média hiperboélica constante H = 1

[\

(1) Se D > —1, asuperficie Sp é um anel propriamente mergulhado, simétrico

com relagao a H? x {0} e cuja distancia ao eixo de rotagao é In(—D).

D€ (—1,0) H? x {0}

(2) Se D = —1, entdo a superficie S_; é um grafico vertical inteiro tangente

a H? x {0} em (0,0,0) e contido em H? x {t} com ¢ > 0.

M\U

H?2 xR

(3) Se D < —1, a superficie Sp é um anel propriamente imerso (e nao
mergulhado), simétrico com relagao a H? x {0} e cuja distancia ao eixo de

rotagao é In(—D).
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D < —1 t H2 xR

s(q) = dul(q, (0,0)) cosh™(=D) = R

(4) Em todos os casos anteriores a superficie é ilimitada na diregao da co-
ordenada t. Além disso, qualquer superficie rotacional com curvatura média
constante H = 3 ¢, a menos de uma isometria do ambiente, parte de alguma

superficie desta familia.

Demonstracao. Consequéncia direta do Lema anterior.
Dado D < 0, observe que a fun¢ao abaixo esté definida para todo

s>1o=1In(—D)

/ D + cosh(t)
\/Slnh2 (D + cosh(t))?

e considere o dominio €,, = {q¢ € H? x {0} | du(q, (0,0)) > ro}. Defina a

dt.

composta /\%’To(s(q)), onde s = s(q) = du(q, (0,0)) e o = In(—D), por:

/ D + cosh(t)
\/smh2t — (D + cosh(t))?

Sendo assim podemos escrever Sp como grafico de A%mo(s(q)) so-

dt.

bre ., e além disso, para o caso D = —1 a expressao obtida para )\%7710(3(9))

admite a seguinte simplificacao:
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B s(@) —1 + cosh(t) B s(g))
)\%(S(Q)) = /0 \/3inh2t “ir COSh(t))2dt = 2 cosh ( 5 ) 2

com ,, = H? x {0} pois ro = 0.

2.3 Caso H > %

Nessa caso o parametro D admite somente valores tais que D <
—+v/4H? — 1. Dentro dessa situagao serao consideradas as possibilidades D <
—2H, D =-2He —2H <D < —v4H? — 1.

Lema 2.3.1 (Lema 5.3 de [14]) Sejam H e D satisfazendo H > 1 ¢ D <

—v/4H? — 1. Entao existem ntmeros 0 < rg < r; tais que

2DH ++1—-4H*+ D?
1—4H?

ro = cosh™? (

gt (2DH = VT= A5 D
1 = COS Y :
Portanto sinh?*¢ — (D + 2H cosh(t))? > 0 se e somente se, rp < t < ] e além

disso sinh®rg — (D + 2H cosh(rg))? = sinh®r; — (D + 2H cosh(r;))? = 0.

(1) Se D < —2H, entdo 1y > 0 e existe um tdnico niamero R € (rg,ry)
satisfazendo D +2H cosh(R) = 0. Além disso, D +2H cosh(t) < 0 em [rg, R)
e D+ 2H cosh(t) > 0 em (R, r]. Consequentemente, a fun¢ao Ay, (s) estéa
definida em [rg, 7], tem derivada infinita em 79 e 7, ¢ nao crescente em

(ro, R) e ndo decrescente em (R,ry).

(2) Se D= —2H, entdaorg =0¢
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2H+/cosh(s) — 1
/(1 —4H?) cosh(s) +4H? + 1

A (s) =

Consequentemente, a fungao Ay(s) esta definida em [0, 7], tem derivada 0

em s = 0, é nao decrescente e tem derivada infinita em 7.

(3) Se —2H < D < —v/4H? — 1, entdao 190 > 0 e D + 2H cosh(t) > 0 em
[ro,71]. Portanto a fungao Ay(s) esta definida em [rg, 7], € ndo decrescente

e tem derivada infinita em rq e 7.

Demonstragao. Calculos diretos aplicados a expressao de Ag(s).

Proposigao 2.3.2 (Proposicao 5.3 de [14]) Assuma que H > 1. Entdo
existe uma familia a um parametro Ap de superficies rotacionais completas
com curvatura média hiperboélica constante H para D < —V4H? — 1. Além
disso:

(1) Para D < —2H, a superficie Ap é um anel imerso (ndo mergulhado),
contido no fecho da regiao limitada pelos dois cilindros verticais s = rq e

s = ry. Além disso, rg — +o00 e r;y — +o0o quando D — —oc e rg —> 0

4H?+1
4H2-1

ery — cosh™? ( ) quando D — —2H. Essas superficies sao analogas
aos nodoides de Delaunay em R3.

(2) Para D = —2H, a superficie A_oy é uma esfera mergulhada cuja dis-

tancia maxima ao eixo de rotacdo é r; = cosh™! (jgiﬂ) (A figura abaixo
caracteriza a parte da superficie dada como grafico)

(3) Para —2H < D < —/4H? — 1, a superficie Ap é um anel mergulhado,
invariante por uma translacgao vertical e contido no fecho da regiao limitada

pelos dois cilindros verticais s = rg e s = r{. Além disso, 1o — 0 e r| —>

cosh™ <4H2+1> quando D — —2H e ambos ry e r; — cosh™* < 2H )

4H?2—1 AH2—1
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quando D — —+v/4H? — 1. Além disso, ry < cosh™! ( 2H ) < ry. Essas

1H?—1
superficies sao analogas aos onduldides de Delaunay em R3.

(4) Para D = —v4H? — 1, a superficie A ;7> é um cilindro vertical sobre

um circulo de raio hiperbélico cosh™ ( ﬁg_ 1).

Demonstracao. Uma consequéncia direta do Lema anterior.

D < _92H t H? x R
Ao (5(q))

D= —2H t H? x R

L aHe1 /\/ — 2H\/cosh§—1
17"t = cosh (mj—l) u(s) /(1-4H?) cosh§+4H2+1
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3 Resultados Principais

Neste capitulo, apresentamos as demonstragoes dos Teoremas 3.1
e 3.2 citados na Introducao. Além disso, na Se¢ao 3.3, construimos um

exemplo nao trivial do dominio €2 relacionado aos resultados de existéncia.
3.1 Caso H €[0,1]

Teorema 3.1. Seja Q um dominio anelar de classe C** onde a € (0,1),
contido em H? x {0} cujo bordo consiste de duas curvasy e 3 com v contida
no interior da regiao limitada cuja fronteira € B. Sejam r > 0 e D < —1

satisfazendo:

In(—D) < r < cosh™'(=D)

Suponha que diam(B) < r + R, onde R = cosh™*(=D), que 7 satisfaz a
condi¢ao do circulo interior de raio v e que kg > coth R. Denote por d =

du (v, B). Nessas condigoes, dados

2
0<h< d1 - D)
~ T 4Dsinh(r + %)

e H €10,3] existe u € C**(Q) tal que Qu(u) =0 em Q, w,, =h e upg =0,

onde a curvatura média € calculada com relagao ao campo N, normal unitdrio

<0

(no sentido hiperbdlico) satisfazendo (N, 2 Yizar < 0.

» Bt

Demonstracao. O primeiro passo da demonstracao consiste em mergulhar o

problema:
(P) — Qp(u) = Fdiv (——1+VFITVU2> +2H =0 em €

uly=h ulg=0 ueC?>(Q)
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em uma familia de problemas do tipo:

Qi (u) = Fdiv (\/%) +2Ht=0 em ()

uly=th ulpg=0 wu €C**Q) te]l0,1]

(P) =

2
onde H € |0, %], F=F(x,y) = <%> , h &€ dado no enunciado e V, div
e |.| representam o gradiente, o divergente e a norma euclidianos. Considere

0 seguinte conjunto:

W ={tec0,1] | (P*) tem solugao}

Observe que W nao ¢é vazio pois t = 0 pertence a W. O fato de W ser
aberto decorre do Teorema das Fungoes Implicitas em Espagos de Banach
pois a derivada do operador ;5 calculada em coordenadas locais é um ho-
meomorfismo linear. Conforme antecipado no Capitulo 1 o fechamento de
W depende da existéncia de barreiras relativas ao operador @)y em todos os
pontos da Jf2 para todo ¢t € [0,1]. Como a 99 é formada por duas curvas
~v e [ entao é conveniente utilizar duas barreiras, uma por cima e outra por
baixo, em cada ponto de cada uma das curvas para todo ¢t € [0,1]. Come-
camos obtendo uma barreira por cima com relagao a curva . Considere

H e [07%]7 0<h< #hz:}r%) et e [0,1] SejampEﬁeR:(jgsh*l(_D).

Considere L suficientemente grande tal que

L>R,

e que

L L—4¢
2 cosh (5) —2cosh< 5 2) > h
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Seja C(p) um circulo de raio L, centro p, tangente a 8 em p, contido em

H? x {0} e que contenha (. Considere a fungao

((X;ﬁ) os)(q) = /\;ﬁ(s(q)) = —2cosh (@) + 2 cosh (g)
onde s = s(q) = dy(q,p) e B = {q € H? x {0} | dr(q,p) < L}. Note que
9(Bp) = CL(D),

(O‘;ﬁ) o 8)|a(35) = O’ (()\*%,ﬁ> © S)|(Bg) >0

e em particular

A

N|— %

(5(p)) = —2cosh (g) +2cosh (g) = 0.

Como QN I(By) = {p}, Q C By e d = du(y, B) entdo v estd contida em um
circulo de centro p e raio L—g pois todos os pontos de 7y estao a uma distancia
pelo menos d de C(p). Usando a segunda desigualdade acima envolvendo L

temos que:

d L L—
i |L—=]=2cosh|—=)—2cosh
)\24’( 2) Ccos (2) Ccos < 5

0 que nos leva a

[JIsH

)>h2th

((A15)0s), >th, ((A1;)os)), =0

2 20 B
pois a fungao \} ﬁ(s(q)) aumenta conforme os pontos ¢ se aproximam de P.
27

Segue abaixo o grafico da funcao ((\} 13) o 5)(q).
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CL(p)

Defina a seguinte funcao:

w,, = (X;ﬁ 08): Q=R

p7
Note que a expressao de ()\;p) nao depende t e, portanto, w,, também nao,
e isto significa, que a mesma fungao ((\} ﬁ) o 5) quando restrita a €, sera
27
usada como barreira de Q;y para todo ¢ € [0,1]. Em particular temos

w,(p) = A1 (s(p)) =0

ol %

1

Como o grafico de w,; tem curvatura média hiperbolica constante H = 3

(Ver capitulo anterior - Lema 2.2.1), o Lema 1.3.2 do Capitulo 1 garante que
Qi (w,,) < 0 e pelas condigoes de w,; sobre €2 juntamente com o Principio
da Comparagao (Teorema 1.3.1 do Capitulo 1) temos que w,, > u; para toda
uy solugao de (P™). Vejamos agora como obter uma barreira (por baixo) que

se anule ao longo de 5. Seja p € ( e defina a seguinte funcao:

dada por:
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v,+(q) =0 Vg eQ

Como o grafico de v,; tem curvatura média hiperbolica constante H = 0

temos que Qur(v,,) > 0, v,,]y = v,

3 = 0 < th entao, novamente pelo
Principio da Comparagao, v,, < u,; para toda u, solucdo (P'"). Agora passa-
mos a situagao em que devemos exibir uma barreira por cima com relacao a
curva 7. Seja p € 7. Como ~ satisfaz a condigao do circulo interior de raio r
podemos considerar C um circulo de raio r contido na regiao limitada cuja

fronteira é v e tangente a v em p. Denote por p o centro de C}. Considere a

funcao

dada por

rt(8(0) = =21, (5(q) + Ay (1) + th

onde s = s(q) = du(q,p), By = {q € H? x {0} | r < du(q,p) < cosh™'(=D)},
=In(—D) e

D + cosh(t)
/ \/smh2 (D + cosh(t))? "

Como diam(B) < 7 + cosh™!(—D) temos que Q C By, Vp € . Além disso

(5)) = =As o (5(p)) + Ay, (1) + th,

ou seja



Note que para ¢ € Q temos s(q) = du(q,p) > r e assim

ALra(8(@)) = =A1 1 (5() + Ay (r) +th > th > 0,

1
2 27
\ /
N~

>0

105); > 0. Segue o grafico de (/\%7,“05).

1
29"

em particular O‘%mtos)H >the (A

Defina a seguinte funcao:

wyy = (A1, 08) Q=R

1t
Note que wj,(p) = X%mt(s(p)) = —=A1,,(r) + A1, (r) + th = th. Usando
o mesmo argumento aplicado a fungao w,, obtemos w; , > u; para toda u,
solugao de (P'). Ainda no caso em que p € 7 vejamos como obter uma
barreira por baixo relacionada a esta curva. Seja C}) um circulo de raio r

contido na regiao limitada cuja fronteira é v e tangente a v em p. Denote

por D o centro de C7. Considere a fungao

(Xomt os): B—~R

dada por
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(Xo,r,t o S)(Q) = XO,r,t(S(q)) = _)‘O,ro (8((])) + /\O,ro (T) +th

onde s(q) = du(q,p), By = {q € H? x {0} | du(q,p) > 7}, 1o =In(—D) e

s sinh rg

70 \/ sinh? ¢ — sinh?

/\0,7’0 (5) — dt.

Observe que Q C By e que

X0t (5(p)) = =Aorg (s(p)) + Ao (r) + th,

isto é,

X0rt(5(D)) = =Nouwo (1) + oo () + th = th.

Além disso, afirmamos que :\/Om,t(S((J)) < 0 para todo ponto ¢ tal que dy(q,p) =
(r + £). De fato,

d . .
Tt sinh 7 " sinh rg

dt—

dt
ro \/ sinh? ¢ — sinh? ry 70 \/ sinh?t — sinh®

d
)‘O,To (7” + 5) —)\077“0 (7”) =

e o lado direito desta igualdade pode ser escrito como

d .
i sinh rg

dt
r \/ sinh? ¢ — sinh?

que por sua vez admite a seguinte desigualdade

r+g

sinh rq d . sinh rq
dt>|r+-=—r min .
r \/ sinh? ¢ — sinh? 2 telrr+4] \/ sinh?t — sinh® r

Mas
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i sinh rg d sinh rg
min =—

T4 - 7”>
( 2 tefrr+4] \/sinh®t — sinh®ry 2 \/ sinh®(r + 4) — sinh®ry

e, assim

d sinh 7 S d sinhrg
2 h— a . d .
2\ fsinb(r + ) — sinh?r,  2sh(r+3)

Substituindo r¢ por in(—D) obtemos

d sinhrg  d(sinh(in(—D))  d(1— D?
2sinh(r + %)  2sinh(r+9¢)  4Dsinh(r +9)’
Por hipotese

d(1 — D?
<. )d >h>th
4D sinh(r + §)
logo
d
>‘0,7"0 <’I" + 5) — )\Q’ro (T’) —th Z 0.
Portanto

d
_)\0er (7" + 5) + >\0,r0 (T) +th <0,

isto é, Xo,m(s(q)) < 0 com s(q) = du(q,p) = (r + £) e, sendo assim,

{grafQor0)} ({H x {0}} = C,
onde C representa um cfrculo de raio [ com | < 7+ (d/2) e centro p. Levando
em consideragao o raio [, a posi¢cao de p e a distancia d entre vy e [ temos
que C esta contido no interior da regiao limitada cuja fronteira é 5. Observe

que (XON os), <the (XO,r,t 05)), < 0 pois a fungao (XO,r,t o s) é decrescente.

s
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Defina a funcao

+ o= (XOM 08, Q=R

Dt

v

Note que v, (p) = Xom(s(p)) = th. Pelo fato do grafico de v, ter curvatura

média constante H = 0 e pelo comportamento da funcao v;f . em 0f) temos

que v, < w, para toda u; solugao de (P*"). Levando em conta o comporta-

ot vft e w; , com relacao a qualquer solugao wu; de

Wpts Up

mento das fungoes

(P temos:

vl (p) = wi(p) =th se pen.

Além disso, afirmamos que existe M > 0 tal que
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max{|Vv,,(p)|, [Vw,(p)[} <M Vp € dQ, vt € [0,1].

O artificio usado para garantir a afirmacao sera baseado na anélise do angulo
entre o vetor normal unitério (no sentido euclidiano) e o vetor 2 = (0,0, 1).
De fato, fixado t € [0, 1], para qualquer p € 7, por constru¢ao, mais precisa-

mente do fato de que r > ry = In(—D) temos

9
ot

onde N (w,(p)) ¢ o vetor normal (no sentido euclidiano) ao grafico da funcéo

[(N(w,(p)), 5, >0

+

Wyt

no ponto (p,w,,(p)) e (.) representa o produto interno euclidiano. Por

continuidade, existem 9, > 0 e uma vizinhanca V), de p em ~y tal que

q?t

— 0
[(N(wgi(0), 5.0 = 0, > 0 Vg €V,

Por compacidade, podemos cobrir v por um nimero finito de vizinhancas

Vors Vigs ooy V. Sendo 6 = min{dy,, 6, ..., 0, }, entao

(N (g a), g 26> 0 Vg € 7.

A principio, § poderia depender de ¢, mas isto nao ocorre pois a diferenca

entre as fungoes w; to © w, com ty # t; ¢ uma translacao vertical e isto nao

q,t1

altera o valor de |(N(w/,(q)), 2)|. Portanto,

— 0
’<N<w;r,t(Q))7a>| >0>0Vgen Vtelo,1].

Disto segue que existe M; > 0 tal que

\Vw;t(p)\ <M; Vpen~, Vtel01].
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Analogamente, para w,, e v;'ft obtemos constantes M,, M3 e M,. Definindo
M = max{Mi, My, M3, My} decorre a afirmagao. Nessas condi¢oes podemos

afirmar que as fungoes v,

oty Wy v e w,, sdo barreiras relativas ao operador

pt? p,
Q:p com gradiente limitado em p para todo p € 9N e para todo t € [0, 1] por
uma mesma constante M (independente de p e de t). Sendo assim, usando

o Lema 1.3.3, temos

|Vuy(p)| < max{]Vv;'ft(p)\, |Vw§t(p)|} <M VYpedQ Vtelo1].

Portanto

sup|Vu| < M vVt € [0,1].
o0

Observe que a constante M é a mesma para toda solugao u; de (P*), sendo
assim podemos usar os mesmos argumentos apresentados na subsegao 1.3 do

Capitulo 1, garantido que W é fechado e encerrando assim a demonstracao.

3.2 Caso H > %

Teorema 3.2. Seja Q um dominio anelar de classe C** onde a € (0,1),
contido em H? x {0} cujo bordo consiste de duas curvasy e 3 com vy contida

no intertor da regidgo limitada cuja fronteira é . Dado H > % sejam

AH( 4H2+1 \/4H2 4H2+1 — (4H2 - 1)

4H2 l 4H?— 1

1
O<r< 5(:0:sh’1

e D < —2H satisfazendo:

2DH 1—4H? 4+ D? —-D
cosh™! ( + + ) < r < cosh™ <—>

1 —4H? 2H
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Suponha que 7y satisfaz a condigao do circulo interior de raio r e que diam(f5) <
r+R, onde R = cosh™ (%) Além disso, suponha que kg > coth R. Denote

por d = dg(~, 3). Nessas condigdes, dado

d (sinh(cosh™ (ZRIAZIEDN) ) oo (R — 4) — 1)

. )
0<h< ,
== 2sinh(r + 9) 2sinh(R — 9)

existe u € C**(Q) tal que Qu(u) = 0 em Q, w, = h e ug = 0, onde a
curvatura média € calculada com relagao ao campo N, normal unitdrio (no

sentido hiperbolico) satisfazendo (N, %msz <0.

Demonstracao. Dado H > %, sejam d, r e D < —2H conforme o enunciado.

Dado

d (sinh(cosh_l <2DH+1JA;;£{2+D2>> Hd(cosh(R — %) — 1)

. )
0<h< )
== 2sinh(r + %) 2sinh(R — £)

Considere a seguinte familia de problemas

uly =th ulpg=0 u, € C*(Q) tel0,1]

(P =

e o conjunto W dado por

W ={te[0,1] | (P") tem solugao},

2
onde F' = F(z,y) = (%) , 'V, div e |.| representam o gradiente, o

divergente e a norma euclidianos. As principais mudancas dessa demonstra-

cao com relacdo & anterior sao as funcoes v, v w; H Wy o 21— R, com

pits U

Dt

p € 0f), a serem consideradas como barreiras. Vejamos entao quem serao
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essas fungoes nesse caso. Dado ¢ € [0, 1] comegamos obtendo uma barreira
7)-

por cima para relacionada a curva . Sejam p € f e R = cosh™ (2H

Como kg > coth R, podemos considerar Cr(p) um circulo de raio R centro
p tangente a 3 em p, contido em H? x {0} e que contenha 3. Considere a

funcao

dada por

(M) 0 8)(q) = Au(s(q)) = =Au(s(q) + Au(R)

onde s = s(q) = du(q,p), By = {g € H* x {0} | 0 < dy(q,p) < R} e

/ —2H + 2H cosh(t) gt
\/smh2t — (—2H + 2H cosh(t))?

Observe que d(By) = Cr(p), @ C By e QN By = {p}.

d = du(~. ) os:Bp—=R

Y C Cp_4(p (D
R g(z) 3 C Cr(p)

---------
'''''''

.............. HZI
Cr(p) : P

Defina a seguinte fungao

wy, = (Ajos), Q=R

Dt
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Observe que a expressao de ((A};) o s) nao depende ¢, e isto significa que a
mesma funcdo ((\%) o s) quando restrita a €, sera usada como barreira (por

cima) de Q;y para todo t € [0, 1]. Além disso,

W, ilonm) = A (Cr(P)) = —Au(R) + Au(R) = 0.

Em particular

Wy (P) = A (R) = =Au(R) + Au(R) = 0.

Como a fungao ¢ decrescente o valor de A}, (s(q)) aumenta conforme os pontos
q se aproximam de P e sendo assim w,,|s > 0. Por outro lado, como d =
du (7, B) temos que 7 estd contida em um circulo de raio R — d e centro p.

Seja Cr—q(P) esse circulo. Sendo assim

N (Cra() = —Aar(R — d) + Au(R) > —An (R - g) T a(R).

Mas
d
—Ai (R — 5) + An(R)
é igual a
/ —2H + 2H cosh(t dt /R —2H + 2H cosh(t) gt
\/smh2 —2H + 2H cosh(t 0 \/smh2 —2H + 2H cosh(t))?

Observe que a expressao acima pode ser escrita como

—2H + 2H cosh(t)

dt
/ \/smh2 —2H + 2H cosh(t))?

e que o termo obtido admite a seguinte desigualdade:
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/ —2H + 2H cosh(t)
R—3 \/smh2 —2H + 2H cosh(t))?

<R - (R - g)) mirdl —2H + 2H cosh(t) .
t€[R—4,R] \/sinh2 t — (—2H + 2H cosh(t))?

dt >

Como o argumento da integral ¢ uma funcao crescente, a segunda linha da

deigualdade acima é

d —2H + 2H cosh(R — g)
2\ Jsb2(R — 4) — (~2H + 2H cosh(R — 4))?
Mas
d —2H + 2H cosh(R — §) d(—2H + 2H cosh(R — 9))
d , d . (
2 \Jsinb3(R — 4) — (—2H + 2H cosh(R — )2 sinh(R — §)

e o lado direito da desigualdade acima é

Hd[cosh(R —
sinh(R —

Por hipotese,

Hd[cosh(R — %) — 1]
sinh(R — )

2
Portanto A} (Cr_q(P)) > th, e novamente pelo fato da fungao ((\};) o s) ser

> h > th.

decrescente temos w, |, > th. Usando o Principio da Comparagao e o fato

do grafico de w,,

ot = ((Aj) 0 s), ter curvatura média hiperbdlica constante

H segue que w,; > u; para toda u; solugao de (P*). Como

H21 H21

RVECETESS \/4H2 A1)y (4p2 - )
r < cosh™
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tem-se D > 2H(4gz+i) pois a funcdo fg : (—oo, —2H| — R dada por

2tH + 1 —4H? 4+ 12
_ -1
fu(t) = cosh ( e )

é decrescente,

o (c (2Y) e (D~ G
H — _— —
4H? — 1

e, por hipotese,

2
fH(D) <r<fg (—2H <%>) .

Mas

4H?* +1 —-D 4H*+1
D> —oH (2 12
~ <4H2—1> 0<3m < 1@ -1

e assim

—D 4H? +1
=cosh™ | — Nl e
R = cos <2H><cos (4H2—1)

Observe que a fung¢ao Ay (definida por uma integral) possui derivada infinita

4H?%41
4H?2—1

— . . !
em s = cosh™ ( ) tendo em vista que o denoninador de A\, se anula

nesse valor. Sendo assim a reta tangente ao grafico nesse ponto é vertical

e, portanto, o vetor normal (no sentido euclidiano) ao grafico de (A}, o s)

(superficie de rotagao gerada por A\y) no mesmo ponto forma um angulo de

90° com %. No entanto, a fungao (\j o s) definida no domfnio B; exclui

do grafico pontos nos quais o vetor unitario normal (euclidiano) tem o esse
x

comportamento, garantindo assim que a derivada de (A}, o s) é finita ao

longo do conjunto Fﬁ- Ainda no caso em que p € 8 vejamos como obter uma

41



barreira por baixo. Considere a seguinte fungao:

dada por:

v,,(q) =0 Vg € Q Vi €0,1]

Como o gréfico de v,, tem curvatura média hiperbélica constante H = 0,
Vpily = vp4lp = 0 < th entdo, novamente pelo Principio da Comparagao
para Operadores Quasilineares, v,;, < u para toda u solucao (P'H). Agora
considere p € v e vejamos como obter uma barreira por cima com relagao
a curva 7. Seja C) um circulo de raio r contido na regiao limitada cuja
fronteira ¢ e tangente a v em p. Denote por p o centro de C}. Considere a

funcao

(XHM os): By —» R

dada por

(XH,r,t 0s)(q) = XH,r,t(S(Q)) = =10 (5(q)) + Ao (r) + th
onde s = s(q) = du(q,p), B = {¢ € H* x {0} \ 7 < du(q,p) < COSh_l(%)}’

2DH ++1—-4H?*+ D?
1—4H?

ro = cosh™* (

Mt (5) /s D + 2H cosh(t)
Hro\S) =
o \/sinh2t — (D + 2H cosh(t))?

Como diam(83) < r+ cosh™(52) temos que Q C By, Vp € 7. Além disso

dt.

Netrt(5(0) = =Arrg (5(D)) 4 Mtgpo () 4 th = =Xy () + Ay (1) + th = th.
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Note que para ¢ € Q temos s(q) = du(q,p) > r e assim

Defina a seguinte funcao:

w,, = (XHM 05)|, : Q— R.

Usando o mesmo argumento aplicado anteriormente obtemos w; , > U para
toda wu; solucao de (P*). Ainda no caso em que p € v vejamos como obter

uma barreira por baixo. Sejam C} e p definidos acima. Considere a fungao

(XON os): B—~R

dada por

(XO,r,t © 3)(Q> - XO,r,t(S(Q)) = _)\0,7'0 (S(q)> + >‘0,r0 (T) +th

onde s = s(q) = du(q,p), By = {g € H* x {0} | du(¢, D) > 7},
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|1 (2DH + VI— A+ D’
= COS
"o 1— 4H2

s sinh rg

70 \/ sinh? ¢ — sinh?

/\0,7’0 (5) — dt.

Observe que Q C By e que

X0t (5(p)) = =Aorg (5(p)) + Ao (r) + th

1sto é

X0rt(5(D)) = =Nouo (1) + oo () + th = th.

Além disso, segue do Teorema 3.1 que

d d sinhrg
Ao — Ao, -
0,ro (7'+ 2) 0 0( ) 2smh(r+ %l>

2D H+1—4H2+D? ) obtemos

Substituindo rq por cosh™* < 142

2D H v/ 1—4H?1D?
d sinhr (smh (cosh™ < ey ))

2 sinh(r + 4 N 2sinh(r + 9)
Por hipotese

=412
2sinh(r + %)

d (sinh(cosh—1 (2DH+W))

> h>th

logo

d
)\0’7«0 (7” -+ 5) - )\0,7“0 (7’) —th 2 0.

Portanto
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d
—Xo.ro (r + 5) + X (1) +th <0,

isto €, Aore(s(q)) <0 com s(q) = du(q,p) = (r + 4) e, sendo assim,

{grafQor)} (JH? x {0}} = C,

onde C representa um circulo de raio [ com [ < r+(d/2) e centro p. Levando
em consideragao o raio [, a posi¢ao de p e a distancia d entre v e § temos que
C esta contido no interior da regiao limitada cuja fronteira é 5. Observe que

(ng,«,t os), <the (XO,r,t 0$), <0 pois a fungao (XO,r,t o s) é decrescente. O

s
grafico desta fungao tem o mesmo aspecto daquele considerado no resultado

anterior. Defina a funcao

U;:t = (XO,r,t 038), Q=R
Note que v, (p) = Ao, (s5(p)) = th. Pelo fato do grafico de v;7, ter curvatura

, em 0N temos

média constante H = 0 e pelo comportamento da fungao v,

que v; . < u; para toda wu; solugao de (P'). A constante M que fornece
a estimativa procurada com relagao a norma do gradiente das barreiras em
p € 0) também é obtida como no Teorema anterior, encerrando assim esta

demonstracgao.

3.3 Exemplo

Do fato da métrica de H? ser conforme & métrica euclidiana existe
uma relacao especial entre suas conexodes, vejamos que relacao é essa. Se
indicarmos por g a métrica hiperbdlica, por g a métrica euclidiana temos a

seguinte relagao:
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Q|
I
| -

que nos leva a:

(93X, 2} = Dy X, 24— {(p. V)2 X+ (0. XNEY) = . )X Y))

2

onde F' = F(z,y) = M, D é a derivacdo de campos no sentido
euclidiano, (,) indica o produto interno euclidiano e os campos X, Y Z e
suas derivadas sao calculados no ponto p. Considere uma curva diferenciavel
contida em H?2. Através da relacdo acima podemos obter uma expressao para

a curvatura geodésica hiperbolica de v por meio de sua curvatura euclidiana.

Mais precisamente temos:

Ly -
ks =V Fk, — Fd (ﬁ> ()
1\ — 1 _ o : |
onde d<\/_17)( w) = (VW, n) = (v,n) indica a derivada da fungao 7 nha
direcao do vetor 77 normal unitério interior a ~ no sentido euclidiano ao longo

da curva 7. Usando a expressao acima para um circulo euclidiano centrado

na origem de raio [ obtemos:

5(C) = VTG () - (- = 15 +1= 15

Lembrando que a relagao entre o raio euclidiano [ e o raio hiperbdlico o é
o = 2argtanh(l), ou seja [ = tanh 2, temos que a curvatura hiperbélica de

um circulo hiperbélico de centro na origem de H? e raio o é

14 (tanh §)?

kﬁ(cﬁ)) - 2tanh§ = COth(Q)

Sejam r > 0 e D < —1 satisfazendo:
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In(—D) < r < cosh™'(=D) = R.

Considere ¢ suficientemente pequeno tal que 2r < 2r +90 < R + r e defina

7 : [0,27] — H? por

() = (tanh (g + g) cos(t), tanh (g) sin(t))

Note que a curva 7 ¢ uma elipse euclidiana contida em H? de centro (0,0)
com eixo maior e eixo menor de medida euclidiana tanh(% + 2) e tanh(%)
respectivamente. Além disso existe um circulo hiperbolico centrado em (0, 0)
de raio hiperbélico r contido na regiao limitada cuja fronteira é v e tangente
a mesma curva nos pontos (0,+r). Como as geodésicas de H? partindo de
(0,0) sao raios entdao o didmetro hiperbolico de v é 2r + §. Vejamos como
obter a curvatura hiperboélica de v através de sua curvatura euclidiana. Para

simplificar a notagao usamos:

A = tanh (g) <1

- r 0
= h{=-+4- 1
A+ =tan (2+4)<

com 0 suficientemente pequeno. Nessas condigoes, lembramos que a curva-
tura euclidiana k; de v com relagao ao campo unitario normal interior n ¢

dada por

A(A+9)
[(A+0)2sin’(t) + A2 cos?(t)]

Aplicando essa expressao em k; obtemos:

ky(v) =

3
2

b = k) — (3.,
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1y A(A+9)

- 2 [(A + 5)2 Sin2(t) + A2 COS2(t)]% - <'7; n)
) AT AP s 0) + Ao (O]
tem-se
) = 151 AALY) n A4 +7) |
g 2 [(A+ 3)2 sin2(t) + A2 cOs2(t)]% (A + 3)2 sin? (1) + A? cosﬂ(t)]%

Aplicando as coordenadas de v em (1—|vy|?) obtemos

(1 —[(A+48)2cos?(t) + A2sin®(t)])(A + 0)A A(A+9)
2[(A +6)2sin?(t) + A2 cos?(t)]2 [(A+8)2sin?(t) + A2 cos?(t)]2

e desenvolvendo o produto dentro do colchete chegamos a

[1 — A% cos?(t) — 2A0 cos®(t) — 5 cos?(t) — A%sin?(t)](A + 6)A
2[(A + 8)2sin?(t) + A2 cos?(t)]?

kg(v) =

N A(A+9)
[(A+0)2sin?(t) + A2 cos?(t)]2

cuja simplificacio usando sin?(t) + cos?(t) = 1 nos da

[1— A% — 245 cos®(t) — & cos?(t)](A + 3)A
2[1 + 2A3 sin®(t) + 0 sin®(¢)]?

kal7) =

A(A+9)
[1 4 2A0 sin*(t) + 5 sin?(t)]2 .

Sendo assim
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[1— A2(A+3)A _

k() < E AR L (41 5)4
e como 0 < (A +6) < 1 entdo
[1— A%A [1— A% A2
< = .
kz(v) < 5 +A 54 +A
Mas A? < 1 logo
[1— A?] 1+ A?]
_ <z _
k()< g tA= g
e, substituindo A por tanh(), temos
1 + (tanh(%))?
[ +( an (2)) ] —_ COth(?“)

1) < S fanh (7))
Sendo assim a curvatura hiperbdlica de v é menor ou igual a curvatura do
circulo de centro (0, 0) e raio hiperbolico  em todos os pontos de 7y, 0 que nos
permite afirmar que a curva 7 definida acima satisfaz a condicao do circulo
interior de raio r. Além disso vimos que o diametro de v é menor que r + R.
Para obter um exemplo da curva 8 do Teorema 3.1 considere um circulo
hiperbolico centrado em (0,0) de raio %. No caso das curvas do Teorema

3.2 o raciocinio é analogo.

49



Referéncias

[

3]

4]

5]

18]

Aiolfi, A. ; Fusieger, P. - Some FExistence results about Radial Graphs with
Boundary in Parallel Planes, Annals of Global Analysis and Geometry
34 (2008) pp.415-430.

Aiolfi, A. ; Fusieger, P. e Ripoll, J. - A Note on Doubly Connected
Surfaces of Constant Mean Curvature with Prescribed Boundary, Annals

of Global Analysis and Geometry, 29 (2006) pp. 145-156.

Barbosa, A.- Grificos Verticais Minimos Compactos com Bordo Nao

Conezo em H" x R Tese de doutorado, UFRJ (2010).

Citti, G. ; Senni, C. - Constant Mean Curvature Graphs
on FEaxterior Domains of the Hyperbolic Plane, Disponivel em

http://arxiv.org/abs/1103.4564v2 (2011). Acesso em 29,/05/2012.

Dajczer, M. ; Ripoll, J. - An Extension of a Theorem of Serrin to Graphs
in Warped Products, Journal of Geometric Analysis, 15 (2005) No2, pp.
193-205.

Do Carmo, M. - Geometria Riemanniana Editora do IMPA, Rio de
Janeiro, (1988) Segunda Edigao.

Elbert, M.; Nelli, B. e Sa Earp, R. - Ezsitence of Vertical Ends of Mean
Curvature § in H? x R, Trans. Amer. Mat. Soc. 364 (2012) pp. 1179-
1191.

Espirito Santo, N. ; Ripoll, J. - Some FExistence and Nonexistence The-
orems for Compact Graphs of Constant Mean Curvature with Boundary

in Parallel Planes, J. Geom. Analysis, 11 (2001) No4, pp. 601-617.

50



19]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

Fusieger, P. ; Ripoll J. - Radial Graphs of Constant Mean Curvature and
Doubly Connected Minimal Surfaces with Prescribed Boundary, Annals
of Global Analysis and Geometry, 23 (2003) pp. 373-400.

Gilbarg, D. and Trudinger, N.S. - Elliptic Partial Differential Equations
of Second Order, Springer-Verlag, Berlin, 1983.

Hauswirth, L. ; Rosenberg, H. e Spruck, J. - Infinite Boundary Value
Problems For Constant Mean Curvature Graphs in H? x R and S? x R,
American Journal of Mathematics, 131, (2009) No 1, pp. 195-226

Mathias, C.- Grdficos Parabolicos de Curvatura Média Constante em H?
com bordo Prescrito satisfazendo a Condi¢ao de Declividade Limitada

Tese de doutorado, UFRGS (2009)

Meeks 111, W. ; White, B. - Minimal Surfaces Bounded by Convex Curves
in Parallel Planes, Comment Math. (1991), pp. 265-278.

Nelli, B. ; Sa Earp, R. ; Santos, W. e Toubiana, E. - Uniqueness of
H - Surfaces in H? x R, |H| < %, with Boundary One or Two Parallel
Horizontal Circles, Annals of Global Analysis and Geometry, 233 (2008)

No4 pp. 307-321.

Ripoll, J.-Um Guia para Resolver Equagoes Diferenciais Parciais Elip-
ticas de Segunda Ordem em Dimensdo Dois, preprint, (2003).

Ros, A. ; Rosenberg, H. - Constant Mean Curvature Surfaces in a Half-
Space of R with boundary in the boundary of the Half Space, Journal of
Differential Geometry, 44 (1996) No4, pp. 807-817.

Sa Earp, R. - Parabolic and Hiperbolic Screw Motion Surfaces in H? x R,
Journal of the Australian Math. Society, 85 (2008) pp. 113-143.

51



[18] Sa Earp, R. ; Toubiana, E. - An Asymptotic Theorem for Minimal Surfa-
ces and Ewistence Results for Minimal Graphs in H? x R, Mathematische

Annalen 342, (2008) pp.309-331.

[19] Sa Earp, R. ; Toubiana, E. - Screw Motion Surfaces in H?* X R e S? x R,
[linois Jour. of Math. 49 No4 (2005) pp. 1323-1362.

[20] Shiffman, M. - On Surfaces of Stationary Area Bounded by two Circles,
or Convex Curves, in Parallel Planes, Ann. of Math. (1956), pp. 77-90.

52



