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Resumo

Seja S o espaco vetorial das formas quadraticas em trés variaveis com-
plexas. Um espago homaloidal de grau dois ¢ um subespago vetorial de
dimensao trés do espaco S, tal que a transformacao racional associada a
uma base qualquer deste subespaco define uma transformacao birracional do
plano projetivo.

A agdo natural de GI(3,C) na grassmanniana Gr(3,5) deixa estaveis, o
subconjunto dos espacos homaloidais de grau dois, denotado H, e seu fecho
Zariski H.

Neste trabalho descrevemos as érbitas da acdo natural em H e obtemos
uma classificacao das transformacoes birracionais quadraticas do plano pro-
jetivo.



Abstract

Let S be the vector space of quadratic forms in three complex variables.
A homaloidal space of degree two is a three dimensional vector subspace of
S, such that the rational transformation associated to any of its basis is a
biratinal transformation of the complex projective plane.

The natural action of GI(3,C) in the grassmannian Gr(3,.S) leave invari-
ants, the subset of all homaloidal spaces of degree two, denoted H, and its
Zariski closure H.

In this work we describe the orbits of the natural action in 7 and we ob-
tain a classification of the quadratic birational transformations of the plane.
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Introducao

Um subespaco vetorial A, do espaco S das formas quadraticas nas variaveis
Tg,T1 € To, serda chamado espaco homaloidal de grau 2 se para qualquer base
{fo, f1, fo} de A a aplicacao racional 7 : P? --» P? dada por

z = (folz) : fi() : f2(2))
é birracional. O conjunto de tais subespagos constitui um subconjunto H da
grassmanniana Gr(3,5).

Na literatura classica sobre o tema encontra-se trés exemplos de espagos
homaloidais de grau 2: o genérico, o tangente e o osculador ( ver [6], cap.
IIT e [7], cap. 1 ). Demonstra-se que a menos de mudanga de coordenadas
lineares estes sao os unicos exemplos possiveis; e afirma-se que o tangente
e o osculador sao casos limites do primeiro, que por esta razao é chamado
genérico. A prova deste fato parece estar implicita em argumentacoes de
degeneracao de coeficientes, consideradas ”evidentes” sem, no entanto, ter
sido explicitada ([6]).

Por outro lado a ac¢@o natural (contravariante) de GI(3) em S induz uma
a¢ao na grassmanniana que deixa H estével (proposigao 2.9).

O objetivo desta dissertacao é descrever as orbitas de GI(3) em H e
o grafo de incidéncias entre elas, obtendo entre outras coisas o resultado
classico supracitado, como um corolario. Nossa apresentacao esta baseada
num trabalho manuscrito de Thierry Vust ([1]).

O primeiro capitulo desta monografia destina-se a apresentar as nocoes
bésicas de geometria algébrica e acoes de grupos algébricos, indispenséaveis
ao desenvolvimento dos resultados que serao apresentados.

No segundo capitulo, desenvolvemos a teoria necessaria sobre espacos
homaloidais de grau 2 para demonstrarmos os seguintes resultados (ver teo-
rema 2.17):

a) o fecho de Zariski de H é uma variedade projetiva irredutivel de di-
mensao 6.



b) a acdo de GI(3) em H possui 5 érbitas: Gen, Tan, Osc, Lin e Sing;
cujas dimensoes sao respectivamente 6, 5, 4, 2 e 2 ( ver proposicao 2.14).
Além disso o grafo de incidéncias entre as 6rbitas acima é :

Gen
Tan
Osc
N
Lin Sing.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Nocoes de Geometria Algébrica

Esta secao sera dedicada a introduzir as nocgoes basicas de geometria
algébrica necessarias para abordar o objetivo principal desta monografia.
Aqui, a maior parte dos resultados serao lembrados sem demonstracao, e
neste caso, quando nao indicarmos a bibliografia explicitamente, as demonstra-
cOes e maiores detalhes podem ser encontrados nos capitulos I ou II de [2].

Definicao 1.1. O conjunto C" = C x ... x C visto sem a estrutura de espaco
vetorial é dito espaco afim de dimensao n e é denotado por A™.

Um conjunto X C A" é dito um fechado afim se existe um nimero finito de
polinémios fy, ..., fs € C[xq, ..., x,] tais que

X =V(fo,er fs) ={z € A" : fi(x) =0, 1 =0,...,s}.

Os fechados afins de A" sao os fechados de uma topologia em A™ chamada
topologia de Zariski de A™ .

Definicao 1.2. Seja V um espaco vetorial complexo de dimensao n + 1.
Definimos o espago projetivo P(V') associado a V' como sendo o quociente de
V'\ {0} mddulo a seguinte rela¢ao de equivaléncia

u~v <= JceC\{0} talque u=cv.

A classe de equivaléncia de v € V' \ {0} em P(V) sera denotada por [v],
e a aplicacao canonica de V'\ {0} em P(V') por [ ]y ou simplesmente por | |
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quando isso nao causar confusiao. Se V' = C"™! denotamos o espago P(V') por
P" e o denominamos espaco projetivo complexo de dimensao n. Neste caso
denotaremos a classe do elemento (z, ..., z,,) € C*"*1\ {0} por (x¢: ... : z,).
xg, ..., Tn sao ditas coordenadas homogeéneas de P".

E imediato ver que o espago P(V') parametriza os subespagos vetoriais de
dimensao 1 de V.

SejaT : V — W é uma aplicacao entre espacos vetoriais complexos, para
a qual existe uma fungao o : C\ {0} — C\ {0} satisfazendo

T(ev) = a(e)T(v), VYeeC\{0}, Yo e V\ {0},
e seja By = {[v]y : T(v) =0} C P(V). Entao fica bem definida a aplicacdo

T P(V)\Br — P(W).
[vlv — [T(v)lw

Defini¢ao 1.3. A aplicagao racional 7 : P(V) --» P(W) é chamada proje-
tivizagao de T, e o conjunto By é dito conjunto de pontos base de T .

Se T : V — W é uma transformacao linear, entao T satisfaz as hipdteses
necessarias para projetivizagdo e o conjunto Br coincide com [kerTl]y. No
caso em que T é um isomorfismo linear, entao By = (), e a projetivizacao T
¢ uma bijecao. Quando By # () e T' é sobrejetora, entao sua projetivizacao
costuma ser denotada por 7 e é chamada de projecao de P(V') em P(W) com
centro Br.

Seja V um espago vetorial complexo de dimensao n+ 1. Fixada uma base
ordenada B = {vy,...,v,} de V| podemos enxergar os elementos de P(V)
como elementos de P" através da correspondéncia

[agug + ... + @] — (g @ o).

Dito de outra forma, cada elemento [v] € P(V') é visto como sendo um
elemento z € P", onde z é a imagem de [v] pela projetivizacao do isomorfismo
linear que leva cada v; € B no correspondente e; da base canonica de C**!.

Definigao 1.4. Escolher coordenadas homogéneas em P(V) consiste em
identifcar os elementos de P(V') com os elementos de P" através do pro-
cedimento descrito acima.



A escolha de coordenadas homogéneas em P(V') permite, sem perda de
generalidade, reduzir nosso estudo a P".

Definicao 1.5. Um conjunto X C P" é dito fechado projetivo, ou sim-
plesmente fechado, se existe um nimero finito de polinomios homogéneos
fo, -y [s € Clxg, ..., x,] tais que

X=V(fo,., fs) i ={z €P": fi(x) =0, i=0,...,s}.

A exemplo do que ocorre para os fechados afins em A", os fechados pro-
jetivos de P" sao os fechados de uma topologia em P" chamada topologia de
Zariski de P™. A partir de agora consideraremos apenas esta topologia em P".

Se E C C"! é um subespaco vetorial de dimencao k + 1, entdo sua
projecao [E] C P", também denotada por P(FE), serd chamada de espago
k-linear. Dizendo de outra forma, um conjunto X C P™ é um espaco k-linear
se e somente se X é definido como os zeros de um conjunto LI formado por
n — k polindémios lineares Ly, ..., L,y € Clzo, ..., x,].

As retas de P™ sao os espacos 1-lineares.

Exemplo 1.6. Dado i € {0, ...,n}, defina

A ={(zg:...:x,) € P": x; #0}.

(3

Note que A7 pode ser identificado com A" através da aplicagao
(o : e xp) — (o ot Ly ay).

Isso mostra que sempre podemos considerar A™ como um subconjunto aberto
de P" e que a topologia de Zariski de A™ é a topologia de Zariski de P™
induzida em A". Os abertos A sao chamados de cartas locais de P".

Definicao 1.7. Um conjunto X C P" é dito variedade quase projetiva , ou
simplesmente variedade, se X é um aberto de um fechado projetivo. Neste
caso dizemos que o conjunto Y C X é subvariedade de X se Y é uma varie-
dade como subconjunto de P”.

Uma subvariedade Y C X é chamada hipersuperficie de X se Y = X NV (f)
para algum f € Clxo, ..., 7).



Os fechados projetivos e os fechados afins sao claramente variedades.

Definigao 1.8. Dada uma variedade X e dada uma familia {X,}.cr de
subconjuntos de X, escreveremos

Xa

Xg

para dizer que X3 C X, na topologia de Zariski induzida em X . Esta
representagao é chamada de grafo de incidéncias da familia { X, }aer.

Definicao 1.9. Um subconjunto X de um espaco topoldgico Y é dito re-
dutivel se existem fechados distintos X; e X5 de X tais que X = X; U Xs.
Caso contrario X é dito irredutivel.

Um conjunto irredutivel é claramente conexo, porém a reciproca nao é
verdadeira.

As duas préximas proposi¢oes que seguem decorrem diretamente das
definicoes.

Proposicao 1.10. Seja X um subconjunto de um espago topolégico Y. Entao
sao equivalentes:

i) X € irredutivel;

ii) X € irredutivel;

i11) Qualquer aberto nao vazio de X é denso em X;

iv) Quaisquer dois abertos nao vazios de X tem interse¢ao nao vazia.

Proposicao 1.11. Sejam X e Y espacos topolégicos e seja ¢ : X — Y uma
aplicagdo continua. Se Z é um congunto irredutivel de X entao o(Z) é um
congunto irredutivel de Y .

Se X C P™ é uma variedade, prova-se que X se escreve, de forma tnica,
como uma unido finita de variedades irredutiveis X, ..., X, onde X; ¢ X;
se 1 # j. Neste caso, cada X; é chamada componente irredutivel de X.

Proposicao 1.12. O produto cartesiano de um nimero finito de conjuntos
wrredutiveis também € irredutivel.



Definicao 1.13. Seja X C P" uma variedade, dizemos que uma funcao
f: X — Cé regular em p € X se existe uma vizinhanca aberta U de p em X

e existem polinomios homogéneos g, h € Clzy, ..., z,,] tais que h nao se anula
em Ue f|lU= ().

Dizemos que f é reqular em X se for regular em todos pontos de X.

Definicao 1.14. Se X e Y sao variedades, com Y C P™, dizemos que uma
aplicacao 7 : X — Y é reqular se para cada ponto p € X existe uma
vizinhanga aberta U de p em X e existem fy, ..., f,n, fun¢oes regulares em U,
tais que

T(x)=(folx):...: fu(x)) VY eU

onde pelo menos uma f; nao se anula nos pontos de U.

Abaixo apresentamos o enunciado de algumas proposigoes, cuja demonstra-
¢ao pode ser encontrada nos capitulos I ou II de [2].

Proposicao 1.15. Se X € uma variedade irredutivel entao T : X — P™ €
uma aplica¢ao regular se para cada ponto p € X existe uma vizinhanca aberta
U de p em X e existem Fy,..., Fy € Clzo, ..., x,] polinémios homogéneos de
mesmo grau, tais que

T(z) = (Fo(z) :...: Fip(x)) Vo eU,
onde pelo menos um F; nao se anula em p.
Proposicao 1.16. As aplicagoes requlares sao continuas.

Proposicao 1.17. Se duas aplicagoes requlares definidas em uma variedade
wrredutivel coincidem em um aberto entao elas sao iguais.

Proposicao 1.18. Se 7 : X — Y ¢é uma aplicagao regular e T(X) € denso
em Y, entao T (X) contém um aberto de'Y .

Definicao 1.19. Uma aplicacao regular 7 : X — Y é dita isomorfismo se
¢ uma bijecao com inversa regular. Neste caso X e Y sao ditas isomorfas.
Uma variedade X é chamada wvariedade afim quando for isomorfa a um
fechado afim, e é chamada wvariedade projetiva quando for isomorfa a um
fechado projetivo.

Vejamos alguns exemplos de aplicacoes regulares.
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Exemplo 1.20. Dados inteiros positivos m e n, definimos os conjuntos

I = {(io, aZn) € Zi—i_l g+t 0y, = m}

J={0,....,m} x{0,....n}.

Para M = card(I) — 1 e N = card(J) — 1, indexemos as coordenadas ho-
mogéneas de PM e PV pelos elementos de I e .J respectivamente. Sejam

U PP —=PY e s P x PP — PV
as aplicacoes cujas respectivas funcoes coordenadas, v, € sg , sao dadas por

Vo (20 oot 2p) = 22,20 se = (lgy.eryin);

sg((zo: oo i) (Yo & - 1Y) =25y se B =(i,7).

As aplicacoes s e v, sao chamadas respectivamente de mergulho de Segre
de P™ x P em PV e de m-ésimo merqulho de Veronese de P* em PM.
Prova-se que as aplicacoes s e v, sao isomorfismos com suas respectivas
imagens, e as variedades S, ,, = s(P" x P") e V,,,, = v, (P") sdo chamadas
de variedade de Segre e de wariedade de Varonese respectivamente.

Definicao 1.21. Se X é uma variedade irredutivel e Ox é o conjunto formado
pelas fungoes regulares em alguma vizinhanga U de X. Entao o conjunto
C(X) definido como o quociente de Ox mdédulo a relagdo de equivaléncia

f~g <= 3U aberto de X tal que f|U = g|U

é dito corpo de fracoes de X .

O conjunto C(X) é de fato um corpo e além disso é uma extensao algébrica
de C.

Definigao 1.22. A dimensdo de uma variedade irredutivel X, denotada por
dim X, pode ser definida como o grau de transcendéncia de C(X) sobre C.
Se X nao é irredutivel entao a dimensao de X é definida como o supremo
das dimensoes das componentes irredutiveis de X.

Se Y é uma subvariedade de X, definimos a codimensao de Y em X como

codimxY =dim X —dimY.

As variedades de dimensao 1 sao também chamadas de curvas.



Observe que se X ¢ irredutivel e U C X é um aberto entao

e portanto
dimU = dim X.

Temos ainda, que se X e Y sao variedades isomorfas entao

e conseqiientemente
dim X = dimY.

Abaixo seguem alguns resultados tteis.
Proposicao 1.23. Se X e Y sdo variedades irredutiveis entao

dimX xY =dimX +dimY.

Proposicao 1.24. Se Y € uma hipersuperficie de X entao toda componente
wrredutivel de 'Y tem codimensao 1 em X.

Proposicao 1.25. (Teorema da dimensao das fibras) Seja f : X —
Y wma aplicagcao reqular e sobrejetora entre variedades irredutiveis. Entao
dimX > dimY e

i) Dado y €Y temos

dimF >dimX —dimY
para toda componente irredutivel F de f~1(y);

i1) Eziste um aberto U C Y tal que
dim f1(y) = dim X — dimY
para todo y € U.

Lembramos que o grafico de uma aplicacao f : X — Y é o conjunto

Graf(f) :=A{(z, f(z)) : v € X}.

Com isso temos o seguinte:
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Corolario 1.26. Seja X uma variedade irredutivel e seja f : X — Y uma
aplicacao, onde Y é um conjunto que contém uma variedade irredutivel V

satisfazendo B
VcIm(f)cV.

Se o grifico Graf(f) da aplicagio f € uma variedade, entio existe um aberto
U CV tal que

dim f(y) = dim X — dimV
para todo y € U.

Demonstracao:
Sejam p; e pg as projecoes de Graf(f) em X e em Y respectivamente.
Temos o seguinte o diagrama comutativo

Graf(f

/\

Como Graf(f) é uma variedade, segue que p; e ps sao aplicagdes regu-
lares. E imediato verificar que p; é uma bijegao entre Graf(f) e X. Logo, da
proposigao 1.11, segue que Graf(f) é irredutivel. Pelo teorema da dimensao
das fibras aplicado a py segue que existe um aberto U C V tal que

dimpy ' (y) = dim Graf(f) — dim V.

Por outro lado, aplicando o teorema da dimensao das fibras a p; obtemos
dim [~} (y) = dimp>~" (y)

dim Graf(f) = dim X.

Isso prova o corolario. |

Definigao 1.27. Seja X = V(f1, ..., fs) C P" uma variedade projetiva. Dado
P € X definimos o espago tangente projetivo de X em P como sendo o
conjunto

T,X ={zeP": Zgi’“ ;=0 k=1,.. s}

11



Observe que se X ¢ irredutivel entao

dimT,X > dim X.

Definicao 1.28. Seja X uma variedade irredutivel. Dizemos que P € X é
um ponto singular de X se

dimT,X > dim X.

Caso contrario, dizemos que P é um ponto liso de X.

Se X é uma variedade qualquer, dizemos que P € X é um ponto singular
de X, se P é ponto singular das componentes irredutiveis que o contém.

A variedade X ¢é dita lisa se todos seus pontos sao lisos, caso contrario,
¢é dita singular.

Definicao 1.29. Sejam X e Y variedades irredutiveis. Chamamos de aplicacdo
racional de X em Y, e denotamos por 7 : X --» Y, a uma aplicacao regular
T :U — Y, onde U é um aberto nao vazio de X.

O conjunto By formado pelos pontos de X onde 7 nao esta definida é
dito conjunto de pontos base de T e o conjunto 7 (X \ Br) é chamado de
imagem de T .

Dizemos que a aplicacao racional 7 : X --» Y é birracional quando
existir uma aplicacao racional 7* : Y --» X tal que

T*oT =1Id e ToT*"=1Id

nos pontos onde a composicao estd bem definida. Neste caso as variedades
X e Y sao ditas birracionais.

Segue que se X e Y sao birracionais entao dim X = dimY.
As aplicagbes birracionais de P" em P™ sao também chamadas de trans-
formacoes de Cremona.

As projecoes sao exemplos imediatos de aplicacOes racionais.
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Proposicao 1.30. O conjunto dos pontos base uma aplicagao racional tem
codimensao maior ou iqual a 2.

Definicao 1.31. Seja V' um espaco vetorial complexo de dimencao n. A
grassmanniana Gr(k,V) é definida como sendo o conjunto formado pelos
subespagos vetoriais de V' que tem dimensao k.

No caso V = C" denotaremos Gr(k, V) por Gr(k,n).

E possivel provar, (ver [5], pdg. 64 e pag. 138 ) que o conjunto Gr(k,V)
¢ uma variedade projetiva de dimensao k(n — k).

Se X C P™ é uma variedade irredutivel de dimensao k, entao como con-
sequéncia do teorema de Bézout (ver [4], teorema 5.16) existe um inteiro
positivo d e um aberto U C Gr(n — k,n + 1) tal que

cardP(LYNX)=d VLeU.

Definicao 1.32. Nas condigoes acima, o nimero d é chamado de grau de X
e serd denotado por deg X.

Proposicao 1.33. ([5/,pdg.231 - 233) Se Spn € Vinn s@o respectivamente a
variedade de Segre e a variedade de Veronese , entdao

degVyn =m" e degSp, = (m + n)
n

Proposicao 1.34. ([4], proposi¢ao 3.17 e corolario 5.6) Seja X C P" uma
variedade irredutivel de dimensao k e seja E um (n — k — 1)-espago linear
disjunto de X. Se w: P" --» P¥ € a projecdo de centro E, entdo m|x € uma
aplicagdo reqular e existe um aberto U C P* tal que

card (7| x) ' (u) = deg X Yu € U.

Vejamos mais um exemplo de variedade projetiva.
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Considere os espacos projetivos P* e P"~!1, com coordenadas homogéneas
XQy oy Ty € Y1, -, Y Tespectivamente. Tome Py = (1:0:...:0) € P" e seja
Blp,(P") a variedade dada pelas equagoes

€TiY; = Tj5Y; Z,] = 1, o, n.

E imediato verificar que o conjunto E := Py x P"! estid contido em
Blp, (P™).

Definigao 1.35. A aplicagdo o : Blp,(P") — P", definida pela restrigdo a
Blp,(P") da projecao na primeira coordenada 7 : P" x P"~! — P" é chamada
explosao de P" com centro Fj.

Proposicao 1.36. Com as notagoes acima temos que:
i) A variedade Blp,(P") € irredutivel;
i) A aplicagao o define um isomorfismo entre Blp,(P") \ E e P\ Py;
iii) A subvariedade E parametriza o conjunto das retas em P™ que pas-
sam por Py através da aplicacao

p(P07 (yl e yn)) = V(ylml = X0y ey YnTn, — ZEO).

Agora apresentaremos algumas definicoes e resultados especificos de P2.

Lema 1.37. Sejam P(xg,: o1 : x2), Qo : 1 : y2) € R(zo : 21 : 22) trés
pontos distintos em P2. Entdo P, Q e R sdo colineares se e somente se

Tog T1 X2
det {yo v1 y2 | =0.
20 R1 R2

Definicao 1.38. Um conjunto K C P? é chamado cénica se for um fechado
definido pelos zeros de um polinémio homogéneo de grau 2. Dizemos que K
é uma conica nao degenerada quando o polinomio que a define é irredutivel.

Lema 1.39. Um polinomio q = g a;jz;x; € irredutivel se e somente se
i<j

2a00 ap1 Aoz
det ap1 2@11 192 7£ 0.
Qo2 a1z 2a2
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Dada uma conica nao degenerada K e dado um ponto P € K é possivel
provar que existe uma aplicacao regular f : C — K onde cada funcao co-
ordenada f; tem grau < 2 e f(0) = P. Chamaremos as aplica¢oes com a
propriedade acima de parametrizacoes locais de K em P.

Prova-se que, se f e g sao parametrizacoes locais de K em P e X =
V(h) C P? é uma curva por P, entdao a multiplicidade de ¢t = 0 como raiz de
h(f(t)) coincide com a multiplicidade de t = 0 como raiz de h(g(t)).

Isso nos permite dar a seguinte:

Definicao 1.40. Se K é uma conica nao degenerada e X = V/(h) é uma
curva por P € K, definimos a multiplicidade de intersecao de K com X em
P, denotada por I(K, X)p, como sendo a multiplicidade de ¢ = 0 como raiz
de h(f(t)), onde f é uma parametrizagao local de K em P.

1.2 Acoes

Nesta secao definiremos o conceitos de grupo algébrico e de acao de um
grupo (algébrico) em um conjunto; além disso, apresentaremos alguns resul-
tados referentes a certas agoes especificas que serao utilizadas mais adiante.

Definigao 1.41. Um grupo algébrico é uma variedade afim com estrutura de
grupo de forma que as operagoes

p:GxG—G, opulg,h)=g.h
t:G— G, t(g)=g!

sao regulares.

Exemplo 1.42. O grupo Gl(n) das matrizes complexas n x n com deter-
minante nao nulo é um grupo algébrico irredutivel de dimensao n?. Gl(n) é
chamado de grupo geral linear.

Definicao 1.43. Uma ac¢ao de um grupo G em um conjunto X ¢é uma
aplicacao ¢ : G x X — X que satisfaz:
i) (g, (h, 7)) = p(gh,x) Vg,h€ G Ve X;
i)  ple,x) =x Vr e X, seeé o elemento neutro de G.
Quando G é um grupo algébrico e ¢ é uma aplicagao regular dizemos que
a acao ¢ algébrica.
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Neste trabalho, quando tivermos uma agao (algébrica) ¢ de um grupo G
em um conjunto X diremos que G age (algebricamente) em X e denotaremos
©(g, x) simplesmente por g - .

Exemplo 1.44. Seja Gl(n) o grupo das matrizes complexas n x n com de-
terminante nao nulo. Como cada elemento de C™ pode ser representado por
uma matriz n X 1, temos uma agao de GIl(n) em C" dada pelo produto de
matrizes.

Esta agao é claramente algébrica e é chamada de agao natural de Gl(n)
em C".

Definicao 1.45. Sejam Y C X conjuntos nao vazios e seja G um grupo que
age em X. Definimos o estabilizador de Y em G como o conjunto

Gy ={geG:g-yeY, VyeY}
Se Gy = G dizemos que Y ¢é estdvel ou G-estavel.

Os subconjuntos {0} e C" — {0} sao estaveis pela a¢do natural de Gl(n)
em C".

Definicao 1.46. Se G é um grupo que age em um conjunto X. Definimos a
orbita de x € X em G como o conjunto

o(x) ={g-z:9€G}.

Quando X = o(x), para algum x € X, dizemos que a agdo de G em X é
transitiva.

Proposicao 1.47. Seja G é um grupo que age algebricamente em uma varie-
dade X e seja’Y um subconjunto de X. Valem:

i) SeY € uma variedade, entio o conjunto
G-Y={9g-y:9geG yeY}

contém um aberto de G -Y;
i1) Se G e Y sao irredutiveis, entao o conjunto G-Y também € irredutivel;

iii) Se'Y € estdvel entdo Y € estdvel.
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Demonstragao:
i) Seja ¢ a agdo de G em X. Pela proposigao 1.18, basta observar que a
restricao ¢|gxy € regular e que sua imagem ¢é o conjunto G - Y.

i1) Suponhamos que G e Y sao irredutiveis, entao pela proposi¢ao 1.12
temos G X Y irredutivel, e como ¢ é regular e portanto continua (proposigao
1.16), segue da proposicao 1.11, que

G-Y=p(GXxY)
¢é irredutivel.

iii) Sejam g € G e ¥ € Y e seja U uma vizinhanca de g - #. Deve-
mos mostrar que U contém pontos de Y. Como a acao é algébrica temos,
novamente pela proposicao 1.16, que a aplicacao

gl X=X, z—gtox
é continua. Assim ¢! - U é uma vizinhanca de z. Por hipétese
YNngt - U#0

donde segue que Y NU # () . |

Corolario 1.48. Se G ¢ um grupo algébrico irredutivel que age algebrica-
mente em uma variedade X e se Y = o(x) € a orbita de um elemento x € X,
entdo Y € uma variedade irredutivel e G-estdvel. Além disso, existe um
aberto de Y contido em Y.

Definicao 1.49. Seja G um grupo que age nos conjuntos X e Y. Dizemos
que uma aplicacao f : X — Y é equivariante ou G-equivariante se

flg-2)=g- f(x), YgeG, VoeX.

Se f: X --» Y é uma aplicacao racional e o conjunto U, dos pontos
onde f estd bem definida, é G-estavel, dizemos que f é equivariante se f for
equivariante como aplicagao de U em Y.
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O seguinte resultado é imediato da definicao.

Proposicao 1.50. Nas condigoes da defini¢cao acima temos que f(U) € um
conjunto estavel. Além disso, se U é uma uniao de dérbitas o1, ...,0, entdo

f(U) é unido das drbitas f(oy), ..., f(0n).

Dados X e Y conjuntos e dado G um grupo que age em X, introduzimos
uma operacao de G no conjunto F(X,Y’), das fungoes f : X — Y, da seguinte
forma: dados g € G e f € F(X,Y) definimos o elemento g - f € F(X,Y)
como sendo a funcao que satisfaz:

g flx)=flg7"-2) VoeX

onde g~! é o inverso de g em G e a operacao do segundo membro da igualdade
¢é dada pela acao de G em X.
Esta operagao claramente define uma agao de G em F(X,Y).

Definigao 1.51. A agao de G em F(X,Y') obtida pelo método descrito acima
¢é chamada de ac¢ao contravariante da acao de G em X.

Dado um inteiro positivo n, seja S* C F(C?, C) o subespago vetorial,
formado pelas funcoes polinomiais f : C* — C homogeéneas de grau n.

Proposigao 1.52. A agdo contravariante de GI(3) em F(C3,C) obtida a
partir da acdo natural de GI(3) em C?® deiva S™ estdvel para todo n.

Demonstragao:
Pela linearidade da agao natural de GI(3) em C? o resultado é evidente

para S!. Observando que se f,h € F(C3 C) e g € GI(3) vale:
g-(fh) =(g-f)(g-h),

a proposicao segue por inducao em n. ]

A partir de agora, a tinica a a¢ao de GI(3) em S™ considerada, serd a agao
contravariante.

Proposicao 1.53. O espaco vetorial S™, dual de S™, é estdvel pela agao
contravariante de GI(3) em F(S™,C), obtida a partir da a¢do de GI(3) em
S,
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Demonstragao:
Seja @ € S™" e seja g € GI(3), devemos mostrar que g - ¢ € linear. Sejam
f,h € S™esejaa e C, entao

o(f+h)=olg - (f+h)=¢lg " f+g " h)
=g - HHelgt-h)y=g-o(f)+g-e(h)

O lema abaixo mostra como a agao contravariantte de GI(3) em S* se
comporta nos elementos

iy € 5%, 4,7=0,1,2.

Lema 1.54. Dado g = (grs)o<rs<2 € GI(3) entdo
(xizy)” Z al(g)(z,xs)"
r<s

onde
ij 9irGjs + 9irYis ser < Sy
i (g) = { s _
GirGijr SET = S.

Demonstragao:
Por simplicidade escrevemos (z;x;)* = ¢;;. Seja g = (grs) € GI(3). Todo
elemento de S* pode ser escrito como combinagao linear dos ;;, logo

g - Yij = Z % (9)(Prs).-

r<s

Para calcular o/ (g) observe que

O‘kl Za 9)ers(xpm1) = g - pij(Tpy) = 9%‘(971 F T

r<s
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Por outro lado
g = ngrgzsl"kﬂfz
pois dado p = (po, p1,p2) € C3 temos

g~ - mpmi(p) = wai(g - p)

= xkxl(z GomPm Z 91mPm; Z mepm)

= Z GkrJisPrPs
8

= Z GkrJisTrTs (p) .

Assim

ai(9) = i grrgisrra)

7,8

_ ) YirGq t kG se k<
9ikGik se k =1.
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Capitulo 2

Espacos Homaloidais

2.1 Definicoes e Exemplos

Nesta secao daremos os primeiros conceitos, e apresentaremos alguns
exemplos, da teoria desenvolvida para caracterizagao dos espagos homaloidais
de grau 2.

Comecaremos fixando algumas notagoes. Se V' é um C-espago vetorial,
denotamos por V* seu espaco dual. Se W C V é um subespago vetorial,
denotamos por W*° o anulador de W em V* dado por

{feV*: flw)=0, YweW}.

Um fechado X C P constituido pelos zeros de polinomios homogéneos
fo, -y fs € Clxg, ..., x,] serd denotado por

V(fU?"‘st) ou (f()::fS:O)

SEX ¢ um subconjunto qualquer de P", denotaremos respectivamente
por X e por 0X o fecho e a fronteira de X em P, na topologia de Zariski.

Se K é uma conica nao degenerada e X é uma curva de P?, denotaremos
a multiplicidade de intersecao de K com X em um ponto P € K N X por
I(K, X)p.

52 = S e S! representarao respectivamente, o C-espaco vetorial formado

pelas funcoes polinomiais f : C* — C homogéneas de grau 2 e o C-espaco
vetorial formado pelas funcoes lineares de C3 em C.
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Dados 4,5 € {0,1,2} denotaremos por z;z; o elemento de S que leva
(po, p1,p2) € C* em p;p; € C, e por z; a projegao de C? na i-ésima coordenada.
E imediato verificar que o conjunto de fungoes

2 2 2
{l’o, Tox1, LoT2,T1,T1T2, 352}

¢ uma base do espaco S, chamada base canonica de S.

Abaixo apresentaremos alguns tipos especiais de subespacos vetoriais de
S. Para tal fixemos uma conica nao degenerada K, uma reta [ de P? e trés
pontos nao colineares P, Q e R de P? de tal forma que P € K, PeleQ ¢ I,
fixemos também um elemento nao nulo A de S! e definimos:

S[P.Q, R] :={q € 5 :q(P) =q(Q) = q(R) = 0} (
SPel,Ql:={qe S:q(P)=4q(Q)=0,1(V(g),l)p = 2}. (
SPeK|:={qeS:I(V(g),K)p >3} (
hS':={hl:1 € S'}. (

Sing[P] :={q € S : ¢ é singular em P}. (

A verificacao de que os conjuntos acima definidos sao subespacos vetoriais

de S é imediata.

Os conjuntos formados pelos espagos definidos respectivamente em 2.1,
2.2, 2.3, 2.4 e 2.5, quando os pontos P, () e R, a reta [, a conica K e forma
h variam, serao denotados por Gen, Tan, Osc, Lin e Sing.

Dado um subespago A # 0 de S, temos associado a ele uma aplica¢ao

Ty :C* — A*

onde o ¢é o funcional linear definido por:

an={§© wlen

0 caso contrario.
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Observe que, para quaisquer que sejam o ponto x € C? e o subespaco

A C S, temos

o =gy VeeC,

portanto faz sentido considerar o conjunto
By = {[z] € P*: o2 = 0};
a projetivizacao de Ty, dada por
Ty P2 -5 P(AY)
[z] — [d]

estd bem definida nos pontos [z] € P? — B, ou seja, nos pontos [z] tais que
Ta(z) # 0.

Vejamos como 7, se escreve em coordenadas.

Se {fo, -, fm} é uma base de A e {f;, ..., [} é sua base dual, entao dado
¢ € A* temos

p=aofs+ ... +amfy
onde o; = ¢(fi), Vi=0,...,m. Em particular
pr = fo(@)fg + o+ fnl2) fr.

Agora se T : P(A*) — P™ ¢ a identificagdo de P(A*) com P™ obtida a
partir da projetivizacao do isomorfismo linear I : A* — C™! que leva cada
f# da base de A* no vetor e; da base canonica de C™!, entao

ZoTy(z) = (fol(z):...: f(z)) VaeP

Do que foi feito acima concluimos que 7, é, de fato, uma aplicacao
racional, cujos pontos base sao os pontos de Bj.

No que segue faremos abuso de linguagem denotando a aplicacao Z o 7y
simplesmente por 7.
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Exemplo 2.1. A aplicagao 75 : P? — P(S*) = P° coincide, a menos de
isomorfismo, com o mergulho de Veronese:

Ts(wo : @1 @ T9) = (T3 : TeT1 : ToTg @ T3 1 X172 & T3).

Segue dai que X = Tg(P?) ¢ uma variedade irredutivel, lisa e de grau 4 (ver
proposigao 1.33).

Definicao 2.2. Um subespaco vetorial A C S é dito espagco homaloidal de
grau 2 quando a aplicagao racional 7, associada a ele é birracional. Deno-
taremos por H o conjunto formado por tais espacos.

Observe que, no caso da defini¢ao acima, segue da birracionalidade de 7y
que dim A = 3. Dai segue que:

i) 'H é um subconjunto da variedade grassmanniana Gr(3,.5).

i1) A é um espago homaloidal de grau 2 se e somente se a aplicagdo
racional 7y, quando vista em coordenadas, é uma transformacao de Cremona.

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 2.3. Sejam Py = (1:0:0), L =(0:1:0)e P =(0:0:1).
Neste caso temos que {xox1, 9Tz, T122} é uma base de S[Fy, Py, P»|. Portanto
a aplicacao 7g(p,,p,,p,) € sua inversa sao ambas dadas em coordenadas por

(2o : 21 1 @) = (ToTy : ToTo : T1T).

Logo, neste caso, Tgp, p,,p, € birracional e portanto o espaco S|P, Py, Ps| é
homaloidal.

Exemplo 2.4. Nocasoem que Pp=(1:0:0), P, =(0:1:0)el = (z; =0)
temos que {xox1, 2122, 23} ¢ uma base de S[Py € I, P]. Assim Tgiperpy €
sua inversa sao dadas em coordenadas por

(zo : 1 1 To) > (ToT1 © ToTo © 23).

(2o : 21 1 23) = (Toxo 1 22 T120)

respectivamente. E portanto S[Py € [, P;] é homaloidal.
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Exemplo 2.5. Sejam Py = (1:0:0) e g = zoxr; — 3 entao
(=0)={(1:t*:t)eP*:tc C}U{(0:1:0)}.
Dado ¢q = Zaijxixj € S, para que I(q,qo0)p, > 3, devemos ter zero com

i<j
multiplicidade maior ou igual a 3 na equagao

q(1:t*:4)=0

ou seja
agp = ap2 =0 e ag = —ag.

Desta forma {zor; — 23, 2%, 2115} é base de S[Py € o] e conseqiientemente
Tsipyeqo) € Sua inversa sao dadas a menos identificagoes por

(w0 : 21 2 T) > (ToTy — 23 1 22 1179)

(zo : 1 1 o) > (ToTy + 25 27 2119)
respectivamente. Logo S|Py € q] é homaloidal.

Exemplo 2.6. Seja h € S' nao nulo. Entao {hxg, hay, hze} é claramente
uma base do espaco hS!, logo a menos de isomorfismo

Thsi(To 2 x9) = (To 1 1 : Xa).
Deste modo todos os elementos do conjunto
Lin = {hS':h e S' h+#0}
sao espacos homaloidais.

Exemplo 2.7. Se P = (1:0:0), entao {z3, 3, z175} é uma base de Sing|[P]
e a menos de identificacoes podemos escrever

%ing[P](IO B Ig) = (l'% 1T I%)

Porém 7g;,4p) nao é birracional, visto que sua imagem ¢ uma variedade de
dimensao 1, a saber

(zozs — 27 = 0).

Desta forma Sing[P] nao é espago homaloidal.
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Passaremos, agora, ao estudo das agoes que serao utilizadas neste tra-

balho.

Seja G1(3) o grupo geral linear formado pelas matrizes complexas 3 x 3
com determinante nao nulo.

De acordo com a proposicao 1.52 a acao natural de GI1(3) em C? induz,
através da agdo contravariante, uma agao de GI(3) em S e esta, por sua vez,
induz uma acdo de GI(3) em S*, novamente através da acdo contravariante
(proposigao 1.53). Segue da linearidade destas agoes, que estao bem definidas
acoes de G1(3) em P2 P(S) e P(S*), por projetivizagao. Analogamente defi-
nimos a acao contravariante de GI(3) em S*.

Considerando em S a acao contravariante, entao dados A C S, um sub-
espaco vetorial de dimensao k , e g € GI(3), temos que o conjunto

g-N:={g-f:feN}

também é um subespaco vetorial de dimensao k. Portanto, fixando 1 < k <
5, nao ¢é dificil verificar que a operacao de GI(3) em Gr(k,S) definida pela
igualdade acima é, de fato, uma acao.

Estas agoes sao claramente algébricas.

A partir de agora, salvo mencao do contrario, as acoes mencionadas acima
serao as unicas consideradas naqueles conjuntos. E em seus subconjuntos uti-
lizaremos sempre a acao induzida por restricao, quando esta fizer sentido.

2.2 Lemas e Proposicoes

Esta secao tem por objetivo apresentar alguns resultados da teoria de espacos
homaloidais. Aqui, com excecao da proposicao 2.8, os demais resultados estao
relacionados com as agoes de GI(3) em S, S* ou H.

Proposicao 2.8. Sejam V e W subespacos vetoriais de S tais que W C V.
Seja WO o anulador de W em V* e seja m : P(V*) --» P(W*) a projegdo
natural de centro P(W?). Denotemos por X e Y as imagens de Ty, e Ty,
respectivamente. Entao:

i) O diagrama
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X——=P(V")
TV P 7 | |
P | \
s | I
P2 I 7l x |
\
\
v
y——=P(WW")
¢ comutativo;

ii) Se Ty € birracional e deg X > 1 temos P(W°) N X # 0.

Demonstracgao:

i) Seja p a projegao natural de V* sobre W*. Claramente ker(p) = W°.
Seja { fo, ..., fs++} uma base de V' de tal modo que {fo,..., fs} é base de W.
Assim, dado z € C?\ {0}, temos:

o = fo(@) fo + o+ fora(@) fie

e portanto
P(py) = fo(a)fg + .+ fo(@) S = @7

logo, Ty = p o Ty e passando ao projetivo obtemos o desejado.

ii) Suponha por absurdo que P(W% N X = (). Como Ty ¢ birracional,
segue de 1) que 7| g é uma aplicagao regular com inversa racional. O resultado
é consequéncia da proposicao 1.34. |

A seguinte proposicao garante que a agao de GI(3) em H, dada pela res-
tricdo da acdo de GI(3) em Gr(3,95), estd bem definida.

Proposicao 2.9. H € estdvel pela agao de GI(3) em Gr(3,5).

Demonstracgao:

Sejam A € H e g € GI(3). Sabemos que dim A = 3, logo basta provar
que 7, é uma aplicagao birracional. Para isso, seja T, : C* — C* a
transformacao linear associada a matriz g~! e seja 7,1 : P* — P? sua proje-
tivizagao. Claramente 7,_; é isomorfismo.
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Agora se {fo, f1, f2} é uma base de A entao {g- fo,9 - f1,9 - fo} é uma
base de ¢ - A. Logo, dado = € P? temos que, a menos de isomorfismo

Tya(z) = (g9 fo(z) : g fi(z) : g fa(z))
= (fooTyo1(x): froTyq(x): faoTyq(x))
=Tr 0Ty 1(2).

Desta forma, como 7, é birracional e 7,_; é isomorfismo, concluimos a
demonstracao. [ ]

Proposicao 2.10. Seja A C S um espago vetorial nao nulo e seja G C GI(3)
um subgrupo. Se A € estdvel pela acao de G em S entdo Ty € G-equivariante
e TA(P2) € estavel pela acio de G em P(A*).

Demonstracao:
Seja g € G. Por hipétese temos g.A = A. Assim, para qualquer z € C3,
vem que

=0

onde g - ¢ é a acdo contravariante no dual de A. Logo

Tallg - 2]) = [y, = lg- 2 =g Ta([z])

e portanto 7, é G-equivariante. O restante é consequéncia das proposicoes
1.47 e 1.50. u

Lema 2.11. Seja A um subespaco vetorial de S e seja Gy o seu estabilizador.
Entdo para qualquer reta r C P? temos

G- Ta|-(P) =Trlgr(g-P) Vg€ G, VP €.

Demonstracao:
Seja By o conjunto de pontos base de 7. Para os pontos P pertencentes
ao aberto (r — By) de 7, o resultado segue de 7, ser G-equivariante ( ver
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proposigao 2.10). Agora, observe que pela proposicao 1.30, temos que as
restri¢oes 7y |, € Tp|yr estdo bem definidas em todos os pontos de r e g - r
respectivamente. Desta forma, pela proposicao 1.17, o resultado se estende
para os pontos P € r N By. |

Lema 2.12. Sejam P,Q, R € P? trés pontos nao colineares, seja | um ele-
mento nao nulo de S e sejam respectivamente r e K uma reta e uma conica
nao degenerada de P* tais que

Per, PeK e Q¢r.
Entdo dado g € GI(3), vale:

9-SIP,Q, Rl =5[g-P.g-Q,9-RJ;
g-SPerQ =Slg-Peg-rg-Qf;
g-S[PeK]|=05[g-Peg- K]
g- (181 =(g-1)S%
g - Sing|P] = Sing|g - PJ.
Demonstracao:
Seja g € GI(3). A operagao de g em P? dada pela acao natural de GI(3)

é equivalente a uma mudanca de coordenadas em P2. Além disso, dados
f € Clzg, 11, 22] e P € P?, vale que

g9-flg-P)=[f(P).

Assim concluimos a demostracao do lema do fato que as propriedades
geométricas de P? como multiplicidade de intersecdo, tangéncia, colineari-
dade e singularidade sao invariantes por mudancas de coordenadas. [

Proposicao 2.13. Os conjuntos Gen, Tan, Osc, Lin e Sing sao orbitas
em Gr(3,5).
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Demonstragao:
A demostracao desta proposicao segue do lema 2.12 acima e do fato que se
dois espacos A e A’ pertencem ao mesmo conjunto dentre Gen, T an, Osc, Lin e Sing;
entdao existe uma mudanca de coordenadas em P? que transforma A em A’.
|

Proposicao 2.14. A dimensao de cada um dos conjuntos Gen, 7T an,Osc, Lin e Sing
¢ respectivamente 6, 5, 4, 2 e 2.

Demonstragao:
Para cada ponto P = (ag : a; : az) € P? e cada ponto ¢ = (ago : ag; : aps :
ap : app : agy) € P° defina a reta

r(P) := {(x0 : 71 : 13) € P*: Zaixi =0}

(2

e a conica
C(q) == {(z¢ : 71 : 1) € P?: Zaijxixj = 0}.
i<j
Sejam
U:={(P,Q,R) e P2 x P> x P?: P,Q e R sao nao colineares },
V:={(P,Q,R)eP*xP*xP?: Per(R),Q¢r(R)}e

W :={(P,q) € P* x P5 : C(q) é conica nao degenerada e P € C(q)}.
Observe que U e V' sao os conjuntos formados pelos pontos

((xo: 1 :ma), (Yo : 1 2 Y2), (20 : 21 : 22))

que satisfazem respectivamente

g T1 T2
det L yo y1 y2 | #0
20 k1 <2

200 + 2171 + 299 = 0,
20Y0 + 2191 + 22y2 # 0.
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Daf segue que U é um aberto de P? x P? x P2 ¢ V é um aberto de uma
hipersuperficie de P? x P? x P2, J4 W é o conjunto formado pelos pontos
((ZIZ’O X .%'2), (CLOO - Qp1 - Ap2 - A11 - A12 - a22))

tais que
2ap0 @o1 Qo2
Zaijmixj =0 e det| ann 2a11 ax | #0,
i<j apz a1z 2a

e portanto é um aberto de uma hipersuperficie de P? x P3,
Assim concluimos que

dimU =6, dimV =5 e dimW =6.

Para cada ponto P = (ag : a; : az) € P? associamos o subespago L(P) C S*
gerado pela forma agxg + a2, + asw,. Portanto, para cada ponto P € P2 fica
bem definido o subespacgo L(P)S! C S definido por

{lh:1e L(P),he S} C8S.

Consideremos as aplicagoes:

joU—Gen, p(PQ,R)=S[P,QR|
v:V —Tan, v(P,Q,R):=S[Per(R),Q;
w: W — Osc, w(P,q):=S[PeC(q)
(:P* — Lin, {(P):= L(P).S%;

o :P? — Sing, o(P):= Sing|P].

E evidente que as aplicacoes acima sao sobrejetoras. Observe, ainda, que
v,l e o sao, de fato, bijegoes, logo a dimensao de cada uma de suas fibras
¢ 0. Ja as aplicacoes p e w nao sao injetoras. No entanto, dado um ponto
S|P, Q, R] € Gen, sua imagem inversa por x é um conjunto finito formado por
todas permutagoes do ponto (P, @, R), desta forma a dimensao de cada fibra
de p também é 0. No caso de w, temos que a imagem inversa de S[P, € C(q,)]
¢ o conjunto

{(Fo,q) : Clq) € S[F, € qol}

que ¢é isomorfo a um aberto de P(S[P, € ¢,]), portanto a dimensao de cada
fibra de w é 2.
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Por outro lado, o grafico de cada uma das aplicagoes acima é uma variedade.
Por exemplo, o gréfico de

Graf(p) ={(P,Q,R),s[P,Q,R]): (P,Q,R) e U} CU x Gen

é uma variedade, pois (P, @, R) satisfaz as equagoes e diferengas que definem
U, e S[P,Q, R] é dado por equagbes algébricas que dependem algebricamente
de P,Q e R.

Agora, pelo corolario 1.48 estamos nas hipéteses do corolario 1.26, donde
segue o teorema. |

Sejam Py e P, os pontos de P? dados respectivamente por (1 : 0 : 0) e
(0:1:0), e sejal CP? areta de equagao (z; = 0). Denotemos, respectiva-
mente, por S[FPy], S|Py, P1] e S[Py € l] os conjuntos

{g€S:q(R) =0}
{g€5:q(F) =q(P) =0}
{g€ S :q(Ry) =0, el é tangente a V(q)}.

Lembre que Blp,(P?) C P? x P! ¢ a variedade obtida na explosao de P?
no ponto Fj.

Sejam Y; e Y; as variedades dadas, respectivamente, pelas equagoes

Yous —y1y2 =0 e yys—ys =0,

onde o, y1,%2 € y3 sao coordenadas homogéneas de P3. Observe que Y; é
uma quadrica lisa e que Y3 é o cone quadrético de vértice R = (1:0:0:0).

Para simplificar a notacao, daqui por diante escreveremos
Do =Tsip), T =Tsipry ¢ T = Tsippe-

Lema 2.15. Com as notagoes acima, valem:
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i) To(P?) € uma variedade irredutivel de grau 3, isomorfa a Blp,(P?);

i)  T1(P?) é uma variedade irredutivel de grau 2, isomorfa a Yi;

i) T3(P?) € uma variedade irredutivel de grau 2, isomorfa a Ys.

Demonstragao:
i) Sejam s : P2 x P* — P5, 0 mergulho de Segre, e 7 : P> — P*, a projecao
de centro (0:0:0:0:1:0), dadas respectivamente por:

((zo: 2y : 1‘2)7 (?Jl : 92)) = (95091 TXoY2 1 T1Y1  T1Y2 P XYyt xng)

(o @y 1 @g X3 @y x5) = (To: X1 XTo: T3 Tp).
Lembrando que
Bip,(P?) = {((x0 : 71 : 12), (y1 : y2)) : T1y2 = Toy1 } C P? x P!

definimos a aplicagao Z : Blp,(P?) — P* pondo Z := 7o 8|Bip, (p2), que em
coordenadas ¢ dada por:

((zo: a1 : $2)7 (?Jl : 92)) = (onl S ZoY2 Y1 L X1Y2 $2y2)

e portanto é regular.

Vejamos que Z ¢ um isomorfismo de Blp,(P?) com sua imagem. De fato,
sabemos que s é um isomorfismo com sua imagem, por outro lado, segue da
equagao que define Blp, (P?) que a restrigao de 7 a s(Blp,(P?)) também é um
isomorfismo com sua imagem.

Agora provaremos que Z(Blp, (P?)) é isomorfo a 7o(P?).
E facil ver que o conjunto

2 2
{zox1, wow2, 27, M122, 3}
¢ uma base de S[F], logo tomando coordenadas podemos escrever
T . . — . C 2 . 2
0(xo s 1 1 @a) = (wowy @ Tog : X] 1 T1T2 1 T).

Denotemos por Y o fecho da imagem de 7, em P*.
Seja E = Py x P! C Blp,(P?) e seja o : Blp, (P?) — P? a explosao de centro
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Py. Entao Z restrita ao conjunto Blp,(P?) \ E ¢ igual a composigao 7 o o.
Logo
(Bln,(P)\ ) C Y

donde segue que
Z(Bip,(P?)) = Yo.

Como Yj esté contido na variedade de Segre, imagem de P? x P!, temos que
seu grau é 3 (ver proposicao 1.33).

O fato de 7o(P?) ser irredutivel, lisa e de grau 3, segue diretamente do iso-
morfismo acima.

i7) A menos de identifica¢oes temos
. . _ . . .2
Ti(zo : @y @ x2) = (Toxy @ ToTo : 122 @ T5)

donde verifica-se facilmente que sua imagem esta contida em Y.

Agora considere o aberto U := Y1 N (y3 # 0) de Y;. Seja R um ponto
arbitrario de U, podemos supor R = (yo : y1 : y2 : 1) com yg = y1ys.
Tomando P = (y; : y2 : 1), temos T} (P) = R. Assim concluimos que U estd
contido em T} (P?). Logo

Y, =U CT,(P?) CY;.

O grau de 7;(PP?) segue do isomorfismo.

ii1) Este caso é andlogo ao caso ii. |

Lema 2.16. Mantendo as notacoes acima, sejam Gy e Gy os estabilizadores
de {Py} e {Py, P1} respectivamente e seja Gy o maior subgrupo de GI(3) que
estabiliza { Py} e l. Entao

i) To(P?) é uma variedade Gy-estavel formada pelas drbitas
Zy = o[xor2"]) e Zo = o([27));

i)  T1(P?) € uma variedade G1-estdvel formada pelas orbitas

Zy = o([zoz1"]),  Zh = ol[wexs’]) e Z=o([a3])
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com -
Zy C Zh C Zi;
iti)  T(P?) € uma variedade Gy-estdvel formada pelas orbitas
z) = o([worr’]),  Z3 =o([#3]),  Z5 = o([wors” +23]) e Zi = o([z7])

com o o
z!, zy c zZl c Z].

Demonstragao:
i) Dado g € GI(3) temos

g-f(Py) =f(R), VfeS<=geG.
Em particular,
g-f €SB, YfeSPk < ge¢ciGy.

Segue dai que Gy é o estabilizador de S[F]. Assim, pela proposigao 2.10, 7
é Go-equivariante e 7o(PP?) ¢ estdvel pela agao de Gy.

Seja o : Blp,(P?) — P? a explosdo de centro Py e seja £ = Py x P*. Conside-
remos a bijecao entre F e o conjunto Fp,, das retas por Fy, dada por

p:E— Fp, p(Py,(ay:as)) = (a1x1 + agzy = 0).

Temos uma agao de Gy em Blp, (P?), induzida pela acao natural de GI(3) em
P? da seguinte forma: para g € Gy e u € Blp,(P?) o ponto ¢ - u é dado por

g-u:{ o g-o(u) sewue Blp,(P?)\ F;
p (g p(u) seuekE.

Como as Gy-6rbitas em P? sdo os conjuntos { Py} e P?\ {Fy}, temos que as
Go-6rbitas em Blp,(P?) sdo os conjuntos

E e Bip(P?)\E.

Seja Z : Blp,(P?) — P* o morfismo definido na demostragao do lema 2.15.
Mostraremos que Z é Gg-equivariante. Fixando as coordenadas usadas na
demostragao do lema 2.15, é imediato verificar que dado u € Blp, (P?) temos
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[ To(o(u))  sewu € Blp,(P?)\ E;
I(u) = { Tolpw)(Fo) seue€E.

Seja g € Gy. Assim, para u € Blp,(P?) \ E, temos

I(g-u) =To(g - o(u))
=g-To(o(u))

eparau € B

onde, na terceira iqualdade, usamos o lema 2.11.

Desta forma temos que o conjunto 7y(IP?), visto em coordenadas, é formado
pelas G-6érbitas (ver 1.50)

I(E)=0(0:1:0:0:0) e ZI(Blp(P*)\E)=00:0:1:0:0),

ou seja, as Go-6rbitas em 7o(P2) C P(S[P]*), sao

Zy = o([rox27]) e Zo=o([a]]).

Provaremos diretamente o item ¢, pois o item ¢7 é analogo.

De forma semelhante ao que fizemos em i) prova-se que 75(P?) é Gso-
estavel.

Fixemos coordenadas em P(S[F, € []*) de modo que
To(z0 : 1 1 19) = (wowy @ 27 : w129 © T3).
E imediato verificar que

{Po}, IN{PR} e P*\I
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sdo Ga-Orbitas em P?2. Como 7 estd bem definida em P\ {Py} e é Go-
equivariante temos que

R =T(1I\{P})=(0:0:0:1) e T(P*\I)=YyN(y; #0)

sdo érbitas em Y3, correspondendo respectivamente a o([227]) e a o([z2"]).

No entanto, existem outras orbitas em Y5, pois

(Y20 (g1 # 0)) U{Ra} # Ya.

Observe que Gy é constituido pelas matrizes invertiveis do tipo

S O ¥
* % %
* O *

Desta forma, dado g = (g;;) € Ga, verificamos com o auxilio do lema 1.54,
que em P(S™)

g+ [voz1"] = [2900901$(2)* + G0091170T1" + Goog21T0T2"]
9 [737] = [902°%5 + go2g12T0T1" + GoagoaoTa” + gaz’xy |
Seja m : P(S*) — P(S[P € l]*) a projegao de centro S[P € {]° (o anulador
de S[Py €[] em S*). Como 7([zox1*]) e 7([zox1* + 227]) pertencem a 7o (IP2)
(que é G-estével) segue que, dado g = (gi;) € G2, em T5(P?) vale

g - [zox1"] = [wo21”]

g+ [Tox™ + 133*] = [googr1Tor2" + 9222$§*]~

Desta forma temos em 75(P?) também as érbitas de [xoz1*] e [zoz1* + 237,
que em coordenadas sao dadas respectivamente por

R=(1:0:0:0) e Yan(y1 #0)\{R, Ry}.

Donde segue o resultado do lema. |
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2.3 Resultado Principal

Com o que foi feito nas secoes anteriores, estamos em condigoes de provar o
principal resultado desta monografia, a saber, o seguinte:

Teorema 2.17. Se H € o conjunto formado pelos espagos homaloidais de
grau 2 e H é o fecho de H na topologia de Zariski induzida em Gr(3,5S),
entao :

i) O conjunto H € formado pela unido das orbitas Gen, T an, Osc e Lin;
ii) O conjunto H ¢é uma variedade projetiva irredutivel de dimensdo 6 e

o conjunto H —H coincide com a orbita Sing. Além disso, temos o sequinte
grafo de incidéncias

Gen
Tan
Osc
N
Lin Sing.

Demonstragao:
Nesta demonstracao manteremos as notagoes dos lemas 2.15 e 2.16.

i) Sejam A € H e X = Tg(P?). Entao X é uma variedade irredutivel, lisa,
de grau 4 (ver exemplo 2.1) e 7Ty : P? --» P(A*) é uma aplicagao birracional
por hipdtese. Seja A° o anulador de A em S*. Pela proposicao 2.8.ii temos

P(A%) N X # 0.
Como Tg : P* — Tg(P?) C P(S*) é um isomorfismo equivariante pela agao

de GI(3) temos que a acao deste grupo em X é transitiva. Desta forma, a
menos da acgao de GI(3), podemos supor

Ts(Po) = [(x5)"] € P(A”).
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Segue dai que o funcional (z2)* pertence a A°, donde concluimos que A estd
contido no subespago vetorial de gerado por

2 2
{%901» ToZ2, Ty, T1T2, 902}

que é precisamente o espago S[P].

Seja Y = Ty(P?) e seja A§ o anulador de A em S[Fp]*. Do lema 2.15.i e
da proposicao 2.8.i7 temos que
P(AS) NY # 0.
Pelo lema 2.16.1, Gy deixa Y estavel com duas orbitas
7y = o([xox2"]) e  Zy = o([x)).
Assim a menos da acao de Gy podemos supor que

[22] € P(A]) quando P(AJ) N Zy # 0

e que
[zoxe*] € P(A]) quando P(AJ) N Zy # 0.

Dai, segue como fizemos antes, que A C S[Fy, Pi] no primeiro caso e que
A C S[P, €[] no segundo.

Suponha que A C S[Fy, P1]. Sejam Y’ = 7;(P?) e A} o anulador de A em
S[Py, P1]*. O lema 1.54.7i juntamente com a proposi¢ao 2.8.i7 afirmam que

Y ' NP(A]) # 0.

Seja Py, = (0:0:1). Pelo lema 2.16.i7, Y’ é estavel pela acao de Gy e suas
orbitas sao

Zy = o([(xor1)]),  Zg = o([(wor2)’]) e Zy=o([(x3)]).
Assim, a menos da acio de Gy, podemos supor, que
[2071*] € P(A?) se  Z] NP(AS) # ()
[oz2*] €EP(AY) se ZLNP(A]) #0
(23] € P(A]) se ZyNP(AT) # 0
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donde obtemos, respectivamente (ver exemplos 2.3 , 2.4 e 2.6)

A=x,5"€Lin, A=S[Pel,P)€Tan e A=S[P,,P,P) € Gen.

Suponha, agora, que A € S[F, € l]. Sejam Y" = 75(P?) e A o anulador

de A em S[F, € l]*. Pelo lema 2.15.7ii e pela proposi¢ao 2.8.7i temos
Y NP(Ag) # 0.
Pelo lema 2.16.ii¢, Y é estavel pela acao de G5 e suas érbitas sao :
20 = olfwon)), 74 = ollaZ)), Zi = ollzors" +42]) e ZI = o(s¥)).
Desta forma, a menos da acao de G5, podemos supor que
[zom1"] € P(AS) se Z7NP(AS) #0
[3] € P(A3) se Zy NP(A3) #0
(o1 * + 23] € P(AS) se ZyNP(AS) # 0
[22"] € P(A9) se ZINP(AY) # 0.

Entretanto, o primeiro caso nao pode acontecer, pois teriamos A = Sing|[F]
que nao pertence a ‘H (ver exemplo 2.7). Os demais casos correspondem
respectivamente a (ver exemplos 2.6 , 2.5 e 2.4)

A=x,S" € Lin, A=S[P€q)€0sc e AN=S[Pel,P]eTan.

i7) Pelo lema 2.16.7i7, temos
Z\, Zy C 7y C Zj,

e como vimos em ¢ as inclusoes acima corespondem, em coordenadas, a

Sing[Po],xlsl C O(S[Po c qo]) C O(S[PO < l,Pl]),

onde o(S[Py € qo) e o(S[Py € [, Pi]) sdo respectivamente Go-Orbitas de
S[Py € q] e S|Py € I, P] em Gr(3,5). Assim, usando a agao de GI(3),
obtemos

Sing , Lin C Osc C Tan.
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Por outro lado, da inclusao Z C Zﬁ) (lema 2.16.i7) segue, como acima, que
Tan C Gen.

E portanto, obtemos o grafo de incidéncias do enunciado.

Agora, usando o item i e o grafo de incidéncias entre Gen, Tan, Osc e
Lin, temos que com a topologia de Zariski em Gr(3,.5) vale:

Gen=H e H-—H=S8ing.

Deste modo, pelo corolario 1.48 e pela proposicao 2.14, temos H é irredutivel
com dimensao 6. ]

Como conseqiiéncia imediata do teorema acima apresentaremos uma clas-
sificacao das transformagoes de Cremona de grau 2 do plano projetivo. Para
tal considere as aplicacoes 7¢, Ir, Tp : P? --» P? dadas respectivamente por

(o : 21 1 @) = (ToTy : ToTo © T1T).
(2o : 1 @ T9) = (ToTy : T1T9 : 23).

(w0 : 21 @ T2) > (ToTy — X5 1 25 1179)

(ver exemplos 2.3 , 2.4 e 2.5).
Com as notagoes acima, temos:

Corolario 2.18. A menos de isomorfismos lineares T, It € T sdo as unicas
transformacoes birracionais quadrdticas de P?.

Demonstracgao:
Seja T : P? ——» P? uma aplicacao birracional de grau 2. Entao existem
fo, f1, f2 € S, linearmente independentes e sem fatores em comum, tal que

T(z) = (fo(z) : fi(x) : falx)).
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Portanto o subespaco A, gerado por fy, fi e f2, é homaloidal. Além disso,
temos por hipdtese que A nao pertence nem a Lin e nem a Sing, donde
temos pelo teorema acima, que A pertence, ou a Gen ou a Tan ou a Osc.
De acordo com a proposi¢ao 2.13, o resultado segue dos exemplos 2.3 , 2.4 e
2.5.

|
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