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RESUMO

Os efeitos da inércia no escoamento de fluidos viscoplasticos através de uma expansao
seguida de uma contragdo sao analisados neste trabalho. O comportamento mecanico ¢ modelado
pela equagdo constitutiva do fluido Newtoniano Generalizado, com a fun¢do viscosidade
definida pela equagdo do modelo SMD (de Souza Mendes e Dutra, 2004). As equagdes de
conservagdo de massa e de quantidade de moviemnto, juntamente com a equacao constitutiva,
sao aproximadas pela formulagdo de Galerkin minimos-quadradros (GLS) em termos da pressao
e da velocidade. Uma andlise de sensibilidade ¢ realizada, com o objetivo de investigar a
influéncia da inércia e das forcas viscosas na dindmica do escoamento. A topologia das
superficies de escoamento ¢ obtida, e provou-se estar fortemente relacionada com a inércia e
com a tensdo limite de escoamento considerados no escoamento. Além disso, os resultados sdo
comparados com outros resultados obtidos na literatura, que consideram a elasticidade do fluido.
Pode-se observar que os efeitos da inércia e da elasticidade levam a padrdes de escoamento

diferentes.



ABSTRACT

The effect of inertia in the flow of viscoplastic fluids through an expansion followed by a
contraction is analyzed. The mechanical behavior is modeled by the Generalized Newtonian
Fluid constitutive equation, with the viscosity function given by the SMD equation (de Souza
Mendes and Dutra, 2004). The conservation equations of mass and momentum, together with the
constitutive equation are approximated by a Galerkin least-squares (GLS) formulation in terms
of pressure and velocity. A sensitivity analysis is performed, aiming at investigating the
influence of inertia and viscous forces on the fluid dynamics. The topology of yield surfaces is
obtained, and proved to be strongly related to inertia and yield stress amounts considered in the
flow. Moreover, the results are compared to other results from the literature, which consider fluid

elasticity. It is observed that inertia and elasticity effects lead to different flow patterns.
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho sdo apresentados resultados numéricos de escoamentos inerciais de fluidos
viscoplasticos através de uma expansao abrupta seguida de contragdo em um canal axissimétrico.
Os fluidos viscoplasticos estdo presentes em varios processos industriais importantes. Na
industria do petroleo, por exemplo, o fluido de perfuragdo dos pocos sdo materiais viscoplasticos.
Diversos outros exemplos podem ser encontrados nas industrias alimenticias e de cosméticos.
Existem também tintas, medicamentos e fluidos bioldgicos que apresentam um comportamento
mecanico de um fluido viscoplastico. Um fluido viscopléstico € caracterizado por possuir uma
tensao limite de escoamento, contudo existem discussdes na literatura a respeito desta defini¢ao
(veja Barnes, 1999b).

A definicao classica descreve o fluido viscoplastico como uma classe dos fluidos
Newtonianos generalizados que requer uma tensao limite de escoamento finita para deformar-se,
exibindo um comportamento de corpo so6lido (com viscosidade infinita) quando o nivel de
tensdes € menor que a tensdo limite de escoamento e escoa com uma relagdo entre tensdo e
deformacdo newtoniana ou pseudoplastica se este nivel de tensdes for superior a tensdo limite de
escoamento. Mais recentemente, alguns autores questionam a existéncia de tal limite, creditando
sua existéncia principalmente a incapacidade de redmetros antigos em mensurar o nivel de
tensdes do escoamento para valores muito baixos da taxa de deformacdo (Barnes, 1999a and
1999b). De acordo com esta nova defini¢do, o fluido viscoplastico ¢ um material estruturado que
se comporta como um fluido newtoniano, com uma viscosidade muito alta, quando submetido a
um nivel de tensdes abaixo da tensdo limite de escoamento. Quando esta tensdo limite de
escoamento ¢ superada, a estrutura molecular se quebra causando uma intensa diminui¢do da
viscosidade, e o comportamento mecanico torna-se newtoniano ou pseudoplastico. A lei
constitutiva empregada neste trabalho obedece este ultimo conceito.

O padrao do escoamento de um fluido viscoplastico escoando através de uma geometria
complexa ¢ caracterizado por duas regides distintas: as regides ndo deformadas, onde as tensdes
sd0 menores que a tensdo limite de escoamento e a deformagdo ¢ extremamente baixa; e as
regides deformadas, que aparecem onde o nivel de tensdes ¢ superior a tensdo limite de
escoamento. A topologia destas zonas define algumas caracteristicas importantes do escoamento,
como a quantidade de fluido que pode permanecer estagnada em uma regido especifica do
escoamento, ou a queda de pressdo ao longo deste escoamento. Portanto, o estudo do padrao do

escoamento e a determinagdo de como ele ¢ afetado pelos parametros governantes ¢ de grande
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interesse. O foco principal do presente trabalho ¢ apresentar resultados numéricos dos efeitos

inércia em uma geometria complexa. E, consequentemente, verificar a influéncia dos parametros
reoldgicos e cinematicos que governam o escoamento, na morfologia das zonas rigidas de um
fluido viscopléstico escoando através de uma expansao seguida de uma contragdo abrupta em um
duto axissimétrico.

Uma questao importante da simulagdo numérica de fluidos viscoplasticos esta associada a
dificuldade numérica de implementagcdo computacional devido a descontinuidade da equagdo da
tensdo dos modelos de viscosidade mais comuns, tais como as equagdes de Bingham ou
Herschel-Bulkley. Algumas alternativas para contornar estas dificuldades sdo propostas e
classificadas como modelos de regularizagdo. Papanastasiou estabeleceu a mais ampla equagao
de regularizagdo para viscoplasticidade, cujo sucesso deu sequencia a uma série de artigos
numéricos a partir dos anos 90 até os dias atuais (por exemplo, Alexandrou et al.,2001;
Alexandrou et al., 2003; De Besses et al., 2003; Burgos and Alexandrou, 1999; Burgos et al.,
1999; Mitsoulis et al., 2006). Varios trabalhos na literaturam trataram de simulagdes numéricas
de escoamentos complexos de fluidos viscoplasticos, analisando o padrdo do escoamento e a
topologia das regides deformadas e ndo deformadas. Escoamentos através de contragdes e/ou
expansdes foram discutidos em Naccache e Barbosa (2007), Mitsoulis et al. (1993), e Hammad e
Vradis (1995). Escoamentos através de cilindros ou esferas foram investigados em Liu et al.
(2002), Zisis and Mitsoulis (2002), e Roquet e Saramito (2003). Estes trabalhos negligenciaram
os termos de inércia e utilizaram as equagdes regularizadas propostas por Papanastasiou (1987),
Bercovier e Engelman (1980) e de Souza Mendes e Dutra (2004).

Os efeitos elasticos em escoamentos de fluidos viscoplasticos foram apresentados em
Saramito (2007), de Souza Mendes et al. (2007) e Nassar et al. (2011). Saramito (2007) testou
um modelo elasto-viscoplastico em escoamentos simples. De Souza Mendes et al. (2007)
observou experimentalmente um comportamento assimétrico em escoamentos com baixos
numeros de Reynolds de uma solucao de Carbopol através de uma expansdo seguida de uma
contragdo. Uma investigacdo numérica foi realizada para analisar o mesmo escoamento em
Nassar et al. (2011). Os autores mostraram que a elasticidade pode explicar este comportamento
mencionado anteriormente. No entanto, como os efeitos da inércia sao negligenciados, os autores
ndo puderam verificar se a inércia também poderia estar relacionada com o comportamento
assimétrico obtido experimentalmente. Elasticidade em fluidos com tensdo limite de escoamento
também foi analisada nos trabalhos de Beverly e Tanner (1989) e Sofou et al. (2008). Ambos os

trabalhos analisaram a expansdo de fluidos viscoeldsticos com tensdo limite de escoamento,
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negligenciando os termos de inércia. Os autores tentaram reproduzir os resultados experimentais

obtidos para massas propelentes. Mostrou-se que a elasticidade altera a topologia das regides
deformadas e ndo deformadas.

Os efeitos de inércia em escoamentos complexos de fluidos viscopldsticos foram
considerados em vdrios trabalhos da literatura. Dimakopoulos e Tsamopoulos (2003) estudaram
o deslocamento provocado pelo ar, de um fluido viscoplastico em uma contragdo axissimétrica.
Mitsoulis et al. (2006) obteve o padrdo do escoamento ¢ a queda de pressdo de escoamentos
inerciais de fluidos de Bingham sobre uma cavidade quadrada utilizando o modelo de
regulariza¢do de Papanastasiou. Varios trabalhos investigaram escoamentos inerciais de fluidos
viscoplasticos através de expansdes. Mitsoulis e Huilgol (2004) realizaram um estudo numérico
de escoamentos através de uma expansdo abrupta de um fluido de Bingham, usando o modelo
regularizado por Papanastasiou. Eles obtiveram a forma das regides deformadas e ndo-
deformadas e a queda de pressdo para uma ampla gama de nimeros de Reynolds e niumeros de
Bingham. O escoamento inercial de fluidos de Herschel-Bulkley em uma expansdo quadrada
tridimensional foi discutida em Alexandrou et al. (2001). Os autores observaram uma intensa
iteragdo entre os efeitos dos niumeros de Reynolds e de Bingham, influenciando na formagao e
destruicdo das zonas ndo-deformadas nas quinas da expansdo. Jay Magnin e Piau (2001)
realizaram simulagdes numéricas de fluidos com tensdo limite de escoamento através de uma
expansdo axissimétrica, analisando os efeitos pseudoplésticos, da tensdo limite de escoamento e
da inércia sobre a queda de pressdo e na forma das regides deformadas e ndo-deformadas. Eles
utilizaram o modelo de bi-viscosidade (Lipscomb e Denn, 1984) e observaram o aparecimento de
zonas nao-deformadas nas quinas da expansao ¢ também na linha de centro do duto, longe da
expansdo. Os autores observaram que a inércia e a tensdo limite de escoamento atuam em
sentidos opostos. O primeiro tende a aumentar o tamanho do vortice e a diminuir as zonas nao-
deformadas, enquanto que maiores tensdes limites de escoamento proporcionam vortices
menores € mais regioes ndo-deformadas. Além disso, observou-se que a pseudoplasticidade
tende a reduzir ligeiramente o tamanho dos vortices e das zonas ndo-deformadas. Os autores
também apresentaram algumas conclusdes interessantes em relagdo ao critério da taxa de
cisalhamento critica para determinagdo das superficies deformadas usando o modelo de bi-
viscosidade. Neofytou e Drikakis (2003), focaram seu trabalho na determinacdo da quebra de
simetria na bifurcagdo de escoamentos através de uma expansdo, usando os modelos Power
Law, Casson e Quemada. Eles mostraram os efeitos do nimero de Bingham e de Reynolds no

surgimento de um comportamento assimétrico do escoamento. Este comportamento ¢
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caracterizado por diferentes tamanhos de vortices nas regides superiores € inferiores do canal. Os

autores obtiveram os numeros criticos de Bingham e Reynolds para o limite de bifurcagdo, e
observaram que o comprimento do vortice no ponto de transi¢do ¢ o mesmo para todos os
modelos ndo-Newtonianos, ¢ igualmente ao modelo de Newton.

Neste trabalho, a solugdo numérica ¢ obtida através de aproximagdes mistas de Galerkin
minimos-quadrados (GLS — Galerkin least-squares). O método GLS — introduzido por Hughes et
al. (1986) para o problema de Stokes, e posteriormente estendida para as equagdes mistas de
Navier-Stokes por Franca e Frey (1992) e equagdes de Navier-Stokes a trés campos por Behr et
al. (1993) — ndo necessita satisfazer as condi¢des de compatibilidade oriundas do método de
Galerkin classico e permanece estavel mesmo em regides do escoamento advectivo-dominadas —
veja o artigo citado para os detalhes de como este método ¢ realizado. Neste artigo ambos
recursos sdo explorados para a estabilizagdo da inércia em escoamentos de fluidos viscoplasticos.
Contornar a condi¢do de Babuska-Bezzi permite o uso de, computacionalmente convenientes,
combinacdes de igual ordem de interpolagdes de elementos finitos, enquanto o segundo permite
atingir escoamentos com altos nimeros de Reynolds, uma questdo muito interessante quando a
pseudoplasticidade da viscosidade ¢ considerada.

A modelagem mecéanica do problema em analise ¢ feita através das equagdes de
conservagao de massa e de quantidade de moviemnto para fluidos incompressiveis, acopladas
com a equacdo constitutiva de fluidos Newtonianos Generalizados e a fun¢do viscosidade
proposta por de Souza Mendes e Dutra (2004) para modelar o comportamento viscoplastico do
fluido. Partindo do modelo de Herschel-Bulkley, os autores propuseram um modelo de
viscosidade continuo — denotado como modelo SMD — no qual o parametro de regularizagdo nao
¢ mais uma constante numérica arbitraria, mas, em vez disso, ¢ totalmente determinado pelos
parametros reoldgicos do material. Além disso, o termo de regularizagdo reoldgico atua em
ambos os termos, da tensao limite de escoamento e o termo power-law. Portanto, o termo power-
law nao ¢ mais ilimitado quando a taxa de cisalhamento tende a zero — uma deficiéncia que
restringe a regularizagdo de Papanastasiou somente para fluidos de Bingham. Esta ¢ uma
caracteristica muito importante da equacdo de regularizagio SMD, uma vez que amplia a
equagdo de regularizagcdo de Papanastasiou para os fluidos de Herschel-Bulkley. O modelo SMD
ja € aplicado em simulagdes numéricas de escoamentos complexos de materiais viscoplasticos
por alguns autores (Naccache e Barbosa, 2007; Nassar et al., 2011; dos Santos et al., 2010), com
resultados encorajadores. Contudo, estes resultados nao apresentam um estudo mais aprofundado

dos efeitos causados pela inércia nestes tipos de escoamentos, que ¢ foco deste presente trabalho.
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Neste sentido, a principal contribuicdo deste trabalho esta relacionada com o estudo da

morfologia das zonas deformadas e ndo-deformadas em escoamentos de fluidos viscoplasticos
modelados pela equagdo SMD, e como os efeitos de inércia influenciam na topologia destas
zonas.

Concluindo este primeiro capitulo, para um melhor entendimento deste trabalho, sera
apresentado um plano geral dos capitulos seguintes:

. Capitulo 2: ¢ apresentada a modelagem mecanica do problema através das leis de
conservagao de massa e de quantidade de movimento;

. Capitulo 3: estudo do comportamento material de fluidos viscoplasticos, com
maior enfoque na teoria constitutiva de fluidos SMD;

. Capitulo 4: descrigdo do método de elementos finitos de Galerkin minimos-
quadrados para as equagdes da modelagem mecanica,

. Capitulo 5: apresentagdo de algumas solugdes analiticas para a equacgdo do
movimento para escoamentos de fluidos ndo-newtonianos e newtonianos;

. Capitulo 6: demonstra os resultados numéricos obtidos nas simulagdes

computacionais, bem como a validag¢ao do coédigo computacional.



2 EQUACOES DE CONSERVACAO

Para o estudo e andlise do comportamento material dos fluidos ndo-Newtonianos, ¢
necessario a solugdo simultanea de equagdes que representam as leis fisicas. Essas equacdes sdo
separadas em duas categorias distintas. A primeira categoria inclui as equagoes de balango, que
sao validas para todos os corpos mecanicos e sao chamadas de equagdes de conservacao. Essas
equagdes traduzem matematicamente os quatro principios de conserva¢do mais importantes da
mecanica, o principio de conservagdo de massa, de quantidade de movimento, de quantiddade de
movimento angular e energia. A outra categoria engloba as equacdes constitutivas, que
representam as caracteristicas do comportamento do material, as quais serdo abordadas no
proximo capitulo.

Neste capitulo, serdo apresentadas as equagdes de conservacdo para escoamentos
1sotérmicos. Essas equacdes serdo apresentadas em termos de fluxo de massa e de quantidade de

movimento, de modo a serem validas para qualquer tipo de fluido.
2.1  Asequacdes de conservacio em termos de fluxos
2.1.1 Conservacgdo de Massa

Seja um escoamento material submetido a um espaco Euleriano com um sistema de
referéncia. Assumindo que u representa vetor velocidade, p a massa especifica do fluido, x um

ponto material e ¢ tempo de observacdo do escoamento, com u e P fungdes da posicdo e do

tempo,

2.1)

O vetor pu representa o fluxo de massa (medido em unidades de massa por tempo)
cruzando uma superficie diferencial ortogonal ao vetor u. Aplicando-se o teorema de Gauss ao

vetor pu, tem-se que

idiv(pu)dQ=lpu-ndI‘ (2.2)
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onde Q ¢ o volume de uma regido arbitraria de um espaco fechado pela superficie I' e ndl" o

vetor que representa um elemento diferencial de superficie, direcionado para fora da regido do
espaco considerada. Como pu representa o fluxo de massa, entdo pu.ndll é a vazdo massica
através da superficie elementar ndl" e a integral do lado direito da Eq. (2.2) representa o efluxo
total de massa através da superficie I'. Consequentemente, div(pou) representa o efluxo de massa,

por unidade de volume, para um volume diferencial na vizinhanga do ponto arbitrario x. Se cada
volume diferencial ¢ escolhido como um sistema termodinamico, o principio de conservacao de
massa estabelece que: “o afluxo liquido de massa na fronteira I do sistema Q ¢ igual ao aumento
de massa no seu interior” [Slattery, 1999]. Matematicamente, este principio pode ser expresso

por

op_y,
5 =div(pu) (2.3)

Para explicitar-se a taxa de variagdo temporal da massa especifica em um ponto material
deve-se modificar a Eq.(2.3). Assumindo-se que a trajetoria de um ponto material € a funcao x(¢),

tem-se:

p=p(x,0)=p[x(t),1]=p(1) (2.4)

onde a fungdo P ¢ diferente da fungdo P , embora seus valores sdo iguais quando x, na

funcdo 0O ,toma o valor de x(¢). Tem-se, assim,

—=p=—-+Vpx (2.5)

onde a quantidade X ¢ a velocidade u. A derivada p ¢ a taxa de variacdo da massa

especifica seguindo a particula e ¢ indicada pelo simbolo ]% e chamada de derivada

substancial. Sendo assim, tem-se:

Dp Op
—/—=—"—+Vp-
Dt Ot pr (2:6)



Pode-se expandir o termo do lado direito da Eq.(2.3) da seguinte forma:

div(pu)=p(divu)+u-Vp=—%—'(t) (2.7)

e, utilizando-se da Eq.(2.6), obtém-se a seguinte expressdo para a equacao do balango de massa:

g—fz—p divu (2.8)
A Eq.(2.3) ¢ conhecida como a forma Euleriana da equacgdo da continuidade e a Eq.(2.8)

como a forma Lagrangeana. Considerando-se fluidos onde a massa especifica ¢ constante, ambas

as formas da equacdo do balango de massa reduzem-se a:

div(u)=0 (2.9)

2.1.2 Conservagdo da Quantidade de Movimento

O principio da conservagdo da quantidade de movimento estabelece que a taxa liquida de
quantidade de movimento que atravessa o sistema, somada a todas as for¢as de superficie que
atuam no sistema e todas as for¢as de corpo que agem neste sistema, € igual a taxa de aumento
de quantidade de movimento no sistema. Deve-se ressaltar que, diferentemente da equagao da
continuidade, o principio de conservacdo de quantidade de movimento assim enunciado, vale
apenas para um referencial inercial de um espago Euclidiano.

A fim de se expressar a taxa liquida de quantidade de movimento, considera-se o tensor

de segunda ordem AU  Pela defini¢do de produto tensorial, tem-se que

(puu)ndT'=u(pundrl) (2.10)

onde o termo entre parénteses do lado direito da equagdo ¢ o fluxo de massa que atravessa o
elemento de superficie considerado. Sendo assim, (puu)-ndF representa o fluxo de
quantidade de movimento através do mesmo elemento de superficie. Isto identifica o produto
tensorial puu como o fluxo de quantidade de movimento por unidade de area e tempo.

A analogia com a Eq.(2.2) permite estabelecer que



!;div(puu)dQ:f(puu)ndF (2.11)

r

o que identifica a divergéncia de pouu como o fluxo liquido de quantidade de movimento, por
unidade de volume, que atravessa a fronteira I' do sistema.

De modo a estabelecer a resultante das forgas de superficie, emprega-se o teorema de
Cauchy [Gurtin, 1981], o qual enuncia que a for¢a de tensdo dt agindo através de um elemento
de superficie ndI' , é dado por dt=TndI . Utilizando-se novamente do teorema de
divergéncia de Gauss, de maneira semelhante ao tensor fluxo de quantidade de movimento,

pode-se escrever

idiv(T)szlTndF (2.12)

onde o lado direito da equacdo acima representa a resultante das forcas de contato que atuam na
superficie I' do sistema (2 e a divergéncia de T representa estas forcas de contato por
unidade de volume.

A resultante das forcas de corpo, quando expressas por unidades de volume, ¢
simplesmente ©0g , onde g ¢ o campo de aceleragdo (a gravidade na maioria dos casos).

Fazendo-se uso das ideias apresentadas acima, e lembrando que a taxa de aumento de
quantidade de movimento no interior do sistema, quando expresso por unidades de volume, ¢
dada pela derivada parcial temporal do vetor fluxo de massa pu , chega-se a forma Euleriana

da equagdo do movimento

0 . :
p(a—l;-l-dlv(uu)):dw(T)—i-pg (2.13)
Utilizando-se da equacdo da continuidade na sua forma Euleriana e substituindo-a na

equagdao do movimento, obtém-se a equagdao de conservagdo de quantidade de movimento na

forma Lagrangeana:

Du .
p};zle(T)ﬂOg (2.14)
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Considerando-se fluidos com massa especifica constante (incompressiveis), a tensao total

T ¢é definida como

T=—pl+t (2.15)

onde p ¢ o campo de pressoes, I € o tensor identidade e T ¢ o tensor viscoso ou deviatério.
Substituindo-se esta definicdo da tensdo total na equagdo da conservagdo de quantidade

de movimento, Eq.(2.14), tem-se:

D .
I%z—Verdlv(r)erg (2.16)
Na equacdo acima, o termo da esquerda ¢ responsavel pelo fendmeno de adveccao,

devido a aceleracao da particula, ou seja, ¢ o termo das forgas de inércia. Ja os termos da direita

da equacao sao oriundos das forcas de corpo e de contato que agem na particula.
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3 COMPORTAMENTO MATERIAL

Para a descrigdo do comportamento mecanico de determinado material existem as
chamadas equagdes constitutivas. A forma e os pardmetros destas equagdes depende
exclusivamente do material considerado. Tomando-se o caso particular de escoamentos
1sotérmicos precisa-se de uma equacao termodinamica de estado para o campo de pressao, € uma
equagao constitutiva para o tensor tensao.

A partir de diversas observagdes feitas por reologistas, notou-se que a lei da viscosidade
de Newton ndo descrevia com exatiddo escoamentos de varios fluidos. Com isso, introduziu-se
uma alteracdo nesta lei de Newton permitindo que a viscosidade variasse com a taxa de

cisalhamento, surgindo assim a ideia de fluido newtoniano generalizado.
3.1 Fluido Newtoniano Generalizado
A modificacdo proposta da lei de Newton substitui a viscosidade constante por uma

viscosidade que varia de acordo com o gradiente de velocidades, ou seja, para a tensdo cisalhante

teriamos a seguinte expressao

r,=nth 3.1)

onde 7 ¢ uma func¢do do gradiente de velocidades du./dx. .
Estendendo-se esta ideia para escoamentos arbitrarios, com qualquer campo de

velocidades, tem-se o modelo de Fluido Newtoniano Generalizado (FNG).

t=271D(u) (3.2)

onde D(u) € o tensor taxa de deformagao definido como

(3.3)




12
A viscosidade aparente # ¢ uma grandeza escalar que depende somente das combinagdes

dos componentes do tensor taxa de deformacao e suas invariantes, ndo dependendo do sistema de
coordenadas.
Os invariante do tensor taxa de deformacgao sdo definidos, segundo [Astarita ¢ Marucci,

1974], por

I,=trD
II,=trD’ (3.4)
1T ,=det D

onde “tr” representa o traco de uma matriz, também definido em [Astarita ¢ Marucci, 1974].
Sendo esta matriz quadrada, o trago representa a soma dos elementos da diagonal principal.
No entanto, para fluidos incompressiveis o primeiro invariante, Ip , ¢ nulo pois
I,=trD=divu=0 . Além disso, para escoamentos puramente cisalhantes o terceiro
invariante 7/l também ¢ nulo, pois os elementos fluidos ndo sofrem alteragdo de volume.
Portanto, para escoamentos puramente cisalhantes, a viscosidade aparente # € fun¢do apenas do
segundo invariante do tensor taxa de deformagdo, IIp (Bird, 1987). A magnitude do tensor taxa

de deformagdo, Y , ¢ uma fungdo deste segundo invariante, e ¢ dada pela equacdo:

y=|2lewD?| " "=[211 )" (3.5)
3.2  Modelos viscoplasticos

Os primeiros estudos sobre viscoplasticidade realizados por Bingham em 1922, mostram
que existe um valor residual para a tensdo de cisalhamento — tensdo limite de escoamento — que
precisa ser excedido para que o material apresente fluxo viscoso [Navarro, 1997]. Ou seja,
apenas escoard se a tensdo aplicada a ele for superior a tensdo limite de escoamento.

Para ajustar dados reologicos de viscosidade de materiais viscoplasticos, introduz-se uma

funcdo viscosidade. Inicialmente, Bingham propos o seguinte modelo matematico

T=1,tKYy seT>T,

y=0 SETST, (3.6)
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onde K ¢é o indice consisténcia, To ¢ a tensdo limite de escoamento, T ¢é a tensdo cisalhante,

Y ¢ ataxa de deformacdo.

Porém, para alguns fluidos, este modelo matematico ndo descreve adequadamente suas
caracteristicas. Principalmente em sistemas poliméricos, que apresentam caracteristicas de
viscoplasticidade, o modelo mais adequado seria o modelo proposto por Herschel-Bulkley. Para
este modelo, a relagdo entre a tensdo de cisalhamento e a taxa de deformacdo ¢ dada pela

equacao

T=T1,+KYy" seT>T,
y=0 SETST,

(3.7)
onde n ¢ o indice power-law. Percebe-se que se o indice de power-law tiver valor unitario o
modelo de Herschel-Bulkley se reduz ao modelo de Bingham.

Com o objetivo de aumentar a abrangéncia dos modelos de viscoplasticidade
Papanastasiou prop0s uma regularizagao das funcdes viscoplasticas classicas [Papanastasiou,
1987]. Esta regularizacdo ¢ feita através de uma funcdo exponencial que leva em seu argumento
um parametro regularizador m. Se este pardmetro tende a um valor infinito, a fun¢ao viscosidade
regularizada por Papanastasiou tende a fungdo viscosidade do modelo viscoplastico empregado,
seja ele pseudopléstico, dilatante ou a viscosidade constante.

A principal vantagem desta regularizacdo proposta por Papanastasiou ¢ de gerar fungdes
de tensdo de cisalhamento e viscosidade continuas, validas tanto para regides de escoamento,
onde T~ T, , como para as regides onde o material se comporta como corpo rigido.

Se esta regularizacdo for aplicada ao modelo de Herschel-Bulkley, tem-se a seguinte

equacado para a tensdo de cisalhamento

1=(1—exp(—-my))t,+Ky" (3.8)

Alternativamente, um modelo que possui um comportamento qualitativo mais adequado
para materiais viscoplasticos ¢ o da bi-viscosidade, cuja tensdo cisalhante ¢ relacionada com a

taxa de deformacdo pela seguinte equagao

T=1+KYy" sey>Y,

. 7 3.9
T=7,Y se y <y, 39)
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onde y,=7,/(M—KY'')~t,/m, ¢ataxa de cisalhamento limite de escoamento.

A equacao da tensdo cisalhante do modelo de bi-viscosidade apresenta duas expressoes
distintas, cada uma se aplica a faixas diferentes da taxa de deformacdo. Estas faixas sdo
delimitadas pela taxa de cisalhamento limite de escoamento, que ¢ obtida através de um ajuste de
curvas. Estas caracteristicas, aliadas ao fato de que a funcdo nao possui derivadas continuas,
causam problemas praticos que impedem ajustes de boa qualidade para os dados experimentais

de fluidos viscoplasticos e ainda dificultam a implementagdo computacional deste modelo.
3.3  Modelo SMD de viscoplasticidade

Para contornar as dificuldades encontradas dos modelos citados anteriormente, Souza
Mendes e Dutra, através de observagdes experimentais propuseram uma nova equacao para a
funcdo viscosidade. A grande vantagem desta nova funcdo viscosidade se da ao fato de ser
continua assim como sua derivada. Qualitativamente esta fung¢do apresenta comportamento
semelhante as demais fungdes viscosidade viscoplésticas. Ou seja, em regioes de baixas taxas de
cisalhamento apresenta um platd de alta viscosidade, seguida de uma queda abrupta desta
viscosidade em valores da tensdo cisalhante proximos da tensdo limite de escoamento (em

T™Ty ) e, logo apos, prescreve uma regido power-law, para altas taxas de cisalhamento.

Em termos matematicos, a equacdo da func¢ao viscosidade SMD ¢ dada por

t=(1—exp(=n¥/7)) (T + K ¥") (3.10)

onde "o ¢ aviscosidade para baixas taxas de cisalhamento.

A representagdo grafica desta equagdo, juntamente com o significado fisico dos
parAmetros To , "o , K e n estd na Fig. (3.1) abaixo.

A viscosidade o ¢ a razdo entre a tensdo e a taxa de cisalhamento tomadas em uma
regido onde esta tensdo seja suficientemente menor que To , para assegurar que a taxa de
cisalhamento esteja dentro da regido de platd delimitada pela taxa de cisalhamento limite de
escoamento ¥, . O indice n ¢ a inclinacio da regido power-law no grafico log-log de Txy

Yo ¢ ataxa de cisalhamento no fim da regidio que apresenta viscosidade finita, dada pela razio

entre To e o , e ¥ ¢ a taxa de cisalhamento no inicio da regido power-law, dada por

(TO/K)I/}'I
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Figura 3.1 — Curva de escoamento do modelo SMD.[Souza Mendes e Dutra, 2004]

Pode-se observar na Fig. (3.2) abaixo algumas curvas de escoamentos de materiais

viscoplasticos reais descritos pelo modelo SMD. Percebe-se que todos possuem,

qualitativamente, 0 mesmo comportamento.

1000 100 |
Carbopol 0.20% o
drilling mud
100 - 1 10

10 | 1]
1, =44500 Pas 1), = 665 Pas
T =9.86 Pa T,=0.689 Pa

1} K =122Pas" : 01 | K=0417 Pas’

n=0.487 E 7=0.569

0.1 001 ! L 4 k

1 10 100 1000 00001 0001 001 01 ’}’ 1 10 100 1000

(b)

10° 00001 0001 001 01};



16

paper coating formulation

1, = 6100Pas

T,=57Pa
K =54 pPas"
n=029
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/ (c)

Figura 3.2 — Curvas de escoamento de materiais reais: (a) solu¢ao de dgua e carbopol a 0,2%,

(b) lama de perfuragao e (c) formulagao de papel. [Souza Mendes e Dutra, 2004]
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4 APROXIMACAO DE ELEMENTOS FINITOS

Muitos dos problemas encontrados na engenharia ndo sdao lineares e necessitam de
métodos numéricos para obtengdo de solucdo. Uma forma de aproximagdo numérica ¢ o método
de elementos finitos. Os principios béasicos do método de elementos finitos para a solugdo de
problemas de valor de contorno sdo o estabelecimento de uma formulagdo variacional do
problema investigado e a solu¢ao aproximada das equacgdes variacionais através do uso de
funcdes de interpolacdo de elementos finitos [Reddy e Gartling, 1994].

Partindo de uma particdo do dominio do problema em elementos finitos ndo superpostas,
estas aproximagdes para as varidveis primais sao construidas como combinagdes de funcdes de
forma e graus-de-liberdade incognitos, os quais serao determinados pela solugdo numérica do
problema matricial associado.

O dominio dos problemas aqui abordados ¢ definido por QcR™ | onde nsd ¢ o nimero

de dimensdes espaciais consideradas no problema, com uma fronteira I" poligonal,

r=r,uT, @
r,nr,=0 , I,#0 '

onde I, ¢ a por¢do da fronteira I" na qual sdo impostas as condi¢des de contorno de Dirichlet e ',

a por¢do na qual sdo prescritas as condi¢des de contorno de Neumann. Sobre o dominio fechado

Q realiza-se uma particdo Q; de elementos finitos, de dominio K, na forma:

Q = UkIGQ" Ki

4.2
KNK =0 , Vi#j;K,K,eQ" “2)

Com isso, pode-se representar a aproximacdo de elementos finitos U" de uma variavel

genérica U pela expansao

n+1
U'=Y N,d, (4.3)
A=1

onde N, ¢ a funcdo de interpolacdo associada ao n6 A da discretizagdao €, e d4 € o coeficiente a

ser determinado. Para os espagos polinomiais, adota-se a seguinte notacao,
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R (K)= P_(K) ,seK for um tridngulo ou tetraedro 44
" 0.(K) ,seK for um quadrilatero ou hexaedro 4.4

onde “m” ¢ o grau de interpolagdo de elementos finitos dos tipos Pn € On, assumindo valores

maiores ou iguais a 0 [Ciarlet, 1978].

Sobre os espacos de fungdes tem-se, conforme Ciarlet, 1978,

L’(Q)=

q|f qde<oo}
0

e1*(Q)[ ga =0l
q ()qu | 45)
H,(Q)=|veL*(Q)ov/ox,e1*(Q),i=1,nds|

HY(Q)=|ve L’ (Q)|ov/ox,eL*(Q)lv=0 sobreT,,i=1,nds

Ly(Q)

—_——

onde L? (Q) define o espaco de Hilbert das fungdes quadrado-integraveis sobre o dominio €,

Li(Q) define o espago de Hilbert das fungdes quadrado-integraveis com média igual a zero
sobre o dominio Q, H,(Q) define o espaco de Sobolev das funcdes de primeiras derivadas
quadrado- integraveis sobre o dominio Qe H'(Q) define o espago de Sobolev das fungdes de

primeiras derivadas quadrado-integraveis sobre o dominio Q que se anulam sobre o contorno .

4.1 Formulacao forte

Os escoamentos estudados neste trabalho sdo modelados pelas equagdes de conservagao
de massa e a equacdo de conservagdo de quantidade de movimento. Considerando-se
escoamentos em regime laminar e permanente, para um fluido Newtoniano generalizado, pode-

se construir o seguinte problema de valor de contorno:

p(Vu)u=—V p+2div[n(y)D(u)|+pg em Q

divu=0 em Q 46
u=u, sobre 1"; (4.6)
[2div[n(y)D(u)|-pIn=t, sobre T,

onde P representa a massa especifica do fluido, u é o vetor velocidade, p € a pressdo, " ¢ a

funcao viscosidade, D ¢ o tensor taxa de deformacao, g representa a aceleracao da gravidade que
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atua no sistema, u, ¢ a condi¢do de contorno de Dirichlet, I € tensor identidade e t, € a condi¢ao

de contorno de Neumann.

Admitindo-se que R. seja um comprimento caracteristico, u#. uma velocidade
caracteristica, ¥, a taxa de cisalhamento no inicio da regido power-law da fungdo SMD, .
uma viscosidade caracteristica dada por 1.=To/Y; ,pode-se obter as seguintes

adimensionalizacoes:

*

X =

ll*: u
yl Rc

* * . ¥ y
A A T 4.7)

X
Rc s "[0 ’ ) yl

Fazendo-se uso destas adimensionalizagdes (Eq.(4.7)), pode-se reescrever as Eq.(4.6) da

forma:
.2 * * %* T(] * * UCYI .k * Lk %* *
PY RV w w2 Vi p === 2div [y (y) D () [=pg em Q
divu'=0 em Q)
u*:uz, sobre F:, (4.8)
T’CYI .o w0 % % * *
[—=2div |5 (y )D (u )}—Top Iln=t, sobre T,

c

Utilizando-se das defini¢des do nimero de Reynolds reologico, que ¢ uma modificagdo
da defini¢do do nimero de Reynolds cldssico e que tem por objetivo desacoplar os parametros
cinematicos e reologicos, do numero de Bingham e do numero de Froude, que sdo definidos

pelas equacgoes:

. 2—=n)n p2
p(Yl RL’)Z pTO Rc TO uc
Re = = , Bh=—— | Fr= 4.9
" 1, K" NeYe VR g (49

pode-se reescrever a Eq. (4.8) na forma

* % * * * 2 LK k% P B Re<
Re (Vu)u+V p——-div |1 D (u)l= ! em Q
A ) P 5 7' (y)D (o) Ba(Fr)
divu =0 em Q)
u*:uz, sobre T'; (4.10)
MY, o« w] w ey, s .
[—<=—2div {77 (y)D (u )}—rop Iln=t, sobre T,

R,

c
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Para mensurar o salto abrupto, observado experimentalmente, que ocorre na taxa de
deformagdo quando a tensdo no fluido se aproxima da tensdo limite de escoamento ( T~T, ),
Souza Mendes et al., 2007, definem uma propriedade reoldgica adimensional, o nimero de salto
J. Este numero adimensional quantifica o salto na taxa de cisalhamento quando T~T, na

forma:

(n=1)n

Y1_Yo: HoTo

J=
yo Kl/n

~1 4.11)

A partir destas defini¢des e adimensionaliza¢des, pode-se reescrever a fungdo SMD (Eq.

(3.10)) na forma adimensional, ou seja

.ok

T=(1—exp(—(J+1)y))(1+y™") (4.12)

Para considerar os efeitos cinematicos introduz-se a intensidade de escoamento U*, dada

pela relacao

U'=—=< (4.13)

onde u. ¢ uma velocidade caracteristica que nesta dissertacdo ¢ tomada como sendo igual a
velocidade média de entrada.

Com esta defini¢do pode-se estabelecer uma relacdo entre a intensidade de escoamento
U* e os nimeros adimensionais de Bingham, com a viscosidade caracteristica igual ao indice de

consisténcia, e de Herschell-Bulkley, dados respectivamente por

Bn: TO = TO HB: Ton: TO n
Ky, u,| e Ky, u, (4.14)
K|—= K| —
R, R,

substituindo u/R. por y, U  na equagio acima e considerando Y, =(1,/K )“"
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4.2 Formulacao de Galerkin

O método de aproximagdo de elementos finitos utilizado nesta dissertagdo ¢ o conhecido
método de Galerkin, também chamado de método de Bubnov-Galerkin. Este método consiste em
aproximar os espagos de dimensdes infinitas por subespagos de dimensdo finita apropriados.
Sendo assim, sendo P e V os espacos funcionais dos campos de pressdo e velocidade pode-se

€SCrever:

P'cP (isto ¢, se p"eP"entio p"€P)

4.16
V'cv (isto ¢, sev'€V'entiov'eV) (4.16)

Estas aproximacdes de elementos finitos devem ser construidas sobre as defini¢cdes de
subespacos usuais da mecénica dos fluidos para a aproximagdo dos campos de velocidade (V") e

pressdo (P). Segundo Ciarlet, 1978, estes espagos sao,

V= \VEH Q) IVQKGR,(QK)N,KeQ"}
V {VEH( ) |VQKER1(QK)N,KEQh,V=ug sobre Fh (417)
Py 4eC(Q)N Q) po R, (). KO

onde R, e R, denotam, respectivamente, espacos polinomiais de grau / e m.

Desta forma, consegue-se definir a aproximacao de Galerkin para o problema dado pela
Eq.(4.6), como:

Achar o par (u’, ph)EVzXPh tal que:

[p(Vu')u"v'dQ+[2n(y)D(")D(v')dQ-[ p"divv'dQ+ [ divu'q"d
Q Q Q Q

4.18
:J'f-Vth—i-fth-vhdF (v",q")ev'xp' (+18)
Q

L

onde v e ¢ sd@o campos de velocidade e pressdo virtuais.
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4.3 Formulag¢ao de Galerkin minimos-quadrados

O método de Galerkin classico apresenta dificuldades, principalmente oscilagdes nos
campos de pressao e velocidade quando estes apresentam gradientes muito elevados, tornado-se
instavel. A estabilidade de métodos de elementos finitos foi estabelecida a partir da introdugao
da condi¢@o de BabusSka-Brezzi, ou condicdo LBB [Oden e Carey, 1983; Babuska, 1973; Brezzi,
1974]. Esta condi¢do, uma vez satisfeita, estabelece se uma dada combinagdo dos sub-espacos de
velocidade e pressdo ira gerar aproximagoes estaveis.

Por estes motivos, adota-se a estratégia de minimos quadrados na formulagao classica de
Galerkin, conhecida como Galerkin least-square — GLS. Este método mantém a estrutura da
formulacdo de Galerkin e adiciona termos que conferem estabilidade.

Para o problema proposto nesta dissertacdo, a formulacdo de Galerkin minimos-
quadrados pode ser definida como:

Achar o par (u, ph)EVZX P" tal que:

[ p(Vu")u" vth+f2n y)D(u")D(v')d Q[ p"divv"d Q+ [ dive'q'd Q-+
Q

Zf (Vu')u"+V p"=2div(n(y)D(u"))) a(Re)

(p(V v")u" +quk—2d1v(r](y) D(v)))d Q.= ff vth+fth vV'dT+ (4.19)
KZ; J f-a(Re)(p(VV'u"+V ' —2dlv(n(>/) (V")) d

(Vh ) qh) evhxph

onde (Rey) éum pardmetro de estabiliza¢io definido, como em Franca e Frey, 1992, por:

a‘(ReK): | /1| E(I{GK)
P
_[ReK, O<Re,<<1]
g(ReK)—[ | Re,>1 J (4.20)
:mk|“|phk
oan(y)

I/
onde |u’| representaanormapdo R .

P
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(4.21)

e o parametro my ¢ proveniente da analise de erro da formulagdo GLS introduzida em Franca e
Frey (1992).

Observagdes:

1. Tomando o parametro de estabilidade, a, igual a zero, na formulagdo GLS definida pela
Eq.(4.14), obtém-se novamente a aproximagao classica de Galerkin (Eq.(4.13)).

2. Com a intensdo de levar em conta o grau de interpolagdo empregado, a expressao do
numero de Reynolds de malha, encontrada em Johnson, 1987, foi modificada incluindo o
parametro mx na Eq.(4.15) . Com isso, as regides advectivo- dominadas do escoamento ficam
caracterizadas por Rex > 1 e as difusivo-dominadas por Rex < 1, independente do elemento

considerado [Franca e Frey, 1992].

4.4 O problema matricial associado

Pode-se discretizar a Eq.(4.14) expandindo-se as aproximagdes de elementos finitos dos
pares (u”, p") e (v", ¢") em uma combinacdo de suas respectivas fun¢des de interpolagio e graus
de liberdade, e gerando, consequentemente, um sistema de equacgdes discretas nao-lineares. Este

sistema de equagdes resultante pode ser escrito na forma residual como

[R(U)]=[0] (4.22)

onde Uk ¢ vetor dos graus de liberdade das aproximagdes u” € p” e assim, pode-se definir R(Ux)

como

[R(Ug)]J=N@u+N, (7' (y"), u)u+[K(n(y")+K, (7 (¥), u)]u 423)
+[G+G, (17 (¥),u)]p+G u—F—F,(n (y ), u) '
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onde as matrizes [K] e [G] sdo originadas pelos termos difusivo e de pressao, respectivamente,

N(u), G’ e F pelos termos convectivo, incompressivel e de forgas de corpo. Ja as matrizes
N(u),,[K],, [G].,eF, sao originadas dos termos minimos quadrados da formulagio GLS.

Aplicando-se um algoritmo de quasi-Newton para a solugdo do sistema de equacdes nao-

lineares, deve-se estimar os campos de velocidade e pressdo iniciais — neste trabalho utilizou-se

campos nulos. Com isso, a cada iteragdo ¢ resolvido o seguinte sistema linear de equagdes:

[(J(U)[A U ]==[R(U)] (4.24)

onde [J(Ug)] é definido por:

u+G (4.25)

[AUKH]:[UKH]_[UK] (426)

Assim, o algoritmo de solugao pode ser descrito como:

I. Estima-se o vetor [UK:O] e define-se o critério de convergéncia bem como o niumero
de iteracdes para a atualizacdo da matriz jacobiana;

II. Resolve-se o vetor incremental [AU,,,] dado pela Eq.(4.19);

I1. Calcula-se o vetor [Ug,,] pela Eq.(4.21);

IV. Se o residuo |R(UK +1)|oo<1077 a solucdo ¢ armazenada e o algoritmo finalizado,

caso contrario, faz-se k=k+1 e retorna-se ao passo II.

4.5 O elemento bilinear quadrilateral

O elemento quadrangular bilinear, denominado pelo simbolo Q1, ¢ atribuido, segundo

Hughes (1986), a Taig (1961). O dominio elementar global de um elemento quadrilatero Q1 ¢é
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definido pela localizagdo de seus quatro pontos nodais de coordenadas globais x,° ,a=1,...4

no plano R* . Assume-se que os pontos nodais sejam numerados localmente no sentido anti-
horario, como ilustra a Fig. (4.1). Através de uma transformagao linear, relaciona-se o elemento
global, cujas coordenadas de um ponto sao x= {xi, x>}, com o elemento do ponto de vista local,
um quadrilatero bi-unitdrio. O dominio do quadrilatero bi-unitidrio ¢ denominado dominio

aparente e ¢ representado pelas coordenadas locais

E=[E. | (4.27)

onde £ e m sdo as chamadas coordenadas naturais e —1<E,m<1 . Mapeando em Q°

segundo as transformacdes

M-

N,(E.,n)x],
‘ (4.28)

N(,l (E ) T])x;ﬂ

xl(E,n):

a

Il
M»

xz(%ﬂ])

1

a

N X1
-~ JE
=y

Figura 4.1 — Dominio aparente do elemento quadrilatero bi-unitario e ordenagdo nodal local.

Estas expressdes podem ser escritas vetorialmente como
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x(E)=2 N, (E)x; (4.29)

As fungdes de interpolagdo locais N, podem ser obtidas assumindo-se, inicialmente, as

expressoes

x(E,m)=0+ o, E+a,n+a,En

Xz(%ﬂ):ﬁﬁﬁlE+[3m+[33§n (4.30)

onde a e B sdo pardmetros a serem determinados. Supondo que as equacdes acima satisfacam as

condi¢gdes do mapeamento

xl(%a’na):'xlea (4 31)

onde M, e &, sdo definidos na Tabela 4.1 abaixo.

Tabela 4.1 — Coordenadas nodais no espago &

a &, N,
1 -1 -1
2 1 -1
3 1 1
4 -1 1

Com isso, pode-se montar um sistema de equacdes para determinar os parametros o ¢ 3,

coOmo seguce

xul (1 =1 =1 1|ey,

SN IS IS B B 1 432)
I N T R B (P :
< I -1 1 =1,
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Xl (1 -1 =1 1]|By
X (11 -1 —1||p,
o1~ 433
w1 1, (4.33)
I P R A1
Xy 3

Resolvendo-se estes sistemas de equagdes, Eq. (4.27) e Eq. (4.28), obtém-se a equagdo da

funcio de interpolagio bi-linear local, N,(E)

N(8)=N, (g n)=¢(1+5,8)(1+n,n) (434)

onde os valores de M, e &, sdo dados na Tab 4.1 e visualizados na Fig. (4.2) .

Figura 4.2 — Fungdes de forma local (&,) e global (V) do elemento quadrilatero bi-unitario Q1.

Observagdes:

1. Esta forma ¢ igual ao produto das funcdes de interpolacdo lineares
unidimensionais nas dire¢des & e 1, o que caracteriza o elemento quadrangular bi-linear Q1,

como um elemento Lagrangeano de baixa ordem.
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2. Elemento quadrangular bi-linear ¢ um elemento isoparamétrico, isto ¢, as fungdes

de interpolagcdo que definem o mapeamento global definido pela Eq. (4.29) sdo as mesmas
funcdes de interpolacdo utilizadas na aproximagdo das variaveis primais da formulacdo GLS

definida pelas Eqs. (4.14)-(4.17).

3. A importancia dos elementos isoparamétricos ¢ que, para estes elementos, as
condi¢des basicas de convergéncia do método de elementos finitos sdo virtualmente satisfeitas
[Hughes, 1986], garantindo, desse modo, que a solu¢do aproximada da formulagdo GLS definida
pelas Egs. (4.14)-(4.17) ira convergir para a solu¢ao exata do problema forte definido pela Eq.
(4.6), quando o comprimento de malha /4 tender para zero. Além disso, do ponto de vista
computacional, os elementos isoparamétricos sdo de implementacdo relativamente simples e

concisa.

4.6  Integracio numérica: quadratura Gaussiana

Seja f:Q°cR"™—R uma dada fungdo suave e integravel. Pretende-se calcular

J r(x)aa (4.35)

Q°

para fins de constru¢do das matrizes de elementos. Utilizando a férmula para mudanca de
variaveis, pode-se transformar a integral sobre o dominio global do elemento para uma integral

local, definida no intervalo de -1 a 1. Para o caso bidimensional tem-se

[ fxxdd@=[ [ £lx(Em)m(e ) (5 ndedn (436)

Q° -1 -1

lembrando que j=det(0x/0E) , é o determinante da matriz Jacobiana.

Considerando o caso unidimensional, teria-se:

J g(g)as (4.37)
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Este caso pode ser calculado aproximadamente com o auxilio da seguinte formula de

integracao numérica

1

fg(&)d&ﬁg<é,)W,+R~§g<é,>W, (4.38)

-1

onde 7, é o nimero de pontos de integracdo, £, é a coordenada do [-ésimo ponto de
integragdo W, é o “peso” do [-ésimo ponto de integragio.

Extrapolando este resultado para o caso bidimensional ter-se-ia

11 n‘,,:“

[ elemdedn~2 3 o(&Lad)wilw? (4.39)

—1-1 1M=1 1P=1

4.6.1 Regra geral da quadratura Gaussiana

A regra geral da quadratura Gaussiana ¢ definida como segue

w,= - 2 I<i<n,,
1-g) (P (§))
[( El )( n““(gl)) ] (440)
R 22n,m+l(nim!)4 (2n )(E)
= g it
(2 nint+ 1 ) (2nint!)3
onde &, ¢ o [-ésimo zero do polindmio de Legendre P nm,(E) , P', denota a derivada de

P, (E) e ¢?™)(g) ¢ a derivada de ordem 2nmy da fungdo g(E) . O polindmio de

Legendre ¢ definido por:

1 d”mt ) "
el (SR Vi 4.41
2”|m n d % Min <§ ) ( )

P, (8)=

int*

Considerando o caso bidimensional, com dois pontos de integracdo em cada direcdo, o

polindmio de Legendre sera
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1

:10080<3§ -1

P,(g) (4.42)

o qual possui como raizes os valores —1/V3 e 1/4/3 , que também sdo as coordenadas dos
pontos de integragao € e &, respectivamente.
Consequentemente os pontos de integragdo terdo pesos iguais, ou seja, W =W ,=1

4.7 Derivadas das fung¢odes de interpolacao

Para construir a matriz de rigidez do elemento ¢é necessario calcular explicitamente as
derivadas das funcgdes de interpolagdo. Tomando-se o caso bidimensional, ou seja, n, = 2, as
derivadas de N, com respeito a x; € x, podem ser encontradas aplicando-se a regra da cadeia,

entao

dN,_dN,dg  dN,dn

dx, dE dx, dn dx, 443
dNa_dN[,d§+dNad11 (4.43)
dx, dE dx, dn dx,
As equagdes acima podem ser representadas na forma matricial, ou seja,
ds dg
dN, dN,| |dN, dN,| dx, dx,
dx, dx,| |dE dn|ldn dn (4.44)
dx, dx,

As derivadas dN ,/dE e dN ,/dn podem ser calculadas explicitamente. Contudo, os
termos da matriz da direita ndo podem ser calculados diretamente pelo fato de se ter uma
equagao explicita do tipo %ZE(xl,xz) € n:n(xl,xz) . Por outro lado, tem-se a relacdo

inversa
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xl(E,n)=2Nu(§,11)XTa

XZ(EJY]):ZNLJ(E’T])'X;LI
a=1

Com estas relagdes pode-se calcular a seguinte matriz

dx,
dx|_ | dg
dg| |dx,

dg

na qual os componentes sao
dx, & dN, ,
—IZZ xla
dE a=1 d%
dx, < dN &
—ZZZ axza
dg = dg

d x,
dn
dx,
dm

ax, _
a’n_
dx,

dn

(4.45)
(4.46)

i dNa xe

T

o d}? (4.47)

2.

a=1

%xza

A matriz da Eq. (4.41) ¢ a inversa da matriz que deseja-se calcular na Eq. (4.39), isto €,

dz ds d d,
dx, dx,| [dx]|' 1| dn dn
dn dn| [a8] G| @ a A
dx, dx, dg dg
onde
. dx | dx,dx, dx, dx,
:dt—:————— B
I g T dgdn dndg (4.49)

Todas as relagdes anteriores sdo tipicamente calculadas através de sub-rotinas para as

funcdes de interpolagdo. Um método para calculo destas fungdes de interpolagdo estd descrito

abaixo.
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Para um determinado grupo de elementos calcular os pesos e as coordenadas dos pontos

de integracdo, as fungoes de interpolagdo, e as derivadas locais, ou seja:

Paral=1,...,n,,
Determine : W ,,§,, 7,
Paraa=1,...,n

Calcule: N N (4.50)
iy ~ Na(gyﬁ) Na(%:ﬁ)
Na('%l’nl)’ dié l 4 d;] l

Dadas as coordenadas dos elementos ( x7,, x5,0ondel<e<n,, ), calcular as derivadas

globais das fungoes de interpolacdo e os determinantes Jacobianos:

Paral=1,....n,,
Calcular

dxl(él’ﬁl):i dNa(gz’ﬁ) e
dg o dE
dxl(gl’ﬁl) nz: dNa(E-’l’ﬁl)xe

dn a1 dn
dxz(gl’ ﬁz):i’: dNa(EJl’ﬁl> <
dg - dg 2

dxy () < dN,(E,7) .
- 4.51
dn ; dn Y24 (4.51)
(g ﬁ ):d)ﬁ(%l’ﬁ/) dxz(E/: ﬁ/)_dxl(E/,ﬁl) dxz(%p ﬁl)
ARSYEL e an an iz
Paraa=1,...,n,,
Calcular:
dNa(El’ﬁl): dNa(El’ﬁl) de(El’ﬁl>_dNa(§1’ﬁz) dxz(%z’ﬁz) /](E~ ﬁ)
x, ds dn dn dE » M

dNa<é[’ﬁl):_{dNa(él’ﬁ[) dxl(él’ﬁ[)_dNa(E:l’ﬁl) dxl(él’ﬁl) /](é i)

dx, dg dn dn dg




5 SOLUCOES COMPLETAS DA EQUACAO DE MOVIMENTO »
Neste capitulo serdo apresentadas algumas solucdes analiticas para escoamentos
simples de fluidos viscoplasticos através de um canal planar e também de um duto
axissimétrico. O objetivo deste capitulo ¢ apresentar solugdes analiticas quem permitam uma
comparacao com resultados numéricos. Esta comparagdo permite a validacdo do cddigo
computacional empregado nesta dissertacao.
A equacdo de conservacdo de quantidade de movimento para regime permanente

possui a forma

p(Vu)u+V p—dive+£f=0 (5.1

onde p ¢ a massa especifica, u € o vetor velocidades, p ¢ a pressdo, T ¢ o tensor das tensdes
desviador e f ¢ o vetor das forcas de corpo por unidade de massa. Esta equacdo, quando
expressa apenas na direcdo x; (pois trata-se um escoamento totalmente desenvolvido),
assumindo que ndo haja forcas de corpo agindo no sistema,em regime permanente ¢ em duas

dimensoes, se torna

ou Ju
0 u]_1+u2_1 :_0p +8T11+6T12 (52)
ox, dx, ox, Ox, O0x,
X, r
x: Bl cp=s z T
7 777 (a) “(b)

Figura 5.1 — Representagdo do dominio; (a) canal plano e (b) canal axissimétrico

Para um escoamento interno laminar, entre placas planas, e totalmente desenvolvido, a

Eq. 5.2 pode ser simplificada na forma
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arn:a_p
ox, O0x,

(5.3)

Ja para escoamentos que acontecem no interior de um duto circular, a equacao de
conservagdo de quantidade de movimento ¢ melhor expressa em coordenadas cilindricas.
Assumindo um escoamento em regime permanente e que nao existam forcas de corpo agindo

no sistema, esta equacao possui a forma

du, u Ou ou op 10(rt,,) 107, Ot
Z+_6 Z+ Z — +_ rz +_ Z+ YA 5.4
P\ 7 98 TNy oz r Or r 080 gz (54)

Mantendo as mesmas caracteristicas do escoamento que para o caso de um canal
plano, ou seja, escoamento laminar e totalmente desenvolvido, a equa¢do do movimento se

reduz a

1a(rTrz)_ap

- 2 _COP 5.5
r or 0z (5:3)
Resolvendo-se a esta equagdo para o perfil de tensdes de cisalhamento obtemos
rl{opl, €
== == 5.6
Tra 2\0z| r (3.6)

Contudo, para escoamentos reais — fisicamente possiveis — a tensdo T,, deve ser

finita quando =0 , e isto s é possivel se ¢, =0 . Entdo, atensdo T,, se torna

op

_r
rrz—z P (5.7)

5.1 Solucoes para fluidos newtonianos

A solugdo para escoamento de fluido newtoniano ja é extensivamente conhecida para

estes tipos de escoamentos. Desta forma a dedugdo matemdtica para este caso nao sera
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apresentada. Contudo, o perfil de velocidades para o escoamento de fluido newtoniano através

de um canal planar ¢ dado por

xi—HTz) (5.8)

onde Y“ representa a viscosidade.

Para o duto circular o perfil de velocidades obedece a equagao abaixo

1

rm (r*~R’) (5.9)

u,(r)=p{ 22

5.2 Solucdes para fluidos power — law

Para fluidos que apresentam comportamento pseudoplastico o modelo mais simples ¢
o de Ostwald-de-Waele, também conhecido como modelo power-law. Para este modelo, a
equacdo material, em coordenadas cartesianas e para escoamento totalmente desenvolvido,

toma a forma

n

du,
dx,

1,=K (5.10)

Fazendo-se uso da condi¢do de simetria, T,,=0 quando x, = 0 e resolvendo a

equacao do movimento, tem-se que

0
lezafxz (5.11)
i

Igualando-se as duas equacdes acima, pode-se obter a expressdo para o perfil de

velocidades para esta classe de fluidos, ou seja

10
L .|, (5.12)

fdul:f(fa—xlxz
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Com a equacdo acima e a condi¢do de ndo-deslizamento na parede, a expressdo do

perfil de velocidades ¢

1+n 1+n
e

Da mesma forma ¢ possivel encontrar-se a expressdao do perfil de velocidades de um
escoamento totalmente desenvolvido, permanente e laminar, para um duto circular. O
desenvolvimento segue os mesmos passos do caso de escoamento entre placas planas, porém
as equacdes sdo expressas em coordenadas cilindricas.

A equacdo constitutiva toma a forma

— || (5.14)
T,,= o .
e a expressao a ser resolvida ¢
r Op .

Apos resolvida a expressao acima, fazendo-se uso da condi¢cao de nao-deslizamento na

parede, ou seja u,(R)=0 ,tem-se o perfil de velocidades abaixo

l+n 1+n

(5.16)

5.3  Solucdes para fluidos de Bingham

A equagdo constitutiva para o modelo de Bingham, em coordenadas cartesianas
retangulares, em duas dimensdes, para um escoamento totalmente desenvolvido num canal

plano, é
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du,

dx,

T,=T+K (5.17)

onde To ¢ a tensdo limite de escoamento ¢ K ¢ o indice de consisténcia do fluido

quando este inicia seu escoamento, ou seja, T2~ To

O perfil de tensdes ¢ obtido resolvendo-se a Eq. 5.3, porém a condi¢do de contorno

para esse modelo seria que a tensdo cisalhante na linha de simetria do canal ¢ igual a tensdo
limite de escoamento, ou seja T,=0 quando x,=0 . Com isso, o perfil de tensdes

cisalhantes ¢ dado por

Tp=7 "% (5.18)

A expressao para o perfil de velocidades num canal plano pode ser obtida resolvendo-
se a seguinte equacao, que ¢ obtida igualando-se as equagdes constitutiva e de conservacao da

quantidade de movimento

_(|Lop,  _To
fdul_f(Kaxlxz rdls (5.19)

Entdo, resolvendo a equagdo acima, tem-se

1 Op » T
= — 4 —_— —+
u,(x,) 2K ox, X, x,+C, (5.20)

Pela condi¢do de ndo deslizamento na parede, Uu,(H/2)=0 | consegue-se obter a

expressdo para a constante de integracdo C; , como segue

T
0
C,=—

< (5.21)

H| 1 dp
2

H 2
2K dx, ?)

Com isso, a expressao para o perfil de velocidades ¢é
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1 Op

2
» H
P2 )y
2K ox, |2

4

2 sy
2 2

I (5.22)

u, (xz):

Este mesmo desenvolvimento pode ser realizado em coordenadas cilindricas, afim de
obter-se o comportamento da velocidade em dutos circulares. A equagdo constitutiva do

modelo de Bingham para este caso ¢

du,
'ErZ:TO'i‘K? (523)

Comparando-se a equagao acima com a equagao do movimento, obtém-se

: rop
To dr 20z (5.24)
A equacdo integral a ser resolvida ¢
op To
du=[--¢CP_"0\ 4
[ du, f(zmz 2| dr (5.25)

que, como solugdo apresenta

2
r-op TI'T
- Ty ____ Y +C 526
Y4k oz K (5:26)
onde C, ¢ uma constante de integracdo que pode ser obtida aplicando-se a condigdo de

contorno  U,(R)=0 , com isso

_Rvy, R op

— 5.27
* K 4K 0z (5.27)

Portanto o perfil de velocidades ¢ descrito pela equacao
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Ry, R op

2
r-op T

+— - 5.28

K 4K 0z ( )

4K 0z K

u.=

z

Vale salientar que as equagdes do perfil de velocidade, tanto no canal plano como no
duto axissimétrico, ¢ valido apenas para as regides do escoamento em que a tensao cisalhante
no fluido ¢ superior a tensdo limite de escoamento. Sabendo que neste ponto, onde a tensao
excede a tensdo limite de escoamento, a derivada da velocidade ¢ nula, pode-se obter a

expressdo para o calculo deste ponto. Assim tem-se que

op |\
=T, —
X, =T, ox) (5.29)
para escoamento entre placas planas, e
-1
r=2+,| 22 (5.30)
z
para escoamentos em duto axissimétrico.
Em resumo, tem-se
1 0 H| W[|H op|’
I,ll(Xz)—ﬁ@—xpl Xi—T ?0 7—|x2| SC ‘XZ‘ZTO a—)fl
. (531)
P 2K \ox, | 4 A 0%0x,
para escoamentos em canal planar, e
Rt 2 2 rT -
w(r)=| 0 R Op|, r Op se r>27,| 22
K 4K o0z| 4K oz K 0z (5.32)
Rt, R*0p To|lop™! ap|”! .
— e AL (o o se r<2T,| =t
“TTK 4K 0z Koz AP

para escoamentos em duto axissimétrico.
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5.4  Solucdes para fluidos de Herschel — Bulkley

Outro modelo de viscoplasticidade bastante estudado ¢ o de Herschel-Bulkley. Para
este modelo a equagdo constitutiva ¢ semelhante a equagdo de Bingham, porém apresenta um
parametro reoldgico a mais, o indice de power-law n. Desta forma, para escoamento em canal
plano, em regime permanente, o modelo classico de Herschel-Bulkley pode ser representado

pela equagdo

n

du,
dx,

T12:TO+K (533)

Para este modelo também tem-se a condi¢do de que T,,=0 na linha de simetria do

escoamento, portanto

_O0p
ox,

T

X, (5.34)

Igualando-se as Eqgs. (5.33) e (5.34), pode-se obter a equagdo integral para a

velocidade, como segue

1
"dx, (5.35)

1 0 T
-

toma-se o valor absoluto de x, pelo fato de o escoamento ser simétrico em relag@o a linha de
simetria horizontal, em x,=0 .

Resolvendo-se esta equagdo tem-se

l+n

e (5.36)

-1

n

1 op
1+n

Ty
K Ox,

K

op

0x,

ul(x2): ‘xz‘_

Fazendo-se uso da condi¢do de ndo-deslizamento na parede, ¢ possivel encontrar-se a

constante Cs , ou seja
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_ l+n
___n glop)|Lop H _Tof,
s l+n (0x,] \K0ox, 2 K (5:37)
Assim, o perfil de velocidades ¢
_ l+n l+n
_n glop)|[Lop) %)W _[Lop H_ T,
w(xo) l+n |0x, (K@xl‘xz‘ K (K8x12 K (5.38)

Um desenvolvimento matematico semelhante pode ser realizado para encontrar-se o
perfil de velocidades em coordenadas cilindricas. Nesta situacdo, a equacdo integral a ser

resolvida é

1
" dr (5.39)

1 Op T

du=[1——-9P,_2°

Jdu=] (2 Koz K

Esta expressao apresenta como resultado a equacao do perfil de velocidades abaixo

-1

n

nl[1ap, T
1+n |\ 2K 0z K 2K 0z K

1+n
! 4
52 ] (5.40)

uz(r)=2]((a—p

1+n
n_FLégR_E

As equagoes anteriores descrevem o perfil de velocidade para a regido em que o fluido
ultrapassa a tensao limite de escoamento. E na regido de p/ug-flow o fluido apresenta perfil de
velocidade constante e igual a velocidade maxima (quando a variacdo da velocidade em
relagdo ao raio ¢ nula). Ou seja, os pontos em que ocorrem as velocidades maximas sao os
mesmos que para fluidos de Bingham, tanto para escoamentos entre placas planas como em

escoamentos em canais axissimétricos. Portanto, para os perfis de velocidades tem-se:

_n o fop\|[Lap | [Lop H_T | > [or)
wlel =T K o | || K ow K) Kox 2 K RS R
N (5.41)
_n_gflop\|[t_Lop HT Al
u1—1+n axl K Kaxl B S€ X, <T, 8)(:]

para escoamento entre placas planas, e



-1

Hxlop| n || 1L op
uZ(r)_zK(éz 1+n|\2K 0z "
_oxlop| n|[n_ 1 op
uz_zK( z) 1+n|\K 2K 0z

para escoamentos em duto circular.

1+n
R) n l

| (1 ap
K 2K 0z

1+n
_Tol
K

—

se r=21,

se r<2Tt,

42
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6 RESULTADOS NUMERICOS

O problema proposto para andlise consiste em um escoamento interno em duto
axissimétrico com uma expansao seguida de uma contragdo. O dominio do problema esta
representado na Fig. (6.1) abaixo. A razdo entre o raio R, do duto intermediério e o raio R, do
duto principal ¢ igual a 6,3 que ¢ a mesma razdo do artigo de Souza Mendes et al de 2007,
razdo esta que foi escolhida para fins de comparacdo de resultados. Ja a razdo entre o
comprimento L, do duto intermediario e seu raio ¢ igual a 1 bem como a razdo entre o
comprimento L; do duto menor e seu raio ¢ 16,85, totalizando um comprimento do duto de 40
unidades. Assume-se como condi¢do de contorno que as paredes sdo impermeaveis € nao ha
deslizamento do fluido nas mesmas, na entrada e na saida do duto o perfil de velocidades ¢

totalmente desenvolvido e existe simetria do escoamento em torno do eixo axial, ou seja

du
ur:() Z:O
© dr

'////////////////////////////////

%
.
g

Figura 6.1 — Descricao da geometria do problema.

6.1  Validacio do codigo computacional

Afim de validar a implementagdo computacional da formula¢do GLS, a Fig. (6.2)
abaixo apresenta as comparacoes entre as solucdes analiticas e as obtidas através do codigo
computacional para os perfis transversais de velocidade, em uma regido totalmente
desenvolvida (z" = -10 — onde z* ¢ a coordenada na dire¢do axial adimensionalizada pelo raio

do duto menor R,) a montante da expansao do duto.



44

1 " T — T \_ T = ] 1 ‘
E:Oi- aﬂa%iFlfﬁ 4 — sol. analitica | |
* PRl DRREELER 7 % sol. numérica ]
0.8 = 0.8 - —
0.6 | . 0.6 L ]
‘M 1 " ]
0.4 — 0.4 - ]
0.2 - 0.2 L ]
0 1 1 1 L L il 0 L T N PR I 1 ]
0 1 2 3 4 0 0.05 0.1 0.15 0.2
o (a) u (b)
1 r T I —— T ] 1
L So0l. analitica || + H
- x Sol. numérica B r 1
0.8 |- or H
0.8 —
0.6 |- — 0.6 L B
1L| i i ‘M i ]
0.4 | — 0.4 -
r ] i HE=10.0 ]
0.2 | E 0.2 - * ]
- - [ = i
L B L % ]
r | | 0 v v by e v e ey by g
(4] 1 Il v

"o 0 10 2-107 3-107° 4-107° 5-107° &-107°

(o) (d)
Figura 6.2 — Comparagdo entre as solugdes analiticas e numéricas do perfil de velocidades
axial para os modelos de: (a) Bingham, Bn=0,5 (U*=2); (b) Bingham, Bn=10 (U*=0,1);
(c) Herschel-Bulkley, HB=0,5 (U*=5,6568); (d) Herschel-Bulkley, HB=10 (U*=0,003623).
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De acordo com a Fig. (6.2), a influéncia da intensidade de escoamento U nos perfis
de velocidade em escoamentos de fluidos viscoplasticos é bastante clara; quanto menor U,
mais planos se tornam os perfis, aumentando as regides ndo escoadas em torno da linha de
simetria do duto e tornando a camada limite menos espessa proximas a parede. Nestas figuras
tal comportamento ¢ confirmado para escoamentos de Bingham e Herschel-Bulkley,
respectivamente. Para valores de U" baixos, os perfis de velocidade apresentam uma regido
significativa de derivadas zero em torno da linha de simetria — indicando uma regido onde o
fluido se comporta como um corpo rigido, também chamado de plug-flow — enquanto que,
proximo a parede, nas regides de altas derivadas apresenta as regides deformadas do
escoamento. Além disso, esses resultados, mesmo que obtidos em regides desenvolvidas do
escoamento, sdo utilizados para validar a rotina de elementos finitos empregada neste

trabalho, uma vez que apresentam uma boa concordancia com as solu¢des analiticas, tanto
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para o caso de um fluido de Bingham como para um fluido de Herschel-Bulkley, com um erro

médio de aproximadamente 0,4%.

6.2 Teste de independéncia de malha

Para se obter resultados numéricos que independam da malha utilizada para discretizar
o dominio do problema, fez-se um teste de independéncia de malha. Foram estudadas quatro
malhas com gradativo refinamento. A malha M1, com menor refinamento, possui 2200
elementos e as demais sdo M2 com 5200, M3 com 10500 e M4 com 18000 elementos, as

quais podem ser observadas na Fig. (6.3) abaixo.

" (d)
Figura 6.3 — discretizagdes do dominio para o teste de independéncia de malha: (a) malha

M1; (b) malha M2; (c) malha M3 e (d) malha M4.



46
A malha M1 ¢ totalmente uniforme, j4 a malha M2 ¢ uniforme, porém com duas zonas

distintas, ou seja, apresente um maior refinamento no duto maior, na expansao-contragdo. A
malha M4 também ¢ totalmente uniforme e a malha M3 ¢ uniforme apenas no duto maior,

apresentando ndo uniformidade nos elementos do duto menor.

1-2 T T T T | T T T T | T T T T T T T T T T T T | T T T T
r —&— 2200 elements B
1 | —— 3200 elements —
r —&— 10500 elements B
L —— 18000 elements |
0.8 —
. L |
g 0.6 —
0.4 —
0.2 —
0 i AN B
0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

r (a)

6 —e— 2200 elements
—8— 5200 elements
5 —&— 10500 elements
—— 18000 elements

]
-
=
[
(=T
e

0
]
o |
- [
#O0 |
[ =
b
ta L
b
=%
b
=21

T
(b)
Figura 6.4 — Comparacao dos perfis de tensdes para as quatro malhas, em duas posi¢des do

dominio: (a)emz'=-10 ¢ (b) em z = 0.
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Para o teste foram realizadas simulagdes para um fluido SMD com T,=1Pa

K=1Pa-s" , n=04 ¢ J=18000 . Compararam-se os perfis do modulo da tensdo,
obtidos com cada malha, em dois locais de interesse: (i) na regido desenvolvida a montante
da expansdo-contragdo, na coordenada z* = -10 ¢ (ii) no centro do duto maior, ou seja, em
z=0.

Pela andlise dos graficos da Fig. (6.4) nota-se que as solugdes para a malha Ml
diferem bastante das demais, principalmente nos pontos extremos — na linha de simetria e na
parede do dominio. Nestes pontos, onde o erro tende a ser maior, compararam-se as solugdes
entre as malhas sucessivas e constatou-se que na posi¢do z = -10 o maior erro relativo entre as
malhas M1 e M2 ¢ de 10,13%, entre as malhas M2 e M3 ¢é de 5,97% e entre as malhas M3 e
M4 este erro é de 0,02%. Ja na posi¢do z'= 0, estes erros sdo, respectivamente, iguais a
512,18%, 18,12% e, entre as malhas mais refinadas, 1,95%. Sendo assim,considera-se que a
malha M3, de 10500 elementos do tipo Q1, retorna solugdes que independem da discretizagao
do dominio e serd a malha utilizada para todas as simulagdes seguintes.

O grafico da Fig. (6.5) abaixo apresenta a comparacao entre as localizacdes em que
ocorre a transi¢do das zonas ndo escoantes para as zonas rigidas no duto maior, entre a
expansao-contracdo. Esta comparacdo ¢ feita com o trabalho de Souza Mendes et al. (2007)
que também estudou este tipo de escoamento e obteve resultados numéricos através do
algoritmo SIMPLE. O escoamento consiste de um fluido com indice de power-law igual a 0,4
e namero de salto igual a 18000. A intensidade de escoamento U imposta ao fluido é igual a
2,5, considerando o escoamento sem inércia. Pode-se observar que esta comparagdo apresenta
uma topologia bastante semelhante, apesar de ocorrer uma pequena diferenca nos valores
obtidos em ambos os trabalhos. Contudo, pode-se considerar que os resultados sejam

semelhantes, pois a topologia ¢ praticamente a mesma para ambos os trabalhos.
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Figura 6.5 — comparacao entre as superficies de ocorréncia das zonas rigidas encontradas

neste trabalho e no trabalho de Souza Mendes ef al. de 2007.
6.3 Analise de sensibilidade

Simulagdes numéricas foram realizadas para investigar a influéncia da inércia, das
tensdes de escoamento e os efeitos pseudoplasticos em escoamentos viscoplasticos. Este
estudo ¢ realizado variando-se o numero de Reynolds reolégico Re,, de 0,5 até 25, a
intensidade de escoamento U, de 0,5 a 10,0, o nimero de salto J, de 10? a 10%, e o coeficiente
power-law n de 0,2 até 1,0. Do ponto de vista numérico, escoamentos submetidos a altos
valores de Re, e U" apresentam maiores dificuldades para a convergéncia e, portanto, um
procedimento de continuagdo de ordem zero sobre estes pardmetros ¢ implementado no
método numérico. Utilizando campos de escoamento Newtoniano para pressao e velocidade
como estimativas de solugdo para iniciar o0 método de iteracdes de quasi-Newton, as quais
serdo executadas até que um critério de convergéncia seja satisfeito, ou seja, a magnitude do
residuo das equagdes discretas associadas a formulagdo GLS seja menor que 107. Vale a
pena ressaltar que escoamentos submetidos a valores de J muito altos reforcam a necessidade

do procedimento de continuacao.
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Pela andlise do grafico da Fig. (6.6) abaixo, percebe-se que as velocidades se tornam

despreziveis — menores que 10" — a partir de um valor da tensdo cisalhante ligeiramente
superior a tensdo limite de escoamento. Este fato foi observado por de Souza Mendes et al
(2007), quando comparou dados experimentais a simulagcdes numéricas de escoamentos de
fluidos viscoplasticos, ou seja, as simulagdes numéricas se aproximavam do comportamento
real do escoamento quando se considerou o critério para determinagdo das zonas rigidas um
valor ligeiramente superior ao valor da tensdo limite de escoamento. Portanto, sera
considerado como critério para determinagdo das zonas rigidas, tanto para escoamentos sem
efeitos de inércias como para os escoamentos em que estes efeitos estdo presentes, um valor
ligeiramente superior a tensdo limite de escoamento, ou seja, para que o fluido comece

realmente a escoar, a tensdo cisalhante adimensional devera ser maior que 1.102.

1
10 _| LI I LI T I T LI I T 1T T T | T LI | LI T 3
I — RAxial wvelocity -
100 ===  STTYess -
—H 2
10! |
* "
= | (o
102
10-2 |
— 5| 1.102
I |
10 Lo v v v Lo v v
0 1 2 3 4 5 &

Figura 6.6 — Grafico dos perfis de velocidade e tensdo em fungao do raio do duto maior, para

escoamento com Re, =25, U'=1,0 na posi¢doz'=0
6.3.1 Escoamentos sem inércia
A Fig. (6.7) mostra a influéncia da intensidade de escoamento U" na topologia das

superficies escoadas em escoamentos sem inércia de materiais viscoplasticos com efeito

pseudopléstico. Para um determinado material viscopldstico com numero de Reynolds
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reologico negligencidvel (Re,=0,5), um coeficiente power-law menor que um (n = 0,4), € uma

funcdo viscosidade que apresenta um queda brusca quando o material quebra sua
microestrutura em T~T, (J=10%), a cinematica do escoamento ¢ investigada em uma faixa
relevante (U'=0,5 — 3,0). Tal investigacdo ¢ possivel desde que o aumento da cinematica do
escoamento promovido pelo aumento de U” ndo modifique a inércia e os efeitos viscosos do

material representados pelos valores fixos de Re. € do par (J, n), respectivamente.
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Figura 6.7 — Zonas rigidas para escoamentos sem inércia, Re,=0,5, J=1,8% 10* e n=0,4:

(a)U=0,5; (b)U™=1,0; (c)U=3,0; (d)U=5,0; (e)U=10,0.

Pela analise das figuras nota-se que as trés zonas nao deformadas (regides pretas) do
material — denominadas, (i) o plug-flow em torno da linha de simetria do duto menor, a
montante e a jusante do duto maior, (ii) a regido ndo deformada estagnada dentro do duto
maior e (iii) o plug-flow na linha de simetria e no meio do duto maior — estdo sujeitas a uma
diminuicdo gradativa e monotonica. Devido a maior taxa de deformac¢ao no duto menor, as
regides de plug-flow diminuem mais rapidamente que as demais regides ndo deformadas.
Além disso, devido ao efeito upwind insignificante derivado do pequeno valor de Re, e nivel
de elasticidade nulo dos fluidos GNL, juntamente com a imposic¢ao de perfis de velocidade na
entrada e saida do duto, todas as regides ndo deformadas sdo simétricas em relagdo ao plano
z =0, para todos os valores de U™ considerados. A Fig. 6.7(b) apresenta uma pequena ilha de
regido ndo deformada préxima 4 expansdo e também proxima a contra¢do. Pode-se atribuir

este fato a erros numéricos pois todas as outras situacdes ndo demonstram tais regioes.
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Figura 6.8 — Zonas rigidas para escoamentos sem inércia, Re,=0,5, U=0,50, e n=0,4:

(a)J=10% (b) J=10* ¢ (c) J=10°

Na Fig. (6.8) vaira-se J de 10? a 10° a fim de se investigar a influéncia deste parametro
na morfologia das zonas rigidas. O comportamento monotonicamente decrescente
demonstrado nestas figuras pode ser previsto pelas curvas de escoamento ilustrada na Fig.

(6.9), isto ¢, o aumento de J proporciona mais regides do material sujeitas a baixas taxas de
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deformacdo que alcangam a tensdo limite de escoamento T~T, . A varia¢do do parametro

reologico J produz um efeito interessante na morfologia das regides ndo deformadas do
escoamento; os plug-flows no duto menor e na regido estagnada no centro do duto maior
reduzem visivelmente, principalmente na variagio de J = 10*> para J = 10*. Esta reduc¢io ¢

bem menor para a variagdo de J = 10* para J= 10°.
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Figura 6.9 — Curva de escoamento para fluidos SMD.
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Figura 6.10 — Zonas rigidas para escoamentos sem inércia, Re,=0,5, U'=0,50, J=1,8x10"

(a) n=0,2; (b) n=0,4; (c¢) n=0,6; (d) n=0,8 e (e) n=1,0

Por outro lado, a Fig (6.10) avalia os efeitos viscosos associados a pseudoplasticidade
da viscosidade através da variacdo do coeficiente power-law n (0,2 até 1,0), para escoamentos
sem inércia (Re,=0,5) de materiais viscoplasticos ( J=1,8x10" ), sujeitos a mesma
condi¢do cinematica do caso anterior (U=0,50). Como pode ser observado nas figuras, a
diminui¢cdo do coeficiente power-law permite que mais regides do material escoem,
diminuindo, assim, os plug-flows no duto menor como também as regides nao deformadas do

duto maior. Em resumo, o aumento de n faz com que mais regides do escoamento apresentem
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niveis de tensdo abaixo de T, e, portanto, aumentando as regides ndo deformadas em ambos

0s canais.
Para o estudo da perda de carga em escoamentos de fluidos viscoplasticos ¢

interessante adimensionalizar esta queda de pressdo. Uma adimensionalizagdo interessante

obedece a equacdo abaixo:

Ap =—2P
P p(Y1R1>2 (6.1

onde Ap=p,—p. ¢ a diferenca entre a pressdo que aconteceria se ndo houvesse o duto
maior, em um ponto a jusante da expansdo-contragdo, no duto menor, em uma regido

desenvolvida do escoamento, e a pressao que ocorre neste mesmo ponto considerando a perda

de pressao devido a expansdo-contracao. Estas pressoes estdo ilustradas na Fig. 6.11 abaixo.

Figura 6. 11 — ilustragdo da diferenca de pressoes

De acordo com os graficos demonstrados na Fig. (6.12), pode-se concluir que o
pardmetro reoldgico J, tem uma influéncia menos intensa quando comparado com os outros
parametros analisados. Além disso, percebe-se que a perda de carga adimensional se torna
mais negativa a medida que o nimero de salto J aumenta. Na Fig. (6.12 — (b)), nota-se que o
indice power-law influencia mais intensamente o calculo da perda de carga. De maneira
semelhante ao parametro J, o indice power-law também faz com que a perda de carga se torna

mais negativa a medida que n» aumenta. O comportamento da perda de carga adimensional em
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fungdo da intensidade de escoamento U" estd demonstrado na Fig. (6.12-(c)). Nesta situa¢o,o

aumento de U" também faz com que a perda de carga adimensional se torne cada vez mais
negativa, aumentando em modulo, de maneira bastante intensa para valores baixos de U,

tornando-se mais suave para valores de U maiores que 10.
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Figura 6.12 — anélise da perda de carga adimensional devido a influéncias dos parametros: (a)

numero de salto J; (b) indice power-law n e (c) intensidade de escoamento U".
6.3.2 Escoamentos com inércia

A avaliacdo dos efeitos causados pela inércia — efeito up-wind devido ao termo
advectivo da equagdo de conservacdo de quantidade de movimento — na morfologia das
regides deformadas para escoamentos de fluidos viscoplasticos ¢ feita através da variacdo dos
parametros, tanto cinematicos — U™ — como reoldgicos — n € Re,.

Na primeira situa¢do, onde ¢ feita a variacdo da intensidade de escoamento U” (de
0,25 a 1,50), pode-se observar, na Fig. (6.13) abaixo primeiramente a total quebra de simetria
em relagdo ao eixo vertical, em z= 0. Ou seja, as regides nio deformadas sdo carreadas a
jusante no duto menor, onde estas praticamente desaparecem quando a intensidade de
escoamento atinge o valor de 1,50. Percebe-se que a ilha, regido de plug-flow na linha de
simetria axial (+'=0) e entre as paredes do duto maior, também ¢ carreada a jusante ¢ diminui
bastante até quase sumir, para U=1,50. J4 a regido de estagna¢do no duto maior, perdem
totalmente a caracteristica de simetria e, além disso, a quantidade de fluido estagnado
aumenta, pois quanto maior o efeito up-wind, maior sera a tendéncia de o fluido escoar sem
perceber a expansdo abrupta do duto maior. Na Fig. (6.13-(d)) o duto maior apresenta-se

praticamente cheio de fluido estagnado, enquanto que o duto menor esta praticamente livre de

plug-flow.
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Figura 6.13 — Zonas rigidas para escoamento inercial, Re,=25,n=0,4, J=1,8X 10 e:

(a)U'=0,25, (b)U’=0,50, (c)U'=1,00 ¢ (d)U"=1,50
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Figura 6.14 — Zonas rigidas para escoamento inercial, Re,=25, U'=1,0, J=1,8% 10* e:

(a)n=0,4, (b)n=0,6, (c)n=0,8 ¢ (d)n=1,0
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A Fig. (6.14) mostra os efeitos causados na topologia das regides ndo deformadas do

escoamento devido ao indice de power-law n. Quando mantém-se fixa a cinematica do
escoamento, ou seja, U  permanece constante assim como Re,, e ¢ realizada a variagdo do
indice de power-law n somente, a forma topoldgica das regides ndo deformadas possuem um
comportamento inverso ao comportamento observado quando a intensidade de escoamento ¢
estudada. Ou seja, quando o n aumenta, a quantidade de fluido que ndo ¢ deformado também
aumenta. Este aumento das zonas ndo deformadas acontece tanto no duto menor, quanto na
regido de estagnacdo do duto maior. A ilha presente na linha de simetria axial também
aumenta, porém ndo se observa o carreamento desta a jusante, permanecendo assim
praticamente na mesma posi¢do. Este carreamento também nao ¢ observado com as regides de
plug-flow do duto menor. Portanto, o pardmetro reoldgico n nido tem influéncia sobre o efeito
up-wind.

A outra situacdo analisada corresponde a um escoamento com intensidade de
escoamento novamente fixa e também o indice de power-law n constante. E o tnico
parametro a ser variado ¢ o nimero de Reynolds reologico Re,, ou seja, acrescenta-se efeitos
de inércia ao escoamento. Nesta situacdo o escoamento apresenta comportamento semelhante
a0 escoamento sujeito a variagdo de cinematica — ou seja, sujeito a variagdo de U". A medida
que Re, aumenta, a simetria do escoamento desaparece e as regides ndo deformadas no duto
menor diminuem monotonicamente e sdo carreadas a jusante. A ilha de fluido ndo deformado
presente na linha de simetria axial também obedece esta tendéncia, diminui de tamanho e ¢
carreada a jusante do plano z=0. Este comportamento pode ser observado na Fig. (6.15)

abaixo.
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Figura 6.15 — Zonas rigidas para escoamento inercial, n=0,4, U=1,0, J= 1,8 10* e:

(a)Re,=0,5, (b)Re,=5,0, (¢)Re,~10,0 € (d)Re,<25,0

Pode-se definir uma varidvel ¥ como sendo a razdo entre o volume de material ndo
escoante do fluido na parte & montante do eixo z'=0, e dentro da expansido-contragio, e 0
volume total de material ndo escoante dentro de toda expansdo-contracdo. Em termos de

equacao, tem-se:

cp=V— (6.2)
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onde ¥ ¢ o volume de material nio escoado dentro da expansdo-contra¢io e a montante

do eixo z=0,e ¥V, ¢ o volume total de fluido ndo escoado dentro da expansdo-contracio.
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Figura 6.16 — comportamento da variavel ¢ em fungdo da intensidade de escoamento U"

para varios nimeros de Reynolds reoldgicos.

O grafico da Fig. (6.16) permite concluir que o aumento do nimero de Reynolds
reologico faz com que arazdo ¢ também aumente. Ou seja, para uma mesma intensidade de
escoamento U” ha mais regides ndo deformadas a montante do eixo z'=0. Pode-se observar
também que para Re~=0,5 o aumento de U’ ndo tem influencia na razdo ¢ , ou seja, a
topologia das regides ndo deformadas ¢ praticamente simétrica em relagdo ao eixo z=0.
Ainda pode-se notar que quanto maior Re,, maior sera a intensidade com que U influencia na

morfologia das regides ndo deformadas dentro da expansao-contracao.
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(b)

Figura 6.17 — anélise da perda de carga adimensional devido a influéncias dos parametros:

(a) nimero de salto J; (b) indice power-law n e (c) intensidade de escoamento U".

Considerando-se, para o estudo da perda de carga em escoamentos sujeitos aos efeitos

de inércia, a mesma adimensionalizacdo utilizada para escoamentos sem inércia dada pela Eq.

(6.1), tem-se, nas Fig. (6.17), a influéncia dos pardmetros estudados sobre esta perda de carga.

Percebe-se que o nimero de salto J ndo tem grande influéncia na perda de carga, semelhante

ao comportamento observado no escoamento sem efeitos de inércia, porém no escoamento

com efeitos de inércia o aumento do nlimero de salto proporciona um aumento desta perda de

carga. Ja o indice de power-law n, apresenta uma influéncia mais acentuada sobre a perda de

carga adimensional. Ao aumentar-se este indice a perda de carga diminui consideravelmente

de forma praticamente linear, semelhante ao comportamento do escoamento sem efeitos de

inércia. Por outro lado, a intensidade de escoamento U apresenta um comportamento inverso,

ou seja, o aumento deste parametro faz a perda de carga aumentar exponencialmente, como
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pode-se observar no grafico da Fig. (6.17-(c)). Este fato pode parecer estranho em uma

primeira anélise, pois a pressdo em um ponto a jusante da expansao-contragdo, em uma regiao
desenvolvida do escoamento, deveria ser maior, em moddulo, quando ndo houvesse a
expansao-contracdo. Porém, a condi¢cdo de contorno de perfil de velocidade desenvolvido na
saida do duto implica em aumento da pressdo do fluido, quando aumenta-se a cinematica do

escoamento.

-
e

regiao deformada

regiao deformada

N A -
(b)

Figura 6.18 — comparacao das zonas rigidas entre: (a) visualizagao experimental de

escoamento sem inércia de solucao de carbopol 0,09% [Souza Mendes ef al, 2007]

(b) resultado numérico de escoamento com inercia de fluido SMD.

Outro resultado importante que pode-se perceber através da comparagdao entre
resultados experimentais e numéricos que ilustrados na Fig (6.18). A Fig (6.18-(a)) ilustra a
visualizagdo experimental de uma solucdo a 0,09% de carbopol obtida no trabalho de Souza
Mendes et al , 2007. A linha vermelha delimita as regides deformadas e ndo deformadas deste

escoamento, que ¢ considerado sem inércia pelos autores. Ja4 a (6.18-(b)) demonstra a



65
topologia das regides ndo deformadas para escoamento de um fluido viscoplastico sujeito aos

efeitos de inércia.

A diferenca destas duas figuras ¢ bastante clara. Pode-se perceber que no escoamento
observado experimentalmente existe uma concentracdo de fluido ndo escoado a jusante do
eixo z'=0. Este fato é totalmente contrario no escoamento simulado computacionalmente.
Como existe o efeito upwind em escoamentos sujeitos a efeitos de inércia, € coerente o
resultado numérico. Sendo assim o comportamento inverso observado experimentalmente ¢
creditado aos efeitos de elasticidade do fluido. Ou seja, pode-se concluir que os efeitos

elasticos e inerciais sao inversos.
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7 COMENTARIOS FINAIS E PERSPECTIVAS FUTURAS

Neste trabalho foram realizadas simulagdes de escoamentos em regime permanente,
bi-dimensionais, tanto para escoamentos lentos, como para ecoamentos com inércia, atraveés
de uma expansdo seguida de uma contragdo. Com o objetivo de separar os efeitos de inércia e
os efeitos viscosos, uma escala reologica introduzida por de Souza Mendes (2007) para
escoamentos de fluidos ndo newtonianos ¢ utilizada na normalizacdo das equagdes de
governo. Com isso ¢ possivel aumentar a cinematica do escoamento sem alterar os niveis de
inércia e pseudoplasticidade do material. De acordo com esta escala alternativa, a influencia
dos niveis de inércia, de pseudoplasticidade e de tensdo limite na topologia das regides ndo
deformadas sdo avaliadas apenas variando a intensidade de escoamento U", para valores fixos
do nimero de Reynolds reologico Re,, do numero de salto J e do indice de power-law n,
respectivamente.

Para escoamentos lentos (Re, ~ 0) a auséncia de momentum a montante da expansao-
contracdo da origem a regides ndo deformadas totalmente simétricas tanto nos canais menores
como no duto maior, tanto a montante como a jusante da expansdo-contracao. Sobre suas
morfologias, estdo estreitamente relacionadas com o aumento da intensidade de escoamento
U’, para um dado nivel de tensdo limite e de pseudoplasticidade. E sdo mais levemente
afetadas quando aumenta-se os niveis de tensdo limite e de pseudoplasticidade, para uma
condi¢do de cinematica fixa, ou seja, U" constante. A introdu¢io de nivel de inércia ndo nulo
no escoamento (Re, > 0), contudo, muda drasticamente a topologia das regides nao
deformadas. Quando acrescenta-se o efeito upwind através do aumento do numero de
Reynolds reologico, as regides ndo deformadas a jusante da expansao-contragao desaparecem,
ja a jusante estas regides diminuem e dentro do duto maior, entre a expansao € a contracao, as
regides ndo deformadas perdem a simetria e sdo torcidas no sentido anti-horario. Como nota
final, ressalta-se a discrepancia entre a simetria das superficies deformadas de escoamentos
lentos de fluidos SMD aqui obtidos, ¢ a assimetria destes visualizada em experimentos de
algumas suspensodes de polimeros, atestando, portanto, a relevancia de se considerar efeitos
elasticos na morfologia das regides nao deformadas de alguns materiais viscoplasticos reais.

Para dar continuidade ao estudo de escoamentos de fluidos ndo-newtonianos, pode-se
sugerir como perspectivas futuras das simulagdes numéricas ¢ andlises realizadas nesta

dissertacgao:



67
. realizar simulagdes tridimensionais para o escoamento através de uma

expansao-contragdo, a fim investigar os efeitos de extremidades;

. realizar simulagcdes com uma formulagdo multi-campos GLS (T-p-u) para o
escoamento através de uma expansdo seguida de uma contragdo abrupta;

. incluir efeitos de temperatura no escoamento, para estudar seus efeitos sobre a

morfologia das zonas rigidas;
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