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Resumo

Este trabalho aborda o projeto otimizado de transdutores eletro-mecanicos baseados no feno-
meno da piezeletricidade e submetidos a ndo-linearidade geométrica. Para este fim, é proposta
uma formulagdo de equilibrio para descrever o movimento finito de um corpo piezelétrico e a sua
discretizagdo por meio do método dos Elementos Finitos. Problemas de equilibrio com pontos
limites podem ser corretamente simulados com a abordagem de solug@o proposta, pois questdes
como a imposi¢do de comprimento de arco em problemas acoplados sdo discutidas. Diferentes
métodos de controle de arco sdo discutidos e é proposta a consideracdo do método dos Des-
locamentos Generalizados como um tipo de controle de comprimento de arco da familia das
restricdes ortogonais.

A formulagdo de otimizacido proposta consiste na maximizagdo de componentes do vetor
de estado de alguns pontos da estrutura (portas de saida) com restricdo de volume e valores de
algumas posicdes do vetor de estado. A andlise de sensibilidade proposta, baseada na aborda-
gem adjunta, é suficientemente geral para permitir o projeto de atuadores e sensores e permite
a aplicacdo de condic¢des de contorno essenciais nado-homogéneas, como € o caso da diferenca
de potencial. O método das Assintotas Moveis Generalizadas (GMMA) € utilizado conjunta-
mente com a tradicional Programacdo Linear Sequencial (SLP) para a solu¢cdo do problema de
otimizacdo e suas implementacdes sao discutidas em detalhes.

Resultados mostrando a influéncia da ndo-linearidade geométrica e/ou rigidez externa nao-

linear no projeto de transdutores piezelétricos sdo apresentados e discutidos.



Abstract

“Topology Optimization of Piezoelectric Actuators Considering Geometric Nonlinearities

This work proposes a methodology to the optimum design of piezelectric actuators subjec-
ted to geometric nonlinearities. To achieve this goal, an equilibrium formulation describing the
finite movement of a piezoelectric body and its discretization using the Finite Element Method
are discussed. Equilibrium paths with limit and snap-back points can be tracked with the pro-
posed formulation, as questions as of imposition of apropriated arc-length measures in coupled
problems are discussed. Different kinds of arc-length controls are discussed and it is proposed
that the Method of Generalized Displacements can be seen as an orthogonal arc-length method.

The optimization problem consists in the maximization of components of the displacement
vector, with volume and displacement constraints. The sensitivity analysis is general enough to
be used in the design of actuators and sensors and takes into account the necessary modifications
to consider non-homogeneous essential boundary conditions, like electric potentials. The Gene-
ralized Method of Moving Assymptotes (GMMA) as well as the Sequential Linear Programming
(SLP) are used to solve de optimization problem and its computational implementation are dis-
cussed.

Results obtained with the proposed formulation are shown and the influence of the geometric

nonlinearities are discussed.
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1. INTRODUCAO

O fendmeno da piezeletricidade é uma das muitas formas de acoplamento eletro-mecanico,
permitindo a construcao de sensores e atuadores. Devido ao fato de materiais piezelétricos ca-
pazes de realizar atuac@o serem geralmente ceramicos, estes s@o na grande maioria das vezes
fabricados em geometrias simples e operam um modos de deformacdo simples, como exten-
sdo / contragdo, cisalhamento puro e flexdo. Ainda, para os valores usuais de campo elétrico e
dimensdes dos cerdmicos utilizados, os deslocamentos obtidos sdo pequenos, justificando a ne-
cessidade de acoplar dispositivos de amplificacio mecénica para a obtencao de modos de atuacao
mais complexos e de maiores amplitudes de deslocamentos. Diversos dispositivos de amplifica-
¢do mecanica tem sido propostos na literatura especializada, sendo a grande maioria obtida por
melhorias em conceitos pré-existentes.

Recentemente, o0 método da Otimizagao Topoldgica de meios continuos foi utilizado para o
projeto de tais mecanismos, permitindo uma substancial melhora em desempenho, inclusive para
padrdes de atuacdo ndo tradicionais (Silva, 1998). No entanto, trabalhos recentes [Bhul et al.,
2000; Sigmund e Bhul, 2000 e Bruns e Tortorelli, 2001] tem demonstrado que a consideracdo de
efeitos de alta ordem, como o da nao-linearidade geométrica, pode levar a topologias diferentes
das obtidas com consideracdo de equilibrio linear. Isto ocorre devido ao fato de a otimizacdo
topoldgica permitir a obtencdo de estruturas bastante especializadas para as condi¢des de pro-
jeto, mas que podem ser sub-6timas ou mesmo invidveis em condicdes de operacdo diferentes
das consideradas no projeto. Com isto, deve-se sempre aprimorar as formulacdes existentes,
com o intuito de considerar o maior nimero de fatores presentes na vida real. A desconsidera-
¢do da nao-linearidade geométrica na otimizagao topoldgica pode levar ao projeto de estruturas
que apresentem instabilidades eldsticas, mesmo se a magnitude dos deslocamentos for pequena.
Outras questdes sdo a possibilidade de utiliza¢do favoravel de partes que se tornem mais rigi-
das (stress-stiffening) e da correta descri¢do de partes que sofram grandes rotagdes, evitando o
travamento de mecanismos.

Baseado nestes fatores, € proposta neste trabalho uma metodologia para o projeto otimizado

de transdutores piezelétricos submetidos a nao-linearidade geométrica.



1.1 Organizacao do Texto

O projeto de transdutores utilizando o método da Otimizacao Topoldgica pode ser dividido
em diversas etapas (descricao do equilibrio do corpo, solug¢ao das equagdes de equilibrio, for-
mulacdo do problema de otimizacgdo, determinacao das sensibilidades e solucao do problema de
otimizacdo), sendo que cada uma destas etapas engloba um nimero considerdvel de conceitos.
Como cada etapa se relaciona a uma drea independente de pesquisa, foi escolhido apresentar a
conceituagdo e revisao bibliogréafica de cada drea no capitulo em que o tépico € abordado.

O Capitulo 2 apresenta uma breve revisdo dos conceitos de piezeletricidade e apresenta as
equagdes constitutivas particularizadas para o estado plano de tensdes e deformacdes. Estes
conceitos serdo utilizados extensivamente ao longo do texto desta tese.

Devido a necessidade de uma descri¢do finita do movimento de um corpo piezelétrico, faz-se
necessdria a correta selecao das medidas utilizadas e a correta descri¢do do movimento do sélido
piezelétrico. No Capitulo 3 sdo propostas uma formulagdo incremental na forma integral e sua
discretizacdo por meio do método dos Elementos Finitos. De posse do sistema de equagdes line-
arizadas obtido no Capitulo 3, sdo discutidas no Capitulo 4 estratégias de solucdo do equilibrio
nao-linear baseadas no conceito de comprimento de arco. Em especial, di-se atengcao a métodos
de restricdo ortogonais e, por este motivo, € proposta neste capitulo a unificagdo do método dos
Deslocamentos Generalizados (GDC) com os métodos tradicionais de comprimento de arco com
restricdes ortogonais. Com isto, é possivel utilizar de forma unificada os conceitos desenvolvidos
para cada um dos métodos e obter uma implementacao computacional unificada.

O Capitulo 5 apresenta os conceitos basicos relacionados ao método da Otimizagdo Topol6-
gica. Em especial, sdo abordadas as parametrizacdes materiais mais utilizadas, questdes como
existéncia e unicidade de solugdes, instabilidade de tabuleiro e a influéncia da ndo-linearidade
geométrica nos resultados obtidos com o método da Otimizagao Topoldgica. O Capitulo 6 aborda
as estratégias de solu¢do dos problemas de programagdo matematica. Embora exista um grande
numero de abordagens de solu¢do, foi dada énfase a soluc@o por aproximagdes convexas e méto-
dos duais, mais eficientes em problemas de Otimizac¢ao Topoldgica, devido ao grande nimero de
varidveis de projeto e ao pequeno niimero de restricdes. Como o método das Assintotas Mdveis
Generalizadas (GMMA) foi implementado no cédigo computacional desenvolvido em conjunto
com esta tese, sao discutidas detalhadamente as etapas de implementacao.

De posse dos conceitos desenvolvidos no inicio desta tese, sdo apresentados no Capitulo 7 os
conceitos relativos a transdutores piezelétricos e mecanismos flexiveis. Em especial, é apresen-
tada uma discussao das abordagens de projeto de atuadores piezelétricos utilizando a Otimizacao

Topoldgica e sdo discutidos os pontos favordveis e desfavoraveis de cada abordagem. Com isto,



€ proposta a abordagem utilizada neste trabalho e s@o obtidas as sensibilidades das funcdes en-
volvidas com respeito as varidveis de projeto. Tais sensibilidades sdo suficientemente gerais,
permitindo o projeto de sensores e atuadores. As sensibilidades sdo obtidas por um método ad-
junto, sendo que modifica¢des necessdrias para considerar a imposi¢ao de condi¢des de contorno
essenciais ndo-homogéneas sdo discutidas.

Por fim, alguns resultados sdo apresentados e discutidos.

1.2 Contribuic¢oes

Esta tese de doutorado apresenta as seguintes contribuigdes:

1) O desenvolvimento de uma formulacdo variacional para a descricdo do movimento finito
de um sélido piezelétrico;

2) A discretizagao destas equagdes variacionais por meio do método dos elementos finitos;

3) A utilizacdo do método do comprimento de arco para a solugdo das equagdes de equilibrio
obtidas no item 2 e a utilizagdo de um procedimento de escalonamento que permite definir o
comprimento de arco em problemas acoplados;

4) A utilizacdo de um procedimento de escalonamento da unidade bdsica de forga (previa-
mente reportado na literatura) que permite solucionar problemas de condicionamento decorrentes
da grande diferenca na ordem de grandeza dos tensores constitutivos considerados para permi-
tir a utilizagdo do método do comprimento de arco em problemas com graus de liberdade de
diferenca de potencial e deslocamentos;

5) A descricdo do método dos Deslocamentos Generalizados (GDC) como um método de
comprimento de arco com restri¢ao ortogonal, permitindo a unifica¢do de conceitos apresentados
para diferentes métodos;

6) A generalizacdo dos procedimentos de obtencdo de andlise de sensibilidade para proble-
mas piezelétricos com ndo-linearidade geométrica e a consideragao do procedimento de imposi-
¢do de condic¢des de contorno essenciais nao-homogéneas em problemas piezelétricos;

7) A utilizagdao do método da Otimizacdo Topoldgica para o projeto de atuadores piezelétricos
submetidos a ndo-linearidade geométrica.

E importante salientar que as etapas 1, 2, 3 e 4 j estdo publicadas em um periédico in-
ternacional (Cardoso e Fonseca, 2003), sendo que as etapas 5, 6 € 7 devem ser publicadas em

breve.



2. UMA BREVE REVISAO DOS CONCEITOS DA PIEZELETRICIDADE

A piezeletricidade € um tipo especifico de acoplamento eletromecanico, sendo observada em
materiais dielétricos (isolantes polarizdveis) que apresentam estrutura cristalina nao centrosimé-
trica nas condi¢cOes de uso [Lu et al, 1999]. Esta assimetria pode ser natural ou uma propriedade
de fabricacdo [Hao et al, 1996; Lu et al, 1999, Damjanovic, 1998a, Cheng et al, 2001]. Por es-
trutura cristalina ndo centrosimétrica entende-se que o cristal possui um arranjo como o ilustrado
a direita na figura 2.1, ou seja, o ion que se situava no centro da estrutura cristalina (esquerda) se
desloca e com isto leva a um novo arranjo. Este novo arranjo estard em equilibrio para determi-
nados valores de temperatura, campo elétrico, campo magnético e esforcos mecanicos aplicados
externamente, sendo que pode ser desfeito ou alterado para valores acima dos tolerados (co-
ercividade). Por ser ndo centrosimétrica, a estrutura apresenta uma polariza¢do espontanea ou

remanescente, que lhe confere o carater piezelétrico [Damjanovic, 1998a].

Figura 2.1: Estrutura cristalina centrosimétrica (esquerda) e ndo-centrosimétrica (direita).

Este acoplamento eletromecanico foi descoberto em 1880 pelos irmaos Pierre e Jacques Curie
!, apud Tkeda, 1996, como resultado de suas pesquisas com pireletricidade (acoplamento eletro-
térmico) e propriedades cristalograficas. Com a base tedrica decorrente deste estudo, previram a
eletrificacdo por pressao (resposta elétrica a um esforco mecanico) em diferentes classes de cris-
tais, sendo que o fendmeno inverso foi previsto por Lippman em 1881, apud Lines e Glass, 2001,

baseado em consideragdes termodindmicas. A confirmacgdo experimental de tal efeito inverso foi

'P-J. Curie e J. Curie, Crystal Physics - Development by Pressure of Polar Eletricity in Hemihedral Crystals
with Inclined Faces (em Francés). Academia de Cié€ncias de Paris, C.R. Hebd. Seances, 19, 294, 1880.



verificada pelos prépios irmdos Curie ao final do ano de 1881. Em 19182, Paul Langevin propos
a construcdo do primeiro transdutor piezelétrico, baseando-se nos estudos dos irmaos Curie. No
entanto, os materiais piezelétricos utilizados eram predominantemente o quartzo e o sal Ro-
chelle, que possuem baixos coeficientes piezelétricos [Lines e Glass, 2001]. Com a descoberta
de Gray?, em 1946, de que materiais ferrelétricos como o Titanato de Bario poderiam ser utili-
zados como materiais piezelétricos se submetidos a um campo elétrico suficientemente elevado
(pooling), houve um grande impulso no projeto e utilizacdo de materiais piezelétricos. Este im-
pulso na pesquisa de cerdmicos piezelétricos levou a descoberta no inicio dos anos 50, por Jaffe*,
do efeito piezelétrico no PZT (Titanato Zirconato de Chumbo), um dos materiais mais utilizados
atualmente. Materiais poliméricos também podem apresentar propriedades piezelétricas. Esta
descoberta foi realizada por Kawai em 1969 [apud Ikeda, 1996], sendo que atualmente tanto
cerdmicos quanto polimeros tem sido utilizados como materiais piezelétricos nas mais diversas
configuragdes.

Recentes avangos no projeto e caracterizagdo de materiais piezelétricos estao relacionados a
degradacgdo das propriedades com a operacao continuada e/ou ciclica [Alger6 et al, 2001; Uchino,
1998], propriedades de materiais piezelétricos em escala microscopica [Suo, 1998], relacOes
constitutivas nao-lineares e fendmenos de mudanca de dominio [Damjanovic, 1998a; Gong e
Suo, 1996; Kamlah e Tsakmakis, 1999; Kessler e Balke, 2001], utilizacdo em altissimas tem-
peraturas [Damjanovic, 1998b], caracterizagdo das propriedades de filmes piezelétricos [Brown,
1990; Damjanovic, 1998a; Kazuta et al, 2001], projeto de materiais compostos em que uma
das fases € piezoativa [Silva 1998; Gibiansky e Torquato, 1997; Tressler et al, 1999], atuadores
fotoestrictivos [Poosanaas et al, 2000], entre outros [Damjanovic, 2001; Uchino, 1998].

Embora a piezeletricidade seja uma das formas de acoplamento eletro-mecanico mais utili-
zada, ela geralmente se apresenta combinada com o fendmeno da eletrestriccado [Damjanovic,
1998a; Yimnirun et al, 1999; Lines e Glass, 2001, Cheng et al, 2001b], que esta presente em
todos os materiais dielétricos. Para alguns materiais especificos e valores apropriados de campo
elétrico, a eletrestric¢do pode ser bastante pronunciada [Lines e Glass, 2001]. No entanto, para
os materiais e magnitudes de campo elétrico considerados neste trabalho, pode-se considerar a
piezeletricidade como o fator dominante do acoplamento eletromecanico [ Yimnirum et al, 1999].
Outros acoplamentos bastante comuns sdo o piezomagnetismo (relagdo magneto-mecanica) € a

pireletricidade (relacdo termo-eletro-mecénica). Neste capitulo, ambos os efeitos serdo inicial-

2P. Langevin, Improvements Relating to the Emission and Receptions of Submatine Waves, British Patent No.
145,691.

3R.B.Gray, US Patent No. 2,486,560, Nov, 1949.

4H. Jaffe, US Patent No. 2,708,244, May, 1955.



mente considerados. No entanto, como o objetivo deste trabalho € focado nos efeitos de grandes
deslocamentos em transdutores piezelétricos, ambos serdo desconsiderados na formulagao incre-
mental que serd apresentada nos capitulos seguintes. Considerando a classe de materiais a serem
utilizados neste trabalho, pode-se considerar que esta simplificagdo pode ser feita sem problemas
para o caso do piezomagnetismo [Bush-Vishniac, 1998], mas deve ser avaliada com cuidado no
caso do acoplamento termomecanico, pois as propriedades piezelétricas sdo bastante sensiveis
a variacoes de temperatura. Além disso, muito dos materiais piezelétricos apresentam valores
considerdveis de constantes pirelétricas.

O objetivo deste capitulo € apresentar conceitos referentes ao fendmeno da piezeletricidade.
O Apéndice A apresenta algumas relagcdes constitutivas que serdo utilizadas neste trabalho, in-
troduzindo conceitos que serdo abordados conjuntamente a seguir, utilizando uma abordagem
termodindmica. Em seguida, serdo apresentadas as expressdes que serdo utilizadas para o tra-
balho externo, a notacao utilizada para expressar os tensores constitutivos e sua particularizagdo

para problemas planos.

2.1 Problemas Acoplados

Com o objetivo de obtermos uma descri¢do constitutiva consistente e suficientemente genérica

para o intuito deste trabalho, serdo utilizados conceitos basicos da termodindmica.

2.1.1 Relacoes Termodinamicas

Cargas elétricas em materiais polares podem ser induzidas por um campo elétrico externo,
por tensdo, por alteracdo de temperatura, etc.. De forma similar, deformacdo em materiais
piezelétricos pode ser induzida por campo elétrico, tensdo e variacdo de temperatura. Assim,
o acoplamento de diferentes fenomenos deve ser representado de forma coerente, o que pode
ser obtido por meio de relagdes termodinamicas. Como resultado, obtemos equagdes de estado,
relacionando parametros materiais obtidos sob diferentes condigdes experimentais [lkeda, 1996;
Lines e Glass, 2001].

A termodinamica permite descrever o comportamento de sistemas com muitos graus de liber-
dade (moléculas, particulas, etc..) ap0s estes terem alcangado um estado de equilibrio termodina-
mico [Reichl, 1980]. A importincia de tal abordagem consiste no fato de que embora o sistema
contenha um nimero considerdavel de graus de liberdade em movimento caético, podemos des-
crever o seu estado por meio de um nimero finito de parametros, que sdo geralmente chamados

de varidveis de estado. Em geral, podemos utilizar diferentes parametros para descrever o estado



termodindmico de um determinado sistema, mas apenas alguns sdo independentes. Podemos
classificar as varidveis de estado como sendo extensivas ou intensivas. Se um sistema ¢ dividido
em diversas partes, o valor de uma varidvel extensiva do sistema € igual a soma dos valores de
todas as partes. Varidveis intensivas, por sua vez, independem da quantidade de matéria [Dixon,
1975] (como exemplo, podemos imaginar uma barra eldstica sob tracdo: o deslocamento total
da barra, que € uma medida extensiva, serd dada pela soma dos deslocamentos de cada secdo.
Por sua vez, a for¢a, que € uma medida intensiva, serd constante em cada secdo e a forca total
nao é dada por um somatoério dos valores em cada secdo) . Certos pares de varidveis extensivas
e intensivas sio considerados conjuntamente pois correspondem a forgas e deslocamentos gene-
ralizados do ponto de vista do trabalho termodinadmico [Lines e Glass, 2001]. Se modificarmos
o estado termodinamico do sistema, entdo a mudanca nos valores das varidveis de estado deve
independer da trajetéria. Matematicamente, mudancas nas varidveis de estado correspondem a
diferenciais exatos [Reichl, 1980]° .

Equacdes de estado sdo relacdes funcionais entre varidveis de estado [Reichl, 1980]. Estas
relacdes funcionais sdo importantes pois reduzem o nimero de varidveis que devem ser utilizadas
para descrever termodinamicamente um sistema. Existem varios exemplos de tais relagdes, como
por exemplo a lei de gases ideais, a lei de Hooke, etc..

Utilizando a termodindmica, podemos expressar a mudanga de energia interna dU® em um

3Se existe uma relagdo f = f(x,y) entre 2 (ou mais) varidveis independentes, entdo o diferencial de f é dado

por
(o o
o= (a), e (5)

onde (.), significa que o termo dentro dos parénteses € avaliado com a fixo. Se f e suas derivadas sdo continuas e

HOINEG]
0xr \ 90y /, ’ Oy \ Ox v,
entdo df € um diferencial exato. Como conseqiiéncia, a integral de df em um caminho fechado deve ser nula e, se
df é conhecido, entdo podemos determinar o valor de f a ndo ser por uma constante aditiva de integragdo.
® A energia interna é uma propriedade:

Considere um sistema que pode ser alterado por algum processo A, do estado 1 para o estado 0 e um processo B
do estado 0 para o estado 1. Da primeira lei da termodinamica,

0 1
/ dQ—dW+/ dQ — dW =0,
1A 0B

onde @ € calor e W trabalho. Seja o processo C outro processo no qual o sistema muda do estado 0 para um estado
1. Para o ciclo 1AOC1, podemos escrever

0 1
/ dQ—dW+/ dQ — dW = 0.
1 C

A 0



material dielétrico elastico, submetido a variagdes nos campos de deformacao (), deslocamento
elétrico (D), entropia (s) e densidade de fluxo magnético () como [Damjanovic, 1998; Ikeda,
1996; Bush-Vishniac, 1998, Lines e Glass, 2001]

dQ) = Tds

dU = dQ + SijdEij + goidDi + HidBi, (21)

onde as variacdes sdo aplicadas sobre as varidveis extensivas [Reichl, 1980]. Nesta equacdo, U
¢ a energia interna, 7" a temperatura, s a entropia, () calor, H o campo magnético, B a densidade
de fluxo magnético, E o tensor deformacdo de Green, S € o segundo tensor tensdo de Piola-
Kirchhoff, ¢ é o vetor campo elétrico e D € o deslocamento elétrico.

De modo a trabalhar com uma formulacido mista (intensiva-extensiva) onde as varidveis in-
dependentes sdo deformacdo, campo elétrico, temperatura e campo magnético, definimos o fun-
cional

G=U-—-yp,D;—Ts— H;B,; (2.2)

que ¢é obtido por meio da transformagao de Legendre indicada na Equacdo (2.2) [Reichl, 1980].
Diferenciando a Equagdo (2.2) e considerando a Equacao (2.1) obtemos a expressao para a vari-

acdo do funcional desejado

dG = SijdEij - dQOZDZ —dTl's — dHZBZ (23)

Combinando as duas equagdes, obtemos

1 1
/ dQ—dW:/ dQ — dw.
0B oC

Assim, quando o sistema muda de um estado prescrito para outro estado, o valor da integral de dQ-dW ¢ fixado
pelos estados finais e € independente do processo. Com isto, a propria integral € uma propriedade, ao qual chamamos
de energia interna.

1
U1—U0:/ dQ —dW =Q - W
0

lembrando que Q e W néo sdo propriedades, pois suas integrais em um laco ndo s@o nulas. Assim, ndo podemos
falar em W; ou ;. Derivando a equacdo anterior,

AU = dQ — dW

e por fim lembramos que ndo existe um valor absoluto de energia interna, como no caso da temperatura.



Da equagao acima, define-se

S = < oG ) 2.4)
6Eij o, T, H

D — <8G)
D ET,H

e os diferenciais totais das varidveis dependentes sao

OFE;; o, T, H dp; ET,H or o, B, H OH; 0BT
OFE;; o, T, H dp; BE/TH or o, B, H OH; 0, B,T
Js Js Js Js
ds — ( ) dE, - <_) ds — <_) a7 - ( ) a1,
OE;; o T, H ’ dp; ET,H or o, B, H OH, 0,E.T

B; B; B; B;
OFE;; o, T, H dp; ETH or o, B, H OH; 0, B,T

onde cada derivada parcial corresponde a uma relagdo constitutiva. De posse destas equagdes,

podemos provar a equivaléncia entre o efeito piezelétrico direto e o efeito inverso. Das Equagdes

ET,H 0 Sij
gk T Do
Yk /) BT H

kij 8Ez'j o T H ’

Assim, utilizando a Equagdo (2.4), observamos que

(2.5), definimos e, como sendo

e o efeito inverso é dado por

_ *G _ 0*G
0pr0L;; B OE;;0¢y,
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ou seja,
€ijk = €kij,

pois como os diferenciais sdo exatos, a ordem de diferenciacdo pode ser alterada. Conforme
comentado anteriormente, para aplicacdes puramente piezelétricas, podemos desprezar as itera-
¢oes magnéticas sem comprometer a descricdo do fendmeno. Diversas aplicagcdes do fendmeno
de piezomagnetismo sdo apresentadas em Busch-Vishniac, 1998, Capitulo 6, onde efeitos de
temperatura e de piezeletricidade sdo desprezados. Desta forma, considerando os resultados

obtidos nesta se¢do, podemos definir o funcional G como [Reddy, 1997]

1 1 Cy
G = §CijklEijEkl - 5%‘90@'90]' — exijprEij — Bi Eiy AT — prpr AT — ;TATQ (2.6)
0

onde (i, € o tensor de propriedades eldsticas, ey;; € o tensor de propriedades piezelétricas, 3 é
o tensor de dilatagdo térmica, €;; € o tensor de segunda ordem das propriedades dielétricas, pj, €
o vetor de propriedades piroelétricas, v € o peso especifico, ¢, € o calor especifico por unidade
de massa e T € a temperatura de referéncia. De posse desta funcdo de energia livre, conhecida
como entalpia elétrica ou funcional de Gibbs, podemos obter as equagdes de equilibrio para a pi-
ezeletricidade finita, objeto do proximo capitulo. Como neste trabalho sera considerado somente
o efeito piezelétrico, podemos desprezar os ultimos trés termos na Equacdo (2.6), ou seja, sdo
abordados problemas isotérmicos. Esta simplificacdo € comumente realizada em trabalhos que
tratam de transdutores baseados no fenomeno da piezeletricidade, desde que ndo ocorram varia-
¢oes acentuadas de temperatura [Uchino, 1998], pois isto acarreta em mudangas nas propriedades
piezelétricas, além de dar origem ao fendmeno da pireletricidade [Ikeda, 1996].

Em relacdo as simetrias entre os indices dos tensores envolvidos, observamos que,
Sz‘j = Sji (27)

Eij = Eji
Cijrt = Cjitt = Cijie = Chuij
€kl = €k
Ckij = Ckjis

e portanto, iremos trabalhar com 6 componentes de tensdo, 6 de deformagdo, 21 constantes
elésticas, 3 componentes de deslocamento, 6 constantes dielétricas, 18 constantes piezelétricas,

3 componentes de campo elétrico e 3 componentes de deslocamento elétrico.
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E importante salientar que a mudanca de varidvel realizada na Equacdo (2.1) pode ser rea-
lizada de outras formas, pois o potencial termodinamico a ser utilizado depende da escolha do
conjunto de varidveis independentes [Ikeda, 1996, Lines e Glass, 2001]. Assim, relacdes do tipo
extensiva (F, D), intensiva (S,y) e mistas (S, D e E,p), sdo obtidas pela mudanca adequada de
variaveis [Ikeda, 1996]. No entanto, de posse de uma das relacdes acima, € possivel obter expres-
sOes analiticas que relacionam os tensores constitutivos derivados de cada uma das formulagdes
[Ikeda, 1996; Busch-Vishniac, 1998].

2.2 Trabalho Externo

O trabalho externo pode ser causado por forcas de corpo ou de superficie, onde forca diz
respeito a um campo externo aplicado sobre o corpo. Para a classe de problemas estudados neste

trabalho, serdo considerados o trabalho causado por tracdes aplicadas na superficie do corpo

VVt:/(S-n)-u:/t-u, (2.8)
r r

Wb:/b-u,
Q

W¢=/F(D-n)¢=—/ra¢, (2.9)

onde n € o vetor normal a superficie, u é o vetor de deslocamentos, ¢ € o vetor tragdo superficial,

por forgas de corpo

e/ou por cargas superficiais

¢ € a diferenga de potencial elétrico, o representa a distribuic@o superficial de cargas elétricas e
b € uma for¢a de corpo. O sinal negativo na Equac¢ao (2.9) vem do fato de convencionarmos o
sentido positivo do campo elétrico como sendo o0 mesmo de uma normal que aponta para fora
de uma carga elétrica positiva. Assim, as linhas de campo tem sentido contrdrio a normal da

superficie. O trabalho externo total é dado por

We$t:m+Wb+W¢:/
r

(t-u—a¢)+/b-u. (2.10)

Q

Neste trabalho serdo consideradas forcas conservativas, ou seja, o carregamento externo inde-
pende das condi¢des do corpo sobre o qual estd atuando. Assim, por exemplo, considera-se que
uma forca vertical aplicada sobre a extremidade de uma viga longa permanece vertical mesmo

se a viga sofrer grandes deslocamentos e rotagdes (for¢ca ndo seguidora). Esta observacdo € im-
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portante e serd utilizada no decorrer do texto. O tépico forcas nao conservativas em problemas
de otimizacao € objeto de estudo das referéncias [Langthjem e Sugiyama, 1999; Cheng B.-C et
al, 2001].

2.3 Notacao Utilizada para a Descricao dos Tensores Constitutivos

O objetivo desta secdo € avaliar a forma dos tensores constitutivos utilizados ao longo do
texto. Considerando as Equagdes (2.4) e (2.5), podemos escrever as relacOes constitutivas do

acoplamento piezelétrico como

Sij = Cz‘jklEkl—ekij@k (2.11)
Dy = epijEij + eupr

e o objetivo € avaliar a forma dos tensores constitutivos envolvidos. Para isto, serd considerada a
tabela2.1,onde 1 = 2,2 =9,3 = 2,4 =yz, 5 = xz e 6 = xy, que permite fazer uma avaliacao
grafica das caracteristicas de acoplamento do material. A tabela estd na forma geral, sendo que
para cada material, algumas posi¢des serdo ndo nulas com as demais nulas. A convengdo de
cisalhamento utilizada é £y, = 2L, , b5 = 2F,., e Fg = 2F,,,.

E %
1 2 3 4 5 6 1 2 3
1 Cn Cio Cis Cua Cis Cie €11 €21 €31
2 Ca Cos Co Cos Cas €12 €22 €32
3 Si Cs3 Csy Css Cs6 €13 €23 €33
S 4 mé Cua Cys o €14 €24 €34
5 tri Css | Cse €15 €25 €35
6 Cco Ces €16 €26 €36
1 €11 €12 €13 €14 €15 €16 €11 €12 €13
D 2 €21 €22 €23 €24 €25 €26 Simé €22 €23
3 €31 €32 €33 €34 €35 €36 trico €33

Table 2.1: Tensores constitutivos de um material piezelétrico.

Em relacdo as possiveis simetrias constitutivas existentes para materiais piezelétricos, deve-
se salientar que a isotropia ndo € de interesse [Lines e Glass, 2001], devido ao fato de ndo

existirem materiais piezelétricos isotropicos. Um cristal possuindo centro de simetria ndo pode
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ser piezelétrico, pois ndo existe combinacdo de tensdes uniformes que produzam momentos de
dipolo [Ikeda, 1996].

2.3.1 Problemas Planos

A modelagem e solugdo das equagdes da piezeletricidade tridimensional é uma tarefa bas-
tante complexa. No entanto, hipéteses geométricas e de carregamento podem ser utilizadas para
obtermos modelos simplificados. No texto que segue, iremos considerar dois modelos bastante
utilizados: estado plano de deformacgdes (EPD) e estado plano de tensdes (EPT). Em ambos os
casos, o plano de trabalho serd o 13 (xz), com as varidveis na direcdo 2 sendo condensadas de
alguma forma. A polarizacdo do material piezelétrico € assumida na dire¢@o positiva do eixo 3.

A discussdo sobre tais hipéteses planas e materiais piezelétricos é abordada de forma super-
ficial por Rajapakse, 1997 e Yang, 2001.

2.3.1.1 Estado Plano de Deformacoes

A hipétese de estado plano de deformagdes € muito utilizada na elasticidade linear isotrépica.
Um corpo estd submetido a um estado plano de deformagdes, paralelo ao plano 13, se o deslo-
camento na direcao 2 for nulo ou de corpo rigido (constante) e as componentes de deslocamento
no plano 13 forem funcdes de 1 e 3 somente (figura 2.2). Ainda, é assumido que ndo existem
tracdes ou forcas de corpo aplicadas na direcdo 2. Para o problema piezelétrico, adicionamos
a esta defini¢do as hipdteses de que a diferenca de potencial € funcdo somente das direcdes 1 e
3 e que ndo sdo aplicadas cargas elétricas sobre as faces paralelas ao plano 13. Com as hipéte-
ses de deslocamento e diferenca de potencial, podemos calcular deformacdes e campo elétrico

resultantes. Com isto, verificamos que
Ey=FE; = Eg = s =0,

e considerando estes valores nulos nas expressdes representadas na tabela 2.1, podemos escrever

os valores de tensdo e deslocamento elétrico fora do plano 13 como
Sy = Ci1aE) + Coz b3 + Cos Es — e1ap1 — €323 (2.12)

Sy = Ciuly + Csu B3 4 Cs5 B — €141 — €343

S = Cie 1 + Cse s 4+ Cre 5 — e1601 — €363
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Dy = ey B + ex3 B3 + €5 B + €2101 + €2303.

E interessante notar que S, e Dy aparecem para compatibilizar a hipétese de deslocamento e
diferenca de potencial assumidas. No entanto, na literatura sobre elasticidade plana, o material é
sempre assumido como sendo isotrépico no plano 13, o que faz com que Sy e Sg sejam nulos, o
que pode ndo ocorrer em um material piezelétrico devido ao grau de anisotropia e acoplamento
eletromecanico. Considerando um material com simetria ortotropica ou superior (com as di-
recdes materiais alinhadas com os eixos cartesianos), tabela 2.2, as expressoes de Sy , Sg e D5 se
anulam pois todos os termos constitutivos envolvidos nestas expressoes sao nulos .

Os valores de tensdo e corrente de deslocamento no plano de interesse sdo dados por

Sy Cn 013 015 Ey €11 €31
©1
Sy = Ci3 Cs3 Css Es — | €13 €33 o
3
Ss Ci5 Css Css Es €15 €35
D =
1 €11 €13 €15 €11 €13 P1
— E3 +
Ds €31 €33 €35 €13 €33 ¥3
Es

A hipétese de estado plano de deformagdes € utilizada em corpos prismaticos cuja dimen-
sdo na direcdo fora do plano (2) é maior do que as dimensdes nas dire¢des 1 e 3 e que satis-
fazem as hipdteses de carregamento consideradas anteriormente. Como pode ser verificado, o
requerimento de que o material tenha no minimo simetria ortotropica é fundamental para que a

consideragdo de EPD seja vélida.

L

]
—
—>
c —> 4_t
—
—
—
—>

x PANN

Figure 2.2: Corpo submetido a um estado plano de deformagdes.
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2.3.1.2 Estado Plano de Tensoes

O estado plano de tensdes € utilizado em corpos cuja dimensdo fora do plano (2) é muito
menor do que as dimensdes do plano (13). Assim, o corpo é descrito por uma superficie média
que se encontra entre as faces paralelas ao plano 13. O carregamento é assumido como sendo
aplicado somente no contorno do plano 13, de forma simétrica ao longo da espessura, com o
objetivo de ndo gerar momentos (figura 2.3). Com estas condi¢des de contorno, as tensdes Ss,
S, e Sg sdo nulas nas faces paralelas ao plano 13, sendo assumidas como identicamente nulas
ao longo da espessura. Introduzindo a analogia elétrica, D5 é assumido como sendo nula, com
cargas elétricas aplicadas somente nas laterais, de forma simétrica ao longo da espessura.

Utilizando as expressdes representadas na tabela 2.1, podemos isolar Fs, Ey, Eg e o (valores

fora do plano 13), obtendo

€121 + €222 + €3203 — Croby — 023E3 — CyuEy — 025E5 - CQGEG

b= Con

By = €141 + eaqpa + e3403 — OBy — Cpp By — Ci3 B3 — Cy5 E5 — Cy B
Cyy

Es = e161 + easpa + €363 — Ca1 By — Cea By — Coz B3 — Cou By — Cys Es
Cés

0y = €233 + €201 + €a1 By + e Fy + ea3 B3 + e By + €5 L5 + 626E6.
€22

No entanto, estes valores estdo acoplados entre si, devido aos coeficientes eso, €94, €26, Coy,
Co e Cyg. Considerando um material com simetria ortotropica, ainda temos o problema de
acoplamento entre F/4 € @9, pois ey ndo € nulo. No entanto, as demais equacoes ndo dependem

de F,, Fg e @o. Inserindo a expressdao de Es, nas expressdes de Sy, S3, S5, Die D3 em 2.2,

obtemos
_ Ci12C19 _ Ci12Cs3 _ Cisesn
Sl Cll Ca2 013 Ca2 0 El 0 €31 Ca2 1
= _ CiaChs _ Ca3Chs — _ 32023
53 013 Ca2 033 Ca2 0 E3 0 €33 Ca2 03
55 0 0 055 E5 €15 0
Ey
Dy | 0 0 €15 E I €11 0 Y1
D _ Cizess _ e32C93 0 3 0 4 312’,2
3 €31 €33 €33 ¥3

Coz Coa E5 Caa
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E %
1 2 3 4 5 6 1 2 3
1 011 012 013 0 0 0 0 0 €31
2 CQQ 023 0 0 0 0 0 €392
3 Si 033 0 0 0 0 0 €33
S 4 mé 044 0 0 0 €oy 0
5 tri 055 0 €15 0 0
6 co C66 0 0 0
1 0 0 0 0 €15 0 €11 0 0
D 2 0 0 0 €24 0 Simé €929 0
3 €31 €392 €33 0 0 0 trico €33

Table 2.2: Tensores constitutivos de um material ortotropico com polarizac¢ao na dire¢do do eixo
3 (€31 = €311, €32 = €322, €33 = €3333, €15 = €113, €aq = €223).

A estrutura de ambos os problemas planos € idéntica, bastando corrigir os termos constitu-
tivos para o caso de EPT. Pode-se observar que a consideracdo do acoplamento eletromecanico
faz com que os tensores constitutivos a serem utilizados no problema plano dependam de al-
guma forma uns dos outros. Isto ndo ocorre em problemas de elasticidade tradicional, uma vez

que temos apenas um tensor constitutivo envolvido.

Y

Figure 2.3: Corpo submetido a um estado plano de tensoes.

E importante salientar que tanto EPT quanto EPD sdo apenas aproximagdes do caso tridimen-
sional e que a consideracdo de que os materiais piezelétricos tem simetria material ortotrépica é
suficientemente geral para permitir a modelagem da grande maioria dos materiais utilizados na

pratica.



3. DESCRICAO FINITA DO MOVIMENTO DE UM SOLIDO PIEZELETRICO

Pode-se afirmar que a grande diferenca entre a otimizacdo de estruturas/mecanismos que
se comportam de forma nao-linear, quando comparada a otimizagao de estruturas/mecanismos
com comportamento linear, € a existéncia de diversas abordagens de solucdo do problema de
equilibrio. Estas diferentes formas de descricdo do movimento implicam em formulacdes dife-
renciadas (mas que devem concordar entre si) e que utilizam medidas fisicas diferentes. Assim,
um ponto crucial para atingirmos o objetivo final deste trabalho consiste na correta descri¢ao do
movimento do sélido, que por sua vez depende da selecdo adequada de grandezas cinematicas e
cinéticas.

Formulagdes variacionais descrevendo o movimento infinitesimal de s6lidos piezelétricos sdo
bem estabelecidas [Tiersten, 1967], bem como a sua discretizacdo pelo método dos elementos
finitos [Naillon et al, 1983; Lerch, 1990; Kagawa et al, 1996; Qi et al, 1997] ou o método dos
elementos de contorno [Xu e Rajapakse, 1998]. Como os funcionais de energia livre aborda-
dos no capitulo anterior sdo validos para quaisquer pares conjugados energeticamente (embora
esta ndo seja uma preocupacao evidente em uma formulacao infinitesimal), deve-se selecionar de
forma consistente as varidveis utilizadas para descrever-se o estado do sélido piezelétrico. Este
€ o objetivo inicial deste capitulo, onde sdao apresentados conceitos fundamentais para o correto
desenvolvimento da formulagdo. Juntamente com estes conceitos sdo apresentadas as grande-
zas cinemadticas e cinéticas que sdo utilizadas neste trabalho e sdo discutidas as implicacdes de
sua escolha, principalmente no que diz respeito a maneira como um observador localizado na
configuracdo de referéncia observa o movimento finito do sélido piezelétrico.

De posse de tais medidas, € proposta uma descri¢ao incremental do movimento de um sé6lido
piezelétrico, resultando em um conjunto de equagdes variacionais acopladas contendo termos de
alta ordem com respeito aos incrementos de deslocamento e potencial elétrico. Estas equagdes
sdo discretizadas por meio do método dos elementos finitos, obtendo-se assim um sistema de
equagoes linearizadas de equilibrio, que sdo solucionadas iterativamente.

Deve-se salientar que estes topicos sao bastante discutidos em problemas puramente meca-
nicos ou mesmo termo-mecanicos, mas existem pouquissimos trabalhos que abordam grandes

deslocamentos em sdélidos piezelétricos [Tiersten 1976; Tiersten, 1995; Yang, 1999; Zhou e

17
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Tzou, 2000; Mukerjee e Saha Chaudhuri, 2000; Yi et al, 2000; Wang, 2002], sendo que a maio-
ria utiliza algum tipo de simplificac@o sobre os carregamentos ou hipéteses simplificativas sobre
o campo elétrico ou de deslocamento. O pequeno nimero de referéncias sobre este topico se
deve principalmente as caracteristicas de muitas ceramicas piezelétricas que sao rigidas e desen-
volvem pequenos deslocamentos. No entanto, este estudo se justifica, pois somente com uma
formulacao consistente podemos representar corretamente o acoplamento eletro-mecanico que
existe em transdutores piezelétricos submetidos a movimentos finitos e em materiais piezelétri-
cos flexiveis tais como o PVDF (Polifluoreto Vinilideno) [Lines e Glass, 2001; Janiczek, 2001].
No caso especifico de otimizagdo topoldgica, qualquer simplificacdo assumida sobre o equilibrio
do sélido em consideragdo ird implicar em uma restri¢do as possiveis topologias admissiveis
[Cheng, 1992], justificando assim um desenvolvimento consistente da formulacio de equilibrio

a ser utilizada ao longo deste trabalho.

3.1 Descricao Lagrangiana do Movimento

Quando consideramos o movimento finito, as configura¢des deformadas nao podem mais ser
confundidas com a configuracdo de referéncia (indeformada). Assim, devemos ter um cuidado
especial ao selecionar as grandezas tensoriais que serdo utilizadas para descrever o movimento,
de modo a garantir a consisténcia da descricdo. Nesta secdo, medidas Lagrangianas para as
grandezas mecanicas e elétricas serdo discutidas.

Como estamos considerando diferentes configuragdes durante o movimento finito, devemos
utilizar uma notacdo que indique, para cada grandeza utilizada na descri¢@o, a posicao atual e a
posicao de referéncia. No texto que segue, utilizaremos uma notacdo derivada das referéncias
[Atkin e Fox, 1980; Kleiber 1989; Zieliniski e Frey, 2001]. Seja uma grandeza arbitraria A,
funcdo de z. Se A esta sendo descrita no tempo ¢, considerando como a configura¢do de refer-
éncia a posi¢do inicial (indeformada), representamos a grandeza por §A. Caso seja utilizada
uma notacao Euleriana, onde a configuracao de referéncia € a configuracdo atual, representamos
a grandeza por LA.

Se a configuracdo inicial é considerada como configuragdo de referéncia durante todo o movi-
mento, chamaremos a descricdo de Lagrangiana Total. Como a formulacdo utilizada ao longo
deste trabalho serd Lagrangiana Total, serdo utilizados indices maiusculos para bases definidas

na posi¢do de referéncia e indices mindsculos para as outras bases.
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3.1.1 Movimento Finito

Seja um corpo piezelétrico, com configuracdo de referéncia {2y e com configuracdes inter-
medidrias ,, €, ... €, ao longo do movimento. Consideraremos dois pontos materiais “p e
9¢, na configuracdo de referéncia {2y, com vetores posicio *X? e °X, tal que °dX =" XP —0X¢
€ a posic¢do relativa entre estes dois pontos. Apds o movimento da posicao de referéncia para

uma configuragdo intermedidria {2, definimos o deslocamento do ponto p como

fu?f ='XP -0X?, (3.1)

e 0 novo vetor posi¢io relativa € ‘dX.
Se existe uma relagdo funcional entre a configuragdo deformada e a configuracdo indefor-

mada, na forma

X ="X("X,t), (3.2)

podemos expressar o incremento como

0'X;
X, = ——d°X 3.3
30X, J (3.3)
onde 9tx
VFiy = 2o 3.4
otiJ B OXJ ( )
€ conhecido como tensor gradiente de deformacdo. Como [Atkin e Fox, 1980]
atv
R

verificamos que este determinante deve ser estritamente positivo, pois volumes sdo sempre posi-
tivos.

Se 0 movimento é uma translag¢do rigida, entdo }F = I, e para rotagdes rigidas, jF = R,
onde R € uma matriz ortogonal de rotagdo [Atkin e Fox, 1980]. Em ambos casos, o produto

IFT LF € sempre igual a 1.

3.1.2 Medidas de deformacao

Se o corpo é submetido a um movimento arbitrario, o vetor posi¢ao relativa de cada ponto

do corpo pode mudar sua dire¢do e/ou comprimento, tal que {F? [F pode ser diferente de I. O
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tensor de segunda ordem {C = {FT {F & conhecido como o tensor de deformagdo de Cauchy-
Green a direita, medindo a mudanga de comprimento do vetor posi¢do relativa da configuracio

indeformada até a configuracdao deformada
(fas|l,)”* = (*dX)" ('dX) = (°dX)" {FT LF (°dX). (3.6)

Por sua defini¢do, esta medida de deformacdo € uma medida Lagrangiana.
Uma medida de deformacio alternativa € o tensor de deformacao de Green-Lagrange [Atkin
e Fox, 1980] . .
gEzﬁ(gFTBF—I):§(6C—I). (3.7)
Considerando as Equacdes (3.1) e (3.7), é possivel expressar o tensor de deformacgdo de

Green-Lagrange como uma funcio dos deslocamentos

t E —

0T 0%, T 9%, T 9%, 9%,
Para valores pequenos de deslocamentos, o ultimo termo da Equacao (3.8) é muito menor do que
os primeiros dois termos. Quando este termo de alta ordem € descartado, define-se a medida de

deformacao infinitesimal

1 f0Ou;  Ou;\ 1, p
gij = 5 <an +8Xi) =5 (F"+F) - L 3.9)

No entanto, deve-se salientar que para movimentos de rotacdo de corpo rigido esta medida
€ ndo invariante [Atkin e Fox, 1980]. Este € o motivo pelo qual as equacdes infinitesimais da
piezeletricidade sdo ndo-invariantes com movimentos de rotacdo de corpo rigido. Ainda, caso
os deslocamentos ndo sejam pequenos, devemos considerar os termos de alta ordem, pois do

contrério o estado do corpo serd descrito incorretamente.

3.1.3 Medidas de campo elétrico

O campo elétrico ¢ pode ser definido como

0to
fpi = — 97X, (3.10)

onde ¢ € o potencial elétrico e o gradiente € avaliado na configuracdo deformada [Wangsness,
1979]. Para obtermos uma medida consistente para o campo elétrico, devemos levar o movi-

mento do corpo em considera¢do. Multiplicando a Equagdo (3.10) por {F;, e utilizando a regra



da cadeia, obtemos

L.
0PL = T HX, 90X,

= i%‘ f)Fz‘L
onde .
L
0PL = T h0x,

€ o campo elétrico Lagrangeano. A relacdo inversa € dada por

t 1
t¥i = oSDL onL .

3.1.4 Medidas de tensao

21

(3.11)

(3.12)

(3.13)

Considerando um corpo eldstico em sua configuracao deformada €2;, e uma distribuicio su-

perficial de forgas ‘df sobre uma drea *dI’, com normal ‘n. O vetor tra¢do é definido como

t
t= lim —
tdlrrgo tdl

e o tensor tensdo de Cauchy € definido como

t t _t
Ly ‘njg = "t

(3.14)

(3.15)

sendo expresso na configuragdo deformada. Para obtermos uma medida de tensdo Lagrangiana,

multiplicamos a Equacéo (3.15) por dI’, obtendo

iTﬂ tnj tdF = tti tdF

(3.16)

onde tanto n; quanto dI' mudam da posig¢do de referéncia para a configuragdo deformada. Para

expressar esta mudanga, utilizamos a formula de Nanson [Atkin e Fox, 1980]

09X 0,
0tX;
Utilizando as Equagoes (3.16) e (3.17), obtemos

n; 'l = det( \F)

det( F) 6Fif 1Ty “ng %l = 't; 'dT.

J

e definindo

(i = det( 4F) §F; T,

k dl = det( \F) LF Ong OdT.

(3.17)

(3.18)

(3.19)
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podemos reescrever a Equacgado (3.18) como
P “ng °dl = '¢; 'dT. (3.20)

Esta medida € conhecida como primeiro tensor de Piola-Kirchhoff [Kleiber, 1989], que nao
€ simétrico. Para utilizarmos um tensor tensao simétrico, definimos o segundo tensor tensao de
Piola-Kirchhoff como [Kleiber, 1989]

oSk = 6E" 6Tk (3.21)

3.1.5 Medidas de deslocamento elétrico

Considerando um corpo dielétrico em sua configuracdo deformada €2, e uma distribui¢do

superficial de cargas elétricas g. A densidade superficial de cargas é definida como

tdq
t - .
7 =0 ar 422
e o deslocamento elétrico € definido como
,fDZ- tn, = — ia. (3.23)

Esta medida € definida na configuracio deformada. Para obtermos uma medida Lagrangiana para
o deslocamento elétrico, utilizamos 0 mesmo procedimento da se¢do 3.1.4.
Multiplicando a Equagdo (3.23) por ‘dI’

~to tdl' =L D; 'n; tdT* (3.24)

e utilizando a Equacao (3.17), obtemos
~log tdl = det( iF) LF ! 'D; “ny dr. (3.25)
Assim, a medida Lagrangiana é
b D = det( §F) SE LD, (3.26)

tal que
EDr “ng %dl’ = —'o tdl. (3.27)
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Esta medida € andloga ao primeiro tensor de Piola-Kirchhoff, mas como é um vetor, ndo
existe a preocupacdo com simetria. A relacdo entre as medidas Lagrangianas e Eulerianas é dada

por

1

t
Dp=—
¢ det( LF)

LF e { Dy, (3.28)

3.1.6 Principio da Indiferenca do Referencial

O movimento do corpo pode ser descrito por diferentes observadores, sendo que cada um
destes observadores pode utilizar um ou mais sistemas de coordenadas para descrever o movi-
mento. Um principio fundamental que deve ser respeitado em qualquer formulacio € o principio
da indiferenca do referencial, que afirma que a energia livre do corpo deve ser independente do
movimento relativo de dois observadores diferentes que estejam descrevendo o estado do corpo.

Sejam dois observadores O e O, em movimento relativo, e um tensor ortogonal proprio,
@zj (1), que relaciona os cossenos diretores das bases utilizadas por ambos observadores [Ogden,
1997]. Em um dado instante ¢, definimos o vetor posi¢do relativa ¢(t) entre O e O, com origem

em O , tal que o vetor posi¢do X (visto por O), € descrito por O como

X; = Qu(t)X; +&(t) (3.29)

se desprezarmos os efeitos relativisticos.

Quando lidamos com sélidos piezelétricos, utilizamos o conceito de energia livre do sistema.
Esta energia livre € obtida por relacdes termodinamicas, sendo que existem diversas escolhas
possiveis [Ikeda, 1996]. Uma abordagem muito comum consiste em utilizar a energia livre de
Gibbs, mas assumindo a teoria infinitesimal (onde a mudanca de configuragcdo do corpo nao
€ levada em consideracdo). Como estamos lidando com movimento finitos, todas as relacdes
constitutivas e medidas devem ser consistentes. Para satisfazer o principio da indiferenga do
referencial, consideramos uma energia livre de Gibbs genérica, (G (LE, | ), funcdo de [E e

tp. Se esta fungdo € invariante, a seguinte igualdade deve ser satisfeita

1G (VB ) =0 G (1B (). (3.30)

e devemos investigar como HE e [ transformam-se entre os diferentes observadores. Para isto,

observamos que



24

81&5@ B 0 (@\inj> .

LRk = = = Qi F; 3.31
e como o tensor de Cauchy-Green a direita € invariante,
C=FF-= (FTQTQF) —C, (3.32)

fica claro que o tensor deformagdo de Cauchy também € invariante (E = E) .

Considerando o campo elétrico Lagrangiano ¢, temos que
0P = PioFir, (3.33)
tal que
0PL = Qij 19;Qii Fjr = 10, FiL = beor, (3.34)
indicando que esta medida também € invariante. Assim, expressando a energia livre de Gibbs

em termos de E e {¢, garante a a invaridncia com o referencial. Utilizando a tradicional teoria

linear da piezeletricidade, podemos escrever

1
VG == Crikr bErr b Ery — 3 VexL 0PK 6oL — wexrs 6B b (3.35)

| —

onde as medidas Lagrangianas discutidas neste trabalho sdo utilizadas, C € o tensor de quarta
ordem de coeficientes eldsticos, € é o tensor de segunda ordem dos coeficientes dielétricos e e é
o tensor de terceira ordem dos coeficientes piezelétricos [Ikeda, 1996]. Utilizando os conceitos

apresentados no Capitulo 2, obtemos as relagdes constitutivas

0S1 = 6Crikr bExL — bexir box (3.36)

éDK = f)eKIJ EEIJ + f)eKL BSOK (3.37)

onde deve-se observar que as relacdes constitutivas obtidas relacionam medidas Lagrangianas.
Como |G é invariante, segue que tanto ;S quanto §D também sdo invariantes. A invariancia

do segundo tensor tensdo de Piola-Kirchhoff € bem conhecida na literatura. Para avaliarmos a
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invariancia da medida Lagrangiana de deslocamento elétrico, observamos que

!Di = det('F)LFM D, (3.38)
= det(Q)det( §F) §F;¢ Q' Qim (D

t
= Dy

Este resultado € muito importante, pois indica que o uso de uma formulacao Lagrangiana total
torna desnecessdria a atualizagdo das medidas e tensores constitutivas ao longo do movimento.
O fato de estas medidas serem invariantes, indica que a escolha de uma abordagem Lagrangiana
total equivale a escolha de um observador fixo posicionado na configuragdo de referéncia. Como
o observador ndo muda e todas as medidas s@o escritas nesta mesma configuracdo, nenhuma

atualizacdo é necessdria.

3.1.7 Invariancia com Respeito ao Sistema de Coordenadas

E importante salientar a diferenca entre invariancia do sistema de referéncia e invariancia
do sistema de coordenadas. A invaridncia com o referencial diz respeito a invariancia de uma
determinada medida com respeito a dois diferentes observadores, relacionados por Q(t)

Um observador especifico pode utilizar uma infinidade de sistemas de coordenadas, sendo
que a relagdo entre estes sistemas de coordenadas é dada por um outro tensor ortogonal, Q, que

ndo varia com o tempo. Assim, para um observador especifico, na configuracdo de referéncia

X4 = Qas X, (3.39)
onde 9ty 9t x
Fu=—<teFp=_--—" 3.40
A 90X , € I';B 99X 1 ( )
sdo relacionados por
OX; 0' Xy - ~
Fp=———+—=F, . 3.41
2= 0%, 9Ky aQap (3.41)

Considerando a Equacgdo (3.41), observamos que

LC=QF (FQ” = Q/CqQ” (3.42)

oQ7 . (3.43)

o+

Y
I

o+
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tal que
bG(OE, () = tG(LE, (@) = (tG(QIEQT, (»Q"), (3.44)

é valido para qualquer tensor ortogonal préprio Q se e somente se o material é isotrépico [Zheng,
Q-S. 1994]. Neste ponto, devemos observar que materiais piezelétricos ndo sdo definidos para
todos os grupos de simetria material [Ikeda, 1996; Lines e Glass, 2001] sendo que materiais

isotrpicos ndo sdo de interesse.

3.1.8 Analise de Conjugacao entre as medidas Lagrangianas Elétricas

Para expressarmos o movimento do corpo de forma consistente, é importante que sejam
utilizadas medidas energeticamente conjugadas. A andlise de conjugac¢do entre o segundo tensor
de Piola-Kirchhoff e o tensor deformagdo de Green é bem estabelecida na literatura, e ndo serd
abordado neste texto [Pai et al, 1998].

Para avaliar a conjugagdo entre as medidas Lagrangianas elétricas D e §, podemos uti-
lizar o conceito de energia interna de um sélido dielétrico [Wangsness, 1979] na configuragdo

deformada
Q¢

e verificar se a energia mantém o mesmo valor para diferentes observadores. Utilizando as medi-
das Lagrangianas podemos expressar a energia interna na configuracdo de referéncia. Para isto,
utilizamos a Equacdo (3.5) para mudar o dominio de integracdo e, considerando as Equagdes
(3.13) e (3.28), obtemos

U= Dy d pop, dQy = /

7tF‘ tD d t tF-_l det tF A, 4
o - der( gy 0 oD d (hprc o) det(GF)d. - (3.46)

Considerando o fato de que {F jF~! é a identidade e cancelando os determinantes, obtemos
tU="U = / P Dp d bpredQ, (3.47)
Qo

indicando que as medidas Lagrangianas consideradas neste trabalho sdo energeticamente conju-

gadas.
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3.2 Equacoes incrementais

Durante o movimento de um corpo arbitrdrio, geralmente conhecemos o estado atual do
corpo e os estados prévios, a partir da configuracdo inicial. Na descricdo do movimento finito,
0 objetivo é determinar a proxima configuracdo admissivel (t + At), isto é, uma configuragio
que respeite o principio de Hamilton para um corpo piezelétrico [Tiersten, 1967]. Nesta nova

configuracio, o principio de Hamilton pode ser escrito como

t1 t1

G, / GFAL dt + TR, / A Wy dt =0 (3.48)

to to

1
6+AtL — /g; (5 6+At,y ngAtuI ngAtuI o 6+AtG) dQO (349)
0

1 1,

tO+AtG — 5 to—l—AtCIJKL tO+AtE t-l—AtE 5 AtEKL 6+AtS0 t+AtS0L (350)
6+A EKIJ 6+AtE1J 6+At<PK

onde as variagdes sdo consideradas em ¢ + At com respeito a uma componente arbitraria n
de um campo vetorial a, v € o peso especifico, u € a velocidade (derivada temporal do campo
de deslocamentos), L é o funcional de Lagrange (energia cinética menos energia livre), We,;
€ o trabalho externo e 6+AtG € a energia livre do corpo piezelétrico, considerando medidas
Lagrangianas consistentes.

Para reescrever a Equagado (3.49) em uma forma mais tratdvel, podemos integrar o termo de

inércia por partes

t1 1 1 t1
/ (/ 2 ngAt,y 6+AtU[ 6+AtU[ dt) dQO — _5/ |:/ ( tJrAt,Y ngAt ngAt ) dt (351)
Qo to Qo to

n } LRty CEAL, 6+Atul‘ﬂ a9
onde o ultimo termo se anula, devido a variacao na Equacgao (3.48). Com isto,
1
GAL = — /Q (5 OFAty Gy 5Ty + 3+AtG) dQy. (3.52)
0

Como a configuracdo atual é conhecida, € possivel descrever a nova configuracdo por incre-

mentos das varidveis de estado (deslocamento e potencial elétrico), na forma
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BFAur = Lur 4+ Aug (3.53)

g = Lo+ Ad. (3.54)

Assim, considerando a Equacao (3.53), podemos avaliar o incremento de deformacao finita

como
t-l—AtE :1 8(6u1+Au1)+8(6uJ+AuJ) 8(6uM+AuM)8(6uM+AuM)
0 Ty 90X, 90X, 90X, 99X
(3.55)
que pode ser reescrito como
NAE = LB+ AEry = SEry+ (s1g+m1g) (3.56)
T=o5\ oo, T o, T 9%, 0%, | 0%, 9%, '

onde o incremento de deformacao é separado em uma parte linear (57 ;) € em uma parte nao-linear
(n7y) com respeito ao incremento de deslocamentos .

Fazendo o mesmo com o campo elétrico, obtemos

6 Atgpp, — _¥ = SQOK + CK (35 )
Cr = 5 , (3 )

onde cy € linear com respeito ao incremento de campo elétrico. Como o gradiente € linear com
respeito ao potencial elétrico, existe apenas uma componente linear de incremento.

Devido ao fato de o problema ser acoplado, as variacdes podem ser aplicadas a varidveis
mecanicas e/ou elétricas. Considerando que estas variagdes sdo arbitrarias, podemos avaliar sep-
aradamente a influéncia de uma variacao sobre varidveis de estado mecanicas e elétricas. A
seguir, serdo avaliadas as equagOes obtidas com variacdes sobre uma componente de desloca-

mento e apds as equagdes obtidas com uma variagao sobre o potencial elétrico. Como resultado,



29

serd obtido um sistema de equagdes variacionais capaz de descrever o movimento finito de um

corpo piezelétrico.

3.2.1 Variacao com respeito a uma componente de deslocamento

Nas Equacdes (3.48), (3.49) e (3.50), podemos calcular a variacdo com respeito a uma com-

ponente n de um campo vetorial u
t1

t1
tHtg, / AL g A, [ AW, dE =0,

to to

Inicialmente, consideramos o lado esquerdo da Equacao (3.61)

t1
A A
t+ t(sun / ng tL dt

to

com

t+At5un ( 6+AtL) _ _/ B 6+At,y ( éﬁl 4 Auj) t+At5un (6“1 i Aul)
Qo

+ A, (BRG] dy

t+At5un ( 6+AtG) —_ 6+AtCIJKL 6+AtEKL t+At5un ( to—i—AtEIJ)

LAty AL (6+At EU) AR
Inserindo as Equagdes (3.56) e (3.59) na Equagdo (3.64), obtemos

A, (6+AtG) = 0 Crke (6EkL + sz + MxL) Ay, (6ELs

o i) = 6 ey T, (6Ers +sts + 1) (69K + ck)
e, como as variagdes sdo consideradas em ¢ + At [Zielinski e Frey, 2001],

t+At5un (6“[ + AUI) — t+At5un (AUI)

A (6Er + s+ ) = T8, (sro+ M)

(3.61)

(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)

(3.66)

(3.67)
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Com este resultado, podemos finalmente reescrever o problema na forma apropriada

i, (580 = = [ LT (i ) ¥, () 368
Qo

+ 6, (FG) ] dSy

A, (6+AtG) = M Crke (EEKL + oKL+ ?7KL) A Sy (S17 4 M1a) (3.69)

— 6+At€KIJ HAt5un (St + 1) ( 6901( + CK) .

Utilizando as Equagoes (3.68) e (3.69) podemos reescrever a Equagdo (3.61) como

t1
/ |:/ ( 6+At,y f)u[ t+At5un (A'LLI) + 6+At,y BAUI tJrAt(Sun (A'UJ)) dQ0+ (370)
t Qo

0

A A A 8
/ (6" Crixr 0B 20, (s1s) + 6 Crikr 0 Exr 0w, (n1) +
Qo

t+At t+At t+At t+At
0+ Crirr sxr T2, (srr) + 0+ Crirr sxr 7%, (nrr) +

t+At t+At t+At t+At

0 Crikr KL 5un (CIJ) + 9 Crikr "KL 5un (771J) -
t+At t+At t+At t+At
o CEKIJ Oun, (GIJ) Ck — ¢ €KIJ Ou,, (771]) Cx —

6+At€KIJ Hm%n (s1) 6<PK - 6+At€KIJ t+At5un (n17) 6901() dQO] dt

t1
— / [ t+At5un ( f)JrAtWe:ct)} dt.
t

0
3.2.2 Variacao com respeito ao potencial elétrico

Considerando a variacdo com respeito ao potencial elétrico,

t1 t1
to to

e como o termo de inércia nao depende do potencial elétrico
1
A A A A At t+AL A
tratg, ( bt tL) _ ot t5¢/ (_ ERALy HEALy EFAL b tG) A9 (3.72)
Qo

2 0
— / tJrAtéd) ( 6+AtG) dQO
Qo
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€ necessario apenas calcular

405, (4G) = — e, UG, (4180 (80, (.73

t+At t+At t+At
—o ekrrg  Ery 0 (0K -

Introduzindo as Equagdes (3.56), (3.57), (3.58), (3.59) e (3.60), na Equacao (3.73) obtém-se

HALS (HG) = = B A (Boge + ex) (bor + er) (3.74)

— oexrs (0B + st +mrs) T (hew +ck)

e, como as variagdes sdo consideradas em ¢ + At,

t+At5¢ (BQDK + CK) :H—At 5¢ (CK) (375)

obtemos

t1
_/ { / (6% exr 246, (cx) bor + 6 ek 7720, (ck) et (3.76)
to Qo

t+At t t+At t+At t+At
o exryolrs 0 (cx) + o™ exrssiy 9y (cK) +

6+At6K[J T][J t+At5¢ (CK)) dQQ} dt

t1
_ / [0, (5AW,,,)] dt.

to
3.2.3 Equacoes incrementais acopladas

As Equagdes (3.70) e (3.76) formam um conjunto de equacdes acopladas, descrevendo o
movimento finito de um sélido piezelétrico. Se consideramos as relacdes constitutivas descritas
pelas Equagdes (3.36) e (3.37), obtemos
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t1
/ |:/ ( t+Atry U t+At5un (A’U, ) T tJrAt,y (]Ai.b[ t+At5un (AU[)) dQQ—K377)
t Qo

0

/ (SSIJ HAt5un (nry) + 0 CIJKL SKL +At5un (srg) — 6+1At€KIJ Hm(Sun (sry) cx+
Qo

6+AtCIJKL SKL t+At5un ( 771J) + 6 CIJKL 77KL ( )
t+A C
0 IJKL TIKL ( )

I(E)JrAt exry A S (117) ) }

t1
= [ ) = [ 800 () 0] a
t o

0

t1
- / [/ (6+At€KL t+At5¢ (cr) cr + 6+At€KIJ S1J t+At5¢ (ck) (3.78)
t Qo

0
b errrnry TS, (cx)) dS) dt

t1
_ / |:t+At5 ( t+AtWemt) i / ! Dy t+At5¢ (cxc) dSd| dt
to Q

que € a forma incremental para a Equagdo (3.48). Estas equacOes tem termos lineares, quadrati-
cos, cubicos e quarticos com respeito aos incrementos de deslocamentos e lineares e quadraticos
com respeito ao incremento de potencial elétrico. O lado direito da igualdade nas Equagdes
(3.77) e (3.78) sdo chamados de residuos, que devem ser iguais a zero no equilibrio.

Quando consideramos casos estaticos, a Equacdo (3.48) se torna o principio dos trabalhos
virtuais. Neste caso, os efeitos de inércia, isto €, a primeira linha na Equacao (3.77), se anulam,
assim como as integrais no tempo. Somente casos estaticos serdo considerados neste trabalho,
mas deve-se salientar que a extensdo para o caso dinamico € simples, pois os termos que devem

ser considerados foram obtidos de forma consistente no procedimento apresentado nesta secao.

3.3 [Equacoes infinitesimais

Se a configuracdo deformada e a indeformada podem ser confundidas, € possivel particu-
larizar as equagdes incrementais para as equagdes infinitesimais da piezeletricidade. Primeiro,
observamos que [F — I quando Q; — €2y. Como conseqiiéncia, as medidas Lagrangianas e
Eulerianas se confundem e a expressao de energia livre (3.35) se torna a expressdo de energia

livre de Gibbs na forma infinitesimal. A medida de deformacao a ser considerada € o tensor de
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deformagdes infinitesimais, Equagdo (3.9), tal que ndo existem termos de alta ordem a consid-

erar, resultando em ¢;; = ;7 com 1;; = 0 pois 4

que @), = cx, pois 5y = Ap = ¢. Considerando tais simplificagdes nas Equacdes (3.77) e

u = Au = u. Para o campo elétrico, temos

(3.78) € possivel escrever

/t " [ /Q (il 6. (u3)) A+ (3.79)

0

/ (CijrieriOu,, (€if) = €rijou, (€i7) pr) d] dt
Qo

= /tt1 [0u,, (Weat)] dt

0

t1
—/ [/ (€rt 0g (1) 01 + erijeij 0g (¢r)) dQ} dt (3.80)
¢ Qo

0

- / 160 (Waae)] dt

0

onde assumimos uma configuragdo inicial sem tensodes e deslocamentos elétricos. As Equagdes
(3.79) e (3.80) estao de acordo com as equacdes variacionais infinitesimais presentes na literatura
[Naillon et al, 1983], mostrando que o caso infinitesimal é um caso particular da formulagdo

proposta.

3.4 Aproximacao por Elementos Finitos

As Equacdes (3.77) e (3.78) descrevem os campos de deslocamento e potencial elétrico
que respeitam o principio de Hamilton durante o movimento finito. Estas equacdes sdo obtidas
considerando-se que sdo conhecidas na configuragdo atual tanto a configuracdo de referéncia,
onde as integrais sdo calculadas, quanto as varidveis de estado.

Solugdes analiticas para a determinagdo dos campos incrementais continuos Au e A¢ sdo
muito complexas para serem obtidas para geometrias e condi¢des de contorno gerais. Uma al-
ternativa bastante utilizada na construcao de solu¢des aproximadas € a utilizacdo do método dos

Elementos Finitos [Bathe, 1996]. Para este fim, os campos continuos incrementais sdo aproxi-
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mados, dentro de cada elemento finito e, na forma
Auf ~ NI, AUS, (3.81)

A¢® ~ NADE (3.82)

onde v € [1, nen| e nen é o nimero de nés de cada elemento finito na malha, I € [1, 3] é uma das
coordenadas cartesianas, N}, € a funcdo de interpolacdo para os incrementos de deslocamentos
no noé «, dire¢do I e N € a fungdo de interpolagdo para o incremento de campo elétrico no né
a. AU, € o valor nodal de incremento de deslocamentos e A®¢, é o valor nodal do incremento
de potencial elétrico.

Considerando as Equacdes (3.81) e (3.57), obtém-se

ONY, ONY O bty ONY 8]\7 d0bu
e o AUe aJAUe ~Z0¥m amAUe am A[je 0*m 3.83
7= (80)( X, X, X, T gy, Aemgoy, )0 B89
e a variagdo 215, ¢¢; deve ser avaliada na sua forma discreta, isto é, nos nés [Bathe, 1996].
Antes de calcularmos este termo, devemos observar que esta variacdo deve ser calculada em
t + At, tal que [Zieliniski e Frey, 2001]

sy = T 0nusty, (3.84)
e a relacdo [Bathe, 1996]
0
iy = Ag(f]ﬁ SAUS, (3.85)

deve ser utilizada na formulagdo discreta. Utilizando a Equacgao (3.85) para avaliar a primeira
variacdo da Equacdo (3.57), obtém-se

ST} . ONY, ONY, 86um ONY

N L SAUE, = (80X Otnya + ZiagOamdua + g1 i mndan (3.86)
8N§m 0 b, .
e 5mn5wao—XJ) P2

Considerando as Equacdes (3.58) e (3.81), obtemos

e aN:)fm (4 aN
1= 5 (o Alen gy " AUS,, (3.87)
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com primeira variacao

OAU;, = AU, ——0mndg, | AU, 3.88
OAUg, Hn XXy MOX; or Hn (3.88)
e, para a Equacdo (3.60), obtemos a forma discreta
(&4 aNCCV e
G = T X AP (3.89)
com primeira variacao
oc ON¢
A¢pS = ——= A¢S. .
8A¢25 o X Oapd AP, (3.90)

Utilizando as formas discretas obtidas acima, podemos reescrever as Equacdes (3.77) e
(3.78). No entanto, se todos os termos destas equagdes fossem considerados, um procedimento
de solu¢do ndo-linear de alta ordem seria necessario.

Com o objetivo de utilizarmos métodos de solucio beseados em Newton-Raphson, descarta-
mos os termos de alta ordem com respeito aos incrementos das varidveis de estado. Considerando

apenas os termos de baixa ordem, podemos reescrever as Equacdes (3.77) e (3.78) como

t1
/ { / (6740 biir 216, (Aur)) dQ% + (3.91)
to Qo

/ (BSIJ t+At5un (771J) + 6+AtCIJKL SKL t+At5un ( §IJ) - 6+At€KIJ t+At5un ( §1J) CK):| dt
Qo

t1
:/ |:t+At5un (6+Ath) _/ BSIJ t+At5un(§1J) dQO} dt
to o

t1
—/ {/ (ngAtEKL t+At(5¢ (CK) cr, + éJrAtGK]J S1J t+At5¢ (CK)) dQO} dt (3.92)
to Qo

t1
:/ |:t+At5¢(6+AtWext) +/ EDg R, (cx) on} dt
to o

Estas equagdes de equilibrio linearizadas devem ser solucionadas de forma a manter o residuo
nulo, isto €, deve existir um equilibrio entre as forgas e cargas elétricas internas e externas.
Deve-se salientar que o descarte dos termos de alta ordem sé € possivel quando os incremen-

tos das varidveis de estados s@o pequenos, garantindo que os termos de alta ordem serdo muito
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menores dos que os termos de baixa ordem. Isto € crucial para mantermos o raio de atragao dos
métodos de Newton [Arora, 1989].

Utilizando a Equacdo (3.91), e descartando os termos de inércia, obtemos

J

e
0

J

e
0

J

t t+At
0%+%%M=/
Q

051, TR0, 7, dG = SAUS

e
0

2

A A T
Ay K SEr THA,, <5, A = SAUS /

BT1S dOg | AU = SAU" LR

wnt

GTSG d | AU® = AU K¢ AU*

B! CB, d | AU = §AU*" K¢, AU*

o Q5
t+AL t+At e e e __ el t t e e __ el e e
Q5 Q8
onde
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VX,
AN,
VX5
o 30le‘3
_ 0X
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- oN, -
X,
N,
X
ONY|
X3
ONY,
X,
N
G = 80)?5 y a=1..nen
ONY,
X3
ONY,
X,
AN,
X
N,
L NX;
S Sz Si3
S1a S22 Sas
Stz S23 Sa3
St Sz Sis
S = S1z Saz S )
S13 Sa3 S33
S11 Sz Sis
S1a S Sas
L S13 Saz Ssz
e
ﬁ T
S :{ S11 S22 Szz Saz Sz Srio } )
tal que
tome 0 1\ tyTe
tE°= (B, +05xB,) (U
e
t, e __ t e
0p" = —Bg 9"
Desta forma, a Equacdo linearizada (3.91), pode ser reescrita, para um elemento finito e,
como

ext _6 F?nt? (393)

(K¢, + KS) AU + K( ,A®P° =(2 F¢

pois as variagdes sdo arbitrarias e comuns a todos os termos.
Para a Equacgao (3.92), utilizando as Equacoes (3.86), (3.87), (3.88), (3.89) e (3.90), obtemos
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a forma discreta

¥

— / ey sfy TGyt d = ( / B'eB, ng> SAGADS = JAP K5, AD°
2 9%

[ 6D d = - ( /
Q Q

tal que a Equacao (3.92) pode ser reescrita, para um elemento finito e, como

O e, TRy, A = — < / BjeB, ng> SAGAD® = —5AD" K, AD°
Q

e e
0 0

int

B!, (DS ng> JAG* = —0AD" |

e e
0 0

K{, AU — K5 A®° =2 QF, —( Q5 (3.94)

Ap6s a montagem do sistema global de equagdes, pela consideragdo individual de cada ele-
mento da malha [Bathe, 1996], obtém-se

AU t+AtFe:z: tFin
=S P = L =R, (3.95)
ACI) 0 Qea}t OQint

Embora este arranjo da matriz de rigidez global leve a uma maior largura de banda, € utilizado

[ Kuu Kud)
Ko —Kogo

aqui para tornar a apresentacdo das equacOes mais simples. Com isto, podemos reescrever a

Equacdo (3.95) em uma forma compacta

K Ax =4 P, —b F = R. (3.96)

onde K € a matriz de rigidez tangente acoplada, x € o vetor de estados com os primeiros 3*nnos
representando os incrementos de deslocamentos e as demais nnos componentes representado os
incrementos de potencial elétrico de toda a malha. P.,; é o vetor de carregamento externo e F €

o vetor de forcas internas. R é conhecido como vetor residuo e deve ser zero no equilibrio.



4. SOLUCAO DAS EQUACOES DE EQUILIBRIO

As equacdes incrementais de equilibrio discretas obtidas no capitulo anterior devem ser so-
lucionadas por um procedimento incremental/iterativo. O uso de um procedimento incremental
puro ndo € aconselhdvel, pois a acumulacao de erros em cada incremento pode ser considerdvel.
[Crisfield, 1991; Lopez, 2001]. Adicionalmente, o método de solucao utilizado deve ser capaz
de lidar com pontos limites e varia¢des rapidas de rigidez [Crisfield, 1991; Fuji, 1997]. Entre
os métodos mais utilizados atualmente, a familia de métodos conhecida por comprimento de
arco (arc-length), [Crisfield, 1991], tem se mostrado efetiva em uma grande gama de problemas
ndo-lineares.

No texto que segue, o conceito de comprimento de arco € introduzido e as formulagdes con-
sideradas neste trabalho sdo apresentadas e comparadas entre si, com énfase na interpretacdo
geométrica das equagdes de restricdo de cada formulacdo. Deve-se salientar que existem outros
métodos de solugao nao baseados no conceito de comprimento de arco, mas como nao foram

considerados neste trabalho, ndo serdo abordados no presente texto [Ragon et al, 2002].

4.1 Equacoes de Equilibrio na Forma Incremental

Para que a notac¢ao utilizada neste capitulo seja consistente com a notagao utilizada nos textos
que tratam de métodos de solu¢do de equagdes incrementais de equilibrio, a etapa de linearizacao
¢ reapresentada.

Seja o residuo R(x, \), fungdo do estado da estrutura x e do nivel de carregamento \, tal que
R(x,\) =\P - F(x) =0, 4.1

onde P ¢é o vetor de carregamento externo da estrutura e F(x) é o vetor de forcas internas.
No presente texto, ambos os vetores contém parcelas mecanicas (forcas) e parcelas elétricas
(cargas). A Equacdo (4.1) é completa, contendo todos os termos de alta ordem. Considerando a
linearizagdo da Equag@o (4.1) no entorno do ponto (xg, \g), obtemos

JRyo JRo

Ro(x0, Ao) + %o 0x + o oA = R(x, ) =0, (4.2)

39
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onde 0x = X — Xg € 0\ = A\ — \g. Considerando a Equagao (4.1), observamos que

_ ORy

P= 4.3
T 4.3)
e, de acordo com o Apéndice C,
ORy
K=", (4.4)
3X0

onde o simbolo K € utilizado para representar a matriz de rigidez tangente acoplada. De posse

das Equacoes (4.3) e (4.4), podemos reescrever a Equagao (4.2) na forma

Kiox =R + 6\P. 4.5)

De acordo com Batoz e Dhatt, 1979, podemos decompor a Equacdo linearizada (4.5) na

forma
Kioxl = P
eox (4.6)
Kt6X2 = R
tal que
0xX = OAOx1 + 0x2 4.7

€ o incremento iterativo do vetor de estado. Na pratica, a Equacdo (4.6) € solucionada incre-
mentalmente e iterativamente. Incrementalmente pois o carregamento € aplicado em forma de
passos e iterativamente, pois a condi¢cdo de residuo nulo € satisfeita de forma iterativa a cada
passo incremental. Para representar o incremento, € utilizado um superindice ¢ e para denotar
uma iteracao dentro do referido incremento, € utilizado o indice j. Assim, para o incremento ¢,

iteracdo j, podemos reescrever a Equagdo (4.5) como
K, 0xi =R\ + 0\ P (4.8)

Os incrementos dx e d A sdo chamados de iterativos, sendo que os incrementos totais em uma

iteracdo ¢ sdo dados por

J

Axi = AXI_ +0x) = Axi_| +0A} 6x1} 4 6x2! 4.9)
AN; = AN+ 60X
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e os valores totais de x e A sdo obtidos pela soma dos valores incrementais, na forma

= Axt
X o= XA (4.10)
A= A+ AN
4.2 Solucao das Equacoes de Equilibrio na Forma Incremental
Considerando as equagdes de equilibrio na forma incremental
K. ,ox1 = P!
K , 0x2! = Ri : (4.11)
5X§» = 5)\2» 5X1§. + (5X2§-

que sdo equivalentes a Equacgdo (4.5), verificamos que se o nivel de carregamento \ for conside-
rado como uma incégnita, teremos N + 1 varidveis e /N equagdes, onde N € o nimero de graus
de liberdade do vetor de estado. Para completar este sistema, utiliza-se uma equagao adicional,
conhecida como equacgdo de restricio. No presente trabalho, serdo consideradas duas equagdes

equivalentes, porém escritas de forma distinta. Sdo elas [Fafard e Massicotte, 1993]
£(6%,00) = (Ax)) DAX] + d (AX)” = (ASH)? (4.12)

e [Yang e Shieh , 1991]
f(0%,6)) = CTox} + kéX; = H;. (4.13)

Nas equacdes de restri¢do acima, D é uma matriz diagonal, C € um vetor e d, k, AS e H sao
escalares. Dependendo da escolha destes coeficientes, diferentes métodos de solugdo sio obtidos.

A seguir, serdo apresentados os métodos considerados neste trabalho.

4.2.1 Comprimento de Arco Cilindrico

Considerando a Equagao de restri¢do (4.12) e a primeira Equacao em (4.9) obtemos
(Axi_, +ONdx1] + 0x21) " D (Ax_, + ONox1E + 0x20) +d (AN = (ASD? . (4.14)

O método de comprimento de arco cilindrico [Crisfield, 1991], € obtido ao considerarmos D =1

e d = 0. Expandindo a Equacido (4.14) e agrupando por poténcias de § A;, obtemos

ag (OX1)* + ardA: + ay = 0, (4.15)
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Figura 4.1: Convergéncia do método de comprimento de arco com restricao cilindrica, corres-
pondente a Equacgao de restri¢ao (4.14), para um sistema de dois graus de liberdade.

onde

a = (6x1%)" (6x1?) (4.16)
a = 2 (5X1§-)T (Axé_l + 5X2§»)
ay = (Axé-_l + 5X2§)T (Axé_l + 5X2§») — AS?

Geometricamente, a Equacio (4.15) corresponde a uma cilindro de raio AS no espago de dimen-
sd@o N + 1, conforme ilustrado na Figura 4.1, para um sistema com dois graus de liberdade. Nesta
figura, assim como nas demais figuras ilustrativas da convergéncia de cada método de compri-
mento de arco discutidos adiante, o eixo perpendicular ao plano ilustrado corresponde ao fator de
proporcionalidade de carregamento A. Portanto, cada figura corresponde a projecdo do cilindro
e dos vetores no plano x; X x,. Neste caso, fica claro que a cada iteracao 7 do incremento 7, a
magnitude do incremento do vetor de estados, || Ax’|,, é restrita a AS.

Devido ao fato da Equacdo (4.15) apresentar duas raizes, diversos procedimentos de sele¢ao
da raiz correta sdo discutidos na literatura [Crisfield 1991, Hellweg e Crisfield, 1998]. No en-
tanto, conforme discutido por Fafard e Massicotte, 1993, este procedimento € um tanto complexo
quando comparado a equagdes de restricao “lineares”, sendo que ambas abordagens permitem

solucionar o problema. Por este motivo, sdo estudadas equagdes de restricdo alternativas a esta
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equacgao quadrética.

4.2.2 Comprimento de Arco - Método de Crisfield-Ramm Modificado

A primeira proposta de controle de comprimento de arco foi apresentada por Wempner, 1971,

tendo sido desenvolvida por Riks, 1979. Esta abordagem considera que a equagdo de restri¢cao
i\T i i\2
(Ax))" (6x}) = (ASY) (4.17)

€ utilizada na primeira iteracdo de cada incremento. Utilizando a Equacdo (4.9), podemos rees-

crever a Equacdo (4.17) como
(AX%)T (Axi) = (5xi)T (5xi) = (AS{')z (4.18)

significando que na primeira iteracdo de cada incremento restringimos a norma Euclidiana do

incremento do vetor de estados. Para as iteragdes subseqiientes, a condi¢cdo de ortogonalidade
i\T i
(Ax}) (5xj) =0 (4.19)

é imposta, significando que o incremento iterativo do vetor de estados deve ser ortogonal a Ax?,
como ilustrado na Figura 4.2, para um sistema de dois graus de liberdade. Assim, a restricao
da norma do incremento do vetor de estado é imposta apenas na primeira iteracdo, podendo
causar dificuldades de convergéncia em problemas nos quais a trajetéria nao-linear apresente
variagOes rdpidas de comportamento. Como pode ser observado na Figura 4.2, a condi¢do de
ortogonalidade imposta faz com que os incrementos iterativos sejam tangentes a interseccdo de
Ax} com a restri¢do da norma do vetor.

Introduzindo a dltima linha da Equacgdo (4.11) na Equacgdo (4.17)
(Ax))" (0Ni0x1} + 6x21) = (AS])” (4.20)

e considerando que o residuo no inicio de um incremento € nulo (pois a condi¢ao de residuo nulo
deve ser garantia ao final do incremento anterior, ¢ — 1), obtemos
ASH? ASH?
(AS}) (AS})

PV — e . 4.21)
bo(ax)ex1t (Gxiex1)” ox1i

Como 6x1% € obtido com o uso da primeira linha da Equagio (4.11) e Ax} é obtido com o uso
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Figura 4.2: Convergéncia do método de comprimento de arco, correspondente as Equagdes de
restri¢ao (4.17) e (4.19), para um sistema de dois graus de liberdade.

da primeira Equacdo em (4.9), a Equacgao (4.21) permite obter uma relagdo entre o comprimento

de arco AS' e o primeiro incremento de nivel de carregamento do passo

AS;
(5X1§)T ox1}

SN =+ (4.22)

Para as iteracdes subseqiientes neste incremento, observamos que AS}- ¢ nulo, Equacao (4.19),
assim,
(Ax))" (9x116X: + 6x28) = 0 (4.23)
1 37 J )
resultando em o A
4 (Ax})" 6x2}
(Axj)” ox1;
que permite obter o valor de incremento do nivel de carregamento em cada iteracao j do incre-
mento 4.
Uma deficiéncia deste método estd na natureza da condi¢do de ortogonalidade da Equagao
(4.19), que forca a ortogonalidade somente em relacio ao primeiro incremento do vetor de esta-
dos. Tendo em vista esta deficiéncia, [Ramm, 1981], propds uma atualizacao do método, onde a

restricdo da Equacdo (4.19) é modificada para considerar a ortogonalidade em relacdo a dltima
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Figura 4.3: Convergéncia do método de comprimento de arco correspondente as Equacdes de
restri¢ao (4.17) e (4.25), para um sistema de dois graus de liberdade.

iterac@o
(Axi)" (6x1) =0 (4.25)

e com isto, a trajetdria iterativa tende a acompanhar a trajetéria obtida com uma restricao de
norma, como ilustrado na Figura 4.3 para um sistema de dois graus de liberdade. Este método é
conhecido por "updated plane”.

Utilizando esta nova restri¢do de ortogonalidade, o incremento iterativo de nivel de carrega-
mento passa a ser
(AX?) Ts x2§»

N = —
! (AX%)T 5X1§»

(4.26)
sendo que a relacdo entre o primeiro incremento de nivel de carregamento de uma iteragdo e
o valor do comprimento de arco continua sendo fornecido pela Equagdo (4.22). No entanto,
a restricdo de magnitude do incremento do vetor de estado sé € garantida na primeira iteracao
do incremento. Para modificar este comportamento, Fafard e Massicote, 1993, propuseram um
escalonamento do incremento do vetor de estados. Este procedimento é bem simples e, junta-
mente com a equacao de restri¢do (4.25), da origem ao método conhecido como Crisfield-Ramm
Modificado (MCR). Assim, ao considerarmos o incremento do vetor de estados, Equacdo (4.7),

resultante do incremento do nivel de carregamento resultante da Equacdo (4.26), teriamos um
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Figura 4.4: Interpretacdo geométrica da Equacao (4.30) para um sistema de dois graus de liber-
dade.

incremento

Ai;-ﬂ = AX;- + 5x§+1. (4.27)

Para que o incremento do vetor de estado Axé» satisfaca a restricdo de comprimento de arco,
devemos multiplicar a norma do incremento Ai; por um fator de escala,

i, = A5 = a|a%, @29
resultando em
5__ A8 (4.29)
1A% [,

tal que o incremento que satisfaz o comprimento de arco € dado por

Ax;Jrl =a (AX; + 5x§»+1) . (4.30)

4.2.3 Método dos Deslocamentos Generalizados (GDC)

Embora este método nao seja apresentado explicitamente como um método de comprimento
de arco no artigo original [Yang e Shieh, 1991], mas sim como uma abordagem alternativa, pode-

se provar que estd intimamente relacionado a métodos de restricdo de ortogonalidade como os
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apresentados na secdo anterior. Este método € obtido pela consideracdo dos coeficientes

{c — SAiox1i! @3

k= 0

na restricio da Equacdo (4.13), onde 0x1% ! é o primeiro ”deslocamento” iterativo do incremento

anterior. Com isto, a Equacdo de restri¢do passa a ser
(6xiox1iY)" oxt = Hi (4.32)
e substituindo a ultima linha da Equacao (4.11) na Equacgao (4.32), obtemos

Hi — 0N, (ox117Y) " ox2;
Y (5X1§71)T ox1}

oA = (4.33)

Para a primeira iteracdo de um incremento, o residuo € nulo, portanto

SN = : HlT - (4.34)
(ox1771)" ox1i

0 que permite relacionar o primeiro incremento de nivel de carregamento de um incremento com

o valor de H{. Se considerarmos que o valor de H deve ser determinado a partir de um dado

valor inicial d\}, verificamos que
H = (6017 (6x11)" ox1! (4.35)

ois como dx1Y ndo é definido, é assumido como sendo dx1!. Esta equacio, juntamente com a
1 1

Equacdo (4.34), permite obter a relacdo

(5X1%)T5X1%

SN =6\
PO (ex1i ) e

(4.36)

que permite calcular o valor do primeiro incremento do nivel de carregamento de cada iteragdo.

A magnitude do primeiro incremento do vetor de estados serd

A A A _ 117 5x1! . .
|Ax1i]|, = aA%4/ (6x15)" ox15 = oAl (9x11)” ox1} V (6x18)" ox1}, (4.37)

(5x1§_1)T ox1!
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sendo portanto este o valor do comprimento de arco imposto na primeira iteragao de cada incre-
mento.

O termo dentro da raiz da Equagdo (4.36) é conhecido como Global Stiffness Parameter,
GSP, tendo como caracteristica apresentar um valor negativo imediatamente apés a passagem
por pontos limites, o que é um indicador muito ttil para a inversdo da direcdo do carregamento.
Esta propriedade vem do produto interno do denominador, que apresenta valor negativo quando
o ponto 7 — 1 se encontra antes do ponto limite e o ponto ¢ se encontra apds o ponto limite. Ainda,
este termo € uma razdo entre uma medida do estado atual da estrutura (6x17") T 5x1% e 0 estado
“original” (6x1%)T dx11}, servindo, portanto, como um ajuste do primeiro valor do incremento
do nivel de carregamento de cada iteracdo [Yang e Shieh, 1991]. Este ajuste tem como objetivo
escalonar o valor de §\¢ na Equagio (4.36), de forma que o valor original §\! seja diminuido em
regides de baixa rigidez relativa e aumentado em regides de alta rigidez relativa. Desta forma,
observando a Equacdo (4.37), fica claro que a mudanca relativa de rigidez é contemplada na
defini¢d@o do arco inicial de cada iteragdo.

A Equagdo (4.37) deve ser comparada com a abordagem heuristica muito utilizada [Crisfield,
1991]

ASi = ASI! (4.38)

z

onde AS! é o comprimento de arco para a primeira iteracio do incremento atual, AS: ™! é o
comprimento de arco da primeira iteracdo do incremento anterior, /; € o ndmero de iteragdes
desejadas por incremento de carga e I;?l € o numero efetivo de iteracdes necessdrias para a
convergéncia do incremento anterior.

Para as iteragdes subseqiientes do mesmo incremento, considera-se que HJZ: ¢é nulo. Isto signi-
fica que a restri¢do de “arco” associada a H sé é respeitada na primeira iteracao do incremento.
Ainda, isto implica na condi¢do de ortogonalidade

i-N\T o i
((5}(11 ) ox; =0 (4.39)
que deve ser comparada as Equacdes (4.19) e (4.25). Assim, verifica-se que a trajetdria de con-
vergéncia das iteragcdes no incremento atual (z) é ortogonal a primeira iteracdo do incremento
anterior (i — 1), conforme ilustrado na Figura 4.5. Com isto, se a trajetéria de equilibrio sofrer
uma alterac@o brusca, pode-se ndo obter convergéncia para um valor aceitdvel de incremento.
No entanto, observa-se pelas caracteristicas da Equacdo (4.36), que se a trajetdria de equilibrio

se aproxima suavemente do ponto limite, o raio do circulo serd escalonado pelo valor do GSP.
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Figura 4.5: Convergéncia do método GDC, para um sistema de dois graus de liberdade.

Devido a esta propriedade, o método consegue descrever a trajetéria em pontos limites e em pon-
tos de baixa rigidez relativa, regides em que alguns métodos encontram dificuldades, pois nao
contam com este escalonamento automdtico. Por outro lado, comparando as equacdes de ortogo-
nalidade do método GDC e M C'R, verificamos que o dltimo é menos sensivel ao escalonamento
da norma de comprimento de arco.

Utilizando a Equacio (4.33), podemos obter o valor do incremento de nivel de carregamento

para uma itera¢do j no incremento %,

(5X1§*1)T 5X2§»
(5X1§_1)T 5X1§» .

oAy = — (4.40)

A interpretagdo do método GDC' como um método de comprimento de arco permite que
técnicas como imposicao de niveis de carregamento [Teng e Luo, 1998], busca em linha [Shi e
Crisfield, 1995; Schweizerhhoff, 1993], entre outras, sejam utilizadas conjuntamente com este
método. Como um exemplo, verificamos que o escalonamento do incremento do vetor de estado
pode ser aplicado também neste método. Reescrevendo a Equacdo (4.37), verificamos que o arco

inicial de cada iteracdo é dado por

AS = M\ V/|GSP|y/6x1t6x1% (4.41)
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e que a norma Euclidiana do primeiro incremento Ax! serd igual a AS?, mas que esta norma néo
é respeitada nas iteracdes subseqiientes do incremento. No entanto, de posse do valor de AS?,
pode-se aplicar o escalonamento proposto no artigo de Fafard e Massicote, 1993, implicando em

uma maior robustez do método GDC.

4.2.4 Tratamento de Pontos Limites

Uma etapa importante na implementacao dos métodos descritos neste texto é a correta de-
terminacdo do sinal do primeiro incremento iterativo do nivel de carregamento, d\}, de cada
incremento i. Isto é necessdrio pois em pontos limites, o sinal de d\! deve ser invertido, por
serem pontos extremos da relagdo curva definida pela seqiiéncia de pontos (A, x). A Figura
4.6 ilustra dois pontos limites, A e B. A Equacao (4.22) ndo traz esta informagao, sendo que a
Equagdo (4.36) tem dentro da raiz o termo G.S P, que apresenta como propriedade fundamental,
assumir um valor negativo imediatamente apds pontos limites. Conforme discutido por Souza
Neto et al, 2002, e Crisfield, 1991, os métodos mais utilizados para detec¢do de pontos limites

sao

e Determinante da matriz tangente: sgn(dA}) = sgn (|Kg(x'1)

e Trabalho incremental: sgn(d\!) = sgn (5x1i1TP>;
o Trajetéria secante: sgn(dA%) = sgn(Axi-1"ox11),

onde
sgn(a) = — (4.42)

¢ a funcao sinal de um escalar a.

Em adi¢do a estes métodos, serd também considerado
e GSP:se GSP' < 0e GSP! > 0, entdo sinal = —1 x sinal e SN\¢ = sinal * S\,

(onde sinal é uma varidvel que armazena o sinal do incremento do nivel de carregamento) assim
apresentado no artigo original [Yang e Shieh, 1991].

Em relacdo a estas abordagens, sabe-se que o uso do determinante da matriz tangente no
inicio de cada incremento € sensivel a bifurcagdes [Souza Neto et al, 2002]. Assim, em caso
de determinante negativo, devemos avaliar a condi¢dao do ponto, sendo que em caso de bifurca-
¢do, pode acontecer de o algoritmo de solucdo oscilar em torno do ponto em questdo [Crisfield,

1997]. Por sua vez, a avaliacao do sinal do incremento de trabalho associado ao passo preditor
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€ insensivel a bifurcacdes, mas falha na presenca de snap-backs [Souza Neto et al., 2002]. O
conceito de trajetdria secante, tem como caracteristicas ser insensivel a bifurcacdes e funcionar
bem na presenca de pontos limites e de snap-back [Souza Neto et al., 2002].

Da forma como sdo geralmente apresentados, tanto o conceito de trajetoria tangente como
o GSP parecem ser conceitos puramente geométricos. No entanto, conforme apresentado por
[Feng et al, 1997], podemos determinar analiticamente uma expressao geral para a correta sele-

¢do do sinal de S\¢. A seguir, um breve resumo da formulagio é apresentado.

4.2.4.1 Determinacio analitica do sinal de 5\

Para a determinagdo analitica do sinal de 6 \} iniciamos com a parametriza¢do da equagdo de

equilibrio

R(x)=AP—F =0 (4.43)

por um escalar positivo ndo-decrescente i, tal que x(u) e A(u) [Fafard e Massicote, 1993; Feng
et al, 1997]. A equacgdo de restricdo pode ser considerada de forma suficientemente genérica
como [Feng et al, 1997]

f=hx\)—pu=0. (4.44)

Avaliando as derivadas da equacdo de equilibrio em relacdo ao pardmetro i,

ORdx  ORd\ _

ot b A 4.4
ox du + O\ dp (4.45)

de onde lembramos que a derivada parcial do residuo em relacdo ao vetor de deslocamentos
€ igual ao negativo da matriz de rigidez tangente e que a derivada parcial do residuo em rela-
¢do ao nivel de carregamentos € igual ao vetor de carregamentos externos. Com isto, podemos

reescrever a Equacgao (4.45) como

dx d\
Ki— =P— 4.46
Cdi m (4.46)
e lembrando que (preditor)
ox1 =K, 'P (4.47)

podemos reescrever a Equacgao (4.46) como

= = ox1C, (4.48)
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desde que o determinante da matriz tangente seja ndo-nulo.

Derivando agora a equacao de restricdo com respeito ao escalar y, obtemos

Of dx  Of dX
9fax | OFdA 44
oxdn | oNdp 0 (4.49)

e substituindo a Equacio (4.48) na Equacdo (4.49), observamos que

d\ 1
— = . (4.50)
B B
dp— Isx1+ 9
que substituindo na Equagao (4.48) permite obter
d 1
= ox (4.51)

dp ox1+ 9

Como o objetivo € obter o sinal do primeiro incremento, verificamos que esta informagao
deve ser obtida do estudo da Equacgao (4.50). Os algoritmo de solu¢do nao linear abordados
neste trabalho sdo baseados em uma etapa preditora e em uma etapa corretora. Na etapa predi-
tora, partimos de uma configuracdo de equilibrio (conhecida), e baseados nos gradientes obtidos
acima, podemos incrementar o parametro escalar 4 (o incremento € sempre positivo) obtendo os

novos valores das incognitas x e A, na forma

{ﬁlz X (4.52)
)\Zl—’_1 = ?inal + %AM

Assim, definindo o incremento de carregamento como A\“*! — \!, observamos que o sinal deste
incremento é dado pelo produto 2 Ay e como Ay é sempre positivo, concluimos que o sinal do
dp

incremento € dado pelo sinal da Equacdo (4.50), ou de forma mais simples,

_ _ ofi A ofi _ _ A
sgn(ANTY) = sgn(6A) = sgn <ai7f<5x1}mal + 8)\17f> = sgn(m’Téxl;mal +a').
Xfinal final

(4.53)

Para o método de Comprimento de Arco Cilindrico, consideramos a equagdo de restri¢cao

Fix A ) = AxT A — (p = p)?, (4.54)
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onde o = 0, pois esta equacdo ndo depende de ). Avaliando a Equacio (4.53), obtemos

i 0@ — ) (=) = (- )7
m' =
ox

=2(zt — 2t = 2A2"?

(x4, A4, pd)

(4.55)

que permite obter a condi¢dao
sgnwA@::sgn(QAﬂ*wTaxﬁ) (4.56)

que nada mais € do que o critério conhecido por trajetdria secante. Assim, o critério da traje-
téria secante € um critério ’consistente” com a equacdo de restricao cilindrica (sem garantia de
consisténcia para outras equacoes de restri¢ao).
Para os métodos baseados em restricdes ortogonais, devemos considerar a equagdo de restri-
¢do na forma
f=hxA)=0 (4.57)

de modo que a Equacgdo (4.49) deve ser reescrita como

Of dx 9fd\

hatl L7 4.58
ox dp + O\ dp ’ (4.58)
levando a seguinte relacao :
af af\ dA
—ox1+ — ) — =0. 4.59
<8X:X+8A>dﬂ (459)
Como % deve ser nao nulo, resta que o termo entre parénteses deve ser nulo. Com isto, obtemos
a relacdo
af af
—ox1+ = =0. 4.60
ox " o (4-60)
Isolando 6x1
of
ox1 = —53 (4.61)
ox

e inserindo na Equacdo (4.48), apds isolar %, obtemos

d  SLax
oA x 4X (4.62)
dp % dp

Como pode ser observado na Equacao (4.62), ndo ocorre um desacoplamento das derivadas de x
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}\JA

Figura 4.6: Trajetoria de equilibrio ndo-linear. Os pontos A e C sdo pontos limites e o ponto B é
um ponto de “snap-back”.

e )\, indicando que esta abordagem ndo pode ser utilizada com as equagdes de restri¢do do tipo

ortogonal, que ndo garantem a restri¢ao da norma do incremento.

4.2.5 Equacoes de Restricao e Problemas Acoplados

As equacdes de restri¢do discutidas anteriormente sdo apresentadas na literatura em proble-
mas puramente mecanicos. No caso geral, podemos desconsiderar alguns graus de liberdade
da estrutura, como no caso das rotagdes em cascas [Crisfield, 1997]. Deve-se observar que nos
graus de liberdade desprezados, as posi¢des correspondentes na matriz diagonal D, Equacao
(4.12), devem ser nulas, enquanto as demais devem ser unitdrias. Uma questdo importante a
ser considerada € o fato de que a equagdo de restri¢do tem um impacto importante na correta
representacdo da trajetdria de equilibrio, que por sua vez diz respeito a todos os graus de liber-
dade envolvidos. No entanto, no problema piezelétrico abordado neste trabalho, a magnitude
dos graus de liberdade de deslocamento e de diferenca de potencial sdo muito distintas, o que
causa uma dificuldade adicional na defini¢do de um valor adequado de comprimento de arco.
Em adi¢do a este problema, existe ainda o fato de a ordem de grandeza dos tensores constitutivos
envolvidos ser muito diferente, o que implica em uma grande diferenca na magnitude dos termos

da matriz tangente acoplada e, conseqiientemente em um nimero de condicionamento elevado.
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Visando apenas o problema de condicionamento, Qi et al, 1997, propuseram o escalonamento
da unidade basica de forca. Este € um procedimento muito simples, onde apenas passamos a

utilizar um multiplo da unidade de forgas

IN =1-10°N (4.63)

onde p € um inteiro positivo. Com este escalonamento, os tensores constitutivos C [Nm 2] e
€ [C2N~1m~2] passam a ter magnitude C — C*1-107P e € — ex1-10”, solucionando o problema
de condicionamento. Ainda, o potencial elétrico ¢ [NmC~!] passa a ter unidade ¢ — ¢*1-1077,
0 que aproxima a magnitude dos deslocamentos e potenciais elétricos, solucionando o problema
de imposi¢do do comprimento de arco.

O valor do expoente p depende da magnitude dos tensores constitutivos envolvidos. Como
exemplo, podemos considerar o material piezelétrico PZT5 que tem propriedades elasticas da
ordem de 1-10'°, dielétricas da ordem de 1-10~° e piezelétricas da ordem de 1-10°. Considerando
que os blocos K, K4, € K,; da matriz tangente acoplada mantenham a ordem de grandeza
relativa de cada tensor constitutivo, teremos uma diferenga da ordem de 1 - 102 entre os termos
da matriz global, e podemos assumir que o nimero de condicionamento serd da mesma ordem.
Utilizando a Equacdo (4.63), com p = 9, a diferenca passa a ser 1 - 101727, tal que o niimero de
condicionamento passa a ser da ordem de 1 - 10,

Geralmente trabalhamos com deslocamentos da ordem de 1-10~% para ceramicos e diferencas
de potencial da ordem de 1-10%. Assim, para p = 9, os deslocamentos nio seriam alterados, mas

a diferenga de potencial passaria a ser da ordemde 1- 1077,

4.2.6 Métodos de Comprimento de Arco e Seqiiéncia de Otimizacao

O procedimento de otimizacdo topoldgica considerado neste trabalho € seqiiencial, pois con-
siste em vdrias etapas de andlise de equilibrio - obtencdo de sensibilidades - constru¢dao de uma
aproximacgdo convexa e separdvel - solucdo desta aproximagdo com a obtencdo de uma nova
distribui¢do de varidveis de projeto. Esta seqiiéncia € solucionada diversas vezes, até que uma
distribuicdo satisfatéria de varidveis de projeto seja obtida. Deve-se observar que a etapa de ana-
lise de equilibrio é fundamental, pois tem influéncia direta na etapa de andlise de sensibilidade e
portanto na construcao da aproximacao das funcdes envolvidas e conseqiientemente na nova dis-
tribui¢do de varidveis de projeto (deve-se salientar que a construcao das aproximagdes convexas
dependem do histérico do procedimento seqiiencial). No entanto, o uso de métodos de compri-
mento de arco ndo garante que o carregamento correspondente a A = 1 (carregamento aplicado)

seja obtido exatamente, pois este geralmente é maior do que um, a ndo ser que um procedimento
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especifico seja utilizado.

No presente trabalho, observou-se que este comportamento leva a problemas de convergéncia
quando o método de comprimento de arco € utilizado para solu¢ido do problema de equilibrio e
0o MMA ¢ utilizado para a solu¢cdo do problema de otimizacdo. Possiveis alternativas sido a
utilizagdo de métodos que permitam a imposi¢ao de niveis de carregamento em comprimento de
arco [Teng e Luo, 1998], a utilizacdo do método de Newton-Raphson puro e/ou um método de
solucdo de problemas de otimizacao que ndo dependa de informagdes prévias para a construgao
das aproximagdes convexas (como o LP).

Na literatura de otimizagdo topoldgica considerando problemas nio-lineares, nos poucos tra-
balhos existentes, foi utilizado o Método de Newton-Raphson puro, que garante a exatidao do
nivel de carregamento aplicado. Bruns e Sigmund, 2004, utilizam o método de comprimento
de arco cilindrico e reportam dificuldade de convergéncia do MMA. No presente trabalho, foi
utilizado um artificio que permite a utilizacdo de métodos de comprimento de arco juntamente
com o MMA. Para assegurar esta condi¢do, foi utilizada a estratégia de considerar o método de
Newton-Raphson simples quando A for préximo de 1 e quando isto ndo prejudicar a andlise, isto

€, quando o carregamento nao corresponder a um ponto limite.



5. OTIMIZACAO TOPOLOGICA

Neste capitulo, apresentam-se os conceitos basicos relacionados ao tépico Otimizagao Topo-
16gica. Ap6s uma breve revisdo histdrica, sdo apresentados os conceitos tedricos relacionados ao
método, como parametrizagdes materiais mais utilizadas e questdes como existéncia e unicidade
das solugdes. Por fim, questdes como a instabilidade de tabuleiro e formulagdes que tratam da

nao-linearidade geométrica sao discutidas.

5.1 Revisao Historica

Diversas referéncias apontam o trabalho de Michell, 1904, como sendo o primeiro estudo
de Otimizacdo Topoldgica de estruturas. Michell, baseado nos estudos de Maxwell, 1869, de-
terminou as condi¢des necessdrias para que uma estrutura formada por elementos de barra tenha
o minimo volume de material, respeitando as relacdes de equilibrio e restri¢cdes de tensdo. O
trabalho de Michell permaneceu pouco conhecido por muitas décadas, tendo sido retomado por
diversos pesquisadores [Cox, 1956; Hemp, 1973; Owen, 1975; Prager 1974]. Em especial, po-
demos citar a extensdo do trabalho de Michell para o caso de estruturas formadas por vigas
[Rozvany e Adidam, 1972] e a generalizacdo dos resultados obtidos até entdo, dando origem a
teoria da configuracdo 6tima (Optimal Layout Theory) [Prager e Rozvany, 1977; Rozvany et al,
1995].

Entre as décadas de 1930 e 1960, o estudo de otimizagdo de estruturas se dividiu em trés
linhas principais [Park, 1995]: a escola russa, liderada por Rabinovitch e Vinogradov (apud
Reitman, 1989); Wasiutynky e seus colaboradores [Wasiutynky e Brant, 1963] no estudo de
estruturas com energia de deformacdo minima e Prager e colaboradores no estudo de estruturas
com minimo peso, baseado na teoria da plasticidade [Prager e Shield, 1967].

Em 1951 Kuhn e Tucker apresentam o seu trabalho sobre condicdes de otimalidade (proposto
anteriormente e de forma mais simplificada por Karush em 1939), hoje conhecido com critério
de Karush-Kuhn-Tucker, KKT. Prager e Taylor, 1968, estabeleceram a base tedrica para a obten-

¢do de critérios 6timo baseados nas condi¢cdes KKT, dando inicio ao uso extensivo de critérios

'"Maxwell, J. C, 1869, Trans. Roy. Soc., Edinburgh, Vol. 26, pp. 1-40
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de 6timo em aplicacdes de engenharia. Uma boa revisao dos métodos de critério de 6timo pode
ser encontrada nas referéncias [Rozvany et al, 1995; Zhou e Rozvany, 1991; Hassani e Hinton,
1998c; Bendsge e Sigmund, 2003]. O uso conjunto de critérios de 6timo e métodos de discre-
tizacdo das equagdes de equilibrio teve inicio com a otimizag¢do de estruturas aeroespaciais na
década de 1970 [Haftka e Giirdal, 1996], sendo uma técnica muito utilizada até os dias de hoje
[Zhou e Rozvany, 1991; Hassani e Hinton, 1998c; Bendsge e Sigmund, 2003].

O desenvolvimento de computadores mais poderosos e do crescente uso de otimizacio na
area aeroespacial levou ao uso de técnicas de programacgdo matematica na formulaciao dos pro-
blemas de otimizacdo. Um trabalho bem fundamentado no uso de técnicas de programacgdo
matematica foi apresentado por [Schmit, 1960], que utilizou a programacao matematica para so-
lucionar problemas com multiplos casos de carregamento e restri¢cdes ndo-lineares na forma de
inequacgdes. Outro estudo ocidental pioneiro sobre a utiliza¢ao de programacdo matematica linear
aplicado a otimizacao de trelicas € o de [Dorn et al, 1964]. Reitman, 1989, apresenta estudos re-
alizados na antiga URSS neste tépico. No inicio da década de 1970, os métodos de programacao
matemadtica eram muito ineficientes quando comparados aos critérios de 6timo, devido principal-
mente a capacidade dos computadores da época. No entanto, a programagdo matematica possui
uma base matemdtica muito sélida quando comparada a alguns métodos de redimensionamento
empiricos, sendo muito mais flexivel do que métodos de critério de 6timo baseados em KKT.
Schmit e Farshi, 1974 e Fleury, 1979, desenvolveram métodos de programagdo matemadtica com
varidveis intermedidrias e métodos duais, dando inicio a uma série de trabalhos sobre algoritmos
de programacdo matematica na década de 1980. De fundamental importancia € o trabalho de
Fleury, 1979, que unifica os conceitos de programa¢ao matemadtica e critério de 6timo, que até
entdo eram tratados como tdpicos totalmente distintos. O trabalho de Belegundu e Arora, 1985a,
contém uma boa revisao e fundamentacgao tedrica sobre os métodos de programagao matemética
desenvolvidos até a primeira metade da década de 1980. Zhang e Fleury, 1997, apresentam um
estudo interessante sobre os métodos de aproximagdo convexa mais utilizados na época e [Bruy-
neel et al, 2002; Beckers, 1997; Hassani e Hinton, 1998c] apresentam o estado da arte no final
da década de 1990 e inicio da década de 2000.

Recentemente, diversos métodos heuristicos foram propostos para a solu¢do de problemas
de otimizacdo estrutural. Rozvany, 2001b, classifica estes métodos como SERA (Sequential
Element Rejection and Admission), englobando métodos como ESO (Evolutionary Structutal
Optimization) [Xie e Steven, 1997], BESO (Bidirectional ESO) [Querin et al, 1998], CAO
(Computer Aided Optimization) [Matteheck et al, 1991 apud Rozvany, 2001b] entre outros. Em

um estudo muito interessante, [Zhou e Rozvany, 2001] demonstram que métodos baseados em
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ESO niao tem garantia de 6timo global.

A otimizacdo de meios continuos se desenvolveu com a introdu¢do de métodos de relaxagcao
[Allaire e Henrot, 2001], através da consideracdo de materiais compostos, na década de 1970.
Este conceito foi desenvolvido de forma independente por vérios grupos de pesquisa, como por
exemplo [Cheng, 1981; Cheng e Olhoff, 1982; Murat e Tartar, 1985; Lurie et al, 1982a e 1982b;
Ratium, 1979; Kohn e Strang, 1986a, 1986b, 1986¢].

A descri¢do da implementa¢do numérica do método da homogeneizagdo aplicado para a rela-
xacao do problema de Otimizacdo Topoldgica de meios continuos, por Bendsge e Kikuchi, 1988,
deu inicio a uma grande popularizacao do método. Este trabalho introduziu microestruturas sub-
Otimas, relacionadas a relaxacdo parcial do problema de Otimizagdo Topoldgica, permitindo
obter topologias mais definidas e com menos regides de densidade intermedidria. No estudo de
problemas com relaxacao parcial, Park, 1995, estudou a influéncia da descri¢do microscépica das
propriedades do material na topologia obtida. Hassani e Hinton, 1998a e 1998b apresentam uma
revisdo recente das técnicas de homogeneizagao e da sua aplicagdo na Otimizacao Topoldgica.
Atualmente, parametriza¢des materiais mais simples como a SIMP (Solid Isotropic Microstruc-
ture with Penalization) [Rozvany, 2001a, Bendsge e Sigmund, 1999], tem sido utilizadas em
detrimento de parametrizagdes mais elaboradas, com excelentes resultados.

Uma abordagem alternativa a relaxacdo do problema de Otimizacdo Topoldgica foi inicial-
mente apresentada por Niordson, 1983, que restringiu o gradiente espacial da variacio da espes-
sura de placas finas, obtendo uma solu¢do suave (sem variagdes bruscas das varidveis de projeto).
Esta abordagem consiste na restri¢do do dominio de solugao, conceito este que foi formalmente
desenvolvido por Bendsge, 1995 e Ambrosio e Butazzo, 1993. Bendsge, 1995, provou que a res-
tricdo da variacao espacial das varidveis de projeto permite obter um problema bem posto. Este
conceito foi utilizado por Petersson e Sigmund, 1998, para problemas com malhas estruturadas
e foi estendido por Cardoso e Fonseca, 1999, para problemas com malhas ndo-estruturadas. Por
sua vez, Ambrosio e Butazzo, 1993, mostraram que a restri¢do do perimetro da topologia permite
obter um problema bem posto, inclusive para problemas com parametrizacao inteira. Este con-
ceito foi implementado para parametrizagdes continuas por [Haber et al, 1996] e para problemas
com parametrizacoes discretas por [Beckers, 1997].

Recentemente, tem-se dado especial aten¢do a procedimentos de solu¢do dos problemas de
Otimizagdo Topoldgica por métodos de programacao matemadtica [Bruyneel et al, 2002], a inclu-
sdo de efeitos ndo-lineares [Bruns e Tortorelli, 2001; Gea e Luo, 2001; Buhl et al, 2000; Bruns e
Sigmund, 2004], a considerag@o de restri¢des de tensdo [Duysinx e Bendsge, 1998; Cheng e Guo,
1997, Stolpe e Svanberg, 2001 e 2003; Kirsch, 1990; Rozvany, 1996; Fancello e Pereira, 2003],
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Figura 5.1: Regido de projeto (esquerda) e estrutura obtida com uso do método da Otimizagao
Topologica.

a solu¢do de problemas numéricos como a instabilidade de tabuleiro [Diaz e Sigmund, 1995; Jog
e Haber, 1995] e ao aparecimento de rétulas no projeto de mecanismos flexiveis [Poulsen, 2002;
Yin e Ananthasuresh, 2002; Cardoso e Fonseca, 2004].

5.2 Otimizacao Topologica

A Otimizagdo Topoldgica lida com a determinagdo de caracteristicas como o numero € lo-
calizagcdo de furos e a conectividade do dominio [Bendsge e Sigmund, 2003], com o objetivo
de extremizar um funcional e satisfazer um conjunto de restricdes. Diferentemente de outros
métodos de otimizagdo estrutural, a Otimiza¢do Topoldgica permite a determinagdo simultanea
da topologia e da forma de uma estrutura contida em uma regido €2 do espago, conhecida como
Dominio de Projeto, com condi¢des de contorno naturais e essenciais pré-estabelecidas (Figura
5.1).

Esta determinagdo conjunta de topologia e forma se dda por meio da distribui¢do de um ou
mais materiais, conhecidos por materiais base, no dominio de projeto 2. Assim, em termos
da distribuicdo de um ou mais materiais isotropicos de base, podemos redefinir a Otimizacao
Topoldgica como a determinacdo das regides (2" C () que irdo conter um dos materiais base
e das regides 2V C Q™\Q) que ndo contém material. A descri¢do dos pontos do dominio que

contém material, X C 2™, é realizada por meio de uma parametrizacdo do tensor constitutivo
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efetivo T'(X) em cada ponto do dominio de projeto, na forma

(

T(X) = AX)T(X)

1se X € Q™
A(X):{ se €

Ose X € 0¥
Fon — 5.1
Jo AM)d2 = Volume(QQ™) <V
T(X) € L
X e

\

onde V é a quantidade de material disponivel, A(X) é uma fungio indicadora e T°(X) é o tensor
constitutivo de um dos materiais base. A parametriza¢do I/, define um problema binario, onde
apenas dois estados podem existir em cada ponto do dominio: presenca de material (solid) ou
auséncia de material (void).

De posse da parametrizagdo [, pode-se formular um problema de Otimizagdo Topoldgica,
como por exemplo o cldssico problema de minimizag¢do da flexibilidade com restricao de volume
[Bendsge e Sigmund, 2003]. No entanto, o conjunto de solugdes associado a parametrizagao P /o
nio é completo uma vez que a solugdo 6tima contém materiais anisotropicos, pois somente a
utilizacdo de materiais anisotropicos garante a obtencdo de solucdes extremas [Allaire e Henrot,
2001; Bendsge e Sigmund, 2003; Kohn e Strang, 1986a, 1986b, 1986¢]. Isto faz com que
problemas de Otimizagio Topoldgica formulados com o uso da parametrizagido I/, sejam mal-
postos. Para solucionar este problema, pode-se redefinir a parametrizacdo do tensor constitutivo
[Allaire e Henrot, 2001] ou utilizar um método de restricao [Bendsge, 1995; Beckers, 1997].

Os cléssicos trabalhos de Cheng e Olhoff [Cheng, 1981; Cheng e Olhoff, 1982], foram os
primeiros estudos de Otimizagdo Topoldgica a detectar e solucionar este problema. Cheng e
Olhoff, no estudo do problema de maximizacdo da rigidez de placas isotropicas, observaram que
o resultado da Otimizacgao Topoldgica era dependente do refino da malha, sendo que malhas mais
refinadas permitiam obter estruturas mais rigidas. Cheng e Olhoff observaram também que o re-
fino da malha se refletia na formacao de um nimero cada vez maior de refor¢os infinitesimais,
que correspondiam a microestruturas ortotropicas. Esta observacgao estd de acordo com diversos
estudos que mostram que solucdes extremas para este problema envolvem a utilizacdo de tais
reforcos [Smitses, 1973]. Para solucionar a dependéncia da discretizagdo, o problema foi refor-
mulado, fazendo com que as varidveis de projeto passassem a ser as caracteristicas geométricas
de tais reforcos. Com isto, o problema discreto passou a ser independente da discretizacdo (ou
seja, o problema infinito dimensional possui solu¢do).

Na pratica, observamos que um problema infinito-dimensional que utiliza a parametrizagao
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Py/1 ndo possui solugdo, mas ao ser discretizado possuird sempre uma solugdo, por ser finito-
dimensional [Luemberger, 1968]. Isto se reflete em uma dependéncia da discretizacdo, que em
ultima andlise significa que o problema que se esta tentando aproximar ndo possui solu¢do para
a classe de materiais que estd se utilizando. Ao modificar a classe de materiais disponiveis na
parametrizacdo, Cheng e Olhoff, 1982, aumentaram o conjunto de possiveis solu¢des para o
problema em questdo, obtendo um problema infinito-dimensional bem posto, que se reflete em
um problema discretizado estével (independente da discretizagio). E importante salientar que
a cada tipo de problema estd associado um conjunto 6timo de materiais, ao que chamamos de
fechamento GG [Cherkaev e Gibiansky, 1993; Kohn e Strang, 1986a, 1986b, 1986¢; Allaire e
Henrot, 2001] e que tais conjuntos sé foram determinados até o presente momento para alguns
tipos de problemas [Allaire e Henrot, 2001].

Como extensdo natural dos trabalhos de Cheng e Olhoff, [Bendsge e Kikuchi, 1988], pro-
puseram a utilizacio da Teoria da Homogeneizagdo [Sanchez-Hubert e Sanchez-Palencia, 1992]
para descrever as propriedades efetivas de um material composto formado por um material iso-
tropico de base. A Teoria da Homogeneizacdo permite obter uma parametrizacdo continua e
consistente das propriedades do material no dominio de projeto, garantindo assim a obten¢do de
um problema bem posto. A parametrizacdo associada ao uso da Teoria da Homogeneizagdo pode

ser escrita como
T(X) = TH (u(X), 7(X), ..., (X))

X)dQ <V
PHomo fQ p( ) B ) (52)
0<pX)<1
X e
onde u(X), 7(X), ...., sdo varidveis geométricas da célula unitéria, #(X) é a orientacdo da célula

e p(X) = p(u(X), 7(X), ...) representa a quantidade de material na célula unitaria (comumente
chamado de densidade de material ou simplesmente densidade). Uma densidade nula corres-
ponde a auséncia de material (void) e uma densidade unitaria corresponde ao material isotrépico
de base (solid). T ¢ o tensor constitutivo correspondente as propriedades efetivas do meio ho-
mogeneizado, podendo ser obtido analiticamente (para geometrias simples de células unitdrias)
ou por métodos numéricos [Sanches-Hubert e Sanches-Palencia, 1992]. Diferentes células uni-
tarias levardo a diferentes propriedades do meio homogeneizado [Bendsge, 1995; Park, 1995].
Em relacdo as combinagdes de materiais que podem estar presentes nas topologias obtidas

com a Otimizagdo Topoldgica, [Rozvany, 2001a] apresenta as seguintes possibilidades

o ISE (Isotropic-Solid/Empty) [Bendsge e Sigmund, 1999]

o ASE (Anisotropic-Solid/Empty) [Rodrigues et al, 1999; Guedes e Taylor, 1997]
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o ISEP (Istoropic-Solid/Empty/Porous) [Jog, Haber e Bendsge, 1994].

O termo ISE implica na existéncia de regides com ou sem material isotropico, o que estd de
acordo com a parametriza¢do P;/y. No entanto, o uso direto desta parametrizagdo implica na
ndo-existéncia da solugdo para o problema infinito-dimensional. Por este motivo, deve-se utili-
zar parametrizacdes relaxadas e que permitam a solu¢dao do problema (obtendo uma topologia
ISEP, com regides de densidade intermedidria), com posterior penalizagdo das regides que nao
contenham materiais isotrépicos sélidos. Estas topologias podem ser obtidas com o uso das

parametrizagoes

e OMP (Optimal Microstructure with Penalization) [Allaire, 1997 apud Rozvany, 2001a]

e NOM (Non-Optimal Microstructures) [Bendsge e Kikuchi, 1988],

sendo que a parametrizacdo SIMP (Solid Isotropic Microstructure with penalization) [Bendsge
e Sigmund, 1999] € um caso particular da parametrizacio NOM, pois € equivalente ao uso de
microestruturas isotropicas. Uma outra abordagem consiste na utilizagdo de parametrizagao P/,
juntamente com a restricdo de perimetro [Ambrosio e Buttazzo, 1993].

A parametrizacdo SIMP pode ser escrita como

Psrvp 0<pX)<1 ; (5.3)

e consiste em uma relaxagdo da parametrizagdo I,;, onde em cada ponto X € 2 o tensor cons-
titutivo efetivo € obtido por uma interpolagdo do tensor constitutivo do material de base. O
expoente n € utilizado para ajustar o grau de interpolag@o, sendo que a parametrizagdo P, pode
ser recuperada para n — oo. A primeira tentativa de se relaxar a parametrizagdo Py, foi feita
por [Rossow e Taylor, 1973] para um problema de otimiza¢ao de estado plano de tensdes, sendo
que a utilizacdo da parametrizacdo Ps;ysp fol originalmente proposta por [Bendsge, 1989]. Uma
leitura cuidadosa do artigo [Bendsge e Kikuchi, 1988] mostra que algumas conclusdes obtidas
com o uso da parametrizacio NOM ja indicavam que uma parametrizacdo baseada apenas nas
densidades, mesmo que sem uma relagc@o explicita com algum tipo de microestrutura, seria pos-
sivel. Rozvany, 2001a e Rozvany et al, 1995, apresentam justificativas alternativas para justificar

a formulagdo do problema de Otimizagdo Topoldgica com o uso da parametrizacdo Psy/p.
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Em problemas continuos, a utiliza¢ao da parametriza¢do Pgyj;;p com expoente unitario leva a
obtencao de topologias com regides de densidade intermedidria (0 < p < 1), também conhecidas
como regides de cinzas ou apenas cinzas (topologias ISEP). Estas regides podem ser interpreta-
das como regides formadas por um material poroso e recentemente [Bendsge e Sigmund, 1999],
associaram estas regides a microestruturas isotropicas. Independentemente do conhecimento das
microestruturas presentes em tais regioes, sua fabricacdo € complexa, fazendo com que resul-
tados 0/1 sejam desejados. Isto pode ser obtido pelo aumento gradual do valor do expoente n
na parametrizacdo Pgj/p, procedimento conhecido como método da continuagdo. No método
da continuagdo, inicia-se com um expoente unitirio, obtendo-se uma solucdo que pode conter
grandes dreas com densidades intermedidrias. Por ser uma solu¢@o obtida exclusivamente com
materiais isotrépicos, esta solucao estd contida no conjunto de solucdes que seriam obtidas com
0 uso de parametrizacdes NOM ou com o uso de microestruturas do fechamento Gz, porém € um
resultado sub-6timo. A medida que o valor do expoente n aumenta, a parametrizacdo Pgyysp
tende a parametrizagdo [, sendo que este procedimento pode levar a uma topologia ISE para
valores finitos do expoente n [Rietz, 2001].

Em relacdo as vantagens da utilizacdo da parametrizacdo Ps;y p [Rozvany, 2001a] cita que
a parametrizacdo Pgy/p requer um nimero menor de parametros quando comparado a parame-
trizacdo Pp,mo € pode ser utilizado em qualquer problema, ao contrario do fechamento G. No
entanto, a solu¢do de um problema de Otimizac¢ao Topoldgica formulado com o uso da parametri-
zacdo Pgyyrp dependem do valor do expoente n e nao tem garantia matematica de convergéncia
para a solucdo 6tima [Stolpe e Svanberg, 2001]. Outra deficiéncia do uso da parametrizacao
Psrap € a dependéncia da discretizagao [Bendsge, 1989]. Isto indica que o problema infinito-
dimensional ndo € bem posto, o que pode ser facilmente visualizado para o caso n — o0, pois
Psiyp — Fyji.Por este motivo, procedimentos de restrigdo tem sido propostos para permitir a
solug@o dos problemas F/; € Psyyrp. Duas possibilidades sdo presentes na literatura: a restri¢ao
de gradiente das densidades ou a restri¢do de perimetro.

Conforme discutido por [Bendsge, 1995], a restricao da variacdo espacial da densidade ga-

rante a existéncia da solucdo para o problema de minimiza¢do de flexibilidade obtido com a
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parametriza¢do Psyy p. A parametrizagcdo regularizada é

p

T(X) = 0" (X)T'(X)
Jo P(X)d2 < v
0<p(X)<1
olln = [ (> + V2 d2)* < M
n>1
X e

5.4)

\

Para que a variacdo espacial de densidades possa ser restrita € necessario utilizar uma parametri-
zacdo continua, tal que Py é uma particularizacdo de Pgyy,p. Esta restricdo da norma H'! das
densidades pode ser implementada como um controle estrito de gradiente [Petersson e Sigmund,
1998; Cardoso, 2000] ou na forma de filtros [Sigmund, 1997; Cardoso e Fonseca, 2003], sendo
que uma justificativa adicional para seu uso € o controle da complexidade da topologia [Cardoso
e Fonseca, 2003]. Outra conseqiiéncia direta da utilizacdo da parametrizacdo Py1 € a indepen-
déncia da discretizacdo, pois o problema infinito-dimensional é bem-posto [Cardoso e Fonseca,
2003].

Por sua vez, a restricdo de perimetro [Ambrosio e Buttazzo, 1993] permite regularizar pro-
blemas de Otimizagdo Topologica que utilizem a parametrizagdo Fy/;. Esta abordagem restringe
o perimetro que as topologias podem assumir e assim impede que a topologia venha conter re-
forcos menores que alguma escala, prevenindo assim o aparecimento de microestruturas. Esta
abordagem foi implementada para a parametrizacdo Pgyy/p por [Haber et al., 1996] e para a
parametrizagdo P/, por [Beckers, 1997]. A possibilidade de solucionar problemas de Otimiza-
¢do Topoldgica bem postos e formulados com a parametrizagdo P/, permitiria, em tese, evitar
problemas associados as diversas parametrizagdes utilizadas na Otimizacdo Topoldgica e evitar
problemas como a instabilidade de tabuleiro e a existéncia de densidades intermedidrias. In-
felizmente, somente problemas simples foram solucionados com o uso desta abordagem até o
momento.

Por fim, € interessante notar que o controle do perimetro também permite controlar a com-
plexidade da topologia e que os resultados obtidos com o uso de controles de gradiente, seja
na forma estrita ou com o uso de filtros, tem menor perimetro do que topologias obtidas sem
esta restricdo. Embora seja dificil comparar estes dois tipos de restricdo, fica claro que ambas

garantem a existéncia de solucdo por restringirem a escala minima de formacgao de reforcos.
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Figura 5.2: Topologia com instabilidade de tabuleiro.

5.2.1 Instabilidade de Tabuleiro

A instabilidade de tabuleiro é um problema muito comum na Otimiza¢do Topoldgica de
estruturas continuas. No entanto, tanto sua origem quanto a sua solucdo ainda ndo foram de-
vidamente estudadas. Este é um problema decorrente da aproximag¢do numérica utilizada, se
manifestando como descontinuidades no valor da densidade em elementos contiguos. Esta ins-
tabilidade € dependente da discretizacao e € indesejdvel, j4 que ndo permite uma representacao
univoca da topologia final. A figura 5.2 ilustra a instabilidade de tabuleiro obtida em um pro-
blema de minimizacdo de volume com restricdo de trabalho externo [Cardoso, 2000]. Estudos
realizados por [Diaz e Sigmund, 1995; Jog e Haber, 1995], indicam que a diferenca na ordem de
interpolacdo dos campos de deslocamento e de densidades € a causa do aparecimento da insta-
bilidade de tabuleiro. Estas conclusdes se assemelham as obtidas no problema de Stokes, onde
determinadas combinag¢des de interpolagdo para os campos de velocidade e de pressdo se mos-
tram instdveis. O trabalho de Jog e Haber, 1995, propde uma série de testes para avaliar se uma
determinada combinacdo de interpolacdes de densidades e deslocamentos resulta em configura-
¢oes instdveis ou estaveis.

Estes testes sdo baseados em observagdes praticas ou no estudo matematico do problema de
minimizacao de flexibilidade com restricdo de volume. Malhas regulares sdo mais suscetiveis
ao aparecimento da instabilidade de tabuleiro, o que indica o uso de malhas regulares em testes
para instabilidade de tabuleiro. Outra observacdo dos referidos artigos € a de que a instabilidade
de tabuleiro aparece quando a malha estd submetida a uma distribui¢do uniforme de energia de
deformacdo. A satisfacdo da condicdo de energia de deformacado constante em cada elemento s6
€ obtida em estdgios mais avancados do processo iterativo de otimizagdo e € justamente neste
ponto em que a instabilidade de tabuleiro comeca a se manifestar. Embora os artigos de Jog e
Haber, 1996 e de Diaz e Sigmund, 1995, apresentem uma discussao interessante sobre o assunto,
nao sugerem uma solugao efetiva para o problema.

Observagoes praticas, [Bendsge, 1995; Swan e Kosaka, 1997b e Diaz e Sigmund, 1995],
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demonstram que elementos de alta ordem (na interpolagdo dos deslocamentos), tais como o
isoparamétrico de 9 nés, quando utilizados com uma descricao constante da densidade em cada
elemento ndo apresentam a instabilidade de tabuleiro. Utilizando a parametrizacdo Pgsrysp Diaz
e Sigmund, 1995, demonstraram que para determinados valores do expoente n, elementos de
8 ou 9 nés também sao suscetiveis a instabilidade de tabuleiro, sendo que Jog e Haber, 1996,
apontam um valor diferente para o elemento isoparamétrico de 8 nos. Isto permite relacionar o
aparecimento da instabilidade de tabuleiro a diferenca da ordem de interpolagdo entre os dois
campos do problema variacional misto (o que estaria de acordo com a condi¢do de Babuska
e Brezzi, [Bathe, 1996]) e também com o grau de nao-linearidade da fungdo objetivo. Diaz e
Sigmund, 1995, discutem as caracteristicas locais da instabilidade de tabuleiro na Otimizagdo
Topoldgica, que difere das caracteristicas globais da instabilidade do problema de Stokes.

Baseados nestas informacodes, diversos autores propdem técnicas para o controle da insta-
bilidade de tabuleiro. Bendsge, 1995, propde a utilizacdo de um super-elemento formado pela
unido de 4 elementos quadrilaterais de baixa ordem. A proposta é baseada na técnica ja utilizada
em problemas de Stokes, embora sem uma justificativa matematica baseada na formulacdo do
problema de Otimizagdo Topoldgica. Outros autores [Fernandes, 1992] utilizam elementos de
alta ordem para o campo de deslocamentos e uma interpolagdo constante para a densidade. Esta
abordagem, além de ser computacionalmente cara, ndo garante a auséncia da instabilidade de
tabuleiro, pois casos patolégicos podem existir [Jog e Haber, 1996 e Diaz e Sigmund, 1995].
Baseados na informacdo de que a instabilidade de tabuleiro € causada pela diferenca do grau
de interpolacido utilizado no campo de densidades e de deslocamentos, [Swan e Kosaka, 1997b;
Cardoso e Fonseca, 2003; Petersson e Sigmund, 1998; Fujii e Kikuchi, 2000; Fancello e Pereira,
2003; Poulsen, 2002] propuseram técnicas de controle de gradiente que uma vez aplicadas sobre
o campo de densidades permitem reduzir a sua variagdo espacial, evitando o aparecimento da
instabilidade de tabuleiro.

O estudo da instabilidade de tabuleiro ainda oferece um vasto campo de pesquisa para estudi-
osos da drea. Estudos de combinacdes seguras de interpolacio para o campo de densidades e de
deslocamentos ainda podem ser realizados, comparando o desempenho de diversas formulacdes
de elementos finitos. Poucos estudos baseados no funcional misto da Otimiza¢do Topoldgica

foram realizados, tornando esta drea de pesquisa bastante interessante.

5.2.2 Problemas com Nao-Linearidade Geométrica

A utilizacdo do método da Otimizacdo Topoldgica permite obter estruturas com respostas

extremas nas condi¢des especificas de projeto, mas sem nenhuma garantia de efici€ncia ou equi-
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librio para qualquer alterac@o das propriedades do material de base ou das condi¢des de contorno.
Assim, € de se esperar que simplificacdes no calculo de equilibrio irdo ter uma grande influén-
cia na topologia obtida, sendo que estas simplificacdes podem estar relacionadas a descri¢do do
comportamento material (problemas de plasticidade, mudanga de dominio em materiais ferroe-
1étricos, etc.) ou na descricado do movimento (nao-linearidade geométrica). No que diz respeito a
descri¢ao do movimento, temos que a Otimizagdo Topoldgica tem sido geralmente considerada
no dominio da elasticidade linear infinitesimal, com excecao de alguns trabalhos que consideram
nao-linearidade geométrica [Bruns e Tortorelli, 2001; Gea e Luo, 2001; Buhl et al, 2000] ou pro-
blemas de flambagem linearizada [Neves, 2001]. Destes trabalhos, fica claro que a tradicional
caracteristica de dependéncia da direc¢do da forca nos resultados de Otimizacao Topoldgica passa
a ser mais critica em problemas com grandes deslocamentos, pois o equilibrio da estrutura obtida
passard a depender da magnitude, direcdo e sentido das forcas aplicadas. Isto mostra o quanto
os resultados obtidos com Otimizagdo Topoldgica sdo sensiveis as condi¢des de contorno, sendo
que isto deve ser sempre levado em considerag@o na interpretacao da topologia obtida.

Uma outra questdo relevante em problemas de Otimiza¢do Topoldgica considerando ndo-
linearidade geométrica sdo as regides de baixa densidade. Areas com densidade minima deve-
riam ser desconsideradas no processo de andlise ndo-linear, pois devido a baixa rigidez podem
causar instabilidades localizadas, tanto do ponto de vista numérico quanto estrutural. Buhl et al,
2000, reportam uma tentativa de se desconsiderar a parcela ndo-linear na rigidez de tais elemen-
tos, onde verificam que isto pode causar uma influéncia global nio desejada. A alternativa de
se desconsiderar estes graus de liberdade no processo de otimizagao poderia ser feito seguindo
um raciocinio semelhante ao de Neves, 2001, onde um critério heuristico baseado em energia
de deformacdo de modos localizados de flambagem foi utilizado. No entanto, a desconsideracdo
de tais regides implica em violar um conceito basico da Otimizag¢ao Topoldgica, o de que toda a
regido de projeto € candidata a receber ou perder material. Bruns e Tortorelli, 2001, utilizam um
material hipereldstico para tentar solucionar o problema, mas Buhl et al, 2000, reportam que esta
abordagem nao ¢ eficaz. Bruns e Sigmund, 2004, no estudo de problemas com snap-trough, reti-
ram os elementos da malha quando estes estdo sem material, violando um dos conceitos bésicos
da otimizagdo topoldgica

Uma caracteristica comum ao trabalho de Bruns e Tortorelli, 2001 e Buhl et al, 2000 € o fato
de se iniciar o problema com uma parametriza¢ao material nao penalizada. Com isto, densidades
intermedidrias sdo mais rigidas e a distor¢do da malha e magnitude dos deslocamentos sdo bem
menores. Ao convergir, a penaliza¢io ¢ aumentada até um valor que permita obter uma topologia

com poucas regides de material intermedidrio (geralmente n = 3). Por sua vez, Gea e Luo,
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2001, utilizam coeficientes homogeneizados pela consideracdo de uma célula retangular com
furo circular. Os autores nao relatam problemas de instabilidade local, provavelmente devido ao
fato de aplicarem cargas trativas elevadas, mas compressivas de menor magnitude.

Uma alternativa para certos problemas de ndo convergéncia dos algoritmos iterativos (tipo
Newton-Raphson) € comentada por Buhl et al, 2000 e aplicada neste trabalho. Os autores co-
mentam que graus de liberdade correspondentes a nds cercados por elementos de baixa densidade
podem provocar a ndo convergéncia do algoritmo, devido a flutuagdes no valor de deslocamento.
Como estes nds nao sao significativos do ponto de vista estrutural, sdo descartados no processo
de andlise de convergéncia, mas ndo do processo de andlise de equilibrio propriamente dito. No
presente trabalho, um valor de referéncia é fornecido pelo usudrio, sendo que 5 * 102 (para uma
densidade minima de 1 * 1073) tem sido utilizado. Assim, graus de liberdade cercados por ele-
mentos de densidade abaixo do valor de referéncia ndo sdo considerados no processo de andlise
de convergéncia.

Em relacdo a parametrizacdo constitutiva, temos que em problemas com nao-linearidade ge-
ométrica a relac@o constitutiva permanece linear. Isto faz com que seja possivel o uso da pa-
rametrizacdo Pgsryp. No entanto, nenhuma afirmacdo pode ser feita sobre a otimalidade de
microestruturas do tipo Rank-n [Bendsge e Sigmund, 2003], sendo possivel que a dependéncia
da magnitude, direcdo e sentido das cargas deva ser observada na microescala. Portanto, em
tal estudo, instabilidades locais na microestrutura devem ser levadas em consideracdo [Neves,
2001].

Deve-se salientar que todas as questdes discutidas nos paragrafos anteriores sao bem recentes,

merecendo estudos mais aprofundados.



6. SOLUCAO DO PROBLEMA DE OTIMIZACAO

Existem diversas abordagens para a solu¢do de problemas de otimizagao estrutural, como
por exemplo, abordagens heuristicas [Rozvany, 2001], critérios de 6timo [Bendsge e Sigmund,
2003] e métodos de programacdo matemadtica [Bazaraa e Shetty, 1979; Arora, 1989]. Embora
existam muitos trabalhos utilizando a abordagem evoluciondria para a solu¢ao de problemas de
otimizagdo topoldgica, verifica-se que estas formulagdes ndo sdo estritamente corretas do ponto
de vista matematico e portanto nao garantem a obten¢do de um extremo matemético do problema
de otimizacdo [Zhou e Rozvany, 2001]. Por sua vez, critérios de 6timo costumam ser muito
eficientes, mas tem como principal deficiéncia o fato de serem demasiadamente especificos. Isto
faz com que tais métodos tenham que ser deduzidos para cada novo problema mesmo que apenas
uma nova restri¢cao tenha sido adicionada.

Por sua vez, métodos de programagdo matemadtica sdo bastante gerais e uma vez implemen-
tados, podem ser utilizados para solucionar uma grande gama de problemas de otimizagao. Por
este motivo, tal abordagem tem sido extensivamente utilizada na solucdo de problemas de oti-
mizacdo estrutural [Bendsge e Sigmund, 2003]. Conjuntamente com a utilizacdo de métodos de
programac¢do matemdtica, uma abordagem que tem sido considerada na solu¢ao de problemas de
otimizacdo topoldgica € a utilizacao de aproximagdes convexas. Estas aproximacdes simplificam
a solucdo do problema de otimizacdo localmente, isto €, o problema é aproximado por fungdes
simples e com propriedades que permitam um tratamento matemadtico simplificado. No entanto,
esta aproximacao € local e s6 permite obter uma solugdo local do problema de otimizagdo. A so-
lucdo seqiiencial de diversos problemas aproximados permite solucionar o problema original, ao
que chamamos abordagem seqiiencial. Deve-se salientar, no entanto, que se o problema original
for ndo-convexo, pode existir mais de um ponto extremo local. Desta forma, a utilizacdo de um
procedimento seqiiencial baseado em aproximagdes convexas permite obter um minimo local do
problema original, para o caso de existirem diversas solugdes estaciondrias.

Duas das aproximacdes convexas mais utilizadas sdo a aproximacao linear (LP) e a aproxi-
macao por assintotas méveis (MMA). Neste trabalho, ambas as aproximagdes foram utilizadas.
Como a aproximacgao por assintotas méveis € mais geral, sendo que a aproximacao linear pode

ser considerada como um caso particular, este método sera discutido em detalhes neste capitulo.
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Deve-se salientar que a escolha de uma aproximagao convexa é apenas uma das etapas no pro-
cedimento de solucao do sub-problema de otimizacao. Existem diversas formas de se solucionar
o sub-problema, sendo que a abordagem implementada neste trabalho segue a tendéncia atual de
solu¢do do problema no espaco dual. Por este motivo, esta abordagem serd detalhada no texto
que segue. E importante enfatizar que o procedimento de solugdo dual é suficientemente gené-
rico, podendo ser utilizado com outras aproximagdes convexas apresentadas na literatura [Kegl
e Oblak, 1997; Xu et al, 2000].

Neste capitulo, as varidveis de projeto serdo representadas por p, sem que isto signifique que

estamos lidando exclusivamente com densidades.

6.1 Introducao

Um problema de otimizagao geral, P, pode ser escrito na forma

Min fo(p)
P
P . (6.1)
Sujeito a. fi(p) < f;
P, = Pi =P
ondepeR",j=1,....m,7=1,....n,n éo nimero de varidveis de projeto, m o nimero

de restricoes, 7]» € o valor superior da restri¢do j, p; € o valor madximo que a varidvel de projeto
i pode assumir e p, € o valor minimo. O funcional fo € conhecido como fung¢d@o objetivo e os
m funcionais f; sdo conhecidos como restricdes. Um vetor p que satisfaca todas as restricdes
€ chamado de uma solugdo vidvel do problema P, sendo que o conjunto de todas as solucdes
vidveis é chamado de regido vidvel V. Com isto, podemos definir o problema P como a busca
de um ponto p* no conjunto de solugdes vidveis V', tal que fo(p*) < fo(p) V p, p* € VL.

A solucdo do problema P em problemas de Otimizagao Topoldgica € uma tarefa computaci-
onalmente cara, pois a cada avaliagdo da fun¢do objetivo e/ou restri¢des, € necessario solucionar
as equacoes de equilibrio, além do célculo das sensibilidades. Além disso, as fun¢des envolvidas
geralmente sdo funcdes implicitas e ndo-lineares das varidveis de projeto. Para contornar este
problema, Schmidt e colaboradores [Schmidt e Farshi, 1974; Schmidt e Fleury, 1980] propuse-
ram a utilizagdo da programacdo matematica para a solucdo de aproximagées do problema P,
obtidos a partir de uma seqii€éncia de aproximacdes (sub-problemas) explicitas e com estrutura

algébrica simples, construidas com informacdes locais das fun¢des envolvidas no problema P



72

Algoritmo 1 Principais passos de uma abordagem seqiiencial.

Dada uma distribuicdo inicial de varidveis de projeto p* e um contador de iteracdes k = 1:

1. Obtenha os valores das fungdes envolvidas no problema P e de suas derivadas em relacdo
as varidveis de projeto p* ;

2. Ize posse dos valores f; e de suas derivadas %i, obtenhas as aproximacdes E (problema
Py,
3. Solucione o problema P, obtendo uma nova distribuicdo de varidveis de projeto p*+1;

4. Se o problema convergiu, interrompa o processo seqiiencial. Do contrario, incremente k e
retorne ao passo 1.

[Duysinx et al, 2000; Zhang e Fleury, 1997]. Este problema aproximado por ser escrito na forma

Min folp)
P:
P . _ 6.2)
Sujeito a  f;(p) < f;
P < pi S p;

onde ﬁ) € uma aproximacdo local para a fun¢do objetivo e f; sdo aproximacoes locais para as
funcdes de restricdo. O problema aproximado P ¢ considerado conservativo se as aproximacoes
f; forem tais que VP CvyP , garantindo que a seqii€ncia de aproximacdes geradas serdo sempre
admissiveis.

Dependendo da forma como as fungdes sao aproximadas, diferentes métodos de programagao
matemadtica sdo obtidos, com propriedades bastante distintas. Entre as aproximagdes mais utili-
zadas em problemas de Otimizacdo Topoldgica podemos citar as aproximacdes lineares, aproxi-
macodes reciprocas, aproximacgdes quadraticas e aproximacdes alternativas, como o método das
assintotas méveis e o método de linearizacdo convexa [Zhang e Fleury, 1997]. Assim, a solucdo
do problema P € aproximada pela solucdo seqiiencial de diversas aproximacdes locais, de acordo
com o Algoritmo (1).

Comum a todos estes métodos € a possibilidade de se solucionar o problema P na forma
dual, explorando as caracteristicas de convexidade e separabilidade introduzidas juntamente com

as fung¢des aproximadas fj e f;.
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6.2 Algoritmos de Solu¢ao Dual

A otimizacgdo topoldgica tem como caracteristica apresentar um grande nimero de varidveis
de projeto. Isto faz com que métodos de otimizacdo que tratem da busca do ponto de 6timo no
espaco definido pelas varidveis de projeto (espaco das varidveis primais) tenham que lidar com
espacos de dimensdo elevadas. Por sua vez, o nimero de restricdes geralmente consideradas
em problemas de otimizacao topoldgica € baixo, fazendo com que métodos de otimizagcao que
buscam a solu¢@o 6tima no espaco definido pelas restri¢des (espagco dual) apresentem algumas
vantagens.

Considerando o problema P, Equacdo (6.1), definimos a funcdo de Lagrange associada ao
problema P como [Rockafellar, 1997]

Lp,p) = folp) + Z w; (fi(p) — ;) (6.3)

onde as varidveis j; sdo introduzidas para incorporar na fun¢do de Lagrange a informacao das
restricoes. Caso alguma restri¢do seja violada, o valor correspondente fi; serd ndo nulo e po-
sitivo, de tal forma que a funcdo de Lagrange € penalizada. Caso a restri¢do seja respeitada, o
valor 1; correspondente serd nulo. As varidveis j; > 0 sdo conhecidas como varidveis duais pois
existe uma relacdo um para um entre estas varidveis e as restri¢des [Duysinx et al, 2000; Roc-
kafellar, 1997], ao passo que as varidveis de projeto p; sdo conhecidas como varidveis primais.
E importante salientar que esta dualidade é conhecida como dualidade Lagrangiana, sendo que
outras formas de dualidade podem ser definidas [Bazaraa e Shetty, 1979]. Na Equac¢ao (6.3) nao
incorporamos as restri¢oes laterais na funcio de Lagrange. Como serd demonstrado adiante, es-
tas restricdes podem ser tratadas separadamente e a sua nao-considera¢do na funcdo de Lagrange
implica em um menor nimero de varidveis duais, o que € vantajoso computacionalmente.

Devido a natureza da maioria dos problemas de otimizacg@o topoldgica, temos que 0 nimero
de varidveis primais € muito superior ao nimero de varidveis duais. Por este motivo, € interes-
sante solucionar o problema de otimizacdo no espacgo definido pelas varidveis duais, reduzindo a
dimensao do problema.

Considerando a Equacdo (6.3), podemos reescrever o problema P na forma

Min Mazxz L(p, p)

b >0 (6.4)

onde a maximizagdo sobre as varidveis duais faz com que as restricdes violadas sejam penaliza-
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das (tenham um custo infinito). Deve-se salientar que o problema definido pela Equacgao (6.4) é
equivalente ao problema P, porém com um nimero adicional m de varidveis u
6.2.1 Condicoes de Karush-Kuhn-Tucker

Se uma distribuicao de varidveis primais p* e uma distribui¢do de varidveis duais p* satisfa-

zem a Equacdo (6.4), entdo

MLy T 0 v
15 > 0V
1w [fi(p*) = fi(p")] = 0 vy

onde a primeira linha da Equacdo (6.5) indica a condicdo de estacionaridade da fun¢ao Lagran-
giana em relacdo as varidveis de projeto, a segunda equacgdo indica que as restricdes devem ser
respeitadas (viabilidade primal), a terceira equagdo indica que as varidveis duais sdo ndo ne-
gativas (viabilidade dual) e a ultima equacdo indica que as varidveis duais correspondentes as
restricdes inativas sao nulas (condi¢cao de complementaridade) [Rockafellar, 1997; Arora, 1989].
Deve-se salientar que em adi¢@o a estas condicdes, o ponto p* deve ser um ponto regular, ou seja,
todos os gradientes das restri¢des ativas devem ser linearmente independentes [Bazaraa e Shetty,
1979]. As condicdes apresentadas na Equacgao (6.5) sdo conhecidas como condi¢des de primeira
ordem de Karush-Kuhn-Tucker, representando condi¢des necessdrias para que o ponto seja um
extremo valido, isto é, um ponto de valor extremo que satisfaca as restricdes. No entanto, este
ponto pode ser um extremo local (podem existir outros pontos que satisfazem as restricdes e que
permitam obter um valor menor na fun¢do objetivo), sendo que para problemas gerais condi¢des
de alta ordem sdo necessdrias para caracterizar tais pontos.

Considerando o problema P, podemos utilizar aproximagdes convexas, de tal forma que as
condig¢des de primeira ordem de Karush-Kuhn-Tucker sejam condicdes necessérias e suficientes

no estudo da otimalidade do sub-problema [Rockafellar, 1997].

6.2.2 Dualidade

Dada uma distribui¢do qualquer p, e a condicao da Equacdo (6.4), observamos que o pro-

blema se torna
Min  L(p, p)

p

(6.6)
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ou seja, para cada distribui¢do p, podemos solucionar o problema de minimizacdo da Equacao
(6.6), obtendo uma distribuicao

pu=p(1) 6.7)

que nada mais € do que uma relacdo entre as varidveis primais e as varidveis duais. Se introdu-

zirmos a relagcdo da Equagdo (6.7) na fung@o Lagrangiana, Equacio (6.3), obtemos
() = L(pp 1) = folpu) + D> 15 (fi(pu) = T;) (6.8)
j=1

onde [(p) é conhecida como fungdo dual do problema [Duysinx et al, 2000, Bazaraa e Shetty,
1979]. Desta forma, o problema dual associado a Equagao (6.4) pode ser escrito como [Rocka-

fellar, 1997]
D: Maz I(p)

6.9
5> 0 (6.9)

que é um problema mais simples do que o problema original P, pois possui m varidveis de
projeto com apenas restri¢oes laterais de ndo-negatividade. As principais caracteristicas do pro-
blema dual sdo: se o problema de otimizagdao P é um problema de minimizagao, o problema dual
€ um problema de maximizagdo e se o problema primal possuir uma solu¢do, entdo o problema
dual também possui [Duysinx et al, 2000].

Deve-se salientar que a condi¢dao da Equagao (6.6) pode ser relaxada na forma

l(p) = ir;fﬁ(p“,u) (6.10)

o que implica em existéncia de um problema dual mesmo se as fun¢des envolvidas forem discre-

tas ou ndo-convexas [Beckers, 1997]. Assim, no caso geral, podemos escrever

fo(p™) > (") 6.11)

que € conhecido como salto (gap) de dualidade pois em problemas ndo convexos ou discretos
a solucdo do problema dual ndo necessariamente corresponde ao valor minimo de fy. Deve-se
salientar, também, que nestes casos a solu¢@o primal correspondente a solu¢ao dual pode ser nao
vidvel. Nestes casos diz-se que a relagdo de dualidade € fraca [Duysinx et al, 2000, Bazaraa e
Shetty, 1979].

No entanto, para problemas convexos e definidos sobre varidveis continuas, a relacdo de

dualidade € forte [Bazaraa e Shetty, 1979]. Assim, a fun¢do dual associada é concava e possui
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apenas um maximo, tal que
folp™) =1(p") (6.12)

e o ponto p* satisfaz as restricoes do problema P. Conclui-se, assim, que se considerarmos
0 problema P, com aproximacgdes convexas e varidveis de projeto definidas em um dominio
continuo, teremos obrigatoriamente uma relagdo de dualidade forte.

O problema de maximizacao da Equacdo (6.9) possui uma estrutura mais simples do que o
problema primal, sendo classificado como um problema quase-irrestrito [Bazaraa e Shetty, 1979;
Duysinx et al, 2000]. Ainda, temos que os gradientes da funcao dual em relacdo as varidveis duais

s@o de facil obtencao [Duysinx et al, 2000], pois

o 0| hlen) + X m(filen) = 7))

e B (6.13)
- 0 - 9 i\Fpn __j az _
R | e
= fk(Pu)_fk

onde o termo entre colchetes é nulo, pois esta condicdo de estacionaridade € utilizada para a
obtencao da relacdo da Equagao (6.7). Assim, a primeira derivada da funcio dual com respeito a
uma varidvel dual nada mais € do que o valor correspondente da restri¢do. Com isto, as condi¢des

de 6timo do problema se resumem a [Lasdon, 2002]

o _
o = U ose = 0 (6.14)
%<Oseuk20

De posse das relacdes da Equagdo (6.14), observamos que uma variavel dual tem seu valor au-
mentado se a restricdo correspondente for violada e decresce (com um limite em zero), se a
restri¢do correspondente for satisfeita.

Em relacdo as derivadas de segunda ordem, observamos que

Ol Ofe(pp)  ~—= 0fe(py) Op,,
— - A o Zindld ] 6.15
OOy Oy Z Opi O (12

=1

onde o termo aap_:; pode ser obtido calculando-se a derivada da primeira linha da Equacao (6.5)
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em relacdo a y;, resultando em

—~ | 9*fy - f; | Opu, | Ofil)
) > u + = 0. 6.16
dpiOpy, S opidpn | O Ipi (0.16)

i=1 j=1

Em caso de restri¢oes laterais ativas (limites superiores e inferiores nos valores de p), algumas

.o 0Py - .
posicdes de % irdo se anular. Reescrevendo a Equacao (6.16) na forma matricial,

dp

2 P _

Vo, L(p, 1) 5 L+ V,i=0 (6.17)
Hi

verificamos que as linhas e colunas da matriz Hessiana da fun¢do de Lagrange correspondentes as

varidveis primais com restri¢des laterais ativas devem ser desconsideradas, dando origem a uma

matriz G .. Definindo a matriz N, cujas colunas sdo os vetores gradiente de todas as restricoes,

e introduzindo a Equacao (6.17) na Equagao (6.15), obtemos

0?1
OO,

= -NTG/'N, (6.18)

que € continua por partes, pois ¢ descontinua nos planos definidos por p,,, = p; e p,, = p,. Por
este motivo, afirma-se que as restri¢des laterais das varidveis primais levam a planos de descon-
tinuidade de segunda ordem no espago dual [Fleury, 2000]. Portanto, algoritmos de solucdo do
problema definido na Equacdo (6.9) baseados em métodos que utilizem a matriz Hessiana defi-
nida na Equacgdo (6.18) devem incluir uma estratégia de selec@o de varidveis ativas na montagem
da matriz Hessiana efetiva. Por este motivo, optou-se por utilizar o método de gradientes conju-
gados, segundo Fletcher e Reeves [Lasdon, 2000], no c6digo computacional implementado neste
trabalho.

6.2.3 Separabilidade

Uma fungdo f(p) é dita separdvel se pode ser escrita como a soma de fun¢des de uma

varidvel f;(p;), na forma

flp) = Zfi(m), (6.19)

sendo que um problema de otimizacao € dito separdvel se a fung¢do objetivo e todas as restricdes

forem separaveis [Duysinx, 2000]. Neste caso, a funcdo Lagrangiana definida na Equacdo (6.3)
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€ também separavel

Lip,p) = Lilpi, ). (6.20)

Como principal conseqiiéncia deste fato, observamos que o problema definido na Equag@o (6.6)

pode ser separado em multiplos problemas unidimensionais

min L(p,p) = >, min Li(pi, p)
P Pi

6.21)

sendo que o mesmo € vélido para o problema dual

l(p) = Z?:1li(/-") = Z?:l {min Li(pi, 1)} -
Pi

6.22)

A utilizacdo de fungdes separdveis permite a obtencdo de relagdes primais-duais simplifica-
das, tornando o custo de solucdo da Equacao (6.6) baixo. Se isto ndo for verificado, o baixo custo
de solucao do problema no espaco dual serd comprometido pela necessidade da solu¢do de um

sistema, geralmente ndo linear, de n equacdes para a obtencao das relacdes primais-duais.

6.3 Aproximacoes Convexas Separaveis

Tendo em vista os resultados apresentados anteriormente, fica clara a vantagem de se substi-
tuir o problema P por um problema P, com funcdes convexas e separaveis. O fato de as fungdes
em P serem convexas garante a dualidade forte na solu¢dao do sub-problema e o fato de as fun-
cOes serem separdveis garante o uso de relacOes simples entre as varidveis duais e primais. Um
requisito adicional, que garante a estabilidade e convergéncia da seqiiéncia de aproximagdes €
conservatividade das aproximagdes convexas utilizadas [Zillober, 1999].

Entre as aproximacdes convexas e separdveis podemos citar a aproximacgao linear (LP), a
aproximacao quadratica (QP), a aproximacao linear convexa (CONLIN) e o método das assinto-
tas moveis (MMA). O método MMA € muito interessante pois engloba os métodos CONLIN e
LP, o que o torna adequado para a apresentagcao detalhada dos conceitos discutidos acima. Neste
trabalho, optou-se pela utilizagdo do método GMMA, que consiste em uma generalizacdo do

método MMA. Por este motivo, o método GMMA sera detalhado no texto que segue.
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6.3.1 Método das Assintotas Moveis Generalizadas

O Meétodo das Assintotas Moveis Generalizadas, GMMA [Zhang et al, 1996], € uma ge-
neralizacdo do Método das Assintotas Moveis, MMA, [Svanberg, 1987], onde cada funcio f;
é aproximada no entorno do ponto p® com respeito as varidveis 1/(U;; — p;) e 1/(p; — Lij),

dependendo do sinal da derivada. Com isto, obtém-se a aproximagao

s - Dij qij
filp) =ri + ( + ) (6.23)
; Uj—p;  pi— Li
d
onde afi(p°) 0\2 . 9fi(p%)
“op— Ui —pj)” 5 =5,—>0
Dij = ’ 8fz(lj)0) 5 (624)
{ 24le") 0 gt zo (6.25)
G = of:(p°) . 250 .
- ap,; (,0? - Lij)2 ; ap? <0
e n
Dij Qij
ri = fi(p®) — < 5+ = ) . (6.26)
jzl Uj —p;  p; — Ly

Esta aproximagdo monotonica pode ser visualizada na figura 6.1, para o caso unidimensional.
Os valores L;; e U;; sdo conhecidos como assintotas inferiores e superiores, respectivamente, e
permitem ajustar o grau de convexidade da aproximacgao ﬁ Assim, se a assintota L na figura
6.1 for transladada para —oo, a aproximagao ﬁ se torna uma aproximagao linear. No método
das Assintotas Moveis original, todas as funcdes (funcdo objetivo e restrigdes) do problema de
otimizagdo sdo aproximadas de acordo com o mesmo conjunto de assintotas L; e U;, o que ndo
permite ajustar o grau de convexidade da aproximacdo de cada funcdo. Isto € especialmente
critico no projeto de mecanismos flexiveis, onde tanto a funcdo objetivo quanto as restri¢cdes
podem ser de natureza distinta, indicando o uso de um conjunto diferente de assintotas para cada

funcdo aproximada. Por este motivo, o método GMMA ¢ utilizado neste trabalho.
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f
"p
Figura 6.1: Aproximacao GMMA.
A aproximagdo GMMA € de primeira ordem no entorno do ponto p°, pois ﬁ( p°) = fi(p°)
e 2i0%) _ 04i(p°) , sendo que a segunda derivada é dada por

9p; Ap;

0 f; 2p;; 24;;
aé L . L E— (6.27)
pi o (Ui —pi)” (pj— Lij)

que € sempre positiva, pois L;; < p; < U;; e p e g sdo sempre positivos.

Utilizando esta aproximagdo convexa e separavel, podemos escrever o problema P na forma

, " o w0
Min 7“0+Zj:1 UOJ-O] + )

—pj  pi—Loj
Poapua: Suieito a ri+ 0, (g2 + %) < T, (6.28)

maaz(gj, aj) < pj < min(p;, B;)

onde o; e 3; sdo limites méveis, tal que L;; < o; < p; < B; < Uj;. Os limites méveis sdo
utilizados para evitar denominadores nulos nas aproximacoes e sdo particularmente importantes
quando a aproxima¢do GMMA ¢ utilizada para aproximar fun¢des nao-monotdnicas [Duysinx,
2000].

Neste trabalho, optou-se por implementar o GMMA juntamente com o conceito de relaxacao
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primal [Zhang et al, 1996]

. n i i m 2
Min 1o+ S0 (2 + 22 ) + 1Y (2 — d)

Poaa Suieito a o+ 00 (2 + %) — 5 < T, (6.29)

max(ﬁj,ozj) < p; < min(p;, B;)

onde as varidveis primais z; > 0 s@o chamadas de varidveis ficticias e d é um valor elevado. Se
as varidveis z; forem nulas, o problema 155 MMaA S€ torna o problema Poninias que por sua vez é
a aproximacgdo convexa para o problema P. As varidveis z; sdo introduzidas nas restri¢cdes para
permitir que exista sempre um valor z; que torne o problema admissivel. Isto s6 ocorre quando
o problema original ndo € admissivel, sendo que quando o problema é admissivel as varidveis z;
sdo nulas (pois do contrério, o termo adicional na funcio objetivo acarreta em um aumento do
seu valor).

Com isto, podemos reescrever o problema P, 4 na forma a ser utilizada aqui,

. n ~ 2
Min ro + Zj:l (% + quo] U) 3 i (zi = d)

P+ Sujeito a S (2 + 54 ) <y (6.30)
o < pj < B
onde b; = f; —r; — 2.

Construindo a fun¢do Lagrangiana para o problema ]35‘4 M A> Obtemos

L(p,z, = ro+ + = zz+d (6.31)

(p,2, 1) 0 ZUO_] ;(p—LOJ 2;

- . pij - ng
+ i + b;
; {;(Uij—/?j) ;(P—L) }
e o problema ﬁé v M4 Equacdo (6.29), pode ser reescrito como
Max Min L(p,z,p) (6.32)
n=0 p,z

O problema interno de minimizagdo na Equacao (6.32), para um dado g fixo pode ser escrito

como
dLlp.z, 1) _ . dL(p.2, 1)

=0 6.33
ip Iz : (6.33)
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onde

L Poj Goj . pij %ij
L _ S - 0 (634)
dpj Uy —p;)*  (pj — Loy)? Z Ui —p;)°  (pj — Lyy)’

pode ser solucionado por um método de Newton [Arora, 1989], na forma

dC d*L
k k—1
pi () =p; (p (6.35)
b = o7 0) = -
onde k € um contador de nimero de iteragdes e
dLl 2p0j 2q0j - 2pij quj
— + + E i + > 0. (6.36)
dpj Uy —py)° (0 — Loy)® S U5 —p)* (pj — Lij)’®

A relacdo entre as varidveis ficticias e as varidveis duais € obtida de forma explicita, pois

ac
& it d— =0 (637)
dZZ‘
com d2£
— = 1. 6.38
= (6.38)

Uma vez solucionado o sistema de Equagdes (6.33), obtemos relagdes p(p) e z(p), que

reintroduzidas na fun¢@o Lagrangiana permitem obter a func¢ao dual

n

_, oy
W = ”Z = M))+Z(Pj(ﬂ)—Loj‘) (0:39)

1 — - pzj .
+ QZ( ) +d) +ZMZ{Z p] Zl (pi(p) — Lyj) bl}

=1

permitindo escrever o problema dual como

Max 1(p) (6.40)
p =0

sendo que a solugdo deste problema externo permite obter os multiplicadores de Lagrange que

satisfazem as condicoes de K K'T'. O gradiente da funcao dual em relacdo as varidveis duais € de
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Algoritmo 2 Algoritmo de Gradientes Conjugados, segundo Fletcher e Reeves, para a maximi-
zacdo da funcdo dual.

Dada uma distribui¢@o inicial de varidveis duais g, um parametro de convergéncia tol e um
contador de iteragdes k = 1:

1. Calcule o gradiente da funcdo dual com respeito as varidveis duais D1";

2. Se a norma do gradiente, ||DI¥||, , for menor do que tol interrompa processo;
3. Calcule o fator de ajuste da dire¢do conjugada 5* = (|D1*||y/||D1*}||2)%;

4. Calcule a direcdo de maxima subida d* = DI + gd*;

5. Determine o melhor passo o* na direcio d*, utilizando Método da Secdo Aurea;
6. Atualize as varidveis duais p* = pb=! + o#d*;

7. Incremente o contador k e retorne para o passo 1.

facil obtencdo, resultando em

:Z Z q” . _ b, (6.41)
¥

8,ul

sendo que a condicdo de estacionaridade da primeira derivada é uma condi¢do necessdria e sufi-
ciente, pois a funcdo dual é concava (a fungdo [(p) é concava pois € um minimo de um conjunto

de func¢des lineares em p [Rockafellar, 1997]).

6.3.1.1 Implementacao

Neste trabalho, optou-se por solucionar o problema dual obtido na sec¢do anterior utilizando
o método dos Gradientes Conjugados, segundo Fletcher e Reeves [Lasdon, 2000]. Embora este
método seja de primeira ordem, evita a implementacdo de uma estratégia de selecao de posi¢des
da matriz Hessiana da funcao dual, tornando a implementag¢do mais simples. Em termos gerais,
o procedimento de maximizag¢do da funcdo dual utilizando o método dos Gradientes Conjugados
tem a estrutura apresentada no Algoritmo (2),

sendo que devido a natureza quase-irrestrita do problema dual, algumas modifica¢des sao
necessdrias nas etapas (1) [Bazaraa e Shetty, 1979; Lasdon, 2000] e (5) [Pierre Duysinx, comu-
nicacao pessoal].

Um ponto crucial para o sucesso do método GMMA ¢€ a correta selecdo das assintotas L;; e
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Ui;. Existem na literatura diversas abordagens, sendo a maioria baseada na regra de atualizagdo

L= pitsy(p — L")

Ul = o s (U5 = )

(6.42)

onde o escalar s;; € o fator de atualizagio das assintotas. Na abordagem heuristica [Svanberg,
19871, o valor de s;; € ajustado de acordo com o histdrico das varidveis de projeto, sendo que
esta abordagem € utilizada somente no MMA, ja que no GMMA cada funcio 7 tem uma assintota
diferente.

Outros métodos mais elaborados estdo presentes na literatura, sendo que a atualiza¢do por
dois pontos proposta por [Zhang e Fleury, 1994 apud Duysinx et al, 2000] permite na maioria
das vezes obter valores adequados para os fatores de ajuste s;;. Este método busca valores de
si; que permitam a aproximacdo no entorno do ponto atual interpolar corretamente o valor da

fungdo f; no ponto anterior, ou seja,

FEPE sy) = filp" ). (6.43)

A solugdo desta equagdo altamente nao-linear nem sempre € simples, pois diferentes raizes po-
dem existir. Recentemente, [Bruyneel et al, 2002] comentam que esta abordagem tem sido gradu-
almente abandonada devido a dificuldade de se estabelecer uma regra rigorosa de determinacao
da raiz correta.

Uma abordagem mais consistente foi proposta por [Smaoui, 1988], permitindo obter os valo-
res das assintotas moéveis pelo ajuste do valor da aproximagdo da derivada segunda da aproxima-
¢do convexa, Equagado (6.27). O método parte do principio de que a convexidade da aproximacao
¢ dada pelo valor da derivada segunda, que por sua vez € ajustada pelo valores das assintotas mo-
veis. Assim, de posse das derivadas segundas, podemos obter os valores das assintotas. Um
problema associado a esta abordagem € justamente dispor das derivadas segundas das fungdes
envolvidas. Tendo em vista esta dificuldade, [Duysinx et al, 2000] estudaram estratégias de atu-
alizacdo da diagonal da matriz Hessiana, obtendo resultados satisfatorios. Outras abordagens
também sdo discutidas na literatura [Bruynell et al, 2002].

A estratégia de selecdo de limites moveis € decorrente da sele¢do das assintotas, pois deve-
se respeitar a condi¢do Max(L;;) < iy < pij < Bi; < Min(U;j). Em primeiro lugar, os
limites méveis devem impedir que cada varidvel de projeto atinja o valor da assintota, pois isto
implica em um valor infinito nas aproximagdes GMMA. Ainda, como a aproximacdo GMMA ¢é

monotodnica, utilizam-se os limites moveis para impedir que a aproxima¢do monotdnica se afaste
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demasiadamente de uma resposta original nao-monotonica.

6.3.2 Programacio Linear Seqiiencial

A aproximagao linear é de simples obtencdo, consistindo na expansao por série de Taylor

no entorno do ponto p?, retendo apenas os termos lineares
filp) = £:(P°) + D (o — AV fi(p°) i =0.m
j=1

e a consideracdo de tais aproximacdes leva a um problema de programacdo linear seqiiencial
[Lasdon, 2002]. Diversos algoritmos de solucio sdo disponiveis para problemas lineares, sendo
que neste trabalho € utilizado o algoritmo da biblioteca SLATEC [Hanson e Hirbert, 1981].

Um problema com a utilizagao de tal aproximacao € o fato de estarmos lidando com funcdes
altamente ndo-lineares, o que leva a necessidade de considerarmos a expansdo em torno de uma
regido muito pequena no entorno do ponto atual. A restricao sobre a magnitude da linearizagdo
€ obtida pela consideracdo de limites méveis, que nada mais sdo do que restricdes laterais cujo
objetivo € impedir grandes variagdes das varidveis de projeto. No entanto, a correta selecao de
tais limites moveis € crucial para o sucesso de tal classe de algoritmos. Embora a literatura
apresente um grande nimero de propostas para a determinagdo destes limites moveis [Arora,
1989], foi utilizado um procedimento heuristico que tem se mostrado bastante eficaz [Cardoso,
2000].

Outro problema associado ao uso da aproximagao linear seqiiencial ¢ apontado por Bruns
e Tortorelli, 2001. Devido as caracteristicas da aproximagdo, ndo existe garantia de que a to-
pologia obtida seja simétrica em casos onde deva ser simétrica. Em problemas lineares isto €
facilmente detectavel, mas em problemas ndo-lineares a falta de simetria pode ser resultado da
nao-linearidade, tornando dificil de analisar o motivo de possiveis assimetrias. Em casos onde a
simetria é desejada, pode-se solucionar um problema reduzido, conforme discutido no Apéndice
D.



7. PROJETO DE TRANSDUTORES PIEZELETRICOS

O projeto de transdutores piezelétricos utilizando a Otimizacao Topoldgica € um tépico re-
cente e multidisciplinar. O objetivo deste capitulo € introduzir uma nomenclatura apropriada
para a correta abordagem do tema e apresentar as estratégias de solu¢do mais utilizadas. Ini-
cialmente € apresentada a definicdo de transdutor e os os requisitos de projeto de atuadores e
sensores. Apo0s, € apresentada uma classificac@o para os diferentes tipos de atuadores piezelétri-
cos e a classificagdo para os diferentes tipos de mecanismos flexiveis existentes. Com base nestas
defini¢des, sdo apresentadas e comparadas as duas abordagens mais utilizadas na atualidade para

o projeto de mecanismos flexiveis utilizando a Otimizacao Topoldgica.

7.1 Definicao de Transdutor

Em uma 4rea multidisciplinar, definicdes consensuais sdo raras, considerando que as defini¢des
utilizadas em cada drea especifica geralmente diferem em alguns aspectos.
Entre as defini¢des encontradas na literatura para o topico transdutor, temos [Busch-Vishniac,
1998]

e Um transdutor é um dispositivo que transforma energia ndo elétrica em energia elétrica ou

vice-versa;

e Um transdutor € um dispositivo que transforma energia de um dominio em outro, onde o

dominio pode ser elétrico, mecanico, térmico, quimico, etc..;

e Um transdutor € um dispositivo que transforma energia de um tipo em outro, mesmo se

ambas energias pertencem ao mesmo dominio.

As defini¢des foram apresentadas em ordem de generalidade, pois a primeira defini¢do ndo con-
sidera um termdmetro como sendo um transdutor, sendo que a segunda nao considera um sensor
de efeito Hall como sendo um transdutor, pois a grandezas elétricas e magnéticas podem ser clas-
sificadas no dominio de energia elétrica. Fica claro que a primeira defini¢do € bastante restritiva,

enquanto a segunda defini¢do € extremamente dependente da definicdo dos dominios de energia
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envolvidos. A terceira defini¢do considera tanto um termdmetro quanto um sensor de efeito Hall,
englobando as duas primeiras defini¢des. Ainda a terceira definicdo considera um mecanismo
puramente mecanico como sendo um transdutor, pois existe conversiao de energia mecanica em
energia mecanica. Por fim, a classificagdo dos dominios de energia gera alguma discussao, pois
a energia € apenas transformada em diferentes dominios. Desta forma, por sua generalidade, a

terceira defini¢do serd utilizada neste trabalho.

7.1.1 Sensores e Atuadores

Transdutores podem ser classificados em sensores e/ou atuadores. Embora um transdutor
possa ser operado em um momento como sensor € em outro como atuador, esta separagdo faz
sentido do ponto de vista dos requerimentos bdsicos para o projeto otimizado de cada um.

De acordo com Shieh et al, 2001, a defini¢do de sensor presente no diciondrio Oxford da
lingua Inglesa é: ”sensor € um dispositivo que detecta ou mede alguma condi¢do ou propriedade
e registra ou responde a informagao recebida”. Ou seja, o sensor converte um estimulo em
um sinal que pode ser medido. A esta definicdo genérica devem ser acrescentados os requisitos
basicos de projeto. Em uma defini¢do mais aplicada a engenharia, Bush-Vishniac, 1998, comenta
que sensores sao (idealmente) dispositivos que monitoram parametros de um sistema sem que
haja troca de energia entre o sensor € o sistema a ser medido. No entanto, para se realizar uma
medida sobre um parimetro de um sistema, € necessdrio interagir energéticamente com este
sistema, adicionando ou retirando energia de alguma forma. Assim, um sensor ¢ um transdutor
que deve ser projetado de forma a ter uma grande impedancia de entrada.

Atuadores s@o dispositivos que impde um estado a um sistema. Idealmente, esta imposi¢ao
deve ser independente do sistema sobre o qual estd se atuando. No entanto, isto s6 € possivel
se uma energia infinita for fornecida ao atuador, o que nao € fisicamente possivel. Desta forma,
o atuador deve ser projetado de forma a ser capaz de atuar sobre um determinado sistema de
caracteristicas determinadas.

Em termos da freqiiéncia de operacdo, podemos separar os transdutores como de baixa e
de alta freqiiéncia. Transdutores que operam em baixas freqii€ncias sdo aqueles cuja primeira
freqiiéncia natural € superior a faixa de freqiiéncias onde o transdutor ird ser utilizado. Assim,
a operacdo € quase-estatica, simplificando a modelagem. Por sua vez, transdutores que operam
em altas freqiiéncias devem ser projetados levando-se em conta freqii€éncias de operacdo e as
freqii€ncias naturais do transdutor [Silva, 1998].

Embora as etapas de anédlise de equilibrio e de sensibilidade apresentadas neste trabalho se-

jam aplicdveis a sensores e atuadores piezelétricos operando em regime nao-linear geométrico,
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Figura 7.1: Efeito piezelétrico inverso (esquerda) e efeito piezelétrico direto (direita).

temos que os requerimentos de projeto otimizado de sensores e atuadores sao diferenciados. Pu-
blicacdes que tratam especificamente do projeto de sensores piezelétricos utilizando otimizacao
topoldgica com grandes deslocamentos ndo foram encontradas na literatura consultada. Por sua
vez, o projeto de atuadores piezelétricos utilizando a Otimizacdo Topoldgica tem sido baseado
no projeto de mecanismos flexiveis [Silva, 1998; Bendsge e Sigmund, 2003; Cheng et al, 2001;
Bruns e Tortorelli, 2001; Saxena e Anathasuresh, 2002].

7.2 Atuadores Piezelétricos

A utilizacao de materiais piezelétricos para fins de atuac@o tem como principais justificativas
a grande velocidade de atuacdo, o baixo consumo de energia, as pequenas dimensdes e a grande
faixa de freqiiéncias em que estes materiais podem ser operados [Niezrecki et al, 2001]. Em
se tratando de materiais piezelétricos ceramicos, pode-se adicionar as principais caracteristicas
uma grande forca de atuagdo para pequenas dimensdes e a geracdo de pequenos deslocamentos
[Hao et al, 1996]. Desta forma, materiais piezelétricos operando segundo o efeito inverso, figura
7.1, podem ser estudados como atuadores eletromecanicos e materiais piezelétricos operando
segundo o efeito direto podem ser estudados como sensores.
Para a maioria dos atuadores piezelétricos, o principal objetivo de projeto tem sido a modifi-
cacdo do padrao de atuacdo do material e a obtencdo de maiores deslocamentos. Uma pesquisa
na literatura especializada mostra que o nimero de projetos existentes € bastante elevado, embora

a grande maioria dos projetos possa ser classificado em trés diferentes categorias [Niezrecki et
al, 2001]:

e Atuadores piezelétricos amplificados externamente;
e Atuadores piezelétricos amplificados internamente;

e Atuadores piezelétricos amplificados por freqiiéncia.
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Figura 7.2: Atuador amplificado externamente por uma estrutura em arco ("Moonie”).

Atuadores piezelétricos amplificados externamente sdo o tipo mais comum e consistem em ar-
ranjos de materiais piezelétricos e de componentes mecanicos externos que tem como fungao
amplificar ou modificar a direcao do movimento dos materiais ativos. Exemplos de tais atuadores
sdo as estruturas em arco [Hao et al, 1996], das quais se destacam os atuadores Moonie [Zhang et
al, 2001], figura 7.2, Cymbal [Meyer et all, 2001], bimorph [Smits et al, 1991; Dobrucki e Pruch-
incki, 1997], torcionais [Glazounov et al, 2000], entre outros. Atuadores amplificados interna-
mente tem como principal objetivo a amplificacdo do deslocamento, pois geralmente apresentam
padrdes de atuacdo simplificado. Exemplos de tais atuadores sdo o empilhamento (stack) de ce-
ramicas [Busch-Vishniac, 1998], figura 7.3, e novos transdutores pré-tensionados [Mulling et al,
2001; Niezrecki et al, 2001], como o THUNDER e o RAINBOW. Atuadores amplificados por
freqiiéncia consistem em dispositivos operados em alta-freqii€éncia, com movimento confinado a
um determinado caminho [Silva, 2001; Hu et al, 2001]. Com isto, uma seqiiéncia de pequenos
passos resulta em um grande deslocamento na dire¢dao desejada.

Assim, os dispositivos de amplificagcdo mecénica convertem a grande rigidez de materiais
piezelétricos ceramicos em um maior deslocamento de saida e/ou em um padriao de atuagdo
mais complexo, a custa de uma menor forca de atuacdo sobre o meio externo. Tanto o material
ativo (piezelétrico), o mecanismo de transforma¢do mecanica, quanto o conjunto podem ser en-
quadrados como transdutores de acordo com a defini¢do utilizada neste trabalho. No que segue,
transdutores piezelétricos serdo considerados como sendo o conjunto material piezelétrico mais
mecanismo de amplificagdo/transformacdo do movimento.

A variedade de transdutores que se utilizam da piezeletricidade € ilimitada, existindo diversas
combinacdes geométricas e materiais que permitem obter comportamentos especificos [Bush-
Vishniac, 1998]. No entanto, tais configuragdes sdo geralmente obtidas de forma empirica, com

otimizacdo restrita a alteracio de configuracdes geométricas (sizing) ou material. Recentemente,
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Figura 7.3: Atuador amplificado internamente por empilhamento (’Stack™).

um grande numero de formula¢Ges baseadas nos conceitos da Otimizacdo Topoldgica tem sido
propostas para o projeto otimizado de tais atuadores [Cheng et al, 2001; Bendsge e Sigmund,
2003; Yin e Ananthasuresh, 2001]. Com o uso da Otimizacao Topoldgica, novos tipos de trans-
dutores podem ser projetados, permitindo a obtenc¢do de resultados muito melhores do que a
simples modificacdo de parametros geométricos de uma configuracdo (topologia) fixa [Meyer
et al, 2001] ou alteracdo das condicdes de contorno [Mulling et al, 2001]. Comum a grande
maioria das abordagens de sintese de atuadores piezelétricos utilizando a otimizacdo topolégica
¢ a utilizacdo de mecanismos flexiveis para a amplificacdo/transforma¢ao do movimento. Por
este motivo, serd dada énfase especial a nomenclatura e formulagdes existentes para o projeto

otimizado de mecanismos flexiveis utilizando o método da Otimizacdo Topolégica.

7.3 Projeto de Mecanismos Flexiveis

Mecanismos flexiveis sdo estruturas eldsticas que transformam o movimento por meio da
flexibilidade relativa de suas partes [Lau et al, 2001]. Diferentemente dos mecanismos tradi-
cionais, formados por uma associacdo de membros rigidos e conexdes rotuladas, mecanismos
flexiveis sdo dispositivos formados por uma associacdo de pecas flexiveis e/ou rigidas.

De acordo com Ananthasuresh e Kota, 1995, [Citados por Saxena e Ananthasuresh, 2002],
o fato de os mecanismos flexiveis apresentarem um nuimero reduzido de partes, muitas delas
flexiveis, faz com que sejam mais leves do que os mecanismos tradicionais. Ainda, a presenca
de poucas (ou nenhuma) juntas faz com que o atrito, ruido e desgaste sejam menores. Utili-

zando a mesma classificagdo de Nishiwaki, 1998, temos que os mecanismos flexiveis podem ser
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Figura 7.4: Inversor de movimento: mecanismo tradicional (em cima), mecanismo totalmente
flexivel concentrado (meio) e mecanismo totalmente flexivel distribuido (em baixo).

classificados como Parcialmente Flexiveis ou Totalmente Flexiveis.

Mecanismos Parcialmente Flexiveis contém ligacdes rigidas e partes flexiveis atuando con-
juntamente. Por sua vez, mecanismos Totalmente Flexiveis podem ser separados em duas ca-
tegorias: Localizados (lumped) ou Distribuidos. Mecanismos Totalmente Flexiveis Localizados
possuem flexibilidade concentrada em juntas flexiveis, em torno da qual se movem partes mais
rigidas. Mecanismos Totalmente Flexiveis Distribuidos sdo formados em sua totalidade por par-
tes flexiveis. A figura 7.4 ilustra trés solugdes para o projeto de um mecanismo inversor de
movimento: um mecanismo formado por pecas rigidas e conec¢des rotuladas, um mecanismo
flexivel concentrado e um mecanismo flexivel distribuido. Considerando as dimensdes usuais de
transdutores piezelétricos, temos que a utilizacdo de conexdes rotuladas implica em uma grande
dificuldade de fabrica¢do, embora permita obter maiores deslocamentos. Para transdutores de
pequenas dimensdes, um objetivo a ser alcancado € a obtencdo de mecanismos totalmente flexi-

veis.

7.3.1 Projeto de Atuadores Piezelétricos Utilizando Otimizacao Topoldgica

O projeto de atuadores piezelétricos utilizando a otimizagdo topoldgica € bastante recente,
sendo que um grande niimero de abordagens tem sido propostas na literatura [Lau et al, 2001].

Em especial, observa-se que duas abordagens principais tem sido utilizadas na grande maioria
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dos trabalhos: a maximiza¢ao de uma funcio do deslocamento de saida ou a extremizacdo de
uma fun¢do que leva em consideracdo a flexibilidade do mecanismo e a sua rigidez (métodos
baseados em energia mitua).

A primeira abordagem tem sido desenvolvida pelo grupo de pesquisa da Universidade Téc-
nica da Dinamarca [Bendsge e Sigmund, 2003] e tem sido utilizado com sucesso em problemas
acoplados, dinamicos e com nao-linearidade geométrica. Por sua vez, a segunda abordagem tem
como origem o grupo de pesquisa da Universidade de Michigan [Nishiwaki et al, 1998a, 1998b,
200; Cheng et al, 2001], tendo sido utilizado com sucesso em problemas acoplados e dinamicos.
Embora existam outros métodos muito interessantes, nenhuma abordagem tem recebido tanta
atencdo como as citadas anteriormente, justificando um estudo mais aprofundado de ambas.

No que diz respeito ao projeto de atuadores piezelétricos, ambas abordagens tem sido utiliza-
das com sucesso [Bendsge e Sigmund, 2003; Cheng et al, 2001] e os resultados obtidos demons-
tram que melhoras substanciais na magnitude dos deslocamentos de atuagdo de tais transdutores
sdo obtidas. Ainda, geometrias cldssicas como a "Moonie” sdo naturalmente obtidas com o uso
da Otimizagdo Topoldgica [Silva, 1998]. Tao interessante quanto a possibilidade de amplificar
os deslocamentos desenvolvidos por materiais piezelétricos € o fato de a Otimizagdo Topoldgica
permitir a obtencdo de padrdes de deslocamentos complexos quando comparados com atuadores
”Moonie”, por exemplo.

No que segue, conceitos pertinentes a cada uma das abordagens serdo apresentados. Optou-
se por apresentar as abordagens aplicadas diretamente ao projeto de mecanismos flexiveis, uma
vez que este é o objetivo final de um projeto de um atuador piezelétrico utilizando a otimizacao

topoldgica.

7.3.1.1 Maximizacao do Deslocamento de Saida

Esta abordagem deriva do artigo [Sigmund, 1997], tendo sido constantemente refinada
[Bendsge e Sigmund, 2003]. Sigmund, 1997, introduz o conceito de vantagem mecanica, ou
a relacdo entre as forcas de saida e de entrada. No entanto, como este conceito envolve forcas,
tem aplicacao mais focada para problemas puramente mecanicos. Atualmente, € utilizada a for-

mulacio de maximizagdo de deslocamentos, com restricao de volume e de algumas componentes
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de deslocamento. Esta abordagem pode ser apresentada na forma [Sigmund e Bhul, 2000]

Max Uput
Sujeito a V<V
el = (7.1)
Uin S ﬂin
Ujgt = 0

onde u,,; é o deslocamento a ser maximizado, V é o volume da estrutura, V é o limite superior de
material, u;,; € a componente transversal de deslocamento da porta de saida, u;,, € o deslocamento
no ponto de aplicacao da forga e u;,, € o valor limite do deslocamento no ponto de aplica¢ao da
forca. A restricdo de igualdade € utilizada para garantir que a maximizacao de deslocamentos
seja realizada exclusivamente sobre uma rigidez externa que € introduzida no problema como

uma mola externa K,,;. A figura 7.5 ilustra a regiao de projeto e as portas de entrada e de saida.

Figure 7.5: Regido de projeto de um mecanismo flexivel, portas de entrada e de saida.

A utilizacdo de uma mola para simular a rigidez do meio sobre o qual o mecanismo atua
foi proposta por Ananthasuresh et al, 1994, e tem como justificativa o fato de que a maxima
transmissdo de energia do atuador para o meio externo ocorre quando a rigidez do atuador é
compativel com a rigidez do meio externo [Niezrecki et al, 2001]. Esta abordagem € conhecida
na literatura como “spring model”, ou modelo de mola.

Em problemas acoplados, a formulag@o 7.1 ndo se altera, mas nio sdo necessdrias restricoes
sobre os deslocamentos de entrada, ja que este é limitado pela deformacao do material ativo.

A extensdo desta formulacdo para problemas com nao-linearidade geométrica € bastante sim-
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ples, uma vez que € possivel obter as sensibilidades para as componentes de deslocamento
de forma analitica. A consideracdo de nao-linearidade geométrica no projeto de mecanismos
flexiveis foi abordada recentemente por Bruns e Tortorelli, 2001 e Sigmund e Buhl, 2000. Mesmo
com esta relacdo direta, a utilizacdo desta abordagem para problemas com piezeletricidade e nao-

linearidade geométrica ainda nao foi abordada na literatura, sendo o ponto central desta tese.

7.3.1.2 Energia Miutua

Outra abordagem utilizada para o projeto de mecanismos flexiveis foi adaptada para o pro-
jeto de atuadores piezelétricos com sucesso. Esta abordagem consiste em uma relagdo de com-
promisso entre a flexibilidade do mecanismo (possibilitando seu deslocamento e conseqiiente
transmissao do movimento) e a sua rigidez (que possibilita suportar cargas externas decorrentes
da atuacdo sem se deformar) [Frecker, 1997 e Nishiwaki, 1998]. De acordo com esta abordagem,
quanto mais flexivel for o mecanismo na dire¢do de saida, maiores serdo os deslocamentos nesta
direcdo. No entanto, esta flexibilidade faz com que o mecanismo ndo tenha capacidade de im-
por o movimento a um meio externo que venha a ser mais rigido do que o mecanismo obtido.
Portanto, deve-se maximizar a rigidez do mecanismo. Claramente estes dois objetivos sdo con-
flitantes, o que leva a uma relacdo de compromisso.

Para ilustrar este conceito, vamos considerar dois pontos sobre um corpo eléstico e linear.
Um ponto A de aplicagdo de forca de entrada (porta de entrada) e um ponto B de atuagdo (porta

de saida). De acordo com o teorema de Betti, temos que

fAuB - fBuA7

onde fp € uma forga ficticia, que simula a a¢do do meio externo (equivale a um segundo caso de
carregamento). Como o problema ¢ linear, podemos assumir esta forca como sendo unitdria no

ponto B e nula nas demais posi¢des. Com isto, podemos escrever

uqg = faup

onde o termo f4up pode ser interpretado como uma energia mutua. Assim, para maximizarmos

o deslocamento em qualquer ponto da estrutura, devemos maximizar a energia mutua

Max faup
Sujeito a Equilibrio; (Kuy = f4)
Equilﬂ)riog(KuB = fB)
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No entanto, este problema leva a um mecanismo sem rigidez. Desta forma, devemos considerar
uma rigidez minima para o mecanismo. Isto € obtido pela consideracdao de um caso de carrega-
mento adicional. Neste carregamento, uma forca € aplicada no ponto 3, com o deslocamento no
ponto A restrito. O problema de maximizacdo da rigidez para este caso e carregamento € escrito

como

Min fBuB
Sujeito a Equilibrio(K*up = fp)

que nada mais € do que uma problema de minimizacdo de flexibilidade (Bendsge e Sigmund,
2003). A figura 7.6 ilustra estes carregamentos para um problema com uma for¢a e um ponto de
atuacao.

Considerando estes dois problemas, pode-se definir uma funcio objetivo da forma [Silva,
1998]

Obj = wxIn (faup) — (1 —w)in (fpup) (7.2)
0<w<l1

onde o fator de ajuste w permite obter mecanismos mais flexiveis (w = 1) ou mais rigidos (w =
0). Como pode ser observado, é necessario considerar trés casos de carregamento, ilustrados na

figura 7.6. Com isto, o problema de otimizagdo passa a ser

Min Oby
Sujeito a V < Viim
Equilibrio, (Kuy = f,)
Equilibrio,(Kup = fg)
Equilibrio;(K*up = f5).

Esta formulacao foi estendida para o projeto de atuadores piezelétricos lineares, através da
introducao do conceito de transdutincia mutua [Silva e Kikuchi, 1999]. Neste caso, a reciproci-

dade € representada por

faup +qadp = fpua+ qpda

onde g4 € a carga elétrica no ponto A e ¢ € a diferenga de potencial no ponto B. O procedimento

de solucdo € o mesmo apresentado para o problema eldstico, mas utilizando as equagdes de
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modelagem para a cbtengao modelagem para a obtengao
da energia mutua da energia de deformagio
forga aplicada - A “

¥ 1
o)

\ }

deslocamento
desejado a} b) c)

VRALURLLAS

Figure 7.6: Casos de carregamento considerados para a otimizacdo baseado em energia mitua
[De Lima, 2002].

equilibrio da piezeletricidade infinitesimal.

Na forma como € geralmente considerada, esta abordagem ndo leva em consideracao as car-
acteristicas do meio externo. Assim, obtém-se mecanismos mais ou menos flexiveis na faixa
0 < w < 1, mas ndo existe garantia de que isto € suficiente para atuar sobre um meio externo.
Isto pode ser realizado pela consideracdo de molas externas que simulem tal meio, como € feito
na abordagem utilizada por Sigmund. No entanto, como a abordagem baseada em energia mutua
utiliza o conceito de auperposic¢do (aplicavel apenas a problemas lineares), sua extensao para

problemas com ndo-linearidade geométrica nao € imediata.

7.3.2 Comparacao entre as abordagens

Um problema comum a ambas abordagens discutidas acima € justamente o objetivo. Embora
a maximizacdo do deslocamento de saida seja necessdria em diversas aplicagdes, faz com o
projeto tenda naturalmente a mecanismos rotulados, pois estes permitem obter deslocamentos
maiores. Isto leva a uma ma defini¢dao do problema e, portanto, a um projeto otimizado mas que
ndo satisfaz o requisito de se obter um mecanismo flexivel (pois este requisito ndo estd definido
claramente nas formulagdes 7.1 ¢ 7.2 ). Um exemplo de mecanismo rotulado pode ser observado
na figura 7.7.

Entre as diversas abordagens propostas para evitar o aparecimento de rétulas podemos citar o
trabalho de Poulsen, 2002, que propde a inclusido de uma restri¢do global associada a formagao
de rétulas e o trabalho de Cardoso e Fonseca, 2004b, que propde a maximiza¢do de um funcional
de energia. A proposta de Poulsen consiste na soma de func¢des indicadoras h(pq, pp, pe, pa) para
cada n6 de uma malha regular de elementos quadrilaterais. Quando as densidades dos elementos

que cercam um nd configuram uma rétula, a funcao indicadora serd nao-nula. Embora a restricao
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7 "Rétulas”

Material ativo

Figure 7.7: Mecanismo rotulado obtido com a formulacdo de maximizacao do deslocamentos de
saida.

global e suas derivadas sejam de facil obten¢do e o procedimento proposto permita a obtencao de
topologias livres de rétulas, o problema de Otimizag¢ao Topoldgica resultante ndo € bem posto.
Isto ocorre pois a fungdo indicadora de cada né depende somente das densidades dos elementos
contiguos, tal que a topologia obtida depende do refino da malha. Ainda, para as topologias
obtidas, ocorre uma pequena concentracdo de material no entorno do ponto onde deveria existir
a rétula, o que leva a obtencdo de mecanismos flexiveis concentrados. Por sua vez, a proposta
de Cardoso e Fonseca utiliza um conceito diferente, baseado no fato de que elementos com
densidade elevada devem absorver o maximo de energia de deformacao, respeitando condi¢des
cinematicas. Esta proposta permite a extensao para problemas ndo-lineares, mas até o momento
apenas problemas lineares foram abordados.

Observa-se na literatura que as topologias obtidas com o modelo de mola apresentam uma
grande dependéncia com o valor da rigidez do meio externo (K ,,;). Da mesma forma, resultados
obtidos com a fung¢do objetivo da Equacao (7.2) dependem do valor de ajuste w. De modo geral
pode-se afirmar que topologias sem rétulas podem ser obtidas para valores elevados da rigidez
do meio externo (pois 0 mecanismo tem como principal fun¢do a transmissao de forcas) e para
valores baixos de w (de tal forma que o resultado tende a uma topologia de minima flexibilidade).

A instabilidade de tabuleiro € associada a ordem de interpolagcao dos campos de densidade e
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de deslocamentos em cada elemento finito da malha. Com isto, ambas abordagens apresentam a
mesma tendéncia ao aparecimento de tal instabilidade e tal fato ndo tem influéncia na escolha de
uma determinada abordagem.

Quanto a convexidade de cada formulacdo, pode-se afirmar que ambas levam a problemas
nao-convexos [Lau et al, 2001] e portanto existe a dificuldade adicional de trabalharmos com
fungdes objetivo ndo-lineares, ndo-convexas e com um grande nimero de varidveis de projeto.
Isto torna a comparacao das topologias obtidas uma tarefa complexa, pois depende da estraté-
gia de solucdo utilizada, da parametriza¢do do tensor constitutivo e da distribui¢do inicial das
varidveis de projeto. Uma abordagem que tem sido utilizada conjuntamente com a parametriza-
¢do SIMP é um método de continuagdo (seqiiéncia de problemas de Otimizacdo Topoldgica)
onde cada problema tem como ponto de partida a topologia obtida considerando um expoente
de penalizacdo de valor inferior. O procedimento inicia sem penalizacdo (expoente unitario) e
termina quando o expoente atinge um valor pré-determinado (geralmente 3). Bruns e Tortorelli,
2001, incrementam o expoente em intervalos de valor 0.1 a cada 10 itera¢des e Sigmund e Buhl,
2000, apenas comentam que tal procedimento permite a obtenc¢do de topologias mais parecidas
quando o problema € iniciado com valores diferentes de densidades. No entanto, como tanto as
fungdes envolvidas quanto a parametrizagdo do tensor constitutivo levam a nao-convexidade do
problema, diferentes trajetorias de convergéncia para minimos locais serdo obtidas para difer-
entes estratégias de incremento da penalizacdo do tensor constitutivo e para diferentes métodos
de solu¢do do problema de otimizagao.

Quanto a utilizacdo de cada um dos métodos em problemas nao-lineares, observamos que
o método de maximizacdo de uma funcdo dos deslocamentos, ou mais precisamente a maxi-
mizacdo direta de componentes de deslocamentos [Sigmund e Buhl, 2000], tem sido utilizado
em problemas com nao-linearidade geométrica. Por sua vez, formulagdes baseadas em teoremas
reciprocos sdo de dificil generalizacdo para o caso nao-linear, pois a premissa de superposi¢ao
de efeitos s6 € valida em problemas lineares. Por este motivo optou-se por utilizar a formulacao
de maximizagdo de deslocamentos, estendida aqui para a maximiza¢do de uma componente do
vetor de estados. Conforme j4 apresentado, esta abordagem nao € a ideal, pois tem a tendéncia a

formacao de rétulas, mas permite a utilizagdo direta em problemas ndo-lineares.

7.4 Analise de Sensibilidade

No problema de otimizacao topoldgica tratado neste trabalho, buscamos a distribuicao de

material no dominio de projeto que extremize um funcional, conhecido como fun¢do objetivo
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e satisfaca as restricdes. As propriedades do material sdo assumidas como constantes em cada
elemento finito, o que leva a uma relacdo de uma varidvel de projeto para cada elemento da
malha se uma parametrizacdo SIMP for utilizada. Assim, para um elemento finito e, podemos

representar os tensores constitutivos efetivos como

C. = pct
€. = pe (7.3)
e, = pee’

onde o superindice 0 se refere as propriedades do material que se quer distribuir (material base).
Embora na prética cada um dos tensores constitutivos apresente uma relacdo funcional diferente
com respeito ao exponente, serd considerado neste trabalho a hipétese de que as trés interpola-
coes da Equacdo (7.3) seguem a mesma lei, isto €, nc = ne = ne = n. Com o objetivo de utilizar
algoritmos de otimizagdo de primeira ordem, como a programacao linear sequencial ou o método
das assintotas mdveis, devemos calcular as sensibilidades de algumas grandezas de interesse em

relagdo as varidveis de projeto.

7.4.1 Sensibilidade de uma Componente do Vetor de Estados

No projeto de mecanismos flexiveis, muitas vezes precisamos do valor da sensibilidade de
uma componente do vetor de estados com respeito a variacdo de uma das varidveis de projeto.
Como geralmente sdao necessdrias mais de uma componente para especificar o comportamento
de um mecanismo, € importante obter o valor destas sensibilidades de forma eficiente. A seguir,
duas abordagens sdo consideradas: a abordagem direta e a abordagem adjunta [Haug et al, 1986;
Belegundu e Arora, 1985; Dems e Mréz, 1983]. Em ambas abordagens, serd utilizado o conceito
de vetor localizacdo, Li, que possui todas as componentes nulas e a i-ésima componente unitaria,
tal que z; = LiTx, onde x; € a i-ésima componente do vetor de estados.

E importante salientar que a andlise de sensibilidade de uma componente do vetor de estados
estende o conceito de sensibilidade de uma componente de deslocamentos. Com isto, pode-se

utilizar as expressoes obtidas neste capitulo para o projeto de atuadores e sensores.
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7.4.1.1 Abordagem direta

Considerando a equagdo de equilibrio R(x(p), p) = 0 e derivando em relagdo a uma varia-

vel de projeto p,,, obtém-se
JR dx OR

x o o = (7.4)

Isolando a derivada do vetor de estados e utilizando o resultado do Apéndice C, obtém-se

dx _ R

ax _OR 7.
“Dom  Opm 73)

Como a matriz de rigidez tangente ja estd fatorada, para um dado nivel de carregamento A,
podemos obter a sensibilidade do vetor de estados da estrutura com respeito a cada varidvel de
projeto por meio do célculo da derivada parcial e por uma retrosubstitui¢do. Para a obtencao da
sensibilidade de cada componente, utiliza-se o vetor de localizagao.

O custo associado a cada retrosubstituicdo ndo € geralmente alto. No entato, observa-se que
em problemas de otimizagao topoldgica o niimero de varidveis de projeto € elevado, fazendo com
que um grande ndmero de retrosubstituicdes seja necessario.

O termo restante, da derivada parcial do residuo em relagcdo a cada varidvel de projeto, pode
ser obtido de forma analitica. Para isto observamos que

JR _ OPep — F) _ OF (7.6)
pm pm Opm

se assumirmos que as forcas externas independem das varidveis de projeto. Assim, utilizando a

definicao dos vetores de forca interna apresentados no Capitulo 2, podemos reescrever a Equacao
(7.6) como
R 52 (o, BLES A2

o (7.7)
8pm apim (fﬂo Bt tDk on)

Desenvolvendo estas expressoes e fazendo uso das relagdes constitutivas para o meio piezelé-

trico, obtemos

OR { Jo, B uap (0C%m 0Er — Gerij 0pr) dSdo } (7.8)

O~ Jow Bhao (bein 6Eij + ber r) d

e como a deformac@o e o campo elétrico ndo dependem diretamente das varidveis de projeto,
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obtemos a relagdo

8tCi' ate i
OR fQo Bt ( %p'rik_l tEr — STZJ 69%) dQ o
dp T Bt 9 beijh tp o Oockt do ’ (7.9)
" fQo 6 \ Topm 0Li5 T 3, 0% 0

que pode ser facilmente calculada, uma vez que todas as varidveis envolvidas sdo conhecidas na
configuracdo atual. Este célculo tem o custo equivalente ao célculo do vetor de forgas internas

generalizadas.

7.4.1.2 Abordagem adjunta

Na abordagem adjunta, ao invés de utilizarmos a equagao de equilibrio, consideramos
z; =Li"x + AJR (7.10)

onde Ay € o vetor adjunto. A derivada de x; em relacdo a uma varidvel de projeto pode ser

reescrita como

dz; dx dR dx OR
) ) [ VA [ it 7.11
dom " dpnm T (dX dpm 8pm) 71D
Agrupando os termos comuns obtém-se
dzx; dx dR JR
e b s LA A 7.12
dpm dpm< b ng>+ 9 0pp” 712

e a expressdo (7.12) pode ser separada em duas partes, tornando o problema mais tratavel do

ponto de vista computacional. Em primeiro lugar, observamos que se a expressao entre parénte-

ses for igual a zero, eliminamos também o termo ddp—". Para zerarmos o termo entre parénteses,
m
escrevemos
KAy = Li, (7.13)

onde o resultado do Apéndice C foi utilizado. A solugdo A4 deste sistema de equacdes permite

reescrever a expressao (7.12) como

dz: _ AT R
dpm 90pm,

(7.14)

ou seja, a solugdo conjunta das Equacgdes (7.13) e (7.14) permite obter a sensibilidade de uma
componente do vetor de estado x em relagdo a uma varidvel de projeto. A solugdo de (7.13) é

muito simples, pois o vetor de localizagcdo entra como um vetor de forgas conhecido e a matriz de
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rigidez tangente ja foi calculada no processo de solu¢do das equagdes de equilibrio (corresponde
a matriz de rigidez tangente utilizada em um determinado nivel de carregamento). Assim, o
custo de solucdo da Equacdo (7.13) é o mesmo de uma retrosubstituicdo. De posse da solugdo
Ag, procedemos com o produto interno na Equacéo (7.14), cujo custo € dominado pelo calculo
da derivada parcial do residuo em relacdo a varidvel de projeto, que é um termo local.

Desta forma, pode-se verificar que o nimero de retrosubstitui¢cdes na abordagem adjunta é
igual ao nimero de componentes do vetor de estado das quais desejamos obter as derivadas.
Como este niimero é geralmente muito menor do que o nimero de varidveis de projeto, fica clara

a vantagem da utilizacao da abordagem adjunta sobre a abordagem direta neste caso especifico.

7.4.1.3 Sensibilidade de Uma Componente do Vetor de Estados para o Caso de Condicoes

de Contorno Essenciais Nao-Homogéneas

Um ponto interessante e que geralmente ndo € percebido € a necessidade de modificarmos
o célculo das sensibilidades para o caso de existirem condi¢des de contorno essenciais nao-
homogéneas. Este topico é abordado de forma muito interessante por [Cho e Jung, 2003] para
estruturas com deslocamento imposto e submetidas a ndo-linearidade geométrica. As conclusdes
obtidas por Cho e Jung podem ser facilmente estendidas para o presente trabalho. Para isto,
consideramos que o vetor de estados pode ser separado em uma parcela homogénea e uma parcela
nao-homogénea
x = xP 4 x"B (7.15)

onde a parcela homogénea contém os valores usuais do vetor de estado e valores nulos nas
posic¢des correspondentes as condicdes de contorno essenciais homogéneas e nao-homogéneas.
Por sua vez, a parcela ndo-homogénea contém todos os termos nulos, com excecdo das posi¢oes
correspondentes aos graus de liberdade com condi¢des de contorno essenciais ndo-homogéneas.
Como as condi¢gdes de contorno essenciais ndo dependem das varidveis de projeto, verificamos

que

= + = ) (7.16)
Considerando a abordagem direta, Equacido (7.5), e o resultado da Equacgao (7.16), obtemos

a0
Ydpm  Opm

que deve ser solucionado com a imposi¢ao de que as posi¢des correspondentes as condicdes

de contorno essenciais homogéneas e nao-homogéneas sejam nulas (o sistema de equagdes de
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equilibrio deve ser solucionado da forma usual). Esta € a inica modificacdo necessaria tornando
a consideracao de condicdes de contorno essenciais nao-homogéneas de facil implementagao na

abordagem direta. Para o problema adjunto, Equacao (7.12), observamos que

dx; dx? dR OR
L= T (LiT4 AT ) AT 7.17
dpm dpm<1 " ng)+ 9 Opm, 71
Na Equacao (7.17), para evitar o calculo do termo L%:, zeramos o termo entre parénteses, dando

origem a um sistema de equagdes, Equagdo (7.13). De forma analoga ao problema direto, de-
vemos solucionar o sistema de equagdes (7.13) de modo a impor valores nulos nas posi¢oes
equivalentes as condigdes de contorno essenciais homogéneas e ndo-homogéneas no vetor Ag4.
Deve-se salientar que o procedimento de solucdo das equacdes de equilibrio do problema de
andlise deve ser solucionado normalmente, sem tal modificacdo.

Esta conclusdo é muito importante para o projeto de transdutores piezelétricos, uma vez
que as condi¢des de contorno de diferenca de potencial sdo condi¢des de contorno essenciais e
sdo geralmente utilizadas na defini¢do do problema. Tal topico ndo foi encontrado em nenhum

trabalho que trata do projeto de transdutores piezelétricos.

7.4.2 Derivada do Volume

A quantidade de material a ser utilizado na otimizacao topoldgica € muito utilizada como
restri¢do ou objetivo. A derivada de volume € bastante simples para a abordagem tradicional,

onde a relagdo volume densidade € linear (sem penalizacdo no volume). Na forma discreta

nelems

V= Z A; x esp; * p; (7.18)
i=1
tem derivada IV
= A, x esp;. (7.19)
dp;

Para a relacdo ndo linear (penalizada) entre volume e densidade [Cardoso, 2000],

nelems

V=3 (0480 ) Acvesn 720)

i=1

obtemos a derivada iV
= (np" ' + B (1= 2p)) A * €spp,. (7.21)
Prm



104

Esta relagdo tem como objetivo penalizar valores intermedidrios de densidade, fazendo com
que a relacdo entre a quantidade de material e a densidade em cada elemento seja dado por uma

func¢do coOncava, ao invéz da tradicional relacdo linear.

7.4.3 Derivada da Flexibilidade

A flexibilidade € definida como um andlogo ao trabalho das forcas externas,
Flex = Pext - X (7.22)

e sua derivada em relacdo as varidveis de projeto, para o caso ndo-linear geométrico pode ser

obtida com o uso de um método adjunto. Neste caso, a sensibilidade é

dFlex dx AT <8Rd_x 6R) (7.23)

= Pex -5 a a
o “dom 9\ Ox dpm | Opm

e, com um procedimento andlogo ao utilizado no célculo de sensibilidade para uma componente

do vetor de estado, podemos escrever

dFlex OR
= Al 7.24
900, (7.2
onde
KiAg = Pext. (7.25)

Com isto, conclui-se que o vetor adjunto nada mais € do que o vetor de estados obtido ao final
do célculo de equilibrio ndo-linear. Considerando um problema com a regido piezelétrica fixa
(neste caso ndo é necessdrio calcular as sensibilidades na regido piezelétrica), verifica-se que
a expressdo € a mesma obtida por [Bhul et al, 2000] e para o caso de o problema ser linear,
obtém-se a mesma expressao que [Silva, 1998]

dFlex ¢ dK

=—u"—u. 7.26
dpm " dpmu (7.20)

7.4.4 Rigidez Externa

A inclusdo de molas externas para representar a rigidez do meio externo ao atuador é conhe-
cido como modelo de mola, ou "spring model” [ Ananthasuresh et al, 1994]. Estas molas podem

ser lineares ou nao, sendo que a nao-linearidade € representada por uma dependéncia da rigidez
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do meio externo com o deslocamento. Neste trabalho, uma funcdo cibica
K; = Ko + Kyu; + Kou? + Kzu? (7.27)

serd inicialmente utilizada, onde K..K3 sdo coeficientes referentes ao comportamento do meio
externo e u; € o valor de deslocamento na posicao global :. Com esta fun¢do, podemos simular
molas com rigidez diferenciada em compressdo e tracio, sistemas que apresentem uma maior
rigidez no inicio do deslocamento, etc.

O procedimento de se incluir tais molas é simples, uma vez que a rigidez deve ser somada
no grau de liberdade correspondente do sistema global. Da mesma forma, no cédlculo das forgas

internas, deve-se somar a contribuicao de tais molas
F=F+LKu; =F + Fk;, (7.28)

onde Fk; € um vetor com todas as posicdes nulas, exceto pelo valor K;u; na i-€sima posicao.
Para o cdlculo de sensibilidade de uma componente do vetor de estado, devemos nos ater ao
ultimo termo da Equacdo (7.12), obtendo

OR 0 (Pext — F — Fk;) OF  OFk;

Opm Opm " 9pm Opm (7:29)

onde a primeira derivada foi desenvolvida na Equacao (7.9). A segunda derivada resulta em

Opm  Opm "Opm

(7.30)

mas, como a rigidez da mola externa nao depende explicitamente das densidades, o primeiro
termo se anula. Considerando este novo termo, resulta que a Equacdo (7.13) deve ser reescrita
como

(K; + Ki) Ay = Li* (7.31)

onde K, € uma matriz global com a rigidez de todas as molas externas, nas posicoes Ky;; = K.
Esta expressao € uma conseqii€ncia natural do fato de adicionarmos a rigidez das molas externas
na matriz tangente durante o processo de solu¢do das equagdes de equilibrio e, conseqiiente-

mente, na solu¢do do problema de anélise de sensibilidade.
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7.4.5 Restricoes de Igualdade

Geralmente desejamos maximizar ou prescrever um determinado deslocamento ou diferenca
de potencial, mas desejamos que outras partes da estrutura acompanhem este valor de referén-
cia. Para relacionarmos estas componentes, precisamos utilizar restricdoes de igualdade, que nem
sempre sdo disponiveis nos algoritmos de programacdo matematica. Uma saida € utilizar uma

restri¢ao da forma [Bruns et al, 2001]

(a— av"ef)2

< 7.32
(a+aref)2 = ( )

onde a € uma componente cujo valor queremos igualar ao valor de referéncia a,.s € € € um valor
pequeno, maior do que zero. Quanto maior o valor de €, mais relaxada a restricdo de igualdade.
O lado esquerdo da Equagdo (7.32) € sempre positivo € o denominador € apenas um fator de

escala. O cdlculo de sensibilidade para esta funcdo é bastante simples, resultando em

@] _ da  d
( + 'ref) . _4 (CL aref) ( a + a aref) . (7.33)

- —Qpef >
dpm (a + aref)3 fdpm dpm



8. RESULTADOS

Neste capitulo serdo apresentados os resultados obtidos com o uso da formulagdo proposta
neste trabalho. Como foram propostas metodologias de anédlise e de otimizagdo, este capitulo
serd separado em duas partes: resultados referentes a parte de analise e resultados de Otimiza-

caoTopoldgica.

8.1 Problemas de analise

O objetivo desta secdo € apresentar resultados referentes ao procedimento de analise de
equilibrio proposto neste trabalho. O primeiro exemplo consiste na verificagdo da formulagdo
de equilibrio e da referente implementacdo computacional propostos neste trabalho. Para isto,
desenvolveu-se um modelo tedrico (Apéndice E) para prever a flambagem de uma coluna de
material eldstico, isotrépico, linear e homogéneo submetido a acdo de regides piezelétricas. A
geometria do problema é apresentada na Figura 8.1 e, para este exemplo, vamos considerar os

seguintes dados:

e « = (0.5(bi-engastada);

Ey = 110G Pa(Cobre);

E. = 63G Pa (PZT-5A, direcdo 2);

o hy=1x%10"*m;
e 1, =5x10"%m;
o di3 =170 10"2m/V;
o L,=3x% 10~2m;
o L, =5%10"2m.

Utilizando a formulacdo desenvolvida no Apéndice D, determinamos que o campo elétrico

associado a flambagem de Euller é de 3 = 67210.26 V/m.

107
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Figura 8.1: Problema de verificagdo: flambagem de uma coluna submetida a a¢do de material
piezelétrico.

O modelo computacional consiste em uma malha de 2240 elementos isoparamétricos de 8
no6s, divididos da seguinte forma: cada regido piezelétrica € discretizada com 12 x 60 elementos
e a regido eldstica com 2 x 500 elementos. Esta discretizagdo se mostrou adequada, apds testes
com diferentes malhas. O material da regido piezelétrica é o PZT-5, com as proriedades da
Tabela 8.1 e o material da regidao piezelétrica € o Cobre, com as propriedades listadas acima
O carregamento considerado foi a aplicacdo de condi¢do de contorno essencial de diferenca de
potencial, com um valor maximo de campo elétrico de 700 * 10® V/m. Assim, de acordo com o
modelo, deve-se observar um aumento considerdvel do deslocamento vertical do ponto A em um
nivel de carregamento A préximo de 0.96. A Figura 8.2 ilustra o deslocamento vertival do ponto
A amedida que o nivel de carregamento € incrementado. Pode-se observar que os deslocamentos
apresentam um aumento significativo de valor em um valor préximo ao tedrico. Para obter
este comportamento no modelo computacional, foi considerado uma pequena perturbacdo da
posi¢do vertical do né sobre o ponto B. Quanto menor o valor da perturba¢ido, mais proximo
o comportamento do modelo serd de uma coluna ideal. Assim, foram considerados diferentes
valores de perturbagcdo nas simulagdes. A Figura 8.3 ilustra o comportamento perto da carga
critica, para dois valores de perturbacao.

Analizando os resultados, verifica-se uma grande coeréncia entre o modelo computacional e
o modelo tedrico.

Em adicdo, apresentam-se dois resultados préviamente publicados na literatura [Cardoso e
Fonseca, 2004a]. Nestes dois exemplos, o material isotrépico eldstico linear € o Aluminio (& =
70 * 10°Pa e v = 0.334) e o material piezelétrico linear é o PZT5 (Tabela 8.1). Em todos os
exemplos, assumimos que o cerdmico, de altura 1mm, esta perfeitamente colado ao Aluminio.
Nos exemplos considerados, o expoente de escalonamento da unidade de for¢a considerado tem

valor 9.
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Nivel de carregamento

17 Deslocamento vertical _+ |

0 2e-06 4e-06 6e-06 8e-06 1e-05 1.2e-05
Deslocamento vertical [m]

Figura 8.2: Relacdo entre o nivel de carregamento A e o deslocamento vertical do ponto A, para
o exemplo primeiro exemplo de verificagdo.



110

O0-6-0-0-0600
o St MM&%—,}AA—@_A—A’&—A
0.95 |
o 09F
g |
Q :
£ |
< i
& |
E 085p¢
Q !
[}
o
°
2
Z 08
0.75 /
‘ l Perturbacao 1 —&—
0.7 LU Pertgrbacaog O |

0

1e-07 2e-07 3e-07 4e-07 5e-07 6e-07

Deslocamento vertical [m]

7e-07 8e-07 9e-07 1e-06

Figura 8.3: Comportamento do delocamento vertical no ponto A, para diferentes valores de
perturbacdo da posicao vertical do n6é do ponto B. O Valor da perturbacio 1 € maior do que o da

perturbacao 2.

E - .

Figura 8.4: Configuracdo final da estrutura (todos os deslocamentos estdo multiplicados por um
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O primeiro exemplo € o Portico de Lee [Lee et al., 1968]. Esta estrutura € bem conhecida,
exibindo pontos limites e snap-back, sendo portanto interessante para verificar se a formulacao
e o procedimento de solu¢do conseguem lidar com tais efeitos ndo-lineares. A estrutura esta
ilustrada na figura 8.5, com partes de Aluminio (cinza) e com uma pastilha piezelétrica colada na
parte superior (preto). Nestas simulacdes, a face inferior da pastilha piezelétrica tem potencial
nulo, sendo que a face superior € livre. Com isto, cada n6 da face superior pode assumir um
valor de potencial distinto. A malha de elementos finitos utilizada tem 478 elementos (dois na
espessura) de 8 nos (Serendipity). A pastilha piezelétrica € discretizada com 2 x 30 elementos de
8 nds (Serendipity). A hipétese de estado plano de tensdes foi considerada.

Se ndo consideramos a pastilha piezelétrica, devemos obter o resultado eldstico tradicional.
Neste caso, o grafico da figura 8.6 mostra os deslocamentos verticais e horizontais no ponto
de aplicacdo da forca. Ao considerarmos a pastilha piezelétrica, obtemos os deslocamentos
ilustrados no grafico da figura 8.7. Em resposta a este comportamento altamente ndo-linear,
obtemos um padrao ndo-linear de potenciais elétricos na ceramica, como ilustrado no gréfico da
figura 8.8.

O segundo exemplo considera uma viga longa de Aluminio (cinza) com um patch piezelétrico
(preto), ilustrado na figura 8.9. A estrutura foi discretizada com 470 elementos finitos de 8 nos
(Serendipity). Esta estrutura foi selecionada pois a medida que o deslocamento vertical aumenta,
aumenta a rigidez a flexdo, efeito da ndo-linearidade geométrica. Este comportamento pode ser
visualizado no grafico da figura 8.10. No grafico da figura 8.11 pode-se avaliar a varia¢do ndo-
linear do potencial elétrico em dois pontos da face superior da pastilha piezelétrica com respeito
ao nivel de carregamento.

Deve-se salientar que nos dois exemplos considerados nesta secdo, a solucao linear seria uma
reta com inclinacdo igual a inclinag@o inicial das curvas ndo-lineares obtidas.

Dos resultados obtidos, verifica-se que o procedimento de solucdo proposto é capaz de li-
dar com pontos limites e de “snap-back”, além de permitir a consideracio conjunta dos efeitos
elétricos e mecanicos acoplados, independentemente da magnitude dos tensores constitutivos en-
volvidos. Observa-se, também, a grande diferenca de comportamento entre os casos lineares e

nao-lineares, mostrando a importancia da considere¢@o dos efeitos de alta ordem.

8.2 Problemas Minimizacao de Flexibilidade NLG

Os problemas abordados nesta secdo servem para mostrar a importancia da consideragao

da nao-linearidade geométrica no projeto de estruturas de maxima rigidez utilizando otimizacao
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[ 12.1 754 7.52 0.0 0.0 0.0 ]
754 121 7.52 0.0 0.0 0.0
| 752 752 111 0.0 0.0 0.0 0
C=100 00 00 21 00 00 | 10 Pa
00 00 00 00 21 00

0.0 0.0 00 00 0.0 23 ]

. 1650 0.0 0.0
= — | 00 1650 0.0
€0 0.0 0.0 1700

000 0.0 00 00 123 0.0
e=1| 00 00 00 123 00 0.0 | Cm™?
—54 —54 158 0.0 0.0 0.0

Tabela 8.1: Propriedades constitutivas para o ceramico piezelétrico PZT-5

250N
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Figura 8.5: Pértico de Lee com um inserto piezelétrico. Dimensdes em mm.
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Figura 8.7: Deslocamentos verticais e horizontais no ponto de aplica¢do da forca. Resultado
obtido considerando o ceramico piezelétrico.
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200N

Figura 8.9: Viga longa sob flexdo. Dimensdes em mm.
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Figura 8.10: Deslocamentos verticais e horizontais no ponto de aplicacdo da forca.
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Figura 8.11: Pontenciais elétricos obtidos nos cantos superior direito e superior esquerdo da
pastilha piezelétrica.
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250 60000 N

1000
X

Figura 8.12: Viga submetida a grandes deslocamentos. Dimensdes em mm.

topologica. Resultados semelhantes podem ser encontrados nas referéncias [Sigmund e Buhl,
2000; Bruns e Tortorelli, 2001 ]

O primeiro exemplo é o da viga submetida a uma forca concentrada de valor elevado. O
resultado linear é bem conhecido (Bendsge e Sigmund, 2003), sendo simétrico em relacdo a linha
neutra da viga. Quando consideramos os efeitos da ndo-linearidade geométrica, observamos que
regides submetidas a compressao apresentam um decréscimo de rigidez, enquanto regides sob
tracdo apresentam um aumento de rigidez. Isto faz com que o processo de otimizacdo tenda a
evitar regides sob compressao, privilegiando regides sob tracao.

O dominio de projeto, Figura 8.12, € um retangulo de dimensdes 1000 x 250mm, onde a
hipétese de estado plano de tensoes foi assumida. A espessura é de 100mm e foram utilizados
100 x 25(2500) elementos bilineares isoparametricos de 4 nds. O material tem como proprieda-
des E = 3% 10°Pa e v = 0.4, sendo assumido como eldstico durante toda a simulacdo. A fracdo
de volume utilizada foi de 50% e o carregamento consiste em uma for¢a concentrada de magni-
tude —60 x 10N aplicada na metade da face direita, sendo que a face esquerda foi totalmente
engastada.

O otimizador utilizado foi o SLP, com limites méveis minimos de 5% e méaximo de 15%.
A densidade minima tem valor 1 * 1072 e a mdxima 1. A estratégia de solugdo foi iniciar o
procedimento de otimiza¢do com a penalizagdo constitutiva cibica e com o filtro ativado (foi
utilizado um raio de valor 0.012m, correspondendo a 4 vizinhos de aresta). Apds a convergéncia
desta etapa, o filtro foi desativado e uma imagem com uma pequena quantidade de cinzas foi
obtida. A topologia obtida pode ser visualizada na figura 8.13, onde observa-se a perda de
simetria.

Um segundo exemplo € o do projeto de uma coluna, Figura 8.14 consistindo em um dominio
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Figura 8.13: Topologia obtida para o problema da viga submetida a grandes deslocamentos.

L

1*1O7N

10000

2500

Figura 8.14: Coluna bi-engastada submetida a um carregamento de compressdo. Dimensdes em
mm.

retangular de dimensdes 2500 x 10000mm com espessura de 100mm. O carregamento aplicado
¢ uma for¢a concentrada de magnitude —1 * 10" N e é assumido um estado plano de tensdes. As
faces superior e inferior sdo engastadas.

A fragdo de volume é de 19% e sdo utilizados 40 x 10 (400) elementos finitos bilineares iso-
paramétricos de 4 nds . A estratégia de solugdo consiste em iniciar o problema sem penalizagcdo
do tensor constitutivo, sendo que apds a convergéncia € utilizada uma penalizacdo quadrética
e, por fim, uma penalizag¢do cubica. Se este procedimento nao for utilizado, e iniciarmos com
uma penalizacdo cuibica, ndo € obtida a convergéncia no procedimento de solu¢cdo nao-linear,
devida a baixa rigidez das regides com densidades intermedidrias sob penalizacdo cibica. Nao
foi utilizada filtragem neste exemplo e o otimizador utilizado foi o GMMA.

A flexibilidade final para o caso linear € de 1.724362x10% Nm e para o caso ndo-linear geomé-

trico é 2.1644565 x 105 Nm, e conforme pode ser observado na Figura 8.15, as topologias obtidas



120

T

Figura 8.15: Topologias obtidas para o problema da coluna sob compressdo. Solucdo para o
problema linear (esquerda) e nao-linear geométrico (direita) (Fator de amplificagdo dos desloca-
mentos de 10 xmas duas figuras) .

sdo bastante distintas. Na Figura 8.15, a topologia da esquerda corresponde ao problema linear,
e uma coluna é obtida. Pode-se observar na mesma figura, que a topologia da direita, obtida para
0 caso nao-linear geométrico, € diferente pois zonas em compressao tendem a ser descartadas

por apresentarem um decréscimo de rigidez quando comparadas a regides tracionadas.

8.3 Projeto de Atuadores Piezelétricos Considerando a Nao-Linearidade

Geométrica

Nesta secdo, serdo estudadas as caracteristicas associadas a formulacdo proposta neste tra-
balho para o projeto de atuadores piezelétricos. Deve-se salientar que as possibilidades de pro-
jeto s@o muitas, mas somente algumas poucas configuragdes sao comumente utilizadas, como
por exemplo os atuadores flexitensionais, do tipo "Moonie”, "Cymbal” e ”Bridge”. Devido a
grande quantidade de estudos associados a estas configuracdes cldssicas, foram selecionados
como exemplos principais desta tese o projeto de um atuador flexitensional do tipo "Moonie” e
de um atuador flexitensional do tipo ”Bridge”. Com isto, espera-se que o leitor tenha os subsi-
dios necessarios para comparacdes que julgar pertinentes. Em todos os exemplos foi utilizado
o MMA, (GMMA com assintotas idénticas para todas as fun¢des envolvidas) para evitar prob-

lemas associados a determinacdo das assintotas moveis, conforme descrito no Capitulo sobre
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programacdo matematica.

Devido a necessidade de representar adequadamente os campos de deslocamento e de ten-
sdo, mesmo em refor¢os finos, foram utilizados elementos finitos quadrilaterais de 8 nds (Seren-
dipity). Experiéncias realizadas com elementos bilineares e com o Serendipity mostraram que
em alguns exemplos a perda de rigidez associada a zonas de compressao eram subestimadas no
elemento de baixa ordem. Desta forma, a utiliza¢do de elementos de baixa ordem pode induzir a
conclusdes erradas sobre a importancia da ndo-linearidade geométrica no projeto de mecanismos
flexiveis atuados por materiais piezelétricos.

Em todos os exemplos a exitacao elétrica considerada € a aplicacdo de uma diferenca de
potencial (voltagem). Isto € possivel pois tanto o procedimento de solu¢do das equacdes de
equilibrio quanto o procedimento de andlise de sensibilidade foram modificados para permitir a
aplicacao de condicdes de contorno essenciais ndo-homogéneas. Deve-se salientar que a formu-
lacdo de equilibrio proposta neste trabalho nao contempla ndo-linearidades materiais. Assim, o
campo elétrico aplicado em cada cerdmica tem um valor limite (inicial) de 100V//mm. No en-
tanto, ndo existem restricdes na formulag@o sobre a intensidade das tensdes e dos deslocamentos
elétricos.

Embora a formulagdo proposta permita considerar os elementos com material piezelétrico
como varidveis de projeto, isto tem pouca aplicacdo pratica com as geometrias e materiais consi-
derados neste capitulo. Desta forma, as regides piezelétricas serdo mantidas fixas (as densidades
dos elementos finitos nestas regides tem valor unitdrio e ndo participam do problema de otimiza-
¢d0). O material isotropico a ser distribuido no dominio de projeto dos exemplos considerados
nesta se¢do é o Cobre (EF = 110G Pa e v = 0.34) e o material piezelétrico é o PZT-5 (Tabela
8.1).

Devido a consideragdo de nao-linearidade, nao € possivel utilizar artificios como discretiza-
cdo de apenas uma parcela da geometria, pois isto mascara os resultados. Desta forma, todo o
dominio de projeto deve ser considerado no problema de equilibrio, sendo que um procedimento
de associac@o de varidveis de projeto deve ser utilizado para garantir a simetria da topologia,
no problema de otimizacdo (Apéndice D). Para simular corretamente a rigidez de regides vazias
(void), foi considerada uma densidade minima de 1 * 10~* em todos os exemplo e a penalizagio
da relacdo constitutiva (S1M P) é ctbica. O Fator de escalonamento para a unidade de forca é
de 1 %100,
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Figure 8.16: Projeto de um atuador Flexitensional

8.4 Projeto de Um Atuador Flexitensional do Tipo ’Moonie”

Nesta secdo serdo estudadas algumas caracteristicas da formulacdo proposta neste traba-
lho, visando o projeto de um atuador flexitensional do tipo "Moonie”. O dominio de projeto
considerado é apresentado na Figura 8.16, sendo discretizado com 60 x 60 (3600) elementos
quadrilaterais de 8 nds (Serendipity), em estado plano de tensdes, com uma espessura de 15mm.
A cerdmica de PZT-5 (em preto) € polarizada para cima, estando submetida a uma diferenca de
potencial que gera um campo elétrico de 100V /mm, gerando um padrio de atuacdo ilustrado na
figura. Para ilustrar a utilizagdo do procedimento de simetrizacdo (Apéndice D), € imposta uma

simetria de reflexdo em X, o que diminui o tamanho do problema de otimizacao pela metade.

8.4.1 Estudo da Existéncia de Extremos Locais

Devido a natureza do problema de otimizacdo considerado, espera-se a ocorréncia de di-
versos extremos locais, que podem ser atingidos para diferentes combinagdes dos parametros
do problema, como método de programagao matematica, distribui¢do inicial das varidveis de
projeto, fator de penalizacdo da relagdo constitutiva e/ou uso de controle de gradiente. Este é
um importante fator a ser considerado, uma vez que pode induzir a falsas conclusdes sobre a
importancia da consideracdo da nao-linearidade geométrica nos resultados obtidos.

Foi observado que o uso de filtro, por relacionar a varia¢ao individual de cada varidvel de
projeto, pode evitar a parada prematura em pontos de extremo local. O objetivo desta secdo é
mostrar que este comportamento € facilmente observdvel na classe de problemas propostos. Para
isto, sera considerado o problema da Figura 8.16, com uma fracdo de volume de 20%.

Inicialmente, o problema foi solucionado sem filtragem. As topologias obtidas estdo ilustradas
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na Figura 8.17. Considerando o filtro espacial de pesos médios (Cardoso e Fonseca, 2003) sobre
os limites méveis da programacio seqiiencial e utilizando apenas os vizinhos de aresta, foram
obtidas as topologias da Figura 8.18. Pode-se observar que, em cada caso, as topologias obti-
das considerando o procedimento linear e nao-linear diferem apenas em detalhes muito sutis,
sendo ambas ndo-simétricas em relagdo ao plano horizontal. A principal diferenca entre as duas
topologias € a presenca de um refor¢o na articulacio superior, que tem como objetivo aumentar
a rigidez do mecanismo, necessdria para atuar sobre o meio externo. Observa-se que o desloca-
mento do caso ndo-linear € maior do que o obtido com a consideracdo de linearidade (Tabela 8.2),
pois 0 mecanismo estd sob compressdo, o que diminui a rigidez. E importante salientar que este
comportamento ilustra que existem diferencas entre o procedimento linear e o ndo-linear, mesmo
em um caso simples como o estudado. Do contrério, o resultado obtido deveria ser idéntico, uma
vez que todos os parametros utilizados na solug¢do foram iguais.

A utilizacdo de filtragem levou a obteng¢ado de topologias simétricas (Figura 8.18), com prati-
camente o mesmo deslocamento. A andlise dos deslocamentos finais em cada caso permite con-
cluir que os resultados sem filtragem sdo méaximos locais, uma vez que seus deslocamentos sao
menores do que os obtidos com filtragem (Tabela 8.2). Deve-se salientar que os resultados obti-
dos com filtragem também devem ser maximos locais, uma vez que o problema é ndo-convexo,
mas apresentam deslocamentos maiores do que os sem filtragem.

Em relagdo a influéncia da nao-linearidade geométrica, observa-se no caso sem filtragem que
as trajetorias de convergéncia do procedimento seqiiencial de otimizagdo, neste caso, sdo ligeira-
mente diferentes, convergindo prematuramente para valores distintos de deslocamento maximo.
No caso da filtragem, embora as trajetérias também difiram ao longo do procedimento seqiien-
cial, existe uma convergéncia para um valor mais préximo no final do procedimento de otimiza-
cdo. Isto se deve, provavelmente, ao fato de o filtro relacionar os valores de densidades de
elementos contiguos, mascarando qualquer ligeira diferenca no valor das derivadas do caso lin-
ear e do caso ndo-linear geométrico. De fato, para um problema como o considerado (onde os
deslocamentos e forcas envolvidos ndo sdo elevados), estas diferencas sdo muito sutis, sendo o

efeito do filtro maior do que o efeito da nao-linearidade geométrica.

8.4.2 Rigidez Externa Nao-Linear

Uma das vantagens da utilizacdo da formulagdo proposta neste trabalho é a possibilidade
de simular um meio externo com comportamento nao-linear. Para ilustrar este conceito, serdo
considerados dois exemplos. O primeiro consiste no projeto de um atuador "Moonie” (dominio

de projeto ilustrado na Figura 8.16) que atua sobre um meio com rigidez que varia de forma linear
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Figure 8.17: Topologias obtidas para o caso linear (esquerda) e nao-linear (direita). Os resultados
foram obtidos sem filtragem.

Figure 8.18: Topologias obtidas para o caso linear (esquerda) e ndo-linear (direita), considerando
filtragem sobre os limites moveis.

Table 8.2: Valores de deslocamento maximo das topologias das Figuras 8.17 e 8.18, normaliza-
dos pelo valor correspondente ao caso com filtro, modelo linear.

Linear | Nao-Linear | Diferenca entre o modelo linear e o ndo-linear
Com Filtro 1.00 0.997 0.3%
Sem Filtro 0.544 0.560 2.9%
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Figure 8.19: Formas de variagdo nao-linear da rigidez do meio externo consideradas no projeto
de um atuador tipo "Moonie”. A equagio linear tem forma K, (tey) = 1 % 105 + 4 % 101, €

a equacio quadratica tem a forma K, (tey) = 1 % 10° — 1% 10w,y + 1 % 101702,

Table 8.3: Deslocamentos mdximos obtidos com as topologias da Figura 8.20, normalizados pelo
valor correspondente ao deslocamento obtido com o modelo linear.

Rigidez Constante | Linear | Quadratica
Deslocamento 1.00 0.514 0.654

em relacdo ao deslocamento da porta de saida e o segundo de forma quadrética, de acordo com a
Figura 8.19. O primeiro exemplo simula um comportamento de enrijecimento do meio externo,
como ocorre em problemas de contato. O segundo, um meio externo com queda de rigidez nos
primeiros instantes, com um aumento posterior de rigidez. A fracdo de volume considerada é de
20%.

Os resultados devem ser comparados com o transdutor obtido com filtragem e hipétese de
linearidade, sendo que nos dois casos, a rigidez inicial é a mesma considerada anteriormente.
A Figura 8.20 ilustra as 3 topologias obtidas e a Tabela 8.3 mostra os deslocamentos maximos
obtidos em cada caso. O procedimento de otimiza¢do do atuador com rigidez nio-linear € bas-
tante interessante, podendo ser observado, via GS P, a variacao da rigidez da estrutura ao longo
do procedimento iterativo ndo-linear. Esta variacdo tem um comportamento compativel com a
rigidez do meio externo, mostrando o quanto a topologia obtida € especifica para as condicdes

de contorno do problema.
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Figure 8.20: Topologias obtidas com consideracdo de meio externo com rigidez constante (es-
querda), linear (centro) e quadrética (direita).

Fracdo de Volume (%) | Linear | Nao-Linear | Diferenca entre o modelo linear e o nao-linear
15 1.00 0.99 0.17%
20 1.34 1.33 0.33%
30 1.36 1.36 0.32%

Table 8.4: Deslocamentos relativos as topologias da Figura 8.21, normalizados pelo valor corre-
spondente a menor fracdo de volume, caso linear.

8.4.3 Influéncia da Fraciao de Volume

Um atuador flexivel deve satisfazer um compromisso entre flexibilidade (para permitir o
movimento de atuacdo) e rigidez (para permitir realizar esforcos sobre o meio externo). Estes
dois requisitos estdo associados a topologia do atuador, propriedades dos materiais envolvidos e
suas quantidades. Desta forma, espera-se que a restri¢do de volume tenha um impacto importante
na topologia final e valores dos deslocamentos obtidos.

Para ilustrar esta dependéncia, o problema da Figura 8.16 foi solucionado, para uma rigidez
externa de valor 1 * 10°N/m e com fragdes de volume de 15%, 20% e 30%. As topologias

obtidas, para o caso linear e para o caso ndo-linear, estdo ilustradas na Figura 8.21.

8.5 Projeto de um Atuador do Tipo Ponte

Um tipo de transdutor bastante utilizado € o atuador do tipo ponte (“bridge”). Neste tipo
de atuador, o material ativo comprime uma regido com flexibilidade localizada, obtendo uma

amplificacdo significativa do deslocamento de saida. Para avaliar o impacto da ndo-linearidade
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Figure 8.21: Topologias obtidas com rigidez externa constante (K, = 1 * 10°N/m) e fragdo de
volume de 15% (primeira linha), 20% (segunda linha) e 30% (terceira linha). A primeira coluna
contém os resultados obtidos com formulacao linear e a segunda coluna os resultados obtidos
com a formulacdo nao-linear.
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Figura 8.22: Dominio de projeto considerado na otimizagdo de um atuador do tipo ponte
(bridge’). Dimensdes em m.

geométrica no projeto otimizado de tais transdutores, é proposta a otimizagdo topoldgica no
dominio de projeto da Figura 8.22. A atuacdo ¢ realizada por 6 ceramicas de PZT-5 (Tabela
8.1), com padrdo de atuacdo indicado na figura e voltagem de 400V em cada ceramica (corre-
spondendo a um campo elétrico de 100V /mm). O dominio de projeto foi discretizado com 500
quadrilaterais de 8 nés no comprimento e 100 na altura (5000) e foi utilizado filtro espacial de
pesos médios, com raio de 1.1mm, correspondendo a uma vizinhancga de 4 vizinhos de aresta
para cada elemento. A espessura do dominio de projeto é de 15mm e foi considerado o es-
tado plano de tensdes. O material isotropico a ser distribuido no dominio de projeto é o Cobre
(F = 110G Pa e v = 0.34) e o objetivo do atuador € impor um deslocamento de saida vertical
contra a mola K que simula o meio externo.

A Figura 8.23 ilustra as topologias obtidas para uma fracdo de volume de 20% e diferentes
valores de rigidez externa (constante). Da figura, e dos valores de deslocamento de saida corres-
pondentes a cada uma das topologias obtidas, pode-se verificar que existem diferencgas entre os
mecanismos obtidos com o modelo linear e com o modelo ndo-linear (na Tabela 8.5 ndo constam
os deslocamentos relativos a dltima linha da Figura 8.23, pois estes valores sdo muito menores
do que os demais valores da tabela. No entanto, a diferenca de deslocamento para este caso,
comparando o modelo linear com o ndo-linear, foi de 0.6%). Embora as topologias nao difi-

ram drésticamente, existem diferencas de inclinacio entre os membros horizontais que compde
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Figure 8.23: Topologias obtidas para o caso linear (coluna esquerda) e ndo-linear (coluna direita),
para molas externas de rigidez constante K, = 1 % 10°N/m (primeira linha), K, = 1 * 105N/m
(segunda linha) e K, = 1 % 10'° N/m (terceira linha), todos com 20% de fra¢do de volume.

a ponte inferior, sendo que esta diferenca é mais clara para a rigidez externa de 1 * 10° N/m. Em
relagc@o a ponte superior, existe uma diminui¢do gradual de espessura nos modelos lineares, com
uma concentra¢do de material na parte central nos modelos nao-lineares.

Estudando o mesmo problema, mas considerando uma fra¢ao de volume de 10%, obtém-se as
topologias da Figura 8.24. Da figura, observa-se a grande presenca de elementos com densidade
intermedidria para o caso da rigidez externa de valor 1 * 102/N/m. Estas regides com densidade
intermedidria, conectando o mecanismo a porta de saida, ocorrem devido a uma inconsisténcia
do modelo SIMP. Como o objetivo desta regido € atuar sobre o meio externo, de baixa rigidez,
ndo se faz necessdria a utilizacao de densidade maxima. Isto fica claro se aproximarmos a rigidez

desta regido (com densidade de 0.5 e expoente de penalizacdo de 3.0) por
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Rigidez Externa (N/m) | Linear | Nao-Linear | Diferenga entre o modelo linear e o ndo-linear
1 % 102 1.00 1.03 3%
1% 10° 0.77 0.87 13%
1% 101 — — 0.6%

Table 8.5: Deslocamentos relativos as topologias das duas primeiras linhas da Figura 8.23, nor-
malizados pelo valor da menor rigidez, caso linear.

Rigidez Externa (N/m) | Linear | Nao-Linear | Diferenga entre o modelo linear e o ndo-linear
1% 10? 1.00 0.97 2.88%
1%10° 0.48 0.5 2.95%
1% 10% — — 2.4%

Table 8.6: Deslocamentos relativos as topologias das duas primeiras linhas da Figura 8.24, nor-
malizados pelo valor da menor rigidez, caso linear.

110 % 10%(0.5)3 % (0.015)?
0.05
que corresponde a rigidez axial de uma barra de cobre de secdo transversal 0.015m x 0.015m e

K, = = 61.875 % 10°N/m

comprimento 0.02m. Esta rigidez é maior do que a rigidez do meio externo, tornando a atuagao
possivel. Isto demonstra que para baixos valores de rigidez externa e baixas fracdes de volume,
regides intermedidrias tem funcdo estrutural e podem ser utilizadas pelo otimizador. Isto, sem
duvida, corresponde a uma das deficiéncias do modelo SIMP.

Um resultado importante obtido com a fracdo de volume mais baixa pode ser visualizada na
Figura 8.24, para uma rigidez de 1 * 105N /m. Os reforgos verticais, submetidos a compressio,
que surgem na topologia obtida com o modelo linear, sdo descartados no modelo nao-linear.
A Tabela 8.6 contém os deslocamentos obtidos em ambos os casos. Pode-se argumentar que
estes refor¢cos seriam descartados em uma posterior etapa de interpretacao dos resultados, mas

observa-se aqui que isto ndo € necessario quando os efeitos da nao-linearidade sao considerados.
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Figure 8.24: Topologias obtidas para o caso linear (coluna esquerda) e ndo-linear (coluna direita),
para molas externas de rigidez constante K, = 1 102N/m (primeira linha), K, = 1 x 10°N/m
(segunda linha) e K, = 1 % 10'° N/m (terceira linha), todos com 10% de fragdo de volume.



9. CONCLUSOES E SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

9.1

Aspectos Conclusivos

Foi abordado o desenvolvimento de uma formulacdo para o projeto de transdutores pieze-

1étricos, considerando os efeitos da ndo-linearidade geométrica. Para atingir o objetivo final do

trabalho, foram propostas e desenvolvidas diversas etapas associadas ao projeto de transduto-

res piezelétricos utilizando a Otimizagao Topoldgica. Cada uma das etapas foi desenvolvida de

forma detalhada e consistente.

Em relacdo a andlise de estruturas eldsticas/piezelétricas utilizando a formulacdo proposta

neste trabalho, verificou-se que:

o procedimento proposto (formulac¢do de equilibrio/escalonamento dos tensores constitu-
tivos/procedimento de solu¢do ndo-linear) € capaz de simular estruturas com comporta-

mento nao-linear bastante pronunciado, incluindo pontos limites;

o procedimento proposto € suficientemente geral para ser utilizado em problemas com

acoplamento piezelétrico bi e tridimensionais;

o procedimento de escalonamento anteriormente proposto na literatura para equalizar a or-
dem de grandeza dos tensores constitutivos também permite equalizar a ordem de grandeza
da restric@o de arco, facilitando a consideracio conjunta de graus de liberdade elétricos e

mecanicos;

o método dos Deslocamentos Generalizados pode ser interpretado como um método de
restri¢do ortogonal, possibilitando assim a utilizacdo de técnicas desenvolvidas para outros
métodos da mesma classe. Esta generalizacdo também possibilita uma implementacao

computacional unificada;

Em relagdo ao projeto de atuadores piezelétricos considerados neste trabalho, verificou-se que:

o procedimento de andlise de sensibilidade proposto para o problema acoplado ¢ suficien-
temente geral para o projeto de atuadores e sensores piezeléticos, lineares e nao-lineares,

com ou sem condi¢des de contorno essenciais nao-homogéneas;

132
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e mesmo em problemas com pequenas forcas e pequenas dimensdes, existe uma diferenca
na convergéncia do procedimento seqiiencial de otimizacao de problemas lineares e nio-
lineares. Isto indica que a ndo-linearidade se manifesta mesmo em problemas onde geral-

mente nao € considerada;

e a utilizacdo de controle de gradiente (filtro) pode mascarar a diferenca de topologia que
existiria entre problemas lineares e nao-lineares quando a magnitude das parcelas nao-

lineares € pequena;

e a consideracdo de um meio externo com comportamento nao-linear tem um impacto sig-
nificativo nos resultados obtidos. Isto indica que andlises nao-lineares sdo uteis no estudo
da sensibilidade da topologia (e do projeto do transdutor) em relacdo as caracteristicas do

meio externo. Isto ndo € possivel em uma andlise linear;

e regides sob compressdo tendem a apresentar uma menor rigidez quando comparadas a
regides tracionadas. Isto faz com que, em algumas circunstancias, as topologias e os va-
lores finais de deslocamentos sejam diferentes quando sdo consideradas as influéncias da
nao-linearidade. Nos exemplos considerados, este foi o principal mecanismo responsdvel
por alteracdes de valores de deslocamento e de topologia, uma vez que a magnitude dos

deslocamentos e rotagdes de corpo rigido sdo pequenas;

e provavelmente os resultados obtidos em mecanismos totalmente flexiveis distribuidos se-
jam mais sensiveis a ndo-linearidade geométrica, uma vez que os resultados obtidos aqui
tem flexibilidade concentrada em rétulas. Isto faz com que as partes méveis dos mecan-
ismos obtidos tendam a ser rigidas, diminuindo assim a influéncia da ndo-linearidade ge-

ométrica;

Baseado nestes fatos, conclui-se que a inclusdo de efeitos da nao-linearidade geométrica no
projeto de transdutores piezelétricos deve ser considerada, pois existem evidéncias de que os
resultados obtidos com o modelo linear, utilizado até entdo, diferem dos obtidos com a con-
sidera¢do da nao-linearidade. Embora nos exemplos considerados esta influéncia seja pequena,
pode-se observar uma tendéncia de aumento de influéncia para valores intermedidrios de rigidez
do meio externo e pequenas fragdes de volume. Isto de deve ao fato de que em pequenos valores
de rigidez e fracdo de volume elevada ndo ocorre compressao significativa nas partes flexiveis.
Como os deslocamentos nao sdo significativos, as diferencas entre os modelos lineares e nao-
lineares sdo, também, pequenas. Para valores intermedidrios de rigidez e pequenas fracdes

de volume, observa-se que as mudangas de topologia sdo mais significativas, indicando que o



134

mecanismo descrito acima € o responsavel pelas diferencas observadas. Por fim, para valores
elevados da rigidez externa e grandes fracdes de volume, obtemos basicamente um projeto de
maior rigidez, onde o comportamento € basicamente linear.

Quando a rigidez do meio externo é funcio do estado da estrutura (deslocamento de saida),
entdo somente o modelo ndo-linear € capaz de descrever corretamente as mudangas de topologia

e de comportamento observadas.

9.2 Sugestao para trabalhos futuros

Tanto o procedimento de andlise de equilibrio, andlise de sensibilidade e solu¢do do pro-
blema de otimizacdo abordados neste trabalho sdo suficientemente gerais para contemplar o pro-
jeto de atuadores e/ou sensores. No entanto, foram abordados somente problemas associados ao
projeto de atuadores. Desta forma, uma continuagdo natural do presente trabalho seria utilizar a
formulacao para o projeto de sensores eletro-mecanicos baseados no fendmeno da piezeletrici-
dade.

Os resultados obtidos com meio externo nao-linear ilustram a sensibilidade dos resultados as
caracteristicas do meio externo. Desta forma, seria natural considerar o problema de contato de
forma consistente, discretizando tanto a regido de projeto quanto o meio externo.

Em problemas com grandes deformagdes pode ocorrer distor¢do excessiva da malha, preju-
dicando o procedimento de andlise de equilibrio e, consequentemente, todo o procedimento de
otimizacdo. Neste caso, um procedimento de remalhamento seria desejavel.

As topologias obtidas contém rétulas, pois nenhum procedimento de controle foi utilizado.
Uma solucdo seria a utilizagdo de uma formulacao alternativa (Cardoso e Fonseca, 2004) ou de
métodos de restri¢do (Poulsen, 2002) aplicadas ao problema nao-linear. Conforme apresentado
anteriormente, caso seja utilizado um procedimento de eliminacdo de rétulas, deve-se observar
uma aumento na importincia dos efeitos da ndo-linearidade geométrica.

Por fim, um acréscimo importante a formulacao proposta neste trabalho seria a consideracao
da ndo-linearidade material das regides piezelétricas. Sabe-se que para campos elétricos / tensdes
elevadas, a relacdo constitutiva € ndo-linear e este aspecto aparenta ser mais significativo do que

a ndo-linearidade geométrica em atuadores tradicionais.
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A.DEFINICAO DE ALGUMAS RELACOES CONSTITUTIVAS

Este apéndice apresenta de forma simplificada alguns dos conceitos bésico envolvidos no

acoplamento eletro-termo-mecanico.

Permissividade Dielétrica

A polarizagdo P; [Cm~?] que é induzida em um meio isolante polarizavel (dielétrico) por

um campo elétrico externo ¢; [Vm~!] pode ser escrita na forma

P = Xijp5 + Zijepipr + .. (A.1)

e, considerando uma relagdo constitutiva linear, obtemos

P = x4, (A.2)

onde o tensor de segunda ordem y;; é o tensor de sucetibilidade dielétrica do material [F'm™!].
As cargas elétricas induzidas no material estdo relacionadas ao vetor de deslocamentos elétricos
D; [C'm~?] na forma

D; = eopi + P (A.3)

onde € = 8.854% 1072 F'm~! € a permissividade dielétrica no vacuo. Considerando as Equagdes
(A.2) e (A.3), obtemos

D; = eopi + Xijpi = (€00ij + Xij) 0 = €505 (A4)

onde ¢;; € conhecido como permissividade dielétrica do material. Uma medida geralmente utili-
zada para expressar as propriedades dielétricas de um material € o tensor x;; = €;;/€y, conhecido
como permissividade relativa. Os tensores constitutivos €;;, Xi; € kj; s30 tensores simétricos
de segunda ordem e, portanto, existem 6 constantes dielétricas independentes para um material

dielétrico anisotropico.
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Constantes Elasticas

Em uma material eldstico a relag@o entre o segundo tensor tensdo de Piola-Kirchhoff S;;

[Nm™2] e deformagdes de Green E;; [m/m] é comumente escrita na forma
Si‘ - ijklEkl + ..... (AS)

onde os termos de alta ordem nao serdo considerados neste texto (elasticidade linear). A relacdo
linear € conhecida por lei de Hooke e € valida para pequenas magnitudes de deformacao. Exis-
tem outras medidas de tensdo e deformacao, sendo que quaisquer medidas conjugadas energéti-
camente sdo validas. Neste trabalho as medidas apresentadas acima serdo utilizadas, consistente

com a descricdo Lagrangiana empregada. Devido a simetria dos tensores tensao e deformacao
Sij = Sji (A.6)

Eij = Ej

temos que o tensor de propriedades eldsticas apresentard 21 constantes eldsticas independentes

para um material anisotrépico, devido as simetrias

Cijki = Cjit = Cijite = Chsy-

Efeito Piezelétrico

Materiais piezelétricos sdo uma sub-classe dos materiais dielétricos. Estes materiais podem
ser polarizados, em adicdo a um campo elétrico externo aplicado, devido a aplicacdo de tensdo
mecanica. Uma forma de expressar uma relacdo linear entre o vetor de deslocamento elétrico e

tensdo mecanica €
D; = d;ji S,

onde d;j; [C'N~'] é um tensor de terceira ordem de coeficientes piezelétricos. Materiais piezelétri-
cos possuem a interessante propriedade de apresentar o efeito inverso, ou seja, mudanca de di-

mensdes devido a aplicacdo de um campo elétrico, descrito por

Eij = drijor = dijpon
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com dyireto = Areverso- DeVIdo as simetrias dos tensores tensdo e deformacgao, observa-se que
dijk = dik;

resultando em 18 constantes piezelétricas independentes para um material anisotropico. De-
pendendo das grandezas relacionadas, temos diferentes tensores piezelétricos. Por exemplo, a

relagc@o entre campo elétrico e tensdo € dado por

Sz’j = CkijPk-

Pireletricidade

Alguns materiais, chamados de polares ou Pioelétricos, exibem momento de dipolo elétrico
mesmo na auséncia de um campo elétrico externo. A polarizagdo espontianea € representada
neste trabalho por P;. A mudanca do vetor polarizacido espontanea com a temperatura 7' define

o efeito pirelétrico
0P,

or

onde o vetor p; [Cm~2K '] é o vetor de coeficientes pirelétricos. Definimos o vetor de desloca-

bi =

mento elétrico resultante como

E importante salientar que todos os materiais pirelétricos sdao piezelétricos, mas somente

alguns piezelétricos sdo pirelétricos.

Materiais Ferrelétricos

Materiais ferrelétricos sao materiais polares no qual a direcdo de polarizagdo espontanea
pode ser alterada por um campo elétrico externo. Todos os ferrelétricos sdo pirelétricos, mas
apenas alguns pirelétricos sao ferrelétricos. Assim, todos os ferrelétricos sdo, também, piezelétri-
cos. Materiais policristalinos cujos graos sao piezelétricos podem apresentar um comportamento
global ndo-piezelétrico devido a orientagdo aleatéria das dire¢des de polarizagdo de cada grao.

No entanto, se o material é ferrelétrico, podemos orientar as polarizagdes de cada grao, obtendo
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um material com comportamento piezelétrico significativo [Lines e Glass, 2001].

Eletrestriccao

O efeito eletrestrictivo € um exemplo de acoplamento ndo-linear entre campos elétricos e

eldsticos. Dado um campo elétrico ¢ , temos que
Eij = Mz‘jkl@k@l

onde M [mZV_Q] € o tensor de propriedades eletrestrictivas.

E interessante notar que o efeito da eletrestriccdo ndo deve ser confundido com o efeito
piezelétrico. Enquanto o efeito piezelétrico € linear com relagdo ao campo elétrico e s6 se man-
ifesta em determinados materiais dielétricos, o efeito de eletrestric¢do € quadratico e ocorre em
todos os materiais dielétricos, independente da simetria material. No entanto, experimentalmente
estes efeitos podem ser confundidos. Por exemplo, se aplicarmos um campo elétrico DC ppe e

um campo elétrico AC p 4¢ tal que ¢ pc > @ ¢ obtemos

E = M(¢pc + ¢ac)’ = My + 2Mepepoac + Moo

e verificamos que o termo cruzado 2My pcpac se comporta linearmente em relagdo ao campo
elétrico ¢ ac, como no caso do efeito piezelétrico. Assim, a combina¢do material mais campo
elétrico ypc leva a um comportamento semelhante ao observado em materiais piezelétricos.

Embora a o efeito de eletrestric¢do seja pequeno na maioria dos materiais dielétricos, existe
a classe de materiais relaxor-ferrelétricos que apresentam efeito pronunciado, sendo utilizados
para diversos fins [Damjanovic 1998a; Cheng et al 2001 ; Hu et al, 2001; Ymnirun ,1999].



B. OBTENCAO DAS EQUACOES DE EQUILIBRIO POR MEIO DA LINEARIZACAO
DIRETA

Um procedimento alternativo ao utilizado no Capitulo 3, consiste em linearizar diretamente

as equagoes

t1 t1
AL, BRPALL at + A5, / By dt = 0 (B.1)
to to
¢ t1 t1
AL, / BPALL dt + TTATS, / EPATW e dt = 0, (B.2)
to to

sem a consideracdo direta dos incrementos de deslocamento e diferenga de potencial. Esta abor-
dagem € muito utilizada na elasticidade com grandes deslocamentos [Bathe, 1996] e leva automa-
ticamente a uma formulagao sem termos de alta ordem. No entanto, como estamos trabalhando
com equagdes acopladas e com duas varidveis de estado (deslocamento e diferenca de potencial),
temos que considerar a expansdo em torno destas duas varidveis.

Para simplificar a apresentacdo, as equacdes de equilibrio ndo-lineares obtidas no Capitulo 3

sdo reapresentadas sem os termos de inércia

/ (SSIJ HAt5un ( TIIJ) + 6+AtCIJKL SKL HAt5un ( CIJ) - 6+1At€KIJ Hm(Sun ( CIJ) Ck+
Qo

6+AtCIJKL SKL t+At5un ( 771J) + 6+AtCIJKL KL t+At5un ( §1J) +HB.3)
t+AtC t+AL 5 N
0 IJKL KL Un, ( UIJ)

o errs 6w, (1) k) dS

- t+At5un (6+AtWeJ:t) - / BSIJ H—Atéw ( gIJ) dSdo
Qo
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/ ( tO+At€KL t+At5¢ (CK) cr + t0+At6KIJ 1y t+At5¢ (CK) (B4)
Qo
6+AteK[J nr t+At5¢ (CK)) dQO

— t+At5 ( t+AtWeazt) / 6DK tJrAtéd) (CK) dQO
Qo

Utilizando-se a Equacdo (B.1) e

t+At t+At _ t+At t+At t+At t+At
5un (0 G) -0 C(IJKL 0 EKL 5un (0 EIJ) (B.S)
t+AL t+AL t+AL t+AL
— o Mexrs 0w, (67 EL) 670k
observamos que o termo do lado esquerdo da igualdade na Equagado (B.1) é ndo-linear em relacdo
aos deslocamentos, e que podemos realizar um processo de linearizacdo utilizando os termos
lineares de uma expansao em série de Taylor. Para simplificar a nota¢do, vamos nos referir ao

lado esquerdo da Equacdo (B.1) por 521, de tal forma que

RW; RW;
SEAY 0y = W, 0 A 0 A B.6
int — 0 znt 86“}) up_'_ 83(;5 (b ( )
Assim,
at mt 8t mt t+At t+AL t
ru Au, + = o Ap = Sun (67 Weat) =4 Win (B.7)
e, usando a Equacgao (B.5), podemos avaliar a derivada
O E Wi . 0L Ew okt tE; otor t
Wi _ Cijtt—a—8% 5 Eij + 4 Cijut b Bra— 2= ey 20 ua 08 ¢ B.8
86up /Qoo ikl 86 ” wn 0 + ijkl 0Lkl 86 U 0€kij 86 u, ok (B.8)
OLEL OLE; PLE;; O*LE;
e tCZ- U(S CZ E #5 ) 72]]5 5 n
/ Dty Dy O G K i g P
pois [Zielinsky e Frei, 2001]
' 0L E;;
Ou, o lij = 9t Oy, (B.9)
oUn

Avaliando a segunda derivada na Equagao (B.6), obtemos

aévvmt to 94 EZ] 80<pk
pu— B-l
86¢ /5;0 < 0Ckij s at 86@5 5“ ( O)
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e, introduzindo as Equag¢des (B.8) e (B.10) na Equacao (B.7), obtemos

OLEy OLE;; P LE;; 0*LE;
Lo, 20 0%y 4t bR, 0T Z.,i” Auyou, (B.11
/QO <0 ikl 86”}) 86un ovijkl 0 klagunatoup Oekjat ato p up u ( )

8 Ez 8t()0k

0L E;; 8'5EZ
( ngkloEkl 9w ]5 - oeku 8t 0 5y noSOk)
0 n

5ul (ngAtWe:vt) - /

Qo

onde

OLE, OLE;;
LC, gy =22 Z 07U B.12
IR e -

€ equivalente ao segundo termo da Equacgdo (B.3),

P LOE;; D*LOE;
LClra b Bram ol by o 000 B.13
/Qoo Jrs 0 86%36% Oekjat kaoul Pk ( )
€ equivalente ao primeiro termo da Equacao (B.3),
OLE; OLE;
/ < Cljkl oEkl (’W ]5un - gekm 8t ! t(pkéun) ) (B14)
Q() O n

€ equivalente ao ultimo termo da Equagado (B.3) e

8 E; 8tg0k
: 420 B.1
(e ). .

€ equivalente ao terceiro termo da Equacgdo (B.3).

Considerando agora a expressao

t+At5 (t+AtG) 6+At€KL t+At5 (t+At(pK) ngAt(pL (B.16)
_ AL t+AtE t+At5¢< ©).
0

juntamente com a Equacao (B.2)
/ _ (6+At t+At5 (tJrAtSO ) AL, | tRAL, s o t+AtEZ t+At5 (tJrAthk)) (B.17)
Qo

— t+At5 tJrAtI/Vem
/ S (5 W)
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e realizando um procedimento semelhante de linearizacdo, agora em relacdo a diferenca de po-

tencial, obtemos

0 W, ) ot D0y §
Tl / - (6% 0k bor+ bew b0sok =+ beij bE; M(pk) 19
Qo

e 940 940 704
0 bon d60r 061 P bow
_ _(t 0 t 0 0 tp Y0
/QO (06’“ 50t 0 g5 g T 0%k b 825<z>>5¢
05 Wi , 0 Ezjaogok
- . B.1
ot~ (i) ®19

Como o operador que relaciona campo elétrico com dlferenga de potencial € linear, os termos

com derivadas segundas na Equagdo (B.18) se anulam. Assim, obtemos

OLE; O} Ot Ot
/Q — i — o / aongémuﬁ /Q —bew 806? 80“;15¢A¢:5¢(3+NWM)+ (B.20)

9 9% 9 bk
6¢ + benij bEy—5—0
[)0 (Oeklogol at(b ¢+Oek]0 ]86(25 (b )
onde o primeiro termo na Equacdo (B.20) equivale ao segundo termo da Equacdo (B.4), o se-
gundo termo na Equacgado (B.20) é equivalente ao primeiro termo da Equacdo (B.4) e o ultimo

termo na Equacdo (B.20) € equivalente ao ultimo termo da Equagdo (B.4).



C. RELACAO ENTRE A MATRIZ TANGENTE ACOPLADA E A DERIVADA DO
RESIDUO

Em problemas de elasticidade finita, a matriz K; = K, + K, € muitas vezes definida
como sendo o negativo da derivada do residuo em relacdo aos deslocamentos. Este conceito
pode ser estendido para o problema em questao, utilizando-se o vetor x ao invés de se utilizar os

deslocamentos. Assim, devemos mostrar que

OR AP . OF
K=————=—[2 e 2 1
t ( T aéx) (D

e considerando forcas externas conservativas, obtemos

OF
K, = C.2
Para calcular esta derivada, observamos que o vetor F pode ser escrito como
oFin 58 AL, 61 dQY
F = tO t — A?e fQO 0 tj . Atngj 0 ’ (C3)
()Qint - fQo ODk + 5¢Ck dQO

onde o operador A¢/*™s ¢ responsavel pela superposi¢io global dos efeitos locais de cada ele-

mento. Utilizando as relacdes constitutivas, podemos reescrever a Equacao (C.2) como

t t t t t+At
fQO 5( 0Ciikt 6 Eri— Hekij 0901«) TRy, 515 dQ0

F
L

B, (C4)

oxr
— fQO 8( 66]‘” 6E11+ éekl 650l> t+At6¢Ck, dQO
oxy

Considerando o diferencial de F' em relacdo ao vetor de varidveis de estado, inicialmente
observamos que os tensores constitutivos independem das varidveis de estado e que os tensores
de deformacgdo e de incremento de deformagdo independem da diferenca de potencial, assim

como o campo elétrico e o seu incremento independem do deslocamento. Portanto, podemos
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separar a Equacdo (C.4) em

OF _ Ane fgo (0 %laaf“ Osij 4 0 Cijnl OEklau 8un — benij o‘Pkau ;Z )5un dQ
Our 1 - fQ (6‘9sz 885” ack) 0¢ dS2g
(C.5)
e
F _ Ay Joy (‘ beris 5" 255) Ot dido (C.6)
9% —]50(EGMjBEw%£E+6ma§f?§‘+emo¢uw2>5¢d90 '

Fazendo uso das relagdes constitutivas da piezeletricidade, podemos reescrever a Equagao (C.5)

como

8 Ekl aCz t a §'L]
OF AT fQo (0 ijkl Ou, Oun SZJ OurOun, 5“” dQO

o, — Joo ((henis %5225 ) 66

sendo que o primeiro termo da primeira linha na Equacdo (C.7) corresponde a K, apos a dis-

(C.7)

cretizagdo. O segundo termo na primeira linha da Equacdo (C.7) a K, ap6s a discretiza¢do. Por
sua vez, o termo na segunda linha da Equacdo (C.7) a K4 ap6s a discretizagao.
Considerando as relagdes constitutivas do problema piezelétrico e observando o fato de que

¢y € linear com respeito a diferenca de potencial, pode-se reescrever a Equagdo (C.6) como

OF ne fQO ( 0€kij g;k ((‘99;”> 5Un dQO
- — Al

(C.8)
¢ ~ Jo (en%2:55 ) 66 a2

onde o termo da primeira linha corresponde a K, apds a discretiza¢do e o termo na segunda
linha da Equag@o (C.8) corresponde a —K 44 ap0s a discretizagao.
Com isto, a Equacdo (C.1) se resume a

Kt:_

OR [KW Koo ] o)

% | Koo —Koy

quando consideramos forcas externas conservativas.



D. IMPOSICAO DE SIMETRIAS

Métodos de programagao matemaética, como o SLP e 0o MMA, ndo apresentam uma garantia
de que a solucdo (topologia) do problema seja simétrico, mesmo quando esta for a resposta
correta. A perda de simetria pode ocorrer por erros de arredondamento, ji4 que o processo de
otimizacdo é seqiiencial, ou por propriedades da aproximagao, como é o caso do LP.

Em problemas lineares, a simetria pode ser garantida pela solu¢do de apenas uma parte do

dominio de projeto, pois superposi¢cdo de efeitos € védlida (Figura D.1).

Plano de simetria

PR [ —_—

N
N
<l

Figure D.1: Imposi¢do de simetria de reflexdo em problemas lineares.

No entanto, em problemas ndo-lineares, a imposi¢do de simetria ndo deve ser realizada com
este artificio, uma vez que a solu¢do do problema de equilibrio deve ser realizada considerando
todo o dominio de projeto. Por este motivo, deve-se utilizar um procedimento consistente de
imposicado de simetria. Embora possam existir diferentes tipos de simetria, serdo apresentadas
neste apéndice somente as equagdes referentes a imposi¢ao de simetria de reflexao.

Para ilustrar as modifica¢des necessdrias, consideramos o problema da Figura D.2, que possui
simetria de reflexdo geométrica, material, de condi¢des de contorno e de portas de saida em torno

do plano ab.
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Figure D.2: Sintese de um mecanismo com uma simetria de reflexdo em torno do plano ab.

A formulacao para este problema seria

Max Uy = Ui+ us (D.1)

A simetria da topologia implica em uma igualdade nos valores das densidades de dois el-
ementos situados em posi¢des equivalentes em torno do plano de simetria. Considerando que
o par (z;, y;) define as coordenadas de um elemento i da malha e que o plano de simetria se

localiza nas posi¢des ab = (z,, ® ), definimos o conjunto de elementos simétricos,
Sab = {(m, k) | Yym = Yk € Ta — T = T — To} (D.2)
e uma topologia simétrica é aquela em que a densidade dos elementos simétricos € igual, isto é

Tab = {pm = Pk | (pmu Pk) € Sab} . (D3)

Neste caso, podemos solucionar o problema de programa¢do matemadtica utilizando apenas
as informacdes de um lado do plano de simetria.

Considerando os deslocamentos de saida u; e us, simétricos em relacdo ao plano ab, temos



167

que
dw__duy (D.4)
du - dus

onde (pm pr) € Sap. Os sinais negativos indicam que a reducdo de densidade no elemento m
provoca a redugdo de deslocamento w;, com o consequentemente aumento de deslocamento .,
o que de fato se observa na Figura (D.2). Assim, no processo de linearizacdo do deslocamento
U1

d
wi(p+ Ap) = ui(p +Z YA p, (D.5)

onde o somatdrio deve ser realizado em todos os elementos da malha. Considerando a simetria
de reflexdo, podemos separar o somatorio em duas parcelas, uma a esquerda do plano de simetria

e outra a direita

du du
w(p+8p) = wilp) + 3 7= A 2 o (D.6)
esquerda direita
e observando que Ap,, = Apyg, mais as relacdes da Equagao (E.4), obtemos
dU1 dUQ
Ap) = — = — | Apn, D.7
ur(p+ Ap) = w(p) + Y ( o d/)m) ol (D.7)

indicando que € necessdrio calcular apenas as sensibilidades dos deslocamentos das portas de
saida em relacdo aos elementos da parte da esquerda (ou da direita) do plano de simetria. Em
problemas de otimizacdo topoldgica, onde o nimero de elementos € elevado, verifica-se uma

grande economia no tempo de computacdo. Deve-se salientar que o termo entre parénteses na

dusg
dpm, *

A restricdo de volume também ¢ simplificada com a consideracdo de simetria de reflexdo,

Equacdo (D.7) ndo € nulo, pois no caso geral fl% #

pois
Vi _ Vi

e a linearizacdo da restri¢do de volume, com consideracdo de simetria, implica em

Vip+ Ap) = +Z(2—) Apr,

esquerda
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Com isto, o problema de otimizac¢do se reduz a

Max U1 (D.8)
St. V. <V

com a metade do nimero de varidveis de projeto.



E. DETERMINACAO DO VALOR DA CARGA CRITICA DE UMA COLUNA COM
INSERTOS PIEZELETRICOS

O objetivo deste apéndice € obter uma expressdo que permita prever a flambagem de Eu-
ller de uma coluna feita de material eldstico e insertos piezelétricos. A geometria do problema
estd ilustrada na Figura E.1. Da figura, observamos que devido a simetria, temos duas reacdes
horizontais de mesmo valor e sentidos opostos nos apoios laterais.

Da mesma forma, observamos que toda a coluna estd sendo submetida a uma for¢ca de com-
pressdo NV, constante. Para determinarmos o valor de NV, observamos que, por compatibilidade,
o valor do deslocamento u, nas extremidades deve ser nulo. O valor do deslocamento total da

coluna é dado por 3 parcelas

ub = 2di3L,ps

NL
b b
= — E.1
Y E,A, (E.D
. , VL,
u, = —
‘ EPAP

onde o primeiro termo € a extensdao do material piezelétrico, provocado pelo campo elétrico s,
o segundo termo é a contracdo da coluna, provocada pela for¢a de compressao N e o terceiro

termo € a compressdo da parte piezelétrica, também provocada pela mesma forca de compressao.

/] A N
h
" pI /] I:|> B <|:I N\
/ 1 AN
z —
< Lp > < Lb > < Lp >
X

Figure E.1: Coluna bi-engastada com dois insertos piezelétricos.
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Desta forma, a compatibilidade permite obter

Ly L
2dy3L - N 2P =0 E.2

ou seja, a forca que atua na coluna tem magnitude

2d13Lp(p3
Ey Ay EpA,

Assumindo agora que estamos interessados na flambagem da parte sem material ativo, de com-

primento L;, avaliamos a carga critica de Euller como sendo

Pcr _ 7T2EbIb
Q?L?

(E4)

onde o permite ajustar o tipo de condi¢do de contorno (bi-engastado, bi-rotulado, etc..). Con-
siderando conjuntamente as Equacdes (E.3) e (E.4), verficamos que a flambagem na coluna

ocorre quando a seguinte relacdo for satisfeita

mEyl,  2di3Lyps

a?l? Lo Lp
b Ey Ay EpA,

(E.5)




