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Resumo

A maioria dos métodos de sintese e sintonia de controladores, bem como métodos de
otimizagdo e andlise de processos necessitam de um modelo do processo em estudo. A
identificacdo de processos € portanto uma area de grande importancia para a engenharia em
geral pois permite a obtengdo de modelos empiricos dos processos com que nos deparamos de
uma forma simples e rapida. Mesmo ndo utilizando leis da natureza, os modelos empiricos
sdo uteis pois descrevem o comportamento especifico de determinado processo.

Com o répido desenvolvimento dos computadores digitais e sua larga aplicagdo nos
sistemas de controle em geral, a identificacio de modelos discretos foi amplamente
desenvolvida e empregada, entretanto, modelos discretos ndo sdo de facil interpretagdo como
os modelos continuos pois a maioria dos sistema com que lidamos sdo de representagcdo
continua. A identificacdo de modelos continuos ¢ portanto util na medida que gera modelos de
compreensao mais simples.

A presente dissertagdo estuda a identificagdo de modelos lineares continuos a partir de
dados amostrados discretamente. O método estudado ¢ o chamado método dos momentos de
Poisson. Este método se baseia em uma transformagdo linear que quando aplicada a uma
equacdo diferencial ordinaria linear a transforma em uma equagdo algébrica evitando com
1sso a necessidade do calculo das derivadas do sinais de entrada e saida.

Além da analise detalhada desse método, onde demonstramos o efeito de cada
parametro do método de Poisson sobre o desempenho desse, foi realizado também um estudo
dos problemas decorrentes da discretizacdo de sinais continuos, como por exemplo o efeito
aliasing decorrente da utilizagdo de tempos de amostragem muito grandes e de problemas
numéricos da identificacdo de modelos discretos utilizando dados com tempos de amostragem
muito pequenos de forma a destacar as vantagens da identificagdo continua sobre a
identificagdo discreta. Também foi estudado um método para compensar a presenca de
offsets nos sinais de entrada e saida, método esse inédito quando se trata do método dos
momentos de Poisson.

Esse trabalho também comprova a equivaléncia entre o método dos momentos de
Poisson e uma metodologia apresentada por Rolf Johansson em um artigo de 1994.

Na parte final desse trabalho sdo apresentados métodos para a compensacao de erros
de modelagem devido a presenga de ruido e disturbios ndo medidos nos dados utilizados na
identificacdo. Esses métodos permitem que o método dos momentos de Poisson concorra com
os métodos de identificacdo discretos normalmente empregados como por exemplo ARMAX
e Box-Jenkins.



Abstract

The majority of methods for synthesis and tuning of controllers as well as methods for
optimization and analysis of process need some kind of model of the process in study. System
identification is, therefore, a very important area to the engineering in general because it
allows the obtaining of empiric models of the process which we came across in a simply and
fast way.

With the fast development of digital computer and its application to control systems in
general, discrete-time system identification was largely developed and employed, however,
discrete models are not of easy interpretation as continuous models because most of the
systems which we deal with are of continuous nature. System identification of continuous
models is, therefore, useful in the way that it generates models which understanding is
simpler.

The present dissertation studies system identification of continuous linear models
using discretized data. The studied method is the one called Poisson moment function method.
This method is based on a linear transformation which, when applied to an ordinary linear
differential equation, transform it into an algebraic equation avoiding, in this way, the
necessity of differentiation of the input and output signals.

Besides the detailed analysis of this method, where we demonstrate the effect of each
parameter on its performance, it was also accomplished an analysis of problems which arose
from discretization of continuous signals, for example, the aliasing effect which arose as
result of using large sampling times and numerical problems in discrete system identification
arisen from using too small sampling intervals, which justify the advantages of continuous
identification over discrete identification. It is also studied a method to avoid the effects of
offsets present in the input and output signals used in the identification. This method is
unpublished considering its application in the Poisson method.

This work also proves the equivalence between the Poisson Moment Functional
method and a methodology presented by Rolf Johansson in an article of 1994.

In the last part of this work, methods for compensation of modeling errors due to the
presence of non-measurable disturbance in the used data are presented. These methods allow
that the Poisson moment function method can compete with discrete identification methods
usually employed, for example, ARMAX and Box-Jenkins.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

O que define uma ciéncia ¢ a existéncia de um objeto de estudo e método de andlise
definido. O método cientifico por sua vez consiste na elaboracdo de hipdteses e a
confrontagdo dessas com os fatos observados. A elaboracdo de hipdtese pode ser
compreendida como a elaboragdo de modelos que tentam explicar o sistema em estudo. O
objetivo da ciéncia ¢, portanto, a elaboragdo de modelos para tentar explicar e prever a
natureza dos sistemas que nos cercam.

Um modelo pode ser compreendido como um conjunto de regras e principios que se
propdem a explicar o comportamento de um determinado sistema. Nas ciéncias onde as
causas e efeitos sdo quantidades mensuraveis essas regras e principios podem ser traduzidas
na forma de conjuntos de equagdes matematicas.

Os modelos matematicos por sua vez sdo compostos por relagdes e constantes. As
relacdes podem ser divididas basicamente em dois grupos. O primeiro consiste nas relagdes
obtidas a partir da aplicagdo de conceitos fundamentais, balango de massa, balanco de
energia, balanco de momento, etc, ao sistema em estudo. O segundo grupo consiste em
relacdes empiricas utilizadas para tentar prever o comportamento de sistemas dos quais nao
temos conhecimento suficiente dos principios fundamentais que os regem. Constantes sdo, por
sua vez, valores introduzidos nas relagdes dos modelos de forma a ajustar a trajetoria prevista
com os dados observados.

A identificagdo, objeto de estudo dessa dissertagdo, pode ser definida como o conjunto
de técnicas e métodos utilizados para ajustar os valores das constantes dos modelos aos dados
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coletados em experimentos e observagoes dos sistemas em estudo. Mesmo as constante fisicas
mais fundamentais sao parametros de ajuste de algum modelo.

Normalmente a maioria dos sistemas apresenta um comportamento ndo-linear, isto &,
sua resposta a um estimulo externo depende do ponto de operagdao onde se encontra, caso
esteja em estado estacionario, e do tamanho e forma do sinal de entrada, ou seja, ¢ um sistema
que nao obedece ao principio da superposi¢cdo. Apesar disso muitos sistemas ndo-lineares
podem ser descritos de uma forma satisfatoria por sistemas lineares. Muitas pesquisas foram
feitas nesse campo de tal forma que identificagdao de sistemas normalmente ¢ entendida como
identificacdo de modelos lineares.

Apesar da grande quantidade de pesquisa ja realizada nesse campo, a identificagdo de
sistemas lineares ainda apresenta alguns desafios a serem superados. Entre esses desafios esta
a identificagdo de modelos no dominio de tempo continuo ao invés do tradicional dominio
discreto, a identificagdo de modelos em malha fechada e a avaliagdo de desempenho de
controladores.

O desenvolvimento da identificacio de modelos no espago continuo ¢ de grande
interesse para a engenharia quimica uma vez que os sistemas com que essa lida sdo em sua
maioria continuos no tempo. Além disso os sistemas de controle utilizados na maioria das
plantas industriais, apesar de serem digitais, possuem a interface dos controladores, PID em
sua maioria, como se as equacdes implementadas fizessem parte do dominio de tempo
continuo. Como exemplo podemos citar os sistema de controle PROVOX e Delta-V ambos da
Emersson Process.

1.2 Objetivo

O presente trabalho tem por objetivo introduzir os principais modelos de identificacdo
linear no dominio de tempo continuo bem como as principais técnicas para identifica-los.
Dentre os principais métodos conhecidos para identificacdo de modelos no espago de tempo
continuo sera dada maior atencao ao método dos momentos de Poisson.

1.3 Estrutura da Dissertacao

Essa dissertagdo estd organizada da seguinte forma:

O capitulo 1 descreve a motivagdo para a realizacdo desse trabalho e o seu objetivo
bem como a estrutura da dissertagao.
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O capitulo 2 descreve os principais conceitos de identifica¢do linear e apresenta uma
revisdo dos principais métodos de identificagdo. Os métodos de identificagdo no espaco de
tempo continuo sdo explorados de uma maneira mais detalhada. Dentre os métodos de
identificacdo no espago de tempo continuo ¢ dado destaque ao método dos momentos de
Poisson. Além disso ¢ feita uma comparacao entre as vantagens ¢ desvantagens das técnicas
de identificacdo no espago de tempo discreto, atualmente as mais difundidas, com as técnicas
de identificagdo no espago de tempo continuo.

No capitulo 3 ¢ apresentado em detalhes o0 método dos momentos de Poisson. Nesse
capitulo ¢ demonstrada a fundamentacdo tedrica do método e algumas variagdes aplicadas a
identificacdo de modelos variantes no tempo e de modelos distribuidos. Também ¢
apresentado um outro método de identificacdo no espago continuo sugerido por Rolf
Johansson em seu artigo “Identification of Continuous-Time Models” de 1994. Nesse trabalho
demonstramos que esse método ¢ equivalente ao método dos momentos de Poisson.

No capitulo 4 analisamos trés métodos para a compensagdo de erro de modelagem
devido a presenca de distirbios ndo medidos nos sinais de entrada e saida do sistema a ser
identificado. Essa métodos sdo: Maxima verossimilhanga, varidvel instrumental e
compensagdo de bias por pré-filtragem dos sinais de entrada.

Finalmente no capitulo 5 sdo apresentadas as conclusdes desse estudo e sugestdes para
trabalhos futuros.

A principal contribui¢do desse trabalho ¢ a analise inédita da questdo da presenca de
off-sets nos sinais utilizados na identificagdo de modelos lineares continuos utilizando o
método dos momentos de Poisson. Além disso esse trabalho apresenta uma compilacao dos
principais resultados sobre o método dos momentos de Poisson para a identificacdo de
sistemas lineares invariantes no tempo.

Outro aspecto analisado nessa dissertacdo ¢ a limitagdo da utilizagdo de dados
amostrados para a identificacdo de modelos dindmicos tanto quanto o tempo de amostragem
empregado e muito grande ou quanto este ¢ muito pequeno, limitagdo essa existente apenas
para modelos discretos.
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Identificacao de sistemas lineares

A identificacdo de sistemas lineares ¢ uma area da ciéncia muito importante uma vez
que a maioria dos sistemas pode ser descrita de forma aproximada por modelos lineares.

A identificagdo de modelos lineares pode ser basicamente dividida em trés etapas:

1) Escolha da estrutura dos modelos a serem identificados e derivagao do sistema de
equacdes para estimagdo dos parametros desconhecidos;

2) Planejamento dos experimentos para gerar os dados necessarios e pré-tratamento
desses.

3) Ajuste dos parametros dos modelos;
4) Validagao dos modelos obtidos.
O presente capitulo ird descrever as principais familias de modelos utilizados na

identificacdo de sistemas lineares, os principais métodos de ajuste dos parametros e as
principais técnicas de validacdo dos parametros.

2.1 Estrutura de modelos lineares

Um modelo ¢ uma relagdo capaz de reproduzir com razodvel precisdo a resposta de
um determinado sistema ndo autonomo a um estimulo externo. Um modelo linear ¢ um
modelo que satisfaz o principio da superposi¢do, isto ¢, a resposta a uma combinacdo de
entradas ¢ igual a combinagdo das saidas geradas por essas entradas separadamente.
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A diferenga entre sistema e modelo ¢ ilustrada na figura 2.1 onde u(¢)representa um
estimulo externo, comumente chamado de entrada, y(¢)representa a resposta do sistema ao
estimulo, comumente chamado de saida, e y(¢)representa a saida do sistema predita pelo
modelo.

u(t) yit)

Sstema

Fig)
Medds =

Figura 2.1: Comparacao entre modelo e sistema.

Normalmente a saida predita pelos modelos ndo coincide perfeitamente com a saida do
sistema correspondente. Essa diferenca ¢ chamada de erro de predicao e ¢ dada pela equagao
(2.1).

e(t) = y(1) = (1) 2.1

Basicamente os modelos lineares podem ser classificados em modelos paramétricos e
nao-paramétricos [Sinha et Kustza, 1983].

2.1.1 Modelos ndao paramétricos

Modelos ndo paramétricos sao os modelos que ndo possuem um vetor finito de
parametros para representar a resposta do sistema modelado.

Os modelos nao-paramétricos se baseiam no fato de poder-se determinar a resposta de
um sistema a um distarbio qualquer baseado no conhecimento da resposta do sistema a um
impulso unitario. O modelo do sistema nesse caso ¢ um vetor contendo a resposta do sistema

a um impulso unitario em diferentes instantes.

A resposta de um sistema causal a um distirbio qualquer pode ser calculado através da
integral de convolugdo como demonstrado na equagao (2.2)

y(t) = j.u(r)é‘(t —7)dr, u(t)=0Vt<0 (2.2)

onde o(¢) ¢ a resposta do sistema a um impulso unitario.
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2.1.2 Modelos paramétricos sem disturbios

Modelos paramétricos sdo modelos que possuem um vetor de parametros finito para
representar a resposta do sistema a um estimulo externo. Existem basicamente dois tipos de
modelos paramétricos para sistemas lineares: fungdo de transferéncia e espago de estado.

Uma fungdo de transferéncia ¢ normalmente representada pela razdo de dois
polindmios como representado pela equacao (2.3).

B(&,6,)  by+b&E+-+b, E"
AE,0,) 1+al+a,E ++a "

G(,0) = (2.3)

onde & representa um operador linear qualquer, 6, e 6, representam os vetores de parametros
dos polindmios 4 ¢ B, sendo que, para sistemas proprios n > m. O vetor € é formado pela
concatenacdo dos vetores 6, e 6, . A relagdo entre entrada e saida de um sistema ¢ dada por:

y(t,0) = G(S, (1) 24

A outra forma de representar um sistema dindmico ¢ através das equacdes de espago
de estado. O estado de um sistema dinamico ¢ o menor conjunto de varaveis (chamadas
variaveis de estado) tais que o conhecimento dessas variaveis no instante #) junto com o
conhecimento das varidveis de entrada para ¢ > ¢, determinam completamente o
comportamento do sistema para qualquer instante ¢ > ¢.

Na analise de espaco de estado noés lidamos com trés tipos de varidveis que estio
envolvidas na modelagem de sistemas dinamicos: varidveis de entrada, variaveis de saida e
variaveis de estado. O espaco de estado é o espago n-dimensional cujos eixos coordenados sao
formados pelas n variaveis de estado, x;, x»,...,x, do sistema [Ogata, 1997].

Um sistema dindmico deve envolver elementos que armazenem o valor das variaveis
de entrada para os instantes ¢ > #). No caso de sistemas continuos, os integradores servem
como dispositivos de memoria de tal forma que as saidas de tais integradores podem ser
consideradas como variaveis que definem os estados internos do sistema. O numero de
variaveis de estado necessarias para definir completamente a dindmica de um sistema ¢ igual
ao numero de integradores envolvidos no sistema.

Um sistema dindmico na forma explicita contendo » varidveis de entrada, m variaveis
de saida e n variaveis de estado pode ser descrito pelos seguintes conjuntos de equagdes:
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X, (1) = f10x, X0y X, Uy Uy ey U, 5T)

Xo(0)=fo (X0 Xy ey X, 53U Uy U, 5 E)

(2.5)
X, (@)= f,(X;3 X5, X, 53U Uy ey, 1)
V@) =g,(x, Xy, X, U Uy U, )
.yz(t):gz(xl,xz,...,xn;ul,uz,...,u,;t) 2.6)
V@) =g, (X)X, 50y X, Uy Uy sy U, 5T)
Se definirmos:
_xl(t) J10e X, e X, Uy Uy ey U5 T)
X, (¢ X1 Xg ey X, s Uy, Uy U,
X(t): 2() , f(X,u,t): f2( 1 2 1 2 )
x, () S (X Xy ey X, U Uy U, )
- v v (2.7)
y,(t) g (X, Xy, X U Uy, U5 T) u, (1)
t Xy Xgsuees X s Uy, Uy, U, 51 u,(t
y(t) = yzz() L g(xu)= gz( 15X 1> ) . u(t) = z:()
|V, () o (X1 Xy, X, U Uy U, ) u, (1)
entdo as equagdes (2.5) e (2.6) podem ser reescritas na forma vetorial:
x(t)=f(x,u,1) (2.8)
y(#) =g(x,u,7) (2.9)

As equacdes (2.8) e (2.9) s@o a forma explicita geral de representacdo do espaco de
estado de um sistema dindmico ndo autonomo qualquer. Para o presente trabalho é de
interesse apenas o caso linear que pode ser obtido a partir da linerarizagdo das equagdes (2.8)
e (2.9) em torno de um ponto de operacdo. O resultado dessa operacdo sdo as equagdes de
estado linearizado:

x(1)=A@)x(t)+B()u(?) (2.10)
y() =C(0)x(¢)+D(t)u(z) (2.11)
onde A(t) é chamada de matriz de estados, B(t) de matriz de entrada, C(t) matriz de saida e
D(t) matriz de transmissdo direta. A representacdo em forma de diagrama de blocos das

equacdes de estado linearizadas pode ser vista na figura 2.2. Se as fungdes vetoriais f e g ndo
envolvem diretamente o tempo as equagoes (2.10) e (2.11) podem ser simplificadas.
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(1) = Ax(¢) + Bu(?) (2.12)
y(t) = Cx(¢) + Du(?) (2.13)

A equacgdo (2.12) ¢ a equagdo de estado de um sistema linear invariante no tempo e a
equacdo (2.13) € a equagdo de saida para o mesmo sistema.

D(t)

L J

A(D)

F 3

Figura 2.2: Representagdo em forma de diagrama de blocos de um sistema de equagdes de
estado lineares [Ogata, 1997].

A representacdo em espago de estado € muito util por sua capacidade de representar
sistemas multivariaveis de uma forma compacta e elegante, o que ¢ muito importante para o
estudo de estratégias de controle avangado uma vez que sistemas de controle multivariavel
sdo cada vez mais comuns na industria de processos em geral.

A representagdo de um modelo na forma de espago de estado pode ser facilmente
convertida para a forma de fun¢do de transferéncia. Para isso basta aplicar as equagoes (2.12)
e (2.13) alguma transformada linear como, por exemplo, a transformada de Laplace. Como o
escopo principal desse trabalho ¢ a identificagdo de modelos no espaco de tempo continuo
utilizaremos a transformada de Laplace. Assim as equagdes (2.12) e (2.13) ficam da seguinte
forma.

sX(s)—x(0) = AX(s)+BU(s) (2.14)

Y(s)=CX(s)+DU(s) (2.15)

Como a fungdo de transferéncia de um sistema ¢ definida como a razido entre as

transformadas de Laplace das entradas e saidas quando as condigdes iniciais sao nulas,

assumimos que x(0) na equacdo (2.14) ¢ um vetor nulo. Dessa forma a equacao (2.14) pode
ser reescrita da seguinte forma.

(sI-A)X(s)=BU(s) (2.16)

multiplicando a equagdo (2.16) por (sI — A)™" em ambos os lados temos:
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X(s)=(sI-A)"'BU(s) (2.17)
e substituindo a equacdo (2.17) na equacao (2.15) temos:
Y(s)=[C(sI-A)'B+DJU(s) (2.18)

A partir da equagdo (2.18) podemos concluir que a funcdo de transferéncia do sistema
¢ dada por:

G(s)=C(sI-A)"'B+D (2.19)

Como a operagdo de inversdo de uma matriz envolve a determinacdo de seu
determinante a equacgao (2.19) pode ser reescrita da seguinte forma:

~ Q(s)
G(s)= A (2.20)

onde Q(s) ¢ uma matriz de polindmios em e |SI - A| ¢ igual ao polindmio caracteristico de
G(s). Em outras palavras os auto-valores de A sdo idénticos aos pdlos de G(s).

2.1.3 Modelos paramétricos com disturbios

As estruturas de modelos apresentadas na se¢do anterior representam apenas a relagdo
entre entradas medidas e saidas de um sistema linear. Entretanto ¢ sabido que sistema reais
estdo sujeitos a distirbios ndo medidos. Esses distirbios podem ter origem nos instrumentos
de medidas ou em varidveis ndo medidas que afetam o sistema como por exemplo a
temperatura ambiente e a concentragdo de reagentes e impurezas nas correntes de
alimentagao.

Para que técnicas de identificagdo tenham valor pratico € necessario, de alguma forma,
levar em conta esses distirbios ndo medidos. Normalmente a forma mais comum de se levar
em conta esses fatores € a introdug¢do no modelo de um termo adicional da seguinte forma:

e(r)=H(S,0)w(r) (2.21)

onde e(?) ¢ o disturbio no processo € w(?) ¢ um sinal tipo ruido branco.

Adicionando esse termo a equagdo (2.4) temos que a predi¢ao da saida do modelo ¢
dada por:

¥(t,0) = G(&,0)u() + H(S,0)w() (2.22)
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Considerando o operador & como sendo igual ao operador deslocamento ¢ cujo efeito
¢ demonstrado na equagao (2.23):

q" f(t)=f(t+kT) (2.23)

onde T representa o intervalo de amostragem dos dados, a equacao (2.22) fica da seguinte
forma:

Y(t,0) = G(q,0)u(t) + H(q,O)w(t) (2.24)

que ¢ a forma geral de representagao de modelos lineares SISO no espago de tempo discreto.
Nesse trabalho utilizamos a mesma notagdo adotada por [Ljung, 1987] onde ¢ representa o
instante de tempo atual.

Considerando os principais estudos na area de identificagdo de sistemas lineares no
dominio de tempo discreto podemos descrever algumas das principais estruturas utilizadas

para a identificagao discreta com compensacao de disturbios externos.

A forma mais simples de representar uma relagdo entre entradas e saidas no espago de
tempo discretos ¢ através de equagdo de diferengas lineares como a apresentada na equacao
(2.25), abaixo.

vy +ay(t-D)+...4+a,y(t—n)=bu(t-1)+...b u(t—m)+w(t) (2.25)
Como o termo de ruido branco w(?) entra diretamente na equacdo de diferengas, o

modelo definido pela equagdo (2.25) ¢ chamado, em inglés, de equation error model. O vetor
de parametros ajustaveis para essa estrutura de modelos ¢:

O0=[a, a, ... a, b .. b, (2.26)

Comparando a equagdo (2.3) com esse vetor de parametros notamos a falta do termo

by que, na representagdo discreta de sistemas lineares, representa um influéncia instantinea da

entrada u(?) na saida y(z). Devido ao processo de amostragem e ao fato de que se 1€ e escreve
no mesmo instante, ndo € possivel se saber o valor da saida y(t) produzido pela entrada u(z).

Definindo os polinémios 4 e B da seguinte forma:

A(Q)=1+aq ' +a,q" +...+a,q”" (2.27)
B(q)=bgq ' +b,q” +...+b q " (2.28)

podemos verificar que as fungdes G(q,6) e H(gq,6), para essa estrutura em particular,
apresentam a seguinte forma:
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G(q,0) = %, H(q,0)= ﬁ (2.29)

A estrutura de modelo descrita pela equacao (2.25) ¢ também conhecida como ARX
sigla de AutoRegressive with eXogeneous input, onde AR se refere a parte auto-regressiva
A(q)y(t) e X se refere a entrada externa B(g)u(t). No caso especial onde m = 0 essa estrutura ¢
chamada de FIR, finite impulse response.

A estrutura ARX pode ser representada em formato de diagrama de blocos como
apresentado na figura 2.3.

w(Y)

—

m | =

u(t) B | }9 Y
N A

Figura 2.3: Estrutura de modelo ARX.

A principal desvantagem da estrutura ARX ¢ a falta de adequada liberdade para
modelar as propriedades do termo de disturbio. E possivel resolver essa falta de flexibilidade
através da descri¢ao do erro de modelagem como sendo uma média mével de um ruido
branco. Fazendo isso o temos um modelo descrito pela seguinte equagao:

y@)y+ayt-D+...+a,y(t—n)=bu(t-1)+...b,u(t —m)

+w(t)+ewt =) +...+cw(t—1) (230)

Considerando o polindmio C(g) como sendo dado por:
C(Q)=l+cqg' +...4¢cq”" (2.31)

a equagao (2.30) pode ser reescrita da seguinte forma:
A(q)y (1) = B(q)u(?) + C(g)w(?) (2.32)
Assim as fungdes G(q, 6) e H(q, 6) correspondem a:
G(0.0)="D 11(g.0)=2 (233
A(q) A(q)

e agora o vetor de parametros ¢ dado por:
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0=[a, ... a, b, ... b, ¢ .. ¢ (2.34)

Devido ao termo de média moével, moving average, (MA) C(g)w(t) a estrutura de
modelo dada pela equagdo (2.32) ¢ chamada de ARMAX. Essa estrutura ¢ uma ferramenta
padrdo em estudos de teoria de controle e em econometria tanto para descricdo de sistemas
como para projeto de controladores. A estrutura ARMAX pode ser representado em formato
de diagrama de blocos como apresentado na figura 2.4.

w(t)l
c

A

u(t) B z() é v
" 4

Figura 2.4: Estrutura de modelo ARMAX.

Ao invés de modelar o erro como uma média mével de um sinal tipo ruido branco
também ¢ possivel modela-lo utilizando um termo de autoregressdo. Fazendo isso temos um
modelo com a seguinte estrutura:

1
A(q)y(1) = B(q)u(®) + D(

w(?) (2.35)
q9)

onde

D(q)=1+dq" +...+d.q" (2.36)

Essa estrutura de modelo pode ser chamada, devido aos dois termos de autoregressao
como ARARX. Podemos generalizar a estrutura tipo equagdo de erro (equation error),
introduzindo na equagdo (2.36) um termo de média movel para descrever o erro de predi¢ao
de tal forma que a estrutura do modelo fica da seguinte forma:

A(q)y(6) = Bg)u(t) + gi‘g (o) (2.37)

A estrutura de modelo descrito pela equagdo (2.37) contém as estruturas descritas
pelas equagdes (2.32) e (2.35) como casos especiais. A familia de estruturas tipo equagdo do
erro pode ser representada em forma de diagrama de blocos como apresentado na figura 2.5.
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w(r)l

D

u® | p |z

Y

1
A

Figura 2.5: Estrutura da familia de modelos tipo equacao do erro.

A caracteristica principal das estruturas tipo equagao do erro ¢ que os termos G ¢ H
possuem uma correlagdo através do polindmio 4 que aparece no denominador de ambos. De
um ponto de vista fisico ¢ mais interessante parametrizar esses termos de uma forma
independente.

Se supusermos que a relacdo entre a entrada e a saida sem disturbios, z(?), pode ser

descrita por uma equacao de diferengas e que o disturbio consiste apenas de ruido branco
temos as seguintes descrigdes:

zO)+ fizt =D +...+ fz(t=v)=bu(t-1)+...+ b, u(t —m)

(2.38)
y(0) = z(1) + w(t)
Definindo o polindmio F como:
F(Q=1+fq " +..+ f.q” (2.39)

podemos escrever a estrutura do modelo definido pela equagdo (2.38) da seguinte forma:

y(t) = %u(t) + w(t) (2.40)

A estrutura definida pela equagdo (2.40) ¢ conhecida como estrutura tipo output error
(OE). O vetor de parametros dessa estrutura fica sendo:

0=, b, ... b, fi [, ... f] (2.41)

e o fluxo de sinais do modelo pode ser representado em forma de diagrama de blocos como
apresentado na figura 2.6.



14 2. IDENTIFICACAO DE SISTEMAS LINEARES

w(t)

u(t)

B
_’_ —_—
F

ZCN N0,

L

Figura 2.6: Estrutura de modelo OE (output error).

Um desenvolvimento natural da estrutura OE ¢ a modelagem do erro de predicdo. Isso
pode ser feito introduzindo um termo tipo ARMA , autoregressao e média movel, para
modelar o erro de predi¢do e(?) em funcdo de um sinal tipo ruido branco w(t). Fazendo isso
temos a seguinte estrutura de modelo.

_B@) ), C@)

YO= @ " Dig)

w(?) (2.42)

Essa estrutura ¢ a mais natural do ponto de vista fisico, uma vez que os termos G ¢ H
da equacdo (2.22) sdo parametrizados de forma independente. Essa estrutura foi sugerida e
tratada por [Box e Jenkins, 1970] e ¢ conhecida por seus nomes, ou seja, Box-Jenkins (BJ).
Essa estrutura pode ser representada na forma de diagrama de blocos como apresentado na
figura 2.7.

w(r)l

<
D

ut) | B z:(r)é9 0
F

Figura 2.7: Estrutura de modelo Box-Jenkins (BJ).

Na representacdo dos sistemas lineares no formato de espaco de estado também ¢
possivel levar em conta os efeitos de distirbios ndo medidos. Isso pode ser feito através da
introducdo de um termo de distarbios nas equacdes (2.12) e (2.13).

x(¢) = Ax(¢) + Bu(?) (2.43)
y(t) =Cx(t) +e(?) (2.44)

onde e(t) ¢ dado por:

e(t) = H(E, O)w() (2.45)
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O termo Du(t) foi removido da equagdo (2.44) pois para a maioria dos sistemas fisicos
ele ¢ nulo, ou seja, na maioria dos casos reais ndo existe uma interferéncia instantanea das
entradas sobre as saidas. Normalmente as entradas devem primeiramente afetar os estados do
sistema para que esses alterem as respectivas saidas. Nas equagdes (2.43) e (2.44) o termo do
erro ¢ adicionado na equagdo de saida do modelo. Entretanto, o erro também pode ser
adicionado a equagdo dos estados representando, dessa forma, ruidos de processo. Essa forma
¢ apresentada mais adiante nesse capitulo.

A parametrizagao da matriz H que ¢ um modelo para disturbios ou ruidos nao
medidos e que na figura 2.7 corresponde a razao C/D. pode ter um certo grau de dependéncia
com as demais matrizes do modelo. O grau de dependéncia ird depender do conhecimento
prévio que se tem sobre as fontes de distirbios que afetam o sistema. Entende-se por
conhecimento das fontes de distirbios o conhecimento das covariincias dos sinais de ruido.
Essa idéia sera discutida na se¢@o seguinte que trata da predi¢do das saidas do modelos.

2.2 Avaliacao do erro de predicao

Definida a estrutura do modelo a préxima etapa do processo de identificagao € o ajuste
dos parametros do modelo. Para isso ¢ necessaria a utilizacdo de um método de otimizagao
que ajuste as saidas do modelo com as saidas do sistema a ser modelado. Essa otimizagao
normalmente € feita através da minimizacao do respectivo erro de predicao.

Resolvendo a equacdo (2.22) para w(z) e substituindo esse por e(?) temos a seguinte
expressao para o calculo do erro de predigao:

w(t)=H ' (&,0)y(t)—H ' (£,0)G(&,0)u(?) (2.46)

onde e(t) é parcela da saida y(#) que ndo pode ser predita pelo conhecimento dos dados
passados. Por esse motivo essa parcela também ¢ chamada de inovagao no tempo .

Tabela 2.1: Equacdo do erro de predicao para diferentes estruturas de modelos lineares.

Estrutura Equacdo do erro de predi¢do
ARX w(t) = A(q) y(1) = B(q)u(t)
_Aq) . _B@)
ARMAX MO~ e
_ . B@)
OE w(t) = y(?) @) u(t)
_D(g) .. D(q)B(q)
BJ "= clrig
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Na Tabela 2.1 , acima, vemos a forma da expressao para o calculo do erro de predi¢ao
para diferentes estruturas de modelos lineares.

No caso da representagdo de sistemas lineares na forma de espaco de estados, temos
duas opg¢des para incluir a correcao da predigdo da saida pelos erros de predicdo passados. A
primeira ¢ a forma apresentada pelas equagdes (2.43) a (2.45) onde esse termo ¢ adicionado
na equagao de saida.

Nessa forma de representagdo ¢ facil demonstrar que a equagdo do erro de predicao,
removendo-se a parametrizacdo das matrizes para simplificar a notagdo, ¢ dada por:

e(r)=-H"'C(sI - A)Bu(t) + H'y(?) (2.47)

Entretanto a forma mais comum de compensar os erros de predi¢do ¢ através da adigdo

do termo de corre¢dao na equacgdo de estados do sistema. Essa abordagem ¢ muito difundida

em fun¢do da utilizacdo dos observadores de estados para a predigdo de varidveis nao

medidas. Esses observadores de estados sdo também conhecidos como filtros de Kalman

[Ljung, 1987]. Nesse caso a estrutura do modelo linear com corre¢do pelo erro de predigao
passado passa a ser dado pelas seguintes equagoes:

x(¢) = Ax(?) + Bu(?) + Ke() (2.48)

y(¢) =Cx(¢) (2.49)

onde K ¢ normalmente conhecida como matriz de ganhos de Kalman.

Aplicando-se a transformada de Laplace a equagdo (2.48) e resolvendo para o vetor de
estados temos a seguinte equacao:

x(s) = (sT—- A) '[Bu(s) + Ke(s)] (2.50)

Aplicando-se a transformada de Laplace a equagao (2.49) e substituindo-se a equagao
(2.50) temos a seguinte equagdo para as saidas dos sistemas:

y(s) = C(sI - A) "' [Bu(s) + Ke(s)] (2.51)
que resolvendo para e(t) fornece a equacao do erro de predi¢ao para esse caso.

e(s) =K 'Bu(s) + K™ (sI- A)C'y(s) (2.52)
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2.3 Métodos para ajuste de parametros

Sabendo como avaliar o erro de predi¢do de uma estrutura de modelo ¢ possivel
realizar o ajuste dos respectivos parametros de forma a predizer da melhor forma possivel as
saidas do sistema. Normalmente esse ajuste ¢ feito minimizando alguma fung¢do objetivo que
leve em conta o erro de predi¢do, de forma que os parametros de um modelo sejam dados por:

A

0, =argminV, (0, ¢(1)) (2.53)

onde Vy ¢ uma fungdo objetivo dada, ¢(z) € o vetor de regressdo que contém os valores das
entradas e saidas medidas do sistema, N é o numero de pontos coletados das entradas ¢ saidas
e 0, ¢ o vetor de pardmetros que minimiza Vy.

2.3.1 Método dos minimos quadrados para regressao linear

Normalmente a funcdo utilizada como fun¢do objetivo no processo de ajuste de
parametros de um modelo linear ¢ a soma dos erros quadraticos.

v, (. ¢<r>)=§ze2(e, (1) (2.54)

onde e(?) ¢ dado pela equagdo (2.1).

No caso da estrutura de modelos lineares ARX ¢ possivel, comparando as equagdes
(2.1) e (2.25), mostrar que a predi¢cdo da saida do sistema ¢ dada por:

y@O)=—ay(t-1)+...—a,y(t—n)+bu(t—1)+...+ b, u(t—m) (2.55)

m

que pode ser reescrita da seguinte forma:
(0= 6p() (2.56)
onde 6, nesse caso ¢ dado pela equacdo (2.26) e ¢(2) € dado por:
o) =[-y-1) ... —yt-n) u@-1) ... u(t—m)] (2.57)

Assim a equagdo (2.54) pode ser reescrita da seguinte forma:

v, (0.0(1)) = ﬁ >t = ﬁ ) - o) | [v0) - oty | (2.58)
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Derivando a equagdo (2.58) em relacdo ao vetor de parametros e igualando a zero
obtemos a seguinte equagao:

@fgﬂL—so(t)Ty<z)+<o(r)T<o<r>é:o (2.59)

que resolvendo para o vetor € fornece a expressao para o calculo dos parametros do modelo
ARX.

0 =lo" o] p(t) y(t) (2.60)

A grande vantagem do método dos minimos quadrados aplicado para regressao linear
¢ que sua func¢do ¢ quadratica e portanto possui solucao analitica.

2.3.2 Métodos de busca iterativos

A solucdo analitica do problema de identificagdo linear s6 ¢ possivel quando
utilizamos estruturas possiveis de serem transformadas em regressores lineares como a
estrutura ARX. No caso de estruturas como ARMAX e Box-Jenkins isso ndo ¢ possivel de ser
aplicado visto que o erro de predi¢do passado afeta a predi¢do da saida.

Para esses casos € necessario utilizar um método de ajuste iterativo. Normalmente para

o caso da identificacdo linear utiliza-se algum método de métrica variavel dado por uma
equacao do tipo:

0 = ¢ + y[R(é, (p(t,é))T Vo (6.00.0)) 2.61)

onde R ¢ uma matriz que modifica a direcdo de busca. No caso de utilizarmos R como sendo
uma matriz identidade temos o método conhecido como maxima descida. No caso de
utilizarmos a matriz hessiana da funcdo objetivo V' temos o método de Gauss-Newton. O
parametro x ¢ o tamanho do passo de cada iteracdo que € escolhido de forma que:

V@, 0(1,0) <V, (67, 0(t,0)) (2.62)

Observa-se que agora o vetor de regressdo ¢ fun¢do também dos pardmetros do
modelo uma vez que o erro de predi¢@o estd incluido dentro desse vetor.

O gradiente da fungdo objetivo ¢ calculado de acordo com a seguinte expressao.

Vil0.0.0))= -3 w60, 6))e(0,0(1,0)) (2.63)

t=1
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onde w(é, o(t, é)) ¢ o gradiente do erro de predigdo. O célculo desse termo depende da
estrutura do modelo utilizado na identificacdo. Para o caso particular da estrutura ARMAX
pode-se facilmente demonstrar que o gradiente do erro de predi¢do ¢ dado por:

w(.0(0) —%cﬂ(t d) (2.64)

A demonstragdo da equacdo (2.64) ¢ dada no apéndice A.

E sabido que o método de méxima descida é ineficiente perto do minimo. Métodos do
tipo Newton apresentam melhor desempenho nessa situagdo. Para utilizarmos o método de
Gauss-Newton ¢ necessario o calculo da matriz hessiana da fun¢do objetivo. No caso da
funcdo objetivo definida pela equacao (2.54) a matriz hessiana ¢ dada por:

v 6.00.0)=> (6.0 06, 01.0) + il// 6. 0.0 1. 0(1.6)) (2.65)

t=1
onde ¥ (é, o(t, é)) ¢ a hessiana do erro de predicao.

O célculo do segundo termo da equacdo (2. 65) pode ter um custo computacional
elevado devido ao célculo de todos os termos de (6’ o(t, (9)) Entretanto esse termo,
préximo do minimo global, é desprezivel. Além disso, quando a fun¢do objetivo entre a
iteragdo atual e o minimo global ndo pode ser bem aproximada por uma func¢ao quadratica, o
efeito da corre¢do da direcao de busca pela hessiana ndo ¢ muito importante. Adicionalmente,
a omissao do segundo termo da equagdo (2.65) garante que a aproximagao da hessiana sera
sempre positiva definida, o que garante a convergéncia do processo de busca iterativa para um
ponto de minimo [Ljung, 1987].

2.4 Identificacao de modelos lineares no espago de tempo
continuo

No caso da identificagao de modelos lineares no espaco de tempo continuo a estrutura
dos modelos a serem identificados, sem considerar compensagdo de disturbios ndo medidos,
¢ a seguinte:

$,, 400 _$, du0) (2.66)
= a7 A

O vetor regressor para a identificagdo dos parametros da estrutura de modelo
representado pela equacdo (2.66) contém, portanto, as derivadas dos sinais de entrada e saida
do sistema a ser identificado. Na maioria dos casos praticos as derivadas desses sinais nao
sdo medidas e o célculo dessas ndo ¢ vidvel na pratica devido a presenc¢a natural de ruidos de
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medi¢do nos sinais de entradas e saidas. A operagdo de derivacdo aplicada sobre esse tipo de
sinal provoca a ampliacdo da magnitude do ruido. Como conseqiiéncia os métodos de
identificacdo que fazem uso do calculo direto das derivadas sé sdo aplicaveis nos casos em
que a presenca de ruido nos sinais € insignificante, o que ¢ praticamente inexistente na
industria de processos.

O problema da identificagdo de modelos lineares no espago de tempo continuo esta
portanto na primeira etapa do processo geral de identificacdo, ou seja, na montagem das
equagdes para ajuste dos parametros uma vez que o vetor de regressores ¢(t) contém as
derivadas dos sinais de entrada e saida, as quais sdo medidas diretamente ou, mais
freqiientemente, nao podem ser calculadas devido a presenga de ruido nos sinais de entrada e
saida.

A solucdo para esse problema ¢ a aplicagdo de uma operacdo linear nos sinais de
entrada e saida do sistema bem como na estrutura do modelo a ser identificado a fim de
transformar a equacdo diferencial (2.66) em uma equacdo algébrica. O processo de
identificacdo para modelos lineares no espaco de tempo continuo pode ser resumido pela
figura 2.8.

u(?) Y

» Sistema >

20 L22)

Estrutura do -
l v Modelo l > Estagio

Formulagéo do sistema de equagdes
para estimacéo dog parfimetros

Estimagéo dos parimetros »
{ recursiva ou néo-recursiva) ~ Estagio

Parimetros

Figura 2.8: Diagrama do método geral de identificacdo de modelos lineares no espago de
tempo continuo [Unbehauen e Rao, 1987].

Os diferentes métodos para identificagdo de modelos lineares no espago de tempo
continuo diferenciam-se basicamente em relagdo ao tipo de transformacao linear utilizada na
primeira etapa do processo de identificagao.

As principais transformacdes lineares utilizadas no processo de identificagdo de
modelos lineares no espagco de tempo continuo podem ser agrupadas em trés grandes
categorias. A primeira grande categoria agrupa as transformagdes que fazem uso de fungdes
de modulagdo, a segunda categoria agrupa as transformagdes que utilizam cadeias de filtros
lineares, categoria onde se encaixa o método dos momentos de Poisson que ¢ o método
explorado nesse trabalho e finalmente a terceira categoria que utiliza transformagdes que
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trabalham com a caracterizagdo espectral dos sinais de entrada e saida do sistema em relagdo a
sistemas de funcdes ortonormais. A figura 2.9 mostra um diagrama onde as diversas
transformagdes lineares estdo agrupadas nas categorias acima descritas:

_ Fungéiezde modulagin
Fungdes taono-ditne nsio nais
¥ de modulagio Fungdesde raodulagin
7| bi-dimensionais
ol Filtio de vazidveis de estada |
e oy H EilHDS ‘I Cadeia de integradores |
Lineares
» FMF's | —

Caractenzagio |
i espectral ™ FCEF I»

dos snals

| Polndrains

SR
5

Jacobi, Chebysher, Legendre,
Laguerre e Hermite

Figura 2.9: Classificacdo das diversas transformagdes lineares utilizadas na identificagcdo de
sistema lineares no espago de tempo continuo [Unbehauen e Rao, 1987].

Para exemplificar cada uma das categorias descritas acima utilizaremos como modelo
a seguinte fun¢do de transferéncia:

G(s)=—2 (2.67)
as+1
que corresponde a seguinte equacao diferencial ordinaria:
a%+ y(t) =bu(t) (2.68)

2.4.1 Método das fungées de modulagao

O método das fungdes de modulagdo consiste basicamente em multiplicar os sinais de
entrada e saida por fungdes de modulacdo e integrar esses produtos dentro do intervalo de
tempo dos dados observados [0,fy], [Unbehauen e Rao, 1987].

As fungdes de modulagdo sdo fungdes @(t), continuas e infinitamente diferenciaveis, e
com suas derivadas conhecidas de forma analitica. Para o exemplo da equacdo (2.68), um
sistema de primeira ordem, as fungdes de modulacdo devem possuir as seguintes
caracteristicas.
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do()|  do@)|
d |, dt

0(0) = w(t,) = =0 (2.69)

1=t,

Um exemplo tipico dessas fungdes de modulacdo pode ser visto na figura 2.10 a
seguir.

15¢

0.5¢

O L L L L L L L L L J
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 2.10: Exemplo tipico de fungdo de modulacdo. Nesse caso a fungdo utilizada é um
polindmio com a seguinte forma: w(t)=t>(a,t’ + a,t’ +a,t +a,).

Considerando um conjunto de fungdes de modulacdo w,(?), onde n = 1,23... . A
primeira etapa do método das fun¢des de modulagdo consiste em multiplicar a equacdo do
modelo a ser ajustada, no caso a equacao (2.69), por w,(t) e integrar o produto no intervalo
[0,z0].

a jo %a)n (t)dt + jo (), ()dt =b jo u(to, (t)dt, n=1,2,3... (2.70)

Integrando por partes o primeiro termo do lado esquerdo da equagdo (2.70) temos o
seguinte:

ay(e, (1)) —af’ y(t)%dt + jo (), (t)dt =b jo u(t)o, (t)dt, n=1,2,3... 2.71)

De acordo com as propriedades das fun¢des de modulagdo utilizadas, equacao (2.69),
o primeiro termo do lado esquerdo da equagdo (2.71) é nulo o que leva finalmente a equagao
utilizada para a estimagdo dos parametros do modelo dado pelas equacdo (2.67).
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ajo y()d“;(” dt+bj u()o, (1)dt = j y(Oo, ()dt, n=1,2,3... (2.72)

Observando a equagdo (2.72) podemos notar que o termo da derivada de primeira
ordem do sinal de saida foi substituido pela deriva de primeira ordem da fun¢dao de modulagao
que ndo possui ruido de medicao.

Como o modelo definido pela equagdo (2.67) possui dois parametros a serem
determinados sdo necessarias duas equagdes de estimagdo de parametros definidas pela
equacdo (2.72), ou seja, sdo necessarias duas fungdes de modulagdo para identificar esse
modelo. O sistema de equagdes para identificacdo desse sistema pode entdo ser escrito da
seguinte forma:

f (1) =Y d“’l(t) dt ]Qu(t)a)l(t)dt ¢ j y(t)o,(t)dt
0 =0 (2.73)

da)z () , " ¢
! 0= = dr ! u@O,0dr | | ! y(t)w, (t)dt
2.4.2 Método dos filtros lineares

O método dos filtros lineares consiste na aplicagdo de um filtro ou uma cadeia de
filtros lineares nos sinais de entrada e saida do sistema a ser modelado. Dentre esse métodos o
mais estudado ¢ o método dos momentos de Poisson que € o foco desse trabalho.

O método dos momentos de Poisson faz uso de cadeias de filtros lineares de primeira
ordem cujas saidas podem ser combinadas de forma a fornecer uma transformacao linear das
derivadas dos sinais de entrada e saida do sistema a ser modelado. A aplicacdo dessa
transformagdo em uma equagdo diferencial do tipo (2.66) a transforma em uma equacao
algébrica. Esse método ¢ abordado em detalhes no capitulo 3 dessa dissertacao.

2.4.3 Método da caracterizagdo espectral dos sinais (método das
fungbes ortonormais)

O método das funcdes ortonormais baseia-se na caracterizagdo espectral dos sinais de
entrada ¢ saida em relagdo a uma base de fungdes ortonormais quaisquer [W¥,]. Um sinal
qualquer f(?) pode ser representado através de uma série infinita de fungdes ortonormais da
seguinte forma:

FO=3 £, (2.74)
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onde os parametros f; sdo calculados de acordo com

[ fwar
fi=(@),Y.() = W (2.75)

No caso do modelo linear de primeira ordem definido pela equagdo (2.67), como
temos dois parametros a serem ajustados, ¢ necessario expandir os sinais de entrada e saida
em pelo menos duas fungdes ortonormais para termos o nimero minimo de equacdes para a
obtermos a solug¢do para esses parametros . Assim, temos que os sinais de entrada e saida
podem ser aproximados por:

YO =y, () +y,¥, (@)

(2.76)
u@®)~u, ¥, (0) +u, ¥, ()
onde os parametros y;, v, u; € uz sdo calculados de acordo com a equacao (2.75).
Integrando a equacao (2.68) no intervalo [0,ty] temos:
to t
ay(t,)— ay(0)s(1) + jo y(r)dr = bjo u(r)dr (2.77)

onde s(z) ¢ a fungdo degrau unitario em =0. Essa fun¢do, bem como as integrais de Wy(t),
n=1,2, podem também ser representadas em fun¢do da base de fun¢des ortonormais utilizadas,
de forma que:

s(t)= s\, (1) +5,P, (1)
[ Wi()dr = e, ¥, (1) +e,9,0) (2.78)

to
J‘o Yy (0)dr ~ e, ¥, (1) + e, ¥, (1)

Inserindo as equacdes (2.76) e (2.78) na equacdo (2.77) temos:

aly, ¥, (1) + 3,P, (1) - 9(0)s, ¥, (1) - ¥(0)s,¥, (1)]
+[nle, P, (0) + e, P, (0)]+ v, ey, P, (1) + e, P, ()] (2.79)
= b[ul [elllPl (1) +e,'Y, (t)]+ U, [ell\Pl (1) +e,Y, (t)]]

Agrupando os termos da equacdo (2.79) que contém a mesma funcdo base e igualando
as parcelas obtidas nos dois lados da equagdo obtemos as seguintes equagoes:

Y, :ab/l _y(0)51]+ [ylell +y2621]: b[”lell +”2ezl]

(2.80)
Y, :a[yz _J’(O)Sz]"" [ylelz "‘yzezz]: b[ulelz 'H/‘zezz]
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que podem ser reescritas na forma de um sistema de equagdes lineares:

(2.81)

{(J/(O)Lﬁ -n) (we, +”2621)}|:a}

(N +3,8)
(¥(0)s, —y,) (we, +uyey) || b

(Ve +3,65,)

Como pdde ser visto pelos exemplos acima os sistemas de equagdes para estimagdo
dos parametros do modelo gerados pelos diferentes métodos sao sistema algébricos lineares.
As transformacgdes lineares no primeiro estagio do processo de identificacdo de sistemas
lineares no espago de tempo continuo portanto t€ém a fungdo de transformar um modelo
descrito por uma equag¢do diferencial em uma equagdo algébrica que pode por sua vez ser
transformada em um sistema linear de equagdes algébricas.

O segundo estagio do processo de identificagdo de modelos lineares no espaco de
tempo continuo ¢ idéntico ao caso da identificagdo no espago de tempo discreto, pois esse
estagio ¢ apenas a aplicacdo de algum método de regressdo ou otimizagdo ao sistema de
equacdes algébricas utilizadas para o ajuste dos pardmetros do modelo.

2.5 Consideragoes sobre a identificacao de modelos
lineares no dominio de tempo discreto e no espaco de
tempo continuo

A identificagdo de modelos lineares no espaco de tempo discreto teve um grande
desenvolvimento apds o advento dos sistemas digitais de controle em func¢do da natureza
discreta desses e pelo fato dos métodos de identificagdo discretos ndo necessitarem da
determinagdo das derivadas dos sinais de entrada e saida do sistema a ser modelado.
Entretanto a identificacdo no espaco de tempo discreto apresenta algumas desvantagens e
problemas.

Em primeiro lugar os sistemas reais, principalmente na industria de processos, sdo de
natureza continua. Além disso, os sistemas de controle digitais, apesar de sua natureza
discreta, utilizam, em sua grande maioria, equagdes de controladores continuos. Portanto para
a sintonia baseada em identificacdo ¢ muito 1til a obtencdo de modelos no espaco de tempo
continuo. Uma solugdo para esse problema ¢ a transformacdo dos modelos discretos em
modelos continuos. Essa solucdo, entretanto apresenta um inconveniente. Apesar de o
mapeamento dos polos entre os espaco continuo (Laplace) e discreto (Transformada Z) ser
unico e dado pela seguinte expressao

z. =e"™ (2.82)
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0 mesmo nao vale para os zeros. O mapeamento do zeros ¢é, segundo [Astrom, 1994],
dependente do intervalo de amostragem dos dados o que torna a transformacdo de um modelo
discreto em um modelo continuo uma operagao ndo trivial.

Outro problema enfrentado pela identificagdo no espago de tempo discreto € o fato de
que todos os métodos dessa categoria devem adotar uma suposi¢do sobre a dindmica dos
dados de processo entre os instantes de amostragem. A suposicdo mais simples e mais
empregada, ¢ considerar que os sinais de entrada s3o constantes entre os instantes de
amostragem (zero order hold).

Entretanto as unicas varidveis que realmente se mantém constates entre os intervalos
de amostragem sdo aquelas manipuladas diretamente pelo sistema de controle, como por
exemplo aberturas de valvulas de controle. As demais variaveis, ao contrario, possuem,
normalmente, dindmicas entre os intervalos de amostragem. Assim muitos sistemas a serem
identificados ndo satisfazem a suposicdo de valor constante entre os intervalos de
amostragem. Nesse caso métodos de identificagdo discretos com tempos de amostragem
tipicos (aproximadamente um quarto da constante de tempo ou metade do tempo morto)
produzem modelos de pouca qualidade devido a ndo consideracdo das dindmicas entre os
tempos de amostragem. Esse efeito, conhecido como efeito aliasing, afeta a identificacdo de
qualquer tipo de modelo dinamico (discreto ou continuo) e ¢ demonstrado com detalhes no
apéndice B.

Por outro lado se reduzirmos o tempo de amostragem o suficiente para garantirmos a
qualidade dos modelos enfrentamos outro problema. De acordo com a equacdo (2.82) os
polos, e por conseqiiéncia os parametros dos modelos no espago de tempo discretos
dependem do tempo de amostragem. De acordo com essa correlagio a medida que
aproximamos o intervalo de amostragem de zero os polos convergem para o ponto (1,0) no
plano z. No caso de modelos no espago de tempo continuo essa correlagdo nao existe pois os
parametros dos modelos, nesse caso, ndo dependem do tempo de amostragem. Essa diferenga
resulta em comportamentos do erro de modelagem em func¢do do intervalo de amostragem
completamente diferentes [Lee et al, 2001]. Para exemplificar esse fato tomemos como
exemplo um sistema de primeira ordem descrito por:

d(t)
o TEO=u0 (2.83)

y(1) =z(t) +e(?)

T

onde e(?) ¢ um ruido branco discreto (constante entre os tempos de amostragem) com média
zero e distribui¢do gaussiana. Os sinais u(f) e y(f) representam a entrada e saida medidas, de
forma discreta, do sistema e z(¢) a saida real (ndo contaminada pelo ruido). O intervalo de
amostragem € A¢. A versao discreta do modelo (2.83) é:

2(q) = az(g-D+(1-adu(g-1)

2.84
¥(q)=2(q) (289
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onde a=exp(—At/7) é a estimativa do parametros real do sistema a =exp(-At/7) e At é o
intervalo de amostragem. Podemos supor que a estimativa do parametro ¢ afetada por um erro
de modelagem o de forma que d = a+J. Isso significa que a estimativa da constante de tempo
do sistema definido pela equacdo (2.83) ¢ dado por:

___ A
T G ta) (285)

Deve-se observar que, como ja mencionado, o parametro a ¢ fungdo do tempo de
amostragem. A figura 2.11 mostra graficamente o movimento do pardmetro @ e sua margem
de incerteza () a medida que o tempo de amostragem tende para zero.

&
Tm ;o Margem de incerteza
e Fdlo domodelo

Figura 2.11: Convergéncia do parametro do sistema e de sua correspondente margem de
incerteza a medida que o tempo de amostragem ¢ reduzido [Lee et al., 2001].

A medida que o tempo de amostragem ¢ reduzido o pardmetro do modelo discretizado
converge para 1. Assim, para garantir uma acuracia constante na identificacdo da constante de
tempo em relagdo ao tempo de amostragem ¢ necessario que a margem de incerteza convirja
para zero com mesma taxa de convergéncia que o parametro a converge para 1. De outra
forma diferentes niveis de acuracia para a constante de tempo estimada serdao obtidos em
funcao do tempo de amostragem.

O problema dos métodos de identificacdo no espacgo de tempo discreto com tempos de
amostragem muito pequenos provém da tentativa de estimar parametros muito proximos de 1,
que ¢ o limite de estabilidade no plano z. Nesse caso, mesmo um pequeno erro o pode levar a
estimativas inaceitaveis ou mesmo instaveis (fora do circulo unitario).

O pardmetro do sistema a converge para 1 na taxa de convergéncia
l—a=1-exp(—At/7)< At/ 7. Se assumirmos que a covariancia do ruido e(?) ndo se altera
em fun¢do do tempo de amostragem e que o tempo total do teste para obten¢do de dados ¢
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fixo, o erro esperado para o pardmetro do modelo discreto a ¢ aproximadamente inversamente
proporcional a raiz quadrada do niimero total de pontos amostrados (oc 1/ JN ), ou, de forma
equivalente, diretamente proporcional a raiz quadrada do tempo de amostragem (oc JAt ),
[Ljung, 1987]. Assim o erro esperado para o parametro do modelo discreto a pode ser
representado aproximadamente por:

5=05,\At (2.86)
onde ¢, € uma constante.

E possivel se demonstrar que sempre existe um tempo de amostragem pequeno o
suficiente que faz com que 9, definido pela equacdo (2.86), seja maior que Az/7. Em tais
casos a identificacdo no espacgo de tempo discreto com intervalo de amostragem pequeno pode
resultar em modelos instaveis. E importante, portanto, reconhecer que a taxa de convergéncia
do parametro do modelo discreto a para 1, (At/7) e a taxa de convergéncia para zero da
margem de erro (0, d\/A_t ) sdo diferentes. Essa diferenca resulta em diferentes graus de
acuracia em funcao do tempo de amostragem podendo mesmo gerar modelos instadveis para
tempos de amostragem muito pequenos.

Por outro lado, a constante de tempo do sistema definido pela equacao (2.83) pode ser
estimada com os mesmos dados do caso discreto, utilizando para isso um método de
identificacdo no espago de tempo continuo, o que da uma taxa de convergéncia da margem de
erro para zero proporcional a 1/4N.

N0

g TEO=u) (2.87)

y(t)=2(1)

Nos métodos de identificagdo no espaco de tempo continuo, portanto, ndo existe o
problema do intervalo de amostragem, uma vez que o pardmetro do sistema t nao depende do
tempo de amostragem. No caso da identificagdo no espago de tempo continuo, portanto,
quanto menor o tempo de amostragem, melhor ¢ a qualidade do modelo.

Podemos confirmar essas caracteristicas de uma forma mais sistematica comparando
as respostas no dominio da freqiiéncia do erros de modelagem relativos dos dois métodos.
Para analisar a influéncia do tempo de amostragem assumimos que a funcao de covariancia do
ruido e que a entrada do processo ndo variam com o tempo de amostragem e que o tempo
total ¢ fixo. Entdo podemos assumir o seguinte erro esperado dos parametros de um modelo
discreto em fungao do nimero de pontos amostrados.

d=a+68,/\N (2.88)

1-a¢ _1-a-65,/IN 2.89)
z—a z—a—5d/\/ﬁ .

G(z) =
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G(z)= l-a

(2.90)

onde N ¢ o niimero total de pontos amostrados (N = t/At, onde ¢ ¢ o tempo de duragdo do
experimento) e d; ¢ uma constante. A equacdo (2.90) ¢ a funcdo de transferéncia exata do
processo € a equagao (2.89) ¢ uma fungdo de transferéncia estimada determinada usando um
método de identificacdo discreto qualquer. Entdo, a resposta no dominio da freqiiéncia do erro
de modelagem relativo do modelos discreto identificado ¢ dada por:

G(z) - G(z)

E,(2)= G(2)

(2.91)

z=exp(jwAt)

Da mesma maneira, podemos obter o seguinte para um modelo identificado no espago
de tempo continuo.

t=7+6./\IN (2.92)
G(s) = ! (2.93)
C(c+46,/N)s+1 '

1
G(s)=—— (2.94)
s+1

onde o, ¢ uma constante. Entdo, a resposta no dominio da freqiiéncia do erro de modelagem
relativo do modelo continuo identificado ¢ dada por:

G(s)-G(s)

E.(s)= (o)

(2.95)

s=jo

A figura 2.12 mostra a resposta no dominio da freqiiéncia dos erros de modelagem
relativos quando #/=1¢ o.= d;= 0,01 por exemplo. Podemos ver marcante diferenga entre o
comportamento dos erros de ajuste com relacdo ao tempo de amostragem entre os dois
métodos. A magnitude do erro de ajuste do modelo continuo, equacdo (2.95), diminui, mas a
magnitude do erro de ajuste do modelo discreto, equagdo (2.91), aumenta com a redugdo do
tempo de amostragem. Isso ocorre porque o parametro real e o erro de ajuste convergem com
taxa diferentes no caso do modelo discreto. Em contraste, no caso do modelo continuo o erro
de ajuste diminui a medida que o tempo de amostragem ¢ reduzido, ao passo que o pardmetro
real permanece constante.

De um ponto de vista mais geral, podemos explicar o problema do tempo de
amostragem no caso da identificagdo do dominio de tempo discreto da seguinte forma: Nos
métodos de identificagdo discretos, todos os pdlos localizados no lado negativo do plano da
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transformada de Laplace, polos estaveis, convergem para o ponto (1,0) do plano da
transformada-z, e os correspondentes erros de ajuste também convergem para zeros a medida
que o tempo de amostragem ¢ reduzido. Nao ha tal problema de tempo de amostragem caso as
taxas de convergéncia dos pdélos do modelo discretos e os correspondentes erros de ajuste
sejam a mesma. Entretanto, esse pode ndo ser o caso em situacdes reais. A magnitude do erro
de ajuste pode aumentar a medida que o tempo de amostragem € reduzido para certos ruidos.
Em contraste, no caso dos métodos de identificacdo no dominio de tempo continuo, todos os
polos sdo constantes e o erro de ajuste converge para zero. Entdo, o erro de ajuste se torna
menor a medida que o tempo de amostragem ¢ reduzido.

o
3]

2

059 m===m=—=—==-

magnitude do emo relativo
1
L

o o o
g o 8
magnitude do erro relativo

o
@
&

10 15 20
frequéncia
(a) (b)
Figura 2.12: Erros de modelagem relativos de modelos no dominio de tempo discreto (a) e
um modelo no dominio de tempo continuo (b) em relagdo ao tempo de amostragem.
(At = 0,1, linha s6lida; Az = 0,02, linha tracejada; Az = 0,004, linha pontilhada)
[Lee et al., 2001].
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Na verdade, a variancia do ruido varia com o tempo de amostragem em vez de se
manter constante. Entretanto isso ndo muda a relativa vantagem do método de identificacio
continuo comparado com o discreto uma vez que a variancia do ruido afeta os dois métodos
da mesma forma.

Outro problema decorrente da reducao do tempo de amostragem nos métodos de
identificacdo discretos € que, no caso da existéncia de mais de um poélo, a convergéncia desses
para o ponto (1,0) no plano da transformada-z torna necessdrio o uso de uma precisao
numérica cada vez mais elevada pois o menor erro de truncamento pode alterar, de maneira
significativa, a dinamica do modelo identificado.

Com base no acima exposto podemos justificar a necessidade de métodos de
identificacdo continuos uma vez que os métodos de identificagdo discretos sdo afetados
diretamente pelo tempo de amostragem dos dados utilizados na identificagao.
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Capitulo 3

Método dos Momentos de Poisson

3.1 Introducgao

Como dito no capitulo anterior o principal problema da identificacdo de modelos
continuos ¢ a necessidade de se trabalhar com as derivadas dos sinais de entrada e saida do
processo a ser identificado. Vimos que para contornar esse problema ¢ necessaria a aplicagdo
de uma transformacao linear nos dados de entrada e saida. Um dos métodos mais interessantes
de transformagao linear ¢ o uso dos momentos de Poisson. Nesse capitulo iremos abordar esse
método em detalhes.

As primeiras referéncias a utilizagdo dos momentos de Poisson na identificagdo de
sistema lineares sdo do final da década de 1960 [Piovoso e Bolgiano, 1968, 1969]. Nesses
trabalhos os momentos de Poisson sdo apresentados como uma alternativa as expansdes em
bases de fung¢des trigonométricas (Fourier) para andlise espectral de sinais. Em um artigo
anterior [Green ¢ Messel, 1953] demonstram a utilizacdo de derivadas de alta ordem da
funcdo delta de Dirac, o), em uma expansdo em série de uma fun¢do f(?) qualquer. Nesse
artigo ¢ demonstrado que, como a funcdo o (z) ndo pode ser tratada como uma fungdo
ordinaria e sim como uma distribuicdo, a fun¢ao f{z) também o deve ser.

Logo apos a publicagdo dos artigos de Piovoso e Bolgiano surge a primeira referéncia
a utilizacdo dos momentos de Poisson na identificacdo de modelos lineares no dominio de
tempo continuo. [Fairman e Shen, 1970] conjugam as idéias da expansdo de uma funcao
através de uma série de derivadas da fun¢ao delta com a utilizagdo dos momentos de Poisson
dessa mesma fun¢do e demostram que uma funcdo pode ser representada por uma serie do
tipo:
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1= 5, =3 M O} 6 ) G.1)
onde:
M AfO}= £ = [ FOp (e, i (32)
e
p(0)=p} =%e‘*’ (3.3)

A expressdo (3.2) ¢ normalmente referida como o momento de Poisson da func¢ao f(?)
ao passo que a expressao (3.3) ¢ referida como fungao pulso de Poisson. Nas equacdes acima
tp representa o instante final de um determinado sinal e A ¢ uma constante real positiva.

Nesse artigo os autores nao fornecem maiores detalhes sobre o desenvolvimento e
aplicacdo dessa expansdo focando-se apenas na utilizacdo dos momentos de Poisson,
definidos pela equacdo (3.2) na identificagdo de modelos lineares continuos.

3.2 Calculo dos momentos de Poisson das derivadas de
um sinal

A caracteristica mais interessante do calculo do momento de Poisson de uma fun¢ao
f(t) € quando esse ¢ aplicado as derivadas dessa. Substituindo-se a funcdo f(?) na equacao (3.2)
por sua derivada de primeira ordem temos:

df (@) | _ o df (1)
M"{T}_L 7pk(l‘0 —t)dt (34)
Inserindo-se a equagdo (3.3) na equagao acima temos:
to -
dt 0 dt k!

que pode ser integrada por partes de forma que:
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df(t) _ (to_t)k —A(ty—1) K
M“{ dr }{ oo f(t)l

. (k-1) _ \k
_ .[ 0 (t t) e—/l(to 1) + ﬂ, (tO t) e—ﬂ(to—t) f(t)dt
o | T (k=1 !

(3.6)

O primeiro termo da equagdo (3.6) anula-se no limite 7). Dessa forma podemos
reescrever a equagao (3.6) da seguinte forma:

m to —/1t0 (t )(kl —ﬂ(zo—z) _ o (to_t)k —A(ty—t)
Mk{ dt} SO+ =y S@ydi= 4] e fode (37)

Comparando-se a equacao (3.7) com as equacoes (3.2) e (3.3) podemos afirmar que:

M{%} = [ = Af5 — p £(0) (3.8)

ou seja, o momento de Poisson da derivada de primeira ordem da funcao f{?) ¢ funcdo dos
momentos de Poisson da propria fungdo e de sua condigao inicial.

Aplicando o mesmo procedimento para a derivada de segunda ordem obtemos o
seguinte resultado:

. {d%)} M, {M} _
dt dt

Observando essa equagao notamos que ela tem a mesma estrutura que a equagao (3.8)
com a diferenca que em vez de o momento da derivada de segunda ordem ser funcdo dos
momentos da propria funcao f{z) ela ¢ funcdo do momentos das derivadas de primeira ordem.
A mesma expressdo pode ser desenvolvida para derivadas de ordens mais elevadas de forma
que:

" {d” f(t)} v {dw-u f(t)} o, {M} _ppdI10O (3.10)

), d)
W{ dt} e (3.9)

dt" dt" dt"h dr" ™"

Agora se substituirmos a equacdo (3.8) na equagdo (3.9), ajustando os indices dos
momentos de forma apropriada, obteremos a expressao que nos da a relagdo entre 0 momento
de Poisson da derivada de segunda ordem da funcdo f{#) com os momentos de Poisson da
propria fungdo f{), ou seja,

o 4O

— (3.11)

d 2 ot ¢
Mk{ d{(t)} f(k 2) 2ﬂ~f(k oyt A’ _(p(?c—l) )f(O)—
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Extrapolando a equagdo (3.11) podemos chegar a expressdo para o calculo do
momento de Poisson da n-ésima derivada da funcdo f{z), dada por:

n-1 j (’l*jfl)
y {d f(t)} z( ) ( ] P 3 W K ( j . /+m)T£@ (3.12)

j=0 m=0

onde

n) _n
(1’]=C"’i T il(n—i)! G.15)

Portanto ¢ possivel calcular os momento de Poisson das derivadas da fung¢do f{?) sem a
necessidade de se trabalhar diretamente com as derivadas dessa. Essa ¢ a caracteristica da
transformagado de Poisson que a torna uma transformacao linear interessante de ser aplicada na
identificacdo de modelos lineares continuos.

Outra forma mais fécil de lidar com o célculo dos momentos de Poisson das derivadas
de um sinal ¢ expressando a equacdo (3.12) em forma matricial considerando todas as
condi¢des iniciais como sendo nulas. Isso ¢ feito definindo-se a seguinte matriz ,.

Jo 0 1 2 n o
(_l)ocn,o/lo (_1)1 Cn,l/’i’l (_1)2 Cn 2/?’2 (_1)’1 Cn,n/ln 0
0 -N’c, . A° n'c A . (D" Ve A1
( ) (n-1),0 ( ) (n-1),1 ( ) (n-1),(n-1) (3. 14)
Vo= 0
L 0 0 1 | n

cuja regra de formacao ¢ a seguinte:

y(@, =DV C AT se i<
(@, j)=0 ,8e 0> ]

(3.15)

Definindo o vetor F,° como sendo o vetor dos momentos de Poisson do sinal f no
instante ¢y, F,(0) como o vetor das condig¢des iniciais ¢ P como o vetor das fungdes pulso de
Poisson no instante #y, isto &,

Er=[fyty) fity)  fi@t)]
FO=[r20 20 - rowo)f (3.16)
Pntﬂz[pl(to) pz(to) pn(to)]T
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e o vetor Mycomo o vetor dos momentos de Poisson das n primeiras derivadas de f no instante
to:

A L A

dt" dt" ™ dt"

Podemos, entéo, definir o vetor Myem fungdo de F,°, F,(0) e P, da seguinte forma:

n

o 0L TELO[re 0 TR
e i Mo OM} 6.19)

onde Q, ¢ uma matriz quadrada definida pela seguinte regra de formacao:

q@,j)=1, iz]

. o (3.19)
q(i,j)=0, i<}

3.3 Implementacao do calculo dos momentos de Poisson

Outra caracteristica interessante do método dos momentos de Poisson ¢ a forma como
os momentos da fun¢do f(?) sao calculados. Introduzindo-se a equacao (3.3) na equagao (3.2)
temos o seguinte:

M Aro}=["f (t)“‘lc;'t)ke“’“’dz (3.20)

A equacao (3.20) representa a convolugdo da funcdo f{z) com a fungdo pulso de
Poisson, pi’(#). Agora analisando-se a fungdo pulso de Poisson vemos que ela corresponde a
transforma de Laplace inversa de um filtro linear com p6los multiplos de ordem k:

1 t(k—l)e—/lt
7 b= , kel>0 (3.21)
s+ [ (k=1)!

Isso significa que os momentos de Poisson da funcdo f{?) podem ser obtidos como as
saidas intermediarias de uma cadeia de filtros lineares onde cada estagio da cadeia ¢ composto
por um filtro linear de primeira ordem, 1/(s+A4), conforme o mostrado pela figura 3.1. Essa
cadeia de filtros ¢ chamada de Cadeia de Filtros de Poisson.
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Figura 3.1: Cadeia de Filtros de Poisson.

O tamanho da cadeia depende de quantas derivadas queremos utilizar. A cadeia de
filtros de Poisson pode ser representada na forma de espago de estados. Para isso podemos
reescrever a cadeira de filtros de Poisson da seguinte forma:

L) =——f(5) = )+ o) = f(5)
s+ A

O =—— 1) = S+ = fio(s)
s+ A

(3.22)
S =S = S+ (5= fi ()
s+ A
Aplicando-se a transformada inversa de Laplace ao sistema (3.22) obtemos:
[y =20+ f (1)
O =20+ £,(0) 623)

L. ==+ fry (O

onde f representa a derivada de primeira ordem de f. Esse sistema, por sua vez, pode ser
reescrito da seguinte forma:

o] -4 0 0 o 0TAO]

1) 1 -2 0 - 0 |f®]| |0

AHO=1 0 1 =4 0 |A@O+0f0) (3.24)
L@] Lo - 0 1 -0 |0]

Assim podemos dizer que os momentos de Poisson da fungdo f{z) podem ser
calculados pela seguinte representacdo no espago de estados linear:

F = AF + Bf (t) (3.25)
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3.4 Aplicacao dos momentos de Poisson na identificacao
de modelos lineares invariantes no tempo

Um sistema linear SISO invariante no tempo pode ser representado pela seguinte
expressdo genérica:

Zn:a.m:ibjm n>m (3.26)

e A S /S

Pode-se expressar a equagdo (3.26) de forma vetorial. Como convengdo define-se que
a,=1.

dy(t)a" =du(t)b’ (3.27)
onde:
gz[l a,, a,, aO]T
b=[b, b,, b, b
= | 20 AT L0 ] 329)
dmu@  du@  dm e
du(t)—[ o e o u(t)}

Aplicando-se a transformag¢do de Poisson sobre a equacdo (3.27) essa pode ser
reescrita da seguinte forma:

M,a=M,b (3.29)

onde os vetores M, € My sdo definidos conforme (3.17).

Como os momentos de Poisson das derivadas de um sinal sdo fun¢des também das
condig¢des iniciais do sinal e de suas derivadas € possivel estimar o valor dessas expandindo-
se os vetores de parametros a ¢ b do seguinte modo:

[1 eay |y, ){1]
[bm vooby | om, ,71]

-
'

(3.30)

IS I
Il

onde:
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X, =(0)
_ M
Xn— _y (O)+an— y(O)
s =D (3.31)
A y(n_l) 0) + a(n—l)y(n_Z) (0)+---+a,»(0)
e
77’71 = bmu(o)
Doty = bmu“) 0)+5b, ,,u(0)
S (=) (3.32)
771 = bmu (b (0) + b(mfl)u =2 (0) +oert blu(o)
Os regressores My e M, também devem ser expandidos da seguinte forma:
M* = 7}’[ Yl’ltﬂ | 7/ n— Pl’lt(]
! { Lo ]] (3.33)
Mu = 7mUm ‘ j/(m—l)Pm

onde os vetores P e P sdo vetores definidos em (3.16) que contém os valores das fungdes
pulso de Poisson no instante 7.

Como definimos que o pardmetro a, € igual a 1 podemos reescrever a equagdo (3.29)
com os vetores expandidos da seguinte forma:

7,0 |7 B Ja+ 7, (0% = 7,Ul |7 B2 ] (3.34)

onde y,(2:n,:)representa a matriz y, sem a primeira linha e a vetor y, (1,:)representa a
primeira linha de y, .

Como os regressores das condi¢des iniciais das entradas e saida sdo idénticos (fungdes
pulso de Poisson) ndo podemos estimé-las independentemente sendo necessario estimar uma
combinagdo dessas.

Agrupando-se os regressores referentes as entradas, a saida e as condi¢des iniciais
podemos reescrever a equagao (3.34) da seguinte forma:

(7, QY0 =7, U8 | =7, P J[alblc] ==7,0.)% (3.35)

onde o vetor ¢ ¢ a combinacdo das condicdes iniciais dos sinais de entrada e saida ponderados
pelos coeficientes do modelo da seguinte forma:
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00 |
- L S| ¥
c, 1 0O 0 -~ 0 O 0 0 32(0)
¢ | la, 1 0 -« 0-b 0 0 :
O 0=b 0 0 |l o) (3.36)
LG 1 [ & a, a 1 _bl _bz _b3_ u(O)(O)
_u('n)(o)_

A equagdo (3.35) ¢ um regressor linear que pode ser resumido da seguinte forma:
onde:

M, = []/n (2: n,I)Y;,to | _7,,1U,t3 | _7(,,71)Pnt0j|

yi =-r(L)Yy (3.38)
9=[alb|c]

Como a equacdo (3.37) ¢ um regressor linear podemos achar o valor da estimativa dos
parametros do modelo utilizando o método dos minimos quadrados, da mesma forma como ¢
feito para o ajuste dos parametros da estrutura ARX na identificagdo de modelos discretos.
Assim a estimativa do vetor de parametros ¢ dada por:

A

6=MM,) My (3.39)

Tendo o vetor 6 podemos achar as condi¢des iniciais dos sinais de entrada e saida
através da resolucdo do sistema dado por (3.36).

Existem duas variacdes do método de Poisson que podem ser aplicadas na
identificagdo de modelos lineares. Essas variagdes diferem entre si com relagdo ao método
utilizado na montagem da matriz My, da equagao (3.37).

3.4.1 Método 1 —Varios estagios da cadeia de filtros de Poisson e
um instante de tempo.

Nesse primeiro método utilizamos apenas um instante de tempo dos dados
amostrados, normalmente o ultimo, ¢ o nimero necessario de estdgios da cadeia de filtros de
Poisson para montar o sistema de equacdes para estimagao dos parametros.
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Para entender melhor a diferenca entre as duas variagdes iremos usar como termo
independente na equagdo (3.37) o termo y,(1,:)Y,° , isto é, igual a saida do (n+1)-ésimo
estagio da cadeia de filtros de Poisson ao invés de y, (n,:)Y .

Como estamos utilizando apenas um instante de tempo, por exemplo o tempo final #,

devemos utilizar uma cadeia de filtros maior. Para exemplificar essa idéia vamos aplica-la a
um sistema linear de primeira ordem dado por:

a % + y(t) = bu(t) (3.40)

Aplicando-se a transformagdo de Poisson sobre a equacdo (3.40) temos a seguinte
equacgao algébrica:

alyi_ = Ayi = pi y(0)]+y; = buy (3.41)

que pode ser reescrita da seguinte forma agrupando os parametros a serem estimados em um
vetor € 0s regressores em outro:

| Vi = Ay = piy©) —up J[a b] =y (342)

Desejamos montar um sistema de equagdes do tipo:

M, 0=y, (3.43)
onde a matriz My ¢ dada por:
M, =[m m, - m] (3.44)
e onde my ¢ um vetor dado por,
m =y = =P y(O0) —u/] (3.45)

Assim, para esse primeiro método o sistema de equagdes lineares originarias de (3.45)

v = —p y(0) -’ -
» =y - piv(0) —uf H _| =¥ (3.46)

t t

v - —ply0) —u,
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que pode ser resolvido usando o método dos minimos quadrados conforme a equacgao (3.39),
caso Mg ndo seja uma matriz quadrada. No caso de My ser uma matriz quadrada podemos
obter a solucdo para o vetor de parametros de uma forma mais direta. Para isso basta inverter
a matriz My e multiplica-la pelo termo independente conforme:

0=M, 'y/ (3.47)

Podemos fazer uma analogia entre esse método e o ajuste de uma curva polinomial de
ordem n. Para isso podemos fazer uso da informacdo do valor de n+1 pontos ou entdo da
informagdo do valor de um ponto e de suas n primeiras derivadas. Esse método ¢ equivalente
a segunda alternativa, isto ¢, utilizamos a informacao dos momentos de Poisson de varias
ordens de um mesmo instante de tempo para o ajuste dos parametros do modelo.

3.4.2 Método 2 —-Numero minimo de estagios da cadeia de filtros de
Poisson e varios instantes de tempo.

Nesse segundo método utilizamos um niimero minimo de estagios da cadeia de filtros
de Poisson e varios instantes de tempo. De acordo com a analogia do ajuste de uma curva
polinomial utilizada para o primeiro método esse segundo método seria equivalente a primeira
opcdo, ou seja, utilizar a informagao de varios pontos para o ajuste da curva.

Para exemplificar vamos aplicar esse método ao exemplo anterior. Nesse método o
sistema de equacgdes dado pela equagdo (3.43) ¢ dado por:

yo = —piy(0)  —u

yo ~ At =piy (@ —up H: R (3.48)

vi = —ply(0) —u/’ -

que pode ser resolvido utilizando-se 0 método dos minimos quadrados conforme dado pela
equacao (3.39).

Teoricamente as duas versdes do método de Poisson devem apresentar os mesmos
resultado, entretanto, na pratica isso nao se comprova. Na presenca de ruido nos dados do
processo o segundo método apresenta melhor desempenho do que o primeiro método. Além
disso, o primeiro método apresenta uma sensibilidade quanto ao valor final dos dados de
entrada e saida do processo.

Para testar o desempenho dos dois métodos foi simulado um processo linear com a
seguinte fun¢ao de transferéncia.
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25 +2

G(s)=———
() s2+55+6

(3.49)

Como sinal de entrada foi utilizado um sinal tipo PRBS (Pseudo Random Binary
Signal). Foi utilizado um tempo de amostragem de 0.02 ¢ um tempo total de simulacdo de
100. A saida do processo foi adicionado um ruido branco cuja razdo ruido sobre sinal de
entrada ¢ igual a aproximadamente 7%. O primeiro método foi utilizado com uma cadeia de
filtros com dez estagios.

No primeiro teste de identificacdo comparou-se os dois métodos utilizando todos os
dados (5000 amostragens) com e sem ruido nos dados de saida. Os resultados desse teste
podem ser observados na tabela 3.1.

Tabela 3.1: Resultados da identificacao do sistema (3.51) utilizando as duas variagdes do
métodos de Poisson com dados sem e com ruido (7%).

METODO 1 METODO 2

aj ap b, by ( _A)2 a; a b, by ( _A)z
Ruido/Sinal z 0-0 Z 0-06

0 4,979 5,986 1,990 1,995 0,0273 14,986 5,985 1,993 1,995 0,0220
7% 1,050 8,557 0,335 2,872  5,0665 ]4,501 5,435 0,335 2,872 0,8007
Real 5 6 2 2 - 5 6 2 2 -

Para avaliar o desempenho de ambos os métodos utilizou-se a norma quadratica da
diferenca entre o vetor de pardmetros do modelo simulado e o vetor de parametros estimados.
Pode-se observar que quando os sinais do sistema nao estdo contaminados por ruido ambos os
métodos apresentam resultados praticamente idénticos. No entanto na presenca de ruido os
desempenhos mudam drasticamente. Nesse caso o segundo método apresenta-se muito
superior com uma norma de erro quadrado aproximadamente 6 vezes menor do que o
primeiro método.

Outro teste realizado com o primeiro método ¢ da sua sensibilidade em relagdo ao
valor final dos dados de entrada e saida do processo. Para isso realizou-se a identificagdo do
modelo (3.49) com quantidades crescente de dados. Primeiramente realizou-se esse teste com
os dados livres de ruido. O resultados desse teste estdo resumido na tabela 3.2.

Como pode ser visto a partir desses resultados, na auséncia de ruido, a primeira
variante do método de Poisson apresenta resultados muito parecidos independentemente da
quantidade de dados utilizados, desde que, os dados utilizados contenham informagao
suficiente sobre o sistema.
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O segundo teste foi feito com os dados contaminados por ruido branco nos dados de
saida utilizando-se as mesmas quantidades de dados do teste anterior. Os resultados desse
teste podem ser vistos na tabela 3.3.

Tabela 3.2: Resultados do teste de sensibilidade da primeira variagdo do método de Poisson
em relacdo a quantidade de dados utilizado na identifica¢do sem a presenca de ruidos nesses.

# pontos a; ay b, by norm
300] 4,9890 5,9849 1,9939 1,9950 0,0203
500 4,9843 5,9834 1,9922 1,9944 0,0248
700] 4,9866 5,9882 1,9932 1,9961 0,0195
900 4,9856 5,9832 1,9925 1,9944 0,0241

1100] 4,9908 5,9836 1,9946 1,9945 0,0241
1300] 4,9832 5,9824 1,9922 1,9942 0,0263
1500 4,9885 5,9836 1,9937 1,9945 0,0217
1700 4,9905 5,9863 1,9946 1,9954 0,0181
1900} 4,9891 5,9848 1,9940 1,9949 0,0203
2100 4,9827 5,9853 1,9916 1,9951 0,0247
2300] 4,9908 5,9848 1,9947 1,9950 0,0192
25001 4,9789 5,9862 1,9901 1,9954 0,0275
Meédia 0,0225

Des. Pad. 0,0031

Des.Pad/Média 0,1360

Tabela 3.3: Resultados do teste de sensibilidade da primeira variagdo do método de Poisson
em relacdo a quantidade de dados utilizado na identificagdo com a presenga de ruidos nesses.

# pontos a; ay b, by norm
300] 2,2388 5,8951 1,0401 1,9901 2,9252
5001 10,9759 14,6813 4,1247 5,1396 11,2003
700] 4,4926 6,0578 1,8613 2,0130 0,5293
*900] -3,4300 1,4517 -1,5546 0,4050 10,3407
1100} 6,3397 4,4921 2,4997 1,4522 2,1490
1300} 5,1053 4,8741 2,0467 1,6057 1,1985
1500] 6,4357 5,4416 2,4538 1,8095 1,6172
1700 3,6973 3,8014 1,1609 1,2240 2,7995
*1900) -1,2733 2,9068 -0,3924 0,9430 7,4675
2100 4,8521 8,7903 2,1019 2,9426 2,9506
23001 4,8521 8,7903 2,1019 2,9426 2,9506
2500 1,9747 8,4833 0,6930 2,8430 42117
Meédia  4,1950

Des. Pad. 3,5350

Des.Pad/Média 00,8427

* modelos instaveis, & modelo oscilatorio amortecido.

Como os resultados da tabela 3.3 indicam, na presenca de ruido, o desempenho dessa
primeira versao do método de Poisson apresenta um comportamento aleatorio em relacao a
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quantidade de dados utilizados, podendo, em alguns casos, gerar modelos instaveis. Esse
comportamento pode ser entendido pelo fato de estarmos utilizando a informac¢ao de um unico
ponto para ajustar o modelo. Na presenca de ruido aleatdrio esse ponto pode estar mais ou
menos distante do valor real. Na segunda versdo do método de Poisson ndo observamos esse
comportamento pelo fato de estarmos utilizando informagao de varios pontos para identificar
o modelos, assim, as variacdes causadas pelos ruido acabam sendo compensadas.

Para demonstrar a eficiéncia da segunda variacdo do método de Poisson, realizamos a
identificacdo do sistema com os dados contaminados por ruido branco com as mesmas
amostragem utilizadas no teste anterior. O resultados desse teste podem ser vistos na tabela
3.4, abaixo.

Tabela 3.4: Resultados do teste de sensibilidade da segunda variagdo do método de Poisson
em relacdo a quantidade de dados utilizado na identificacdo com a presencga de ruidos nesses.

# pontos a; ay b, by norm
3001 4,4391 5,8583 1,8234 1,9542 0,6066
5000 4,1148 5,9747 1,6929 1,9997 0,9373
700] 4,2085 5,8170 1,7385 1,9328 0,8560
900 4,5062 5,5090 1,8395 1,8251 0,7357

1100} 4,5436 5,3354 1,8375 1,7637 0,8557
1300] 4,5473 5,3198 1,8426 1,7576 0,8667
1500} 4,4981 5,1878 1,8092 1,7169 1,0140
1700} 4,4455 5,3309 1,7828 1,7673 0,9254
1900] 4,4593 5,3350 1,7876 1,7684 0,9128
2100] 4,4878 5,4287 1,8116 1,7989 0,8153
2300f 4,4238 5,4326 1,7952 1,8009 0,8576
25001 4,5013 5,4340 1,8174 1,8005 0,8014
Meédia 0,8487

Des. Pad. 0,1046

Des.Pad/Média 0,1360

Como pode ser visto a partir dos dados da tabela acima a segunda variante do método
de Poisson ¢ muito mais estavel que a primeira quando da presenca de ruido nos sinais de
entrada e saida do sistema a ser identificado.

3.5 Método dos Momentos de Poisson Generalizado

O método de Poisson apresentado até o momento ¢ conhecido como método de
Poisson ordindrio e apresenta como caracteristica o numerador de cada estagio da cadeia de
filtros de Poisson igual a 1. Isso implica que o ganho de cada estagio ¢ igual a (1/A) ou seja no
caso de utilizarmos um parametro A maior do que 1 o sinal filtrado pela cadeia de filtros de
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Poisson ira ter sua magnitude reduzida apds a passagem por cada estagio da cadeia o que afeta
o condicionamento do sistema de equagdes de estimacgdo dos parametros do modelo.

Para evitar esse problema deve-se alterar o ganho dos estdgios da cadeia de filtro
através da introducdo de um fator # [Unbehauen e Rao, 1987]. A introdugdo desse fator
provoca pequenas alteragdes nas equacdes desenvolvidas para o método de Poisson ordinario.
A equacado (3.12) que d4 o momento de Poisson da n-ésima deriva do sinal f(¢) em funcao dos
momentos de Poisson desse fica da seguinte forma:

n n n=1 Jj i (n—j-1)
e T » A G MO e

—i
dt” i=0 l =0 m=0 dr" ™

Na equagdo (3.24) usada para a geracao dos momentos de Poisson do sinal f{?) deve-se
substituir todos os elementos das matrizes da representagdo em espago de estado da cadeia de
filtros de Poisson iguais a um pelo pardmetro £.

Essa variacdo do método de Poisson ¢ conhecida como método dos momentos de
Poisson generalizado. No caso particular em que o parametro £ ¢ igual ao pardmetro A o
método ¢ conhecido como método dos momentos de Poisson normalizado. No método
normalizado o ganho de cada estagio da cadeia de filtros ¢ igual a um. Dessa forma a
magnitude dos momentos de Poisson dos sinais filtrados pela cadeia ndo ¢ alterada.

OA\
>

T T T T T T T T
—— normalizado
— — ordinario 7

o,
=
\

S
T
\

o
\

condicionamento de M'M
N\

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
tamanho da cadeia de filtros de Poisson

Figura 3.2: Comportamento do condicionamento da matriz M, M, em fungio do tamanho
da cadeia de filtro de Poisson.

Para exemplificar o efeito da normaliza¢do do ganho dos estagios da cadeia de filtros
de Poisson sobre o condicionamento do sistema de equagdes para identificacdo dos
parametros do modelo vamos tomar como exemplo o sistema definido pela equacdo (3.49).
Como sinal de entrada foi utilizado um sinal tipo PRBS. Foi utilizado um tempo de
amostragem de 0.02 e um tempo total de simulagdo de 100. Nao foi adicionado ruido aos
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dados de entrada e saida do sistema. Nesse teste variou-se o tamanho da cadeia de filtros de
Poisson de 2 (tamanho minimo para a identificacdo de um sistema de 2? ordem) até 20 e para
cada tamanho da cadeia calculou-se o condicionamento da matriz M," M, que deve ser
invertida no calculo dos minimos quadrados como definido em (3.39). A definicdo de
condicionamento utilizada aqui foi a razdo entre o maior valor singular e o menor. Utilizou-se
um parametro A igual a 2. Os resultados do teste podem ser vistos na figura 3.2, acima.

Como pode ser observado pelo grafico acima o método normalizado apresenta um
comportamento muito mais robusto do que o método ordinario. Quanto maior for a ordem do
modelo a ser identificado e quanto maior for o valor da constante A menor serd o
condicionamento do sistema. Para esses casos o método normalizado deve ser empregado.

3.6 Estimacao recursiva dos parametros

O algoritmo dos minimos quadrados discutido anteriormente para a estimagao do vetor
de parametros @ utilizando a equacdo (3.39) possui a desvantagem de necessitar de um
nimero fixo e grande de observagdes dos sinais de entrada e saida. Quando uma nova
observagdo desses ¢ disponibilizada € necessario recalcular toda a matriz M e o vetory, da
equagdo (3.37) com as novas medidas e a inversio da matriz M, M, deve ser feita
novamente.

Esse procedimento nao se mostra apropriado para o célculo iterativo de parametros
pois € necessario o armazenamento do histdrico dos dados de entrada e saida para o calculo da
matriz M e do vetor y?. Além disso a operagdo de calculo dos momentos de Poisson € a
inversdo da matriz M kTM , sdo operagdes que consomem a capacidade computacional do
computador de processo utilizado.

Entretanto o método do minimos quadrados pode ser alterado para um forma recursiva
que ndo tem a necessidade nem do armazenamento dos dados histéricos nem da inversao da
. T
matriz M, M, .

Quando uma nova observagao dos sinais de entrada e saida ¢ coletada a matriz My e o
vetor y? podem ser expandidos da seguinte forma:

M M.
(k+1) — T
M (11 (3.51)
f _[ 1 ]T
Yy =Ye Ve
onde m(Tkﬂ) € V(1,1 sdo definidos por (3.38) com a unica diferenca que os vetores Y,", U’ e
P possuem apenas uma coluna referente a nova observagao.

Assim a nova estimativa do vetor de parametros e dada por:
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A T -1 T 1
9(k+1) = (M(k+1) M(k+1)) M(k+1) y:k+1) (3-52)
Para simplificar a notagao vamos a definir a matriz M . de forma que:
M, =M'M, (3.53)

Assim podemos reescrever a equagdo (3.52) da seguinte forma:

2 " — M ' yto+
H(k+1) :M(kl+1)|: Tk } { « 1)} (3.54)

t,
Mierny || Vi)

Multiplicando as matrizes do lado direito da equacao acima temos:

A

Oty = M(_lc1+l) [M;ZYZ" + m(k+1)y(k+1)] (3.55)
Como
M0, =M'M, 0, =MTy" (3.56)
que pode ser substituida em (3.55) de forma que:
Oy =ML M6, +my v, | (3.57)
Além disso combinando as equacdes (3.51) e (3.53) temos que:
1\~/I(k+1) = l\N/Ik + m(kmm(TkH) (3.58)
Se isolarmos M , na equacdo acima e substituirmos na equagao acima temos:
é(k+1) = M(_lc1+l) lM(k+l)ék - m(k+1)m(Tk+1)ék + m(k+1))’<t9c+1>J (3.59)
que pode ser simplificada da seguinte forma:
0 o= G0+ Miiym, [y ety ~ ’"(TkmékJ (3.60)

Definindo o vetor de ganhos de Kalman como:

h(k+1) = Q(k+1)m(k+1) (3.61)
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onde Q. =M, para simplificar a notago e observando que a expressao entre colchetes
na equacao (3.60) pode ser vista como uma predi¢do do erro de modelagem no estagio (k+1)
baseado na estimativa dos pardmetros no estagio anterior. Essa predi¢do ¢ denotada como
At .
Vi, de forma que:

AL ot T
Vs = Vs — m(k+1)0k (3.62)

Assim da equagdo (3.60) obtemos a equacdo para o calculo na nova estimativa do
vetor de pardmetros como sendo:

~

9(k+1) = ek + h(k+1)‘;([z+1) (3.63)

Falta agora definir o vetor de ganhos de Kalman em fun¢do de quantidades
disponiveis. Para isso consideremos em primeiro lugar que, de acordo com (3.58):

~ ~ -1
Q(k+1) = M<1:+1> = [Mk + m(k+1)m(Tk+1)] (3.64)
Com um pouco de algebra podemos demonstrar a seguinte propriedade:
[A+BC]' =A™ —A"B[I+CA'B] 'CA (3.65)

que pode ser aplicada na equagao (3.64) uma vez que a matriz M, ¢ inversivel. Fazendo isso
podemos reescrever essa equacao da seguinte forma:

i
Ouay =0 —Oim sy [1 + m(Tk+1)ka(k+l)] m(TkH)Qk (3.66)

onde a expressdo entre colchetes ¢ uma quantidade escalar. Inserindo-se essa equacdo na
equacdo (3.61) obtemos:

_ T L 7
h(k+1) = {Qk _ka(k+l) [1 + m(k+l)ka(k+l)T m(k+l)Qk }”’(lm) (3.67)

Como a quantidade entre colchetes ¢ um escalar podemos representd-la como um
denominador comum de forma que a equagao acima pode ser reescrita da seguinte forma:

T T
h _ ka(k+1) [1 + m(k+1)ka(k+1) ]_ ka(k+l)m(k+1)ka(k+1)
k1) = T
1+ m(k+1)ka(k+l)

(3.68)

que simplificada nos conduz a expressao final para o calculo do vetor de ganhos de Kalman:

ka(k+l)

(3.69)
1+ m(Tk+1>ka<k+1>

(k+1) —
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Introduzindo-se essa equagao na equagao (3.66) temos:
Q(k+1) =0, - h(k+1)m(rk+1)Qk (3.70)

As equacgdes (3.62), (3.63), (3.69) e (3.70) formam o ntcleo basico do algoritmo dos
minimos quadrados recursivo.

A

A matriz O, ¢ chamada de matriz de covariancia do vetor de parametros €. Esse
algoritmo recursivo pode ser relacionado a teoria dos filtros de Kalman.

De uma forma geral o algoritmo recursivo pode ser resumido da seguinte forma
através dos seguintes passos:

1) Estabelecimento de uma estimativa inicial para a matriz de covariancia;

2) Calculo do erro de predigao da saida do modelo em fungdo da estimativa do vetor de
parametros estimado na iteragao anterior através da equagao (3.62);

3) Calculo do vetor de ganhos de Kalman através da equacao (3.69);
4) Caélculo da nova estimativa do vetor de parametros através da equagdo (3.63);

5) Calculo da nova matriz de covariancia através da equagao (3.70), volta ao passo 2.

0.6

0.4} 1

> 0.2}

0.2 . . . . . . . . .
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 3.3: Dados de entrada e saida utilizados na estimativa do parametros do modelo
definido por (3.49) utilizando o método dos minimos quadrados recursivo.
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A estimativa inicial da matriz de covariancia nos diz o grau de confianga que temos na
estimativa inicial do vetor de pardmetros. Quanto maior for o valor do elementos da diagonal
da matriz de covariancia menor ¢ nossa confianga no vetor de pardmetros. Normalmente
tomamos como estimativa inicial da matriz de covariancia a matriz identidade multiplicada
por um escalar muito maior do que a unidade. O valor dos elementos da diagonal dessa matriz
também influenciam na taxa de convergéncia do método recursivo. Quanto maior forem esses
valores maior ¢ a taxa de convergéncia. O valor da constante A da cadeia de filtros de Poisson
também influencia na taxa de convergéncia da estimativa do vetor de parametros.

Para testar estas caracteristicas utilizou-se o modelo definido em (3.49) com condigdes
iniciais (0)=0,4 ¢ y’(0)=-1,6. O conjunto de dados utilizados na identifica¢ao do sistema pode
ser visto na figura 3.3. O tempo de amostragem dos dados ¢ 0,02. Foram testados trés
diferentes valores de A, A=1, A=2 ¢ A=5. Também foram testados trés diferentes valores para
os elementos da diagonal da estimativa inicial da matriz de covariancia, 1.1102, 1.10* e 1.10°.
Também foi testado o desempenho quando da utilizagdo do método de Poisson ordinario € o
método normalizado. Para testar a taxa de convergéncia do método recursivo para cada uma
das situagdes acima descritas utilizou-se a norma quadratica normalizada do erro, definida

por:

NOE[%] _100‘ 3.71)

Na figura 3.4 vemos a andlise desses dados agrupados em funcdo da constante A da
cadeia de filtros de Poisson e na figura 3.5 vemos os mesmos resultados s6 que agrupados em
funcao do valor dos elementos da diagonal da estimativa inicial da matriz de covariancia.
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Figura 3.4: Norma do erro quadratica em fun¢ao do tempo. Primeiro grafico A = 1, segundo
grafico A = 2, terceiro grafico A = 5. Linha continua - P0=1.10216, linha tracejada - P0=1.10416,
Linha ponto-trago - Po=1 .106]6, onde /s representa a matriz identidade de tamanho 6.
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Como pode ser observado a partir dessas duas figuras quanto maior for o valor dos
elementos da diagonal da estimativa inicial da matriz de covariancia, Py, para um mesmo
valor de A, mais rapidamente o método iterativo converge para o valor 6timo da estimativa do
vetor de parametros 6. Também pode-se observar que no método iterativo o valor da
constante da cadeia de filtros de Poisson também influéncia na taxa de convergéncia do
método. Nesse caso especifico quando A = 1 a convergéncia ¢ maior ¢ quando A =5 a

convergéncia ¢ mais lenta.

NQE [%]

NQE [%]

tempo [s]

Figura 3.5: Norma do erro quadratica em fungdo do tempo. Primeiro grafico Po=1.101,
segundo grafico Py=1. 10416, terceiro grafico - Py=1.10°I4 , onde I representa a matriz
identidade de tamanho 6. Linha continua A = 1, linha tracejada - A = 2,

Linha ponto-trago - A = 5.

Como dito o fato de utilizarmos o método de Poisson ordinario ou normalizado
também influencia o comportamento da convergéncia do método recursivo. Nas figuras 3.6 e
3.7 podemos ver a diferenca na taxa de convergéncia quando da utilizagdo do método
ordinario e quando da utilizagdo do método normalizado.
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NQE [%]

NQE [%]
>

tempo [s]

Figura 3.6: Norma do erro quadratica em funcao do tempo. Comparacao entre os métodos
ordinarios e normalizado para A = 2. Primeiro grafico Py=1. 10216, segundo grafico Py=1. 10416,
terceiro grafico - Py =1 .106]6 , onde /5 representa a matriz identidade de tamanho 6. Linha
continua — método ordinario, linha tracejada — método normalizado.
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Figura 3.7: Norma do erro quadratica em func¢ao do tempo. Comparagdo entre os métodos
ordinarios e normalizado para A = 5. Primeiro grafico Py=1 .10216, segundo grafico Py=1 .10416,
terceiro grafico - Py=1. 10616 , onde I representa a matriz identidade de tamanho 6. Linha
continua — método ordindrio, linha tracejada — método normalizado.

Podemos verificar, portanto, a partir desses resultados que o método normalizado
apresenta uma taxa de convergéncia mais rapida do que o método normalizado para o mesmo
valor de A.
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O método recursivo aqui apresentado foi implementado no MATLAB 5.3 a fim de
complementar o Continuous-time System Identification Toolbox (CONTSID) versao 5.0
[Garnier e Mensler, 1999] que foi utilizado nesse trabalho.

3.7 Influéncia da constante da cadeia de filtros de Poisson
na precisao da estimativa do modelo.

Como visto na analise do método dos minimos quadrados recursivo o valor da
constante A dos estagios da cadeia de filtros de Poisson influencia na taxa de convergéncia.
Além de influencia na taxa de convergéncia, a constante A influencia também na acuracia da
estimativa dos parametros do modelo. O valor 6timo da constante A depende das
caracteristicas dinamicas do processo e da quantidade de ruido presente nos dados. Para

analisar essa dependéncia foram utilizados os quatros sistemas dindmicos descritos na tabela
3.5.

Utilizou-se para cada sistema trés diferentes niveis de ruido no sinal de saida, 0, 10% e
20%, definindo a poténcia do ruido através da razdo entre o desvio padrdo do ruido

adicionado ao sistema sobre o desvio padrao do sinal de saida, conforme:

desviao _padrdo(w)

r7s[%] =100 (3.72)

desviao _ padrdo(y)

Na analise feita foi utilizado apenas o método de Poisson normalizado ajustado pelo
método dos minimos quadrados nao recursivo. O desempenho do método foi medido através
da norma quadratica do erro, conforme definido em (3.71), analisado o valor da constante A
entre 0,1 e 10. Para identificar o sistema foi utilizado o mesmo sinal tipo PRBS como sinal de
entrada. O tempo de amostragem utilizado para todos os sistemas foi 0,02.

Tabela 3.5: Sistemas lineares utilizados na analise da influéncia da constante A sobre a
precisao do método de Poisson.

Sistema Polos  Zeros  Poélo dominante Funcao de Transferéncia
1 2e3 - 3 Gls)= %
2 2e3 - 3 “0)= ﬁ
3 de2 - 2 Gls) = ﬁ
4 le2 05 2 G(s) = 322;%
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Nas figuras 3.8, 3.9 e 3.10 ¢ apresentado o comportamento da norma quadratica do
erro em fungdo da constante A para os quatro sistemas com o mesmo nivel de ruido no sinal
de saida em cada gréfico.

Pela andlise das figuras abaixo podemos observar que o valor 6timo da constante A
varia para cada sistema. Também podemos observar que a presen¢a de ruido no sinal de saida
altera o comportamento relativo da norma do erro quadratico dos sistemas analisados.

Nas figuras 3.11, 3.12, 3.13 e 3.14 ¢ apresentado o comportamento da norma do erro
quadratico para os quatro sistemas analisados em funcao da constante A comparando o efeito
da adicdo de ruido no sinal de saida. Cada grafico corresponde a um sistema diferente
considerando os trés casos de ruidos analisados.

NGE [%)]
=
A

Figura 3.8: Comportamento da norma quadratica do erro em fun¢do da constante A na
auséncia de ruido no sinal de saida. Linha continua — sistema 1, linha tracejada — sistema 2,
linha trago-ponto — sistema 3 e linha continua com pontos — sistema 4.
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Figura 3.9: Comportamento da norma quadratica do erro em fung¢do da constante A na
presenga de 10% de ruido no sinal de saida. Linha continua — sistema 1, linha tracejada —
sistema 2, linha ponto-traco — sistema 3 e linha continua com pontos — sistema 4.

0’ : : : : : : :

NQE [%]

Figura 3.10: Comportamento da norma quadratica do erro em fun¢ao da constante A na
presenca de 20% de ruido no sinal de saida. Linha continua — sistema 1, linha tracejada —
sistema 2, linha trago-ponto — sistema 3 e linha continua com pontos — sistema 4.
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Figura 3.11: Comportamento da norma quadratica do erro em func¢do da constante A para o
sistema 1. Linha continua — sem ruido, linha tracejada — 10% de ruido e linha trago-ponto —

20% de ruido.
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Figura 3.12: Comportamento da norma quadratica do erro em fun¢do da constante A para o
sistema 2. Linha continua — sem ruido, linha tracejada — 10% de ruido e linha ponto-trago —
20% de ruido.
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Figura 3.13: Comportamento da norma quadratica do erro em fun¢do da constante A para o
sistema 3. Linha continua — sem ruido, linha tracejada — 10% de ruido e linha trago-ponto —

20% de ruido.
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Figura 3.14: Comportamento da norma quadratica do erro em funcao da constante A para o
sistema 4. Linha continua — sem ruido, linha tracejada — 10% de ruido e linha trago-ponto —
20% de ruido.

Podemos observar pelos resultados apresentados nas figuras acima que a presenca de
ruido no sinal de saida ndo s6 afeta a precisdo da identificacdo do sistema como também
altera o valor 6timo da constante A no qual o valor da norma quadratica o erro ¢ minima.

Pode-se concluir que a escolha do valor da constante A ¢ de grande importancia para o
sucesso da identificacdo de um sistema linear pelo método de Poisson sendo que seu valor
otimo depende tanto da dindmica do sistema como da quantidade de ruido presente nos dados
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utilizados na identifica¢do. Entretanto, apesar dessa importante influéncia, ndo se estabeleceu
ainda um relagdo que possa determinar qual o valor 6timo de A para cada caso que ndo seja o
de tentativa e erro. A Unica coisa que se pode concluir é que valores muito pequenos, menores
do que 1, bem como valores muito grandes, maiores do que 10, tendem a produzir estimativas
pouco precisas.

Uma outra coisa interessante de se observar ¢ que ha sistemas em que, quando livres
de ruido, a constante A praticamente ndo afeta o desempenho do método do momentos de
Poisson. Dos exemplos analisados os que se enquadram nessa categoria sdo os sistema 1 ¢ 4.

No capitulo 4 abordaremos novamente esse problema de um outro ponto de vista.

3.8 Consideracoes sobre a identificagao das condicoes
iniciais.

Como visto, o método de Poisson permite que as condi¢des iniciais dos sinais de
entrada e saida sejam estimadas juntamente com os parametros do modelo. Isso ¢ util no
sentido que muitas vezes ¢ dificil deixar um sistema, principalmente sistemas quimicos, em
estado estacionario, no qual podemos considerar que as condi¢des iniciais em termos de
variaveis de desvio, principalmente dos sinais de saida sejam nulas. Se a condi¢ao de estado
estacionario do sinais ndo ¢ observada ¢ de fundamental importancia considerar as condigdes
iniciais na identificacdo do modelo.

Entretanto como ja visto na equagao (3.38) os vetores na matriz My correspondentes as
condi¢des iniciais sdo formados pelas fungdes pulso de Poisson, pi. O grafico das fungdes
pulso de Poisson normalizadas para A =1 e A =2 podem ser vistas nas figuras 3.15.

rA=1 A=2
Figura 3.15: Funcdes pulso de Poisson para A = 1 e A =2. Linha continua k = 1, linha
tracejada k =2, linha ponto-traco & = 3.
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Como pode ser observado a partir das figuras acima as fungdes pulso decaem
rapidamente até zero e quanto maior o valor da constante A maior ¢ a taxa de decaimento.
Dessa forma ¢é possivel desconsiderar os dados iniciais, pois a partir de um certo instante os
vetores correspondentes as condi¢des iniciais sdo praticamente nulos, de forma a ndo
necessitarmos estimar as condigdes inicias dos dados de entrada e saida. Isso ¢ uma vantagem
uma vez que diminui a quantidade de parametros a serem estimados

Falta determinar qual a quantidade de dados a serem excluidos. Observando a figura
3.15 parece que um parametro adequado para ajustar essa quantidade ¢ o instante de tempo no
qual a funcdo pulso de maior indice, a de decaimento mais lento, atinge o seu maximo. Esse
valor ¢ facilmente obtido diferenciando-se a equagdo (3.3) e igualando-se essa derivada a
zero. O valor assim obtido é:

k
fe = — 3.73
) (3.73)

Para avaliar o efeito da eliminagdo dos dados iniciais utilizou-se como teste o sistema
descrito pela equagdo (3.49). Foi utilizado como sinal de entrada para o sistema o sinal PRBS
mostrado na figura 3.3 com tempo de amostragem igual a 0,02. As condi¢des iniciais dos
dados de saida sao y(0) = 0,4 e y’(0) = -1,6. Para avaliar o desempenho do método utilizou-se
a norma do erro quadratico como descrito na equagdo (3.71). Foi testado apenas o método de
Poisson normalizado nao recursivo. O resultados para A = 1 e A = 2 podem ser vistos na figura
3.16 abaixo.

Figura 3.16: Comportamento da norma quadratica do erro em fun¢do do namero de tempo
maximos da fun¢ao de Poisson de maior indice no caso a eliminagdo da influéncia das
condigdes iniciais do sinais de entrada e saida. Linha continua A = 1 e linha pontilhada A = 2.

Observando a figura acima podemos notar que o erro a partir de trés tempos maximos
¢ praticamente desprezivel. Assim, para eliminar o efeito das condig¢des iniciais pode-se
utilizar os sinais de entrada e saida no intervalo [, ¢/, onde #¢é o tempo final e 7. ¢ dado por:
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_3k _3n,
c max 2’ 2’

(3.74)

onde n, ¢ a ordem do polindmio denominador da funcdo de transferéncia. Observa-se também
que quanto maior for o valor de A mais rapida ¢ a redugdo de erro.

E importante observar que a eliminacdo dos dados iniciais deve ser feita apds os
momentos de Poisson dos sinais de entrada e saida terem sido calculados. Os momentos de
Poisson devem ser calculados com todos os dados.

Até agora sempre foram utilizados dados em formato de varia¢do ou delta, isto ¢, os
dados de entrada e saida do sistema devem ser expressos como variagdes em relagdo a um
estado estaciondrio qualquer. Isso significa que os sinais de entrada e saida ndo contém
off-set. O método de Poisson como expresso at¢ 0 momento nao € capaz de lidar muito bem
com a presenga de off-set nos sinais. Para exemplificar isso vamos analisar o sistema dado
pela equacdo (3.49). Aos dados gerados pela simulagdo desse sistema foram adicionados
diferentes niveis de off-set. Para identificar esse sistema utilizou-se o método de Poisson e
método ARX211. O modelo discreto foi convertido para continuo utilizando a fungdo d2¢ do
MATLAB 5.3. Os resultados desse teste sdo apresentados na tabela 3.6 abaixo.

Tabela 3.6: Resultados da identificacdo com diferentes niveis de off-sef nos sinais de entrada
e saida.

sem off-set off-set = 0,01 off-set = 0,1
Poisson ARX221 | Poisson ARX221 | Poisson ARX221
aj 3,9962 4,0000 | 5,0539 5,0460 | 5,0731 14,3950
ay 49999 50000 | 6,2279 6,2110 | 0,2284 11,1350
b; 1,9983 2,0000 | 2,0114 2,0000 | 2,2180 2,0050
by 2,0001 2,0000 | 2,1289 2,1190 | 0,0020 0,3587

Como podemos ver pelos resultados apresentados na tabela acima pequenas
quantidades de off-set presentes nos sinais de entrada prejudicam a identificagdo mesmo
quando efetuada por métodos discretos e principalmente pelo método de Poisson. No caso dos
métodos discretos ¢ possivel contornar essa dificuldade aumentado a ordem do modelo. Para
o método de Poisson esse artificio ndo se mostrou eficaz.

Entretanto ¢ possivel com uma pequena modificagcdo permitir ao método de Poisson
levar em consideracdo a existéncia de bias nos sinais de entrada e saida do sistema. Para isso
vamos considerar que os sinais de entrada e saida com bias podem ser descritos da seguinte
forma.

y(O) =30+,

u(t)=u(t)+u, (3.75)
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onde u(t)e y(t) representam os sinais de entrada e saida livres de bias respectivamente e yj, €
up 0 bias constante presente nos sinais de entrada e saida respectivamente.

Para analisarmos como o método de Poisson pode levar em conta a presenca de bias
nos sinais de entrada e saida vamos considerar o seguinte sistema linear de segunda ordem
com a presenga de um zero.

A0+, PD s a5, 20 676

Aplicando-se a equagdo (3.50) (considerando A = = 1 e as condig¢des iniciais dos

sinais de entrada e saida nulas) ao lado esquerdo da equacgdo (3.76) podemos calcular os
momentos de Poisson do sinal de saida e de suas derivadas conforme:

2
Mz{d zy} =y, =2y +yy

dt
dy ) t
M, {E} =y -y (3.77)
M, {y} = y;
e os momentos de Poisson do sinal de entrada e sua derivada conforme:
M2 {ﬂ} — ult-" _u;/
dt (3.78)

M, {u}:u;’

Como os dados de entrada e saida contém bias, se aplicarmos a transformada de
Poisson as equagdes definidas em (3.75) obteremos:

v =3+ M AL

. (3.79)
w/ =, +u,M 1}
Substituindo a equagao (3.79) nas equagdes (3.77) e (3.78) obtemos:
d’y ~t Aty onty
M= = 3 =250 + 39+ 2, [M {1} =2M, {1+ M, (1]
ay| .,
Moi=c =30 =37+ 0, (M, {1} = M, (1] (3.80)

Mz{y}:);; + ¥, M, {1}
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Mz{@}:ﬁff —0y +u, [M {1} - M, {1}] (3.81)

Mz{“}: LA‘; +u, M, {1}

Analisando as equacdes acima vemos que os momentos de Poisson dos sinais de
entrada e saida contendo bias sdo iguais aos momentos de Poisson do mesmo sinais livres de
bias mais um termo que depende da magnitude do bias ¢ dos momentos de Poisson da funcao
constante igual a 1, que pode ser entendida como um degrau unitario no instante zero. Esse
termo, da mesma forma que as fungdes pulso de Poisson, s6 sdo relevantes nos instantes
iniciais, pois, como ¢ de facil compreensdo, o sinal de saida da cadeia de filtros de Poisson
quando o sinal de entrada ¢ um degrau unitario no instante zero convergem para 1 quando o
ganho de todos os elementos da cadeia de filtros ¢ igual a unidade. Isso pode ser visto na
figura 3.17 abaixo que mostra a saida dos trés primeiros estagios da cadeira de filtros de
Poisson com ganho unitirio em todos os elementos quando o degrau unitario ¢ aplicado na
entrada da cadeia.

Conclui-se que os termos devido ao bias praticamente anulam-se a partir de um
determinado momento de forma que os momentos de Poisson das derivadas do sinais de
entrada e saida sdo iguais ao momentos de Poisson dos sinais correspondentes livres de bias.
Isso ¢ esperado uma vez que derivando as equacdes definidas em (3.75) obtemos.

d(ﬂ)y _ d(")f/
dat'"  dr™
o g (3.82)
2™ = i

tempo

Figura 3.17: Momentos de Poisson de um degrau unitario. Linha continua — M, {1}, linha
tracejada M;{1}e linha pontilhada M,{1}.
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Entretanto os momentos de Poisson do degrau unitario continuam a afetar os
momentos de Poisson dos sinais de entrada e saida. Podemos entdo disser que os momentos
de Poisson dos sinais de entrada e saida livres de bias podem ser expressos da seguinte forma:

M, {j}(t)}sz {J’(t)}_J’ka {1} (3.83)

Mk{ﬁ(t)}:Mk{”(t)}_”ka{l}

Aplicando-se o método de Poisson normalizado a equacdo (3.76) (considerando

A =P =1 e as condigdes iniciais dos sinais de entrada e saida nulas) e considerando que o

método de Poisson so funciona perfeitamente quando os sinais de entrada e saida sdo livres
de bias, temos:

d’y(0) (1) SNl di(t) -
Mz{ i }-I—ale{ Jt }"‘aoMz{y(t)}—ble{ di }+boMz{”(t)} (3.84)

Como, desconsiderando os instantes iniciais, podemos dizer que os momentos de
Poisson das derivada dos sinais livres de bias sdo iguais aos momentos de Poisson do sinais
com bias e inserindo as equagdes definidas em (3.83) na equacao (3.84), temos:

Mz{iz(t)}_p ale{dJ;(tt)} + aOMz {y(t)}_aobez {1}

dt (3.85)

=bM, {%} +byM, {”(t)}_ byu,M, {1}

Essa equagdo pode se reescrita na forma de um regressor linear conforme:

ale{d);(tt)}‘*‘azMz {J’(t)}_ble{%}_boMz {”(1)}"'sz {1}: _Mz{dd);z(t)} (3.86)

onde o parametro d ¢ definido por:
d=byu,—a,y, (3.87)

A equacdo (3.86) pode ser reescrita na forma matricial da seguinte forma:
d’y(t
M,0" =-M, {ﬂ} (3.88)

onde:
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MZ{MZ{%} M, (o) —Mz{d”;(f)} - M0} Mz{l}}

(3.89)
9:[01 a, b, b, d]

Assim podemos reescrever os elementos da equagdo (3.37) de maneira a levar em
consideragdo a existéncia de bias nos sinais de entrada e saida, conforme:

M, =[7,@:n0Y0 |5,Ul |70 P 1M, 1]

yi =—y(1,)Ye (3.90)
0=[a|b]|cld]

Agora nos resta determinar qual a quantidade de dados que devemos desconsiderar
para a constru¢do da matriz de regressores. Observando que a derivada das repostas ao degrau
da cadeia de filtro de Poisson sdo iguais as func¢des pulso de Poisson, conforme pode ser visto
na figura 3.18, abaixo, podemos considerar uma parametrizagdo em relacdo ao instante
correspondente ao maximo da fun¢@o pulso de maior indice conforme definido em (3.73).

Para determinar essa quantidade vamos tomar como exemplo novamente o sistema
definido pela equacdo (3.49). Foi utilizado como sinal de entrada para o sistema o sinal PRBS
mostrado na figura 3.3 com tempo de amostragem igual a 0,02. Ao sinal de entrada foi
adicionado um bias igual a 2 e ao sinal de saida um bias igual a 3. A figura 3.19 mostra a
evolucdo da norma quadraticas do erro, definida em (3.71) em fungdo de n vezes o tempo
correspondente ao maximo da fung@o pulso de Poisson de maior indice.

0.018

0.016

0.014 -

0.012}

0.008

0.006 -

0.004 -

0.002

10 15

Figura 3.18: Derivadas das repostas da cadeia de filtros de Poisson ao degrau unitario.
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Figura 3.19: Comportamento da norma quadratica do erro em fung¢dao do nimero de tempo

maximos da fun¢ao de Poisson de maior indice no caso da eliminagdo de influéncia de bias

nos sinais de entrada e saida. Linha continua A = 1, linha tracejada A = 2 e linha pontilhada
A=3.

Observando a figura 3.18 podemos notar que a partir de 5 vezes o instante
correspondente a0 maximo a norma quadratica do erro ¢ praticamente desprezivel. Assim
podemos dizer que ¢ possivel identificar um modelo linear invariante no tempo com sinais
contendo bias usando o método de Poisson, desde que utilizemos os dados, apos aplicagao da
cadeia de filtros de Poisson no intervalo [, ¢, onde # ¢ o tempo final e 7. ¢ dado por:

5k 5n,

¢ =l == (3.91)

A A

A possibilidade de podermos levar em consideragao a existéncia de bias nos sinais de

entrada e saida ¢ muito importante para aumentar a robustez do método de sintonia, pois,

principalmente na presenga de dados muito ruidosos ¢ dificil determinar qual ¢ o valor do bias
que devemos descontar para expressar os sinais em forma de variagdes ou deltas.

3.9 Comparacao entre a identificagao continua e discreta

E interessante comparar o desempenho do método de Poisson com os métodos de
identificagdo discretos na identificagdo de modelos lineares quando ha a presenga de ruido
branco nos sinais de entrada e saida do sistema. O método de Poisson como apresentado ¢
equivalente a identificagdo de uma estrutura tipo ARX, como implementado no system
identification toolbox do MATLAB [MATHWORKS, 1998], pois o ajuste dos parametros de
modelos dessa estrutura ¢ feito através de minimos quadrados sem necessidade de otimizacao
iterativa.
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Para comparar o desempenho dos dois métodos foi utilizado o modelo descrito pela
equacdo (3.49) perturbado por um sinal tipo PRBS conforme a figura 3.3. O tempo de
amostragem utilizado foi de 0,02. Primeiramente foi feita a identificagdo utilizando dados sem
distarbios utilizando um modelo ARX com ordem 2 no denominador e numerador e tempo
morto igual a 1. Essa ¢ a ordem do modelo discreto gerado pela discretizagdo do sistema em
questdo. Para o método de Poisson utilizou-se a mesma ordem do sistema, isto &,
denominador de segunda ordem e numerador de primeira ordem com tempo morto igual a
zero. O resultado dessa identificagdo pode ser visto na figura 3.20 onde ¢ apresentado a
resposta a um degrau unitario do sistema “real” e dos modelos identificados por ambos os
métodos para o caso de um sinal sem ruido.

tempo

Figura 3.20: Resposta ao degrau unitario do sistema identificado - linha continua, do modelo
gerado pelo método de Poisson (A =5) - linha pontilhada e do modelo ARX221 - linha
continua com pontos.

Pode-se observar que ambos os métodos tem desempenho idéntico e geram modelos
praticamente perfeitos do sistema. Entretanto nos casos reais sempre existe a presenca de
ruido nos dados. Para simular a presenca de ruido de medi¢do, algo muito comum em casos
reais, foi adicionado um ruido ao sinal de saida do sistema. A relacdo ruido sobre sinal,
definida em (3.72), utilizada foi de aproximadamente 3%. O sinal de saida utilizado pode ser
visto na figura 3.21, abaixo:
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Figura 3.21: Sinal de saida com 3% de ruido branco utilizado na identificacdo do sistema
definido na equagdo (3.49).

O resultado da identificacdo obtida mantendo a mesma ordem do modelo ARX
utilizada na identificacdo com dados livres de ruido pode ser visto na figura 3.22, abaixo.
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Figura 3.22: Resposta ao degrau unitario do sistema identificado - linha continua, do modelo
gerado pelo método de Poisson (A = 5) - linha pontilhada e do modelo ARX221 - linha
continua com pontos.Modelos identificados com 3% de ruido no sinal de saida.

Observa-se que, nesse caso, a qualidade do modelo ARX degenerou ao ponto do
modelo ndo conseguir mais reproduzir o overshot, ao passo que o modelo gerado pelo método
de Poisson continua gerando um modelo muito bom, praticamente idéntico ao gerado com
dados sem ruido. Para que a estrutura ARX consiga identificar esse sistema utilizando esse
dados contaminados ¢ necessario aumentar a ordem do denominador e do numerador desse.
Para produzir um modelo semelhante ao gerado com dados sem ruido foi necessario utilizar
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um modelo ARX com ordem 15 no numerador ¢ no denominador, mantendo o tempo morto
igual a um. A resposta ao degrau desse modelo ¢ idéntica ao apresentado na figura 3.20.

Entretanto, a medida que aumentamos a quantidade de ruido presente no sistema o
modelo ARX 15 15 1 perde a capacidade de identificar corretamente a dindmica do sistema
mesmo aumentando a sua ordem. Por exemplo, se utilizarmos um sinal de saida com 15% de
ruido e mantivermos a ordem do modelo ARX teremos o resultado apresentado na figura
3.23.

tempo

Figura 3.23: Resposta ao degrau unitario do sistema identificado - linha continua, do modelo
gerado pelo método de Poisson - linha pontilhada e do modelo ARX15 15 1 - linha continua
com pontos. Modelos identificados com 15% de ruido no sinal de saida.

Como podemos ver pela figura acima, o modelo ARX nao consegue ter o mesmo
desempenho que o método de Poisson. Se tentarmos aumentar ainda mais a ordem do modelo
ARX para tentarmos compensar o ruido, por exemplo para 30 no numerador € no
denominador obteremos o resultado apresentado na figura 3.24, a seguir.

Como podemos notar por essa figura, mesmo melhorando a qualidade do modelo esse
apresenta um comportamento estranho na parte transiente. Ao mesmo tempo observamos que
o método de Poisson continua apresentando um bom resultado. Com isso podemos concluir
que modelos ARX nao sdo apropriados para a identificacao de sistemas com dados ruidosos.
Para a identificagdo desse sistema utilizando modelos discretos seria necessario identificar um
modelo de distarbio, utilizando uma estrutura OE, ARMAX ou BJ.
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Figura 3.24: Resposta ao degrau unitario do sistema identificado , linha continua, do modelo
gerado pelo método de Poisson, linha pontilhada e do modelo ARX30 30 1, linha continua
com pontos, identificados com 15% de ruido no sinal de saida.

[Zhu, 1998] apresenta um método de identificagdo de sistemas lineares baseado na
utilizagdo de modelos do tipo ARX de ordem elevada a fim de eliminar o efeito do ruido.
Posteriormente, para evitar os comportamentos estranhos observados na fase transiente da
resposta dos modelos (conforme visto nas figuras 3.23 e 3.24), esses t€ém a sua ordem
reduzida através da utilizacdo de um critério assintético no dominio da freqiiéncia. A
identificacdo de modelos continuos gerados pelo método de Poisson gera modelos de melhor
qualidade uma vez que nao necessitamos utilizar modelos de ordem muito elevada e executar
uma posterior redu¢do de ordem como visto no exemplo acima.

3.10 Analise de uma forma alternativa de interpretar o
método do momentos de Poisson.

Em 1994 foi apresentada uma visdo alternativa do método de identificacdo de modelos
lineares no espago continuo de tempo [Johansson, 1994]. A sua proposta ¢ utilizar o seguinte
operador linear.

G U (3.92)
p+A m+l1 A

s=f(p)=

onde:
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_4 3.93
P=— (3.93)

¢ o operador de diferenciagdo. Resolvendo a equagdo (3.92) para p temos:

p=1% (3.94)

Como a definicdo do operador p ¢é possivel reescrever a equacdo (3.26), que define um
sistema de SISO linear e invariante no tempo da seguinte forma.

YO0+ 3 a,p v (0= Y by ult) (3.95)

Essa equacdo pode ser reescrita na forma de uma razdo de polindmios de p, da
seguinte forma:

y(?) —G(p) = B(p) _ b,p" "'b(m—npw1 +- 4 b,
u(t) A(p) p” + anfl]?’F1 + an—2pn72 +-+ aO

(3.96)

Aplicando-se a equacdo (3.94), que relaciona o operador p com o operador & na
equacdo acima obtemos a seguinte equagao:

A*(f) _ B.é" +:B(m-1)‘§(m_l) +ot i

G ()= B©) al tag & tag D bl (3.97)
que por sua vez pode ser reescrita da seguinte forma:
(1) ==, YO~ (SO} B, u+ -+ B )] (3.98)
sendo escrito vetorialmente como
y(t)=0"D (1) (3.99)
onde:
g*z[an a, B, ,51] (.10

o't =[-fol - -Bo) el - @)l

Analisando a equacdo (3.99) observamos que esta ¢ um regressor linear da mesma
forma que a equagao (3.37). Assim podemos determinar a estimativa do vetor de parametros
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do modelo, 6", através do método dos minimos quadrados conforme descrito pela equagdo
(3.39).

. . y oo . A ~ 3
Entretanto o objetivo ¢ identificar os pardmetros do vetor @ e ndo os do vetor & . Para
isso devemos estabelecer uma relagdo entre esse dois vetores que pode ser descrita por:

0 =F0+G (3.101)
onde:
J: n On m
F=| = . (3.102)
Omxn J(m+l)X(m+l)
onde a matriz J* ¢ definida por:
m, - 0 .
Jo=l o ,n%=ewﬂ{7{}f (3.103)
mnl .“ mnn l ]

O vetor G da equagdo (3.101) ¢ definido por:
(n
G=El~-gn0wL &=6Di (3.104)

Observando as equagdes desse método notamos uma clara semelhanga com o método
de Poisson normalizado, a comecar pela definicdo do operador & que nada mais ¢ do que o
filtro linear de primeira ordem que compde a cadeia de filtros de Poisson, como mostrado na
figura 3.1.

Dessa forma os eclementos da matriz de regressores, ®'(2), sdo os momentos de
Poisson do sinais y(z) e u(?). No método de Poisson utilizamos como regressores 0s momentos
de Poisson das derivadas de y(?) e u(?) que sdo geradas através de uma transformagao linear
conforme definida pela equagao (3.18). No método proposto por Johansson a transformagado
linear que gera o vetor de pardmetros do sistema original, &, ¢ muito semelhante a
transformagdo que gera os momentos de Poisson das derivadas de y(z) e u(?) quando
consideramos que todas as condi¢des iniciais de ambos os sinais de entrada e saida sdo nulas.
Isso pode ser constatado comparando a definicdo da matriz J em (3.103) com a da matriz y,
definida em (3.14).

Para demonstrar que ambos os métodos sdo equivalentes iremos aplicar o método de
Poisson normalizado ao seguinte sistema genérico e transformando-o na representacao
proposta por Johansson.
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G( ):B(p): b2p2+b1p+b0

A(p) p’+a,p’+ap+a, (3.105)
onde p € o operador definido em (3.93).
Esse modelo pode ser reescrito na forma de entrada-saida conforme:
A(p)y(1) = B(p)u(?) (3.106)

Aplicando-se a transformacdo de Poisson ao sistema definido em (3.106) temos o
seguinte:

M, {y(3) }"‘ a,M, {y(Z) }"' aM, {y(l) }+ a,M, {y(o) }:

=b,M, {u(z)}_l_ble {u(l)}+bOMk {M(O)} (3.107)

Expandindo os momentos de Poisson das derivadas de y(?) e u(t) de acordo com a
equacdo (3.50) para o método de Poisson normalizado (1= = ») e com o indice da cadeia de
filtros de Poisson, £, igual a 3 temos:

7 =39 +3p, =)+ @’ (v =20, + 33 )+ (v, = vy )+ agy; = (3.108)
b27/2(u1 —2u, +”3)+b17(u2 —u3)+b0u3
onde:

/™ = derivada de ordem k de f{?) ¢ f; ¢ 0 momento de ordem k de f{#) correspondente a saida
do (k+1)-ésimo elemento da cadeia de filtros de Poisson.

Reagrupando os elementos da equacao (3.108) pelas saidas da cadeia de filtros de
Poisson temos:

y3y0+(—3y3+a2y2)y1 +(373 _2a272 +a17)y2+(_73 +a272 _a17/+ao)y3 =

(3.109)
= 272“1 + (_ sz?/z +b17)”2 + (b272 —by +b0)“3
Dividindo a equagdo (3.109) por ' e lembrando que 7=1/y, temos:
Vo + (— 3+ azz')y1 + (3 —2a,r+ar’ )y2 + (— l+a,r—az’ +a,r )y3 = (3.110)

=b,u, + (— 2b,7+ blrz )142 + (bzf - bﬂ'z + boz'3)u3

Agrupando os termos entre parénteses poderemos reescrever a equacao (3.110) da
seguinte forma:
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Yot oy, + 0y, + oy, = P, + Pou, + Biu; (3.111)
onde:
a, =-3+a,r
a,=3-2a,r+ar’ (3.112)
a,=—l+a,r—a1’ +a,c’
€
B =byt
B, =—2b,7+b7’ (3.113)

=br-bt*+b1’
ﬂS 2 1 0

As equagoes definidas em (3.112) e (3.113) podem ser expressas de forma matricial da
conforme:

a, T 0 O0|a -3
a,|=|-2t 7 0la |+| 3 (3.114)
a, r -7 o aq, -1
e
B T 0 0|5
B, |=|-2c > 0]b5 (3.115)
B -7 b,

A o ~
Lembrando que no presente caso os vetores de pardmetros 6 e € sdo:

H:[az a, a, b, b bo]T

. ; (3.116)
0 :[a1 a, a; B B ﬂz»]

podemos relaciona-los através de uma tUnica expressdao combinando as equacdes (3.114) e
(3.115) da seguinte forma:
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eyl 2 0 0 0 0 O0fa] [-3]
a, -2r ¢ 0 0 0 O0]aq 3
a; t -2 0 0 0fa] |-1
- + (3.117)
B, 0 0 0 z 0 0]b 0
B, 0 0 0 -2 7o 0]b 0
Al L0 0 0 7 -7 2| b] [0]

que ¢ a exatamente a transformagao linear definida em (3.101) proposta por Johansson.

Dessa forma demonstramos que o método proposto por Johansson ¢ equivalente ao
método do momentos de Poisson normalizado. A unica diferenca entre os dois métodos € que
no método de Poisson aplicado ao exemplo acima o termo independente utilizado no ajuste
por minimos quadrados ¢ yy que ¢ o momento de Poisson de ordem 0 do sinal de saida do
sistema, y(t), ao passo que no método proposto por Johansson ¢ utilizado o proprio sinal de
saida. Isso pode ser ajustado, isto €, fazer o método de Johansson utilizar o sinal de saida
filtrado pelos primeiro estdgio da cadeia de filtros de Poisson, yy, reescrevendo a equacgao
(3.97) a seguinte forma:

A*(f) _ ﬂmég(mﬂ) +ﬂ(m—l)§m +"'+/81982

* - 1 -1
B (é:) anéi(”*) +ané:n +a(n—l)§(n ) ++§

G(&)=

(3.118)

Substituindo-se a definicdo de & em funcdo de p, dado pela equagdo (3.92), podemos
transformar a equagao (3.118) para uma fun¢dao do operador p e demonstrar que a relagao
entre os vetores @ e @ continua sendo a mesma que no caso original proposto nesse método.

No método de Poisson também foi visto que podemos utilizar o momento de Poisson
da derivada de qualquer ordem de y(z) como termo independente no método dos minimos
quadrados. Isso significa que podemos utilizar, por exemplo, o erro quadratico da predi¢do da
derivada de y(?) em vez do erro quadratico da predi¢cdo do prdprio y(¢) como fungao objetivo
no processo de identificacdo. Os beneficios de tal escolha de funcdo objetivo foi analisado em
[Machado e Trierweiler, 2003]. O método proposto por Johansson ndo possui essa
possibilidade uma vez que ndo utiliza 0 momento de Poisson das derivadas, apenas os de y(?)
e u(t). O maximo que podemos no método proposto por Johansson ¢ escolher qual momento
de Poisson de y(?) utilizar com termo independente no ajuste por minimos quadrados. Para
isso basta realizar uma transformacao adicional nos pardmetros do sistema dada por:

w=t pgb (3.119)
a; j

onde ¢; € o parametro correspondente a0 momento de ordem j que desejamos utilizar como
termo independente.
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Capitulo 4

Compensacao de bias dos parametros

No capitulo anterior demonstramos os métodos dos minimos quadrados combinados
com o método dos momentos de Poisson para o ajuste de parametros de modelos lineares
continuos invariantes no tempo. O método dos minimos quadrados por sua natureza
quadratica possui solu¢do analitica o que o torna um método atraente para ajuste de
pardmetros. Entretanto o método dos minimos quadrados possui a desvantagem de gerar
parametros incorretos quando ha a presenga de distirbios nos dados utilizados no ajuste. Uma
das areas de maior interesse da identifica¢do de sistema ¢ o desenvolvimento de métodos para
eliminagdo do erro dos parametros ajustados.

Nesse capitulo iremos demonstrar o efeito da presenca de disturbios nos dados
utilizados no ajuste sobre o valor dos parametros dos modelos. Iremos também descrever de
forma analitica o efeito do tempo de amostragem dos dados e da constante A da cadeia de
filtros de Poisson sobre o erro dos parametros ajustados. Finalmente serdo apresentados trés
métodos para a compensacao do erro dos parametros. Esses métodos sdo:

1) Maxima verossimilhanga;

2) Variavel instrumental;

3) Compensagao de bias através do uso de pré-filtros.

Como conclusdo iremos aplicar esse trés métodos na identificagdo de um sistema
linear na presenca de ruidos brancos e coloridos nos dados de saida e comparar o resultados.

No restante desse capitulo serd usado o termo bias, amplamente empregado na
literatura especializada, para se referir ao erro dos parametros estimados.
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4.1 Analise do bias dos parametros ajustados pelo método
dos minimos quadrados.

Um sistema linear continuo contaminado por distirbios pode ser representado pelas
seguintes equagdes:

_B(p)
=" @)

y(1) = z(t) + (1)
onde:
u(t) € o sinal de entrada do sistema
z(t) € o sinal de saida livre de disturbios
() € o sinal de saida contaminado por ruido
v(t) € o ruido branco ou colorido que contamina os sinal de saida do sistema
p € o operador de diferenciacao d/dt e
A e B sdo polindmios do operador de diferenciagao p.

Essa equacdo pode ser representada pelo diagrama de blocos mostrado na figura 4.1,
abaixo:

w(t)
u@ | B(p) | z@ y(t)
A(p)

Figura 4.1: Sistema continuo perturbado por um ruido genérico w(t).

O sistema de equagdes descrito em (4.1) pode ser reescrito na forma de uma tinica
equagdo conforme:

()" A(p)=u"B(p)+v" A(p) (4.2)
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Comparando a equacdo (4.2) com a figura 4.1 podemos definir o ruido genérico w(?)
como sendo dado por:

w(t)=v(t)" A(p) (4.3)

Como visto no capitulo 3 se aplicarmos a transformagao de Poisson a equagao (4.2)
podemos expressa-la na forma de um regressor linear da seguinte forma:

yr =M,0+w} 4.4)
onde w é a matriz composta pelos momentos de Poisson do sinal w(z).
Se desconsideramos a existéncia do disturbio w(?) na equacdo (4.4) ja vimos no

capitulo 3 que o vetor de parametros & pode ser calculado através do métodos dos minimos
quadrados dado por:

A

6=Mm, ) Myl = {Z M’ (I)Mk(l)} > M (' (1) (4.5)

Se substituirmos a equacao (4.4) na equagao (4.5) obtemos a seguinte expressao:

A

6=0+MM,) M wi (4.6)

Assim podemos concluir que o método dos minimos quadrados quando aplicado a
dados contendo distarbios gera uma estimativa do vetor de parametros diferente do vetor real.
Essa diferenca € usualmente conhecida como bias e ¢ dado por:

A, =(MIM, ) MTw 4.7)
A equagdo acima nos mostra que o bias ¢ dado pelo produto de duas parcelas:
Ay = R;/IIMRMW (4.8)

onde:

Ryy =M[M, = lim %ﬁ(M,Z OM, ()= EMIM, ) (4.9)

i=1

¢ a matriz de covariancia dos regressores e:

t . 1 d . to [ t
R,, =M w} :]%]1230NZ(M,€(1)W,€”(1)):E(Miwk") (4.10)

i=1
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¢ a matriz de variancia cruzada entre a matriz de regressores ¢ o ruido. Essa ultima parcela
fornece uma medida da quantidade de informag¢do sobre a dindmica do processo contida no
ruido w(?).

Podemos concluir que a estimativa do vetor de parametros dado pelo método dos
minimos quadrados ¢ convergente a medida que o nimero de observagdes tente ao infinito.
De forma resumida essa estimativa ¢ dada por:

lim O(N) =0 +A, (4.11)

N—>ow

Demonstramos, portanto que o método dos minimos quadrados fornece, sempre que
algum distlrbio estiver presente nos dados, uma estimativa contento um bias. De forma geral
o0 bias provocado por ruido branco é menor do que o provocado por ruido colorido. No caso
do método dos momentos de Poisson o ruido branco desvia para um ruido colorido devido a
sua passagem pela cadeia de filtros de Poisson.

4.2 Analise do valor do bias em funcao do tempo de
amostragem e da constante da cadeia de filtros para um
sistema de 12 ordem

No capitulo 2 vimos que o tempo de amostragem dos dados utilizados na identificacao
de um modelo linear afeta a estimativa dos parametros. No caso dos modelos no espago de
tempo discreto vimos que tanto um tempo de amostragem muito grande com um muito
pequeno afetam a qualidade da estimacdo. No primeiro caso temos o efeito aliasing € no
segundo temos problemas numéricos devido a dependéncia dos parametros do modelo
discreto com o tempo de amostragem (a medida que o tempo de amostragem tende para zero
todos os polos e zeros do modelo tendem para o ponto (1,0) no plano complexo do espago de
tempo discreto).

No capitulo 3 vimos que a precisdo da estimativa dos parametros de um modelo linear
dado pelo método dos momentos de Poisson depende da constante A da cadeia de filtros de
Poisson. Entretanto ndo vimos um correlacdo clara entre a precisao das estimativas com o
valor dessa constante. Garnier em sua tese de doutorado [Garnier, 1995] demonstrou uma
correlagdo analitica entre o erro da predicao do método dos momentos de Poisson em fungdo
do tempo de amostragem e da constante A para um sistema de primeira ordem quando
contaminado tanto por ruido branco quanto por ruido colorido.

Considere o seguinte sistema de primeira ordem contaminado por ruido:

W(p)= pb u(p)+v(p) @.12)

+a
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que também pode ser descrito por:

dz (1) _
S0+ az(o) = bu(t) (4.13)

y(#) = z(2) + (1)
com v(?) sendo um ruido branco ou colorido.

O estudo das propriedades estatisticas do método dos momentos de Poisson em
conjunto com o método dos minimos quadrados no caso perfeitamente continuo ¢ muito
complexo. Uma maneira de evitar essas complexidades e tratar o sistema como parcialmente
continuo, isto €, a parte deterministica como continua e a parte estocastica como discreta. Na
realidade o fato de os dados de entrada e saida do sistema a ser identificado serem amostrados
e um método numérico de integracao a ser usado para calcular os momentos de Poisson
desses, nos permite transpor o estudo de um sistema continuo para uma perspectiva discreta.

Na pratica ndo dispomos de u(?) e y(¢) mas sim de amostragens desses, u(l.Te) e y(l.Te)
com / € I, em um intervalo de tempo Te constante. Normalmente trata-se os dados discretos
utilizando um mantenedor (4old) de ordem zero, isto ¢, considera-se que os valores de u(?) e
y(t) entre duas amostragens consecutivas possuem valores constante. Um modelo de primeira
ordem discreto correspondente ao modelo dado pela equagdo (4.12) considerando um
mantenedor de ordem zero ¢ dado por:

-1

iz =L_lu(z-l)+v(z-‘) (4.14)
l+a,z

com

a, =—e

by =21+ e™) (4.15)
a

Foi analisado o caso particular quando ruido branco ¢ adicionado ao sinal de saida. A
representacdo do sistema anterior na forma de equagdes de diferencas ¢ dada por:

y()y==a,y(-D+bu(l-1)+e(l)+a,e(l-1) (4.16)

onde e(/) ¢ um ruido branco.
No capitulo anterior ndo tratamos da questao da implementa¢ao numérica da cadeia de
filtros de Poisson entretanto essa questdo ¢ importante uma vez que os momentos de Poisson

dos sinais de entrada e saida sdo gerados a partir de medidas discretas destes mesmo. Iremos
considerar nesse estudo que os momentos de Poisson dos dados de entrada e saida sdo gerados



82

4. COMPENSACAO DE BIAS DOS PARAMETROS

a partir de uma discretizagdao dos elementos da cadeia de filtros de Poisson considerando que
os valores entre dois tempos de amostragem consecutivos sdo constantes. Dessa forma os
momentos de Poisson de ordem 0 e 1 (os minimos necessarios para identificar um modelo de
primeira ordem) dos sinais de entrada e saida nos diferentes instantes de amostragem sao

dados por:
u,(l) =—au,(I-1)+bu(l-1)
u,(l)=—au,(I-1)+bu,(l-1)
Vo) ==ay (=1 +by(~1)
»i(D) ==a,y,(I=1)+b,y,( ~1)
com
uy()=Mofu)} u, (k) = M, {u()}
v =M H0f v =M H0)
e

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

4.21)

(4.22)

(4.23)

O esquema de estimagdo de um modelo de primeira ordem continuo ¢ representado na

figura 4.2, abaixo:

v(t)
2() L ¥
>

u(f) b
a f

I }
/ A

r+Aa p+a

My () 4—— ——», {y (0)

Y h 4
bl I

p+Aa P+

Ml{u(r)h_|

Figura 4.2: Esquema de identificagdo de um sistema continuo de primeira ordem.

A
|_.M1{y(z)}
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A versdo discreta do mesmo esquema considerando invaridncia dos valores entre
instantes de amostragem consecutivos ¢ mostrado na figura 4.3, abaixo:

w(t)

1u(f) bzl |z() b4 »if)

l ® 1+a,z7 4 l

Bz™ BE
14z l1+az”
My 4 (k) =11, (i) —— ——-2 4y ()} =y, (6)
Y h 4
hz™ bz
l+az" l+az”
My () =14y () g WM ()= p (k)

Figura 4.3: Esquema de identificagdo de um sistema continua na forma discreta equivalente.

Estabelecido essas defini¢cdes consideremos o sistema de primeira ordem definido pela
seguinte equacao diferencial:

% +ay(t) = bu(t) + w(t) (4.24)

As condigdes inicias sdo consideradas nulas e w(z) ¢ um ruido continuo que perturba a
saida do sistema. Aplicando o método dos momentos de Poisson de ordem minima a equagao
acima temos:

M{%}MM] O} =bM {u@)}+ M, {w(n)} (4.25)
com
M, {%} = M ()} M, [y (1)} (4.26)

Os momentos de Poisson dos sinais de entrada e saida sdo calculados através das
equacdes (4.17) a (4.20). A equacdo (4.4) para o momento k.7e pode ser reescrita da seguinte
forma:

Y () =M, (Do +wy () (4.27)
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Para o exemplo do sistema de primeira ordem temos:

y?(D:M{dy(”}(l) Byo(D) = Ay, (1) 4.28)
M, (=[O u()] (4.29)
9=m (4.30)

b

Dispondo de N diferentes medidas dos sinais de entrada e saida podemos reescrever a
expressdo dos minimos quadrados dado pela equagao (4.4) da seguinte forma:

{b

O sistema estudado ¢ suposto estavel e o nimero de observagdes, N, infinito.
Considerando isso os somatorios da equagao (4.31) podem ser substituido pela expectancia
matematica. Assim nesse caso, a equacao anterior pode ser reescrita da seguinte forma:

} Yio) - 0u) —ﬂi (0 (e D) +zz(y1 ")

Q>

I=1

S 0w @) Y o) ﬂZ(yo(l)u (1)) AZ v, (Du, (1))

=1 =1

4.31)

ﬂ{ £y (1) —f(ymz)ul(z))]l[ —ﬂf(y1<z>y0<l))+iE(yf(l))} 432)
b |0 Ou @) wwi) BE(v, (Du, (1) - AE(y, (Du, (1))

Supondo que o sinal de entrada e um ruido e sdo seqiiéncias independentes com
médias zeros e varidncia o€ . temos:

0 seiz

E(u(l))=0 Eu(@u()))= {Gz Z::J (4.33)
0 seiz

(e(1))=0 E(e(i)e()) = {02 Z: : (4.34)

Ainda, se consideramos que os sinais sao estacionarios podemos considerar a seguinte
propriedades:

E(y, (I -1y, (=)= E(y} (1)) (4.35)
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Para transformar a equagdo (4.32) em uma funcdo analitica de A e Te ¢ necessario o
conhecimento de uma série de expectancias matematicas que podem ser obtidas combinando
as equacoes (4.17) a (4.20) com as equagdes (4.15) e (4.23) e considerando o sistema linear de
primeira ordem discretizado como sendo dado pela equagdo (4.16) com uma pequena
alteragdo, o parametro do filtro do ruido ¢ independente e igual a ¢, conforme:

y(l) =—a,y( —1)+b,u(l —1)+e(l) + ce(l 1) (4.36)

Assim as expectancias matematicas necessarias sao dadas pelas seguintes relagdes.

£(y2(1))= b0, +(1 1__2220 +cl)o, (4.37)

£y, () = =24 lfl(y_ (”)+ beo. 438)

ey 1)) = =200y (11>f(2)+b5£(y2<1>) 439)

£l (1)) = b(li(_l—;f)?aj (4.40)

B3, (D) = %E(yo ) (4.41)

£y, () =~ ELE (D)= albﬂsl({l glz)y(n% BLE(v, (DY (D) 42)
(D, (1) = %a (4.43)

0 Oy ) = D 1) (4.44)

E(y (b, (1) = %E(Muo ) (4.45)

£(ry (e (1) = ~ B0 Dty D)= ab B D (1) + B E(y D (1) (4.46)

2
1-a
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—a,b,

2
I-a

E(y,(Du, (1)) = ACNOING) (4.47)

—a,b,E(y, (Duy (1) — a,b,E(vy (Du, (1) + b E(y, (Du,y (1))
1— al2

£y, (Hu, (1)) = (4.48)

£y (1)) = = 2D )+ bE( 1) (4.49)

2
l-a,

Considerando o parametro ¢ como sendo igual a zero, temos o caso de um ruido
branco adicionado ao sinal de saida. Com essa consideracdo em mente ¢ substituindo as
diferentes expectdncias matemadticas apresentadas acima ¢ possivel chegar as seguinte
expressoes para as estimativas dos pardmetros a ¢ b.

R ﬂ(—l—l—e’“T’“’)
ag=22 """ ) 4.50
—1+e ( )
_ —aTe
bzéi( Lre” )_2& (4.51)
a —1+e™° a

Se considerarmos que temos um tempo de amostragem suficientemente pequeno
(Te << min[1/a, 1/A]) podemos aproximar os termos exponenciais presentes nas equacoes
acima por uma expansao em séries de Taylor truncadas nos termos de segunda ordem.

(aT 6)2

—aTe

~l—aTe+ (4.52)

(ATe)

a ™ ~1-ATe+ (4.53)

Substituindo essas expansdes nas equacdes (4.50) e (4.51) temos as seguintes
expressoes para as estimativas dos pardmetros a ¢ b.

4o gy Lela=Aa (4.54)
ATe—2

[;:b+M (4.55)
ATe—2

Observando as equacdes acima vemos que o bias dos pardmetros estimados pelo
método de Poisson tende a zero a medida que o tempo de amostragem também tende a zero. E
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possivel observar também que escolhendo a constante da cadeia de filtros de Poisson, A, igual
ao parametro a o bias ¢ nulo aumentando a medida que A se afasta de a.

Com essas duas expressdes ¢ possivel expressar a norma quadratica do erro como
definido no capitulo 3 de forma analitica.

NOE[%] = IOOTe;;

Ja* +b’ (4.56)

Te—

Para ilustrar o efeito do tempo de amostragem 7e e da constante A vamos tomar com
exemplo o seguinte sistema:

G(s) = (4.57)

s+a

com b =2 e a=1. 0 grafico da norma quadratica do erro em fun¢do da constante A para
varios tempos de amostragem, 7e, ¢ apresentado na figura 4.4, abaixo:

14 T T T T T T T T T

12

10

NQE[%]
(o]

-

-
2 i

s
.~ Te=0.05
-

T T - ~\ /7 _ _ - Fe=10.005

0 L L = L L
0O 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
A

Figura 4.4: Norma quadratica do erro em funcdo da constante A para diferentes tempos e
amostragem, Te.

Os mesmos dados podem ser vistos na figura 4.5 onde ¢ apresentada a norma do erro
quadratico em funcao do tempo de amostragem para diferentes valores de A.
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12 T T T T

10}

NQE[%]
(0]

Figura 4.5: Norma quadréatica do erro em funcdo do tempo de amostragem, 7e, para
diferentes valores da constante A.

No caso de escolhermos o valor de ¢ como sendo diferente de zero, por exemplo igual
a ay, termos um sistema perturbado por um sinal colorido. Nesse caso a deducdo de uma
equacdo analitica para a influéncia do tempo da amostragem, 7e, e da constante A sobre o bias
dos parametros estimados torna-se muito trabalhosa e a equacdo gerada muito complexa.
Garnier em sua tese de doutorado apresenta a analise desse caso. Para sistema de ordem maior
do que 1 a andlise torna-se ainda mais complexa mas pode-se inferir que o valor 6timo de A
esta de alguma forma relacionado a dinamica dominante do sistema.

4.3 Métodos de compensacao de bias

No capitulo 3 vimos que o método dos momentos de Poisson consegue lidar bem com
a presenga de ruido branco no sinal de saida até valores de razdo ruido sobre sinal de mais ou
menos 20%, o que j4 ¢ uma grande vantagem sobre métodos discretos como ARX como
também demonstrados no capitulo 3. Acima desse valor o método dos momentos de Poisson
comeca a gerar estimativas dos pardmetros com bias significativo.

Para lidar com esses casos e para aqueles casos onde a natureza do distirbio do
sistema nao pode ser representada por um ruido branco devemos utilizar algum método de
compensagao de bias.

Existem diversos métodos para compensacdo ou reducdo de bias. Entre os mais
conhecidos estdo os métodos dos minimos quadrados generalizados, o métodos da méaxima
verossimilhanga, o método das varidveis instrumentais ¢ o método de compensacao de bias
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por pré-filtro dos sinais de entrada e/ou saida. Nesse trabalho iremos analisar os trés ultimos
métodos.

4.3.1 Método da maxima verossimilhancga

O método da maxima verossimilhanga foi amplamente estudado para métodos de
identificagdo de modelos discretos principalmente por Ljung [Ljung, 1987] e aplicado no
Identification Toolbox do MATLAB uma das ferramentas mais usadas na 4rea de
identificagdo de sistemas lineares. A sua aplicagdo para identificagdo de modelos continuos
foi primeiramente estudada por [Unbehauen e Rao, 1987].

Seja w uma varidvel randomica da qual N medidas estejam disponiveis. Essas medidas
sdo estatisticamente independentes uma da outra. Considerando que um funcao de densidade
de probabilidade (F) seja dependente de um conjunto de parametros p;, py, ...,p, € descrita no
estagio w = x; por:

F,(x;) =F,(x; P, Pys---» p,) Pparai=1,--N (4.58)

Visando estimar os valores dos parametros pj,...,p, utilizando as medidas disponiveis
definimos uma fung¢ao de verossimilhanca, L, como:

L=L(x;,%,, 5 X5 Prs Pos s Po) = F (X5 X055 X35 Py Doy s Py) =

N (4.59)
:Hq:y/(xi;plﬂ Tt pn)
i=1

Se a natureza da fun¢do de fun¢do de densidade de probabilidade (por exemplo:
Gaussiana, Poisson etc) for conhecida, entdo a fungdo de verossimilhanga pode ser
considerada um fun¢do dos parametros desconhecidos. A idéia basica por trds do método da
maxima verossimilhanga ¢ obter um estimativa, p,, dos parametros p; de tal forma que a
funcdo de verossimilhanca para as medidas x;, ...,xy seja maximizada. De forma a maximizar
a funcdo de verossimilhanga devemos resolver o seguinte conjunto de equagoes:

a—L:O, parai=1,2,---,n (4.60)

op;

A solucdo das equagdes definidas em (4.60) ¢ p, = p,. Se a fungdo de verossimilhanca
for monotonica também podemos maximizar o logaritmo de L. Assim:

glnL:O, parai=1,2,---,n (4.61)

D;
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Essas equagdes sdo conhecidas como equagdes de méxima verossimilhanga. E
possivel demonstrar que para um numero suficientemente grande de observacdes a estimativa
dada pelo método da maxima verossimilhanga € estatisticamente consistente, eficiente e
exaustivo [Unbehauen e Rao, 1987].

Para demonstrar o uso do método da maxima verossimilhanga vamos considerar o
exemplo de um modelo continuo equivalente a uma estrutura ARMAX para identificacao de
modelos discretos. Vamos referir esse modelo como ARMAX-continuo. Esse modelo pode
ser descrito por:

AM{y®)} -BM{u(r)}" =CM{w)}’ (4.62)

Onde os componentes dos vetores A, B ¢ C devem ser estimados e onde w(z) ¢ ruido
branco com uma distribuicdo gaussiana com média zero e desvio padrdo o;. O vetor de
parametros, 6, ¢ dado por:

O=[a, - a, | by = b, | ¢ - ¢ (4.63)

Nessa situagdo o, também deve ser estimada, isto €, é necessario determinar o sinal
w(t). Como estamos considerando que w(z) ¢ um ruido branco com distribuicdo gaussiana
podemos considerar que a fungdo de densidade de probabilidade para a medida i seja dada por
uma distribui¢ao gaussiana de forma que:

(M, (w))i):6 2 )= ﬁexp[— WJ (4.64)
o,

w

Como o sinal w(#) ¢ descorrelacionado, a fung¢dao de verossimilhanca para N
observacdes pode ser expressa por:

T M
270

w

M {w<r>}<i)J (4.65)

w o i=1

Além da funcao de verossimilhanca devemos estabelecer uma funcao custo. A mais
comum de todas as fun¢des custo ¢ o somatorio dos erros quadraticos. No caso do método dos
momentos de Poisson usamos o somatoério do quadrado do momento de Poisson de ordem &
do sinal w(?) dado por:

V(0)= %ZM; {w(®)} (4.66)

As equagdes de maxima verossimilhanga sdao, entao, dadas por:
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1nL:—%1n2z—%1naj—i2V(9) (4.67)
€ por:

O 20 (4.68)

oa, oa,
=20 (4.69)

ob, ob,
O ="9 (4.70)

o, o,

0 N 1

Gor MEETo +—V(0)=0 (4.71)

A equagdo (4.71) d4 a estimativa da variancia do erro do modelo, w(?).
o2 =21 () (4.72)
N .

Para estimar os valores dos pardmetros do modelo ¢ necessario a resolu¢do das
equagdes (4.68) a (4.70). Para determinar o valor das derivadas parciais de V(6) em fungdo
dos parametros do modelo devemos utilizar a equacdo (4.66). Para isso € necessario montar
um expressao para o calculo de M;{w(¢)}. Isso pode ser feito a partir da equagao (4.62) que
pode ser reescrita da seguinte forma:

M w0} =M, {y(0)} ZaM{d;(t)} S bM {d“(’)} i {dW(’)} (4.73)

i=0 =1

A equagdo (4.73) ¢ linear em relagdo aos pardmetros a; € b; mas ¢ ndo linear em
relagdo a ¢; pois o sinal w(z) € fungdo dos parametros do modelos e ¢ calculado por:

w(0) = 2D 34y B2 (4.74)
C(p) C(p)

A ndo linearidade da equagdo (4.73) em relacdo aos parametros c¢; impede que a
minimizacdo de V(6) seja feita analiticamente. Dessa forma ¢ necessario utilizar uma técnica
de minimizagdo numérica apropriada. Nas técnicas de minimizagdo classicas ambas as
matrizes gradiente e hessiana de V(6) em relagdo a @ devem ser calculadas. Por defini¢ao
essas duas matrizes sdo dadas por:
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8_V
p,
Vv, = : (4.75)
oV
_apn+m+l_
o e
op,op, OP1OP s s
voo| s (4.76)
oV oV
_apn+m+lapl P sms 1P wsm i

Para montar essas duas matrizes ¢ necessario o calculo das seguintes derivadas
parciais:

_V = k{W(t)}
o /Z w(t)}( —ap,. (4.77)
(§
Y oM, {w(t)} oM, { w(t) N O*M, {w(1)}
ap,ap ,Z " » Z; w(t)} —ap,.apj (4.78)

onde M;{w(t)} ¢ dado pela equagao (4.73).

Se um método de minimizagao tipo gradiente for escolhido um algoritmo iterativo do
tipo:

0., =0.+650, (4.79)

pode ser utilizado, onde a parcela 66 representa o incremento do vetor de parametros a cada
iteracdo. Essa parcela tende a zero a medida que 0 se aproxima de & e seu calculo varia
conforme o método de minimizagdo utilizado. Por exemplo, para o método de Newton-
Raphson a equacao (4.79) fica:

n n AT .
0.,=6-pVu(8)] 7.(8) (4.80)
O processo iterativo de ajuste do modelo pode ser descrito pelos seguintes passos:

1) Selecionar a estimativa inicial mais apropriada para o vetor de pardmetros 6, ;
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2) Calcular Iye Igopara i = 0 usando todas as N observacdes ;

3) Calcular a nova estimativa ém ;

4) Repetir os passos 2 e 3;

5) Para o processo iterativo se os critérios de otimizagao forem atingidos.

O grande esfor¢o computacional associado a esse método ¢ compensado pelo célculo
simultdneo da matriz Vgp que permite a estimagdo da variancia dos parametros estimados que
¢ dada por:

ol = aj[V%,( })T 4.81)

Apesar do método da maxima verossimilhanga ser teoricamente consistente ele
apresenta algumas dificuldades do ponto de vista pratico. A primeira grande dificuldade ¢ a
necessidade da geracao do ruido branco w(?) de acordo com a equacdo (4.74). Devido a essa
equacdo ¢ necessario garantir que o polinomio C(p) seja estavel. Isso torna necessaria a
imposicao de restricoes no processo de otimizacdo que nem sempre sao simples de
implementar uma vez que a restricdo deve ser posta nas raizes do polindmio e nido nos
parametros propriamente dito.

Outra dificuldade de um método iterativo de busca como esse ¢ a necessidade de um
chute inicial para os pardmetros a serem estimados. Normalmente a escolha do chute inicial
para o modelo do processo (4 e B) ¢ estimada usando o método dos minimos quadrados. A
estimativa inicial dos parametros para o modelo do distirbio ¢ obtida também através do
método dos minimos quadrados utilizando como entrada do modelo a diferenca entre a
predi¢do da saida da primeira estimativa do modelo do processo e como saida a propria saida
do sistema.

O método da maxima verossimilhanga possui poucas referéncias de aplicagdo na
identificacao de modelos continuos. Referéncias sao encontradas em
[Unbehauen e Rao, 1987] e em [Johansson, 1994]. Foi implementada nesse trabalho a
metodologia descrita por Unbehauen que ¢ muito similar a implementada no System
Identification Toolbox do MATLAB. Foi observado que ao contrario da versdo discreta a
versdao continua ¢ muito mais sensivel quanto a estrutura dos modelos, tanto do processo
quanto do disturbio, ou seja, para a identificacdo de modelos continuos pelo método da
maxima verossimilhanca ¢ necessario um bom conhecimento da estrutura do modelo o que ¢
outra desvantagem desse método.
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4.3.2 Método da variavel instrumental

Outra classe de métodos de compensagao de bias nos pardmetros devido a presenca de
ruido nos dados de entrada e saida ¢ conhecida como métodos das varidveis instrumentais. Os
métodos baseados nesse principio foram desenvolvidos principalmente para compensar o bias
nos parametros quando o sinal de saida ¢ contaminado por ruido colorido. Essa classe de
métodos teve um desenvolvimento consideravel no inicio da década de 1970 porque eles sdo
de facil implementagdo e geram estimativa cujas propriedades assintoticas sdo bem
conhecidas. Inicialmente esses métodos foram desenvolvidos para a identificagdo de sistemas
discretos, mas a sua extensao para sistemas continuos ¢ direta.

Relembrando que no caso do método dos momentos de Poisson o modelo do sistema ¢
descrito pela equagdo (4.27), reescrita abaixo:

YLD =M, (DO +wy (D) (4.82)

Como o bias provocado pelo método dos minimos quadrados é devido a correlagdo
existente entre a matriz de regressores M, com o ruido, ou erro da equacdo, w(t), o principio
do método da variavel instrumental consiste em escolher ou gerar uma variavel Z, chamada de
variavel instrumental, que atende as seguintes propriedades:

E[Z(OM, (D))= m}%ﬁzamk (I)#0, éndo singular (4.83)
E[Z(yw (1)]= Ilvigl%iZ(Z)wjf ()=0 (4.84)

Diversos tipos de variaveis instrumentais tém sido propostos na literatura de
identificagdo de processos [Sodestrom e Stoica, 1983]. Nesse trabalho estudaremos o método
da variavel instrumental do modelo auxiliar (VIMA), método esse que foi primeiramente
proposto em [Saha et al., 1991, a, b] ¢ posteriormente estudado por [Garnier, 1995]. Esse
principio consiste em construir a variavel instrumental, Z, a partir de um modelo auxiliar ou
em paralelo conforme mostrado na figura 4.6, abaixo:
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J‘u it)
A=) x(t)

¥
B(s)

¥

1lt)

¥

A(s) »()
B(s)

¥

Figura 4.6: Método da variavel instrumental baseado em modelo auxiliar (VIMA).
Os parametros do modelo auxiliar sdo, em um primeiro instante, estimados da mesma
forma que o método da maxima verossimilhanga, pelo método dos minimos quadrados. O
modelo gerado ¢ entdo usado para gerar a predicdo y(z).
A variavel instrumental, Z, ¢ entdao construida da seguinte forma:

onde, conforme visto no capitulo 3:

M, = |27 (4.86)
Yo =[0ty) ity o 5,t)] (4.87)
M, = | (4.88)

Dispondo de N observacdes dos sinais de entrada e saida do sistema podemos estimar
os parametros do modelo de acordo com a seguinte expressdo, que nada mais ¢ do que a
expressdo do método dos minimos quadrados onde uma das matrizes de regressores foi
substituida por uma matriz com as variaveis instrumentais.

0 = {Z Z(I)M;f(l)} {Z Z()yy (1)} (4.89)

O método da variavel instrumental pode ser resumido pelas seguintes etapas:
1) Estimagao do modelo auxiliar via 0 método dos minimos quadrados;

2) Simulagdo do modelo auxiliar para gerar a variavel instrumental Z;
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3) Estimag¢ado dos pardmetros via equagao (4.89).

J:@
u(t) JAG) ke Xy My
B *OT CFP = 2y My —
MM
" {CFP .
O _MQ‘;PW ::V]IMA;PMFL
io) | 90 w, Ly

Figura 4.7: Diagrama de blocos representativo do método de varidvel instrumental
combinado com o método de Poisson.

O método da variavel instrumental ¢ interessante para realizar a compensagado de bias
pois ndo ¢ necessario o conhecimento de nenhuma informagdo sobre a natureza do ruido.
Além disso esse ¢ um método ndo recursivo ao contrario do método da mdaxima
verossimilhanca. O método da variavel instrumental também pode ser expresso na forma
recursiva conforme exposto em [Ljung, 1897]. Entretanto devemos observar que esse método,
em comparacao com o método dos minimos quadrados, requer mais tempo de processamento
uma vez que exige a utiliza¢do de duas seqiiéncias de dados diferentes. O método da variavel
instrumental pode ser resumido pelo diagrama exposto na figura 4.7, acima:

4.3.3 Método de compensacao de bias por pré-filtros

Outra técnica para a compensacdo do bias dos parametros estimados pelo método dos
minimos quadrados ¢ através da utilizacdo de pré-filtros apropriados nos sinais de entrada
e/ou saida. Essa técnica ¢ usualmente conhecida como compensa¢do de bias. Ela consiste
basicamente na determina¢do do valor do bias dos parametros e sua posterior eliminagdo do
vetor de parametros [Sagara e Wada,1977 e Stoica e Sodertrom, 1982]. Existem na literatura
varias referéncias de diferentes variagdes desse método [Zheng e Feng, 1989/1990; Feng e
Zeng 1991 e Nguyen et al, 1993a] para sistemas monovariaveis discretos e [Nguyen et al.,
1993b] para sistemas multivariaveis.

A desvantagem desses métodos ¢ que estes necessitam do conhecimento prévio de
uma estimativa da variabilidade do ruido que contamina o sistema [Zhao et al., 1991 e Yang
et al., 1993]. Existe, entretanto, outra abordagem que nio apresenta essa restri¢do. A idéia
central dessa abordagem ¢ que um filtro aplicado no sinal de entrada do sistema pode fornecer
informagdes a respeito do bias da estimagdo pelo método dos minimos quadrados. Esse
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método, inicialmente aplicado a sistemas discretos foi estendido aos sistemas continuos por
Zhao em [Zhao et al., 1992]. Garnier em sua tese [Garnier, 1995] analisa essa abordagem
aplicada aos métodos dos momentos de Poisson.

Como visto anteriormente o bias dos parametros estimados ¢ dados pela equagao (4.7)
reescrita abaixo:

AH = R;/IIM RMW (490)

Portanto para estimar o bias dos parametros estimados pelo método dos minimos
quadrados ¢ necessario apenas o conhecimento de R;;,, a matriz de correlagdao entre o vetor
de medidas, ou regressores, € o erro da equacdo, pois Ryns € a matriz de covaridncia dos
parametros do modelo. A matriz Ry, pode ser escrita da seguinte forma:

R, =[R", R.[ 4.91)

onde
R, = €M, 0w () (4.92)
R,, = &M, O)w? ()] (4.93)

Supondo que o ruido ndo apresente correlagdo com o sinal de entrada (sistema em
malha aberta) Ry, pode ser reescrito da seguinte forma:

R, =[R7, |o] (4.94)

Um método para estima R,,, € a aplica¢do de um filtro linear estavel [F (»)]"' contendo
n raizes zi (zi < 0,1=1,2, ..., n) no sinal de entrada do sistema. O filtro F(p) ¢ definido por:

Fp)=[T(p=2)=p"+ 3 p" (4.95)

i=l1
De agora em diante o simbolo “*” sera utilizado para representar as variaveis

correspondentes ao modelo aumentado. O modelo aumentado pode ser entdo representado,
desprezando as condigdes inicias, por:

A(p)Y(p) =B (p)U (p)+ A(p)V(p) (4.96)

onde:
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A(p) = Zn:aip”*i, a, =1 (4.97)
B (p)= F(p)B(p) = 2,5 p"™ (4.98)
. U(p)
U =—" 4.99
D= Fp) (4.99)

A equacao diferencial correspondente ao modelo (4.96) ¢ dada por:

n

S0 E M0 3 O 5 (4.100)

i=0 i=0 dt"

Aplicando a essa equacdo a transformacdo de Poisson de ordem minima (que nesse
caso e ntm) com a introducao do filtro F(p) até o instante # ela pode ser representada de
forma algébrica apropriada.

M, (Of, A=M,,, (i O} B +M,,, {(©} 4 (4.101)

onde:

r B dny(t) dn_ly(t) T
M, O}, = [M{ o } M,,, {—dt”‘l } M, y(t)}%] (4.102)

k

T

. T B dn+mu*(t) dn+m -1 (t) .

Mn+m {u (t)}fA - [Mn+m { dl"”'m } Mn+m { dtn+n1 = cese Mn+m {u (t)}tk (4.103)
1 t

% T
b b, ] (4.104)

Como ja& anteriormente visto, a equacdo (4.101) pode ser escrita na forma de um
regressor linear classico:

Vi, (k) =M, (k)" +w(k) (4.105)

onde

v (=M, {d dff’)} Y LY, (k) (4.106)
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M, (0 =|[7,@intmV, 0] [7,,0 @] | (4.107)
o =[4 BT] (4.108)

Vs b =[ M, O}, M @), o M, o) | (4.109)
U0 =M 0], M (o), o o), | (@.110)
w(k) =M, (O} AQ2:n+m) (4.111)

Iy

Quando o niimero de observagdes ¢ suficientemente grande, tendendo ao infinito, o
A . y y . A
vetor de pardmetros estimado pelo método dos minimos quadrados, 6, do modelo aumentado
tende assintoticamente para:

. A% * -1 *
lim g, (N)=6"+R ). .R,. =0"+A, (4.112)

M q
Da mesma forma que a equagéo (4.94) podemos escrever R . da seguinte forma:

R . =GR (4.113)

M w w

com
G=[1, 0,..] (4.114)

Agora, sabendo que z; (i =1, 2, ..., n) sio as raizes do polindmio F(p)e que B (p)é
dado pela equacdo (4.98) entdo podemos dizer que z; (i = 1, 2, ..., n) também sao raizes de
B'(p), ou seja:

B'(z,)=F(z,)B(z,)=b,z/™" +b z/™" " +---+b  z.+b =0 (4.115)
Essa equac¢do pode ser rescrita na forma matricial de acordo com:

L'6" =0 (4.116)

onde L ¢ dado por:
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0 0 z 1
O O n+m 1

[ = 2 i 4.117)
O O Z::”er o ZW’ 2n+m+l,n

Tendo essas consideragdes em mente, o termo de bias A . pode ser estimado através
do seguinte raciocinio.

Se ém , (V) possui um bias, entdo a equagdo (4.116) ndo pode ser resolvida de forma

que podemos escrever o seguinte:
L', (N)=e&(N) (4.118)

Para um numero finito de observagdes podemos calcular £(N) multiplicando a
equagdo (4.112) por L” de forma que:

eN)=L'¢"+L'R . .(N)GR, (N) (4.119)
Igualando as equagoes (4.118) e (4.119) podemos dizer que:

9 TH -1 Lo A

R, (N)= [L R . (N)G] g, (N) (4.120)

Assim, considerando as equagdes (4.90), (4.113) e (4.120) podemos concluir que o
bias dos parametros pode ser calculado pela seguinte expressao:

A, =R} G[I'R;. ,,(N)GT 16" (N) 4.121)
Oy MM MM mq

Os parametros do sistema sem bias sdo, portanto, dados por:

g, (N)=0. (N)- Ag:u (N) (4.122)

mq

Os parametros do sistema original, €,, podem ser obtidos através da divisdo

polinomial do vetor de parametros do sistema aumentado écb pelo filtro F(p).

A versdo recursiva desse método ¢ dada pelas seguintes equacdes [Garnier, 1995]:

' (k)= ye (k) -M} (k)8 (k-1) (4.123)

K" (k) =P’ (k=1)M; (k)| 1+ M’ (k)P" (k= 1)M] (k)]’1 (4.124)
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0., (ky=0., (k—-1)+K" (k)& (k) (4.125)

P (k)=P (k-1)-K (k)M, (k)P (k-1) (4.126)
A, =P (RG[L'P WG] L6, (k) (4.127)
a(k)=aa(k-1)+(1-a,) (4.128)

0, (k) =6, () ~a(b)A, (k) (4.129)

Um fator de ponderacao « € introduzido no algoritmo para evitar que a corre¢ao do
bias seja totalmente levada em conta nas primeiras iteragdes para evitar oscilagdes dos valores
dos parametros.

De forma geral podemos resumir o método de corre¢do dos pardmetros estimados pelo
método dos minimos quadrados através das seguintes etapas:

1) Aplicag@o de um filtro linear estdvel no sinal de entrada do sistema;

2) Estimag¢ao dos pardmetros do sistema pelo método dos minimos quadrados;

A

3) Estimag@o do bias, A, ;

4) Calculo dos parametros livres de bias do modelo aumentado é:b;

5) Célculo dos parametros originais écb;

A condi¢do necessaria para que esse método funcione adequadamente ¢ que a matriz
[LTR;},M,, (N)G | seja ndo singular, isto €, que possa ser invertida. Para garantir isso ¢
necessario satisfazer duas condi¢oes [Garnier, 1995]:

1) O filtro F(p) tenha n raizes estaveis (negativas) e distintas;

2) O sinal de entrada tenha movimentacao suficiente para excitar o sistema na faixa
de freqiiéncia apropriada.

A convergéncia desse método foi analisada em [Feng e Zeng, 1991] para o caso
discreto podendo ser aplicado diretamente ao caso continuo. Esse método possui como fator
de sintese, além das constantes dos filtros da cadeia de filtros de Poisson, o pré-filtro aplicado
no sinal de entrada do sistema. A escolha desse filtro representa um fator importante na
eficiéncia alcancada por esse método. De forma geral deve-se escolher esse pré-filtro de
forma que a sua largura de banda seja maior do que a do sistema a ser identificado
[Garnier, 1995]. Isso implica na necessidade de um certo conhecimento do sistema a ser
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identificado. No caso de ndo se possuir nenhuma informagdo uma varia¢ao desse método em
os parametros do pré-filtro também sdo estimados foi desenvolvido em [Nguyen et al., 1993]
e em [Sibille et al., 1994].

Esse método, como o método da varidvel instrumental apresenta a vantagem de ndo
necessitar de iteragdes como no caso do método da maxima verossimilhanca. Ele também ¢
interessante pois € capaz de determinar diretamente o bias dos parametros, o que nos permite
estimar a quantidade de disturbio presente nos dados utilizados na identificacao.

4.4 Estudo comparativo dos métodos de compensacao de
bias

Para finalizar o estudo dos métodos de compensacao de bias iremos aplica-los a um
sistema descrito pela seguinte funcao de transferéncia [Garnier, 1995]:

X(s) 2
U(s) s +3s+2

(4.130)

Dos métodos abordados analisaremos apenas o método da varidvel instrumental e da
compensagdo de bias pelo uso de pré-filtros. O método da méxima verossimilhanga ndo sera
abordado pois a implementacdo deste elaborada no curso desse trabalho apresentou os
problemas ja descritos na se¢do 4.3, como geracdo de modelos oscilatorios e forte
sensibilidade quanto a ordem do modelo a ser estimado.

As condigdes experimentais empregadas nesse teste foram as seguintes:

1) O sinal de entrada ¢ um PRBS variando entre —1 e +1;

2) As condigdes iniciais sdao todas nulas;

3) O periodo de amostragem usado ¢ 0,02;

4) Os parametros da cadeia de filtros de Poisson utilizados foram 1= = 2;

5) O numero de pontos amostrados foi de 5000;

6) Ao sinal deterministico x(7) foi adicionado um ruido. Foram testadas tanto a adig¢ao

de ruido branco como de ruido colorido. O ruido colorido foi gerado através da
filtragem do ruido branco com o seguinte filtro linear discreto.

-1 -2
o) = 1+3,98q71 0,8616¢ b @13
1-0,6195¢" +0,09499¢
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O modelo de geragao de ruido foi escolhido de forma que sua largura de banda seja
maior do que a do sistema a ser identificado, isto ¢, o ruido afeta o sistema também em
freqiiéncias médias e altas. Ambos os tipos de ruidos foram adicionados de forma crescente
aos dados deterministicos variando de a razao ruido sobre sinal (RRS) de 0% a 70%.

Os parametros do sistema foram estimados usando o método dos minimos quadrado
(MQ), Variavel Instrumental (VI) e da compensacao por pré-filtro (PF). No método de
compensag¢ado por pré-filtro foi utilizado o seguinte pré-filtro:

F(py=—20 (4.132)

(p+3)(p+2)

As rotinas utilizadas nesse teste foram implementadas utilizando o MATLAB 5.3 e
fazem parte do Continuous Time System Identication Toolbox (CONTSID), [Garnier e
Mensler, 1999].

Os diagramas de Bode (apenas magnitude) do sistema a ser identificado, do modelo
tipo ARMA gerador do ruido colorido, do filtro F(p) e da cadeia de Poisson de ordem 2 sdo
apresentados juntos na figura 4.8, abaixo:

Ganho [dB]

g 5 X 2
10 10 10 10
Frequéncia [rad/s]

Figura 4.8: Magnitude do sistema - linha pontilhada, do modelo ARMA de geragao de ruido -
linha tracejada, do pré-filtro F(p) - linha ponto-tracejada e da cadeia de filtros de
Poisson - linha continua.

Os resultado das estimagdes para diferentes niveis de ruido sdao apresentados na tabela
4.1 para o caso de ruido branco e na tabela 4.2 para o caso de ruido colorido. Nessa tabelas
sdo apresentados os valores dos parametros estimados em cada nivel de ruido bem como os
polos correspondentes. Para facilitar a comparagdo dos resultados utilizou-se dois indices. O
primeiro foi a norma quadratica do erro dos parametros estimados em relacdo aos parametros
do sistema usado na simulacdo dos dados, chamado aqui de NQE@ . Esse indice ja foi
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discutido no capitulo 3. O outro indice utilizado foi o erro percentual da area da resposta no
dominio do tempo a um degrau na entrada que ¢ dado por:

NQED[%)] = 100% (4.133)
Sz

onde As ¢ a area da resposta ao degrau do sistema real e 4, a area da resposta ao degrau do
modelo identificado.

Para facilitar a interpretagdo dos dados estes sdo apresentados em forma grafica na
figura 4.9.

E interessante também analisarmos a variacdo desses indices em funcdo da constante
da cadeia e filtros de Poisson. Para isso mantivemos um nivel de razdo ruido sobre sinal de
30% e variamos a constante A de 0,5 até 10. Os resultados dessa andlise sdo apresentados na
figura 4.10.

Tabela 4.1: Resultados da identificagdo com dados contaminados com ruido branco.

RRS[%] | a;(3) a;(2) by (2) pi(-2) p2(-1)  NOEO(%) NQED(%)
MQ 3,0001 2,0000 2,0000 -2,0001 -0,9999 0,0015 0,0042
VI 0 3,0001 2,0000 2,0000 -2,0001 -0,9999 0,0015 0,0042
CB 3,0000 2,0000 2,0000 -2,0000 -1,0000 0,0000 0,0000
MQ 2,9728 1,9868 1,9865 -1,9583 -1,0146 0,8032 0,1860
VI 10 3,0022 2,0028 2,0052 -2,0016 -1,0006 0,1533 0,5157
CB 3,0011 2,0023 2,0047 -2,0000 -1,0011 0,1288 0,5076
MQ 2,8916 1,9441 1,9384 -1,8282 -1,0634 3,3134 0,2685
VI 20 3,0040 2,0054 2,0103 -2,0026 -1,0014 0,2971 1,0160
CB 3,0022 2,0045 2,0092 -1,9999 -1,0023 0,2554 1,0017
MQ 2,7655 1,8770 1,8615 -1,5696 -1,1959 7,2488 1,3489
VI 30 3,0052 2,0077 2,0150 -2,0026 -1,0025 0,4270 1,4459
CB 3,0033 2,0068 2,0138 -1,9997 -1,0035 0,3819 1,4345
MQ 2,5614 1,7521 1,7251  -1,28-0,331 -1,28-0,331 13,9201 3,2720
VI 40 2,9305 1,9508 1,9602 -1,9081 -1,0224 2,2793 1,3587
CB 2,9132 1,9424 1,9602 -1,8801 -1,0331 2,8039 1,2504
MQ 2,4002 1,6672 1,6257 -1,20+0,47i -1,20-0,471 18,9519 5,3441
VI 50 2,9302 1,9525 1,9640 -1,9056 -1,0246 2,2262 1,6791
CB 2,9142 1,9445 1,9542 -1,8797 -1,0345 2,7160 1,6028
MQ 2,2331 1,5793 1,5224  -1,12+0,58i -1,12-0,581 24,1706 7,8552
VI 60 2,9285 1,9534 1,9669 -1,9007 -1,0277 2,2210 1,9682
CB 2,9151 1,9466 1,9586 -1,8792 -1,0359 2,6324 1,9176
MQ 2,0688 1,4934 1,4208 -1,03+0,65i -1,03-0,651 29,2981 10,7260
VI 70 2,9249 1,9535 1,9687 -1,8929 -1,0320 2,2726 2,2299
CB 2,9159 1,9487 1,9629 -1,8786 -1,0373 2,5535 2,2013
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Figura 4.9: Variagdo dos indices de performance em fun¢do do grau de ruido (1=£=2). Linha
tracejada, minimos quadrados, linha ponto-tracejada, variavel instrumental, linha
continua, compensagao por pré-filtro. Primeira linha — Norma quadratica do erro dos

parametros, segunda linha — Norma do erro da resposta ao degrau.

Tabela 4.2: Resultados da identificagao com dados contaminados com ruido colorido.

RRS[%] | a;(3) a:(2) by (2) pi(-2) p2(-1)  NOEO%) NQED(%)
MQ 3,0001 2,0000 2,0000 -2,0001 -0,9999 0,0015 0,0000
VI 0 3,0001 2,0000 2,0000 -2,0001 -0,9999 0,0015 0,0000
CB 3,0000 2,0000 2,0000 -2,0000 -1,0000 0,0000 0,0000
MQ 2,5014 1,7319 1,6957  -1.25-0.411 -1.25+0.411 15,5875 4,1572
VI 10 2,9570 1,9799 1,9881 -1,9325 -1,0246 1,1863 1,7590
CB 2,9229 1,9631 1,9673 -1,8771 -1,0458 2,2196 1,4768
MQ 1,7829 1,3499 1,2477  -0.89-0.741 -0.89+0.741 38,1160 16,8013
VI 20 2,9040 1,9561 1,9702 -1,8420 -1,0620 2,6614 2,8900
CB 2,8538 1,9303 1,9386 -1,7520 -1,1017 4,2024 2,6909
MQ 1,2896 1,0978 0,9437  -0.64-0.831 -0.64+0.831 53,4407 32,2805
VI 30 2,8215 1,9196 1,9345 -0,6448 -0,6448 5,0079 3,7668
CB 2,7909 1,9006 1,9345 -1,6764 -1,1450 5,9957 3,6523
MQ 0,9870 0,9552 0,7632  -0.493-0.8441-0.493+0.844i 62,6536 47,0484
VI 40 2,7154 1,8744 1,8851 -1.36-0.1761 -1.36+0.1761  8,0430 4,6257
CB 2,7332 1,8737 1,8906 -1.36-0.078i -1.36+0.0781  7,6360 4,4195
MQ 0,7985 0,8784 0,6573  -0.39-0.84i -0.39+0.84i 68,2010 59,6133
VI 50 2,5967 1,8262 1,8285  -1.29-0371 -1.29+0.371 11,4340 5,4348
CB 2,6806 1,8493 1,8705 -1.34-0.231 -1.34+0.231  9,1237 5,0149
MQ 0,6735 0,8388 0,5934  -0.33-0.851 -0.33+0.851 71,7001 70,0025
VI 60 2,4673 1,7742 1,7647  -1.23-0.501 -1.23+0.50i 15,1480 5,1432
CB 2,6324 1,8272 1,8527  -1.31-0.31i -1.31+0.31i 10,4793 5,4627
MQ 0,5839 0,8208 0,5533  -0.29-0.851 -0.29+0.851 74,0475 78,8028
VI 70 2,3233 1,7151 1,6903  -1.16-0.60i -1.16+0.60i 19,3260 4,1091
CB 2,5873 1,8066 1,8366  -1.29-0.361 -1.29+0.361 11,7434 53,7865
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Figura 4.10: Variacdo dos indices de performance em func¢do da constante da cadeia de filtros
e Poisson ,A, (RRS =30%). Linha tracejada, minimos quadrados, linha ponto-
tracejada, varidvel instrumental, linha continua, compensag¢ao por pré-filtro. Primeira
linha — Norma quadréatica do erro dos parametros, segunda linha — Norma do erro da
resposta ao degrau.

Examinando os resultados apresentados na tabela 4.1 e na figura 4.9 podemos verificar
que o desempenho dos métodos dos minimos quadrados se deteriora rapidamente a medida
que a quantidade de ruido presente nos dados aumenta. Esses resultados comprovam, como
dito anteriormente que o método dos minimos quadrados associado com os métodos dos
momentos de Poisson fornece boas estimativas dos pardmetros quando a quantidade de ruido
¢ baixa (< 20%) e esse ruido ¢ do tipo branco. Isso se deve ao efeito de filtragem do dados
promovida pelo método de Poisson que atenua o ruido presente nos dados. Para niveis
superiores de ruido, entretanto, os métodos de compensagdo de bias se tornam fundamentais.
Também ¢ possivel verificar que o método de compensagao de bias por pré-filtro das entradas
apresenta um performance um pouco superior a0 método da variavel instrumental. Esses dois
métodos permitem, como demonstrado, obter boas estimativas mesmo na presenca de
quantidades significativas de ruidos nos dados.

Quando o ruido ¢ do tipo colorido a performance do método dos minimos quadrados
acoplado com o método dos momentos de Poisson se deteriora muito mais rapidamente do
que no caso do ruido branco. Nessa situacdo esse método fornece estimativas equivalentes aos
métodos de compensagdo de bias somente para niveis de ruido muitos baixo (RRS<10%). Isto
considerando apenas o indice NOED. Considerando o indice NOE@ vemos que o método de
compensagdo de bias por pré-filtro é superior ao método da varidvel instrumental para niveis
de ruido superior a 40%. Isso se deve provavelmente ao fato que o modelo auxiliar do método
da varidvel instrumental, estimado pelo método dos minimos quadrados, possui um bias
muito grande.

Analisando a figura 4.10 podemos analisar a influéncia da constante A nos dois
métodos de compensagao de bias. Como no caso do método dos minimos quadrados, o
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desempenho dos dois métodos estudados para a compensagao de bias, depende fortemente da
constante A. Considerando apenas o indice NOE@ vemos que a sua influéncia, tanto no caso
do método dos minimos quadrados como no caso dos métodos de compensacao de bias e para
ambos tipos de ruido ¢ similar. Agora, considerando o indice NOED, vemos que os métodos
de compensagdo de bias apresentam menor sensibilidade do que o método dos minimos
quadrados tanto para o caso de ruido branco, como para o caso de ruido colorido. De uma
forma geral o valor da constante A deve ser escolhido de forma a ser levemente superior a

freqiiéncia de corte do sistema, @w; = 1 rad/s e a»= 2 rad/s para o presente sistema
[Garnier, 1995].
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Capitulo 5

Conclusoes e sugestoes de trabalhos futuros

Para finalizar essa dissertacdo, serd resumido nesse capitulo as principais conclusdes
obtidas nos capitulos anteriores. Na seqiiéncia serdo apresentadas sugestdes ¢ temas para
trabalhos futuros na area de identificagdo de modelos no espaco de tempo continuo.

5.1 Conclusoes

O objetivo principal desse trabalho foi a analise detalhada do método dos momento de
Poisson para a identificagdo de modelos lineares no espago continuo. Para isso primeiramente
introduzimos no capitulo 2 os conceitos basico de identificagdo linear. Nesse capitulo
analisamos inicialmente alguns métodos de identificacdo de modelos lineares discretos uma
vez que estes sdo os mais amplamente empregados. O fato de os modelos de identificacio
discretos serem mais amplamente empregados se deve principalmente ao fato da reduzida
carga computacional requerida para a sua utilizacdo. Com o advento dos computadores
digitais, ¢ uma vez que os primeiros computadores comerciais possuiam uma limitada
capacidade de processamento, os método discretos foram preferencialmente utilizados durante
as décadas de 1970 e 1980.

Em seguida apresentamos o conceito de identificagdo de modelos continuos e
abordamos o problema da necessidade de se utilizar derivadas de sinais para identificacao de
modelos desse tipo. Foram apresentados de maneira sintética varios métodos para contornar
esse problema como por exemplo métodos de fungdes de modulagdo, filtro lineares e analise
espectral dos sinais de entrada e saida do sistema. Nesse capitulo, como conclusio,
analisamos os principais problemas da identificacdo de modelos discretos que ¢ a questdo do
tempo de amostragem dos dados. No Apéndice B ¢ apresentamos de forma clara o problema
decorrente de tempos de amostragem muito grandes denominado efeito alaising. Vimos
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também que a utilizacdo de tempos de amostragem muito pequenos leva a erros numéricos
devido ao fato de que os parametros de modelos discretos sdo funcdo do tempo de
amostragem dos dados.

No capitulo 3 foi estudado especificamente o método dos momentos de Poisson para a
identificacdo de modelos lineares continuos. Primeiramente foi estudada a implementa¢do do
calculo dos momentos de Poisson dos sinais de entrada e saida e o calculo do momentos de
Poisson das derivadas dos sinais em fun¢do dos momentos de diferentes ordens do préprio
sinal. Foi demonstrado que a aplicacdo da transformacdo de Poisson a uma equagdo
diferencial ordindria a transforma em uma equacdo algébrica com os mesmos parametros da
equacgdo original.

Foi estudado também a influéncia das condig¢des iniciais dos sinais de entrada e saida
no processo de identificagdo. Vimos que € possivel elimina-la através do corte das primeiras
amostragens dos sinais de entrada e saida. Similarmente demonstramos ser possivel utilizar
dados contendo off-set na identificagdo através do método de Poisson, bastando para isso
adicionar um novo parametros ao vetor de parametros € uma coluna cujos valores sdo todos
iguais a um na matriz de regressores.

Foi analisado, de forma empirica, a influéncia do valor da constante da cadeia de
filtros de Poisson no resultado da identificagdo, andlise essa que no capitulo 4 foi feita de
forma analitica para sistemas de primeira ordem com ruido branco. Essa analise mostrou que
para sistemas desse tipo o melhor resultado ¢ obtido quando se utiliza o valor da constante A
igual ao valor do polo do sistema. Para sistema mais complexos vimos que, apesar de o valor
de A ter uma influéncia importante sobre o desempenho do método de Poisson, a correlagdao
com a dindmica do sistema ndo ¢ tdo simples.

Ainda no capitulo 3 estudamos também uma versao iterativa do método de Poisson
que permite a atualizacdo da estimagdo dos parametros do modelo a medida que um novo
conjunto de medidas dos sinais de entrada e saida ¢ obtido. Nesse capitulo também
realizamos uma comparagdo entre a identificagdo continua e a identificacdo discreta
comparando o método de Poisson e o0 método ARX. Nesse exemplo o método de Poisson se
mostrou superior ao método de identificacdo ARX quando hé a presenga de ruido nos sinais
do sistema.

Finalmente comparamos o método dos momentos de Poisson com um outro método de
identificagdo de modelos continuos proposto por Johansson demonstrando serem ambos o0s
métodos idénticos.

Até o capitulo 3 lidamos apenas com a identificacdo de modelos lineares sem levar em
consideracdo a presenca de disturbios nos dados de entrada e saida. Para esse tipo de
identificacdo utilizamos apenas o método dos minimos quadrados. No capitulo 4
demonstramos que esse método produz estimativas errdneas quando ha a presenca de ruido
nos dados de entrada e saida.
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Para compensar esse desvios apresentamos trés técnicas encontradas na literatura. A
primeira e mais comum, a da maxima verossimilhanca, ¢ a mais amplamente empregada.
Exemplos do seu emprego podem ser encontrados no Identification Toolbox do MATLAB
onde os modelos tipo ARMAX e BJ a utilizam variando apenas a estrutura do modelo
identificado. Essa técnica apresenta um custo computacional elevado visto que ¢ iterativa e
necessita do célculo do gradiente e da hessiana da fungao objetivo em cada paco.

A segunda técnica apresentada foi o método da varidvel instrumental. Essa técnica
também esta implementada no Identification Toolbox. Estd técnica necessita de menos
capacidade computacional uma vez que usa o método dos minimos quadrados para obter uma
modelo auxiliar, simula esse modelo auxiliar para obter uma variavel, chamada na literatura
de instrumental, e por fim, mais um ultimo passo algébrico similar ao método dos minimos
quadrados para a identificagdo do modelo final.

A terceira técnica apresentada ¢ a técnica de compensacao de bias pela pré-filtragem
do sinal de entrada por um filtro linear. Essa ¢ a técnica que apresenta quase a mesma
necessidade computacional que o método da varidvel instrumental. Entretanto o aspecto mais
interessante desta ¢ que ela permite o célculo explicito do erro (bias) de cada pardmetro.

Finalmente comparamos as ultimas duas técnicas de compensagdo de bias através de
um exemplo simulado. Demonstramos com esse exemplo que a performance da técnica de
compensagado de bias por pré-filtro € levemente superior a da variavel instrumental.

A identificagdo de modelos lineares no espaco de tempo continuo tem recebido um
grande interesse nos ultimos dez anos e o método dos momentos de Poisson ¢ um dos mais
elegantes e eficientes e tem sido amplamente estudado em diferentes aplicagdes. A
identificacdo de modelos continuos faz muito mais sentido para o engenheiro quimico pois a
maiorias dos sistemas com os quais lidamos sdo continuos. Além disso, como ja comentado, o
aumento alucinante que temos presenciado na capacidade dos computadores disponiveis no
mercado elimina a necessidade de grande quantidade de célculos como uma restri¢do para
qualquer método numérico a ser aplicado na prética.
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5.2 Sugestoes

A seguir listaremos algumas sugestdes de assuntos que por falta de tempo nado foram

abordados nesse trabalho.

1)

2)

3)

4)

Identificacio com restricoes: Uma caracteristica interessante dos modelos no
dominio de tempo continuo € que os seu parametros geralmente estdo relacionados
com caracteristicas conhecidas. Dessa forma seria interessante se pudéssemos realizar
um identifica¢do utilizando informagdes ja disponiveis sobre o sistema, como por
exemplo, limites dentro dos quais certos pardmetros devem ser mantidos. Uma
caracteristica particular dos modelos lineares ¢ que caracteristicas dindmicas como
resposta inversa e overshoot estdo relacionadas com a posicao relativa de polos e zeros
do sistema e estes por sua vez estdo diretamente relacionados com os parametros do
modelo. Assim também seria possivel forcar, na identificacdo, um determinado
comportamento conhecido sobre o sistema fixando restricdes quanto a posi¢ao relativa
dos polos e zeros do sistema.

Identificacio de modelos variantes no tempo: Uma caracteristica sobre a
transformagao de Poisson que ndo foi abortada nesse trabalho ¢ que ela também ¢
aplicavel a sistemas variantes no tempo em que os parametros de um equagdo
diferencial ordinaria sdo fungdes polinomiais do tempo. As primeiras referéncias sobre
o método de Poisson abordam essa propriedade, entretanto pouco tem se visto nos
ultimo anos nesse sentido. Nao se tem nenhuma referéncia de fungdes desenvolvidas
para a identificacdo de modelos variantes no tempo utilizando o método de Poisson.

Identificacido de sistema distribuidos: Outra caracteristica interessante do método de
Poisson ¢ que ele também é aplicavel a equagdes diferenciais parciais lineares. E
possivel portanto aplicé-lo na identificacdo de sistema variantes ndo s6 no tempo mas
também no espaco.

Identificacdo de sistema em malha fechada: Esse assunto é com certeza um dos
grandes objetivos da identificacdo de sistemas. Aqueles que trabalham na industria
sabem que nem sempre ¢ possivel abrir uma malha de controle para a realizacdo de
testes a fim de obter dados para a identificagdo de um determinado sistema. Algumas
vezes nao podemos abrir as malhas porque o sistema ¢ instdvel em malha aberta,
outras vezes porque ndo podemos tirar determinada variavel controlada de posicao a
fim de evitar tirar o produto de especificacdo. Portanto um método que permita
identificar os sistema sem a necessidade de abrir as malhas e utilizando dados naturais
de processo seria de grande valor pratico. Muito se tem feito nessa 4rea, mas pouco
coisa combinada com identificacdo no espago de tempo continuo e, apesar do muito ja
feito, ainda ndo se obteve um método confidvel e pratico com os ja disponiveis para
identificacdo em malha aberta.
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S)

6)

7)

Identificacio de tempo morto: Um outro assunto interessante na identificagdo de
sistemas ¢ a determinacdo de tempo morto. A maioria das técnicas convencionais de
identificagdo necessitam que o tempo morto do sistema seja informado previamente a
identificacdo. O desenvolvimento de um método eficiente de identificagdo do tempo
morto seria de grande utilidade pratica uma vez que nem sempre ¢ possivel inferi-lo
manualmente.

Analise teorica do valor otimo de A: Como vimos nesse trabalho, o valor da
constante A tem grande influéncia no desempenho do método dos momentos de
Poisson. Entretanto, com exce¢do de sistemas de primeira ordem com ruido branco,
nao existe uma correlagdo entre as caracteristicas do sistema e o valor 6timo dessa
constante. A pesquisa desse assunto se mostra como um excelente trabalho de
pesquisa tedrica.

Identificacdo multivariavel com perturbacées simultaneas: Esse ¢ um assunto de
grande interesse pratico, uma vez que a maioria dos sistemas reais sdo multivariaveis e
as perturbagdes normalmente utilizadas para a sua identificagdo sdo simultaneas, isto
¢, mais de uma variavel de entrada tem o seu valor manipulado ao mesmo tempo.



Apéndice A

Calculo do gradiente de y predito para modelo
ARMAX

Considere o modelo ARMAX dado pela seguinte equagao:
C(q)p(t/0) = B(q)u(®) +[C(q) — A(q)] »(t) (A.1)
onde o vetor de parametros ¢ dado por:
0= [ak b, ck]

Diferenciando a equagdo (A.1) em relagdo a a; temos:

C(q)aiﬁ(t/e) — 4™ () (A2)

a,

da mesma forma, diferenciando a equagdo (A.1) em relacdo a by e ¢ temos, respectivamente:

C(q)a%&(t/ﬁ) = g™ u(t) (A3)

k

q‘kﬁ(t/9)+C(q)£ﬁ(t/6’) = (1) (A4)

k

Com o vetor ¢(#/6) dado pela equagdo (2.57) reescrita abaixo:
o(t) = [—y(t -1 ... —y(t-n) u(-1) ... u(t- m)] (A.5)
podemos mostrar que:
ClQy(1,0) = (t,0) (A.6)

que pode ser reescrita, caso C(g) seja inversivel, da seguinte forma:

1
,0)=——0(,0 A7
w(t,0) C(q)(p(t ) (A7)



II A. CALCULO DO GRADIENTE DE Y PREDITO PARA MODELO ARMAX

o que demonstra a equacao (2.64), onde y(¢/6) ¢ dado por:

0 0 0
1) =|—yp/0) —p/0) —y(t/0 A8
w(t/0) 2a, »(t/6) oh, »(/0) . »( )} (A.8)



Apéndice B

Efeito Aliasing

O teorema de Nyquist nos diz que um sinal periddico s6 pode ser reconstruido a partir
de amostragens somente quanto o tempo de amostragem ¢ menor do que a metade do seu
periodo, ou seja:

TS <E

O efeito aliasing ¢ o efeito de distor¢do provocado pela amostragem inadequada do
sinal. Um exemplo classico desse efeito ¢ a ilusdo que temos quando vemos a roda de um
carro em movimento em um filme. Temos a impressdo que a roda se move no sentido
contrario. Isso € causado pelo efeito aliasing pois a velocidade circular da roda ¢ muito maior
do que a freqiiéncia com que as cenas de um filme normal sdo gravadas. Para evitar essa
ilusdo seria necessaria a utilizagao de filmes de alta velocidade. Quanto maior a velocidade do
veiculo maior a velocidade do filme.

Por exemplo, tomemos a fung¢ao

y =sin(x)

cujo periodo é 2m. Portanto, segundo o teorema de Nyquist, para que possamos reconstruir
essa funcao de forma tinica devemos ter um tempo de amostragem menor do que .

Se tomarmos um tempo de amostragem igual a 1,27 teremos uma amostragem inferior
ao minimo necessario. Se tomarmos essas amostras e tentarmos ajustar uma curva do tipo
y=sin(ax) obteremos infinitas solugdes para a. Duas solugdes possiveis sdo a = 1 e a = 2/3,
como podemos ver na figura B.1 , abaixo.

Caso tomemos o tempo de amostragem como sendo exatamente igual 7 teremos o
caso em que os ponto amostrados possuem a mesma magnitude, como mostrado na figura 2.2,
abaixo. Vemos que podemos dizer que a fungdo que esses pontos representam € y = 0.
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Figura B.1: Diferentes fungdes do tipo y = sin(ax) ajustadas a amostragem da fungao
v = sin(x) com tempo de amostragem igual a 75 = 1,2n. Linha pontilhada a= 2/3, linha
continua a = 1.
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Figura B.2: Amostragem da fung¢ao y = sin(x) quanto o tempo de amostragem ¢é exatamente
igual a metade do seu periodo, ou seja, Ts = .

Agora, se tomarmos um tempo de amostragem adequado, no presente caso isto
significa Ts < 7, a unica fungdo capaz de se ajustar a esse dados ¢ a propria y = sin(x), com o
pode ser visto na figura 2.3, abaixo, na qual utilizamos um tempo ¢ amostragem igual a 7/2.
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Figura B.3: Amostragem da fung¢ao y = sin(x) quanto o tempo de amostragem ¢ igual a,
T S= /2.

No caso da identificagdo de sistemas o efeito aliasing provoca a perda de informagdes

das componentes de freqiiéncia mais altas. Para exemplificar esse exemplo tomemos com
exemplo o sinal dado pela seguinte composi¢ao de fungdes senoidais.

V(o) =sin(w) +%sin(2a)) +%sin(4a)) +ésin(6a)) +%sin(7a)) + %sin(Sa))

Podemos ver claramente que a regra de formacgdo de cada parcela desse sinal ¢ dada

(3 )n(5e)
Y, =|— |sin| —
27 P

A figura 2.4 abaixo, mostra o espectro do sinal em funcao de @ para P variando no
intervalo [-3,3]-{0} com as componentes utilizadas em destaque. Se amostrarmos esse sinal
em uma determinada freqiiéncia as informagdes das componentes superiores a essa freqiiéncia
distorcerdo as componentes inferiores conforme mostrado na figura B.5.

por:

Se amostrarmos esse sinal com um tempo de amostragem igual metade do periodo da
terceira componente, Ts = n/4 perderemos completamente as informagdes dessa componente e
as informagdes das trés ultimas componentes distorcerdao as duas primeiras componente. Esse
efeito pode ser observados através do grafico temporal da primeira e da quarta componentes
combinadas ¢ da segunda e da quinta componentes combinadas, como pode ser visto nas
figuras 2.6 e 2.7, respectivamente.
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Figura B.5: Espectro de magnitudes de um sinal periodico distorcido.
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Figura B.6: Distor¢ao da primeira componente pelo rebatimento da quinta componente em
torno da freqiiéncia 2/m. Linha pontilhada — componente original, Linha continua,
componente distorcida.
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Figura B.7: Distor¢do da segunda componente pelo rebatimento da quarta componente em
torno da freqiiéncia 2/m. Linha pontilhada — componente original, Linha continua,
componente distorcida.

Como podemos ver a partir das figuras acima a amostragem faz com que as
componentes com freqiiéncia menor que a freqiiéncia de amostragem tenha a informagao
sobre a poténcia de seu sinal avaliada de forma erronea apesar da componente distorcida em si
ter uma magnitude similar a da componente original.



Simbolos e Nomenclatura

t Tempo.
k Variavel amostragem discreta.
N Numero de amostragens utilizadas na identificagdo.
Te Tempo de amostragem.
u Sinal de entrada de um sistema continuo.
X Estado continuo do sistema
y Sinal de saida de um sistema continuo.
e Diferenca entre saida do sistema real e predi¢cdo do modelo.
w Sinal tipo ruido branco.
v Sinal tipo ruido colorido.
f Deriva do sinal f.
¥ Predi¢do do modelo
o) Resposta de um sistema linear a um degrau unitario no sinal de entrada
£ Operador linear genérico
D Operador linear de diferenciagao.
q Operador linear discreto de deslocamento unitario.
S Variavel complexa da transformada de Laplace
z Variavel complexa discreta.
O Vetor de parametros do polindmio F.
o Vetor de parametros do sistema real.
a b, c d Parametros dos modelos lineares
0 Vetor de parametros estimados.
G Modelo do sistema.
H Modelo do distarbio que afeta o sistema G.
a b c d Polinémios dos modelos lineares.
A, B, C,D | Matrizes do modelos de espaco de estados linear
I, Matriz identidade de ordem »
o(t) Vetor de regressores.
w(t) Gradiente da predicdo de y em func¢do dos parametros do modelo.
(1) Hessiana da predicdo de y em fun¢do dos parametros do modelo.
V Funcao objetivo de minimizagao do erro quadratico.
vV’ Gradiente da funcdo objetivo.
Vv Hessiana da funcao objetivo.
L Funcdo de verossimilhan¢a
AT Matriz transposta de 4.
877 Transformacao linear genérica.
i Transformada de Laplace
w(t) Func¢ao de modulagio.
Wy Funcdo ortogonal.
M 1)} Momento de Poisson de ordem k do sinal £(7).
Sl Momento de Poisson de ordem & do sinal f(?) calculado no instante ¢,.
pi(t) Fungao pulso de Poisson de ordem 4.

A B

Constantes da cadeia de filtros de Poisson.




I Matriz de coeficientes binomiais para calculo dos momentos de Poisson das
derivadas.
Fh Vetor dos momentos de Poisson de ordem 0 até n do sinal f{?) calculado no
instante 7.
F(0) Vetor de condi¢des iniciais do sinal f{z).
P Vetor das funcdes pulso de Poisson de ordem 0 até n do sinal calculadas no
instante 7.
M, Vetor dos momentos de Poisson das derivada do sinal (7).
M, Matriz de momentos de Poisson de ordem k dos regressores do sistema.
ye Vetor do momento de Poisson da derivada de mais alta ordem do sistema.
A, Erro (bias) da estimacdo dos parametros.
Ry Matriz de covariancia dos regressores.
R,,, Matriz de variancia cruzada entre a matriz de regressores e o ruido
R,y Matriz de variancia cruzada entre a matriz de regressores e o sinal de saida.
- Matriz de variancia cruzada entre a matriz de regressores e o sinal de entrada.
FE(w) Esperanca matematica do sinal w(z).
o Desvio padrao do sinal w(z).
Z(1) Variavel auxiliar do método da variavel instrumental.
AR Autoregressive model
ARX Autoregressive with eXogeneous input model
ARMAX Autoregressive Moving Average with eXogeneous input model
OE Output Error model
BJ Box-Jenkins model
PMF Poisson Moment Function
MDPMF Multi Dimensional Poisson Moment Function
PCBF Piecewise Constant Basis Function
WF Walsh Function
BPF Block-Pulse Function
HF Haar Functions
NOE©O Norma quadratica do erro dos parametros estimados.

NOED

Norma quadratica do erro da resposta ao degrau unitario.






