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RESUMO

Fenomenos naturais, tecnologicos e industriais podem, em geral, ser modelados
de modo acurado através de equacoes diferenciais parciais, definidas sobre dominios
continuos que necessitam ser discretizados para serem resolvidos. Dependendo do es-
quema de discretizacao utilizado, pode-se gerar sistemas de equacoes lineares. Esses
sistemas sao, de modo geral, esparsos e de grande porte, onde as incégnitas podem
ser da ordem de milhares, ou até mesmo de milhoes. Levando em consideracao essas
caracteristicas, o emprego de métodos iterativos é o mais apropriado para a reso-
lucao dos sistemas gerados, devido principalmente a sua potencialidade quanto a
otimizacao de armazenamento e eficiéncia computacional.

Uma forma de incrementar o desempenho dos métodos iterativos ¢ empregar uma
técnica multigrid. Multigrid sao uma classe de métodos que resolvem eficientemente
um grande conjunto de equacoes algébricas através da aceleragao da convergéncia
de métodos iterativos.

Considerando que a resolucao de sistemas de equagoes de problemas realisticos
pode requerer grande capacidade de processamento e de armazenamento, torna-se
imprescindivel o uso de ambientes computacionais de alto desempenho.

Uma das abordagens encontradas na literatura técnica para a resolucao de sis-
temas de equacoes em paralelo é aquela que emprega métodos de decomposicao de
dominio (MDDs). Os MDDs sao baseados no particionamento do dominio com-
putacional em subdominios, de modo que a solucao global do problema ¢é obtida
pela combinacao apropriada das solugoes obtidas em cada um dos subdominios.

Assim, neste trabalho sao disponibilizados diferentes métodos de resolucao pa-
ralela baseado em decomposicao de dominio, utilizando técnicas multigrid para a
aceleracao da solucao de sistemas de equacoes lineares. Para cada método, sao apre-
sentados dois estudos de caso visando a validagao das implementagoes. Os estudos
de caso abordados sao o problema da difusao de calor e o modelo de hidrodinamica
do modelo UnHIDRA.

Os métodos implementados mostraram-se altamente paralelizaveis, apresentando
bons ganhos de desempenho. Os métodos multigrid mostraram-se eficiente na acel-
eracao dos métodos iterativos, ja que métodos que utilizaram esta técnica apresen-
taram desempenho superior aos métodos que nao utilizaram nenhum método de
aceleracao.

Palavras-chave: Malhas Nao Estruturadas, Decomposi¢ao de Dominios, Multigrid,
Solucao Paralela de Sistemas de Equacoes, Volumes Finitos.



Parallel Multigrid Methods in Unstructured Meshes Applied to
Computational Fluid Dynamics and Heat Transfer

ABSTRACT

Natural, technological and industrial phenomena, in general, can be modeled by
partial differential equations, that are defined on a continuous domain and must be
discretized to be solved.

The discretization process results in linear systems that must be solved at each
simulation time step. Generally, these systems are sparses and have a large number
of unknowns. Taking in consideration these characteristics, the use of iterative
methods is more appropriate for the resolution of these systems, due to the storage
optimization potential and computational efficiency.

A form to increase the performance of iterative methods is to use a multigrid
method. Multigrid is a class of methods that efficiently solves a great set of alge-
braic equations through the acceleration of the convergence of iterative methods.
Basically, the methods multigrid consider a sequence of meshes for the solution of
the system of equations.

Considering that the resolution of systems of equations with numerical high-
quality requires a great amount of processing and storage, becoming the use of high
performance computing adequate to obtain their solution.

An approach in the literature for the resolution of linear systems in parallel is the
domain decomposition methods. These methods are based on the partitioning of the
computational domain in subdomains, such that the global solution for the problem
is obtained by the appropriate combination of the solutions of all the subdomains.

Thus, in this work are considered parallel solvers based in domain decomposition
and multigrid for the solution of linear equation systems. Two study cases are
presented for the validation of the implementations. The first study case is the
problem of heat diffusion. In the second, the objective is to solve the linear systems
originated from UnHIDRA hydrodynamics model.

The implemented methods show good performance and scalability. The use of
multigrid was very efficient in the acceleration of the iterative methods, since me-
thods that had used this technique presented superior performance when comparated
to methods that had not used any method of acceleration.

Keywords: Unstructured Meshes, Multigrid, Domain Decomposition Methods,
Equations Systems Parallel solution, Finite Volume.
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1 INTRODUCAO

Através de modelagem numeérica associada a computacao de alto desempenho,
é possivel realizar a simulagao ou predicao de fendomenos ou processos cientificos,
tecnologicos e industriais, que seriam irrealizdveis ou antieconomicos se efetivados
por métodos experimentais.

Pesquisas empiricas com modelos realisticos ou com semelhanca dinamica sao
fundamentais, pois validam e delineiam os limites de varias aproximacoes para os
modelos matematicos, mas, muitas vezes, tém custo tao elevado que se tornam
economicamente invidveis (MODI, 1997). Esse fato abriu espago para a modelagem
computacional.

Muitos dos fenomenos podem ser modelados matematicamente através de equa-
goes ou sistemas de equagoes diferenciais parciais (EDPs). Porém, essas equagoes,
em geral, nao possuem solucao analitica ou essa solucao é muito custosa, sendo
necessario obter uma solucao aproximada através de métodos numéricos. Essa
solugao através de métodos numéricos necessita que o dominio seja discretizado,
de modo a produzir um conjunto de pontos nos quais os algoritmos se baseiam.
Esse conjunto de pontos conectados, denomina-se malha (MAVRIPLIS, 1996).

Nesses pontos, os termos das EDPs sao aproximados, resultando em um sistema
de equacoes lineares ou nao lineares, que devem ser resolvidos a cada passo de tempo.
Esses sistemas podem ser resolvidos por métodos diretos ou iterativos.

Os métodos diretos apresentam solugao exata, exceto por erros de arredonda-
mento devido as operagoes de ponto flutuante, em um ntmero finito de passos. No
entanto, o uso de métodos diretos é inadequado para a resolucao de sistemas espar-
S0s, uma vez que nao aproveitam a esparsidade da matriz de coeficientes, tornando
essa abordagem dificil, por problemas de armazenamento e pela dependéncia de
operagoes que dificulta a sua paralelizagao (CISMASIU, 2002).

Os algoritmos iterativos, por sua vez, utilizam a matriz apenas como um operador
para construir iterativamente uma seqiiéncia de aproximacoes para a solugao. E,
ao contrario dos métodos diretos, sao muito utilizados na resolugao de sistemas de
equacoes esparsos e de grande porte, devido a sua potencialidade quanto a otimizagao
de armazenamento e eficiéncia computacional.

Existem varias formas para se aumentar o desempenho dos métodos iterativos.
Em particular, emprega-se neste trabalho técnicas multigrid. Basicamente, os méto-
dos multigrid constroem a solucao utilizando uma seqiiéncia de malhas, onde se
resolve o problema na malha fina empregando as demais malhas como esquemas de
COITecao.

Experimentos numéricos mostram que estes métodos sao muito eficientes e po-
dem ser aplicados com sucesso a uma ampla classe de problemas de computagao
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cientifica (BRIGGS, 1987). A bibliografia sobre o assunto mostra que o método
é bastante geral e sua eficiéncia nao é restrita ao tipo da malha utilizado (estru-
turada, ndo estruturada), da discretizagao utilizada (elementos finitos, diferengas
finitas, volumes finitos) ou do tipo do sistema de equagoes obtido da discretizagao
(simétrico, ndo simétrico) (TROTTENBERG; OOSTERLEE; SCHULLER, 2001),
(HORNUNG; TRANGENSTEIN, 1997).

Em geral, os sistemas de equagoes oriundos de simulagoes sao esparsos e de grande
porte, onde as incognitas podem ser da ordem de milhares, ou até mesmo de milhoes
(CANAL, 2000). Considerando tais caracteristicas, uma solu¢ao com alta qualidade
numérica pode requerer grande capacidade de processamento e de armazenamento,
o que torna imprescindivel o uso de ambientes computacionais de alto desempenho.
Sob tais ambientes, simulacoes computacionais podem ser realizadas com um nivel
de detalhe que nao seria vidvel em abordagens computacionais seqiienciais (RIZZI,
2002).

Existem, pelo menos, duas grandes abordagens para a resolucao de sistemas de
equacoes em paralelo. Em uma delas, chamada de decomposicao de dados, gera-
se um unico sistema de equacgoes para todo o dominio que é resolvido através de
um método numérico paralelizado. A segunda abordagem consiste na utilizacao de
métodos de decomposicao de dominio. Os MDDs sao baseados no particionamento
do dominio computacional em subdominios, de modo que a solugao global do pro-
blema ¢ obtida pela combinacao apropriada das solugoes obtidas em cada um dos
subdominios (MARTINOTTO, 2004).

Neste trabalho, utiliza-se métodos de decomposicao de dominios como abor-
dagem de resolucao de sistemas de equacoes em paralelo. Esta escolha é baseada nos
resultados obtidos em Galante et al. (2004-b), onde essa abordagem mostrou melho-
res resultados que a paralelizagao dos métodos numéricos. Além disso, a literatura
técnica mostra que esta é a melhor abordagem para a paralelizagao de problemas que
envolvem a discretizagdo de um dominio fisico (SAAD, 1996; SMITH; BJORSTAD;
GROPP, 1996).

Os MDDs podem ser divididos em duas grandes classes: métodos de Schwarz,
onde os subdominios apresentam uma regiao de sobreposi¢ao e métodos de Schur,
onde os subdominios nao apresentam regiao de sobreposicao.

Sob o escopo apresentado, foram desenvolvidas implementacoes de métodos mul-
tigrid paralelizados pela abordagem de decomposicao de dominio, com e sem so-
breposicao, para resolucao paralela dos sistemas de equacoes gerados pela discretiza-
¢ao de equacoes diferenciais parciais.

1.1 Motivacao e Objetivos

O GMCPAD vem trabalhando no desenvolvimento de aplicagoes de alto desem-
penho desde 1998. Um resultado deste trabalho é o modelo HIDRA, um modelo
computacional paralelo com balanceamento dinamico de carga para a simulagao do
escoamento e do transporte de substancias, tridimensional e bidimensional, em cor-
pos de dgua, tendo como estudo de caso o Lago Guaiba (RIZZI, 2002; DORNELES,
2003). No entanto, importantes questoes mateméticas, numéricas e computacionais
nao puderam ser contempladas no modelo HIDRA. Essas questoes sao objetos de
pesquisa do modelo UnHIDRA (Unstructured HIDRA), um aprimoramento do mo-
delo HIDRA, desenvolvido em conjunto pela UNIOESTE, UCS e UFRGS. Uma das
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modificagoes neste novo modelo é a utilizacdo de malhas nao estruturadas. Logo,
existe a necessidade de desenvolver métodos de solucao que se adaptem a esse novo
tipo de malha, ja que o HIDRA utilizava-se de malhas estruturadas.

Assim, neste trabalho, sdo apresentadas as implementacoes desenvolvidas para
a resolucao de sistemas de equagoes gerados a partir de malhas nao estruturadas.
Mais especificamente sao implementados métodos de solucao utilizando métodos
multigrid paralelizados por decomposicao de dominios, com e sem sobreposi¢ao.
Essa combinagao, de métodos multigrid e métodos de decomposicao de dominio, é
chamada MG+MDD (DOUGLAS, 1996a).

Desta forma, neste trabalho sao disponibilizados diferentes métodos de resolucao
paralela baseado em decomposicao de dominio, utilizando técnicas multigrid para
a solucao de sistemas de equacoes lineares. Para cada método, sao apresentados
dois estudos de caso visando a validagao das implementacoes. Os estudos de caso

abordados sao o problema da difusao de calor e o modelo de hidrodinamica do
modelo UnHIDRA.

1.2 Trabalhos Relacionados e Contribuicoes

Alguns trabalhos e dissertacoes relacionados com a paralelizacao de métodos
de resolugao de sistemas de equagoes lineares, foram desenvolvidos no GMCPAD.
Alguns dos trabalhos ja concluidos sao:

e Paralelizacao de Métodos de Solucao de Sistemas Lineares Esparsos com o
DECK em Clusters de PCs, dissertacao de Ana Paula Canal, onde foram
implementadas versoes paralelas do método do GC e do Método de Thomas
para matrizes do tipo banda (CANAL, 2000);

e Paralelizacao de Métodos de Solugao de Sistemas Lineares em Clusters de PCs
com as Bibliotecas DECK, MPICH e Pthreads, dissertacao na qual Delcino
Picinin Jr. implementou e analisou a paralelizacao do método do GC e do
Método do GMRES, utilizando MPI, DECK e Pthreads (PICININ, 2002);

e Resolugao de Sistemas de Equacoes Lineares através de Métodos de Decom-
posicao de Dominio, dissertacdo de André Luis Martinotto onde se abordou
a solucao paralela de sistemas de equacoes lineares através de métodos de
decomposicao de dominio (MARTINOTTO, 2004).

Estes trabalhos abordaram a solucao de sistemas gerados a partir da discretizacao
de EDPs em malhas estruturadas. Nesse sentido, a principal contribui¢ao desta
dissertacao € a resolucao paralela de sistemas de equacoes lineares gerados a partir
de malhas nao estruturadas, utilizando métodos multigrid paralelizados por métodos
de decomposicao de dominio.

Diversos pacotes oferecem solucao multigrid e alguns deles permitem a solugao em
paralelo, como por exemplo, Madpack5 (DOUGLAS, 1996b), MUDPACK (ADAMS,
1993), Diffpack (BRUASET; LANGTANGEN; ZUMBUSCH, 1998) e o ParMGrid-
Gen (MOULITSAS; KARYPIS, 2001). No entanto, a oferta de pacotes para a
resolucao problemas utilizando malhas nao estruturadas é ainda limitada e quando
existem, geralmente sao restritos a uma aplicacao especifica.
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Alguns trabalhos que exploraram o uso de multigrid em aplicagoes cientificas,
no entanto em uma abordagem seqiiencial sao os trabalhos apresentados em Bitten-
court (1996), Rabi (1998) e Moro (2004) . Um trabalho que merece destaque por
utilizar multigrid em uma abordagem paralela é a tese de doutorado de Manel Soria
Guerrero, intitulada “Parallel Multigrid Algorithms for computational fluid dynam-
ics and Heat Transfer” (GUERRERO, 2000). Neste trabalho o autor apresenta o
uso de multigrid na solugao de problemas de dinamica de fluidos e transferéncia de
calor, empregando malhas estruturadas. Atualmente mais de 3600 referéncias po-
dem ser encontradas no MGNET http://www.mgnet.org, que ¢ o repositério oficial
de métodos multigrid (DOUGLAS, 2006).

A idéia de combinar métodos multigrid e decomposi¢ao de dominio nao é recente
(BASTTIAN; HACKBUSCH; WITTUM, 1998)(CHOW et al., 2005), no entanto as
implementagoes desenvolvidas neste trabalho diferem em diversos aspectos dos tra-
balhos existentes. Em particular, utilizou-se o ciclo Full Multigrid V combinado
com os método aditivo de Schwarz e com o método do complemento de Schur. Além
disso, utilizou-se como métodos de solucao apenas métodos iterativos do subespaco
de Krylov, ao invés de utilizar métodos classicos de solucao, tal como Gauss-Seidel,
comumente utilizado nas abordagens multigrid.

Assim, neste trabalho, sdo abordadas todos as etapas necessarias para a resolu-
cao dos sistemas de equagoes, desde a geracao das malhas nao estruturadas até a
resolucao utilizando métodos multigrid paralelos.

1.3 Organizacao do Trabalho

Este texto esta organizado em nove capitulos, organizado da seguinte maneira.
No Capitulo 2, inicialmente, aborda-se as questoes relacionadas a geragao de malhas
nao estruturadas e as ferramentas utilizadas para a geracao das malhas. Em um
segundo momento serao apresentados diferentes tipos de particionamentos que po-
dem ser adotados e a ferramentas utilizada neste trabalho. No Capitulo 3 é feito um
estudo sobre alguns métodos que podem ser utilizados para a resolugao de sistemas
de equacoes oriundos da discretizacao de equagoes diferenciais parciais. Inicialmente
apresenta-se uma visao geral sobre sistemas de equagoes e na seqiiéncia sao aborda-
dos os métodos iterativos e os métodos multigrid.

O Capitulo 4 apresenta o ambiente computacional de desenvolvimento do tra-
balho. Nele sao abordados aspectos relativos a arquitetura e a ferramentas de pro-
gramagao utilizados. Ainda apresenta-se algumas métricas para a avaliagao do de-
sempenho computacional.

No Capitulo 5 apresenta-se uma visao geral dos métodos de decomposicao de
dominio. A énfase foi dada aos métodos utilizados neste trabalho: o método aditivo
de Schwarz e o método do complemento de Schur.

Os Capitulo 6 e 7 tém como objetivo mostrar todas as questoes relacionadas as
solucoes implementadas neste trabalho. Aborda-se detalhadamente todos os aspec-
tos relevantes para o desenvolvimento dos métodos propostos, desde a geracao das
malhas até a paralelizacao dos métodos de solucao.

As avaliagoes dos resultados obtidos com as paralelizagoes através de testes e
comparagoes sao apresentadas no Capitulo 8. Por fim, no Capitulo 9 resume-se o
que foi desenvolvido ao longo deste trabalho. Sao apresentadas as conclusoes e as
contribuigoes deste trabalho.
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2 MALHAS: GERACAO E PARTICIONAMENTO

No processo de discretizacao de EDPs o dominio é mapeado em uma estrutura
composta por um numero finito de pontos, denominado malha. Nesses pontos os
termos das EDPs sao aproximados, resultando em sistemas de equagoes que devem
ser resolvidos a cada passo de tempo, quando em problemas evolutivos.

Além disso, para a resolucao de um determinado problema em paralelo, a malha
deve ser distribuida entre os processadores disponiveis. Com o particionamento,
cada subdominio pode ser tratado em paralelo com os demais, diminuindo o tempo
total na solucao do problema.

Nesse capitulo inicialmente sao abordadas as questoes relacionadas a geracao
de malhas nao estruturadas, e as ferramentas utilizadas para a geracao das ma-
lhas empregadas. Em um segundo momento serao apresentados diferentes tipos de
particionamentos que podem ser adotados e a ferramentas utilizada neste trabalho.

2.1 Classificagcao dos Tipos de Malha

Basicamente, existem dois tipos de malhas, caracterizados pela conectividade
dos pontos: malhas estruturadas e malhas nao estruturadas (FILIPTAK, 1996).

Em uma malha estruturada, cada ponto do interior da malha é adjacente ao
mesmo numero de elementos. Pode-se identificar os vizinhos de cada ponto através
da soma dos indices (SHEWCHUK, 1999). Pode-se identificar a vizinhanc¢a de um
ponto associando um sistema de coordenadas a cada linha da malha, podendo ser
facilmente armazenados em uma matriz (BERN; EPPSTEIN, 1992). Por exemplo,
os vizinhos do ponto (i, j) sao (i+1,7), (¢,j+1), (i—1,7) e (i,j—1), como mostrado
na Figura 2.1.

Figura 2.1: Exemplo de organizacao dos pontos de uma malha estruturada
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Nas malhas nao estruturadas, o nimero de vizinhos de um ponto nao é neces-
sariamente constante. Diferentemente das malhas estruturadas, nesse tipo de malha
permite-se a existéncia de qualquer quantidade de vizinhos para um determinado
ponto (BERN; PLASSMANN;, 2000). Para o armazenamento desse tipo de malha,
deve-se numerar todos os pontos (também conhecidos como vértices ou nodos) e
os elementos (também conhecidos por poligonos ou células) formados, bem como a
relacao entre eles, como exemplificado na Figura 2.2.

1

Elemento Vértices

1 12 3 3
2 124

3 2 35

4 25 6

5 2 4 6 o
6 56 7

7 6 7 8 5

8 6 8 9

9 6 9 10

10 4 6 10 ?

8
Figura 2.2: Exemplo de armazenamento dos dados de uma malha nao estruturada

Nesse trabalho a discretizacao do dominio ¢ feita utilizando-se malhas nao estru-
turadas triangulares. Malhas nao estruturadas conciliam uma boa representacao do
dominio computacional, ja que diversos problemas sao definidos em dominios com
geometria irregular que nem sempre sao apropriadamente discretizados por malhas
estruturadas (SONI; THOMPSON, 2003). Para mais informagoes a respeito de ma-
lhas estruturadas consultar Knupp e Steinberg (1994), Mavriplis (1996) e Soni e
Thompson (2003) .

2.2 Geracao de Malhas Nao Estruturadas Triangulares 2D

No atual estado da arte em geracao de malhas nao estruturadas, duas classes de
métodos se destacam: avanco de fronteira e triangulagoes de Delaunay (FILIPTAK,
1996).

2.2.1 Avanco de Fronteira

Nos métodos de avango de fronteira, os triangulos sao gerados a partir da fronteira
do dominio a ser coberto pela malha. O dominio é gradualmente preenchido por
triangulos até que todo o dominio esteja completamente coberto.

O contorno do dominio é o ponto de partida para o processo de geragao da
malha. O primeiro passo consiste em discretizar a linha do contorno com pontos,
como mostra a Figura 2.3. Esses pontos unidos por segmentos de reta (arestas)
formam o contorno poligonal do dominio. Esse contorno poligonal corresponde a
fronteira inicial de partida da malha (SHEWCHUK, 1997).

A partir deste poligono, adiciona-se triangulos ao dominio, com ao menos uma
aresta pertencente a fronteira. A cada passo, atualiza-se a lista de arestas da fron-
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Figura 2.3: Discretizagao do contorno do dominio

teira, até que esta lista esteja vazia, o que significa que o processo de geracao da
malha esta completo e todo o dominio foi coberto pela malha, como pode ser obser-
vado na Figura 2.4 (OWEN, 1998).

Nova Fronteira

Nova Fronteira

Figura 2.4: Exemplo de Avanco de Fronteira

Apoés a geragao da malha pelo método de avanco de fronteira é comum utilizar-se
um algoritmo de suavizagao (smoothing) para melhorar a qualidade da malha. O
processo de amaciamento da malha consiste em ajustar os pontos dos triangulos de
modo que eles permanecam com a mesma topologia, mas possuam angulos internos
mais suaves (AUADA, 1997). Na Figura 2.5 pode-se observar a malha obtida ap6s
o processo ter sido completado.

Figura 2.5: Malha gerada por Avanco de Fronteira
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2.2.2 Triangulacao de Delaunay

Este método é baseado em uma propriedade matematica formulada pelo matema-
tico russo B. Delaunay em 1934 (O’'ROURKE, 1998). Essa propriedade é chamada
de critério do circulo vazio. O critério garante que o circuncirculo de um triangulo
nao contém em seu interior nenhum outro vértice, além dos trés que definem este
triangulo. Uma ilustragao deste critério é mostrado na Figura 2.6.

DD TP

Figura 2.6: Exemplo do critério do circulo vazio

O método inicia com a discretizagao do contorno do dominio a ser triangularizado
(Figura 2.7a). Na seqiiéncia, triangula-se o dominio utilizando os pontos que definem
o dominio (Figura 2.7b). Essa triangulacao pode, ou nao, representar a fronteira do
dominio que esta sendo coberto pela malha.

Esta triangulagao é refinada gradativamente pela insergao de mais pontos (Figura
2.7¢), criando triangulos adicionais, e preservando as propriedades Delaunay da
malha. Esse refinamento é feito até que a malha atinja as caracteristicas desejadas.
Por fim a fronteira original do dominio é recuperado se o dominio for nao-convexo

(Figura 2.7d) (OWEN, 1998).

Figura 2.7: Passos de uma triangulagao de Delaunay

Existem vérios algoritmos diferentes para a geracao das malhas através da tri-
angulacao de Delaunay. Exemplos podem ser encontrados em Fortune (1992), Modi

(1997) , O'Rourke (1998) e Shewchuk (1999).
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2.3 Qualidade das Malhas

Como ja visto, a simulagao computacional de um processo fisico requer a dis-
cretizagao do dominio geométrico. O tempo de calculo depende da quantidade de
triangulos da malha, e a estabilidade e a convergéncia do método sao bastante afe-
tadas pela forma dos triangulos. Logo a qualidade de uma malha triangular deve
levar em conta o nimero de triangulos e a forma destes.

Medidas tipicas analisam o maior ou o menor dos angulos, a razao entre a menor e
a maior de suas arestas, a razao entre os raios dos circulos inscrito e circunscrito, etc,
tendo por parametro esta relagao nos triangulos eqiiilateros (SHEWCHUK, 2002).

2.3.1 Malhas Nao Estruturadas Ortogonais

E importante salientar que cada aplicagao pode requerer malhas com caracteris-
ticas especificas. Nos estudos de caso deste trabalho, a modelagem exige que a malha
seja do tipo nao estruturada ortogonal. Este tipo de malha esta vinculada ao método
de volumes finitos empregado na discretizacao das EDPs (CASULLI; WALTERS,
2000).

Uma malha é dita uma malha nao estruturada ortogonal, se cada poligono desta
malha possui um ponto, chamado de centro, de tal forma que o segmento que une os
centros de dois poligonos adjacentes for ortogonal ao lado compartilhado por estes
dois poligonos, conforme pode-se observar na Figura 2.8. Este centro nem sempre
coincide com o centro geométrico do triangulo (CHENG; CASULLI, 2001).

Figura 2.8: Detalhe de malha nao estruturada ortogonal

Uma abordagem empregada para a obtencao destas malhas, é a utilizacao de uma
malha de triangulos acutangulos, ou seja, as medidas dos angulos sao menores do que
90° (CASULLI; WALTERS, 2000). Dessa forma, o centro é dado pelo circuncentro
do triangulo. Caso o triangulo nao se encaixe nessa exigéncia, o centro pode localizar-
se fora do elemento, o que torna o elemento invalido. Assim, para a obtencao
apropriada deste tipo de malhas, é desejavel que os triangulos se aproximem da
forma de um triangulo eqiiilatero.

Para a avaliacao da qualidade da malha, pode-se utilizar duas métricas equiva-
lentes: medi¢ao do angulo maximo de cada triangulo e localidade do circuncirculo
do triangulo. Na primeira métrica calcula-se o maior angulo para cada triangulo.
Se o triangulo contiver um angulo maior que 90° a malha nao possui as caracteristi-
cas desejadas. J4 na segunda métrica, utiliza-se uma primitiva geométrica chamada
ponto em poligono, que determina se um ponto encontra-se no interior de um poli-
gono (GALANTE, 2004). Dessa forma, aplica-se esta primitiva a cada triangulo da
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malha para determinar se o circuncentro estd, ou nao, no interior do elemento. Em
caso positivo para todos os triangulos, a malha é validada.

Existem softwares proprietdrios que geram eficientemente este tipo de malha,
como por exemplo o Janet (http://www.smileconsult.de/) e o Argus One (http:
//www.argusint.com/), mas nao foi encontrado nenhum software gratuito com estas
caracteristicas.

2.4 Pacotes para Geracao de Malhas

Existem varios pacotes para a geragao de malhas, tanto estruturadas quando nao
estruturadas. Uma ampla lista, mantida por Robert Schneiders, pode ver vista em:
http://www-users.informatik.rwth-aachen.de/ roberts/software.html.

Neste trabalho sao utilizados dois geradores de malha, o Triangle e o Fasymesh.

2.4.1 Triangle

O Triangle é um programa desenvolvido em C, por Jonathan R. Shewchuk, para
a geracao e construcao de malhas bidimensionais. Estas malhas podem ser geradas
segundo a triangulacao de Delaunay, a triangulagao de Delaunay com restricao, e
o diagrama de Voronoi. O Triangle é rapido, utiliza pouca memoria, e calcula as
triangulacoes através dos métodos de Delaunay e de Delaunay com restricao. As
malhas sao de boa qualidade e sao geradas usando o algoritmo de refinamento de
Delaunay de Ruppert (SHEWCHUK, 1997).

As caracteristicas para a geracao de malha incluem restricoes de angulo e de
area do triangulo, e a insercao de buracos que podem ser definidos pelo usuario.
Essas caracteristicas foram importantes na escolha desse software para a geracao das
malhas neste trabalho. A malha pode ser visualizada através do software Showme,
distribuido em conjunto com o Triangle.

Triangle pode ser obtido gratuitamente na Internet através do endereco http://
www-2.cs.cmu.edu/"quake/tripaper/triangle0.html. Além do software, estao
disponiveis artigos e documentacao sobre o assunto.

2.4.2 Easymesh

O Easymesh, desenvolvido por Bojan Niceno, gera malhas nao estruturadas bidi-
mensionais em dominios genéricos, permitindo a geragao de malhas em dominios
com buracos e formados por diferentes materiais. As malhas sao geradas através
de triangulacao de Delaunay, e a qualidade da malha é garantida por algoritmos de
suavizacao.

As malhas podem ser visualizadas através do software Showmesh. Este visua-
lizador permite visualizar a numeracao dos pontos, elementos, fronteiras, além de
apresentar recursos de zoom e rotacao da malha.

Em http://www-dinma.univ.trieste.it/nirftc/research/easymesh/
encontra-se o download do gerador e de visualizador, além da documentacgao e in-
formacoes gerais sobre o software.
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2.5 Particionamento da Malha

Para que um determinado problema possa ser resolvido de modo paralelo, via de-
composicao de dominio, usualmente, o dominio é particionado em um certo niimero
de subdominios, os quais sao distribuidos entre os processadores. O problema prin-
cipal nesse processo é como conseguir uma distribuicao equilibrada de carga com-
putacional entre os processadores e como minimizar a quantidade de comunicagao
entre processos, de forma a se obter um significativo ganho de desempenho ao se
explorar o paralelismo.

Mais especificamente, as técnicas de particionamento de dominios devem ser
desenvolvidas tendo os seguintes objetivos (AL-NASRA; NGUYEN, 1991):

e distribuir de forma balanceada a carga entre os processadores, onde cada pro-
cessador deve receber, o numero de elementos de forma proporcional a sua
capacidade de processamento;

e minimizar o tempo de sincronizacao entre os processadores, através da mini-
mizacao do nimero total de pontos da fronteira;

e 0 tempo gasto na particao do dominio deve ser pequeno em relagao ao tempo
total de solucao do problema;

e o algoritmo deve ser capaz de tratar geometrias irregulares e discretizacoes
arbitrarias.

A distribuicao da carga de trabalho, considerando-se a arquitetura disponivel e
exigindo o balanceamento de carga e a minimizagao da comunicagao dos processos,
durante tempo de execucao, é uma das etapas mais importantes da Computacao
Cientifica Paralela (RIZZI, 2002).

O problema da divisao do dominio computacional pode ser modelado como um
problema de particionamento de grafos, onde os vértices representam os pontos da
malha e as arestas a relacao de vizinhanca entre esses. Sob esta abordagem, o
particionamento da malha pode ser visto como o problema de k-particionamento
de grafos, que consiste em dividir um grafo em k subgrafos, de modo que cada
subgrafo contenha um nimero semelhante de vértices, e que o niimero arestas entre
os subgrafos seja o menor possivel (DORNELES, 2003).

O particionamento de grafos ¢ um problema NP-Dificil!. No entanto foram desen-
volvidos diversos algoritmos que geram boas parti¢oes, e com custo computacional

razoavel (KARYPIS; KUMAR, 1995a).

2.5.1 Algoritmos de Particionamento

De acordo com Fjallstrom, os algoritmos de particionamento podem ser divididos
em métodos globais, métodos locais e métodos multinivel como pode ser observado
na Figura 2.9 (FJALLSTROM, 1998).

'Um problema é NP-Completo se é NP, ou seja, uma solucdo ndo deterministica para o mesmo
pode ser verificada em tempo polinomial (Non-deterministic Polinomial) e se todos os problemas
em NP podem ser reduzidos a ele por uma transformacao polinomial. Um problema NP-Dificil é
um problema para o qual todos os problemas em NP podem ser reduzidos, sem ser necessariamente
NP (ou seja, uma solugdo para o mesmo nao é necessariamente verificivel em tempo polinomial).
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Algoritmos de

Particionamento
Globais Locais Multinivel
. Kernighan-Lin
. Fiduccia-Mattheyses:
Geométricos Combinatérios
RCB : : RGB
ORB : : RSB
STR'P ey

Figura 2.9: Uma classificacao para os algoritmos de particionamento

Métodos globais sao algumas vezes chamados de heuristicas de construcao, uma
vez que utilizam a descricao do grafo como entrada e geram uma particao. Os
métodos globais podem ainda ser subdivididos em geométricos ou combinatérios.

Os algoritmos geométricos levam em consideragao informacoes sobre a geome-
tria do dominio. Alguns deles buscam dividir o dominio através de uma linhas
(para dominios bidimensionais) ou planos (dominios tridimensionais). Estes algorit-
mos ignoram a colocacao das arestas, considerando que os vértices proximos estao
conectados por arestas. Exemplos dessa classe sao os algoritmos STRIP (stripwise
partitioning), RCB (Recursive Coordinate Bisection) e ORB (Orthogonal Recursive
Bisection) (DORNELES, 2003),

Ja os algoritmos combinatérios podem ser usados em grafos que nao possuem
um sistema de coordenadas associadas aos vértices, isto é, em grafos onde nao hé
identificagao do vértice como um ponto fisico no espago. Desta forma, durante o
particionamento, essa classe de algoritmos considera apenas a conectividade dos
vértices. Entre os métodos dessa classe cita-se: RSB (Recursive Spectral Bisection)
(SAAD, 1996) e o RGB (Recursive Graph Bissection) (FJALLSTROM, 1998).

Os métodos locais, também chamados de heuristicas de melhoramento, recebem
como entrada um grafo particionado e tentam melhorar a qualidade da particao,
isto é, diminuir o corte de arestas, através do rearranjo dos vértices. Entre os méto-
dos dessa classe os mais conhecidos sao o Kernighan-Lin e o Fiduccia-Mattheyses
(KERNIGHAN; LIN, 1970; FIDUCCIA; MATTHEYSES, 1982).

Os métodos multinivel procuram combinar métodos globais e métodos locais.
Esses métodos sao assim chamados devido as diversas fases que compoem todo o
processo de partigao. Inicialmente o grafo é reduzido a algumas centenas de vértices
e, entao, realiza-se a particao deste grafo reduzido através de um algoritmo global,
e, por fim, essa particao é projetada de volta ao grafo original. Durante o retorno
ao grafo original, sao feitos refinamentos na particao por um algoritmo local, com
o objetivo de reduzir o nimero de vértices na fronteira entre dominios (KARYPIS;
KUMAR, 1998).

Existem diversos pacotes e bibliotecas para particionamento de grafos. Os mais
conhecidos e utilizados sdo: o METIS (KARYPIS; KUMAR, 1995b), JOSTLE
(WALSHAW et al., 1995) e o CHACO (HENDRICKSON; LELAND, 1994). Neste
trabalho utiliza-se o METIS devido a facilidade de aquisicao e de uso.
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2.5.2 METIS

O software METIS é um conjunto de programas especialmente desenvolvidos
para realizar a partigdo de grafos e malhas de grande porte (KARYPIS; KUMAR,
1995b). Os algoritmos sao baseados na particao multinivel de grafos. Devido a alta
qualidade das particoes e ao reduzido tempo de processamento, o pacote METIS foi
escolhido para realizar a particao das malhas.

Na Figura 2.10a pode-se observar um dominio quadrado com 394 triangulos e
224 nodos. Em 2.10b é mostrado o mesmo dominio particionado em 16 partes pelo

METIS.
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Figura 2.10: Exemplo de malha particionada em dezesseis subdominios usando
METIS

O METIS, atualmente em sua versao 4.0.1, esta disponivel gratuitamente através
do endereco http://www.cs.umn.edu/ karypis/metis/, nao sendo necessario li-
cenca de uso. METIS é portavel para a maioria dos sistemas Unix, tais como AIX,
SunOS, Solaris, IRIX, Linux, HP-UX, Free BSD e Unicos. Também esta disponivel
uma versao pré-compilada para sistemas Windows.

Para a visualizacao das malhas particionadas pelo METIS, pode se utilizar o
software PMVIS (Partitioned Mesh Visualizer). O PVMIS permite a visualizagao
de malhas nao estruturadas 2D e 3D, com recursos de zoom, rotagao, e explosao da
malha particionada, como mostrado na Figura 2.10. O PMVIS estd disponivel para
download no endereco http://www-users.cs.umn.edu/ oztekin/pmvis/pmvis.
html.

O PMVIS esta disponivel para qualquer plataforma com compilador C++ e
OpenGL disponiveis. O download da ferramenta e documentacao pode ser obtido
no endereco: http://www-users.cs.umn.edu/ oztekin/pmvis/.

2.6 Consideracoes Finais

Neste capitulo, foram discutidos os processos de geragao e particionamento da
malha. Estes processos irao influenciar consideravelmente nos demais passos neces-
sarios para a resolucao em paralelo dos sistemas de equagoes tratados neste trabalho.
A Figura 2.11 representa o processo da geracao e particionamento das malhas. Tém-
se inicialmente como entrada dados geométricos do dominio da aplicagao, e como
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saida do processo obtém-se a malha particionada. A geracao e particionamento
da malha serve de base para todo o processo de resolucao de um problema, como
apresentado no Capitulo 6.

dados - %
geométricos geracao e
particionamento
de malhas

problema malha
real particionada

Figura 2.11: Processo de geracao e particionamento da malha

Na Secao 6.1, encontram-se mais detalhes sobre a geracao e particionamento
das malhas utilizando as ferramentas citadas, bem como a utilizacao das malhas na
geracao dos dados de entradas para as aplicagoes propostas.

Para mais detalhes sobre os diversos métodos de geracao de malhas nao estrutu-
radas, recomenda-se Filipiak (1996), Owen (1998), Bern e Plassmann (1996) e Soni
e Thompson (2003) .
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3 RESOLUCAO DE SISTEMAS DE EQUACOES

O estudo de sistemas de equagoes é de grande importancia na computagao cien-
tifica, pois estes resultam de modelos discretos provenientes de varios tipos de apli-
cagao, tais como: programacao linear, dinamica dos fluidos, modelagem do clima e
previsao meteoroldgica, etc. (SAAD, 1996).

O objetivo deste capitulo é apresentar alguns métodos que podem ser utilizados
para a resolucao de sistemas de equacoes oriundos da discretizacao de equacoes
diferenciais parciais. Inicialmente apresenta-se uma visao geral sobre sistemas de
equacoes e na seqiiéncia sao abordados os métodos iterativos e os métodos multigrid.

3.1 Sistemas de Equacoes

Um sistema de equagoes lineares pode ser definido como um conjunto de n equa-
¢oes com m variaveis independentes entre si, na forma genérica, como:

anry + apry + 0+ AT, = b
a91X1 + Q929 + Ao, = b2
Am1T1 + A2y + 0 Gpp®py = bm
onde a;; e b; sao constantes reais e x; sao as incognitas, para i = 1,---,me j =

1, ,n.
Usando as operacoes matriciais, o sistema linear acima pode ser escrito como
uma equagcao matricial

Axr =10
para o qual se tem:
ay; Q12 - Aip X by
Q21 Q22 -°° Q2n X2 by
A= . r= . e b=
Am1 Qm2 - Amp Tn bm

A solucao de um sistema de equacoes lineares é obtida através do céalculo de um
vetor z, formado por valores que satisfacam a igualdade Az = b.
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Existem, basicamente, duas classes de métodos que podem ser aplicados na re-
solugao de sistemas de equagoes: os métodos diretos e os métodos iterativos (CIS-
MASIU, 2002).

Os métodos diretos obtém a solucao baseados na fatorizacao da matriz de coe-
ficientes A (FREUND; GOLUB; NACHTIGAL, 1992). Estes métodos resolvem os
sistemas em um ntumero finito e conhecido de passos e os erros que ocorrem se de-
vem, essencialmente, aos arredondamentos na aritmética de ponto flutuante (RIZZI,
2002).

Métodos diretos sao mais gerais e robustos que os métodos iterativos, pois podem
ser utilizados na resolugao de qualquer tipo de sistema. No entanto sao inadequados
para a resolucao de sistemas esparsos, uma vez que nao aproveitam a esparsidade
da matriz de coeficientes do sistema, tornando essa abordagem impraticavel, por
problemas de armazenamento e pela dependéncia de operagoes e/ou de dados que
dificulta a sua paralelizacao (PICININ, 2001; RIZZI, 2002).

Os algoritmos iterativos, por sua vez, utilizam a matriz apenas como um ope-
rador para construir iterativamente uma seqiiéncia de vetores que converge para a
solugao de x (MAILLARD, 2005). E ao contrario dos métodos diretos, sao freqiien-
temente utilizados na resolucao de sistemas de equacoes esparsos e de grande porte,
devido a sua potencialidade quanto a otimizacao de armazenamento e sua eficiéncia
computacional.

Muitas aplicacoes cientificas utilizam EDPs em sua formulacao, e quando dis-
cretizadas, resultam em sistemas de equacgoes altamente esparsos e de grande porte.
Portanto, o emprego de métodos iterativos é mais apropriado nestes casos.

3.2 Meétodos Iterativos

Os métodos iterativos podem ser classificados em estacionarios ou nao esta-
cionarios. Nos estacionarios, cada iteracao nao envolve informagoes da iteragao
anterior e manipulam variaveis do sistema de equagcoes lineares durante a resolucao,
através de operacoes elementares entre linhas e colunas da matriz. Os nao esta-
cionarios encontram a solucao através da minimizacao da funcao quadratica ou por
projecao, manipulando os vetores e matrizes inteiros e incluem a hereditariedade em
suas iteracoes, a cada iteracao. Desse modo calcula-se um residuo que é usado na
iteracao subseqiiente (CANAL, 2000).

Neste trabalho, utiliza-se o método do residuo minimo generalizado (GMRES).
Optou-se por este método por ser considerado um dos mais eficientes e robustos
métodos iterativos para a solucao de sistemas de equacgoes lineares nao-simétricos,
como os gerados nos estudos de caso. Conforme se pode observar na Secao 3.3, estes
métodos sao empregados nos métodos multigrid para encontrar as aproximagoes em
cada nivel de malha.

3.2.1 GMRES

O GMRES ¢é um método iterativo desenvolvido por Saad e Schultz (1986) uti-
lizado na solugao de sistemas de equacgoes lineares de grande porte, esparsos e nao
simétricas (MAILLARD, 2005).

Considerando uma solucao inicial (%), uma solucdo aproximada é obtida através
de (9 + 2, onde z é um vetor no subespaco de Krylov. O GMRES procura encontrar
um z tal que a norma do residuo seja minima, isto é, (%) 4 z é solucdo do sistema
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se Hb — A(z© + z)u{é minima.

O método GMRES possui como principal caracteristica a construcao de uma
base ortonormal V' no subespaco de Krylov. No método GMRES a base ortonomal
no subespago de Krylov é obtida através do processo de Gram-Schmidt Modificado
(VALENTIM et al., 2004).

O GMRES ¢é um método robusto e obtém a solu¢ao aproximada com norma
residual minima. Sua desvantagem ¢ que os produtos matriz-vetor aumentam line-
armente com as iteragoes e todos os vetores da base do subespaco de Krylov tém que
ser armazenados, o que é um problema quando a dimensao m do subespaco cresce.
A solucao mais empregada ¢ reinicializar o algoritmo, fixando-se a dimensao m do
subespago. Essa estratégia gera o conhecido GMRES(m) que tem a desvantagem de
nao ter a robustez do GMRES, uma vez que a convergéncia nao ¢ garantida. Mas,
segundo Saad (1996) se a matriz é real e positiva, o GMRES(m) converge.

Um outro problema é encontrar o valor mais apropriado para m. Se m for muito
pequeno, o GMRES(m) pode ter a convergéncia lenta, ou até mesmo falhar na
convergéncia. Ja para um valor muito grande de m, tém-se os inconvenientes de
armazenamento em memoria. Infelizmente nao existem regras para a determinacgao
de um m ideal, podendo este variar conforme o problema a ser tratado (WEISSTEIN|,
2005). Neste trabalho, o valor adotado para m é 5. O Algoritmo 3.1 apresenta os
principais componentes do método GMRES(m).

Algoritmo 3.1: GMRES

1. rg=0b— Axy;

2. B=rolly;

3. v =ry/f;

4. H, = {hij}1§i§m+1, 1<j<m; H,, =0;
5. for(;;)

6. hij = (U)j,Ui);

7. ’U}j = U)j — hijvi;
8. hyy = llwilly;

9. if(hjpr; ==0)
10. m=7;

11. goto 13;

12. Vi1 = wj/hji1

13. Computar vy, de ||Ber — Hnylly;

3.3 Métodos Multigrid

Ao utilizar-se um método iterativo para a resolucao do sistema Az = b, utilizando
como aproximacao inicial um vetor xy, o método consegue rapidamente diminuir o
erro se a onda for de alta freqiiéncia, mas falha ao tentar remover as componentes
suaves do erro, como pode ser visto na Figura 3.1.

Logo, conclui-se que as componentes do erro de baixa freqiiéncia sao as respon-
saveis pela lenta convergéncia demonstrada pelos processos iterativos que usam um
unico nivel de malha (BRIGGS, 1987; BITTENCOURT, 1996). Como as compo-
nentes de altas freqiiéncia sao aquelas cujos comprimentos de onda sao menores
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baixas freqléncias altas freqléncias

antes de iteragdo /\ /\ /\
NV

LN N N

reducdo pequena da amplitude reducéo significativa da amplitude

apos iteracéo

Figura 3.1: Comportamento de componentes do erro em métodos iterativos

que o espacamento da malha computacional, a taxa de convergéncia cai conforme a
mesma se torna mais refinada, ja que com a diminui¢ao do tamanho dos elementos
da malha, os erros oscilatérios de alta freqiiéncia acabam se tornando proporcional-
mente menos oscilatérios na malha mais fina, dificultando a convergeéncia do método.
Um exemplo é mostrado na Figura 3.2

VT T

malha grosseira malha refinada

Figura 3.2: Exemplo de comportamento do erro oscilatorio em malhas de diferentes
refinamentos

Uma boa solucao para este tipo de problema seria adaptar os métodos itera-
tivos convencionais para que consigam eliminar tanto as componentes suaves (baixa
freqiiéncia) do erro quanto as oscilatérias (alta freqiiéncia). Partindo desta idéia sur-
giram os métodos multigrid (TROTTENBERG; OOSTERLEE; SCHULLER, 2001).

Os métodos multigrid baseiam-se na premissa de que cada faixa de freqiiéncia do
erro deve ser suavizada no espacamento mais adequado para tal. Para que as com-
ponentes do erro baixa freqiiéncia possam ser eliminados com eficiéncia, os métodos
multigrid procuram trabalhar com uma seqiiéncia de malhas M, My, ..., M,,, cada
vez mais grossas, onde entao o erro pode ser rapidamente suavizado. Em cada nivel
de malha, as componentes do erro correspondentes sao eficientemente reduzidas,
acelerando o processo de convergéencia. Um exemplo de uma seqiiéncia de malhas é
mostrada na Figura 3.3.
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Figura 3.3: Exemplo de Seqiiéncia de Malhas
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Assim, o objetivo dos métodos multigrid é resolver o problema definido na malha
mais refinada M, empregando as demais malhas como esquemas de corregao (WES-
SELING, 1992).

Os métodos multigrid baseiam-se em trés elementos centrais: transferéncia de in-
formagoes entre malhas, iteragoes aninhadas, e corre¢ao em malha grossa (BRIGGS,
1987), descritos em detalhes nas segoes 3.3.1, 3.3.2 e 3.3.3, respectivamente.

3.3.1 Transferéncia de Informacoes entre Malhas

Para que se possa utilizar os diversos niveis de malha na solu¢ao de um deter-

minado problema, define-se dois operadores para transferéncia de informacoes ente
malhas, como mostra a Figura 3.4.
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Figura 3.4: Operadores de transferéncia entre niveis de malha

O primeiro operador transfere informacoes da malha grossa M, para a malha
mais fina M,,_;, sendo denominado operador de interpolacao, definido por:

My _
Iyt s My— M,

O segundo operador, definido por:
Iy s My —M,

transfere informagoes da malha mais fina para a mais grossa, e é conhecido como
operador de restricao.

A forma destes operadores pode variar com o tipo de elemento ou com o tipo de
problema. Diversas formas de interpolacao e restricao podem ser encontradas em

Briggs (1987) e Trottenberg, Oosterlee et al. (2001). Os operadores utilizados neste
trabalho sao descritos na Secao 7.1.

3.3.2 Iteragoes Aninhadas

A partir da definicao dos operadores de transferéncia, pode-se definir a estraté-
gia de iteragoes aninhadas (nested iteration). O objetivo é encontrar uma melhor
aproximacao inicial para a solucao através de iteragoes em malhas mais grossas.
Como o sistema gerado a partir da malha mais grossa possui um nimero menor
de incognitas, o custo computacional de sua resolucao é menor, em comparacao a
resolucao do sistema gerado a partir da malha mais refinada.

Logo, pode-se obter uma aproximacao inicial para Ar = b empregando as malha
mais grossas (SARTORETTO, 2005), como mostrado no Algoritmo 3.3.
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onde:

Algoritmo 3.3 : Iteracoes_Aninhadas

= I]]\\jn71 S(AMn7 an? an)

n

_ [Mn

2
M1 S(AMnfl y LMy 15 an&)

T, = []\]\/;[; S(AMsaxM:a?bM?))

_ My
Ty = Ly, S(AM2va27bM2)

n ¢ a quantidade de niveis de malha utilizados;

Apy, representa a matriz relacionada a malha M;;

x ), representa o vetor das incégnitas relacionada a malha M;;

by, representa o vetor dos termos independentes relacionada a malha M;;

S(A,z,b) é um operador que descreve um método de solugao iterativa. Esta
solugao pode ser completa ou apenas a execucao de algumas iteracoes do

O processo ¢ iniciado no nivel mais grosseiro da malha, onde é encontrado uma
solucao inicial para x. Esta solucao é entao transferida para um nivel acima através
do operador de interpolacao. Esse processo repete-se até que o nivel mais refinado da
malha seja alcancado, e por conseqiiéncia, uma boa aproximacao para x. Na Figura
3.5 apresenta-se um diagrama representando a estratégia de iteracoes aninhadas.
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Figura 3.5: Diagrama da estratégia de iteracoes aninhadas

Esta estratégia nao garante que ao final, a solu¢ao em M; nao contenha compo-
nentes de erro suaves (baixa freqiiéncia). O emprego da corregao do erro proveniente
das malhas grossas evita esta limitacao (BITTENCOURT, 1996).
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3.3.3 Correcao do Erro em Malha Grossa

Para se compreender melhor o método de corregdo em malha grossa (coarse grid
correction), algumas consideragoes iniciais devem ser feitas. Suponhamos que se
queira resolver o sistema linear Az = b de modo iterativo, para tal denotamos por x
a solugao exata deste sistema e por ' uma solucao aproximada do sistema, gerada
por um método iterativo. Da relagdo entre x e 2/, pode-se definir duas medidas: o
erro e o residuo.

O erro é definido por:

e=x—1a (3.1)

e infelizmente, é tao inacessivel quanto a solucao exata propriamente dita. Entre-
tanto, uma medida computavel de quao bem 2’ aproxima x é o residuo, definido
por:

r=0b— Ad' (3.2)

O residuo r representa a quantidade pela qual a aproximacao x’ falha em satis-
fazer o problema original Az = b.
Das definigoes (3.1) e (3.2) podemos escrever:

A = b—r
Alx—e) = b—r
Ae = r+Ax—b
Ae = r (3.3)

Usando as equagoes (3.2) e (3.3), o esquema de corre¢ao em malha grossa obtém
uma aproximacao para o erro na malha mais grossa que ¢ utilizada para corrigir a
solucao na malha mais fina. A corregao utilizando a equacgao residual para iterar
sobre o erro é dada pelo Algoritmo 3.4.

Algoritmo 3.4 : Correcao

1' an—l = S(AMn—l ? $Mn—l7 an—l)
2' rMnfl = an,1 - Aan71
3' []]\%:_1 (anfl)

5. I (ear,)

6' an,1 = anfl + 6]\47L71

Apos iterar na malha fina M,,_; até que a convergéncia se deteriore, passa-se en-
tao a iterar na equagao do residuo em uma malha mais grossa M,,, obtendo-se uma
aproximacao para o erro, a qual corrige a solu¢ao = na malha fina (TROTTEN-
BERG; OOSTERLEE; SCHULLER, 2001). A representacao gréfica da correcao em
malha grossa pode ser encontrada na Figura 3.6.
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X :S(AMlaxM ale)
n-l n- My n-
rM”'I N bM”" B AxM an-l - an-l + eMn-l

e, = S(AMn e, T, )

Figura 3.6: Representacao gréafica da corregao em malha grossa

3.3.4 Ciclos Multigrid

A combinagao entre os elementos apresentados definem uma familia de métodos
multigrid, denominados ciclos. Alguns ciclos sao apresentados a seguir.

3.3.4.1 (liclos

A partir do uso de recursividade na estratégia de corre¢ao em malha grossa, pode-
se definir uma familia de métodos multigrid, denominados Ciclos  (WESSELING,
1992; BRIGGS, 1987), dado pelo Algoritmo 3.5 (BITTENCOURT, 1996).

Algoritmo 3.5 : Mu(M, 1)

— n—1 .
an—l - ‘IMn—l + [n (an)’
an—l = S<AMn—1 Y an—l Y an—l);

L. TMy_y = S<AMn—17an—17an—1);

2. if(M,_1 # malha mais grossa)

3' an = [g—l(an—l - AMn—lajMn—l);
4. M, = 0;

5. for (i=0;i<p;i++)

6. xar, = Mu(M,,);

7.

8.

Na notagao usada, s, indica a solucao da equacao do residuo ej;,; da mesma
maneira by, ¢ utilizado ao invés de ry;,, pois 0s mesmos sao termos independentes
dos sistemas de equacoes residuais envolvidos.

Para p = 1 o algoritmo se reduz ao ciclo em V (Figura 3.7a), o qual partindo da
malha mais fina alcanca a malha mais grossa mapeando o residuo entre as malhas,
retornando para a malha mais fina aplicando as corregoes em cada nivel. Para y =
2 o algoritmo é chamado de ciclo em W (Figura 3.7b).

3.3.4.2  Full Multigrid

Como visto na Segao 3.3.4, os ciclos V e W baseiam-se em correcoes em malha
aplicadas recursivamente. Uma outra classe de algoritmos chamada Full Multigrid,
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RV Ve

Figura 3.7: Ciclo V e Ciclo W

além de utilizar correcao em malha grossa, incorpora também o conceito de iteragoes
aninhadas. Essa classe aborda basicamente duas estratégias:

e Full Multigrid V (FMV);

e Full Multigrid W (FMW);

representados na Figura 3.8 e apresentados nos algoritmos a seguir.

Figura 3.8: Ciclos FMV e FMW

A idéia basica do FMV é combinar o ciclo V com a técnica de iteragoes aninha-
das. A solucado inicia-se na malha mais grossa, e entao usa-se esta solucdo como
aproximagao inicial para o préximo nivel, e na seqiiéncia, um ciclo V é executado.
Este processo repete-se até que o nivel mais alto seja alcancado. A execucao do
FMW ¢ analogo a execucao do FMV, mas executando ciclos W ao invés de ciclos

V. O Algoritmo 3.6 apresenta uma formulagao recursiva para as estratégias Full
Multigrid.

Algoritmo 3.6 : FMu(M,)

1. if(M,_1 # malha mais grossa)

2 by, =17 (b, — A, T,y );
3. xy, = 0;

4. xar, = FMup(zay,, bag,);

5 T,y = X,y + 10 (zag,);

6. ., = Mu(My_1);

Neste algoritmo, tomando p igual a 1 tém-se FMV, e com p igual a 2 obtém-se
FMW. Algumas variantes destes algoritmos podem ser utilizadas. Por exemplo, ao
final de um ciclo FMV, concatenam-se varios ciclos V, sendo este esquema denomi-

nado FMVV (BITTENCOURT, 1996).
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3.4 Consideracoes Finais

Este capitulo proporcionou uma visao geral sobre a resolugao de sistemas de
equacoes. Os sistemas podem ser resolvidos através de duas classes de métodos:
métodos diretos e métodos iterativos. Dadas as caracteristicas das matrizes geradas
nos estudos de caso deste trabalho, apresentados no Capitulo 6, emprega-se métodos
iterativos acelerados por multigrid, como apresentado na Figura 3.9.

solugao
do sistema

sistemas de resolugdo
equacoes via multigrid

Figura 3.9: Resolucao de Sistema de Equagoes: Visao geral

Basicamente, os métodos multigrid consideram uma seqiiéncia de malhas para a
solucao do sistema de equagoes. O objetivo é resolver o problema na malha mais
fina empregando as demais malhas como esquemas de correcao. Neste trabalho,
emprega-se o algoritmo full multigrid V (FMV) na aceleracao do GMRES.

Uma vez que os sistemas de equagoes resultantes da discretizacao de EDPs, em
aplicagoes realisticas, sao de grande porte, é conveniente o uso de processamento
paralelo. O préximo capitulo trata do ambiente de desenvolvimento de aplicagoes
paralelas, utilizado para o desenvolvimento deste trabalho. Além disso sao abor-
dadas questoes relacionadas a programagcao paralela.
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4 PROCESSAMENTO PARALELO

Nos sistemas computacionais convencionais cada instrucao do programa ¢é execu-
tada seqiiencialmente, uma apds a outra pelo processador que compoem a maquina.
No entanto, desde o desenvolvimento dos primeiros computadores, sempre se bus-
cou uma forma alternativa de executar mais instrucoes simultaneamente. O objetivo
sempre foi aumentar a velocidade de processamento para que aplicacoes complexas
pudessem ser resolvidas cada vez mais rapidamente com o auxilio da computagao.
Dessa forma surgiu o processamento paralelo (CODENOTTI; LEONCINI, 1992).

O processamento paralelo pode ser definido como o processamento de infor-
macoes, com énfase na exploracao de eventos concorrentes no processo computa-
cional. O processamento paralelo implica na divisao de uma determinada aplicagcao
em partes, de maneira que essas partes possam ser executadas concorrentemente,
por vérios elementos de processamento.

Nesse capitulo aborda-se o ambiente computacional utilizado, bem como alguns
aspectos da programacao paralela, e por fim algumas métricas para a avaliacao do
desempenho computacional.

4.1 Ambiente computacional

As implementagoes propostas nesse trabalho foram desenvolvidas para explorar
o paralelismo em clusters de PCs. Nessa secao apresenta-se a arquitetura utilizada,
bem como os mecanismos de software utilizados para a exploragao do paralelismo
nessa arquitetura.

4.1.1 Clusters

Conceitualmente, um cluster é uma colegdo de computadores (estagoes de tra-
balho, maquinas pessoais ou SMPs), chamados de nodos, os quais sdo utilizados
exclusivamente para obtencao de alto desempenho. Estas maquinas sao fisicamente
interconectadas por uma rede local ou uma rede de alto desempenho (BUYYA,
1999).

Como a principal motivacao do uso de maquinas paralelas é a obtengao de de-
sempenho, uma comparacao dos modelos baseada na relagao entre seu custo e o
beneficio resultante acaba se transformando em uma relacao entre o custo e o de-
sempenho obtido. Mesmo com as dificuldades de se comparar o desempenho entre
os modelos, no caso da relacao custo/desempenho, é muito clara a vantagem dos
clusters em relacao aos outros modelos de méaquinas paralelas. A combinacao de
baixo custo de aquisicao e de manutencao desses sistemas, por causa da utilizacao
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de componentes de propdsito geral, aliado as opgoes de redes de baixa laténcia, vem
aumentando o interesse por essas maquinas nos ultimos anos.

Por estes motivos, o uso desse tipo de arquitetura vem tendo um aumento signi-
ficativo nos ultimos anos. No endereco http://www.top500.org, de atualizagao
semestral, que lista as 500 maquinas com maior poder de processamento do mundo,
pode-se observar um nuimero cada vez maior de clusters. Na edicao de novembro
de 2004, os clusters ocupavam 58,8% das posicoes e em junho de 2005 ja totalizam
60,8% das maquinas, como pode ser visto na Figura 4.1.

MPP (23 4%)

Caonstellations {1 5.8%

Figura 4.1: Distribuicao dos tipos de arquitetura no Top 500

O nivel de paralelismo a ser explorado em um cluster depende, em parte, do tipo
de arquitetura existente, ou seja, em clusters formados por maquinas multiproces-
sadas, existe a possibilidade da exploracao do paralelismo intra-nodos em conjunto
com a exploragao do paralelismo inter-nodos. Ja em clusters formados por maquinas
monoprocessadas, somente o paralelismo inter-nodos pode ser explorado.

=

labtec
server

;

e

]

front end

L
mimin

Figura 4.2: Cluster labtec

]
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As estratégias e implementacoes propostas nesse trabalho foram desenvolvidas
para uma exploracao eficiente do paralelismo em clusters de PCs. Para tal, utilizou-
se o cluster do Laboratério de Tecnologia em Clusters (LabTeC) do Instituto de
Informatica da UFRGS, desenvolvido em conjunto com a Dell Computadores.

O cluster labtec é constituido por 21 nodos, onde 20 desses sao dedicados ex-
clusivamente para processamento e 1 nodo servidor. A interconexao dos nodos de
processamento ¢ feita através de um switch Gigabit Ethernet. No que se refere aos
nodos desse cluster, cada nodo de processamento do cluster é um Dual Pentium III
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1.1 GHz, com 1 GB de meméria RAM, 512 KB de cache e disco rigido SCSI com 18
GB; o nodo servidor é um Dual Pentium IV Xeon 1.8 GHz, com 1 GB de memdria
RAM e disco rigido SCSI com 36 GB. Uma ilustragao do cluster labtec é apresentada
na Figura 4.2.

4.1.2 Biblioteca de Troca de Mensagens

As bibliotecas de troca de mensagens sao ferramentas que possibilitam o de-
senvolvimento de aplicacoes paralelas em maquinas com memoria distribuida. A
funcao de uma biblioteca de troca de mensagens é permitir que processos em dife-
rentes maquinas possam trocar informacoes através de uma rede de interconexao.

As bibliotecas de troca de mensagens estao localizadas entre o sistema opera-
cional e a aplicagao. Essas bibliotecas sao softwares que permitem o uso dos re-
cursos do sistema operacional de maneira mais facil. Neste trabalho utiliza-se uma
biblioteca MPI para a exploragao do paralelismo em clusters.

O MPI é um padrao para bibliotecas de troca de mensagens. Foi desenvolvido
durante 1993 e 1994 por um grupo representantes de empresas, Orgaos governa-
mentais e universidades, chamado de MPI Forum (EL-REWINI; LEWIS, 1998). O
documento que define o padrao MPI: A Message-Passing Standard encontra-se em
http://www.mcs.anl.gov/mpi/.

O padrao MPI especifica a sintaxe e a semantica para 125 fungoes, divididas
entre primitivas de geréncia, primitivas de comunicacao ponto a ponto e primitivas
para comunicagao coletiva (PACHECO, 1997).

As rotinas de comunicagao compoem o ntcleo principal do MPI. Existem rotinas
para comunicacao ponto-a-ponto, que envolvem apenas o envio e recebimento entre
um par de processos. Ja as coletivas, permitem o envio de mensagens de e para
um grupo de processos. Essas mensagens podem ser de redugao, sincronizacao ou
distribuigao de dados (SNIR et al., 1996). Na Figura 4.3 pode-se observar um
exemplo simples de programa em C utilizando primitivas MPI.

#include "mpi.h"
main( argc, argv )
int argc;
char **argv;
{
char message[20];
int myrank;
MPI Status status;
MPI Init( &argc, &argv );
MPI Comm rank( MPI COMM WORLD, &myrank );
if (myrank == 0)
{
Strcpy (message, "Hello world!!!”);
MPI Send (message, strlen (message)+l, MPI CHAR, 1, 99, MPI COMM WORLD) ;
printf ("rank%d sent: message\n", myrank, message);
t
else
{
MPI Recv (message, 20, MPI CHAR, 0, 99, MPI COMM WORLD, &status);
printf ("rank%d received: %s\n", myrank, message);
}
MPI Finalize();

Figura 4.3: Hello World em MPI
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Atualmente o MPI possui diversas implementacoes comerciais ou de dominio
publico. Neste trabalho utilizou-se a implementacao de dominio publico MPICH,
do Argonne National Laboratory. Seu download e documentacao completa pode ser
encontrada em: http://www-unix.mcs.anl.gov/mpi/mpich/download.html.

4.2 Avaliacao de Desempenho Computacional

Um dos fatores que justifica a necessidade de processamento paralelo é a possi-
bilidade de aumentar a velocidade de processamento e reduzir o tempo de execugao
de uma tarefa. Diferentes métricas podem ser utilizadas para determinar se a uti-
lizacao do processamento paralelo esta sendo vantajosa e quantificar o desempenho
alcancado. Dentre estas pode-se citar o tempo de execugao, o speedup e a eficiéncia
(EL-REWINI; LEWIS, 1998).

4.2.1 Tempo de Execucao

O tempo de execu¢ao (Tize.) de um programa paralelo é o tempo decorrido
desde o primeiro processador iniciar a execugao do programa até o ultimo terminar.
A férmula para determinar o tempo de execucao é dada por:

Tewec - Tfinal - T;m'cial

onde Tjpiciqt € 0 tempo do inicio da execugao do programa e Ty;nq € 0 tempo do
término da execucao do mesmo programa.

Nem sempre o tempo de execugao ¢ a métrica mais conveniente para avaliar o
desempenho de um programa paralelo. Como o tempo de execucao tende a variar
com o tamanho do problema, o tempo de execucao deve ser normalizado quando ex-

iste a comparagao de desempenho em problemas de diferentes grandezas (FOSTER,
1995).

4.2.2 Speedup

Speedup (S,) é uma medida utilizada para determinar o aumento de velocidade
obtido durante a execucao de um programa utilizando p processadores, em relacao
a sua execucao seqiiencial. O speedup é dada pela férmula:

Sp = Tseq/Tpar

onde Ty, ¢ o tempo obtido na execugao do algoritmo seqiiencial e T}, ¢ 0 tempo
obtido utilizando p processadores. No entanto, em alguns casos o tempo seqiiencial é
substituido pelo tempo do algoritmo paralelo fazendo uso de apenas um processador,
para se evitar a comparacgao de algoritmos diferentes.

O caso ideal é quando o S, = p, isto é, a velocidade de processamento torna-
se proporcional a quantidade de processadores utilizada. Mas existem trés fatores
principais que degradam essa situacao ideal: a sobrecarga que a comunicacao repre-
senta para os processadores, algoritmos que sao dificilmente paralelizdveis e casos
onde a granulagdo é inadequada para o tipo de arquitetura utilizada (ALMASTI;

GOTTLIEB, 1989).
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4.2.3 Eficiéncia

Outra medida amplamente utilizada é a eficiéncia (E,). Ela é definida com a
relacdo entre o speedup (S,) e o nimero de processadores p, ou seja, é o quanto os
processadores estao sendo utilizados.

Ep: p/P

A eficiéncia varia entre 0 e 1, para eficiéncias variando de 0% e 100% respecti-
vamente (ALMASI; GOTTLIEB, 1989). Por exemplo, se com a execu¢ao de uma
aplicacao paralela é obtido o valor de £, = 0.8, esse valor indica uma eficiéncia de
80% na utilizacao dos processadores.

4.3 Consideragoes Finais

Neste capitulo apresentou-se o ambiente de desenvolvimento do trabalho. Ini-
cialmente foram apresentados conceitos relativos a arquitetura utilizada (clusters de
PCs) e as caracteristicas desse tipo de arquitetura. Para maiores informagoes sobre
arquiteturas paralelas e clusters de computadores recomenda-se De Rose (2001) e
Buyya (1999).

Para a exploracao do paralelismo existem diferentes bibliotecas, que propor-
cionam primitivas para facilitar o desenvolvimento de aplicacoes. Neste trabalho
utilizou-se a biblioteca de troca de mensagens MPI. Para maiores informagoes sobre
o MPI recomenda-se Snir et al. (1996) e Pacheco (1997).

Abordou-se também algumas métricas para a avaliacao de desempenho de uma
aplicacao paralela. No Capitulo 8 sao utilizadas estas métricas nas analises de de-
sempenho das aplicagoes desenvolvidas neste trabalho.

No proximo capitulo sao discutidas as técnicas utilizadas para a resolucao de
sistemas de equacoes em paralelo.
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5 METODOS DE DECOMPOSICAO DE DOMINIO

A expressao decomposicao de dominio possui diferentes interpretacoes em dife-
rentes areas do conhecimento. Nao existe unanimidade na literatura técnica sobre a
terminologia. Na computacgao, o termo geralmente é relacionado a distribuicao dos
dados entre os processadores em uma arquitetura de meméria distribuida (SMITH,;
BJORSTAD; GROPP, 1996), ou ainda, relacionado ao particionamento do dominio
computacional (malha, grafo) em subdominios. J& na matematica, o termo refere-
se a uma técnica para a resolugdo de equagoes diferenciais parciais (MARGETTS,
2002).

Neste trabalho, métodos de decomposigao de dominio (MDD) designam um con-
junto de técnicas e métodos matematicos, numéricos e computacionais para resolver
problemas em computadores paralelos (CHAN; MATHEW, 1994). Um MDD ¢
caracterizado pela divisao do dominio computacional, que é particionado em sub-
dominios empregando algoritmos de particionamento, como mostrado na Segao 2.3.
A solucao global do problema é obtida através da combinacao dos subproblemas que
sao resolvidos localmente. Cada processador é responsavel por encontrar a solugao
local de um ou mais subdominios que a ele sao alocados, e entao, essas solucgoes locais
sdo combinadas para fornecer uma aproximacao para a solucao global (GALANTE,
2003).

Uma ilustracao para o emprego de métodos de decomposicao de dominio na
solugao de sistemas de equagoes lineares (SEL) é mostrado na Figura 5.1. A solugao
do sistema de equacoes global é obtida pela combinacao das solucoes dos subproble-
mas locais.

solugao e
troca de dados

geragéo e geragao dos
particionamento sistemas de
da malha equagdes

= =

solugao
‘ global

dominio malha
particionada

| |
sistemas de
equagoes

Figura 5.1: Decomposicao de dominios
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Abordagens paralelas via decomposicao de dominio baseiam-se no fato de que
cada processador pode fazer grande parte do trabalho de forma independente (SAAD,
1996). E, uma vez que os subdominios podem ser tratados independentemente, tais
métodos sao atrativos para ambientes de memoéria distribuida.

De fato, alguns dos principais atrativos para o uso de MDDs sao: a necessidade
de pouca comunicacao, a qual, em geral, fica restrita as fronteiras dos subdominios;
a versatilidade para trabalhar com distintos modelos matematicos que sao definidos
em diferentes subregioes do dominio global; e o fato de que podem ser utilizados para
a construgao de pré-condicionadores para métodos iterativos (SMITH; BJORSTAD;
GROPP, 1996).

Os MDDs podem ser divididos em duas classes: os métodos de Schwarz, onde
os subdominios apresentam uma regiao de sobreposicao, que pode variar de acordo
com o tipo de aproximacao empregada para resolver os modelos matematicos ja
discretizados, e os métodos de Schur, onde os subdominios nao apresentam regiao
de sobreposicao. Neste trabalho utiliza-se um método com sobreposi¢ao, o método
aditivo de Schwarz, e um método sem sobreposicao, o método do complemento de
Schur. Estes métodos sao abordados nas Segoes 5.1 e 5.2.

5.1 Meétodo Aditivo de Schwarz

Os MDDs de Schwarz caracterizam-se pela decomposicao do dominio global {2
em n subdominios sobrepostos €;, tal que 2 = U, £, com Q;UQ; # 0, para i # j.
As fronteiras artificiais s@o denotadas por I';, e 9€) denota as fronteiras reais de 2.
A fronteira artificial I'; é parte de €; que é o interior do dominio 2, e IQ\I'; s@o os
pontos de 02 que nao estao em I'. Uma ilustracao é mostrada na Figura 5.2.

2

Figura 5.2: Dominio formado pela uniao de um disco e um retangulo com areas
sobrepostas

O primeiro MDD utilizado como método de solugao foi proposto pelo matema-
tico alemao Hermann Amandus Schwarz em 1869. No método desenvolvido por
Schwarz obtém-se a solucao do problema global de modo alternado em cada sub-
dominio, sendo que os valores calculados em um subdominio, em uma determinada
iteragao, sao utilizados como condi¢ao de contorno para o outro subdominio na ite-
racao seguinte. Este algoritmo é conhecido na literatura como MDD Alternante de
Schwarz (FLEMISH, 2001).

Em 1936 Sobolev propoe uma formulagao matematica abstrata para o método
original de Schwarz colocando-o em rigorosas bases matemédticas. Com essa nova
formulagao matematica, o método original de Schwarz, passou a ser conhecido na
literatura técnica como MDD multiplicativo de Schwarz. Posteriormente, Dryja e
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Widlund ao analisarem as caracteristicas matematicas do MDD Multiplicativo de
Schwarz, desenvolveram um novo MDD, o aditivo de Schwarz (DRYJA; WIDLUND,
1987). Neste trabalho emprega-se o MDD aditivo de Schwarz por ser a abordagem
com maior potencial de paralelismo (MARTINOTTO, 2004).

De fato, o MDD aditivo de Schwarz (MAS) utiliza condigoes de contorno do tipo
Dirichlet (RIZZI, 2002). Assim, um subdominio obtém as condigdes de contorno
através do conhecimento dos valores das células adjacentes aos subdominios vizinhos
na iteracao anterior. Assim, os subdominios, durante uma iteracao, podem ser
resolvidos independentemente. Uma versao para operador diferencial parcial, para
o MAS, pode ser escrita como:

Lzuf = fz»,u S Qz

uf = g,u € O\ (5.1)
uf =gt uel

onde Lyuf = f;,u € Q; representa a solugdao no interior de ; uf = g, u € 9Q\I
representa a solucdo na fronteira real de Q; e u¥ = ¢gF~! a solucdo na fronteira
artificial I" de (2.

Note-se que para resolver (5.1) no tempo k é necessirio o conhecimento dos
valores das células de contorno no nivel de tempo anterior (kK — 1), como pode ser
visto em uf = ¢g*~!. Assim, para resolver o problema em paralelo em arquiteturas de
memoéria distribuida deve-se trocar informagoes, chamadas de condigoes de contorno
(CC), entre os subdominios, até que a convergéncia seja alcangada.

No MAS, todos os subdominios usam a solugao da tltima iteragdo em cada sub-
dominio como CC para os subdominios adjacentes, de modo que cada um deles pode
ser resolvido independentemente, ficando as comunicagoes restritas as fronteiras e
as sobreposicoes. Além disso, supondo que §2; N Q; Ny # @,Vi # j # k, pode-se
mostrar que o algoritmo converge, e a presenca de regioes sobrepostas assegura a
continuidade da solucdo e de suas derivadas (DEBREU; BLAYO, 1998).

O uso de células de sobreposicao pelo MAS, requer a especificacao de CC de
Dirichlet. Neste caso o vetor dos termos independentes do sistema Au = b é escrito
como b* = b° + B x uF~!, onde 3 é o coeficiente associado ao valor nodal da célula
do dominio adjacente, calculado na iteracdo anterior, e u*~! ¢é a incégnita calculado
neste passo de tempo.

a)

Figura 5.3: Dominio sem sobreposigao (a) dominio com sobreposigao (b). Detalhe
de troca de dados entre dois subdominios em (b)
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Na Figura 5.3 apresenta-se um exemplo de um dominio partcicionados sem
sobreposi¢ao (a) e um em um segundo momento, apresentando as células de so-
breposi¢ao (b). Pode-se observar também nesta figura a troca de dados entre sub-
dominios com uma célula de sobreposicao. A troca de dados é feita enviando in-
formacoes das células do dominio §2; para as células da area de sobreposicao de §2,
correspondente e vice-versa.

E importante ressaltar que a taxa de convergéncia dos métodos de Schwarz é
sensivel ao nimero de células na regiao de sobreposicao. Com o aumento da area de
sobreposicao, maior sera a velocidade de convergéncia. Em compensacao maior sera
o tamanho dos subdominios 2; e, conseqiientemente, o custo computacional para o
calculo das solugoes locais.

5.1.1 Convergéncia do Método Aditivo de Schwarz

Nesta segao apresenta-se um exemplo de resolucao de um sistema de equagoes
através do método aditivo de Schwarz, utilizando dois processos. O dominio utilizado
é apresentado na Figura 5.4. Para a construcao da matriz dos coeficientes utilizou-se
a equacao da difusao do calor, apresentada no Capitulo 6.

AVAVA
XK
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<
>
>
A

\VAVAVAVAVA
\VAVAVAVAVAVAVAVAVAN

[

Figura 5.4: Dominio computacional, formado por 236 elementos triangulares

Na Figura 5.5 pode-se observar a convergéncia da solucao no MAS. Na primeira
iteracao a solucao é feita sem nenhuma troca de dados anterior. Logo, as solugoes
encontradas sao as solugoes locais sem a contribuicao dos vizinhos. J4 na segunda
iteragao a solugao é obtida apds a troca das contribuigoes dos subdominios vizinhos.

Note que a solucgao, ao fim da segunda iteracao, vai se tornando mais homogénea.
Na terceira iteracao, apos a segunda troca de dados, a solu¢ao converge para uma
solucao continua entre os subdominios.

5.2 Meétodo do Complemento de Schur

O método do complemento de Schur (MCS) foi desenvolvido na década de 70.
Neste MDD o dominio €2 é particionado em subdominios sem sobreposicao, da forma
que:

Q= Q; tal que Q;NQ; = 0.

1=1,s

A continuidade da solugao entre os subdominios é garantida através da solugao de
um sistema de interface (sistema correspondente as células pertencentes as fronteiras
artificiais criadas pelo particionamento). O sistema de interface é conhecido na
literatura como complemento de Schur (SMITH; BJORSTAD; GROPP, 1996).
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Figura 5.5: Exemplo de convergéncia do método aditivo de Schwarz

Existem diversas variantes do MCS, diferenciadas pela forma de particionamento
e de numeracao das células utilizada. Neste trabalho utiliza-se a abordagem descrita
em Saad (1996). Nesta abordagem, em cada subdominio 2;, as células locais s@o
ordenadas de forma que as células pertencentes a interface (fronteira com subdominio
vizinho) sao listadas depois das células internas do subdominio, como mostra a
Figura 5.6. Tal ordenagao apresenta algumas vantagens, incluindo uma comunicagao
entre processos mais eficiente (SAAD; SOSONKINA, 2000).

Adotando essa ordenacao, o vetor de incégnitas z; pode ser particionado em duas
partes:
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Figura 5.6: Esquema de numeragao das células no método do complemento de Schur

T; = i
Yi

onde o subvetor wu; representa as células internas do subdominio e o subvetor y;
representa as células da interface do subdominio €2;. Da mesma forma, o vetor dos
termos independentes b; pode ser particionado em:

9i
onde f; representa as células internas e g; representa as células da interface.

Cada matriz é chamada de matriz local. Esta matriz local é formada por quatro
submatrizes:

B E;
w7 ]

onde B; é uma matriz associada as células internas do subdominio €2;, as matrizes
E; e F; representam as interacoes entre as células internas e as células de interface
do subdominio €2;, e a matriz C; representa as células pertencentes a interface do
subdominio (SAAD; SOSONKINA, 2000). Tem-se também uma estrutura adicional
FE;; que representa a interacao entre a interface local e a interface dos subdominios
vizinhos €); para o sistema local do subdominio €2;. A Figura 5.7 mostra um exemplo
de matriz.
Com isso, as equacoes locais podem ser escritas, para 1,...,n processos, como:

Bu; + Ey; = fi
Fu, + Cy + X Eyy; = g

JEN;

O termo Ej;y; ¢ a contribuicao dos subdominios vizinhos €2; para o sistema local
do subdominio €2; e N; é o conjunto de subdominios vizinhos ao subdominio 2;.
Destaca-se que é a soma dessas contribuigoes que garante a continuidade da solugao
entre os subdominios (MARTINOTTO, 2004).
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B.::> [ ] [ [ <:|E1

D :o <::|C] o. <:E12

XXX <:E2

Em =
N"ﬂ =

Figura 5.7: Matriz formada a partir da Figura 5.6

Isolando u; na primeira equagao temos:

u; = B '(fi — Ey:) (5.2)

Substituindo u; na segunda equagao, obtém-se:

Swi+ Y Eyy; =g — BB f; (5.3)
JEN;
onde S; = C; — F;B; LE,. Esta matriz é conhecida na literatura como complemento
de Schur.

Resolvendo (5.3) encontra-se a solugao para o vetor y;, que estd relacionada as
incégnitas das regioes de interface. No entanto, os valores de y; sao desconhecidos.
Assim, deve-se resolver

Siwyi = gi — FiB ' f;, (5.4)
na qual uma aproximacao grosseira para y; ¢ obtida, j4 que nao considera a cola-
boracao das contribuicoes dos subdominios vizinhos. Na seqiiéncia, utiliza-se esta
aproximacao em (5.3), de modo a obter uma solugdo mais acurada para y;. Entao
cada processo utiliza os valores encontrados para y; para encontrar, de modo inde-
pendente, os valores de u; em (5.2), que sdo os valores das incognitas referentes a
parte interna dos subdominios.

5.2.1 Matrizes Inversas

Na formulagao do método do complemento de Schur, existe a necessidade do uso
de matrizes inversas. Este ¢ o principal obstaculo do método, pois os métodos con-
vencionais de inversao destréem a esparsidade das matrizes e além disso, possuem
um alto custo computacional. Em Charao (2001), Galante (2003) e Martinotto
(2004), os autores optaram por construir aproximagoes para as matrizes inversas
através de métodos polinomiais. Essas aproximagcoes baseiam-se na série de Neu-
mann para obter uma aproximagao M~! para B~! (MARTINOTTO, 2004). Se a
série é truncada com k& = 0, obtém-se que:

M~'=D1
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Truncando-se a série com k = 1, tem-se:
M*'=D*'-D YL+ L")D™!

onde, D! é a inversa da diagonal principal, L é a parte inferior & diagonal principal
e LT é denota a transposta de L.

Estas aproximacoes tém a vantagem de terem pouco custo computacional, além
de manterem a estrutura da matriz, evitando preenchimento (fill-in), no entanto, a
aproximacao M ! por elas geradas apresentam baixa qualidade numérica.

Neste trabalho optou-se em utilizar uma abordagem em que sao feitas manipu-
lacoes algébricas para resolver o problema das inversas. Dado o sistema:

(C; — EBi_lEi)\yf/: g9 — FiB' f; (5.5)
A T b

pode-se resolve-lo através de um método iterativo, como o GC ou GMRES, fazendo-
se algumas modificacoes nas operacoes de multiplicacao de matriz-vetor existentes
nestes métodos. Para exemplificar, é mostrado o cdlculo do residuo (r), operagao
comum nos métodos iterativos, que é dada por:

r=>b— Ax.
Inicialmente, encontra-se o valor para b, representado em (5.5) por g; — F;B; ' f;:
9i— EB ' fi =0

EB ' fi=b+ g,
N——

Resolvendo o sistema de equagoes resultante:

Biy=f

encontra-se o valor para v, e por retrosubstituicao, determina-se o valor para «, e
por conseqiiéncia determina-se b.
O segundo passo é calcular o produto Az. Dado que A = C; — F;B; ' E;, temos:

Az = (C; — E.B7'Ey)x

Az = (C; — F;B;'E))x

B
B =Cir— FiB 'Ex
~  —
p @
B=p—09 (5.6)

O valor de p é facilmente encontrado através de um produto matriz-vetor. Ja o
valor de ¢ é obtido por:
EB 'Ex=¢
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B'Ex=F'¢
~ N——
w ¢

Resolvendo o sistema de equacoes resultante:
By =w

encontra-se o valor para ¢, e por retrosubstituicao, determina-se o valor para ¢.
Assim, obtém-se um vetor 3 equivalente ao produto matriz-vetor Az. Desse modo
o residuo r = b — Ax é obtido por uma operacao de subtracao de vetores r = b — 3.

Com a utilizagao desta abordagem algébrica, a qualidade numérica da solugao
depende apenas da precisao do método escolhido para a resolugao dos sistemas de
equacoes.

5.3 Consideracoes Finais

Este capitulo apresentou uma visao geral dos métodos de decomposicao de do-
minio. A énfase foi dada aos métodos utilizados neste trabalho: o método aditivo de
Schwarz e o método do complemento de Schur. Estes métodos sao utilizados em con-
junto com multigrid para a obtencao de um método de resolucao paralela, descrita
no Capitulo 6. Essa combinacao, de métodos multigrid e métodos de decomposicao
de dominio é chamada MG+MDD (DOUGLAS, 1996a).

Uma visao completa das areas de utilizacao de métodos de decomposicao de
dominio, bem como os ltimos avancgos obtidos nestes métodos, podem ser obtidos no
férum International Conferences on Domain Decomposition Methods (http://www.
ddm. org), que realiza encontros anuais desde 1987 sobre métodos de decomposicao
de dominio.
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6 GERACAO DE HIERARQUIA DE MALHAS E DE SIS-
TEMAS DE EQUACOES

Este capitulo aborda as questoes relacionadas aos métodos de solucao imple-
mentados neste trabalho. Como se pode observar no diagrama da Figura 6.1, este
trabalho esta dividido em quatro atividades, que incluem:

1. geracao e particionamento de malhas;
2. criagao da hierarquia de malhas;
3. montagem dos sistemas de equagoes lineares;

4. resolucao dos sistemas em paralelo.

geracdo da

dados
geométricos geragio e %

particionamento hierarquia _
de malhas de malhas
problema
real malha
particionada
malhas com
diferentes
refinamentos
dados da
malha
S
_ o I [s]_,
equagdes - -
- = o . o | —>]
d'ferer_lc_'als montagem dos . . Sﬁna|
parciais sistemas
. —>
; = ' soluc&o final
- resolucao 2 do problema
sistemas de via multigrid ~ solugdes

equacgoes paralelo parciais

_— ~— —
e "

® ®

Figura 6.1: Passos para a solucao do problema

A primeira atividade compreende todo o processo de geragao e particionamento
das malhas. Uma vez geradas, essas malhas servem de entrada de dados para o
modulo que gera a hierarquia de malhas necessarias para os métodos multigrid, con-
forme mostrado na Secao 4.2. Na seqiiéncia, discretiza-se a EDP