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‘You should learn not to make personal remarks, Alice said with some seve-
rity; ‘it's very rude.

The Hatter opened his eyes very wide on hearing this; but all he said was,
‘Why is a raven like a writing-desk?’

‘Come, we shall have some fun now!” thought Alice. ‘I'm glad they've begun
asking riddles.—I believe | can guess that, she added aloud.

Alice’s Adventures in Wonderland, Lewis Carroll

‘When | use a word, Humpty Dumpty said in rather a scornful tone, ‘it means
just what | choose it to mean — neither more nor less.’

‘The question is, said Alice, ‘whether you CAN make words mean so many
different things.’

‘The question is,’ said Humpty Dumpty, ‘which is to be master - - that's all.’

Alice Through the Looking Glass, Lewis Carroll
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RESUMO

Este trabalho versa sobre a avaliagdo da compresséo de dados e da qualidade de ima-
gens e animacfes usando-se complexidade de Kolmogorov, simulacdo de maquinas e
distancia de informacdo. Complexidade de Kolmogorov é uma teoria da informacao e da
aleatoriedade baseada na maquina de Turing. No trabalho é proposto um método para
avaliar a compresséo de dados de modelos de animacao grafica usando-se simulacao de
maquinas. Também definimos formalmente compressao de dados com perdas e propomos
a aplicacéo da distancia de informacdo como uma métrica de qualidade de imagem. O
desenvolvimento de uma metodologia para avaliar a compresséo de dados de modelos de
animacao grafica para web é (til, a medida que as paginas na web estdo sendo cada vez
mais enriquecidas com animagdes, som e video, e a economia de banda de canal torna-
se importante, pois 0s arquivos envolvidos séo geralmente grandes. Boa parte do apelo
e das vantagens da web em aplicacbes como, por exemplo, educacdo a distancia ou pu-
blicidade, reside exatamente na existéncia de elementos multimidia, que apoiam a idéia
gue esta sendo apresentada na pagina. Como estudo de caso, 0 método de comparacao e
avaliacdo de modelos de animacéao gréafica foi aplicado na comparagéo de dois modelos:
GIF (Graphics Interchange Format) e AGA (Animacao Grafica baseada em Autématos
finitos), provando formalmente que AGA é melhor que GIF (“melhor” significa que AGA
comprime mais as animacdes que GIF). Foi desenvolvida também uma definicdo formal
de compressao de dados com perdas com o objetivo de estender a metodologia de avalicdo
apresentada. Distancia de informacgéo € proposta como uma nova métrica de qualidade
de imagem, e tem como grande vantagem ser uma medida universal, ou seja, capaz de
incorporar toda e qualquer medida computavel concebivel. A métrica proposta foi testada
em uma série de experimentos e comparada com a distancia euclidiana (medida tradici-
onalmente usada nestes casos). Os resultados dos testes sdo uma evidéncia pratica que a
distancia proposta é efetiva neste novo contexto de aplicacdo, e que apresenta, em alguns
casos, resultados superiores ao da distancia euclidiana. Isto também € uma evidéncia que
a distancia de informacao é uma métrica mais fina que a distancia euclidiana. Também
mostramos que h& casos em que podemos aplicar a distancia de informacdo, mas nao
podemos aplicar a distancia euclidiana. A métrica proposta foi aplicada também na avali-
acdo de animacdes gréficas baseadas em frames, onde apresentou resultados melhores que
os obtidos com imagens puras. Este tipo de avaliacdo de animacgdes € inédita na literatura,
segundo reviséo bibliografica feita. Finalmente, neste trabalho é apresentado um refina-
mento a medida proposta que apresentou resultados melhores que a aplicacdo simples e
direta da distancia de informacao.

Palavras-chave: Complexidade de Kolmogorov, Teoria da Informagao, Compressao de
dados, Qualidade de imagem, Animacao gréfica, Teoria da Computacao.



Evaluating Data Compression and Image Quality in Computer Animation Models
for Web: A New Approach Based on Kolmogorov Complexity

ABSTRACT

This work deals with the evaluation of data compression and image quality applyed
to images and computer animations, using Kolmogorov complexity, machine simulation,
and information distance. Kolmogorov complexity is a theory of information and ran-
domness based on Turing machine. We propose a method to evaluate data compression
in computer animation models using machine simulation. Also, we formally define lossy
data compression and present an application of information distance as an image quality
metric. The development of such methodology to evaluate data compression of computer
animation models is very usefull, as the web pages are enriched with animations, sound
and video, and the band-width must be optimized, because the files envolved are gener-
ally very large. Much of the appeal and advantage of web applications as, for example,
education or publicity, rely exactly on the existence of such multimedia elements, which
support the ideas presented in the text. As a case study, we present an application of
the method to evaluate computer animations, comparing two models: GIF (Graphics In-
terchange Format) and AGA (Automata-based Graphical Animation), formally proving
that AGA is better than GIF (“better” means that AGA compress animations more than
GIF). It was developed a formal definition of lossy data compression too, with the intent
to extend the methodology presented. Information distance is proposed as a new image
quality metric, with the advantage that it is in a formal sense universal, that is, capable
of incorporate any computable conceivable metric. The proposed metric was tested in a
serie of experiments and compared with the euclidian distance (the metric more used in
cases like that). The tests are a practical evidence that information distance is effective in
this new application context, and that presents, in some cases, better results than euclid-
lan distance. Moreover, it is an evidence that information distance is finer than euclidian
distance. We show cases where we can apply information distance but we can not ap-
ply euclidian distance. The proposed metric is applyed to the evaluation of frame-based
computer animations too, where we reach better results than with simple images. This
kind of evaluation is unpublished, according review we made. Finally, this work intro-
duces a refinement to the metric proposed, which shows better results than the simple and
straightforward application of information distance.

Keywords: Kolmogorov Complexity, Information Theory, Data compresion, Image qua-
lity, Computer animation, Theory of Computing.
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1 INTRODUCAO

Segundo Heinz Pagels (PAGELS, 1988), um dos aspectos importantes na ciéncia mo-
derna é a complexidatle Observamos a complexidade emergir de tudo: nos terrenos
e paisagens cuja beleza apreciamos; nos organismos biolégicos; no comportamento do
clima e seus fenbmenos; na organizacdo do homem e suas estruturas sociais; no cérebro
humano e nas estruturas cognitivas; etc. Mesmo um dos mais simples organismos vivos,
tal como uma bactéria, possui uma complexidade que desafia a ciéncia em entender seu
comportamento.

Um capitulo a parte pode ser consagrado ao encontro das estruturas complexas vistas
na Natureza e técnicas da Ciéncia, que convergem para uma nova Ciéncia, que pode-
riamos chamar de Ciéncias da Complexidade. Varios exemplos podem ser dados desta
convergéncia: fractais; algoritmos genéticos; etc.

Antes de tudo, a propria “complexidade”, enquanto conceito, desafia a Ciéncia a ser
definida e entendida. Um passo em direcao a este objetivo pode ter sido dado na década de
sessenta, guando Kolmogorov, Solomonoff e Chaitin, de forma independente, definiram o
que hoje nés conhecemos como “complexidade de Kolmogorov” (LI; VITANYI, 1997).

Originalmente proposta como uma teoria da informacéo e da aleatoriedade, descobriu-
se uma grande quantidade de aplicacbes da complexidade de Kolmogorov em campos
bem diversos (GAMMERMAN; VOVK, 1999) que incluem: teoria das probabilidades
(VITANYI, 2004) (definicdo formal de “sequiéncia aleatoria”); linguagens formais (LI;
VITANYI, 1995) (lemas de bombeamento baseados em incompressividade); inteligéncia
artificial (SOLOMONOFF, 1997) (raciocinio indutivo e previsdo); complexidade com-
putacional (JIANG; LI; VITANYI, 2000) (argumentos de incompressividade para deter-
minar complexidade computacional); teoria de grafos (BUHRMAN et al., 1999) (grafos
K-aleat6rios); biotecnologia (LI et al., 2003) (reconhecimento de genoma); etc.

Falando a grosso modo, a complexidade de Kolmogorov determina, para cada string
binaria, um valor numérico associado que é sua “complexidade”. Simplificadamente, ela
pode ser definida como o tamanho do menor programa que computa a string binaria em
uma maquina de Turing universal previamente escolhida. Complexidade de Kolmogorov
define uma nova teoria da informac&o chamt@aia algoritmica da informagaoE im-
portante observar que, na complexidade de Kolmogorov, é irrelevante o tempo necessario
para a computacdo do programa na maquina de Turing, o que diferencia esta comple-
xidade da complexidade dindmica, que leva em consideracdo o tempo necessario para

1“Complexidadeé uma das caracteristicas mais visiveis da realidade que nos cerca. Por ela queremos
designar os multiplos fatores, energias, relacdes, inter-retro-reacdes que caracterizam cada ser e o conjunto
dos seres do universo. Tudo esta em relagdo com tudo. Nada esté isolado, existindo solitario, de si para si.
Tudo co-existe e inter-existe com todos os outros seres do univeksagliia e a galinha: uma metéafora
da condi¢cdo humand.eonardo Boff, Editora Vozes, 1997, pagina 72.
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executar os programas.

Pode-se dizer que a complexidade de Kolmogorov de uma string binaria representa a
versao comprimida da string. Alias, o conceito chave neste trabalho é o de “compresséao
de dados”, que sera usada como parametro para todas as avaliagcdes efetuadas.

Neste trabalho, aplicamos a complexidade de Kolmogorov no contexto de imagens e
animacgoes graficas, com o objetivo de avaliar a taxa de compressao de dados obtida por
um modelo de animagé&o gréfica (ou seja, o quanto os modelos comprimem o tamanho
dos arquivos das animagdes) e como uma nova métrica de qualidade de imagem, aplicada
tanto a imagens quanto a animacgdes (nossa principal contribui¢cao cientifica). “Qualidade
de imagem” nao refere-se a um conceito subjetivo de “qualidade”, mas a uma métrica
gque mede a similaridade entre imagens, permitindo avaliar o quanto uma imagem foi
distorcida por uma transformacao qualquer aplicada a ela.

O método proposto neste trabalho, para a comparacao de modelos de animacéo grafica
guanto a compressao de dados obtida, € uma idéia ao que se sabe (segundo pesquisa
bibliografica) inédita, e baseia-se em definir um modelo de animagdo como uma maquina,
cuja saida é a sequéncia de frames que forma a animacao, e usar simulacdo de maquinas
como ferramenta de comparacéo. Isto permite estabelecer uma hierarquia de modelos de
animacao grafica. Aplicamos este método provando que o modelo AGA (Automata-based
Graphical Animation) € melhor que o modelo GIF (Graphics Interchange Format), com
relacdo a compressao de dados obtida. O primeiro, AGA (ACCORSI; MENEZES, 2000),
desenvolvido pelo grupo de pesquisa ao qual se vincula este trabalho, e dai sua escolha, e
0 segundo, GIF, escolhido como termo de comparacao por dois motivos:

e sua popularidade, advinda de sua simplicidade, em paginas na web, que devera
crescer nos proximos anos, ja que o formato tornou-se de livre uso de fato, por
terem expirados todos os direitos da Unisys, em todo o mundo, sobre o algoritmo
de compresséo usado pelo formato GIF (chamado LZW);

e 0 fato de GIF ser um modelo baseado em mapas de bits, o que o torna adequado
para a comparacao que desejavamos fazer (isto excluia, por exemplo, animacdes
flash da Macromedia, outro modelo muito popular, por serem animacdes baseadas
em graficos vetoriais).

Adicionalmente apresentamos uma definicdo de “compresséo de dados com perdas”
gue estende os resultados apresentados usando-se compressao sem perdas. Baseado nesta
definicdo é proposto o uso destancia de informaca(BENNETT et al., 1993; Ll et al.,

2003) como uma métrica de qualidade de imagem. Esta proposta €, ao que se sabe, inédita
na literatura.

Baseado nesta idéia, foram feitas medi¢cdes com o proposito de avaliar a qualidade
de imagens e animac¢des submetidas a distorcfes arbitrariamente escolhidas, com o ob-
jetivo de validar a proposta, obtendo evidéncias de que a métrica é efetiva neste tipo de
aplicacao.

A motivacao, ao inicio do estudo de complexidade de Kolmogorov, foi investigar de
forma extensa e abrangente as possiveis aplicacdes de complexidade de Kolmogorov nos
contextos que o grupo de pesquisa da UFRGS trabalhava. Particularmente procuravamos
uma melhor ferramenta para tratar assuntos relacionados com os fundamentos da compu-
tacdo. Inicialmente foi estudada sua relacéo cormproslemas indecidiveidimites dos
sistemas formais; numefy etc. Como consequéncia deste trabalho inicial, foi publicado
um extended abstract e um artigo completo, envolvendo uma aplicacdo da complexidade
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de Kolmogorov no contexto de desenvolvimento de software (CAMPANI; MENEZES,
2001a,b).

A complexidade de Kolmogorov pareceu, desde o comeco da pesquisa, uma boa es-
colha, pois ela se refere a um conceito absoluto de complexidade que pode ser aplicado
de forma genérica. Assim, em diferentes contextos das pesquisas que o grupo da UFRGS
desenvolvia, se poderia aplica-la. E importante lembrar que existem outras abordagens
gue poderiam ter sido seguidas pelo projeto, mas o interesse imediato da pesquisa se con-
centrava em investigar estas aplicacdes da complexidade de Kolmogorov nestes contextos
de atuacéo do grupo de pesquisa.

Os objetivos gerais deste trabalho séo:

Modelos de animacéo graficaFormalizar compressao de dados e animagéao, de forma a
comparar, e em certo sentido avaliar, modelos de animacéo grafica quanto a com-
pressdo de dados obtida pelos modelos. A idéia a ser explorada é o conceito de
minoracéo (simulacédo de maquinas) para efetuar as avaliacdes, para isto, definimos
modelos de animag¢do como maquinas;

Métrica de qualidade de imagemPropor e validar o uso ddistancia de informacao
como uma métrica de qualidade de imagem. A distancia de informacao define, a
priori, uma medida de similaridade sobre o conjunto das strings binarias que, se-
gundo a nossa abordagem, permite avaliar a qualidade de imagens submetidas a
distorcdes e transformacdes. Uma das vantagens da definicdo de distancia proposta
€ auniversalidadeque significa que ela é capaz de incorporar toda métrica (com-
putavel) concebivel. A métrica sera aplicada também no contexto de animagdes
graficas e validada por meio de experimentos envolvendo casos reais.

Os resultados obtidos neste trabalho foram:

Avaliacdo de animacdao graficaA proposta de um método de avaliacdo da compressao
de dados em modelos de animacéao grafica baseada em definicbes formais de com-
pressdo de dados sem perdas, e a sua aplicacdo, como estudo de caso, na compa-
racdo dos modelos GIF (Graphics Interchange Format) e AGA (Animacédo Grafica
baseada em Autdmatos finitos). O resultado prova que AGA é melhor que GIF
(“melhor” significa que AGA comprime mais as animacdes que GIF);

Definicdo de compresséo de dados com perd&3 desenvolvimento de uma definicao
formal de compressdo com perdas baseada em distancia de informacéo;

Métrica de qualidade de imagemA proposta da distancia de informagdo como uma
nova métrica de qualidade de imagem e animacdes. A aplicacdo desta métrica com
0 objetivo de valida-la, assim como a comparacdo da medida proposta com a distan-
cia euclidiana (medida tradicionalmente usada nestes casos). Os resultados obtidos
sdo uma evidéncia que a métrica é efetiva neste contexto de aplicacéo e, em alguns
casos, € melhor que a distancia euclidiana. A aplicacdo da métrica na avaliagdo da
gualidade de imagem de animacdes €, segundo pesquisa bibliografica feita, inédita.
O unico tipo de avaliacdo de animacdes até entdo desenvolvida, tratava apenas dos

aspectos psicologicos da percepcao de deforma¢des no movimento (O’SULLIVAN
et al., 2003).

Ao longo da pesquisa efetuada, que resultou neste trabalho, foram publicados cinco
artigos completos (CAMPANI; MENEZES, 2004, 2003, 2002a,b, 2001a), trés deles em
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eventos internacionais (EUROCAST 2001/LNCS/Springer, CISST'03 e CISST'04), os
outros dois no WMF’2002, um extended abstract em evento internacional (CAMPANI;
MENEZES, 2001b) (EUROCAST’2001), um artigo completo selecionado para publi-
cacao em periodico nacional (Revista de Informatica Tedrica e Aplicada) (CAMPANI;
MENEZES, 2004), intitulado “Teorias da Aleatoriedade”, e esta submetido para publica-
¢ao, ainda sem resposta, o artigo (CAMPANI et al., 2004), intitulado “An Efficient and
Flexible Animation Model Based on Automata Theory: Evaluating Data Compression”.

Com relagéo a organizacao deste texto, os Capitulos 3 e 4 constituem-se em uma
revisdo bibliogréfica abreviada da area de complexidade de Kolmogorov, cobrindo com-
plexidade basica, complexidade de prefixo, incompressividade, probabilidade algoritmica
e a definicdo de sequéncia aleatoria de Martin-Lof. Esta reviséo visa a apresentar as es-
truturas matematicas que serdo usadas no trabalho. Também procuramos nestes Capitulos
defender um ponto importante: a complexidade de Kolmogorov como uma teoria da infor-
macao e da aleatoriedade adequada a aplicacdo que sera feita dela ao longo do trabalho.
Caso o leitor j& conheca estes aspectos, sugerimos uma rapida leitura para identificar a
simbologia.

Os teoremas apresentados nesta revisdo bibliografica ndo sdo de nossa autoria, mas
as provas foram todas refeitas e sistematizadas de forma diferente que a apresentada nos
artigos e livros originais.

O Capitulo 2 apresenta a notacédo usada ao longo de todo o trabalho. Embora tenha
sido seguida uma notagéao relativamente padréo, alguma coisa ndo segue a notacdo de ou-
tros trabalhos do género. Recomenda-se fortemente a leitura deste Capitulo para facilitar
a leitura do material subsequente.

O Capitulo 5 apresenta uma breve revisao da area de compresséo de dados que intro-
duz a terminologia da area e apresenta alguns algoritmos de compresséo de dados bem
conhecidos.

Os Capitulos 6-10 constituem-se na contribui¢do cientifica do trabalho, a exce¢éo o
Capitulo 8 que é uma revisao bibliografica, o Teorema 33 e a Secao 6.1.2 que se baseiam
em (SUBBARAMU; GATES; KREINOVICH, 1998).

O Capitulo 6 apresenta o método de avaliacdo da compressao de dados em modelos de
animacao grafica, e faz a comparacao entre o modelo GIF e o modelo AGA (Teorema 35)
como um estudo de caso.

O Capitulo 7 apresenta um resultado que estende o Capitulo 6 para tratar compressao
de dados com perdas. Neste Capitulo também é introduzida a proposta da distancia de
informac&o como uma métrica de qualidade de imagens.

O Capitulo 8 apresenta uma breve revisao sobre métricas de qualidade de imagem.

O Capitulo 9 apresenta a aplicacao da distancia de informagdo como uma métrica de
gualidade de imagem. Sao apresentados alguns experimentos feitos com o objetivo de
validar a proposta. A métrica também foi aplicada para avaliar a qualidade de imagem de
animacoes gréaficas. Ao final do Capitulo é apresentado um refinamento ao método que
permite obter resultados melhores que a aplicacao simples e direta do método.
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2 NOTACAO

Este Capitulo apresenta a nota¢do usada ao longo de todo o trabalho. Embora tenha
sido seguida uma notacgao relativamente padrao, parte da notacéo foi adaptada e ndo segue
exatamente a usada em outros trabalhos do género.

Neste texto serd usada a notacao ja consagrada no livro de M. Li & P. Vitanyi (LI;
VITANYI, 1997), com pequenas adaptacbes. Seguimos a convencéo de chamar a com-
plexidade basica d€’, a complexidade de prefixo d€ e a semi-medida enumeravel
universal discreta den. Seguindo a convencao usada em (ZVONKIN; LEVIN, 1970),
chamamos a maior fungdo monotdnica crescente que littiitepor baixo demn(.).

Pr(A) denota a probabilidade de algum evento aleatdrie Pr(A|B) a probabili-
dade condicional del dado que ocorre®. Pr(A N B) é a probabilidade da ocorréncia
simultanea dos eventase B (LIPSCHUTZ, 1968).(’,;) denota os coeficientes binomiais.

R e N denotam, respectivamente, o conjunto dos niumeros reais e 0 conjunto dos

nameros naturais. A cardinalidade de um conjusité indicada pord. sup A denota o
supremo de um conjuntd. Sex € Aey € B entdo(z,y) € um elemento do produto
cartesianaA x B. Denotamos pofa; b], [a; b), (a;b] e (a; b) 0s intervalos abertos e/ou
fechados, com, b € R.

Denotamos o tamanho de uma string binaria (nUmero de digitos binarios).por
Assim, [1010| = 4. O valor absoluto de um numero € denotado por(.absEnt&o,
abg—2) = 2. min f denota o valor minimo d¢. Por exemplomin{3,6,7,10} = 3.
max denota o valor maximo de um conjunto. Representamos a concatenacdo de duas
stringsz e y por zy, € chamamos prefixode zy ou prefixo dey emzy. Todos odog
sdo sempre logaritmos na base dois. XSeX,, X3,... € uma sequéncia de variaveis
aleatdrias X, denotal 3" X;.

«* designa o conjunto infinito de palavras de tamanho maior ou igual a zero sobre o
alfabetoa, e at denota o conjunto infinito de todas as palavras de tamanho maior que
zero. Assim{0, 1}* denota o conjunto de strings binarias com tamanho maior ou igual
a zero, €{0,1}" denota o conjunto de strings binarias com tamanho maior que zero.
Denotamos a stringaaaa . . . a, composta porn simbolosa, comoa™. A representa a
string ou palavra vazia, \| = 0. {0,1}> representa o conjunto de todas as strings
binarias unidirecionais infinitas. Se € {0,1}* e, portanto,x = 12223 ..., entdo
Tiy = 12 ... T,. O cilindrol’, denota o conjuntda € {0, 1} : ay, = z}.

Sex é uma string binaria; denota a versao auto-delimitadader = 1/*10z.

|.] (ch&o) representa o maior nimero inteiro menor ou igual a um ndmero. Assim,
|2,7] = 2. [.] (teto) denota 0 menor inteiro maior ou igual a um nimero. Por exemplo,
[2,7] = 3. < denota o predicado “muito menor que’~ y significa que o valor de é
aproximadamente igual ao valor gédiferem apenas por uma constante pequena).
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Letras caligraficas mailsculad, U/, . . . sdo usadas para designar maquinas, de forma
que M, = z significa que o programacomputa a string: na maquinaM. z* denota
0 menor programa que computa a string ou o nimero naiueath uma maquina de
referéncia.

Se f é uma funcgéo bijetora entgo ! é a funcéo inversa dg. f(z) T g(z) significa
que a funcaqgf se aproxima por baixo da fun¢cgono pontox. f, — f significa que a
sequéncia de funcdegs converge pard.

O somatorio seré indicado pdr. e o produtério pof[. >, _, ax denota o somatdrio
aptai+as+---+a,. era denota 0 somatorio sobre todos os elementos de um conjunto
a, ey pode ser usado quando o dominiozdé conhecido e ébvio. Adicionalmente,
podemos indicar um predicado que limita o somatdério, por exer@tg{j significa o
somatorio sobre todos @snenores qug.

O(.) designa a notacdo assintética. Portantof&e é O(g(z)), entdo para todo
x >z, f(x) < cg(x), para algum, e alguma constante

Finalmente, usamos o simbdlopara indicar o fim da prova de um teorema ou lema.
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3 COMPLEXIDADE DE KOLMOGOROV: DEFINICAO E
PRINCIPAIS PROPRIEDADES

A complexidade de Kolmogorov, proposta por Kolmogorov como uma teoria algo-
ritmica da aleatoriedade, € uma teoria profunda e sofisticada que trata da quantidade de
informacé&o de objetos individuais, medida através do tamanho de sua descri¢cdo algorit-
mica. Ela é uma nocdo moderna de aleatoriedade, e refere-se a um conceito pontual de
aleatoriedade, ao invés de uma aleatoriedade média como o faz a teoria das probabilidades
(CAMPANI; MENEZES, 2002a; LI; VITANYI, 1997).

Em 1948, em seu trabalho classico “The Mathematical Theory of Communication”,
C. Shannon (SHANNON, 1948) fundou uma nova area cientifica, fundamentada em teo-
ria das probabilidades (JAMES, 1996; LIPSCHUTZ, 1968) e em problemas de engenha-
ria relacionados com comunicac¢éo de dados, chateadia da informacaoO propadsito
original de Shannon era quantificar a informacéo que transita por um sistema composto de
transmissor, receptor e canal. No entanto, Shannon entendia a informagéo como o tama-
nho (ou quantidade) em bits das mensagens que informam sobre objetos cuja ocorréncia
tem uma distribuicdo de probabilidade bem definida, ndo expressando nada a respeito das
complexidades dos objetos em si. Neste texto nos referimos a esta teoridemiao
da informacé&o de Shannauteoria da informacao classicdCOVER; THOMAS, 1991;
KHINCHIN, 1957).

Nos anos sessenta, Kolmogorov, Solomonoff e Chaitin, entre outros pesquisadores,
(CHAITIN, 1974, 1975; KOLMOGOROV, 1965, 1968; SOLOMONOFF, 1997) desen-
volveram, de forma independente, uma teoria da informagdo baseada no tamanho dos
programas para a maquina de Turing (DIVERIO; MENEZES, 2000; HOPCROFT; ULL-
MAN, 1979). Esta teoria recebeu varios nomes: complexidade algoritmica; teoria algo-
ritmica da informagé&o; complexidade de Kolmogorov; K-complexidade; aleatoriedade de
Kolmogorov-Chaitin; complexidade estocéstica; complexidade descritiva; complexidade
do tamanho de programas; entropia algoritmica; e probabilidade algoritmica; entre ou-
tras denominacdes. Convencionou-se chamar a area genericameotaeplexidade de
Kolmogorovem homenagem ao famoso matemaético russo, e fundador da area, Andrei
Nikolaevich Kolmogorov (1903-1987).

O objetivo original do trabalho de Kolmogorov era obter uma definicdo formal de
sequéncia aleatoria (GAMMERMAN; VOVK, 1999). Kolmogorov observou que algu-
mas sequéncias binarias (sequéncias de zeros e uns) podiam ser comprimidas algoritmi-
camente. Nos dias de hoje, a maioria das pessoas esta acostumada a usar programas de
compressao de dados, tais como winzip, gzip, arj, etc. O principio de funcionamento des-
tes programas € encontrar regularidades no arquivo que deve ser comprimido e substituir
estas sub-sequéncias regulares por descricbes mais curtas.
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Kolmogorov postulou que seqiiéncias que nao podem ser comprimidas algoritmica-
mente em uma descricado de tamanho muito menor que a sequéncia original sédo sequéncias
aleatdrias(no sentido estocastico do termo). Assim, as sequéncias simples sdo aquelas
gue apresentam regularidade e as sequéncias complexas (ou aleatérias) sdo aquelas que
apresentam irregularidade (sdo incompressiveis).

Poderiamos comparar a complexidade de Kolmogorov de uma string com o “tamanho
comprimido” da string. A complexidade de Kolmogorov associa a cada string binaria um
valor que é a sua “complexidade”, definida como o tamanho de sua descricdo. Assim, se
diz que um objeto é simples se possui uma descri¢ao curta.

A complexidade de Kolmogorov esta relacionada com a maquina de Turing como um
dispositivo de “descompresséo de dados”, ndo envolvendo de nenhuma maneira disposi-
tivos e algoritmos relacionados com o processo inverso de “compressao de dados”.

3.1 Entropia e Informacé&o

Suponha pensar na informacdo em termos de mensagens enviadas por um canal que
conecta um transmissor e um receptor (COVER; THOMAS, 1991; SHANNON, 1948).
Podemos transmitir os dados através de codigos alfa-numéricos, binarios, codigo Morse,
etc. A Unica exigéncia € que transmissor e receptor concordem sobre a interpretacao
de cada um dos codigos possiveis usados na comunicacao. Por exemplo, se estivéssemos
informando o receptor sobre os resultados de uma votac&o sobre qual livro de Erico Veris-
simo, entre “Olhai os Lirios do Campo” e “Incidente em Antares”, € o melhor, transmissor
e receptor deveriam concordar em representar o primeiro livro pdr eimsegundo por
um1 ou vice-versa. Assim, cada voto seria representado por uma mensagem de tamanho
um bit. E importante observar que, neste trabalho, vamos supor que o canal é sem ruido
(sem erros).

Pensemos nas possiveis mensagens como sequéncias de simbolos do aosjunto
{ai,as,...,a,}. Por exemplo, se estivessemos comunicando resultados de langamentos
sucessivos de um dado teriamos- {1,2, 3,4, 5,6}, com cardinalidada = 6.

Qual a quantidade de informagé&o enviada em uma mensagem deste tipo?

Um individuo razoavelmente envolvido profissionalmente com a area de computacao
naturalmente identificaria o contetdo de informacé&o de um objeto com o tamanho em bits
do objeto, por exemplo, o tamanho de um arquivo de um banco de dados. Entédo, podemos
rotular cada simbolo de com nameros binarios (strings de bits). Logo, poderiamos
representar os elementos de = {a4, as, ..., a,} usanddog n bits.

Surpreendentemente podemos ter tamanhos de codigo até menoies rgqudor
exemplo, seja = {ay, as, as, ay} com probabilidades de ocorréncia dos simb&ids,) =
3/4, Pr(ay) = 1/8, Pr(as) = 1/16 e Pr(ays) = 1/16.

Podemos usar um sistema de codificacdo mais eficiente que o enumerativo. Este sis-
tema se chameddigo prefixadoA Tabela 3.1 compara os dois tipos de codificagcéo para
0 exemplo.

O numero médio de bits transmitidos em uma mensagem,,, . . ., a5, de tamanho
méL 3" |E(as, )|, ondeE(x) denota a palavra de codigo da mensagem

DefinimosL, o tamanho do codigo, como sendo o niumero médio de bits transmitidos
guandom — oco. Assim,

Pr(a;) |E(a;)| -

h
I
=
g B
Sl=
g
IS
$
0
[M] =

b
Il
—
<
Il
A
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Tabela 3.1: Codificacdo enumerativa e prefixada

Mensagem Cédigo Enumerativg Cédigo Prefixado

ap 00 0
a9 01 10
as 10 110
ay 11 111

Calculando para o exemplo,

Codigo enumerativo L = 32 + 12 + -2 + -2 = 2 bits (= log @) ;
Caodigo prefixado L=21+124 134 L13=1 375bits (< log@) .

Defini¢cdo 1 Uma codificacéo binaridZ : « — {0,1}* € um mapeamento do conjunto

« de todas as mensagens para o conjunto de todas as strings binarias de tamanho maior
que zero. O mapeamento associa umaalavra de codigd’(z) para cada mensagem

T € Q.

Definicdo 2 Sejar,y € {0,1}*. N6s chamamos umprefixodey se existe um tal que
y = xz. Um conjuntod C {0, 1} élivre de prefixose nenhum elemento deé prefixo
de outro elemento dé.

Definicdo 3 Uma codificacdo binaria évre de prefixose ela gera um conjunto de codi-
gos livres de prefixo (por exemplo, veja o cédigo prefixado da Tabela 3.1).

Toda codificacao livre de prefixo € dimicamente decodificavelinstantaneamente
decodificavelsignificando que cada mensagem pode ser decodificada sem ambiguidades
e sem a necessidade de referéncias a futuras palavras de codigo.

O Algoritmo 1 € um exemplo de algoritmo de codificacdo livre de prefixo (LI; VI-
TANYI, 1997).

Algoritmo 1 Podemos definir uma funcdo simples para codificar strings com cédigos
livres de prefixo reservando um simbolo, neste cagaomo simbolo de finalizacao (LI;
VITANYI, 1997). N6és podemos prefixar um objeto com o seu tamanho e repetir esta idéia
para obter codigos mais curtos usando a funcéo

_J 170 parai =0
Ei(x) = { E; 1(Jz|)x parai>0

|z| vezes

Entdo,E, (v) = 111---10x = 1102, com tamanhoE, (z)| = 2|z| + 1. Esta codifi-
cacao é tdo importante que merece uma notacao prapsia,*!0z.

Para obter codigos mais curtos podemos calddée), Es(z) = |z|z, com tamanho
|Es(z)| = |z| + 2||z|| + 1, onde||z|| denota o tamanho em bits do tamanha:deu seja,
/|, ondel = |z|.

N6s chamamog a versdo auto-delimitada da strimg Strings binarias codificadas
desta forma possuem a notavel propriedade de conhecerem seu proprio tamanho. Assim,
€ possivel obter e y a partir dexy sem ambiguidades. Sejam as strings= 11001
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ey = 101, logo, 7y = 11111011001101, e podemos obter as strings originais lendo o
tamanho da primeira string em seu prefixo.

Na teoria das probabilidades um sistema de eventos elementards, ..., A, ex-
pressa um conjunto de eventos em que apenas um pode ocorrer em um resultado de um
experimento (por exemplo, o aparecimento de 1,2,3,4,5 ou 6 no lancamento de um dado),

e é chamadespaco amostral Dados um sistema de eventds, A, As, ..., A, junto
com suas probabilidades, p», ps, . .., p, comp; > 0e> "  p, = 1, chamamos
A—(Al Ay Ag ... An) (3.1)
pPr P2 P3 ... DPn

deesquema finito

E interessante apresentar uma medida do grau de incerteza associado a um experi-
mento. Esta medida chamaaaropia(COVER; THOMAS, 1991; KHINCHIN, 1957).

O conceito de entropia originou-se na mecanica estatistica, onde ela € definida como
o logaritmo natural do niumero de estados de um ensemble, adsin,Iln N. O uso
do logaritmo objetivava definir uma escala logaritmica para a entropia. Shannon definiu a
entropia usando o logaritmo na base dois (devido a codifica¢ao binaria) e atribuindo pesos
(probabilidades) a cada um dos estados do enselfibie —p; logp; — pologps — -+ - —
pn logpy. E facil ver que se os estados s&o equiprovayeis-(1/N), esta formulacéo
se reduz & = log V.

Definicdo 4 A entropia do esquema finito (3.1) € definida como
H(p1,p2,ps, - Pn) = — Y _ prlogpy.
k=1

Um resultado interessante de teoria da informacao € a prova de que a entropia de um
processo estocastico (fonte ergddica) (GRIMMETT; STIRZAKER, 1992) coincide com
o tamanho de codigo de um cddigo 6timo (que minimiza redundancia na comunicacgao)
para as mensagens da fonte (COVER; THOMAS, 1991). Apresentaremos este resultado
no Teorema 25.

Uma ferramenta muito importante para prova de propriedades da entroas-a
gualdade de Jensegue pode ser aplicada sobre fun¢des convexas (COVER; THOMAS,
1991; FIGUEIREDO, 1996; KHINCHIN, 1957).

Definicdo 5 Sejal/ um intervalo ndo vazio e®. Uma funcéop é dita convexaem I
quandop[ A\ z; + Aoz < Mp(z1) + Aagp(2), parar;, Ay > 0, A+ Ay = L ewxy, x5 € 1.

Para uma funcdo convexaem I, o valor da funcdap dentro do intervald esta
sempre abaixo do segmentP,, ondeP; = (x1, ¢(x1)) € Po = (a2, ¢(x2)). Portanto,
para que isto ocorra, basta que a primeira derivada da funcdo seja sempre crescente no
intervalo!.

Exemplo 1 A fungéolog(1/x) é convexa no interval(; 1], pois sua segunda derivada
éloge/x?, que é sempre positiva no intervalo.
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Teorema 1 (Desigualdade de Jensen) Sdjam intervalo ndo vazioee¢ : I — R
convexa eni. Entéo para qualquer conjuntfry, z,, ... z,,} C I e qualquer conjunto de
nameros{ A, Ay, ... A\, } satisfazendoy, > 0, paral <k <ned) ;A\ =1, vale que

¢ (Z Akxk> <) Ao(xn).-

Prova: O enunciado é trivialmente verdadeiro para= 2, ¢(Azy + Agxg) <
Mo(z1) + Aao(z2), pOis esta é a propria definigcdo de funcdo convexa.

Supomos que a relagdo vale pata- 1. Seja agora um conjuntfr, zs ... x,} C I
e {\, \s,...\,} nas condi¢Bes da hipotese. Observamos qug,se- 0 ou )\, =
nada ha para provar. Supomos entip € (0;1), entdod ;—; Ay € (0;1) e X707 A =
1— X\, €(0;1).

Fazemos\; = 1f—§n parak =1,2,...n — 1. Observamos qugz;} AN.xy € 1.

Sendo assim, pela convexidade/dem/ segue que

k=1

k=1

< n)® (Z Akxk) + An@(2)

e entao, pela hipbtese indutiva,

n—1 n—1
¢ (Z Azxk) < ( Z M) =Y eo(xn) -
k=1 k=1
Assim,

¢ (Z Ak%) <> b))
k=1 k=1
O

Baseado na Desigualdade de Jensen podemos provar a seguinte propriedade da funcao
convexalog 1/x, que sera muito Util mais adiante.

Teorema 2 Sejaa;, b; > 0, paral <i <n,com)_"  a; >0e> " b > 0. Entdo,

Zailog [%} > Zaz log [%ﬁ 121] .
v Li=1 i=1""

1=1

Prova: Sejar; = Z— comy; = Zn“—a que implicay_; , v; = 1. Segue que,
3 J=1%J

Zailog [%} = Zai Zlzlyilog [%} .

1=1 Li=1

Pela convexidade da funcdog(1/z), e aplicando a Desigualdade de Jensen, com
x, = 1/x; e \y = y; (observe que satisfaz o enunciado do Teorema 1, jois 0 e
> & A = 1), obtemos

n

o] B[22 (B e[| - (2o e 25

i=1 i=1

E esta provado o Teorema. O
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3.2 Complexidade de Kolmogorov

3.2.1 Complexidade Basica

Assumimos que existe umétodo de especificacdb que associa no maximo um
objetox com uma descricag (LI; VITANYI, 1997). Seja A o conjunto dos objetos e
sejaB o conjunto das descrigdes, entfig) = x, parar € A ey € B. Chamamog,
se existir, danétodo de codificacéo

Assumimos alguma enumeracgao padréo dos ohjetos! por nUmeros naturais(x).

Podemos entender tal método de especificacdo como uma funcao parcial sobre o con-
junto dos naturais definida confdp) = n(x), ondep representa uma descricdo.deom
relagdo af. Por enquanto ndo faremos nenhuma restricdo sobre a classe dos métodos
de especificacdo e assumiremos guyaode ser qualquer fungéo parcial arbitrariamente
escolhida.

Representamos as descri¢cdes e objetos como sequéncias de zeros e uns (strings bina-
rias). Existe uma enumeracdao das strings binarias que segue a ordem lexicografica,

012 3 4 5 6 7 8 .-
A 0 1 00 01 10 11 000 001

O ndmero natural representa a-ésima string binaria (a string). Entéo,|s;| =
|log(i + 1)]. Lembramos qué| denota o tamanho em bits de uma string binarig,| e
denota o maior numero inteiro menor ou igual a um namero dado.

De agora em diante ndo faremos distingdo entre strings binarias e nimeros naturais.
Assim, podemos definir o “tamanho” de um nimero natural, reescrevenciumo i.
Além disto, podemos definir fun¢des sobre o conjunto dos natgrai® — N como
fungBes sobre strings binarias {0,1}* — {0,1}* e vice-versa. Entdo, podemos repre-
sentar objetos e descricdes como strings binarias ou nimeros naturais.

No que se segug: N — N eg : N — N denotam duas fungdes parciais quaisquer.

Definicdo 6 Sejar € A um objeto qualquer. A complexidade do objetcom respeito a
um método de especificac@e definida como

C¢(x) = min )
() f(p):n(x)|p|

Se néo existe uma descrigdo dizemos, por definicdoCgue = co.

Ou seja, a complexidade decom respeito a um método de especificaf@o tama-
nho da sua menor descrigéo.

Considere um conjunto de métodos de especificacao distiptds fo, ..., fr_1 que
especificam objetos dd. E facil construir um novo métod@, ndo necessariamente
pertencente a este conjunto, que atribui aos elementésidea complexidade que excede
apenas por uma constantea complexidade expressa por todos os outros métodos do
conjunto.

Nés dizemos que o métogominora(ou minora aditivamenteum métoday se existe
uma constante > 0 tal queC;(z) < C,(x) + ¢, come ~ log r, pois precisamos apenas
delog r bits para especificar as fun¢des do conjunto.

Definicdo 7 SejaF uma subclasse das fungbes parciais sobre o conjunto dos naturais.
Uma funcéof é universal(ouassintoticamente otimaara F se ela pertencer & e para

toda funcéoy € F, existe uma constantg ;, > 0 que depende apenas dee g, tal que
Cy(z) < Cy(z) + cpg.
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A existéncia de um elemento universal no conjunto dos métodos de especificagcéo per-
mite que este seja usado como método de referéncia para a definicdo da complexidade,
tornando a medida de complexidade independente do método de especificacédo escolhido,
a nao ser por uma constante. Permite assim que a medida da complexidade seja um
atributo intrinseco do objeto, o que a torna um conceito objetivo e Gtil (CAMPANI; ME-
NEZES, 2001a).

Defini¢éo 8 Dois métodosf e g sdoequivalenteseabsCy(z) — C,(z)) < ¢4, ONde
cr 4, N80 depende de. abg.) denota o valor absoluto de um nimero.

Dois métodosf e g sdo equivalentes se cada um minora o outro.

Por exemplo, suponha duas linguagens de programacéo tais como BASIC e PROLOG
(LI; VITANYI, 1997). Como podemos escrever um interpretador BASIC em PROLOG e
um interpretador PROLOG em BASIC, podemos dizer que

abgCpasic(z) — CproLoc(2)) < €BASIC,PROLOG

ondecgasic proLoc depende apenas das linguagens BASIC e PROLOG.7ggjac 0
cbdigo necessario para interpretar BASIC em PROLOG#®).0¢ 0 c6digo necessario
para interpretar PROLOG em BASIC, entdQsic proLoc € O(|mpasic|) +O(|mproroc]),
a soma dos tamanhos dgasic € TrroLoG-

Teorema 3 A classe das fun¢des parciais ndo possui um elemento universal.

Prova: Suponha qug é um elemento universal do conjunto das func¢des parciais.
Tome uma seqUéncia infinita, ps, p3, ... de descricdes, tal que < ps < p3 < --- €
f(p;) = n(x;), parai > 1, comp; minimo. Selecione uma sub-sequéngiap, gs, - . -
da sequéncia original, tal que;| < |¢;|/2. Defina outra fungég tal queg(p;) = f(q),
para: > 1. Entdo, com@; descreve, usandg o mesmo objeto qug descreve usandp,
Cy(x) < C¢(z)/2, 0 que € uma contradicdo com nossa hipotese defgiem elemento
universal. a

Portanto, ndo podemos usar as funcdes parciais como método de especificacdo. A
complexidade de Kolmogorov, ao contrario, usa como método de especificacdo as funces
parciais recursivas (procedimentos efetivos). Isto permite que exista um elemento univer-
sal no conjunto dos métodos de especificagéo, ja que existe uma funcao parcial recursiva
universal. Originalmente alguns autores chamaram a complexidade de Kolmogorov de
entropia algoritmicaou informacéo algoritmica

Sejams (sucessor)p (zero) ep, (projecdo) funcdes definidas come(x) = = +
L; o(xy,...,2n) = 0; €pp(xy,me, ..., Tp,y ..., x,) = xp. Sejaf(xy,...,x,) definida
usando-se as funcde® hy, hs, ... h,, tal que

flzr, o xn) =glhi(xr, . 20), o (2, o 2))
e chamamos isto deomposi¢do generalizadaNos definimos a funcag por recurséo
primitiva (CLARK; COWELL, 1976) se, para funcdes h quaisquer:
flzr, .. 20,0) = g(x1,...,2p),
flxy,...,xn,8(y)) = h(zy,..., 20y, f(x1,... 20, 7)).

Nés denotamos pot,(f(z1,...,2n-1,y) = =,) O menor nimera: para o qual
f(z1,...,2,_1,a) = x,, € chamamos esta operagéo de minimizagao.
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Definicdo 9 Uma funcéof € chamadduncédo parcial recursivae ela é obtida das fun-
¢cOess, o e p, pela aplicagdo de um numero finito de operacdes de composi¢cao generali-
zada, recursao primitiva e minimizacao.

As funcdes parciais recursivas foram propostas como uma formalizagcéo do conceito
de “computavel” (em um sentido vago e intuitivo). Uma formalizacao alternativa foi pro-
posta por Turing, baseada em uma maquina de manipulacéo simbdlica chaétpdaa
de Turing(DIVERIO; MENEZES, 2000; HOPCROFT; ULLMAN, 1979). Prova-se que
os formalismos maquina de Turing e fun¢des parciais recursivas sao equivalentes, o que
permitiu a Turing e Church enunciarem a seguinte Tese.

Tese de Turing-Church A classe das func¢des algoritmicamente computaveis (em um
sentido intuitivo) coincide com a classe das fungdes parciais recursivas (ou das
funcdes computadas pela maquina de Turing).

Teorema 4 O conjunto dos programas é enumeravel.

Prova: Basta apresentar uma bijecdo entre o conjunto dos programas e o conjunto
dos naturais (veja discussdo em T. Divério & P. Menezes (DIVERIO; MENEZES, 2000),
secao 3.1, pagina 68, a qual deve ser adaptada para prover a bijecao). O

Se associarmos a cada maquina de Turing um programa que representa o seu controle
finito, chamado “programa de hardware”, podemos concluir que o conjunto das maquinas
também é enumeravel.

Corolario 1 O conjunto das maquinas de Turing € enumeravel.
Assim, podemos definir uma enumeracéo padrao das maquinas de Turing,
Mo, M1, Mo, ...

Sejagy, 92, ¢3, ... Uma enumeracao das funcdes parciais recursivas. Entdo, existe
uma funcaab,, chamadduncao parcial recursiva universaial que, para todf) ¢ (i, z) =
¢; () (DAVIS, 1956; LI; VITANYI, 1997).

Consideremos uma méaquina de Turifvg que a partir de uma string binaniee um
numero natural computa a saida, M, , = x. NOs dizemos quéM interpretap como
uma descricdo de na presenca da informacao lategal Em outras palavrag; € um
M-programa que transformagemz.

Devemos mostrar como construir um computador concreto para tratar com esta defi-
nicdo (veja a Figura 3.1). A maquina trabalha sobre strings binarias e possui trés fitas. A
primeira é chamada di¢éa de entraddoufita de programae é uma fita limitada, somente
de leitura e unidirecional. A segunda é chamadhtdele saida € uma fita unidirecional
somente de escrita. A terceira fita € chamfigade trabalhoe é uma fita bidirecional,
infinita e de leitura e escrita. Inicialmente a fita de entrada armazena a descri¢ao (entrada
ou programa) e a fita de trabalho armazena a informacgéo lateral de forma literal. Todos
0s outros campos da fita de trabalho estédo preenchidos com brancos. A fita de saida esta
vazia. A maquina pode ler ou escrever um simboél@y{ 1), mover o cabecote para
a esquerda ou a direita uma posi¢cado ou apagar simbolos da fita de trabalho, ou entédo
escrever algum simbolo na fita de saida. Depois de uma quantidade finita de tempo a
maquina eventualmente para, tendo lido toda a string da fita de entrada (o programa),
com a saida armazenada na fita de saida. N&o importa o tempo de execu¢do do programa
(isto s6 é importante na complexidade de tempo de execucéo).

Caso a saida desejada seja uma string de tamanho infinito, a maquina fica para sempre
imprimindo bit apds bit na fita de saida.
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Fita de Entrada

ou de Programa Fita de Saida

10011010011010| Controle Finito | 17010010001011

— —

Fita de Trabalho

g 1001110R 101 g

cabecote

Figura 3.1: Computador concreto

Definicao 10 A complexidade condiciondl'y((x|y) de um nimera: com respeito a um
numeroy € o tamanho da menor descri¢adal que M, , = x,

Cum(zly) = min p| .

py=T

Se ndo existe uma descricAde x entdo dizemos, por definicdo, g (x|y) = cc.

A primeira vista parece que a complexidade condiciéhal..|.) depende da maquina
M. Kolmogorov e Solomonoff observaram que, ao contrario, depende muito pouco por-
gue existem maquinas de Turing universais, capazes de simular qualquer outra maquina de
Turing cuja descricao é fornecida (DAVIS, 1956; GACS, 1993; KOLMOGOROV, 1965,
1968).

Nos codificaremos as maquinas da enumeracédo mencionada no Corolario 1 como

i vezes

— :
11L---Top = 10p,

significando que a maquina universal espera encontrar concatenado a esquerda da des-
cricdop uma descricdo de qual maquina ira simular. Ou seja, a maquina unideirsal
simular a execucédo do programam .M;, ai-ésima maquina da enumeracédo padrao.

Teorema 5 (Teorema da Invariancia) Existe uma maquidachamadauniversa) tal que
para qualquer maquinaV e nimeros: ey, e para algume > 0, Cy(z|y) < Cum(z|y)+c
e c depende apenas def.

Prova: ParaCy(z]y) = oo a desigualdade é trivialmente verdadeira. Podemos mos-
trar uma maquina universal simulando outra maquina qualquer. Por exemplo, considere
a maquina universal( tal quelt;iy,, = M, , ondeM; é a i-€sima maquina na enu-
meracao das maquinas. Suponha gueé an-ésima maquina na enumeracao, ou seja,
M, = M. Logo,

Cpm(zly) = min |[p|

My y=z

Cu(zly) = min m\l”Op[ =, min x]p| +n+1=Cu(zly) +n+1.

1M 0p,y = 1" 0p,y =
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Ou seja, o limite superior da complexidade expressaleéCp(z|y) + n + 1 e
eventualmente existe uphtal quelt,,, = xz e |p/| < [p| + n + 1. Assim,Cy(z|y) <
Cm(z|y) +n+ 1. Tomanda: = n + 1 prova-se o Teorema, condependendo apenas de
M. O

Observe que podemos interpretar a desigualdage|y) < Cu(x|y) + ¢ de duas

formas diferentes:
Prova do Teorema

Cu(zly) < Cm(zly) + ¢ .
.

Significado do Teorema

Interpretando a desigualdade da esquerda para a direita, obtemos a idéia utilizada na
prova do Teorema 5, significando que o limite superior da complexidade expreésé em
a complexidade expressa ewt. Por sua vez, interpretando a desigualdade da direita para
a esquerda, obtemos o significado principal do Teorema, indicando que nenhum método
pode ser melhor, a ndo ser por uma constante, que o método universal (a complexidade
expressa eny € o limite inferior da complexidade expressa usando-se qualquer outro
método), dando um carater invariante e absoluto a esta medida de complexidade.

Observe que a constantedo Teorema 5, embora possa ser grande, é assintoticamente
desprezavel, pois ndo dependexd@&OLMOGOROV, 1965, 1968). Além disto, por
causa da constantendo necessariamente a complexidade expresga&menor que a
expressa emM. Mas podemos afirmar quassintoticamentea complexidade expressa
emi ndo é maior que a expressa @

Restringir as descricdes as efetivas (computaveis) permite que exista um método de
especificacao universal (invariante ou assintoticamente 6timo) que obtém uma descri¢ao
minima com respeito a todos os outros métodos (a diferenca entre as complexidades ex-
pressas usando-se diferentes métodos universais € limitada por uma constante, veja Co-
rolario 2). Como consequéncia, a complexidade de um objeto & um atributo intrinseco
do objeto independente de um método particular de especificacdo (LI; VITANYI, 1997).
Em (CAMPANI; MENEZES, 2001a) é feita uma discussao bem completa sobre a boa
fundamentacéo, objetividade e utilidade desta definicdo de complexidade.

Fixando uma méaquina universél, chamadamaquina de referéncjae néo forne-
cendo nenhuma informacéo lateral, podemos defiooraplexidade incondicionalbmo
Cu(z|A) = C(x|A) = C(z). C(z|y) representa intuitivamente a quantidade de informa-
¢cao que € necessario adicionar a informacé&o contida gana obter:.

Coroléario 2 Sejami/ e V duas maquinas de Turing universais. EngtugCy,(z|y) —
Cy(z|y)) < ¢, ondec depende apenas dée ) .

Isto é verdade pois uma maquina simula a outra.

Teorema 6 Existe uma constante> 0 tal queC(z) < |x| + ¢ para toda string binaria
x.

Prova: Existe uma maquina tal que M,, = p para todos os programgs Enté&o,
pelo Teorema 5 (Teorema da Invariéncia), para toda string binatia'(z) < Cuy(x) +
c=lz|+ec. o

Isto € verdade porque existe uma maquina que executa a copia do proprio programa
na saida.
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Teorema 7 Existe uma constante> 0 tal que, para todac ey, C(z|y) < C(z) + c.
Prova: Construa uma maquin&! que para todag, e z computar a partir da entrada
(z,y) se e somente se a maquina univeigatomputa a saida com a entradgz, A).
Entdo, Cy(z|y) = C(z). Pelo Teorema da Invariancia (z|y) < Cu(zly) + ¢ =
C(z) +c. O

Teorema 8 Para qualquer funcdo computavél existe uma constante > 0 tal que
C(f(z)) < C(z) + ¢, paratodoz em quef(x) € definida.
Prova: Construa uma maquina univers& que computa simulandd/ e depois usa
x e computaf (z), entdoCr(f(z)) = Cy(z) e C(f(x)) < Cpm(f(z)) +c=C(z) +c.
O

Isto significa que a aplicacdo de uma funcdo computavel sobre uma string ndo pode
aumentar a complexidade da string resultante em relacao a original.

3.2.2 Sequéncias Aleatérias e Incompressividade

O propdsito original da complexidade de Kolmogorov era definir seqliéncias aleatérias
formalmente, embasando uma teoria mateméatica das probabilidades. Naquele tempo,
apenas evidéncias empiricas, advindas de jogos de azar e saldes de cassinos, apoiavam a
teoria do limite da frequiéncia relativa (VITANYI, 2004). A teoria do limite da frequiéncia
relativa afirma que, em uma seqiéncia longa de tentativas, as frequéncias relativas das
ocorréncias de sucesso ou fracasso em um experimento devem convergir a um limite,
lim, . A(n)/n = p, onde\ conta 0 numero de ocorréncias de sucesso no experimento
e p é o limite da frequiéncia. Por exemplo, com uma moeda honesta, em uma sequéncia
suficientemente longa = 1/2.

A dificuldade com esta abordagem € definir o que é “uma sequéncia longa”, pois qual-
guer sequéncia de tentativas é, obviamente, limitada em tamanho. Kolmogorov propds
uma nova abordagem, definindo primeiro seqtiéncias aleatdrias finitas (aleatoriedade pon-
tual), via incompressividade, e depois sequiéncias aleatorias infinitas.

String binéria aleatéria Uma string binaria é ditaleatoria se sua complexidade é a-
proximadamente igual ao tamanho da string.

Assim, definimos as strings simples como sendo aquelas quegé@aresou com-
pressiveise as strings aleatdrias ou complexas como sendo aquelas que possuem irregu-
laridade (sdancompressive)fCHAITIN, 1974; KOLMOGOROV, 1965, 1968).

Esta definicdo desloca a discussao de fundamentos de teoria das probabilidades do
conceito de aleatoriedade para o conceito de incompressividade (veja Capitulo 4).

Sejam as seguintes strings binarias:

11111111111111111111
01010101010101010101
01001101011000110101

Nossa intuicdo nos diz que as duas primeiras strings ndo podem ser aleatérias pois
tem pequena probabilidade de ocorrer em uma sequéncia de lancamentos de uma moeda
honesta, enquanto que a ultima parece ser aleatoria. No entanto, todas as trés sequéncias
tem, segundo a teoria das probabilidades, a mesma probabilidade de ocorrer, considerada
a distribuicdo uniforme (medida de Lebesgue), o que parece ser um paradoxo.
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A primeira string pode ser computada pelo seguinte programa:
FOR i := 1 TO 20 PRINT 1

Strings deste tipo, com tamanhg podem genericamente ser computadas pelo se-
guinte programa:
FORi:=1TO0n PRINT 1

cujo tamanho (em namero de bits, pois supomos programas binarios) é o tamanho da re-
presentacdo em bits demaisc bits para a rotina que imprime. Assim, o tamanho do
programa & (logn).

Ja a ultima string parece ter sido criada pelo lancamento de uma moeda. Por néo
possuir uma regra simples para a sua formacéo (ou geracéo), nao poderia ser computada
de uma forma compacta. Seria necessaria a escrita da propria string na saida da maquina
pelo programa:

PRINT 01001101011000110101

Logo, o tamanho do programa para computar strings deste tipaseriaou O(n).
Ou seja, aproximadamente igual ao tamanho da prépria string.

Definicdo 11 Para uma constante > 0, n0s dizemos que a stringé c-incompressivel
seC(x) > |z| —c.

Na Definicdo 11, a constantealesempenha o papel de “taxa de compressao”.

Definicdo 12 Se uma string: é c-incompressivel para um valer> 0, entdo nos dizemos
guex éincompressivel

E facil provar a existéncia de strings binarias incompressiveis no sentido da Defini-
cao 12.

Teorema 9 Existe pelo menos uma string incompressivel de tamanho menor ou igual a
n.

Prova: Segue do fato que exist@m— 1 programas binarios de tamanho menor que
n, porquezg”‘;o1 2! = 2" —1, mas existem muitas mais strings binarias de tamanho menor
ou igual an (21 —1). O

Isto se deve ao fato de existirem menos descri¢des curtas que longas. Entdo, existem
strings que ndo tem uma descri¢cao significativamente menor que seu préprio tamanho.
Podemos determinar quantas strings de tamans®oc-incompressiveis. Sabemos
gue do total de™ strings de tamanho temos2”~¢ — 1 que ndo sée-incompressiveis.
Portanto, o nimero de strings de tamanhgue saa-incompressiveis 8" — 2" ¢ 4+ 1.
A fracdo de strings de comprimentoque saa-incompressiveis no total d& strings €,
para umn grande o suficiente, — 27¢. Sabemos que para uml < ¢ < n, grande o
suficiente,l — 27 tende a 1. Logo, a maioria das strings sdo incompressiveis.
Podemos agora provar o seguinte Teorema, cuja aplicacdo € muito importante e se
constitui no chamadmétodo da incompressividade
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Teorema 10 (Teorema da Incompressividade) Para um numemrado uny fixo e para
todo conjuntoA de cardinalidaded temos ao menoﬁ(l — 27 4 1 elementos € A
comC(z|y) > logj —c.

Prova: O numero de programas de tamanho menorlqge:4 —cé

logjfcfl _
Z i — glogA~c _ 1 _"A9-¢ _ 1

1=

Precisamos del programas para descrever cada um déslementos del. Logo,
eX|stemA A2-¢+ 1 elementos em que ndo tem um programa de comprimento menor
quelog A-c a

Os objetosr € A que satisfazent(z|y) > log A — ¢ sdo chamados de4, c)-
aleatorios

Podemos provar que nao € possivel determinar se uma string € incompressivel, pois
este problema é indecidivel. Suponha que o conjunto das strings incompressiveis € enu-
meravel. Seja\l uma maquina de Turing que computa a primeira strinpgom com-
plexidade maior que. Ent&o,C'(z) > n e C(zo) < Cpm(zo) + ¢ < logn + ¢. Assim,

C(z0) > n eC(x) < logn + ¢, para qualquen arbitrario, que € uma contradicdo. E
interessante o fato da maioria das strings serem incompressiveis, e no entanto nao ser
possivel determina-las.

N&ao € muito dificil provar que a menor descrigcdo de um objeto é uma string incom-
pressivel. Se é a menor descricdo deentdoC'(z) = |p|. Sep é incompressivel, entdo
C(p) > |p| — ¢. Suponha que néo é incompressivel. Portanto, existe uma descricdo de
p que é significativamente menor gue Logo, existe umy que é a menor descricdo de
— c. Defina uma maquina universgltal que) trabalhe exatamente
como a maquina de referéndif exceto qué) primeiro simulel/ sobre a sua entrada
obtendo uma saida e depois simule novamahtesando a saida como nova entratfa.
pertence a enumeracao de maquinas. Assim, podemos supdr guéM,. Disto re-
sulta queltyiy, = U, = v eC(x) < |¢| + ¢+ 1. Sabendo quéy| < |p| — ¢ entdo
C(z) < |p| +i+ 1 — ¢, 0 que contradiz qué'(x) = |p| parac > i + 1. Logo, ndo existe
uma descricado menor quee p é incompressivel.

Seja a string: = uvw de tamanha, onden = |u| + |v| + |w|. Podemos descrever a
stringz através de um programeque reconstréi e pela string.w tomada literalmente.
Precisamos ainda da informacéo de como separar estas trésypartesy. Para isto
usamos codificagao livre de prefixo, antecedendo cada parte com o seu tamanho. Assim,

— |p|p|uluw € uma descricio de. Existe uma maquina que, comecando pelo
extremo esquerdo dg primeiro determindp| e computay dep. A seguir determindu|
e usa esta informacéo para delimitae w. Finalmente,M montaz a partir das trés
partesu, v e w. Assim, M, = x. Logo, pelo Teorema da Invariéncia e pelo Teorema 6,

C(x) = C(M,) < Cula) + O(1) < lal +0(1), portantoC'(x) < |[plpfufuw| +O(1
‘Wp’ + ‘mu’ + |w| 4+ O(1).

Entdo, como sabemos q\uap) = |p| +2|l| + 1 com!l = |p| e |p| = C(v), C(x) <

C(v)+2[C(v)]+ 1+ |u| +2|[ul| + 1+ Jw|+ O(1) e C(z) < C(v) +2|C(v)| +2|ul| +
lu| + |w| 4+ O(1).
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Comon — |v| = |u] + |w],

Clz) < Cv)+2|CwW)|+2|Jul| +n—|v] +O(1)
< C)+2|C)|+2n|+n—|v]+0(Q1).

Sabendo qu&C(v)| < logn e |n| = logn, entdoC (z) < C(v) +n — |v| +4logn +
O(1).

Para strings-incompressiveis comC(x) > n—c, obtemos’(v)+n—|v|+4log n+
O(1) > n — ¢, e simplificando('(v) > |v| — O(logn).

Isto significa quey € incompressivel a menos de um termo logaritmico.

3.2.3 Algumas Propriedades da Complexidade Basica

Seja(.,.) : N x N — N uma fungdo de emparelhamento efetiva. Assim, podemos
definir C((x,y)) = C(x,y) como a complexidade dee y simultaneamente. Ou seja,
C(z,y) € o tamanho da menor descrigdo que comput&@mbas as stringsey. Seria a
complexidade&” subaditiva? Ou de outra forma, sera que, y) < C(z)+C(y)+0(1)?

Sendop a menor descricdo de e ¢ a menor descricdo dg precisamos de uma
descricagg ou gp que permita a maquirld computarz e y e depois compor ambas as
strings. O problema se refere a encontrar a posicédo da desgrilgpna concatenacao
pg OU a posicao da descricaade x na concatenacagp. Para isto devemos anteceder a
primeira descricdo com o seu tamanho, para que a maquina possa encontrar a segunda

descricdo, usando uma codificagéo livre de prefixo. Sabemas guél*!0z e ‘mx‘ =
|| + 2]|z]| + 1.

Sejap a menor descrigdo dee ¢ a menor descricdo dg entdo|p|pg ou |qlgp é a
menor descri¢do der, y). Assim, Hpq‘ = p|+2||p|| +1+]q| = |p|+]q| +21log |p| +1

e [lalap| = lal +2llal| + 1+ Ip] = |pl + lal + 21og a] + 1.

Logo, C(z,y) < C(x) + C(y) + 2log(min(C(z),C(y))) + O(1). Nao podemos
eliminar este termo logaritmico, a ndo ser que entremos com o tamanho de um dos pro-
gramas no condicional;(z, y|C(z)) < C(z) + C(y) + O(1). Podemos fazer isto pois,
se conhecemos previamerii¢z), entdo podemos encontramna descricda:*q, ja que
|z*| = C'(x). Lembre-se que* representa a menor descricdade

Como néo podemos fazer desaparecer este termo logaritmico que depenelg,de
concluimos qué&’ ndo goza da propriedade subaditiva. Assify, y) < C(z)+ C(y) +
A e A cresce ilimitadamente come y.

Veremos mais adiante que a complexidade de prefixo resolve este problema.

Teorema 11 Existe uma constantetal que, para qualquer ey, C(z,y) > C(x) +
C(y) +logn — ¢, onden = [z[ + |y|.
Prova: E necessario primeiro provar o seguinte Lema.

Lema 1 Existem(n + 1)2" pares ordenadosr, y) de strings cuja soma dos tamanhos é
n.

Prova: Por meio de um argumento simples de contagem sabemos que o hamero total
de pareqz,y) com|z| + |y| =n €

20+n + 21+(n—1) + 22+(n—2) I 2(n—1)+1 4+ 27L+0 ’

onde cada um dos termos da soma resulte2&ra temos: + 1 termos, portanto a soma
de todos os termos resulta ém—+ 1)2". O
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Sabemos que existe pelo menos um(pay) que é 1-incompressivel. Logo, tomando
o0 conjunto de pareéz,y) comoA e usando a versdo incondicional do Teorema 10, ja
que sabemos pelo Teorema 7 quec|y) < C(z) + ¢, sua complexidade €(z,y) >

C((x,y)|A) > log A—1. Como o conjunto de parés, y) € o conjuntad e sabemos que

A= (n+1)2", obtemos”(z,y) > n+log(n+1)—1>n+logn— 1.
Pelo Teorema 6 sabemos que, para alguma constadtér) + C(y) < |z| + |y| + ¢,
e como sabemos que| + |y| = n, entdoC(x,y) > C(z) + C(y) + logn — c. O

Teorema 12 Sejax = 1" oux = 0". Entéo,C(z|n) < ¢, paraalgunr > 0 independente
dez.

Prova: Trivial, pois podemos computé? ou0" através de um programa de tamanho
fixo se conhecemos previament@ornecido como informacéao lateral). a

C(z|n) é chamadaomplexidade condicional de tamanh® Teorema 12 permite
concluir que uma string de tamanha carrega uma quantidade de informacéo que tem
dois sentidos. O primeiro, associado com as irregularidadesede segundo, associado
ao tamanho da string. O segundo é especialmente evidente para strings de baixa comple-
xidade, comad™ e0".

Um efeito da quantidade de informacao associada com o tamanho da string é o fato de
C'(z) ndo ser monotdnica sobre prefixos, ou sejay se n podemos obtef'(m) > C(n).

Isto significa que”' (1) > C'(1™), embora a string™ seja prefixo da string™. Assim,
poderemos tef’(x) > C(zy), que & um efeito colateral indesejado sobre a complexidade
C(x).

Por exemplo, supomos: < n, m incompressivel e = 2*. Entdo,C(1") <
loglogn + O(1), ja quek tem magnitudéogn, e C(1™) > logm — O(1). Mas para
m en quaisquer podemos obtei m > loglogn e, neste cas@, (1) > C(1").

Sejar = xi1xow3--+- UmMa string binaria infinita, e seja., = x125---x,. Como
consequéncia da ndo monotonicidade da complexidgde complexidade apresenta a
propriedade dé8utuacao Isto significa que, dada uma string binaria infinitgpara valo-
res crescentes de % oscila entre) e 1 aproximadamente (VITANYI, 2004).

Podemos imaginar’(.) como uma fungéo de naturais em natur&is,N — N.

Sabemos qué'(z) < |z| + ¢ = log x + ¢, pois podemos descrever qualqugyor sua
codificacdo binéaria (veja Teorema 6). Portanto, a complexidgde tem como limite
superior a curvdog x + ¢ (veja Figura 3.2).

Teorema 13 lim, ., C(x) = oc.
Prova: O nimero de strings tal queC(z) < a ndo exced@*™! — 1. Assim, para
qualquera arbitrario, existe um, tal queC(x) > a para todoz > xy. O

Portanto, a complexidade cresce sempre, porém veremos que cresce muito lentamente.
Definimosm(z) = min,>, C(y) como sendo a maior fungéo monotdnica crescente
limitando C(.) por baixo (veja Figura 3.2) (ZVONKIN; LEVIN, 1970).

Teorema 14 Todo conjunto infinito enumeravel contém um subconjunto infinito soltvel.
Prova: Veja M. Li & P. Vitanyi (LI; VITANYI, 1997), pagina 33, Lema 1.7.4. O

Teorema 15 Para qualquer fungédo parcial recursivi(z) tendendo monotonicamente a
infinito a partir de umz,, N6s temosn(z) < f(x).
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A [X|+c=log x+C

C(x)

m(Xx)

Figura 3.2: Fung6es'(.) em(.)

Prova: Suponha que existe uma fungéo parcial recursiva) < m(z), para um
conjunto infinito de pontos. Entdo, f € definida em um conjunto infinito enumeravel
Pelo Teorema 14y contém um conjunto infinito soltvel (decidivél)Seja a funcao

[ f@) rep
(b(ﬂf)—{f(y),y:max{z:zeﬂ,z<x} r ¢ B

Assim, por construcdae; € uma funcéo (total) recursiva, tende monotonicamente a infi-
nito, e¢(x) < m(x) para infinitosz. Definimosg(a) = max{z : C(z) < a}. Portanto,
g(a) + 1 =min{x : m(z) > a} e

max{z : ¢(x) < a+ 1} > min{z : m(z) > a} > g(a),

para infinitosa. A funcdoh(a) = max{x : ¢(z) < a + 1} € (total) recursiva. Segue que
h(a) > g(a) para infinitosa. Portanto,C'(h(a)) > « para infinitosa. Pelo Teorema 8,
C(h(a)) < C(a) + O(1) =loga + O(1). Assim,C(h(a)) > a e C(h(a)) < loga para
infinitosa, que é uma contradicao. O

Assim, m(.) tende a infinito mais lentamente que qualquer outra fungéo parcial re-
cursiva que tende a infinito monotonicamente. Isto provaCguetende a infinito muito
lentamente.

Teorema 16 (Propriedade da Continuidad@psC(z + h) — C(x)) < 2|h| + c.

Prova: A stringz + h pode ser obtida a partir déz*. Construimos uma maquing
que recebendaz* computazr + h. Segue do Teorema da Invariancia qiéx + h) <
Cum(z + h) + ¢ = |ha*| + ¢ = 2|h| + C(z) + ¢. Logo,C(z + h) — C(z) < 2|h| + c.

Analogamente, a string pode ser obtida a partir dép, ondep é uma descricdo de
z + h. Segue quU€'(z) < Cum(x + h) + ¢ = |hp| + ¢ = 2|h| + C(x + h) + c. Logo,
C(x) —C(x +h) <2|h| +ec. O

Isto significa que, emboi@(z) varie muito entren(x) elog x+ ¢, 0 faz de uma forma
muito suave.
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Teorema 17 A funcaoC'(.) ndo é parcial recursiva, além disto, nenhuma funcgéo parcial
recursiva¢(.) definida sobre um conjunto infinito de pontos pode coincidir ¢gm em
todo seu dominio.

Prova: Provaremos por contradicdo. Selecionamos um conjunto infinito sdlizel
U no dominioU de definicdo de(.) (isto é possivel pelo Teorema 14). A fungé@) =
ming(z)>izcv © € uma fungéo recursiva (total), ja que(z) = ¢(x) emV. Além disto,
C(F(i)) > i (por construgdo). Pelo Teorema@(F'(i)) < C(i) + O(1). Logo,

i <C(F(i) <C)+0(1) <logi+O(1),
o que resulta em < logi + O(1), que é falso. O

Definicdo 13 Uma funcéof é semi-computavede existe uma funcao (total) recursiva
tal queg(x,t) € monotbnica emelim, .., ¢(x,t) = f(x).

. P . . ~at -
Sejap um programa¢ um numero inteiro, entatd, pode ser definido como o pre-
dicado que representa a computacdo na maquina de Turing unidegsed computa o
valor ®, emt passos e caso contrario resulta em um valor indefinido. Usando-se a Tese

de Turing-Church é facil provar qIA_f; é decidivel e qué, é computavel (GACS, 1993).
Coroléario 3 (Problema da Parada Limitaddﬂ é decidivel eb, € computavel.

Teorema 18 A fungé@oC' é semi-computavel.

Prova: Sabemos qué(z) < logz + ¢, pois um nimero pode ser representado por
sua codificacdo binaria. Seja a maquina de Turing univet&alefinida como a maquina
U que computa um programaemt passos, caso contrario resulta em uma computagéo
indefinida. Sejal*(x) um valor menor quégz + c e

C'(x) = min {|p| < t:U, = z} .

Isto implica que a fun¢éd@(x) € computavel, ndo crescente, monotdnicateen
limy o C*(z) = C(2). O

3.3 Complexidade de Prefixo

A complexidade de prefixo é uma definicdo mais robusta de complexidade e apresenta
uma série de vantagens sobre a complexidade basieatre elas uma relacionada com
aDesigualdade de Kraftomo veremos adiante (CHAITIN, 1975).

Supomos que s#1,,, esta definida entést, , ndo esta definida para nenhum prefixo
q dep. Obtemos isto através do uso de codificagéo livre de prefixo (veja o Algoritmo 1)

e chamamos estes programagpdmramas auto-delimitado\ maquinaM que recebe
como entrada programas auto-delimitados € chamada de maquina de Turing de prefixo.

Definicdo 14 Seja M uma méaquina de Turing de prefixo. cAmplexidade condicional
de prefixoK ,(x|y) de um nimera: com respeito a um numegpé o comprimento da
menor descrica@, representada como string livre de prefixo, tal qug, , = =,

Em(aly) = min |p|.

p,y=<

Se nédo existe uma descricade x entdo dizemos, por definicdo, qie,(z|y) = cc.
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Da mesma forma como fizemos com a complexidade bé&sjca podemos definir
uma complexidade de prefixo incondiciorfal.). Também podemos apresentar um Teo-
rema da Invariancia para a complexidddecuja prova € similar a prova do Teorema da
Invariancia para a complexidadé

Agora podemos provar que a complexidade de prefixo possui a propriedade subadi-
tiva.

Teorema 19 Para alguma constante > 0 independente de ey, K(z,y) < K(x) +
K(y) +c.

Prova: Sep é a menor descricdo livre de prefixo dee ¢ € a menor descricéo livre
de prefixo dey entdopq ou gp € a menor descricdo de e y. Existe uma maquina de
Turing de prefixaM que recebendpq ou gp recuperap e q (pela propriedade de strings
livres de prefixo) e computae y. Assim,K v (z,y) = [p| + [g|. Aplicando o Teorema da
Invariancia, K (z,y) < Km(x,y) +c = K(x) + K(y) + c. O

Significa queX (z,y) < K(z) + K(y) + A e A é constante em relagiaae y.
E interessante que se investigue a relacéo que existe entre as complegidafies
Afirma-se no Teorema 20 que as complexidadesK sao assintoticamente iguais.

Teorema 20 (M. Li & P. Vitanyi (LI; VITANYI, 1997), exemplo 3.1.3, pagina 194) Para
todox e umy fixo, C(z|y) < K(zly) + O(1) < C(z|y) + 2log C(x|y) + O(1).

Prova: A primeira desigualdade€;(z|y) < K(z|y), é trivial pois a complexidade de
prefixo é definida como uma restricéo da definicdo de programa. A seghiday) <
C(x|y) + 2log C(z|y) + O(1), pode ser provada da seguinte maneira.

Um programa para a maquina de prefixo possui em seu prefixo uma codificagdo auto-
delimitada do seu tamanho. Sejauma maquina universal de prefixo que simida

Logo, K (z]y) < Kv(zly) + ¢ = ‘mx) e como|z*| = C(zly), temosK (z]y) <
C(z|y) + 2log C(x|y) + O(1). O

O Teorema 23 prova quE e K sdo equivalentes em um sentido form@l ¢onverge
a H em probabilidade) (COVER; THOMAS, 1991).

Definicdo 15 Se a sequéncia de fungbes mensuraygis a fungdo mensuravel sao
finitas (FERNANDEZ, 1996), diz-se gfieconverge af em probabilidade se e somente
se, para toda > 0,

nlingoPr(abS{fn —f)>¢€¢=0.

Isto significa quef,, — f em todos os pontos, a excecdo de um conjunto de pontos
gue tem medida zero.

Teorema 21 (Lei dos Grandes Numeros) Seja, X,, X3, ... uma sequéncia de varia-
veis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas com médéejaX, =
13" X;. Entdo, para qualquer > 0, lim,, .., Pr(abgX, — p) > ¢) = 0.

Prova: Veja (JAMES, 1996), Capitulo 5, e (LIPSCHUTZ, 1968), Teorema 5.11, pagi-
na 87. O

Teorema 22 (Propriedade da Equiparticdo Assintética) Se as variaveis aleatorias

X17X27"'7Xn
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sdo independentes e identicamente distribuidas, entdo
1
——log Pr(X 1 Xy--- X,,) — H(X)
n

em probabilidade.
Prova: Pela Lei dos Grandes NUumeros e pela independéncia das varigyeis

1
—— log Pr(X; X, -- logHPr = —— Zlog Pr(X;) — H(X)
n =

em probabilidade. O

Isto significa que as sequéncias que nao satisfazem a Propriedade da Equiparticdo
Assintotica pertencem a um conjunto de medida zero. Assim, esta propriedade divide
as sequéncias em tipicas (que respeitam a propriedade) e atipicas (que nao respeitam a
propriedade e pertencem a um conjunto de medida zero) (KHINCHIN, 1957).

Uma sequénci#ipica € aquela que converge e pertence a um conjunto de probabili-
dade um. Obviamente, as sequéncias tipicas respeitam a seguinte propriedade:

Q- HX)) < Py(X, Xy - X,) < 2-"(HX)=0) (3.2)

SejaX, X, X3,... uma seqliéncia de variaveis aleatorias independentes e identi-
camente distribuidas, com cadg = 0 ou X; = 1, parai > 1. NOs chamamos
X1, Xs, X3,... de umap-seqiiéncia de Bernoulli se 0s; tomam o valorl com pro-
babilidadep.

Teorema 23 Seja a sequéncia de variaveis aleatorias independentes e identicamente dis-
tribuidas X1, X», ..., X,, umap-sequéncia de Bernoulli (processo estocastico). Entao,
1K(X1X5---X,) — H(p,1 — p) em probabilidade.

Prova: Primeiro devemos provar o seguinte Lema.

Lema 2 Sejar uma string binaria de tamanhfp:| = n que possuk < n uns. Entéo,
K(z) <nH(k/n,1—k/n)+ 2logk + c.

Prova: O menor programa que computade uma forma genérica deve gerar as
strings de tamanha que possuerh uns e imprimir a-ésima. Para isto, este programa
deve armazenar dentro dele o valorusando codificacao livre de prefixo com tamanho
2log k bits, e usandolog (7) bits ((}) € o nimero maximo de combinagdes de strings
possiveis com tamanhoce k uns). Entdo|x*| = 2log k+log ( )+c Como sabemos que
(3) < 2nHk/ml=k/m) (resulta da aplicacéo da formula de Stirling (COVER; THOMAS,
1991) que afirmai! ~ (2rn)Ze" "), entdok () = |o*| < 2loghk + nH(k/n,1 —
k/n)+ c. O

De acordo com a Defini¢cdo 15, devemos primeiro provar que (condi¢do necessaria)
1
Pr (abs (—K(X1X2 - X,)—H(p,1— p)) > e) —0. (3.3)
n

SejaX, = %ZXZ Entdo, K (X1 X5 -+ X,,) < nH(X,,1 - X,) +2logn +c, e
como sabemos quE, — p, a Equacdo (3.3) vale, com= 21"+,
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SejaT o conjunto das sequéncias tipicaseo conjunto das sequiéncias que satisfa-
zemK (x) < n(H(p,1—p) — c¢), para algume > 0.

Para provar a condicédo suficiente, devemos perceber que as sequéncias X, - - - X,
tipicas satisfazem a Propriedade da Equiparticdo Assintética, de forma que podemos afir-
mar que a probabilidade da complexidadedser menor que:(H (p,1 — p) — ¢) para
ume > 0é

Pr(K(z) <n(H(p,1—p)—c)) < Pr(z¢T)+Pr(zreTnNX)
< e+ Y Pr(a)
w€TNX
< e+ Z 9—n(H (p,1—p)—e) (3.4)
veX
< e+ 2MH P 1=p)=c)g—n(H (p,1=p)=¢)

= e+ 2—n(c—e)

gue é arbitrariamente pequeno, provando a convergéncia. Note que (3.4) segue de (3.2).
O

A tentativa original de Kolmogorov de definir seqiiéncias aleatorias infinitas como
sendo aquelas que possuem todos 0s seus prefixos incompressiveis falhou, devido a flu-
tuacdo da complexidade (LI; VITANYI, 1997; VITANYI, 2004). Tais sequéncias n&o
existem. Porém, usando-se a complexidade possivel obter tal definicdo de uma forma
correta (VITANYI, 2004).

Definicdo 16 Sejar uma string binaria infinita, entde € aleatéria sei{(x1.,) > n — ¢,
para todos 03 e algume > 0.

Ou seja, uma string binaria é aleatéria se todos os seus prefixos sdo incompressiveis
pela complexidadé .

3.4 Probabilidade Algoritmica

3.4.1 Computacdes Aleatorias

Suponha uma maquina de Turing determinisfidd SOLOMONOFF, 1997). Supo-
nha quep € um programa binario que descreve uma dada lingualge@ programap
sempre espera encontrar concatenado a sua direita um nanrefresentado em bina-
rio, que denota a string, € L que esta na-ésima posi¢do em uma particular e arbitraria
enumeracdao das palavras da linguagenf\ssim, M,,, = s,,. NOS ndo vamos nos preo-
cupar com@ encontran na fita de entrada da maquina. A Figura 3.3 (a) ilustra a situacéo
da fita da maquina neste caso.

Podemos generalizar o que foi definido acima parammdguina probabilisticaaban-
donando a maquina deterministica. Suponha a distribuicdo uniforme (medida de Lebes-
gue). Sejgp um programa que descreve uma linguagem probabilisticaimaa string
binaria infinita aleatéria (veja Figura 3.3 (b)). Entéd,,. = s representa a probabilidade
de s ocorrer na linguagem (Figura 3.3 (c)).

Comor é uma string infinita, devemos adaptar nossa definicdo de maquina de Turing
provendo espaco para armazenarA expressag@r é formada por uma parte aleatoria
precedida por uma descri¢cao deterministica da lingualgem
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Figura 3.3: Fita de entrada da maquina de Turing

Podemos ir em frente imaginando que a parfei retirada da fita da maquina (Fi-
gura 3.3 (d)). AgoraM, representa uma computacdo puramente aleatérigp| ®eo
tamanho em bits da descricip entdor tem probabilidade-?! de comecar comp e
gerar a linguagen (Figura 3.3 (e)).

Assim, M,. € uma distribuicdo de probabilidade a priori sobre todas as strings binarias
finitas e a probabilidade de cada stringode ser medida p@ !, ondep é o programa
gue computas. Mas, se mais de um programa computgusualmente infinitos farao
isto)? Como a ocorréncia de cada um dos programas representa um evento independente,
a probabilidade de ocorréncia de uma strirgga soma destas probabilidad@il 21l
No entanto, devemos garantir que esta série seja convergente. Veremos mais adiante como
isto serd tratado.

3.4.2 Definicado da Probabilidade Algoritmica

A complexidade de Kolmogorov prové uma definicdo formal de “simplicidade”. Uma
string binéria é dita simples se ela é regular, ou sejd& &8 < |z|. Ao contrario, uma
string complexa é aquela em gqlé&x) > |x| — ¢, para algum: > 0 (neste caso se diz
quezx é c-incompressivél Um objeto “regular” € aquele com significativamente menos
complexidade que a maxima.

Podemos identificar* com uma teoria para. A construcao de teorias na ciéncia é
basicamente a compresséo de grandes quantidades de informacdes sobre os fendmenos
estudados em uma pequena quantidade de bits que modelam aqueles fendmenos (teoria,
programa para a maquina de Turing) (CHAITIN, 1974).

Através de um argumento simples de contagem podemos provar que o niamero de
objetos regulares é pequeno e, portanto, considerando a distribuicao uniforme (medida de
Lebesgue), estes eventos regulares tém pequena probabilidade de ocorrer (LI; VITANYI,
1997).

Suponha que vocé observasse uma string binadatamanha e desejasse saber se
devemos atribuir a ocorréncia do eventeomo puro acaso ou a uma causa. Devemos
formalizar o que entendemos por “acaso” e “causa” (LI; VITANYI, 1997).

Acaso Obtencéo de pelo uso de uma moeda honesta (probabilidad®;

Causa Significando que uma maquina de Turing (computador) computatravés de
um programa aleatério (obtido pelo lancamento de uma moeda honesta).
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Ambas formam duas distribui¢cdes diversas. Na primeira (distribuicdo uniforme), ob-
jetos irregulares séo os tipicos; na segunda, os objetos regulares é que tém maxima pro-
babilidade de ocorrer. Veremos que a segunda probabilidade pode ser aproximada para
2-K@)  Sex é regular, entdo possui baixa complexidade. Asdiify) < n e a razéo
entre acaso e caus@é £,

Suponha que um Orangotango Etérfasse posto na frente de um teclado. A saida
deste teclado é uma seqiiéncia de bits. Qual seria a probabilidade deste Orangotango, ao
teclar aleatoriamente, obter uma obra completa de Erico Verissimo com 1000000 de bits
(esta probabilidade é positiva, veja (JAMES, 1996), pagina 202, Coroléario e Exemplo 3)?

Dentre todas as possivei¥?% strings binarias de 1000000 de bits, a probabilidade
de ser obtida a string,, que é a obra de Erico VerissimopPé(z,) = 21000000,

Por outro lado, se este Orangotango Eterno estivesse teclando programas aleatorios
para serem executados em uma maquina de Tifjragprobabilidade da maquina com-
putar a stringr, da obra de Erico Verissimo seriy(z,) = 2~ %), Podemos supor
que Py(zg) = 27299 & uma boa aproximacéo dg (empiricamente sabemos que um
texto em portugués pode ser comprimido na proporcéo de 1 para 4). Esta probabilidade,
embora ainda pequena2 &% maior que2 1000000,

Neste sentido, podemos interpretar a maquina de Turing como um construtor de sig-
nificados. Ela é como um filtro que transforma desordem em ordem.

SejaP,(x) a probabilidade de uma maquina de Turing univessebmputar: quando
é fornecido um programa obtido aleatoriamente, por lancamentos de uma moeda,

Py(z) =Y 27"

Up=x

No entanto, esta definicdo tem um grave problema,@hsm 2-IPl é uma série que
diverge. Sabemos que para todexiste umzy, |zo| = n, tal queC(zy) = O(logn). Isto
significa que para todo existe umz, tal que Py (o) ~ 27°¢"™ = 1/n. Portanto, como a
soma infinital /2 + 1/3 + 1/4 + - - - diverge, assim també#}, (z) diverge.

Definicdo 17 (Desigualdade de Kraft) Sejaum conjunto de cddigos, entdo

O

Estamos interessados em provar que as codificacdes livres de prefixo satisfazem esta
desigualdade (COVER; THOMAS, 1991).

Teorema 24 Toda codificacao livre de prefixb satisfaz a desigualdade de Kraft.

Prova: Mostramos na Figura 3.4 uma arvore que ilustra todos os possiveis caminhos
para obter uma string binaria. A arvore segue infinitamente para baixo. Cada caminho
representa uma string binaria. Podemos ver na Figura 3.5 os pontos marcados indicando
trés codigos livres de prefixo, desde que nos caminhos abaixo dos pontos nédo exista ne-
nhum outro codigo. Sdo eles 00, 010 e 1.

Uma vez chegando a um ponto de bifurcacdo na arvore, devemos tomar uma de duas
acoes:

1“0 Orangotango Eterno de Dee, munido de uma pena resistente, de tinta que bastasse e de uma superfi-
cie infinita, acabaria escrevendo todos os livros conhecidos, além de criar algumas obras ofigrges’,
e os Orangotangos Eterngdsuis Fernando Verissimo, Companhia das Letras, 2000, pagina 70.
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000 001 010 011 100 101 110 111

Figura 3.4: Arvore da codificacdo binaria

N
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00
0 N1
/ N
10

1
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Figura 3.5: Arvore mostrando cédigos livres de prefixo

¢ Neste ponto ja foi encontrado um codigo, entédo pare;

e Ainda n&o é um cédigo, entdo mova-se mais um passo para baix@c@m =
_ 1
Apo6s caminharn passos na arvore n0s podemos ter terminado em algummivek
se encontramos um codigo (pois os codigos séo livres de prefixo), ou podemos ter atingido
o niveln sem encontrar um cédigo. De qualquer forma a probabilidade de qualquer
caminho na arvore pode ser calculada como:

e Caminho comm bits (n&o encontrou codigoPr(z1zs - 2,) = (1)
e Caminho comn < n bits (encontrou codigo)Pr(z1zs - - - z,,) = (3)™

Pela propriedade daonservacédo da probabilidadesoma das probabilidades de
gualquer nivel da arvore deve ser igual a 1. llustramos esta propriedade na Figura 3.6.
Nesta figura apresentamos uma arvore hipotética em que o desenvolvimento de trés ni-
veis da arvore resultou em uma codificacdo encontrada no nivel 2 (cédigo 01). Podemos
somar as probabilidades obtendo

1+1+1+1+1+1+1_1
8 8 4 8 8 8 8&

Desta forma podemos dizer que

O O RSP SN ) It

cédigos com |z|<n caminhos ainda nao terminados
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0 1
1 1
2 2
0 1 0 1
11 11
2 2 1 2 2
4
/\ 0 /\
11 1 11
2 2 3 2 2
1 1 1 1
8 8

Figura 3.6: Arvore mostrando a conservacdo da probabilidade

N[
0= <—
—_

=

Como

SO

caminhos ainda nao terminados

> (3) =

cédigos com |z|<n

segue que

Tomando dim,,_,., obtemos

w050

cédigos com |z|<n rCa

e esta completa a prova. O

Teorema 25 Existe um cadigo livre de prefix@ que codifica mensagensc « tal que
H(X)<L(E) < HX)+1.

Prova: Primeiro provamos a desigualdad& X) < L(FE). Subtraindo os dois lados
da desigualdade

L(E) - H(X) = ) plx) x|+ logp(x)] =

TEQ

proane(]-
= > pl)

TrCQo 2)

Aplicando a desigualdade caracteristica da fungéo contexd /x) (veja Teorema 2),
coma; = p(z) eb; = (1/2)l, obtemos

era (QJ)
5 stoys 25 > |50t e | Zeserl .

TEQ 2
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Como sabemos que,, ., p(z) =1

[Zp(a:)] log [g:—$1 = —log [Z (%y] >0,

reo reo

pois pela desigualdade de Kraft (%)'m' < 1, e esta provada a primeira desigual-
dade.

Fica evidente que a melhor codificacdo possivel é aquela enugjae log(1/p(z)).
Escolhemosz| = |log(1/p(x))]. Logo,

—Zp(x){log J > p(z) [log—)+1] H(X)+1,

reEQ reQ

pois|z| <z + 1. O

Toda codificacdo que satisfaz a desigualdade de Kraft é livre de prefixo (e unicamente
decodificavel) e o conjunto de tamanhos de cédigo satisfaz {log Prl(x)w .

Uma das preocupacdes que devemos ter € de como obter codigos unicamente deco-
dificaveis 6timos em relacdo ao tamanho médio das palavras de codigo. Um algoritmo
bem sucedido é eodificacdo de Shannon-FatfGOVER; THOMAS, 1991). O principio
basico da codificagdo de Shannon-Fano é definir o codigo baseado na fungéo de distri-
buicdo cumulativd’(x). Sejaay, as, as, . . ., a, uma ordenacdo de todos os elementos do
conjunto de mensagens entdoF (a;) = > . .., Pr(a;).

Seja

Jig<i

— 1
F(a;) = 5 Pr(a;) + Z Pr(a;),
Jiy<e
representando a soma das probabilidades de todas mensagens menores, na ordenacéao,
gquea; mais a metade da probabilidadede A ordenacdo ndo necessita seguir qualquer
ordem preestabelecida (crescente, decrescente, etc.).

SeF(r) é umafuncdo em degraki{x) representa a metade do degrau correspondente
a mensagem.

Em geralF (z) € um nimero real que s6 pode ser expresso com um numero infinito de
bits. Se arredondarmas(z) paral = [log Br( } bits obteremos um namero que ainda
permanece no intervalo do degrau. As$|mts e suficiente para descrever

Podemos provar que tal codificacao é livre de prefixo (e portanto unicamente decodi-
ficavel) e que o tamanho médio do cédifsatisfazl, < H + 2. Assim, este codigo esta
aum bitdo 6timoque & < H + 1.

A Tabela 3.2 apresenta um exemplo de construcdo do cédigo para cinco mensagens
ai, as, as, as € as com probabilidades 0,12%,5, 0,25 0,0625 e 0,0625.

O tamanho médio das palavras de codigo obtido neste exeniplg’g. Observe
gue, neste caso, o ultimo bit dos cddigos correspondenig® as; pode ser eliminado,
obtendo assim um cédigo mais eficiente (ou mais curto).

Podemos agora, baseados em codificacéo livre de prefixo, redefiniy de forma
a restringir que todos 0s programas sejam programas autodelimitadog/esgjgeuma
maquina de prefixo. Isto ndo é tao dificil de aceitar pois as linguagens de programacao
usualmente sdo delimitadas por um comando de finalizacdo (por exemplo, no PASCAL,
0 END.).
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Tabela 3.2: Exemplo de construcéo do cédigo de Shannon-Fano

T ‘ Pr(z) ‘ F(z) ‘ F(x) ‘ F(x) em binério ‘ [ = [log Prl(x)} ‘ codigo

a; | 0,125 | 0,125 | 0,0625 | 0,0001 4 0001
ay | 0,5 0,625 | 0,375 |0,011 2 01
as | 0,25 |0,875 | 0,75 0,11 3 110
ay | 0,0625| 0,9375| 0,90625| 0,11101 > 11101
as | 0,0625| 1,0 0,96875| 0,11111 5 11111

SejaP,(x) definida como a probabilidade de uma maquina de Turing universal de
prefixo computar: quando é fornecido um programa autodelimitado aleatorio,

Py(z) =Y 27"

Up=x

Pela desigualdade de Kraft é evidente dyéx) € uma probabilidade, pois a série
acima converge @ < Py,(z) < 1. Baseados nos resultados desta se¢do, podemos afirmar
qued_, 2-¢@ é uma série divergente, enquanto qde 2% converge.

Teorema 26 P,(.) ndo é computavel.

Prova: Podemos simular todos os programas para a maquinga ordem lexico-
gréfica e coletar todos os programas que param e computam uma dada string. E facil
ver que, pelo problema da parada, esta estimativa ndo € computavel, pois ndo podemos
determinar quais programas néo irdo parar. O

3.4.3 Probabilidade Universal

Sejaa = {0,1} (alfabeto binario). Entdoa* = {A,0,1,00,01,10,11,000,...}.
Considere o conjunto das sequéncias binérias infinitas unidirecighdis>. Sea €
{0,1}* entdoa = ajasas... € a;, = ajas...a,. Cada elemento d€0,1}>° corres-
ponde a um elementoc R, r = >, 5 er converge con) < r < 1.

O conjunto de todas as sequUéncias infinitas unidirecionais que t®wmo prefixo
€ chamado deilindro I',, I'; = {a : a1,y = v e a € {0,1}*}. O cilindro pode ser
interpretado como o interval@.z; 0.z 4+ 2717, em[0;1). O tamanho do cilindrd’, é
2 Il

Devemos atribuir probabilidades a estes cilindros. Para isto, definimos-ahgabra
gerada pelos intervalos (estaalgebra é chamada dealgebra de Borel) e uma medida
de probabilidade para estadlgebra (FERNANDEZ, 1996). Usaremos como medida o
tamanho dos cilindros. Para simplificar a notagéo usamnoys ao invés de:(I',), para
indicar a medida do intervalb, .

Definigdo 18 Uma fungdq: : o* — R & umasemi-medidae

n(A)
p(z)

L;

> ulxa).

aco

(AVARRVAN
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Podemos compensar as desigualdades, obtendo novamente igualdades, ao supor a
existéncia de um elemento indefinidou ¢ «, tal quep(A) + p(u) = 1 e pu(x) =
plaw) 4+ e 1(za). v concentrara o excesso de ambas as desigualdades transformando-
as em igualdades. O conceito de semi-medida ndo pertence a teoria da medida classica
(LI; VITANYI, 1997). Uma semi-medida ¢ ditdiscretase seu espaco amostral é discreto.

Definicdo 19 SejaC uma classe de semi-medidas discretas. Uma semi-mggiéani-
versal(ou maximg paraC sey, € C e para todou € C existe uma constantg, > 0 tal
quec,o(z) > p(z), come, independente de.

Sec,uo(z) > p(x) para todor entdo nés dizemos quye domina(multiplicativa-
mente)u.

Vamos aproximar o resultado da avaliacdo de funcdes de valor real usando valores
racionaisp/q, representados como paiesq), parap, g € N.

Definicdo 20 Uma funcao reaf é ditaenumeravese existe uma fungéo recursivér, t),
ndo decrescente emcomlim, ., ¢(z,t) = f(x).

Ou seja, uma funcdo enumeravel € aguela que pode ser aproximada por baixo.

Definicdo 21 Uma fungéo realf é dita co-enumeravese existe uma funcgéo recursiva
¢(z,t), ndo crescente ey comlim,_., ¢(x,t) = f(z).

Uma funcdo co-enumeravel é aquela que pode ser aproximada por cirfia wri-
meravel entde- f é co-enumerdvel. Se uma funcA@ enumeravel e co-enumeravel en-
tdo ela é ditaecursiva Por exemploK(.) e C(.) sdo fungBes co-enumeraveis; & (.),
—C(.) e Py(.) s&o fun¢des enumeraveis, mas nenhuma delas é recursiva.

Definicdo 22 Uma medidgu € ditaenumeraveke existe uma fungéo recursivér, t),
ndo decrescente etntal quelim; .., ¢(z,t) = pu(x).

Muito do que sera discutido a seguir € a prova da existéncia de uma semi-medida
universam na classe das semi-medidas enumeraveis discretas (LI; VITANYI, 1997).
Primeiramente, devemos provar que a complexiddde) e a probabilidade’,(x)
sdo medidas equivalentes, ou sejd®) ~ P, (r) (COVER; THOMAS, 1991).

Teorema 27 Existe uma constanig tal que para todar, 2=%®) < Py (z) < 27K@®),
ondec ndo depende de.

Prova: A primeira desigualdade é facil de ser provada. Se€ja menor programa
que computa, entdory(r) = -, _, 27" > 2711 = 27 K@),

Podemos reescrever a segunda desigualdade démg < log Pul(x) +c.

Um dos problemas com esta parte da prova é que ndo podemos conipuitgr
entdo a estratégia da prova é encontrar 0 menor programa que descreve strows
alta probabilidadel, ().

Para isto, usaremos codificacdo de Shannon-Fano e construiremos a arvore de codi-
gos de Shannon-Fano de forma a satisfazer a desigualdade de Kraft. A medida que esta
arvore é construida teremos aproximagdes cada vez melhorBg(d¢. N6s ndo conhe-
cemos previamente a profundidade dos nodos na arvore, mas podemos sucessivamente
atribuir = aos nodos da arvore mais proximos da raiz, a medida que a nossa estimativa
de Py, (x) melhora.
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Supomos uma enumeracao dos programags, ps, . . .. Entdo, ndés construimos uma
maquinaM que executa um passo da computacao do primeiro programa simulando a
computacdo do programa na maquitla A seguir, executamos dois passos da compu-
tacdo dos dois primeiros programas e assim sucessivamente, de forma que em algum
momentaM estara executando passos da computagdo dos primeiioggrogramas da
enumeracao, simulando a maquitta Ou seja, M executara o Algoritmo 2.

Algoritmo 2 (Determina 0. € ;)
1. Fagai:=0e k:=1;

2. Facgai:=i+1. Gere os primeiros i programas da enumeracgéo. Simule a computacao
dei passos de cada um degprogramas gerados e#. Se um programa para,
armazene o programg € a sua saiday, e faca k:=k+1. Va para 2.

Desta forma, eventualmente a maquina ira executar todos 0s possiveis programas por
um tempo cada vez mais longo, de forma que se um programa eventualmente para, nos
descobriremos.

Assim, podemos obter a lista ordengaaps, ps, . .. de todos os programas que pa-
ram junto com as suas saidas.

Para cada programay e a sua saida;, calculamos uma estimativa d¢,(xy),

Pyley) =y, 27,
Up, =z i<k

e entdo calculamos o niumero de bitsnecessarios para descrever baseados na esti-
mativa atual deb,(xy),

A [log ﬁ’u(lﬂf?k)-‘ '

Podemos entdo construir a arvore, garantindo que todos,ae um determinadoy
sao distintos pela remog¢éo dos nodos em que ocorre coincidéncigade,. Isto garante
gue existe no maximo um nodo em cada nivel da arvore que corresponde a um.dado
Sempre que um nodo é usado todos os nodos abaixo dele ficam indisponiveis, garantindo
gue a atribuicdo de nodos é livre de prefixo.

llustramos este processo com 0 seguinte Exemplo.

Exemplo 2 Sejam os programas, suas saidas e os calculadgde;) e ny, ilustrados na
Tabela 3.3.

A partir dos dados da tabela podemos construir a arvore como ilustra a Figura 3.7.
Observe que na arvores; foi descartado, pois; = x5 € ng = njs, € x4 foi renomeado
comozs.

Usando a arvore obtida podemos concluir que

Z 2—(nk+1) — 9-1 Z 9"k

k:xp=z k:xp=x

< 27! (QUOgPu(x)J 4 gllog Pu(@)]=1 4 ollog Fu(x)|-2 | .. ) (3.5)
1 1
— 9o-lgllegPu(@)] (14 = 4 = 4 ...
+ 5 + 1 +
— 9~ lgllog Fu(z)]9
S PU(x)a
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Tabela 3.3: Construcéo da Arvore

k| pr ‘ Ty ‘ Py(xy) ‘ ng ‘ Comentario

1101 10 Py(x;) > 27l =273 = 0,125 3

21100011 | 1101 | Py(xy) > 272 =276 = 0,015625 |6

311 10 Py(zs) > 27l 4 9-lpsl = 9-3 L 9-2 | 9
= 0,375

1001 111 | Py(zy) > 271l = 274 = 0,0625 4

5 | 10000 10 Pu(m ) > 27l 4 2= Ipsl 4 2= Ips 2 | descartado
=234 272+ 275 =0,40625

6 | 1000101 | 11111 | Py(xg) > 2776l = 2-7 = 0,0078125 | 7

L -
ro = 1101 \

0
/

Yoo as = 11111

Figura 3.7: Arvore Construida Parcialmente

onde (3.5) é verdadeiro pois existe no maximo um nodo em cada nivel da arvore que
computaz, e € assumido que o limite superior da soma é aquele em que todos os niveis
estdo alocados para.

Portanto,

iz (nk+1) < Z PZ/I
k=1

z€{0,1}*

A Ultima desigualdade acima justifica-se pela desigualdade de Kraft.

Ou seja, existe um procedimento efetivo para construir a arvore a partir das aproxi-
magoes dé,(z), e P, (z) T Py(z). Isto significa que?, pode ser aproximado por baixo
e, portanto,P, é enumeravel.

Entdo, é possivel identificar um dadgelo menor caminho que leva a um nodo que
computaz. Chamaremos este nodo deSabemos por construcéo (pela codificacdo de
Shannon-Fano) qu|sé] < log 7 ( 5T 2, pois a codificacéo obtida satisfaz a desigualdade
de Kraft.
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Podemos construir entdo uma maquihd que computa: usando a arvore. O pro-
grama primeiro constréi a arvore e depois, a partir deimprimez. O tamanho do
programa paraM é m + ¢, ondec” é o tamanho do programa que constroi a arvore.
Pelo Teorema da Invariancia

K(z) < Kpy(z)+c¢" = |l|+"+" < {bg J 14 4"

Py(z)
Fazenda” + ¢” + 1 = ¢ esta completa a prova do Teorema. O

Este resultado é surpreendente pois, mesmo sabendo que existem infinitos programas
que computam, significa que a probabilidadg,(x) concentra-se fortemente @m<@),
Além disto, obtivemos uma equivaléndé(z) ~ log #(x) semelhante a existente na
teoria da informacao classicH,( X ) ~ log Zﬁ (veja Teorema 22).

Assim, podemos entender a complexidaleomo os tamanhos de palavras de cédigo
de um cédigo de Shannon-Fano baseado na distribuigao

Teorema 28 (Universalidade deP,) Sejapo, p1, p2, - . . Uma enumeracgao arbitraria das
distribuicBes de probabilidade enumeravei$,(z) > p;(z), parai = 1,2,3,..., onde
¢ ndo depende de apenas de;.

Prova: Seja uma distribuicdo qualquefr da enumeracédo que pode ser aproximada
por baixo por uma maquina; (veja a prova do teorema anterior). Pelo Teorema da
Invariancia Ky (z) < K, (z) + .

Assim2-K@) > 2=¢p,(2), e como pelo Teorema 2P, (z) > 2~ 5@, entdocPy(z) >
pi(x), ondec = 2¢. O

Ou seja, P, domina todas as distribuicdes de probabilidade enumeraveis (ZVONKIN;
LEVIN, 1970).

Restringir as distribuicdes de probabilidade apenas as semi-medidas enumeraveis per-
mite que exista um elemento universal na classe das distribuicdes de probabilidade enu-
meraveis.

Chamamosn dedistribuicdo universal discretaDesta forma, os Teoremas 27 e 28
provamm(z) ~ Py(z) ~ 2~ K@),



48

4 TEORIAS DA ALEATORIEDADE

Os mateméticos do Século XX buscavam obter uma base matematica para teoria
das probabilidades. Esta base se constituiria em uma definicdo formal de “sequéncia
aleatoria”, que permitiria dar um significado ao calculo de probabilidades ao estilo do
proposto por Kolmogorov (KOLMOGOROV, 1933). Esta axiomatizacdo, proposta por
Kolmogorov, embora seja bem sucedida no calculo de probabilidades, nada afirma sobre
o significado da aleatoriedade dos fendmenos fisicos. A busca por tal definicdo € um
objetivo fundamental para dar suporte a toda a teoria das probabilidades e as aplicacdes
praticas em estatistica. Veremos que este esforco foi plenamente recompensado, e a meta
atingida através da complexidade de Kolmogorov.

Este Capitulo apresenta uma reviséo bibliografica abreviada das principais teorias de-
senvolvidas com este proposito (veja também (USPENSKY; SEMENQOV; SHEN, 1990;
VITANYI, 2004; VOLCHAN, 2002; ZVONKIN; LEVIN, 1970)). Procuramos enfatizar
a teoria de Martin-L6f (MARTIN-LOF, 1966a,b) e sua relagdo com incompressividade
(complexidade de Kolmogorov). O assunto € apresentado na ordem cronolégica do de-
senvolvimento das diversas teorias que foram propostas, assim como procuramos mostrar
as relagfes entre elas. O texto € relativamente auto-contido, embora algum conhecimento
de teoria da medida (FERNANDEZ, 1996) seja desejavel para o entendimento das provas
de alguns teoremas (particularmente o Teorema 31). Porém, o nucleo da argumentacao
pode ser entendido sem este conhecimento.

Veremos que este Capitulo apresenta uma (surpreendente para muitos) identificacéo
entrealeatoriedadee computabilidadeambas apresentadas a partir de definicbes mate-
maticas. Ou seja, veremos que uma string aleatoria € aquela que nao pode ser computada
por uma magquina de Turing.

Neste Capitulo estamos interessados em formalizar o conceito de sequéncia aleatéria
infinita. Em primeiro lugar deve-se ter clareza que a definicdo de aleatoriedade é depen-
dente da distribuicdo de probabilidade envolvida. Por exemplo, se estivéssemos tratando
com uma moeda simétrica (com iguais probabilidades de ocorréncia de cara e coroa),
uma sequUéncia em que ocorressem mais caras que coroas seria logo identificada como
nao aleatoria. Ja uma moeda em que houvesse um desequilibrio entre suas faces, poderia
resultar em uma sequéncia deste tipo, a qual seria tratada como aleatoria em relacéo a esta
segunda distribuicao.

N&o iremos discutir aspectos fisicos do lancamento da moeda, tais como aceleracao,
velocidade, angulo de langcamento, etc. Nem nos preocuparemos na possibilidade de tais
parametros serem manipulados para a obtencao de resultados “viciados”. Estes fatores
sao irrelevantes para a nossa discussao.

Vamos considerar, na maior parte da discussao (excecdo onde indicado), sequéncias
obtidas pelo langcamento de uma moeda honesta (distribuicdo Bernoulli uniforme). “Ho-
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nesta” aqui significa que a moeda é simétrica e as probabilidades de ocorrer cara ou coroa
sdo iguaisjf = 1/2). Representaremos esta sequiéncia de eventos por uma string binaria
infinita, em que “1” e “0” representam “cara” e “coroa”.

E 6bvio que tais sequéncias (sequéncias infinitas) ndo podem ser obtidas no mundo
real. Kolmogorov ja havia advertido para o problema de embasar fenbmenos que séo
essencialmente finitos através de entidades infinitas (KOLMOGOROQV, 1963). Vere-
mos que a abordagem de Kolmogorov, baseada em incompressividade, tenta definir pri-
meiro “aleatoriedade pontual” para entdo generalizar para o caso de sequéncias infinitas,
usando o conceito de incompressividade dos prefixos (teste sequiencial). Originalmente
Kolmogorov propds resolver o problema definindo uma sequéncia aleatéria como sendo
aguela em gque todos os prefixos sao incompressiveis (KOLMOGOROV, 1965, 1968).
A idéia mostrou-se inadequada, pois tais sequéncias ndo existem ddiitmedoda
complexidade (VITANYI, 2004). O problema foi resolvido pelo uso de uma definicio de
complexidade que garanta que o conjunto das descricfes (programas para uma maquina
universal) sejdivre de prefixo

O Teorema 32 prova a equivaléncia entre a definicdo de sequéncia aleatdria de Martin-
L6f, baseada em conjuntos efetivos nulos, e a defini¢cdo via incompressividade usando-se
complexidade de Kolmogorov. Finalmente, na Secéo 4.5 apresentamos a definicdo de
Schnorr, que € uma definicdo mais “branda” de aleatoriedade.

4.1 Kollektivs de Von Mises

Toda a teoria das probabilidades baseia-se no calculo de novas distribuicées de pro-
babilidade a partir de outras conhecidas. Toda esta teoria deve estar baseada em uma
definicdo matematicamente correta de “probabilidade” e “aleatoriedade”.

Muitos matematicos entenderam que o conceito de aleatoriedade deveria ser definido
como um fendmeno fisico, como o é “massa”, “gravidade”, “aceleracao”, etc. Ou seja,
“aleatoriedade” como ela aparece nos processos fisicos que ocorrem no mundo, como por
exemplo o lancamento de uma moeda. Isto ndo quer dizer que deveremos nos aventu-
rar em aspectos como “mecanica quantica”, fractais, etc. Mas que devemos obter uma
formulagdo matematica que explique inteiramente o conceito. Assim, o conceito funda-
mental que deve ser compreendido é csdgliéncia aleatorigia que é ela a resultante
dos processos estocasticos, tais como o lancar sucessivo de uma moeda.

Von Mises foi o primeiro a propor uma solucéo para o problema de definir “sequén-
cias aleatdrias”. Sua definicdo se baseia na existéncia de sequéncias, que ele chamou de
Kollektivs, as quais possuelimite de frequéncia relativa

Para ilustracdo, sejam as seguintes strings binarias ja apresentadas na pagina 28:

11111111111111111111
01010101010101010101
01001101011000110101

Determinar qual delas é mais aleatoria, a partir de suas probabilidades em particular,
nos conduz a um paradoxo, pois a teoria das probabilidades atribui igual probabilidade
para todas (a probabilidade de ocorrer uma dada string binaria de tamaatdistribui-
¢ao Bernoulli uniforme 2", assim, todas as trés strings do exemplo tem probabilidade
2720). No entanto, duvidariamos que as duas primeiras pudessem ter sido geradas como
resultado do lancamento sucessivo de uma moeda honesta (VITANYI, 2004).
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A tentativa de definir “seqiéncia aleatoria” como sendo uma sequiémgiavisivel
pode nos conduzir a um segundo problema.

A teoria do limite de freqUéncia relativa interpreta uma probabilidade como uma ra-
zao entre resultados favoraveis e o total de tentativas. Tal razdo deve convergir para um
valor, digamog, a medida que o numero de repeticbes do experimenémde a infi-
nito. Assim, por exemplo, se estivéssemos falando de langamentos sucessivos de uma
moeda honestdim,, .., A(n)/n = 1/2, onde\(n) &€ o nUmero de resultados favoraveis.
Dizemos que uma sequénciangprevisivelse um jogador ao apostar nos resultados do
experimento, segundo uma regra de pagamento que congjdeta obtera melhores re-
sultados com qualquer possivel e imaginaria estratégia de apostas do que obteria ao acaso
(como exemplo de esquema de apostas poderiamos tomar a regra “apostar em cara apos
a ocorréncia de trés coroas seguidas”). Ou seja, o jogador ndo podera ter ganhos infinitos
com nenhum esquema de apostas que possa usar.

O problema aparece ao nos perguntarmos o quéo longa deve ser a sequéncia para
garantir a convergéncia. Podemos dizer que a probabilidade estara na faixasdeara
umn grande o suficiente, ou seja, para um- n, (nossa definicdo fica dependendo de
e eng). Mas assim, fica evidente que nossa definicdo de probabilidade € uma definicdo
circular (VITANYI, 2004).

Von Mises prop6s resolver estes problemas dividindo todas as sequéncias infinitas em
sequéncias aleatédrias (que ele chamou de Kollektivs, e nés mantivemos no original neste
texto), sequiéncias estas que possuem limite de freqiiéncia e sédo apropriadas ao calculo de
probabilidades, e outras seqiiéncias que nao sao de interesse da teoria das probabilidades.
Ele usou evidéncias empiricas para postular a existéncia dos Kollektivs (VITANYI, 2004).

A Definicdo 24 apresenta a formalizacéo da idéia de Von Mises.

Definimos{0, 1}* como o conjunto de todas as strings binarias com um ou mais di-
gitos, e{0, 1} como o conjunto de todas as strings binarias infinitas unidirecionais. Se
z € {0,1}7J{0,1}* ex = xyzox3--- entdox, zo, 23 ... SA0 0S sucessivos digitos
binarios der. Cadar € {0, 1}>° determina um nimero re@lz,z,z3 - - - (pode ser repre-
sentado também contor) no intervalo0; 1) C R, fechado a esquerda e aberto a direita.

Sex € uma string binaria de tamanho maior ou igual entdozx,., = x1z2x3- - - z,, OU
seja,r., denota a sequiéncia formada pelogsrimeiros digitos binarios de.

Definicdo 23 Umaregra de selecao de posicdama fungéo parciap, que mapeia do
conjunto das strings binéarias finitas para os valogs F'}, ¢ : {0,1}" — {V,F}, e
que seleciona o indice < n de uma string binariac = 29 - - - x,, S€p(x1) = V. A
sub-sequéncia obtida pela aplicagéo de xy, xy,zy, - - -, ondex;, € inserido na sub-
sequéncia sé(ry.;,) =V, ep(x1,) = F paratodok tal quek; | < k < k; — 1.

Uma regra de selecéo de posicao é uma funcao parcial que seleciona uma sub-seqién-
cia de uma sequéncia dada pelo valor calculado da furi¢aw(F’), ou seja, a fungao
“extrai” uma nova sequéncia a partir de uma sequéncia dada.

A Definicédo 24 baseia-se claramente no problema das mesas de jogos, ao definir uma
sequéncia aleatoria como sendo aquela cujo limite de frequéncia relativa converge (ou
seja, existe uma probabilidade de sucesso no jogo) e, além disto, impede que um esquema
de apostas seja capaz de “quebrar a banca” (item (2) da Defini¢cdo), exigindo que esta
convergéncia seja satisfeita por qualquer sub-seqiéncia da sequéncia dada obtida a partir
dela pela aplicacdo de uma funcéo (esquema de aposta).

Definicdo 24 Uma sequéncia binaria infinita = z,x923 - - -, € uma sequéncia aleatoria
(Kollektiv) se:
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1. lim,, o, 2212 — p;
2. Toda sequénciay, v,z - - -, Obtida dex pela aplicagéo de alguma regra de sele-
¢cao de posicaadmissiveb, deve satisfazer o item 1 desta Definigao.

Isto significa que a sequéncia infinita original e todas as possiveis sub-sequiéncias
obtidas por alguma regra de selecdo de posicdo admissivel devem possuir um mesmo
limite de freqiiéncia. E importante observar que a Definicdo 24 n&o define o que é uma
regra de selecéo de posigadmissivel

Existe evidéncia empirica que (1) da Definicdo 24 é satisfeito. Mas nenhuma evidén-
cia empirica pode garantir a convergéncia. Eventualmente, a sequéncia diverge a partir de
algum ponto. O problema é que todo experimento no mundo real é finito, e a evidéncia
empirica ndo pode garantir uma definicdo que exige uma sequéncia infinita. Quanto a
(2), ele garante que nenhum esquema de jogo, usando alguma funcéo parcial como re-
gra de selecdo de posicao admissivel, pode selecionar alguma sub-sequiéncia em que seja
possivel obter ganhos infinitos.

Um problema que aparece é o uso de func¢des parciais como regras de selecdo de po-
sicdo. Seja, por exemplo, a funcéo parciglr,;) = V sex; = 1 e indefinido caso
contrario (VITANYI, 2004). Entdo, para a sub-seqiléncia selecionada]. Se permi-
tirmos funcdes comg, entdo ndo existem Kollektivs.

4.2 Funcgoes de Selecao de Wald-Church

Para viabilizar a proposta de Von Mises, Wald propés tomar apenas um conjunto con-
tavel de funcdes para ser usado como regras de selecdo de posicao. Fazendo isto, 0s
Kollektivs passam a existir e a Definicdo 24 faz sentido (VITANYI, 2004).

Church prop6s que fossem tomadas como regras de selecdo de posicao apenas as fun-
¢Oes parciais recursivas. Isto significa que uma seqiiéncia aleatoria seria imune apenas a
toda tentativa de ganho infinito baseada em uma estratégiputave(sobre computabi-
lidade veja (KLEENE, 1967)).

Assim, podemos reescrever a Definicdo 24 restringihdpenas as fungdes parciais
recursivas. Estas sequiéncias sdo chama@édd-Church aleatérias

Ainda existe um problema com esta definicdo: Existem sequiéncias Wald-Church alea-
toriasz, com limite de frequéncia de/2, mas que satisfazem ;. | z;/n > 1/2, paratodo
n (VITANYI, 2004). Estas seqiiéncias permitem ganhos infinitos se o jogador apostar no
“1”, 0 que obviamente invalida a sequéncia de ser aleatéria num sentido mais amplo.

4.3 Definicdo de Martin-Lof

A definic&o de seqliéncia aleatéria proposta por Martin-L6f (MARTIN-LOF, 1966a,b),
isenta das dificuldades das outras abordagens apresentadas nas duas Sec¢des precedentes,
€ baseada ermonjuntos efetivos nulos na existéncia de uronjunto efetivo nulo ma-
ximal (veja também (USPENSKY; SEMENOV; SHEN, 1990; VITANYI, 2004; ZVON-

KIN; LEVIN, 1970)). Ela € uma abordagequantitativae baseada em teoria da medida
(FERNANDEZ, 1996).

Teoria da medida tem seus fundamentos nas areas de andlise, Calculus e espa¢os mé-
tricos, e foi desenvolvida como uma generalizagédo do célculo de areas e volumes. Suas
principais aplicacdes estao no calculo de integrais, para 0s casos nos quais a integral de
Riemann ndo pode ser aplicada, e na teoria das probabilidades, ao permitir o calculo de
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probabilidades em espagos “exoticos”. A idéia de “medida” fica bem compreendida se
pensarmos em medir o tamanho de conjuntos, mesmo que eles sejam ndo contaveis ou
“mal comportados”, como é o caso, por exemplo, do conjunto de Cantor (LIMA, 1993).
Uma medida pode ser entendida como uma probabilidade (neste caso é chammada de
dida de probabilidade

Na abordagem de Martin-L6f isto € importante pois ele identifica “aleatoriedade” com
“propriedade de ser tipico” (ou seja, com alta probabilidade de ocorréncia). Assim, a
“medicado” do tamanho de conjuntos torna-se central, e determina se os elementos de um
dado conjunto sdo aleatérios ou nao.

Considere o conjunto de todas as sequéncias binarias infinitas geradas pelo lanca-
mento de uma moeda honesta. Intuitivamente n6s chamamos uma sequéncia “aleatoria”
se ela éipica(USPENSKY; SEMENQV; SHEN, 1990), porque ela é representativa desta
classede sequéncias. “Tipico” aqui significa “desprovido de caracteristicas peculiares”.
Se ela nao é tipica, entéo ela é “especial”, pois possui alguma propriedade que a distingue
das demais (por exemplo, uma seqiéncia em que cada coroa € seguida por uma cara). As
sequéncias especiais formam um conjunto com medida zero (significando que tem baixa
probabilidade de ocorrerem).

Temos que ter cuidado com o que chamamos de “especial’. Se a propriedade “ser
aleatorio” € considerada como “especial”, entdo obtemos um evidente paradoxo.

Paradoxos (ou antinomias) sao bastante freqiientes na histéria da matematica. Pode-
mos citar o famoso “paradoxo do barbeiro”, de autoria de Bertrand Russel, que diz que “o
barbeiro € aquele que barbeia os homens que néo se barbeiam a si proprios”. O paradoxo
€ obtido ao perguntar se o barbeiro se barbeia a si préprio (NAGEL; NEWMAN, 1973).
Obteriamos um paradoxo semelhante ao identificar aleatoriedade com “ser especial”.

Entendemos como tipico um individuo que € representativo de sua classe. Por exem-
plo, se dissermos que Joao Vitor € um tipico menino de trés anos de idade, queremos dizer
gue além de Jodo Vitor possuir trés anos de idade, ele também possui todas as caracte-
risticas especificas que o distinguem como pertencente a classe dos meninos de trés anos
de idade. Ou seja, ele possui todas as propriedades que sdo compartilhadas por todos os
meninos de trés anos de idade.

Podemos dizer que as sequéncias tipicas sdo aquelas que respeitam todas as leis da
aleatoriedade (estocasticamente falando), tal como a Lei dos Grandes Numeros (GRIM-
METT,; STIRZAKER, 1992; JAMES, 1996). Cada sequéncia satisfazendo uma destas
propriedades pertence a uma “maioria”. Assim, uma sequéncia tipica pertence a todas
as maiorias, ou satisfaz todas as leis de aleatoriedade. Logo, o conjunto das sequéncias
aleatdrias seria a interseccao de todas estas maiorias.

Isto nos conduz a um problema: Cada sequéna@an particular induz um teste de
aleatoriedadey, = {0, 1}*>* — {z}, que a exclui de uma maioria. Assim, a intersec¢éo de
todas as maiorias seria vazia, ou seja, nao existiriam sequéncias aleatorias!

De outra forma podemos dizer que um elemente € € tipico se qualquer subcon-
juntoU € Q que contém uma parte pequenaltlendo conténmx. Mas isto nos conduz
a dizer que qualquer néo é aleatorio poi$xz} contémz e é uma parte pequena fe
Assim, retornando ao nosso exemplo com criangas de trés anos de idade, cada uma pode
ser considerada um individuo atipico, porque seus gostos pessoais especificos forma uma
classe pequena do conjunto de criancas (USPENSKY; SEMENOV; SHEN, 1990).

Martin-L6f resolveu este problema restringindo as leis de aleatoriedade (testes de ale-
atoriedade) apenas aos testes efetivos (computaveis). Isto significa que apenas “regu-
laridades” computéveis serdo testadas, nada interessando eventuais “regularidades” ndo
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computaveis, por ndo serem mecanicamente detectaveis.

A ocorréncia de uma sequéncia “regular” no lancamento de uma moeda honesta &
um acontecimento “especial” ou “notavel”’. Por exemplo, se a seqiéncia possuisse um
“1” apbs a ocorréncia de dois “0” consecutivos ela seria “especial”, e a sua propriedade
poderia ser facilmente testada. Ela ndo possuiria as propriedades estocasticas necessarias
para ser considerada aleatoria.

Aqui entendemos “regularidade” no sentido da seqiiéncia possuir alguma propriedade
estocastica que a exclui do conjunto das sequéncias aleatorias. Martin-L6f propde que
estas propriedades devem ser testadas usando-se alguma funcado parcial recursiva (teste
de aleatoriedade), que exclui aquelas consideradas “especiais”. Assim, a definicdo de
Martin-L6f propde a existéncia de um conjunto de seqliéncias, ditas aleatérias, que possui
complemento recursivamente enumeravel.

Seja o conjuntaX C {0,1}*>. Dizemos queX é umconjunto nulose Pr(X) é
definido ePr(X) = 0. Uma outra forma de definir conjunto nulo é apresentada na Defi-
nicao 25.

Definimos ocilindro I',, denotando o conjunta € {0,1}*, |z| =n : a1, = x}, ou
seja, o conjunto de todas as strings binarias infinitas que tem como psigfixoUm
cilindro define geometricamente um sub-intervalo no interf@&ld) C R. Assim, por
exemplo,I', pode ser associado com o intervéla; 0.2 4 2~ 1#) (LI; VITANYI, 1997).

O cilindro I" define umamedidatrivial (dada pelo tamanho dos intervalos) no intervalo
[0;1).

Definicdo 25 X c {0, 1}* é umconjunto nulose para toda > 0 existe uma seqiéncia
de strings binarias, z1, z» . . . tal que:

1. X CToUT Ul U---:
2. Y 27wl < e,

Na Definigéo,U;’ZO I',, € chamado deoberturade X. Os intervalosl’, formam
uma topologia (LIMA, 1993) eni0; 1) e representam subconjuntos de Borel [@m)
(FERNANDEZ, 1996). A Definicdo 26 estende a anterior adicionando um requisito de
efetividade.

Definicdo 26 X c {0, 1}° é umconjunto efetivo nulse existe um algoritmo que recebe
um numero racionat > 0 como entrada e enumera o conjunto de strifigg x1, z> . . .}
tal que:

1. Xcl,, U, Ul Y-+
2. 3 27wl < e,

Observe que podemos substituir, na Definicao=236or 2=, m > 0, e < por < em
(2), sem perda de generalidade.

A Definicdo 26 diz que um conjunto efetivo nulo € um conjunto com medida zero
(dado pela que pode ser tao pequeno quanto se queira) que pode ser efetivamente (algo-
ritmicamente) gerado. Ou seja, se 0 conjunto é nulo e recursivamente enumeravel.

Qualquer subconjunto de um conjunto efetivo nulo é também um conjunto efetivo
nulo. Um conjunto unitarigz} é um conjunto nulo se € computavel (ou n&o aleatério).

Por “algoritmo de cobertura” para um conjunto efetivo nulo nés entendemos o algo-
ritmo mencionado na Definicao 26.
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Lema 3 SejaX,, X, X, ... uma seqiéncia de conjuntos efetivos nulos tal que existe um
algoritmo que, para tode > 0 ee > 0, produz algum algoritmo de cobertura paré.
Entéo,J;-, X; € um conjunto efetivo nulo.

Prova: Para obter uma-cobertura de J X;, ndés obtemos umé /2)-cobertura de
Xo, uma(e/4)-cobertura deX;, uma(s/8)-cobertura deX,, e assim por diante. Para
gerar esta cobertura combinada, nés usamos o algoritmo, dado no enunciado, que produz
coberturas paraX; a partir de:. a

O Lema 3 prova que a uni@ontavelou seja, em que o numero de operacgdes de uniao
€ equipotente ao conjunto dos numeros naturais) de conjuntos efetivos nulos também é
um conjunto efetivo nulo.

O Teorema 29 prova que a unido de todos os conjuntos efetivos nulos € um conjunto
efetivo nulo. Ou seja, prova a existéncia deeaonjunto efetivo nulo maximéMARTIN-
LOF, 1966a,b; USPENSKY; SEMENOV; SHEN, 1990).

Teorema 29 Existe umconjunto efetivo nulo maximaisto €, um conjunto efetivo nulo
M tal que X C M para todo conjunto efetivo nulg .

Prova: N&o podemos usar o Lema 3 para todos 0s conjuntos efetivos nulos pois o
Lema se aplica a um conjunto contavel deles, e o conjunto de todos os conjuntos efetivos
nulos nao € contavel (ja que qualquer subconjunto de um conjunto efetivo nulo também
€ um conjunto efetivo nulo). Devemos, ao contrario, considerar todos os algoritmos de
cobertura (ja que o conjunto dos algoritmos é contavel).

Para um dado algoritmo, que a partir de um numero racional positivo gera strings
binarias, ndo podemos determinar efetivamente se ele € um algoritmo de cobertura ou
ndo. No entanto, podemos faze-lo por aproximacdo. Se um algoritmo, para um dado
e > 0, gera stringszy, 1, 2, . . ., N6s podemos verificar g7l + ... + 271l < ¢ ou
ndo. Se ndo, nds apagamog da sequéncia gerada. Sej o algoritmo modificado
obtido a partir deA. Sabemos que:

1. SeA é um algoritmo de cobertura de algum conjunto efetivo nulo, edtdidén-
tico a A (a condi¢cao nunca é violada);

7

2. Para qualquer algoritma4, A’ € um algoritmo de cobertura de algum conjunto
efetivo nulo.

Podemos usar o mesmo argumento do Lema para todos os algoritmds$, A,, . . .,
ondeAy, A;, As, ... € a seqiéncia de todos os algoritmos que recebem como entrada um
racional positivo e geram strings binarias. O

Assim, o conjunto efetivo nulo maximal contém todos os conjuntos efetivos nulos.
Isto equivale a afirmar a existéncia de teste de aleatoriedade universabpaz de en-
contrar toda e qualquer regularidade (computavel) em uma seqiéncia qualquer. Resolve-
se assim os problemas que as outras abordagens para definicdo de aleatoriedade tinham,
pois este conjunto maximal contém realmeotdasas seqiéncias nao aleatérias.

Definicdo 27 Uma sequéncia: de zeros e uns é chamadslartin-L6f) aleatoriacom
respeito a medida de Bernoulli uniforme s@ao pertence ao conjunto efetivo nulo ma-
ximal.
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Uma outra forma de dizer isto é afirmar quedo pertence a nenhum conjunto efetivo
nulo.

As Definicbes 28 e 29 apresentam a idéidedtes de aleatoriedadegeneralizam a
definicdo de aleatoriedade apresentada até aqui (baseada em distribuicdo Bernoulli uni-
forme) para distribuicbes de probabilidade quaisquer. Importante afirmar que, no caso de
sequéncias finitas, s6 podemos falar graus de aleatoriedadée por isto a existéncia
dosniveis de significanciaas definicbes que se seguem), pois tal conceito s6 se torna
absoluto quando aplicado a sequéncias infinitas.

Definicdo 28 SejaP uma distribuicdo de probabilidade recursiva sobre o espa¢o amos-
tral S. Uma funcaad : S — N € umP-teste(teste de Martin-Ldfse:

1. 6 € enumeravel (o conjuntd = {(m;x) : §(x) > m} € recursivamente enumera-
vel);

2. Y {P(z) : 6(x) > m,|z| =n} < 27™, para todon.

A funcéod testadeficiéncia de aleatoriedadéssim, a expressax) > m rejeitax
com nivel de significancia—". As regides criticasassociadas ao teste sdo 0s conjuntos
Vin = {x : §(x) > m} (MARTIN-LOF, 1966a; VITANYI, 2004).

Observe que as regides criticas sdo aninhadas, oulsgja, V,,,.1, param > 1. O
complemento da regido critidg, € chamado de intervalo de confianga— 2-™). Se
x € V,, entdo % é aleatorio” é rejeitado com nivel de significan2i&’.

A definicdo de Martin-Lof € adequada no sentido que para cada conjuntoXnao
propriedade “ndo pertence)d’ vale para todas as sequiéncias aleatorias.

Devemos, a partir da definicdo dkeatoriedade pontuadada na Definicao 28, gene-
ralizar para o caso de sequéncias infinitas, através do conceiéstdesequienciabue
significa aplicar a definicdo anterior aos prefixos da sequéncia aleatéria e tomar o su-
premo.

A Defini¢cdo 29 introduz esta idéia deste sequiencialNela, 1(.) € umamedida de
probabilidadeno espago amostrdl, 1}> com relagdo &-algebra dos intervalos em
[0;1). u(.) é simplesmente umaedida de probabilidadgue generaliza a medida trivial
gue usamos até agora, e-@lgebra € uma forma matematica de definir um espagco amos-
tral, sobre o qual se aplica a medida, de forma mais genérica. Mais informacdes sobre
teoria da medida podem ser encontradas em (FERNANDEZ, 1996).

Definicdo 29 Sejay uma medida de probabilidade recursiva sobre o espaco amostral
{0,1}°°. Uma funcéo totab : {0,1}>° — N U {oo} é umpu-teste seqlienciajfteste de
aleatoriedade sequencial de Martin-L6f) se:

1. 0(z) = sup,en{v(z1:n)}, ondey : {0,1}* — N é uma funcdo enumeravel total
(V ={(m;x) : v(x) > m} € um conjunto recursivamente enumeravel);

2. p{x:6(x) > m} < 27™, para cadamn > 0.

O item 1 é aquele que se aplica sobre os prefixas @g.,,) € toma o supremo (que
é o limite do valor dey(z.,)). J& o item 2 afirma simplesmente que os conjuntos com
menor medida sdo aqueles que excedem um determinadawatonado como nivel de
significancia §{(x) > m e o nivel de significanciaZ ™).

Sed(xr) = oo entdo dizemos que falha parad, ou qued rejeitaz. O conjunto dos
x rejeitados pop tem, por definicdoy-medida zero (baixa probabilidade de ocorrerem
em um processo estocastico). Ou seja, estes rejeitados sdo considerados “néo tipicos” ou
“ndo aleatorios”.
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4.4 Relagdo da Definigdo de Martin-Lof comi((.)

Nesta Secdo vamos mostrar a equivaléncia entre a definicdo de Martin-Lof e a defini-
¢do de sequiéncia aleatoria via incompressividade (complexidade de Kolmogorov).

Kolmogorov pretendia definir uma string binaria aleatéria como sendo aquela cuja
menor descricdo ndo é muito menor que a propria string.

A idéia original de Kolmogorov tornou-se possivel quando foram admitidas apenas
descricOedivres de prefixoEsta exigéncia esta muito relacionada com a desigualdade de
Kraft, expressao muito conhecida na teoria da informacao classica. Isto significa simples-
mente que basta os programas conhecerem seu proprio tamanho. Isto ndo é uma exigéncia
absurda, ja que a maioria das linguagens de programacao possui algum comando que in-
dica o fim do programa (como por exempl&dND. do PASCAL).

Esta idéia de “tamanho do menor programa” esta associada a idéia de “caotico”, no
sentido de “desordem” ou “entropia” (veja (COVER; THOMAS, 1991)), embora pareca
contraditério estarmos tentando definir formalmente algo que dizemos “desordenado”,
pois tal definicdo representaria uma “ordenacado”. Esta idéia de aleatoriedade associada
ao tamanho da descricédo das strings pode ser entendida simplesmente ao confrontarmos
a possibilidade de definir o nimero 1.000.000.000, na base 10, simplesment&0fpmo
enquanto teriamos dificuldade de fazer o mesmo com o nimero 5.359.871.331, formu-
lado ao acaso. Podemos intuir dai uma importante propriedade do conjunto de todas as
sequéncias: a esmagadora maioria das sequéncias sao irregulares, simplesmente, por um
argumento de contagem, porque faltam descri¢cdes curtas suficientes para descreve-las.

E importante observar que esta definicdo, sendo bem sucedida em definir “seqiiéncias
aleatdrias”, vincula o conceito formal de “computabilidade”, como definido por Turing,
Church e outros (KLEENE, 1967; DIVERIO; MENEZES, 2000), com o conceito de “ale-
atoriedade”, como aplicado na area de probabilidade e estatistica.

O seguinte teorema sera usado nas provas subsequentes. Observe que ele s vale paraa
complexidadés(.), jA que a mesma série apresentada ndo converge para a complexidade
C(.).

Teorema 30
MR
ze{0,1}+
Prova: Trivial. Consequiéncia da desigualdade de Kraft. a

O Teorema 31 apresenta um resultado profundo de complexidade de Kolmogorov que
serd importante para a argumentagdo que se seguira (veja mais sobre este resultado em
(CHAITIN, 1975; GACS, 1993; LI; VITANYI, 1997)) . Nele afirmamos a existéncia de
uma semi-medida enumeravel discreta universal.

A teoria das semi-medidas estende a teoria da medida (FERNANDEZ, 1996) (veja
uma revisdo de teoria das semi-medidas em (LI; VITANYI, 1997)). Uma semi-medida
enumeravel é uma semi-medida cuja funcao (real ou discreta) ndo é computével (fungcéo
parcial recursiva, como definida por Turing, Church e outros), mas pode ser aproximada
por cima ou por baixo, com a precisdo que se queira. Tal definicdo é bem menos restritiva
gue a exigéncia de ser computavel, ndo tornando assim o conjunto das funcdes sobre as
guais se aplica tao restrito, como poderia parecer a principio.

Teorema 31 K (z) < —log u(z) + O(1), para qualquer semi-medida enumeravel dis-
creta u(.), ondelog(.) denota o logaritmo na base 2,@(1) é a notagéo assintotica
denotando um termo constante.
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Ou seja, o Teorema afirma ge”(®) é uma semi-medidaniversa) que pode subs-
tituir qualquer outra semi-medidg&x) (por domina¢cdo(COVER; THOMAS, 1991, LlI;
VITANYI, 1997)).

O Teorema 32 coroa o presente trabalho fornecendo uma prova da equivaléncia entre
a definicdo de seqliéncia aleatdria de Martin-Lof e a definicdo via incompressividade.

Teorema 32 Uma sequéncia = zorixax3--- € Martin-Lof aleatériase e somente se,
para alguma constante > 0, K (x1.,) > n — ¢, para todon.

Prova: (Se) Basta provar que o conjumdddas sequéncias comK (z1.,) < n — ¢,
para qualquem, € um conjunto efetivo nulo. Devemos observar que:

1. N é enumeravel;

2.3 cn 27 <27

A primeira afirmac&o é trivial poig((.) € co-enumeravel. A segunda afirmacgé&o pode ser
facilmente provada pois:

K(z) < |z|—c¢

—lz| < —K(x)—c

o-lzl 9-K(z)g—c
okl < ey Tk (4.1)
D okl < g (4.2)

A passagem de (4.1) para (4.2) é devido ao fato Jue2~%(®), pela desigualdade de
Kraft, € uma série que converge (veja Teorema 30).

(Somente se) Observe que podemos definir uma funcdo comptifvelrecebe um
valor ¢ > 0 qualquer e uminteire = 0, 1,2, ... e gera a cobertura

Loy Use), Dree2ys -+

gue cobreV e tem medida no maxin®o 2. Observe que esta seqiiéncia existe e pode ser
efetivamente gerada.
Considere a funcag(c,i) = | f(c,i)| — c. Assim, para um dada

Z 9—9(ci) Z 9—If(ei)l+e Z 9co=If (i)l — 9c Z 2~ If (el < geg=2¢ _ 9—c
Portanto, a somg__, 279(>"), sobre todos os e i, ndo excede 1, pois esta série é

obviamente convergente. Isto garante que2—9(¢? é uma semi-medida enumeravel,
ja queg(c,i) € computavel, desde que evitemos que ocorram coincidéncias do valor de
f(c, i) para diferentes pare§-, :). Entdo, considere a semi-medida

plw) =Y {2799 f(c,i) =},
1(.) € enumeréavel por baixo, porqyee g s&o computaveis.
Sabemos que
K(z) < —log pu(z) + O(1)
e, fixando um pafc, i) obtemos
K(f(c,i) <gle,i) +O(1) = |f(e,i)] —c+O(1).

Observe quef(c, i) sdo os prefixos das sequéncias que pertencém bsto completa a
prova do Teorema. O
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4.5 Definicdo de Schnorr

Schnorr prop6s uma modificacdo na definicdo de Martin-L6f, pela adicdo de um re-
quisito a mais (USPENSKY; SEMENOV; SHEN, 1990). Esta nova definicdo estabelece
um conjunto de strings tipicas que é maior que o da definicdo de Martin-Lof.

Nesta nova abordagem, um conjudfoC {0, 1}* é chamadaonjunto efetivo nulo
de Schnorrse existe uma funcag(e, ), definida para todos os nimeros racionais 0
e naturaisi > 0, e uma funcA@omputévely(e, n), definida sobre todos os racionais
e,n > 0, tal que:

1. X € U2, sy paratoda > 0;
2. Zﬁo (T fe)) < € paratoda > 0;

3. Yingem M se) < mparatodae,n > 0.

A condicéo adicional (3) implica que a séf€, i«(I'y(. ;) convergira para um valor
menor que (pois existem menos termos a serem somados que satisfazem (3)) e que, além
disto,convergira de forma efetiva

Convergir de forma efetiva significa que para cada 0 podemos encontrar de forma
algoritmica um valor que néo difere da soma da série maig) glsto significa que esta
série pode ser aproximada de forma computével. Para isto é necessario que asffuncdes
e g sejam totais (requisito que inexistia na definicdo de Martin-Lof).

A versao de Schnorr da definicdo de sequéncia tipica implica que:

1. Para a distribuicdo Bernoulli uniforme (e para todas as distribuicbes usuais) néo
existe um conjunto nulo maximal. Basta observar que para todo conjunto efetivo
nulo de Schnorr existe uma sequéncia computavel que ndo pertence ao conjunto.
Assim, o conjuntd{z} € um conjunto efetivo nulo de Schnorr para cada seqiiéncia
computavel:, o que impede a existéncia de um conjunto maximal;

2. As sequéncias tipicas de Schnorr sdo um conjunto mais amplo que as sequéncias
tipicas de Martin-Lof. Isto é consequéncia de uma definicdo mais “rigida” de con-
junto efetivo nulo. Assim, a interseccdo dos complementos dos conjuntos efetivos
nulos € um conjunto maior que o definido na abordagem de Martin-L6f.

4.6 Consequéncias da Definicao de Martin-Lo6f

Uma importante consequéncia do Teorema 32 € que ele desloca a discusséao do con-
ceito de aleatoriedade de uma viséo estocastica para uma visdo de incompressividade de
strings. Isto tem uma grande importancia, em primeiro lugar pela consisténcia e robustez
da definicdo dada, e em segundo lugar porque esta abordagem, embora baseada em uma
funcdo ndo computével (funcdo parcial recursiva universal), pode ser aproximada pelo
uso de um algoritmo compressor universal (assintoticamente 6timo), como por exem-
plo codificacdo Lempel-Ziv (programa gzip) ou o algoritmo Burrows-Wheeler (programa
bzip2), o que permite algumas medi¢cdes empiricas, como por exemplo, as propostas em
(CAMPANI; MENEZES, 2003; CILIBRASI; VITANYI; WOLF, 2004; LI et al., 2003).

Duas evidéncias determinam o mérito da definicdo de Martin-Lo6f: a existéncia de um
conjunto efetivo nulo maximal; e a equivaléncia com a definicdo via incompressividade.
Estas duas propriedades nédo sao satisfeitas pela definicdo de Schnorr, que representa um
conjunto mais amplo de seqiiéncias tipicas.



59

A definicdo de Martin-Lof representa um avanco crucial na solugcéo do problema de
definir o conceito de sequéncia aleatoria. Ela resolve todos os problemas que apareceram
nas Secdes 4.1 e 4.2, apresentando-se como uma defini¢do “rigida” de aleatoriedade (ela
€ uma definicdo mais “estreita” que a de Wald-Church e a de Schnorr), fornecendo uma
definicdo consistente com a nossa nocao intuitiva de “sequéncia aleatéria” e, ao mesmo
tempo, evitando as dificuldades das outras abordagens, sendo assim matematicamente
correta.
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5 COMPRESSAO DE DADOS

Este Capitulo tem como objetivo apresentar uma breve revisdo sobre a area de com-
pressdo de dados, introduzindo assim a terminologia, alguns métodos de compresséo, e
um pouco da discussao que sera feita no restante do trabalho.

Compressao de dadésum ramo daeoria da informacaae tem como principal obje-
tivo reduzir o tamanho da representacéo da informacéo, tanto para armazenamento, coOmo
para envio por um canal de comunicacao (reduzindo assim os custos de transmissao ao
economizar a banda do canal). Intuitivamente poderiamos defini-la como o ato de trans-
formar alguma string binaria, que é a representacdo de um objeto (ou conjunto de dados),
em uma nova string de bits que contém a mesma informag&o mas cujo tamanho € o menor
possivel. E usual referir-se & compressédo de dados cortiicacdo(COVER; THO-

MAS, 1991; LELEWER; HIRSCHBERG, 1987; SHANNON, 1948).

O requisito que a nova string contenha exatamente a informacéo original de forma
gque a mesma possa ser recuperada intacta, normalmente designa um tipo de compresséao
de dados ditaem perdasPode-se obter taxas maiores de compressao se este requisito
for relaxado, e este tipo de compressao € dam perdas Exemplos de esquemas de
compressdo com perdas séo os usados em imagens JPEG e em videos MPEG.

A area tem suas raizes na teoria da informacéo de Shannon (SHANNON, 1948), em-
bora questdes relacionados com ruido e ocorréncia de erros (tipicas da teoria de Shannon)
nao sejam tdo importantes para a compressao de dados como o sdo em teoria da informa-
¢do. Portanto, aqui vamos supor que o canal é isento de ruido, isto € isento de erro.

NoOs consideraremos um canal de comunicacédo que liga dois dispositivos de comu-
nicacao, untransmissore umreceptor(COVER; THOMAS, 1991; SHANNON, 1948).
Suponha que vocé deseja comunicar para o receptor uma informacao sobre uma sequén-
cia de resultados de um experimento. O conjunto de resultados é chaorgdoto de
mensagens

Nos precisamos de duas fung¢des, chamaddsicadorae decodificadorapara trans-
mitir a mensagem através do canal. A funcdo de codificacdo mapeia uma mensagem para
a correspondentaalavra de codigpe a funcéo de decodificacdo executa a operacdo con-
traria obtendo a mensagem original a partir da palavra de cédigo.

Um cddigo “bom” € umassintoticamente 6timdasto €, um que tenha redundancia mi-
nima (LELEWER; HIRSCHBERG, 1987). O Teorema 25 mostra que a entropia coincide
com o tamanho médio do melhor cédigo, isto é, um codigo sem redundancia (COVER;
THOMAS, 1991). Um cdédigo é ditaniversalse ele, independente da fonte das mensa-
gens, produz um tamanho de cddigo que é assintoticamente 6timo, ou seja, um codigo
genérico que produz cédigo com tamanho que € limitado superiormentgfpor c.,
parac;,c; € R, e H € a entropia da fonte.

A guantia ou qualidade de compresséao produzida por uma codificacdo pode ser me-
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dida pelataxa de compressdbELEWER; HIRSCHBERG, 1987). NGs definimos a taxa
de compressao como

tamanho médio da mensagem

~ tamanho médio da palavra de cédigo

Esta definicdo faz referéncia ao problema como apresentado na Sec¢éo 3.1. Para o caso
especifico de imagens e animag¢6es comprimidas, a taxa de compressao é

tamanho descomprimido

tamanho comprimido
Podemos expressar estes valores como porcentagens, usando:

R tamanho descomprimido — tamanho comprimido « 100
N tamanho comprimido '

Os valores tipicos de compresséo obtidos usando-se o progmanpactdo UNIX
sao0 38% para textos, 43% para fontes PASCAL, 36% para fontes C, e 19% para programas
binarios (LELEWER; HIRSCHBERG, 1987). O prograc@mprespode fornecer taxas
de compresséao entre 50%-60%. Taxas de compressao tipicas obtidas com os programas
disponiveis na plataforma UNIX podem chegar a 80%, o que justifica a utilidade destas
técnicas (LELEWER; HIRSCHBERG, 1987).

Com relacdo ao mapeamento entre mensagens e palavras de codigo, uma codificacao
pode seadaptativase os codigos mudam a medida que séo calculadas as probabilidades
aproximadas das mensagens da fonte.

Diversos métodos de compressado foram desenvolvidos, alguns especificos para uma
determinada aplicacdo outros ditos universais, porque genéricos. O mais simples deles,
usado na compressao de arquivos de imagem BMP € o RLE (Run-Length Encoding), que
se baseia na idéia de substituir uma longa ocorréncia de um determinado simbolo pelo
tamanho deste bloco em que o simbolo se repete. Este método ndo € muito eficiente,
apresentando pequena taxa de compresséo, embora seja bastante simples de implementar.

Um método desenvolvido com o objetivo de obter um cddigo 6timocédigo de
Huffman(COVER; THOMAS, 1991). O algoritmo para obter o codigo, constréi uma
arvore binaria de baixo para cima, alocando as mensagens de maior probabilidade mais
proximas a raiz da arvore. llustramos um exemplo de uso deste algoritmo na figura 5.1.
Na ultima coluna aparecem os cédigos obtidos.

A codificacdo obtida respeita a desigualdade de Kraft e, por construgéo, é 6tima no
sentido do Teorema 25. Um problema com codigos de Huffman é que precisamos saber
de ante-mao todas as probabilidades de ocorréncias de simbolos, 0 que nem sempre é
possivel ou desejavel (podendo reduzir a eficiéncia do compressor em termos de tempo de
compressao). Uma forma de contornar este problema, mantendo uma taxa de compressao
6tima, é acodificacdo de Shannon-Fagoie foi apresentada na Sec¢éo 3.4.2.

Outra codificagéo assintoticamente otima é a codificagéo Lempel-Ziv.

Codificacdo Lempel-Ziv, assim como seus derivados, &adigo adaptativo Isto
significa que o comportamento do algoritmo de compresséo é dinamico, mudando, ao
longo do processo, 0 mapeamento do conjunto das mensagens para 0 conjunto das pa-
lavras de cédigo, de acordo com as probabilidades aproximadas computadas durante o
processo (LELEWER; HIRSCHBERG, 1987).

O algoritmo Lempel-Ziv executa um processo de parsing da fonte binaria produzindo
um conjunto de frases. A cada passo, ele procura uma frase que ainda ndo pertence ao
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Mensagem  Probabilidade Cédigo
ay 0,25 0,35 0,4 0,6-1 11
~N </
as 0,2 0,25 ,3%0,4 00
as 0,2 0, 0,25 01
ay 0,2 0,2 100
as 0,15 101

Figura 5.1: Exemplo de cédigo de Huffman

conjunto previamente obtido. Isto significa que cada nova frase tem um prefixo perten-
cendo ao conjunto anterior mais um novo digito binario, em uma sequéncia de tamanho
crescente. Desta forma, é suficiente armazenar a posicéo do prefixo anterior e o digito
binario finalizador (COVER; THOMAS, 1991; LELEWER; HIRSCHBERG, 1987).
Palavras de codigo séo representadas aqui por pares ondei: é a posigdo do
prefixo na sequéncia de palavras de codigoé& o digito binario finalizador da frase.
(0, z) significa que a palavra de codigo ndo tem prefixo, tem somente o digito hinério
(isto ocorre no inicio do processo de parsing).

Exemplo 3 Seja1001101010011 uma string binaria de entrada para o algoritmo. O
algoritmo de compressao Lempel-Ziv ira efetuar o parsing obtendo o seguinte conjunto
de frases{1, 0,01, 10,101,00, 11}. Os dados de entrada seréo codificados co(o1),

(0,0), (2,1), (1,0), (4,1), (2,0) e(1,1).

A compresséao é produzida porque, a medida que o tamanho das frases aumenta, é
mais eficiente armazenar suas posicoes (COVER; THOMAS, 1991).

O algoritmo de compresséao Lempel-Ziv fornece uma taxa de compressao muito pobre
guando o tamanho dos dados de entrada é pequeno, mas podemos provar que, aplicado
a uma string produzida por um processo estocastico (fonte ergddica), o tamanho mé-
dio das palavras de codigo aproxima-se assintoticamente da entropia da fonte (COVER;
THOMAS, 1991). Isto significa que a codificacdo Lempel-Ziv € 6tima (ou universal). A
compressao tipica, obtida com o algoritmo, esta na faixa de 50-60% (LELEWER; HIRS-
CHBERG, 1987).

Uma implementagao direta e simples do algoritmo [8ya*) passos para comprimir
uma string de tamanho (LELEWER; HIRSCHBERG, 1987).

Um outro exemplo de método de compressédo assintoticamente 6timo € o algoritmo
Burrows-Wheeler. A idéia do algoritmo Burrows-Wheeler é re-ordenar a string de entrada
(de uma forma reversivel) para torna-la mais adaptada a compressdo. Neste método €
usada codificacdo de Huffman para comprimir os dados.
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6 COMPARACAO E AVALIACAO DA COMPRESSAO DE
DADOS SEM PERDAS EM MODELOS DE ANIMACAO PA-
RA WEB

A principal meta de compresséo de dados € minimizar o tamanho dos dados a serem
transmitidos através de um canal de comunicacao ou a serem armazenados em arquivos
de dados.

Compresséo de dados esta se tornando um importante assunto a medida que a Internet
cresce e as paginas web comecgam a ser enriguecidas por objetos multimidia. Imagem, vi-
deo, som e animacdes demandam transferéncias de arquivos grandes e bom uso da largura
de banda para reduzir custos de transmissdo. Com este proposito, formatos multimidia
possuem compressao de dados interna.

Este Capitulo introduz um método para comparar e, em certo sentido, avaliar modelos
de animacéo grafica baseados em uma definicdo formal de compressao de dados usando
complexidade de Kolmogorov (CAMPANI et al., 2004).

Noés apresentaremos um estudo de caso, usando o método. Este estudo de caso € a
avaliacdo do modelo AGA, por comparacdo com o modelo GIF. AGA (Automata-based
Graphical Animation) é um modelo de animacao grafica baseado em teoria dos autéma-
tos e objetiva prover reuso na composi¢cdo de animagoes, reduzir o espaco de armazena-
mento, e 0 uso de uma linguagem de consulta que permita recuperacéo de informacgao
(ACCORSI; MENEZES, 2000) .

A razao para a escolha de AGA e GIF para o estudo de caso foi, por parte do AGA,
interesses do projeto de pesquisa ao qual esta tese esta vinculada, e, por parte do GIF, sua
popularidade em paginas web e seu largo uso como mecanismo para produzir animacoes.

E importante lembrar que durante algum tempo houve restricdes ao uso de imagens
e animacoes GIF, pois GIF usa um algoritmo de compressao, chamado LZW, que era
propriedade da Unisys. Porém, as patentes da Unisys sobre o LZW expiraram em 7 de
julho de 2004, tornando o formato GIF um formato livre de fato, o que devera aumentar
sua popularidade e uso na web.

O método apresentado neste Capitulo aplica-se & modelos de animacao gréafica ba-
seados em bitmap com compressédo de dados sem perdas, embora o0 método possa ser
adaptado para um caso mais geral (e o faremos na sequiéncia a este Capitulo).

6.1 Formalizando Compressao de Dados

Permanecem duas questbes fundamentais sobre compressao de dados: Podemos obter
melhores algoritmos para comprimir dados? E, se sim, existe o melhor algoritmo?
Se aresposta para a primeira pergunta é ndo, qualquer esforco para comparar e avaliar
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algoritmos para compresséao de dados é sem sentido, nés apenas precisamos escolher um
bom algoritmo para usar. Se a resposta para a segunda questéo é sim, provavelmente é
mais importante concentrar esforcos em desenvolver este “algoritmo perfeito”.

Para responder estas questdes devemos primeiro dafjoiitmo de compresséao
baseado na definicdo formal de incompressividade. E importante lembrar que a comple-
xidade de Kolmogorov esta relacionada com a maquina de Turing como um “algoritmo de
descompressao” e ndo faz nenhuma mencao ao “algoritmo de compresséo” usado, sendo
este um desafio a ser superado para a obtencéo da definicdo desejada. Além disto, nds de-
vemos definir formalmente o significado de “mais compressao” e “melhor compresséao”
(SUBBARAMU; GATES; KREINOVICH, 1998).

No6s entenderemos algoritmo de compressao como uma funcdo computavel sobre
strings binarias que reduz o tamanho da string.

As duas Sec0Oes seguintes apresentam resultados bem conhecidos, apresentados ori-
ginalmente em (SUBBARAMU; GATES; KREINOVICH, 1998). Este artigo inspirou
algumas idéias interessantes para o desenvolvimento posterior desta tese, particularmente
alguma notacdo usada e a idéia original para definir esquemas de compressao de dados.
Ja a Secao 6.1.3 apresenta um resultado nosso (que, no entanto, ndo é central no desen-
volvimento desta tese).

6.1.1 Existem Melhores Algoritmos de Compresséao

Definicdo 30 Sejams, s’ € {0, 1}* duas strings binarias. N6s chamamibsmalgoritmo
de descompressa@y para todos’ existe algurs, de tal forma ques’ = 4(s), ondes é o
codigo des’, com|s| < |s'| + ¢. N6s chamamos umalgoritmo de compress&e, para
todos, s = d(v(s)), ey deve ser uma fungéo injetiva. N6s chamamos olpar (v, d)

umesquema de compressao

Definicdo 31 Sejaml’; = (71,d1) €'y = (79, 02) dois esquemas de compressédo. NOs
dizemos qué'; é melhor qud’; se, para tods e algume > 0,

()] < hals)l +c. (6.1)

Aqui podemos encontrar a ligacao entre complexidade de Kolmogorov e 0 nosso pro-
blema.|v(s)| € o tamanho do cédigo deno esquema de compresgdod). Um esquema
de compressab; é melhor qud’; se e somente 4& minoral’s.

Agora, nés devemos provar o resultado sobre a existéncia de melhores algoritmos de
compressao (veja (SUBBARAMU; GATES; KREINOVICH, 1998)).

Teorema 33 Seja>X = {(71,01),(72,02),-.., (7, d,)} um conjunto de esquemas de
compresséo. Existe um esquema de comprg3sag que é melhor que todos eles.

Prova: Suponh& acima mencionado. N6s podemos construir um esquema de com-
pressdo(~, d) melhor pelo seguinte procedimento. Primeiro, para qualquer steing
apligue todos os algoritmos de compressgal < i < n, na strings e escolha a melhor
compressao d&, identificada pory,,

[76(s)| = min{|y1(s)], [ra(s)], s [ ()]} -

Ent&o, coloqué nos primeiros|log(n + 1) | bits e coloquey,(s) no final do codigo.
Este éy(s). Lembre-se qué. | denota o maior nimero inteiro menor ou igual ao nimero
dado, enquanto quieg representa o logaritmo na base dois.
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NGs podemos provar queé melhor por construcao, de acordo com a Definigédo 31,

porque
[v(s)] = og(n +1)] + |n(s)]-

Isto é, o limite superior do tamanho dés) é |v,(s)| + ¢, ondec = |log(n + 1)].

Entao,
v (s)] < |vils)| + ¢

para todoi, 1 < ¢ < n, como exigido pela Equacao (6.1), mostrando guemelhor que
todos os outros algoritmos de compressaoem

Finalmente, nés devemos construir o algoritmo de descompressaaleve olhar
os primeiros|log(n + 1)| bits do codigos’, onde estd armazenadoe reconstruirs
aplicandod, a parte final da palavra de cédigd. O

6.1.2 NOs Nao Podemos Atingir a Melhor Taxa de Compressao

Definicdo 32 NOs dizemos que um esquema de comprdsgammelhorse € melhor que
qualquer outro esquema de compresséao, no sentido da Defini¢cao 31.

NOs percebemos que o melhor esquema de compressao concorda com o conceito de
descricdo de tamanho minimo da complexidade de Kolmogorov, istdg,é&e melhor
esquema de compressao entdo, para tpdo

[e(s)| = C(s), (6.2)

desde quey €, obviamente, computavel. Assim, nos identificamios algoritmo de
descompressao, com a maquina de Turing univéfsésto significa que um esquema de
compressao € o melhor senoratodos os outros esquemas.

Segundo os Teoremas 17 e 18, a complexidade de Kolmogorov ndo é computavel, mas
semi-computavel. Assim, ndo podemos decidir se um determinado programa € o menor
programa que computa uma determinada string. Logo, por (6.2), nés ndo podemos decidir
se um dado esquema de compreds&m melhor.

Além disto, pelos Teoremas 33 e 17, n6s concluimos que é impossivel encontrar,
entre todos os possiveis algoritmos de compressao, um que seja o melhor, porque noés
sempre podemos construir outro esquema de compressao melhor que todos os dados e
nao podemos provar formalmente qual é o melhor.

Teorema 34 Nao existe o melhor algoritmo de compressao.
Prova: Segue da discussao dos paragrafos anteriores. a

6.1.3 Mais Tempo Significa Mais Taxa de Compressao

Desejamos desenvolver um ponto de vista mais pratico. Se ndo podemos obter a
melhor compresséo, quem sabe uma solu¢do ndo 6tima, mas suficientemente boa? Isto
significa que desejamos a melhor compressao possivel.

Pelo Teorema 18, existe uma fungéo recursiva (tetalN x N — N, de tal forma
quelim,_., ¢(t,z) = C(x) (GACS, 1993).

AfuncdoC"’ do Teorema 18 € uma fungdo monotdnica nao-crescentgigmplicando
queC é umafuncio co-enumeravéll; VITANYI, 1997).

Concluimos que, lembrando a ligacao existente entre a complexidade de Kolmogorov
e compressao de dados, mais tempo temos para computar a descricdo minima, mais
nos aproximamos assintoticamente da descricdo minima, que representa a compressao
“ideal”. Isto é, a solucéo para o problema de obter a maxima compressao possivel pode
ser aproximada por cima por uma funcgao recursiva (total).
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6.2 Modelos de Animacéao Grafica para Web

Formatos multimidia fornecem recursos para tratar uma grande quantidade de elemen-
tos como imagens, animacéo e video, dando vida as paginas da web.

Modelos de animacao por computador usualmente fornecem ferramentas para mover e
deformar objetos, cameras e fonte de luz colocadas na cena. Nos ultimos 20 anos, muitos
métodos de animacao diferentes foram desenvolvidos (PARENT, 2001) para proporcionar
movimento aos objetos na cena. Alguns procuraram obter um movimento com aparéncia
natural. Outros combinaram diversas técnicas para melhorar a taxa de compresséo e assim
por diante.

Do ponto de vista de aplicagbes multimidia na web, sensacdo de movimento € pro-
duzida, em geral, pela concatenacao de sequéncias de imagens que sao mostradas na tela
uma apoés a outra, da mesma forma que se usa para simular movimento no cinema ou
TV. Enquanto nestes casos nés necessitamos de cerca de 24 ou 30 imagens por segundo
para ter a sensacao de movimento, para aplicagbes multimidia, mostrar 15 imagens por
segundo €é considerada uma taxa aceitavel.

Neste contexto, animacéo pode ser definida como uma sequéncia de imagens mostra-
das em intervalos de tempo. Assim, podemos definir uma animag@mo a sequéncia
S = 818283 - - + S, ONdes;, paral < i < n, sdo chamaddsames cada frame correspon-
dendo a uma imagem.

Uma imagem € composta por uma seqiéncia de digitos binarios, onde cada bit ou
agrupamento de bits descreve a intensidade ou a cor de um Unico pixel na tela. Finalmente,
uma imagem pode também ser definida como uma string binaria.

Um problema relacionado com o armazenamento e transmissao de imagens € que uma
imagem pode conter uma quantidade muito grande de dados. Fotos de alta resolucéo po-
dem conter centenas de Megabytes de dados (SUBBARAMU; GATES; KREINOVICH,
1998). O problema € especialmente dificil em comunicacdo em longas distancias com
canal de baixa qualidade, como por exemplo a comunicacdo com satélites de exploracao
gue operam no espaco profundo.

Usualmente animacéo e imagens sdo armazenadas comprimidas para economizar es-
paco de armazenamento e tempo de transmissao.

Por exemplo, fotos de Uranus transmitidas pela Voyager 2 usaram uma tecnologia
de compresséo de dados chamdifi@rence mappingna qual a imagem é representada
como um array de diferencas em brilho e cor entre pixels adjacentes. Neste caso, foi rela-
tado que cores de 8 bits foram reduzidas para uma média de 3 bits por pixel (LELEWER;
HIRSCHBERG, 1987). Isto ilustra a importancia das tecnologias de compressao de da-
dos.

O problema de compressao de dados torna-se mais complexo quando aplicado a se-
guéncias de animacéo, porgue animacdes ndo sdo compostas de uma Unica imagem, mas
de um conjunto delas. Como avaliar a compresséo obtida? Como comparar diferentes
modelos? Apenas avalia¢gdes empiricas séo suficientes? O desenvolvimento de uma me-
todologia para comparar e avaliar compresséo de dados em animacdes € um grande e util
avanco.

Nas proximas Secdes nds iremos comparar dois modelos de animacao para web, con-
siderando a taxa de compressao. O primeiro formato analisado é o GIF, enquanto o se-
gundo corresponde ao modelo AGA, um formato recentemente desenvolvido (ACCORSI;
MENEZES, 2000) para fornecer animacdes baseadas em seqienciamento de imagens
usando teoria dos autématos.
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6.2.1 Modelo GIF

GIF (Graphics Interchange Format) € um formato de imagem muito popular adotado
no desenvolvimento de paginas web. Ele usa um algoritmo de compresséao interna LZW e
proporciona algumas caracteristicas interessantes como animacao por multiplas imagens,
referenciadas como frames e codificadas em um Unico arquivo.

GIF é definido em termos de blocos e sub-blocos contendo, cada um, dados e in-
formacgé&o de controle. As principais divisbes definidas no protocolo GlFéader
identificando o inicio da stream de dadasgical Screen Descriptordefinindo alguns
parametros para a area do dispositivo display onde as imagens seréao renderizadas, tais
como o numero de bits disponivel para representar@ohal Color Table para armaze-
nar a tabela de cores representada como sequéncias de tripas RGB e mantida para tratar
as cores da imagerimage Descriptorimage Datae GIF Trailer para finalizar a stream
de dados (GRAPHICS INTERCHANGE FORMAT PROGRAMMING REFERENCE.
VERSION 89A., 1990). Cada imagem armazenada em um arquivo de animagao GIF é
composta de um Image Descriptor e um Image Data. Finalmente, cada bloco tem um
campo de tamanho de bloco que conta o niumero de bytes no bloco.

Com relagdo ao algoritmo usado na compressao das streams de dados, o formato
GIF usa o algoritmo LZW, que é uma variacao do algoritmo de compresséo Lempel-Ziv
(GRAPHICS INTERCHANGE FORMAT PROGRAMMING REFERENCE. VERSION
89A., 1990; LELEWER; HIRSCHBERG, 1987).

O algoritmo LZW difere da implementacéo direta e simples do algoritmo Lempel-Ziv
de varias maneiras, tais como:

e LZW usa um dicionario de frases;

e LZW gerencia frases e palavras de codigo de uma forma sutilmente diferente de
Lempel-Ziv, obtendo uma compressao mais rapida.

6.2.2 Modelo AGA

Accorsi e Menezes descrevem em (ACCORSI; MENEZES, 2000) um modelo para
representar animacao grafica baseado em teoria dos autbmatos (HOPCROFT; ULLMAN,
1979). O modelo, chamado AGA (Automata-based Graphical Animation), organiza o
contedado de uma sequéncia animada como autdmatos. Estes autbmatos descrevem o
comportamento dos atores em tempo de animacao.

As caracteristicas de AGA favorecem o uso de uma linguagem de consulta para recu-
peracao de informacao, incrementam o reuso de animacdes e contribuem para reduzir o
espacgo de armazenamento.

O modelo AGA organiza a animag¢ao em um conjunto de atores. Estes atores séo ele-
mentos recortados de imagens que tém um comportamento dinamico e, juntos, compdem
0 movimento da cena. Por exemplo, um ator pode ser a imagem de um passaro em v6o
ou o olho piscando em uma face.

Cada ator € modelado como um autémato finito com saida, cujos estados estéo liga-
dos com imagens de saida. O comportamento dindmico dos atores durante a animacao é
produzido pela adicdo de simbolos a uma fita de entrada. Quando um simbolo € lido, o
estado atual € mudado e a imagem correspondente é mostrada em uma camada da anima-
¢ao. A animacéo consiste de um conjunto de camadas. A unido (ou sobreposicao) destas
camadas compde o frame em um instante da animacdo. Cada camada € controlada por
um autdbmato com sua fita correspondente.
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Figura 6.1: Um exemplo de animagéo AGA

Um exemplo de animacdo AGA é mostrado na Figura 6.1. No exemplo, n6s podemos
ver o comportamento individual dos atores, cada ator modelado por uma autdbmato, e as
camadas sobrepostas.

O modelo de ator usado no AGA é baseado em autdmatos com saida tradicionais (ma-
guinas de Moore e de Mealy) (HOPCROFT; ULLMAN, 1979), mas algumas extensfes
foram propostas para inserir informacdes de temporizacao, uso de imagens e suporte a
recursos de consulta.

A primeira extensao esta relacionada com o alfabeto de saida e fungéo de saida. A fun-
¢ao de saida € um mapeamento do conjunto de estados para um conjunto de imagens, ao
invés de um conjunto de simbolos. Assim, quando um estado é encontrado, uma imagem
de saida é mostrada na camada controlada pelo autdmato. O armazenamento de imagens
distintas é uma importante caracteristica deste modelo, estas imagens sao selecionadas
pela fungdo de transicdo quando um simbolo € lido. Como conseqiiéncia, 0 espago de
armazenamento nao cresce na mesma proporgcédo do numero de frames, mas depende do
namero de imagens distintas e simbolos na fita. A funcédo de saida é também estendida
para produzir transformacdes nas imagens de saida. Desta forma, € possivel dimensi-
onar, rotar, transladar e aplicar outras transformacdes sem a necessidade de armazenar
novas imagens. Esta funcéo € chamada funcao de saida contextual. Assim, cada célula da
fita possui, além do simbolo de entrada, uma string de simbolos associada representando
guais transformacdes devem ser aplicadas.

Outra extensao proposta para o autbmato € a funcéo de transicédo de tempo. Esta fun-
¢ao proporciona a insercéo de informacgao de temporizacao na fita para controlar o tempo
nas mudancas de estado. Entdo, quando a célula da fita € lida, trés tipos de informacéo
sdo obtidas: o simbolo de entrada, o tempo gasto no estado corrente e a string de trans-
formacgdes. As informacdes de tempo estdo na fita de entrada ao invés de na transicdo que
liga os estados de uma forma estética.

A Figura 6.2 mostra a fita de entrada usada em uma animacao, junto com a animacao
em progresso. Nos podemos ver como o simbolo de entrada lido controla o comporta-
mento do ator.

Uma nova funcéo, chamada funcéo de descricao, foi introduzida para inserir uma do-
cumentacdo semantica dos estados. Esta funcdo € um mapeamento do conjunto de estados
para descricbes semanticas. O propésito da funcao é permitir recuperacéo de informacéo.
E possivel recuperar o exato momento quando um ator atinge um estado por sua descri¢ao.
Esta recuperacéo é executada por andlise de fita e de diagrama de transicao. Esta operacdo
pode ser posteriormente explorada para produzir consultas complexas envolvendo varios
atores.

Nas duas definicdes seguintes serdao formalizados ator AGA e animacao AGA.
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Input ‘
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Figura 6.2: Fita de entrada

Definicdo 33 Um ator AGA é definido como
ACT = (Q727A75,7 )\070-7 q07F7 D) )

onde
() — conjunto de estados do ator;
Y] — alfabeto de entrada,;
A — conjunto de imagens do ator;
d:Q x (XU{e}) x N— @ —funcéo de transi¢édo de tempo (fungéo parcial);
X Q x F* — A*F —funcio de saida contextual (funcéo total);
o : Q — D —funcéo de descricao (funcéo parcial);
qo — estado inicial,
F' — conjunto de fun¢des de transformacao;
D — conjunto de descricdes.

A producaod’(q;, x, 200) = ¢ significa que se o estado correntg écomz na fita
de entrada e ap6s 200ms de tempo de espera, 0 autbmato vai para g£stqoomite
definir transi¢cOes vazias.

Os elementos d&\*"" sdo sequéncias de imagens transformadas por aplicacdes de
elementos dé'. £ permite definir transformacgéao vazia (funcéo identidade).

Definicdo 34 Umaanimacdo AGA¢ definida como uma ordem total” sobre um con-
junto de paregACT, fita), ondeACT é um ator €ita € uma fita de entrada, e

AGA = ({(a, fita de a)|a é um ator}, <%).

<¢ é definida de tal forma quaCT, <¢ ACT, se e somente s&€C'T; esta atras de
ACT; na animacéao (refere-se a sobreposi¢cdo de camadas).

Sequéncias animadas geradas com AGA usam compressdo LZW e podem enviar as
imagens, do servidor web para o cliente, sob demanda para melhorar o tempo de carga da
animagao.

A estrutura do contetdo no modelo AGA fornece recuperacao de informacao orien-
tado a estado e visualizagéo parcial de camadas. Esta nova abordagem contribui para
0 projeto de linguagens de consulta para recuperacédo de informacdo em dados semi-
estruturados. O encapsulamento do aspecto e comportamento do ator favorece o reuso
de imagens durante a composic¢ao de animagoes.
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6.3 Formalizando Animacéao

Esta Sec¢ao do trabalho apresenta uma contribuigéo do autor, ao formalizar animagéao,
incorporando na definicdo proposta a definicdo anterior de “esquema de animacao”.

Como foi observado, uma animagédo € formada por uma sequéncia de frames mostra-
dos sobre a tela em intervalos de tempo. Para tratar com o conceito de “melhor animacao”
(no sentido de taxa de compresséao obtida) em uma base matematica, nés devemos definir
“animacao” também formalmente.

Defini¢cdo 35 SejaF’ um conjunto de frames. Unaimacao alveé um par(s, t), ondes
€ uma sequéncia= s;s,s3 - - - s, cadas; € F paral < i < n, et é uma seqiéncia de
intervalos de tempo = tt, - - -t,, cadat; € Nparal <i < n.

Na Definicdo 35, nés definimos uma animag&o como uma string binaria “computada”
de alguma forma. Esta definicdo preocupa-se com o “comportamento dinamico” da ani-
macao, isto &, o efeito da execucdo da animacao, mas nao faz referéncia nenhuma a como
ela serd armazenada e produzida. Nés devemos definir um mecanismo que “computa” a
animagao.

Definicdo 36 Um descritor de animagé® um par¢ = («, A), ondea é um conjunto
indexado de imagens (ou atores\eé uma funcaoA : a — a, isto é,A mapeian para
a animacao alvai. A € uma estratégia para computar uma animacao alvo a partivde

Por exemplo, no formato GIF a estratégiaé uma funcdo muito simples. Todos
os frames estéo literalmente armazenados em um arquivo e a seqiéncia animada segue
sequencialmente, do primeiro frame até o altimo.

Mas, devemos recordar que usualmente os formatos de animag&o usam compressao
de dados. A Definicdo 37 combina a estratégia para computar uma animagao com um
algoritmo de compresséao.

Definicdo 37 Um esquema de animac&wum parG = (I', ¢), ondel’ € um esquema de
compressao & € um descritor de animacao.

O algoritmo de compresséaoé aplicado sobre, o conjunto de imagens (ou atores)
da Definicao 36.

SejaGG um esquema de animagéo e sejana animagao alvo. Definim@s(a) como
sendo a animagao executada pelo esquenig e definimos/G(a)| como o namero de
bits necessarios para armazenar a animag@sando o esquem@. E simples mostrar
que, para algum > 0,

G(a)] = [7(e)] + A + ¢, 6.3)

onde|y(«)| € o nimero de bits necesséarios para armazenar todas as imagens (ou atores)
ema usando a compresséoe|A| é o “tamanho” da fungaa.

O significado dgA| é que n6s devemadescrevera fun¢cdoA de alguma maneira
efetiva. Assim, n6s podemos contar o numero de bits da descri¢céo.

Definicdo 38 SejamG; e G5 dois esquemas de animacade; € melhor ques, se, para
toda sequéncia animadae algume > 0,

Gi(a)] < |Ga(a)| +¢c (6.4)



71

—3cVa|Gy(a)| < |Gy(a)| + ¢ . (6.5)
(6.4) significa qués; ndo € pior quess, e (6.5), fixande’, € equivalente a

Ja|Ga(a)| > |G (a)] + ¢,
isto €, basta mostrai, que satisfaca
’Gg(ao)‘ > ’Gl(ao)’ +c.

Isto €,G; € melhor que~; seG; minoraG, no sentido induzido pela complexidade
de Kolmogorov. NO6s chamarema@g e (G, respectivamente maquir@: e maquinas,
para enfatizar este relacionamento. Isto é, a maqin@melhor que a maquing, se a
maquinaér; simulaa maquinas, (veja a prova do Teorema 5 — Teorema da Invariancia
— para mais detalhes sobre este relacionamento entre simulagéo e minoragao).

6.4 AGA E Melhor Que GIF

Pelo fato de termos formalizado o conceito de “melhor animac¢ao” como simulacao de
maquinas, induzido pelo conceito da complexidade de Kolmogorov, n6s devemos definir
ambos, GIF e AGA, formalmente como maquinas.

NOs percebemos que a taxa de compressao de uma animagdo é obtida de dois diferen-
tes aspectos ao mesmo tempo:

e O algoritmo de compressao usado para comprimir as imagens que formam a ani-
macao;

¢ A forma com que a animagéo € computada a partir do conjunto de imagens.

Estas duas partes séo representadas na Equacao (6/3)gpre |A|, respectiva-
mente.

Felizmente, ambos, GIF e AGA, usam o0 mesmo algoritmo de compressao, LZW,
reduzindo assim a complexidade da prova, e evitando a necessidade de dados empiricos
sobre taxa de compressao.

Formatos de imagem e animacéo usualmente possuem um cabecalho com informa-
¢Oes de controle seguidas pelo corpo com a stream de dados. O tamanho do cabecalho
nao é afetado pelo tamanho do corpo mais que por um termo logaritmico (sobre o tama-
nho da codificag&o de prefixo veja (LI; VITANYI, 1997) e o Algoritmo 1), e assim, ele é
assintoticamente desprezavel.

Assim, sejaGaca = (I'Lzw, ¢aca) @ maquina-AGA e sejé/cir = (I'izw, darr)

a maquina-GIF (esquemas de animacgdo). Além distea = (A, Aaca) € dair =
(F, Agir), ondeA é um conjunto de atores/eé um conjunto de frames.

FormalizandoA sqa € Agir, NOS devemos levar em conta a forma com que ambos,
GIF e AGA, “computam” a animacao alvo.

A funcdo Agr € muito simples. O arquivo GIF armazena todos os frames literal-
mente e executa a animacdo mostrando os frames seqlencialmente sobre a tela, isto €,
Actr @ {51,52,.-.,80} + (8189 8p,titg--+t,), 0ndet; =ty = -~ =t, =t € N,

Esta abordagem esta relacionada com o conceito de armazenar a string dentro do pro-
grama como mostrado no Teorema 6 que fala sobre o limite superior da complexidade de
Kolmogorov.
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Por outro lado, AGA usa uma abordagem mais sofisticalgg, € definida como
a funcdo computada por um autdémato finito com saida (HOPCROFT; ULLMAN, 1979).
Embora autdmatos sejam uma definicdo fraca, com sérias limitacdes se comparados com
maquinas de Turing, sdo bons o suficiente para expressar strings de uma forma mais
compacta que GIF.

Aaga Mapeia uma entrada s - - - ©,,, cadazr; € ¥ com1 <i < n, para

(A(qo, f1)A(q1s f2) -+ - A(Gns fra1), T - tnga) (6.6)

ondeqo, q1, - - ., ¢, € a seqiéncia de estados tal gie;_1, z;,t;) = ¢;, paral <i <n, e
tn+1 € obtido da transicad (¢,, ¢, t,+1) = ¢, (transi¢céo vazia) (ACCORSI; MENEZES,
2000; HOPCROFT; ULLMAN, 1979)f1, f2, ..., fnr1 S@0 funcdes de transformacao.

Teorema 35 AGA é melhor que GIF.
Prova: (primeira parte) N6s devemos mostrar que AGA minora GIF, isto €, para
gualquer animacéo alva e algume > 0,

‘GAGA<G)’ < |GGIF(CL)‘ 4+ c. (67)

E suficiente mostrar que, no caso geral, a Equacéo (6.7) vale.

Sejaa = (s,t) uma animagdo alvo qualquer, com = s;s9s3- - s, sendo uma
sequéncia de frameste= tityt5---t,, cOMt; =ty = --- = t, = t'. t' é o inter-
valo de tempo entre cada par de frames contiguos na animacao.

Ent&o, para o formato GIH" = {s1, $2, ..., 5.}, €|yLzw (F)| € 0 espaco de armaze-
namento necessario para os frames.

No6s usaremos a codificacdo prefixafla (strings auto-delimitadas) para delimitar
as partes que formam as strings (veja o Algoritmo 1). Lembre-sefgue) = mx =
1l#ll0| 2|, e 0 tamanho do cadigo|&,(x)| = |z| + 2log || + 1.

Noés precisamos delimitar os frames para implementafr. Usando a codificacdo
E5, n6s sabemos que séo necessafigkg | F'|) bits maisO(log n) bits para delimitar o
frame final. Ent&o|Agir| = O(log | F| 4+ logn) e da Equagéo (6.3),

‘GGIF(CL” = ")/sz(F)| -+ O(lOg |F| + logn) + CGIF ,

para algumcgr > 0.

Para o formato AGA, nos definimos a pior codificacdo, armazenando literalmente to-
dos os frames e definindo o autbmato mostrado na Figura 6.3. EAt&0{sq, so, ..., s, }.
O autdbmato tem estados, cada estado provoca a saida de um frame (ator). Observe que,
na Equacao (6.6), nos atribuimes=t, = -- - = t,, = t/, porque no protocolo GIF todos
os frames sdo mostrados com 0 mesmo intervalo de temfpeses =--- = f, =c éa
transformagéo vazia.

Precisamos armazenar a fita de entradil - - - 1, que sdon 1’s consecutivos. E
sabido que precisamadsg n bits para fazé-lo maié)(log | A| + log n) para a codificacéo
de prefixo dos frames. Assim,

|Gaca(a)| = |vzw(A)| + O(log |A| +logn) + caca

para algumcayga > 0.
E facil concluir que (6.7) vale, porque o limite superior|d&ca(a)| € |Gar(a)| + ¢,
para algumc > 0.
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Figura 6.3: Autdmato simples
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Figura 6.4: Animacaa,
Y 1
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Figura 6.5: Animacéaa, representada usando-se AGA

(segunda parte) Esta encontrap de forma queGgrr(ag)| > |Gagalao)| + ¢ €
satisfeito.

N6s escolhemos, mostrado na Figura 6.4. Os framédg e GGy sdo ortogonalmente
nao relacionados (significa que ndo podemos encontrar regularidades entre eles, e, neste
caso, GIF ndo pode comprimir a animac¢ao usando similaridades intra-frames). f;pdo
i > 0, € obtido deF;;_; usando-se alguma transformacédo (como translacdo). Para AGA,
ndés construimos o autdmato mostrado na Figura e G sdo os frames iniciais e a
sequéncia de transformacdes estd armazenada na fita de entrada. Para GIF nds devemos
armazenar todos os frames separadamente. O

O Teorema 35 € consequéncia do fato que a maquina-GIF armazena a animacao lite-
ralmente e a maquina-AGA computa a animacao a partir de um conjunto de atores e da
fita de entrada (a compressao GIF € o limite superior da compressao AGA, em um sentido
bastante préximo ao do Teorema 6). Isto €, a maquina-AGA simula a maquina-GIF.

6.5 Um Experimento de Comparacao de Taxas de Compressao

Esta Secédo do trabalho apresenta alguns dados empiricos obtidos de testes executados
para comparar animacdoes AGA e GIF com relagcdo ao tamanho dos arquivos. NO0OSSO
proposito ndo é explorar profundamente os dados, mas apenas ilustrar os resultados teo-
ricos das Secdes precedentes.

As sequéncias animadas usadas nestes testes foram desenvolvidas para ilustrar um
curso de linguagens formais, desenvolvido com propositos didaticos. Todas as trés se-
guéncias animadas representam algum autdmato em acéo (veja Tabela 6.1). A anima-
¢do 1 mostra um autémato finito reconhecendo uma entrada. Durante a animacao, todas
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Tabela 6.1: Comparacao de tamanhos AGA e GIF (bytes)

| Animag&o 1| Animagéo 2| Animag&o 3

AGA
Imagens 25,750 26,190 44,648
Autbmato 6,745 7,353 9,820
Total 32,495 33,543 54,468
GIF
Frames completos 111,305 176,020 655,151
Frames parciais | 64,558 93,508 278,513
Melhora GIF/AGA
Frames completos 242.5% 424.8% 1,102.8%
Frames parciais | 98.7% 178.8% 411.3%

as transicbes sdo mostradd8(( x 250 pixels, 10 frames, 256 cores). A animacgao 2
mostra um autdbmato de pilha durante o processo de reconhecimento. Todas as transicdes
e o estado da pilha sdo mostrad®s)(x 250 pixels, 14 frames, 256 cores). Finalmente,

a terceira sequéncia (animacao 3) apresenta uma maquina de Turing lendo e escrevendo
na fita de trabalho. A animacdo ilustra todas as transicoes de estados §50 pixels,

30 frames, 256 cores). Ambas as versodes das sequéncias de animacao, GIF e AGA, tem o
mesmo aspecto estético (tamanho de tela, contorno, nimero de frames, nimero de cores
e comportamento dindmico), para permitir a comparagao.

Os resultados apresentados na Tabela 6.1 mostram que o tamanho dos arquivos AGA
sdo menores que os dos arquivos GIF, para as trés sequéncias de animacgéao descritas acima.
Na Tabela, a linha rotulada como “Imagens” significa o tamanho, em bytes, das imagens
usadas na animagao; a linha “Autémato” significa o tamanho, também em bytes, do aut6-
mato associado com a animacao. A linha “Total” representa a soma das duas precedentes.
“Frames completos” e “Frames parciais” sdo duas maneiras diferentes de implementar
sequéncias animadas, disponiveis no protocolo GIF. GIF com frames parciais € um me-
Ihoramento de frames completos, permitindo atingir maior taxa de compressao.

Na Tabela 6.1, “Melhora GIF/AGA’ significa a percentagem de melhora na compres-
séo obtida no AGA comparado com a obtida no GIF. A férmula usada foi

(tamanhoGIF — tamanhoAGA)/tamanhoAGA x 100.

Por exemplo, o primeiro valor é calculado cofid1, 305 — 32,495)/32,495 x 100 =
242.5%.

Dos testes apresentados, concluimos que bons resultados sao obtidos com seqiiéncias
de animacdo muito curtas e simples. Como podemos ver na Tabela, melhores resultados
podem ser obtidos com sequéncias animadas mais longas.

6.6 Um Modelo Melhor Que AGA

NoOs podemos propor uma definigdo mais sofisticada de («, A), o descritor de
animacao, permitindo qu& seja qualquer funcéo parcial recursiva. Denotamos isto por
$u, € 0 chamamodescritor universal
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Assim, ¢, € baseado na maquina de Turing univetgado invés de em autdmatos
finitos como AGA.

Um argumento simples e direto mostra que o esquema de anirigcdmseado em
ou, seria melhor que AGA.

Teorema 36 G, € melhor que AGA.
Prova: Trivialmente, pela simulagdo do autdmato finito na maquina de Turing (HOP-
CROFT; ULLMAN, 1979). O

No6s devemos observar que o Teorema 36 néo trata do algoritmo de compresséo de
dadosy;,,. Supomos que ele é, por simplicidade, LZW, 0 mesmo de AGA.

Mudar nossa definicdo d& de autématos finitos para maquina de Turing traz um
problema.A,;, pode “congelar” durante a animacao (porque é uma funcéo parcial). Fora
a nossa prova qu&y, é melhor que AGA, este é um bom argumento para usarmos AGA
ao invés de-y,.

6.7 Principais Conclusdes e Resultados Apresentados neste Capitulo

Este Capitulo apresenta uma aplicacdo da metodologia proposta de aplicar comple-
xidade de Kolmogorov para avaliar e caracterizar modelos computacionais e sistemas
complexos (veja (CAMPANI; MENEZES, 2001a)).

Os principais resultados apresentados sao:

e Definicdes formais de “algoritmo de compressao”, “melhor algoritmo de com-
pressao” e “o melhor algoritmo de compressao”, inspiradas em complexidade de
Kolmogorov;

e Existem melhores algoritmos de compressao (melhores que um dado conjunto de
algoritmos de compressao). Além disto, n6s ndo podemos obter a melhor taxa de
compressdo (uma idéia originalmente apresentada em (SUBBARAMU; GATES;
KREINOVICH, 1998));

e Mais tempo gasto na compressao significa maior taxa de compressao (compressao
pode ser aproximada por cima por uma funcgéo recursiva);

¢ DefinicOes formais de “animacao” e “melhor animacéao”;

¢ Aplicando o método proposto para comparar modelos de animac¢ao, mostramos que
as animacdes AGA sao melhores que as animacdes GIF (“melhor” significa que
AGA é mais eficiente para comprimir dados que GIF);

e Um resultado adicional (apresentado na Secao 6.6), estende a nossa definicdo de
descritor de animacao e compara-o (0 novo modelo) com o modelo AGA.

O método proposto pode ser generalizado para o caso em que ocorre perda de infor-
macao na compressao. Este é o tema do préximo Capitulo deste trabalho.
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7 DEFINICAO DE COMPRESSAO DE DADOS COM PER-
DAS

O formalismo apresentado no Capitulo anterior esta limitado a tratar com esquemas
de compressdo de dados sem perdas. No entanto, a maioria dos modelos de animacéo e
iImagem usa compressao de dados com perdas para obter maiores taxas de compressao.

Neste Capitulo estenderemos as consideracfes apresentados no Capitulo anterior, pro-
pondo uma definicdo de compresséo de dados com perdas, inspirada em complexidade de
Kolmogorov, usando o conceito diestancia de informaca@BENNETT et al., 1993; LI
et al.,, 2003). O desafio em obter tal definicdo € que a complexidade de Kolmogorov
refere-se a uma compressao “perfeita”, ou seja, diferentemente da compresséo com per-
das, o descompressor ndo admite perdas, reconstruindo a string original sem mudangas.
Assim, alguma adaptacéo devera ser feita para permitir este tipo de definicdo formal.

7.1 Consideractes a Respeito da Definicao

No Capitulo anterior formalizamos compressao de dados sem perdas (como podemos
perceber pela Equag&o= 4(+(s)) da Definigdo 30). Mas, muitos codecs (especialmente
os desenvolvidos para compressao de audio e video) comprimem sem preservar total-
mente os dados (alguns bits podem “mudar”), com o propdésito de obter mais compressao.

No presente Capitulo estenderemos a metodologia desenvolvida para tratar também
com compressado com perdas. O desafio a enfrentar € que a complexidade de Kolmogorov
e definida usando-se a maquina de Turing como um descompressor “perfeito”, no sentido
em que computa a string original, sem perdas (CAMPANI; MENEZES, 2003).

Um exemplo de uso de compressao com perdas é a compressdo MPEG. MPEG € a de-
signacgéao para um grupo de padrdes de audio e video. Ele € uma codificacdo genérica para
imagens em movimento e 0 audio associado. MPEG usa transformada cosseno discreto e
codifica os dados com codigo Huffman (uma codificacdo assintoticamente 6tima).

No entanto, ndo estamos interessados em como um padrao especifico para compressao
de dados com perdas escolhe o que sera descartado quando os dados sdo comprimidos.
Nés enfocamos uma definicdo matematica genérica para descrever e avaliar compressao
de dados com perdas. A vantagem desta abordagem € que poderemos aplicar a definigcdo
a qualquer padrao indistintamente.

A idéia principal vem de (KREINOVICH; LONGPRE, 1998). Os autores sugerem
gue o armazenamento de informacao parcial pode ser definido como uma distribuicédo de
probabilidade. Escolhendo uma amostra desta distribuicéo e aplicando uma fungéo sobre
a amostra, computamos uma string similar a original, se e somente se a distribuicédo de
probabilidade é representativa da string que esta sendo comprimida. Mas, desta forma, o
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método ndo é muito pratico e ndo define a qualidade da compressao.

Para obter a definicdo, n0s necessitamos usar um conceito de distancia para medir a
diferenca entre a informacao antes e depois do processo de compressao e descompressao.
Estamos propondo, neste trabalho, o usdid&ncia de informagdoomo esta métrica.

7.2 Distancia de Informacéao

Muitas métricas podem ser definidas para medir a distancia entre strings. Optamos por
usar uma métrica universal chamatistancia de informacad(BENNETT et al., 1993; LI
et al., 2003). Ela representa uma medida absoluta e a priori de distancia no conjunto das
strings binarias. Logo, sua aplicacdo independe do objeto ao qual desejamos aplica-la,
ja que concordamos que todos os objetos podem ser representados como strings binarias
(por exemplo, imagens, animacoes, grafos, categorias, etc.).

Primeiro devemos definir o que € uma métrica, para em um segundo momento defi-
nirmos distancia de informacéo e provarmos algumas propriedades que justificam o uso
dela no contexto em que seré aplicada neste trabalho.

Definicdo 39 SejaS um espaco. Umanétricapara S € uma fungéo definida sobre o
produto cartesian® x S, d: S x S — R, se e somente se para todgy, z € S:

1. d(xz,y) > 0 ed(x,y) = 0 se e somente se= y;
2. d(x,y) = d(y, x) (simetria);

3. d(z,y) <d(z,z)+ d(z,y) (desigualdade triangular).

Um espaco provido de uma métrica € chamadaespaco métricgLIMA, 1993).

Podemos observar qué(z|y) ja define uma distancia entre as stringe y, pois
K(z|y) representa a informacdo que € necessario adicionar a informagéo contida em
para computar. No entanto, uma definicdo deste tipo poderia levar a se considerar gran-
des strings mais diferentes que as pequenas. Devemos definir distancia de uma forma
relativa, interpretando uma diferenca de 100 bits entre duas strings de 1.000.000 de bits
como menos diferenca que os mesmos 100 bits entre duas de 10.000 bits. Assim, uma
formulagdo comdX (z|y)/ K (x) parece ser mais representativa para esta métrica. Cha-
mamos este tipo de formulacaodistancia normalizaddLl et al., 2003).

No entanto, tal formulacdo n&o seria capaz de respeitar as propriedades formuladas
para as métricas (Definicdo 39). Para resolver este problema a distancia de informacao
normalizada sera definida como na Definicéo 40.

Defini¢édo 40 Distancia de informacaé definida como

(ylz))
(v)

E importante observar qud.,.) € [0;1]. Assim,d(x,y) representara similaridade
entrex ey quanto maisl(x, y) se aproximar dé e representara diferenca quanto, y)
se aproximar deé.

E trivial demonstrar qué(., .) respeita a propriedade da simetria. Podemos mostrar
qued(.,.) respeita axioma da identidadeou seja, qué(z, z) = O(1/K(x)) para todo

max (K (z|y), K
max (K (z), K

d(l‘,y) =
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z (LI et al., 2003), ja quél(z|z) ~ O(1). Também podemos mostrar que esta definicéo
ded(., .) satisfaz adeorema da desigualdade triangular fragal et al., 2003), ou seja,

d(z,y) < d(z,2) +d(z,y) + O (max(K(x)le(y% K(z))) '

Assim, a ndo ser por termos pequenos, assintoticamente despreZayeisespeita as
propriedades exigidas de uma métrica, ou seja, a distancia de informacao respeita uma
definicdo mais fraca de métrica sobre 0 espaco das strings binérias.

Devemos esperar, das medidas que usarmos, por serem normalizadas, que elas respei-
tem acondi¢do de densidadgl et al., 2003). Sejg (x,y) uma distancia normalizada
semi-computavel por cima qualquer, entao:

Z o= f(zy) <1,
Yy£T

chamada deondic&o de densidade
Conclui-se que

{y - d(z,y) <d, K(y) <k} <27
Pois, supondo o contrario, obtemos a seguinte contradicao:

1> Y 2 Iewre 5 3 ok

yyF£T yryFeAd(z,y) <dAK(y)<k
> 2dhgmdk —q

O Teorema 37 prova uma importante propriedade da distancia de informacéo, cha-
madauniversalidadeded(., .). Ela significa que, comparada a qualquer distancia norma-
lizada semi-computavel por cima (ou semi-enumeravel por cidta), sempre fornece
uma distancia menor, a nao ser por um termo logaritmico assintoticamente desprezavel.

Teorema 37 d(z,y) < f(x,y) + O((log max(K(x), K(y)))/ max(K(z), K(y))), onde
f(.,.) € uma distancia normalizada semi-computavel por cima qualquer.

Prova: Fixando umg’ e suponddf (z,y) = d. Pela condi¢cdo de normalizagdo, dado
x,

{y:d(z,y) <d K(y) <k} <2,

Assim, fixanda™ e k, podemos enumerar recursivamente/a® conjunto, e cada pode
ser descrito pelo seu indice na enumeracgédo, de tamanho menor ou igkal a
Portanto, ja que a complexidade de Kolmogorov € a menor descri¢cédo possivel, entdo
ela é menor que esta descrigéo efetiva, e obtém-ggz*, k) = K (y|z, K(x), k) < dk.
Isto €, como nds podemos fornecer a descricab dé< () emO(log k) bits, K (y|z) <
dk + O(log k). Dadosz ey, assumimos qu& (y) > K (x) (logo, K(y) = k), e

K(y|lz) _ dk+ O(logk) log k
d(z,y) Kly) = k flz,y)+ O :
O casoK (z) > K(y) é simétrico e similar. O

O Teorema 37 prova qué., .) incorpora todo tipo de defini¢cdo de similaridade nor-
malizada semi-computavel por cima, significando que se dois objetos sao similares em
um sentido computavel e normalizado, entdo serdo no minimo t&o similares quanto se-
gundod(.,.) (embora ela propria(.,.), ndo seja semi-computavel por cima). Ou seja,
se dois objetos sdo similares segundo alguma métrica normalizada semi-computavel por
cima, o serdo também segundo, .) (LI et al., 2003).



79

7.3 Definicao Formal

Agora ja estamos preparados para definir formalmente compressao de dados com per-
das, usando distancia de informagéo.

Nesta definicdo, apresentamos a versdo comprimida de uma stjuregquer como
sendo um programa para a maquina de Turing, que uma vez executado, produz uma
aproximacao’ da strings. Devemos definir a relacdo necesséria enge’ (a perda de
gualidade maxima permitida na compressao). Observe que a definicdo ndo faz mencao
a forma com que a string sera comprimida (e dai sua generalidade). Apenas define a
representacado comprimida, o descompressor e o requisito de qualidade.

Definicdo 41 Suponhas’ = d(y(s)) e s # s’ (compresséo de dados com perdas). NOs
dizemos que’ é umae-aproximacao de sed(s, s') < ¢, e € [0;1].

A compressdo com perdascomprimida come-aproximacao, aplicada a string,
pode ser definida como o programaue computa’, d(s, s’) < eer = |s|/|p|, de forma
que, para algumz, |p| < |s| +ce

K(s) < K(s) + O(1) . (7.1)

Equacéo (7.1) segue do teorema que afitng(z)) < K(z) + O(1), ondef &
gualquer funcdo computavel sobre strings binarias (veja o Teorema 8, que apresenta a
versdo deste Teorema para a complexidage (LI; VITANYI, 1997)). No nosso caso,

f = 6 o~. Isto significa que a versao comprimida da string tem menos informagao que a
original.

Observe que na Definicdoeaaproximacgao representa a qualidade da compressao,
usando-se distancia de informagao.

Esta definicdo tem dois principais meritos:

e Adapta a definicdo de complexidade de Kolmogorov, tradicionalmente associada a
maquina de Turing como um descompressor sem perdas, ao caso em que ocorre
perdas no processo de compressao/descompressao;

e Propde o0 uso de distancia de informacdo como uma métrica de qualidade de ima-
gem, idéia que é inédita, segundo pesquisa feita na literatura da area.

Discutimos a escolha da distancia de informacdo como métrica nos Capitulos 8 e
9. Também apresentamos no Capitulo 8 uma revisdo bibliografica resumida relativa a
métricas de qualidade de imagens.
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8 METRICAS DE QUALIDADE DE IMAGEM

Muitas vezes ndo é possivel (ou desejavel) armazenar imagens em sua forma original.
Isto ocorre normalmente em casos em que € necessario comprimir os arquivos de imagens
e compressao sem perdas nao é suficiente (KOSHELEVA; KREINOVICH; NGUYEN,
2004), ou quando temos de aplicar algoritmos de tratamento de imagem que distorcem de
alguma forma a imagem original.

Sabe-se que algoritmos de compressao com perdas oferecem, de um modo geral, mais
compressao que os sem perdas. Em muitos casos, compressao com perdas (como a com-
pressdo JPEG) é a Unica alternativa para se obter uma taxa de compressdo adequada para
a aplicacao desejada, como por exemplo quando o canal a ser usado para o envio das
imagens é muito deficiente em termos de largura de banda, ou a memdria disponivel para
armazenamento é pequena.

Compresséao de imagens envolve dois algoritmos, um de compresséo e outro de des-
compressao. O algoritmo de compressao transforma a imagem origeraluma repre-
sentagdo comprimida(/,), enquanto que o algoritmo de descompresséao transforma esta
representacdo comprimida em uma imagem reconstifyidéa compressao com perdas
a imagem reconstituida €, em geral, diferente da originAj.

Existem muitos métodos de compressao com perdas, e a maioria deles possui mui-
tos parametros selecionaveis. Diferentes métodos, usando diferentes parametros, podem
produzir reconstituices de imagem com diferentes qualidades.

Um outro caso em gue ocorre a necessidade de armazenar a imagem transformada &
quando precisamos aplicar algum tipo de distorcdo na imagem para adequa-la a aplicacéo
a que se destina. Por exemplo, para eliminar algum ruido aplicando um efeito de desfoca-
mento. Também neste caso existem muitos parametros que podem ser selecionados para
ajustar o efeito desejado.

Tendo-se uma forma para medir a qualidade da imagem obtida, € possivel ajustar os
parametros aplicados de modo a obter uma imagem de qualidade satisfatéria ao nosso
interesse.

Assim, é importante ter uma medida de qualidade, que determine a diferenca (ou grau
de similaridade) entre a imagem original e a distorcida (KOSHELEVA; KREINOVICH;
NGUYEN, 2004). Medidas deste tipo sdo chamadamnégicas de qualidade de imagem
(AHUMADA, 1993).

Existem muitos modelos e métricas para qualidade de imagem que determinam a dis-
criminabilidade, ou seja, a diferenca visual entre duas imagens dadas, outras métricas
enfatizam a detecc¢ao de objetos pela observacédo de um conjunto (normalmente grande)
de objetos de imagem e comparagcdo com um conjunto de imagens de fundo (ROHALY,;
AHUMADA; WATSON, 1995).

Um importante problema envolvido em avaliacfes deste tipo € o princigimcda
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lidade (KOSHELEVA; KREINOVICH; NGUYEN, 2004). Isto significa que diferentes
partes da imagem sé&o independentes umas das outras. Por exemplo, em astronomia, a
reconstrucao de parte de uma imagem (como uma galaxia), ndo depende do resto da ima-
gem.

Intuitivamente, duas imagens sao semelhantes ou proximas se para cada pixel de am-
bas, os valores dos pixels (cor ou intensidade) em ambas as imagens sdo proximos ou
iguais.

Devemos formalizar o que chamamos de “distancia” entre imagens. Dadas duas ima-
gensiy e I,

Q = (P(ly) — P(I1))? (8.1)

é o quadrado ddistancia euclidianaou distancia RM§JAHUMADA, 1993). Sepy;; e
p1;; representam os valores dos pixels na posi¢ao de I, e I;, entéo

Q= Z(pOij - Puj)Q : (8.2)

Na equacdo 8.1F é a funcdo que representammdelo visuglou seja, a funcao que
torna a distancia probabilisticamente compativel com o que um observador perceberia.
Algumas vezes é relatado na literatura que o uso de algum filtro, como fun¢édo de modelo
visual, acabou produzindo resultados piores que a simples aplicacdo da distancia RMS
(AHUMADA, 1993).

E importante observar que, neste trabalho, ndo trataremos com modelos visuais, mas
sim apenas com medidas de distancia entre imagens.

Existe uma generalizacdo da medida apresentada na Equacéo 8.2. Clmaétaese
de Minkowsk(AHUMADA, 1993):

1/e

Q= | > (abspoy; — p1i)))°

Observe-se que se= 2 obtém-se a distancia euclidiana,ese- 4 resulta nassomatorio
de probabilidade e aproxima-se diferenca absoluta maximguandoe torna-se muito
grande. Assim, existe um namero muito grande (contavel) de medidas, no entanto, a
distancia euclidiana é a de uso mais amplo, segundo (AHUMADA, 1993).

Outra medida de distancia usada como métricdistancia de informacao de Kullback-
Leibler (também chamada dmtropia relativg (AVCIBAS; MEMON; SANKUR, 2003):

d:Zpklog@.
A 4k

Em (AHUMADA, 1993) encontra-se um resumo das principais métricas propostas na
literatura desde 1972 até a data da publicacdo, quase todas baseadas na distancia euclidi-
ana.

Nosso objetivo neste trabalho € propor e validar uma métrica de qualidade de imagem
gue incorpore em uma Unica medida de similaridade de imagens toda e qualquer métrica
efetiva. Esta medida édistancia de informacaéormalmente definida na Secdo 7.2, e a
propriedade que buscamos é provada no Teorema 37.

No Capitulo 9 apresentamos a metodologia usada na aplicacéo da distancia de infor-
macao, assim como uma série de experimentos, usando esta metodologia, com o objetivo
de validar a proposta de uso da distancia de informacdo como métrica de qualidade de
imagem. Também propomos um refinamento no método ao final do mesmo Capitulo.
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9 AVALIACAO DA QUALIDADE DE IMAGENS E ANIMA-
COES USANDO DISTANCIA DE INFORMACAO

Este Capitulo explora a definicAo dada no Capitulo 7 de distancia de informacgéo
(BENNETT etal., 1993; Ll et al., 2003) como uma nova métrica de qualidade de imagem.
Esta proposta €, ao que se sabe, inédita na literatura e tem como vantagens a universali-
dade da distancia de informacao e a possibilidade de aplicar a medida em casos que nao
€ possivel aplicar a distancia euclidiana (a medida tradicionalmente usada nestes casos).

Os objetivos do trabalho desenvolvido neste Capitulo séo:

¢ Validar a medida proposta neste novo contexto através de um conjunto de experi-
mentos;

e Comparar os resultados obtidos com a medida proposta com os resultados obtidos
com a medida tradicionalmente usada (distancia euclidiana);

e Estender a medida proposta para avaliar também animacdes baseadas em frames.
Neste aspecto, este trabalho introduz um avanco cientifico pois, segundo pesquisa
bibliogréfica feita, o Unico tipo de avaliacdo de animacdes até entdo desenvolvida,
tratava apenas dos aspectos psicologicos da percepcao de deformacdes no movi-
mento (O’'SULLIVAN et al., 2003).

A propriedade deniversalidadeda distancia de informacao (veja Teorema 37) signi-
fica que a distancia de informagéh,, .), incorpora toda e qualquer distancia computavel
concebivel, ou seja, se existe uma distancia normalifada que é uma boa medida em
determinado casdj ., .) também sera uma boa medida.

Esta é uma propriedade distintiva da distancia de informacao, que a torna, em certo
sentido formal, a medida “perfeita” para todos os casos.

Além disto, muitas vezes néo é possivel aplicar a distancia euclidiana, seja porque de-
sejamos comparar distancias calculadas sobre imagens de tamanho diferente, e a distan-
cia euclidiana ndo é normalizada, seja porgue desejamos simplesmente medir a distancia
entre duas imagens de tamanhos diferentes (o que ndo pode ser feito com a distancia eu-
clidiana). No entanto, veremos que tais avaliagdes podem ser feitas usando-se a distancia
de informacéo, e as avaliagGes, neste caso, produzem resultados coerentes.

A aplicacao proposta aqui tem alguns precedentes na literatura. Em primeiro lugar, ci-
tamos a caracterizacao da literatura russa por meio de entropia classica (KOLMOGOROQV,
1965), para cuja estimativa foi usado o dicionario de russo de Ozhegov. Kolmogorov
relata um resultado d&/ = 1,9 + 0,1. Embora néo tenha sido usada a distancia de
informacdo no trabalho, ele tem algum parentesco com a aplicacdo da complexidade
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de Kolmogorov que usamos aqui, haja visto o relacionamento éhees (veja Teo-
rema 23).

Ja por sua vez em (LI et al., 2003) sdo apresentadas duas aplicacfes da distancia de
informacé&o bastante relacionadas com o que propomos aqui. A primeira é a aplicacao
da distancia de informacao em sequéncias de DNA para reconhecimento de genoma mi-
tocondrial (LI et al., 2003). Os resultados demonstram que foi possivel reconhecer as
relacdes entre trés grupos de mamiferos placentérios. A segunda aplicacao apresentada
neste artigo preocupa-se em aplicar a distancia de informacéo para a determinagédo do
parentesco de linguas, formando uma hierarquia de linguagens humanas. O experimento
baseou-se na traducdo da “Declaracao Universal dos Direitos do Homem” para 52 linguas
diferentes.

Finalmente, o ultimo trabalho relacionado com o0 nosso, e o mais recente, foi 0 uso
da distancia de informacédo para classificacdo automatica de musica em formato MIDI
(CILIBRASI; VITANYI; WOLF, 2004). Os resultados foram bons o suficiente para que
0 programa discernisse entre géneros musicais (classico, rock, jazz, etc.) e entre autores
(Mozart, Bach, Beethoven, etc.) dentro de um género musical.

9.1 Aproximagao Usada

Para aplicar a distancia de informacao como uma métrica de qualidade de imagens,
do ponto de vista pratico, teremos que enfrentar a ndo computabilidale @&l seja,
teremos que usar uma aproximacdo computavekdeomo por exemplo codificacao
Lempel-Ziv (programa gzip) ou o algoritmo Burrows-Wheeler (programa bzip2 e biblio-
teca libbzip2).

Ainda assim, para que possamos usar o programa compressor, devemos eliminar todas
as complexidades condicionais. Pela propriedade da simetria da informacgé&o algoritmica
(GACS, 1974), nés sabemos qiiéz|y) ~ K (yz) — K(y), que resulta em:

max(K (yr) — K(y), K(zy) — K(x))

d(z,y) = max(K(x)i K(y)) ’

(9.1)

ondezy eyx S0 as concatenagdes das stringg. Desta forma, ficam eliminados todos

os condicionais. Sabendo qué&xy) ~ K(yz), podemos reescrever a Equacao (9.1)

como

K (zy) — min(K (z), K(y))
max(K(z), K(y))

gue é uma forma de calcular a distancia que aumenta a velocidade do calculo pois eli-
mina uma chamada ao compressor. Entao, é apenas necessario usar 0 compressor para
comprimir as strings, y e zy, e verificar o tamanho dos arquivos comprimidos.

Devemos observar que, see y sao strings binarias) < d(z,y) < 1, e resultados
proximos de) representam similaridade e proximosidéiferenca. Mas, pela aproxima-
¢do usada, devido as imperfei¢cdes do algoritmo de compresséo de dados, os resultados
praticos ficam no intervald < d(x,y) < 1, 1. Além disto, a medida € mais eficiente (for-
nece melhores resultados) com objetos mais regulares (mais simples) que com objetos
mais complexos (mais aleatorios).

Para os experimentos apresentados neste Capitulo, foi usado o gaoplearnde
Rudi Cilibrasi, e foi escolhido o compressor bzip2 como aproximacah' dembora o
programa possa trabalhar também com o compressor gzip.

d(xz,y) = (9.2)
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9.2 Aplicagéo da Distancia de Informac&o em Imagens

Nesta Secdo deste Capitulo e nas seguintes, apresentamos 0s experimentos efetuados
usando distancia de informacéo, junto com a descricdo da metodologia usada para efetuar
as medigoes.

Os experimentos fizeram uso de dois conjuntos distintos de imagens, um primeiro
menor (nos quais foram feitos mais testes) e um segundo com maior nimero de imagens.

Em um primeiro conjunto de experimentos, aplicamos diversas distor¢des (usando o
programa The Gimp), escolhidas arbitrariamente, sobre um conjunto de imagens e de-
terminamos as distancias das imagens distorcidas em relacdo a imagem original. Entéo,
procuramos correlacdes entre as distor¢des aplicadas nas imagens e as distancias calcula-
das.

Usamos como aproximacgéo computaveldeomo ja dissemos, o algoritmo Burrows-
Wheeler, que é usado no programa bzip2 e na biblioteca libbzip2. Para facilitar os
célculos ndo usamos diretamente o0 bzip2, mas o pacote complearn, que é um labora-
tério de experimentos com compressao de dados desenvolvido por Rudi Cilibrasi (url:
http://complearn.sourceforge.net ).

Em um segundo conjunto de experimentos, efetuamos comparacdes das distancias
calculadas usando distancia de informacéo com as calculadas usando distancia euclidi-
ana, procurando verificar qual das duas apresentava as correlagdes mais corretas para o
conjunto de imagens escolhido.

Com relacdo as imagens, as mesmas foram obtidas arbitrariamente na Internet, em
sites de fotografia e em grupos de discussao, ou digitalizadas com uma camera digital.
No entanto, algumas foram desenhadas para testar alguns casos limites, particularmente
imagens simples, monocromaticas com fundo branco.

Finalmente, aplicamos a mesma avaliagdo de qualidade de imagem a um conjunto de
animacdes baseadas em frames, e comparamos 0s resultados com os obtidos com ima-
gens.

Tivemos alguns cuidados nos experimentos para néo prejudicar os resultados. As
imagens tiveram seus tamanhos padronizados para 250 por 200 pixels para eliminar outros
fatores nos testes. Este tamanho foi obtido tanto por redimensionamento, quanto por corte
de partes da imagem para néo prejudicar 0 aspecto.

Ja que qualgquer esquema de compressao embutido no formato iria interferir com a
compressdo do programa bzip2, usada para aproxifmdodas as imagens foram sal-
vas em formato BMP n&o comprimido e ndo indexado (RGB). Além disto, os cabecalhos
dos arquivos BMP foram retirados usando-se um programa Python desenvolvido especi-
almente para estes experimentos.

Assim, ao final, os arquivos das imagens estavam reduzidos a uma sequéncia de triplas
RGB (trés bytes para cada pixel, fornecendo uma cor RGB), mais apropriada, segundo
nossa experiéncia pessoal, para ser aplicada ao calculo das distancias.

Uma preocupacédo importante foi ndo usar imagens muito pequenas (pois diminui a
eficiéncia do compressor), nem maiores que 450KB, por limitacdo da libbzip2 que foi
implementada com tamanho de bloco maximo de 900KB (imagens maiores que 450KB
nao seriam comprimidas muito bem, pois ha a necessidade de comprimir a concatenacao
xy dex ey, para aplicar a Equacéo 9.2).

Os softwares usados nos experimentos foram os seguintes:

The Gimp usado para tratar as imagens, converter de formato, e produzir as distor¢cdes
usadas nos testes (unittp://gimp.org );
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strip.py programa Python que retira o cabecalho de arquivos BMP e adicionalmente for-
nece uma série de informagdes importantes sobre a imagem (veja listagem na Fi-
gura 9.1);

difeuclidrgb programa Python que calcula a distancia RMS entre duas imagens;

complearn pacote de autoria de Rudi Cilibrasi que contém um conjunto de programas
para experimentos com compressao de dados usando a biblioteca libbzip2 (url:
http://complearn.sourceforge.net );

refina programa Python usado para efetuar os refinamentos das medi¢des (veja listagem
na Figura 9.8).

Trabalhamos com dois conjuntos distintos de imagens. O primeiro conjunto € menor,
possuindo apenas 12 imagens, mas sobre ele foram aplicadas mais distor¢des para 0s
testes. Este primeiro conjunto é exibido na figura 9.2 (as 12 imagens estdo ordenadas da
esquerda para a direita e de cima para baixo) e € composto, na ordem, por trés imagens
de desenhos animados, trés imagens simples de fundo branco, desenhadas especialmente
para os testes, trés paisagens e trés rostos fotografados com camera fotografica digital.

O segundo conjunto € maior, composto de 32 imagens, porém sobre ele foram aplica-
dos menos testes. Este segundo conjunto foi todo obtido arbitrariamente em sites e grupos
de discussao na Internet, tendo sido descartados apenas as imagens que nao se adaptavam
a serem redimensionadas para o tamanho padréo que foi usado em todos os testes. Este
conjunto de imagens é apresentado na Figura 9.3.

As Distorgdes usadas sdo apresentadas a seguir e ilustradas na Figura 9.4 (em ordem,
da esquerda para a direita, e de cima para baixo, iniciando pela imagem original no topo
a esquerda):

Brilho -25% Significa reducgéo de brilho de 25%;

Desfocar Aplicou-se o desfocamento gaussiano IIR, com raio de desfocamento de 5 pi-
xels na horizontal e 5 pixels na vertical;

Deslocar 5 Significa deslocar a imagem 5 pixels na horizontal da esquerda para a di-
reita com “embrulhamento” (ou seja, os pixels retirados da direita sdo inseridos na
esquerda ao deslocar);

Deslocar 150 mesmo que o anterior, porém deslocando 15 pixels na horizontal, da es-
guerda para a direita, com “embrulhamento”;

Espalha 2 pixels Significa introduzir um ruido na imagem com raio de 2 pixels, que faz
com que a imagem pareca “granulada”.

Os resultados do célculo das distancias entre a imagem original e a distorcida sao
apresentados nas Tabelas 9.1 e 9.2. A primeira apresenta as distancias calculadas para as
distor¢des deslocar 5 pixels, deslocar 15 pixels e desfocar. A segunda tabela apresenta os
resultados para reducéo de brilho de 25% e espalhamento.

Em primeiro lugar devemos observar na analise dos resultados que, na primeira tabela,

a diferenca média entre as distancias para desfocar e deslocar 5 pixels foi 0,028113561 e
entre deslocar 5 pixels e deslocar 15 pixels foi 0,0003963498, cerca de 70 vezes menor, 0
gue torna as distor¢des deslocar 5 pixels e deslocar 15 pixels mais proximas uma da outra
gque a distorcao desfocar.
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#!/usr/bin/python
# programa que retira o cabecalho de arquivo BMP
# autor: Carlos Campani
from struct import *
from sys import *
f = open(argv[1],"r")
x = f.read()
f.close()
magic = X[0:2]
offset = unpack("1",x[10:14])[0]
headersize = unpack("l",x[14:18])[0]
width = unpack("l",x[18:22])[0]
height = unpack("l",x[22:26])[0]
nbits = unpack("H",x[28:30])[0]
compression = unpack("l",x[30:34])[0]
sizeimage = unpack("l",x[34:38])[0]
ncolors = unpack("l",x[46:50])[0]
tamanhototal = 14+40+4*ncolors
print "magic=%s\noffset=%u\nheadersize=%u\nwidth=\
%u\nheight=%u\nnbits=%u\ncompression=%u\nsizeimage=\
%u\nncolors=%u\ntamanhototal=%u"%(magic,offset,\
headersize,width,height,nbits,compression,sizeimage,\
ncolors,tamanhototal)
if compression ==
print "sem compresséao!"
else:
print "BMP comprimido!"
print "stripping..."
f = open(argv[1l]+".strip","w"
f.write(x[offset:])
f.flush()
f.close()
print "stripped.”

Figura 9.1: Programa strip.py



Figura 9.2: Primeiro Conjunto de Imagens Usadas nos Experimentos
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Figura 9.3: Segundo Conjunto de Imagens Usadas nos Experimentos
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Figura 9.4: Distor¢des Usadas nos Experimentos
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Tabela 9.1: Resultados de Experimento (Deslocar e Desfocar)

Deslocar 5 \

|

Deslocar 15 \

|

Desfocar

0,98845448129851

8 <

0,98846034477894

1<

0,99809956034605

0,99351962686259

1<

0,99360455520713

<

1,01384577176208

0,99546584759397

A<

0,99549417754110

8 <

1.00105667909243

0,92210144927536

P>

0,92126696832579

P <

1,02131496966716

0,93898305084745

8 <

0,94067796610169

b<

1,021071919377

0,94496777392166

6 <

0,94540942928039

r<

1,0124593716143

0,99595295307955

<

0,99655325069567

4 <

1,00098647573588

1,00451352851729

<

1,00470400926328

>

1,00147782057805

OO N OB WNF

0,98631668380807

5>

0,98628082896916

<

1,00715054245494

0,98608478683332

0 <

0,98634468880264

b<

1,00334448160535

0,99689605995358

1<

0,99695870535714

B<

0,999831616759745

0,99612519624544

0 <

0,99660203877673

A<

1,00003354128933

Tabela 9.2: Resultados de Experimento (Brilho e Espalhamento)

brilho -25%

|

|

|

Espalha 2 pixels

0,99912176327270

0,992283178382365

1,009519473531772

0,994888033445093

1,00231041441231

1,00048344898191

0,96105072463768

0,945525291828794

0,94416243654822

0,966292134831461

0,96575682382134

0,957264957264957

1,00155926809865

0,997179246089409

1,0052084589231

1,00589304015653

OO N[O U B WDNE-

0,99883496885782

0,986876816454281

0,99911158066607

0,987112721687585

0,99960734819800

0,997829491441602

0,99946333937076

0,997267031062525
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Tabela 9.3: Resultados de Experimento com Composicao de Distorcdes

\ Deslocar 15 | | Desloc.+Desfocar] | Desfocar

0,988460344778941 < | 1,00446140662408 > | 0,99809956034605
0,99360455520713 < | 1,01064329545788 < | 1,01384577176208
0,995494177541108 < | 1,00501810182851 > | 1.00105667909243
0,921266968325792 < | 1,02113714566607 < | 1,02131496966716
0,940677966101695 < | 1,01993127147766 < 1,021071919377
0,94540942928039 < | 1,01715237302248 > | 1,0124593716143
0,996553250695674 < | 1,00337559972584 > | 1,00098647573588
1,00470400926328 < | 1,00635397771443> | 1,00147782057805
0,98628082896916 < | 1,00956256713446 > | 1,00715054245494
0,986344688802645 < | 1,00934009967623 > | 1,00334448160535
0,996958705357143 < | 1,00466293479872 > | 0,999831616759745
0,996602038776734 < | 1,00461566062662 > | 1,00003354128933

PR e
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Além disto, observa-se, ao contar o nimero de vezes em que cada distor¢do ocupou
maior ou menor valor na tabela, que:

e Desfocar:19 ems8/12 casos;

e Brilho -25%: 29 em8/12 casos;

e Espalha 2 pixels3® em10/12 casos;
e Deslocar 15 pixelst® em9/12 casos;
e Deslocar 5 pixels5? em9/12 casos.

Combinados estes resultados demonstram que ocorreu uma caracterizacao da distor-
¢do, dada pelos valores das distancias calculadas em relagéo as imagens originais. Houve,
na médiagcorrelacdoentre a distor¢cao aplicada e a distancia calculada.

Uma questdo importante € se a métrica proposta € transitiva, ou seja, se ao compor
distor¢Bes a distancia aumentara proporcionalmente. A Tabela 9.3 apresenta o teste feito
para verificar isto. Ela apresenta as distancias para “deslocar 15", “desfocar” e a compo-
sicdo de ambas (obtido ao desfocafTie Gimpa imagem que ja fora deslocada).

Confirma-se a hipétese, como se pode ver pelos resultados, que estdo resumidos na
Figura 9.5, onded— B significa queA apresenta distancias menores gue

Apenas as linhas 2, 4 e 5 da Tabela 9.3 ndo apresentaram a correlacao esperada para
“Deslocar+Desfocar” e “Desfocar”. Relativo a isto, a linha 4 da Tabela apresenta uma di-
ferenca (0,000177824) cerca de vinte vezes menor que a diferenga média destas colunas
(0,0037186316). A aplicacdo de um limiar, abaixo do qual poderiamos considerar a dife-
renca muito pequena, tornaria este um resultado considerado “igual”’ ou “ndo conclusivo”,
melhorando ainda mais os resultados apresentados na Tabela.

Esta idéia poderia ser aplicada em diversos resultados em que as diferencas séo pe-
guenas (atribuido ao erro na aproximacadsdesada).

Resumindo os resultados dos experimentos desta Secéo, podemos afirmar que, na mé-
dia, ocorreu correlacéo entre as distor¢des aplicadas e as distancias calculadas, indicando
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Imagem Deslocada

T

Imagem Original Desloc. + Desfoc

\/

Imagem Desfocada
Figura 9.5: Relacdes entre as Distor¢des e Distancias Calculadas

gue a distancia de informacao foi capaz de caracterizar estas distor¢cées, servindo assim
como uma medida de qualidade de imagem.

9.3 Comparacéao da Distancia de Informacéo com a Euclidiana

Um aspecto de interesse em nossa pesquisa era avaliar a medida proposta comparando-
a com a distancia euclidiana, que é a medida mais usada como métrica de qualidade de
imagem (AHUMADA, 1993).

Para isto, foram aplicadas as distor¢des “desfocar” e “deslocar 5 pixels” sobre as 32
imagens do segundo conjunto (Figura 9.3). Depois, foram calculadas ambas as distancias
(informacéo e euclidiana) em relagéo a imagem original e foram comparadas as correla-
¢Oes obtidas com ambas.

Os resultados destes testes estdo tabulados nas Tabelas 9.4 e 9.5. Na verdade, na
Tabela 9.5 aparece o valor do quadrado da distancia euclidiana (distancia RMS) dividido
arbitrariamente por0*°.

Ao analisar os resultados, constatamos que, para a distancia de informa@ag3zm
dos casos, a distancia resultou na relad@sfocado-deslocadpque é coerente com 0s
experimentos anteriores. Assim, em apenas trés casos nao se verificou a correlacdo espe-
rada.

Ja no caso da aplicacdo da distancia euclidiana, nos 32 casos verificou-se a relacao
desfocaderdeslocadpconfirmando-se a correlagéo.

O fato da relacdo entre as distancias ser a inversa da observada com a distancia de
informacé&o nado é problema, pois cada medida interpreta as distancias de uma forma dife-
rente, e estamos tratando cdiferengagle distancias, e 0 mais importante é a ocorréncia
de correlagéo.

E importante observar que o ponto flutuante, que aparece na distancia euclidiana, foi
arbitrario para tornar a leitura dos nimeros mais facil (obtido por divisdad oy, ja
gue os valores do quadrado da distancia euclidiana séao valores inteiros. Além disto, a
distancia euclidiana ndo é normalizada. Assim, seus valores tendem ao infinito a medida
gue as imagens sao maiores, 0 que inviabiliza comparacdes entre distancias tomadas de
imagens de tamanhos diferentes.

O outro teste efetuado para comparar as duas distancias foi feito usando-se as distor-
¢Oes “brilho -25%” e “espalhamento”. Os resultados deste outro experimento estdo na
Tabela 9.6.

Podemos concluir deste experimento que houve correlagcdo com a distancia de infor-
macao (na proporgdo dé)/12 dos casos), no entanto, ndo ocorreu correlacdo com a



Tabela 9.4: Testes Usando Distancia de Informacao

Distancia de Informacao

Desfocado

Deslocado 5 pixels

1 | 0,998577524893314> | 0,989126871380177
2 | 1,00082785161319 > | 0,99039492494639
3 | 0,987564693371145> | 0,984365698086463
4 | 1,00089126559715 > | 0,983538166647875
5 | 0,99974890932488 > | 0,983766844249452
6 | 1,00101277218252 > | 0,985787485506975
7 | 1,00296256396445 > | 0,99225302648432
8 | 1,00286051862446 < | 1,00491999834622
9 | 0,999480107939494 > | 0,998447702353086
10| 1,00257546578807 > | 0,999907435262537
11| 1,00020133613984 > | 0,990038607226107
12 | 1,00572148552072 > | 0,993318898855552
13| 1,00175954385496 > | 0,990289099737182
14| 1,00182232346241 > | 1,00121022641319
15 0,999180286732355 > | 0,989188556914645
16| 1,00218742804513 > | 0,994811277435945
17| 1,00095592140202 < | 1,00249978815355
18 1,0 > | 0,996955903271693
19| 1,00130502668313 > | 1,00048853114968
20| 1,00162037037037 > | 0,986771011594593
21| 0,999960167297351> | 0,9810061193674

22| 0,99198409442358[ > | 0,986808550829582
23| 0,97549777770542 < | 0,977868839130364
24| 1,00198746369057 > | 0,997413760316434
25| 1,002884277172 | > | 0,99057127010538
26 | 0,999834404186262> | 0,998124012638231
27| 1,00621924985623 > | 1,00057394298833
28| 1,00545495560158 > | 0,991517629024016
29| 1,0045293957786| > | 0,99753979739508
30 | 0,999590863811015> | 0,976549659544494
31| 1,0008176045925 0,98556564937208

w
N

1,00419567437111

AR,

0,992512278750811
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Tabela 9.5: Testes Usando Distancia Euclidiana

Distancia Euclidiana

Desfocado

Deslocado 5 pixels

60,889247306184944 <

422,651063948054430

52,434439492538969 <

274,689349448507780

457,65408109243347

6<

1590,792227036750128

146,078796526846173<

677,668621050946394

90,491557134852246 <

508,958855861193911

80,380166034464767 <

545,333238387641730

47,638703110125102 <

355,559827390075407

100,714276738025208<

324,923032571297968

49,636009548550893 <

251,940803497331359

65,166095694895952 <

248,864522575054413

125,00621734604379

6<

781,990969051966516

PR
NI Bl© o ~|o| gl & w| N[ -

82,909049112792451 <

383,640566315482242

[N
w

61,032714812902550 <

428,830050027680398

H
o

106,45551542300406

1<

437,221212507833729

[
(03]

102,725878214688514<

498,755274154354945

[EEN
»

107,88165708246549

<

638,206295758015347

'_\
\‘

96,641574578047504

l <

462,982141829967429

[EY
[o¢]

52,351755486229155

3<

218,361323393560266

=
©

103,62976239595194

3<

420,247675508658150

N
o

67,227145047030475

D <

444,585456446267841

N
=

44,60022050682683(

) <

302,475573197309854

N
N

221,99103935998503

8<

600,683773456466577

N
w

62,35020431836443(

) <

544,538280028824058

N
N

30,209767143089661

[ <

201,248773899581198

N
(62}

7,329297761774975

<

38,469806203701764

N
(o]

51,98409094293265¢

) <

249,320289977271454

N
~

156,14744868127243

5<

545,045805747515670

N
(oe]

99,09582665922578¢

) <

457,988536316804804

N
(o]

112,39550040217959

1<

515,962690263432175

w
o

930,02687727092814

6<

2688,636043170360004

w
=

37,428007894941427

) <

173,252804210066286

w
N

69,63782535994432¢

) <

329,672542789132097




Tabela 9.6: Comparando Distéancia de Informagéo e Euclidiana

|

brilho -25% \

|

Espalha 2 pixels

Distancia de Informacao

0,999121763272707

>

0,992283178382365

1,00951947353172

0,994888033445093

1,00231041441231

1,00048344898191

0,961050724637681

0,945525291828794

0,944162436548223

0,966292134831461

0,96575682382134

0,957264957264957

1,00155926809865

0,997179246089409

1,0052084589231

1,00589304015653

0,998834968857821

0,986876816454281

0,999111580666074

0,987112721687585

0,999607348198009

VIVIVIANIVIVIA|V|VIV

0,997829491441602

PR e
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0,999463339370765

>

0,997267031062525

Distancia

Euclidiana

29,209826647574901

b <

49,711746112608689

56,77337691549618§

} <

247,584546558677197

31,228968595811194

b <

65,842767885316200

131,56543834695810

4>

16,522246461357718

120,54997966849000

0>

58,973514012925650

132,92261964921718

2>

43,722446318319283

78,08308978252507(

) >

13,515141193753829

47,894718498863623

3 >

43,618261178713632

OO N D WNF-

38,305774539887874

) <

77,094344912742851

=
o

31,069250807093691 <

35,690400043311677

-
[EEN

18,77543821997519¢

) <

18,973430565437990

=
N

40,24062648253350¢

b >

9,111493328389656

95
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distancia euclidiana (onde o resultado foi 50%-50%).

Este segundo caso, envolvendo “reducao de brilho” e “espalhamento”, tem como ca-
racteristica ocorrer diferengas menores entre as distancias, e o resultado superior da dis-
tancia de informacéo indica que ela é nfaisa (em um sentido formal), em casos extre-
mos, que a distancia euclidiana.

Assim, embora a distancia euclidiana tenha sido um pouco melhor no experimento
anterior, neste Ultimo experimento ela falhou totalmente, e a distancia de informacéo
mostrou resultados coerentes, na média, com 0 que esperavamos.

E importante enfatizar que os resultados desta Secéo estéo restritos a este conjunto de
44 imagens com que trabalhamos (12 do primeiro conjunto e 32 do segundo conjunto).
No entanto, ela serve como evidéncia do que a propriedade de universalidade afirma, ou
seja, que a distancia de informacédo, comparada a outras medidas (computaveis), € uma
boa medida em todos 0s casos.

A propriedade de universalidade pode ser interpretada, tomando a definicdo de equi-
valéncia dada em espacos métricos (LIMA, 1993), como uma indicacéo de que a distancia
de informacéo “cobre” a distancia euclidiana, mas que o contrario ndo acontece.

Dadas duas métricals e d;, num espacd/, diz-se quel; € mais finaqued, se existir
constante: tal qued; (z,y) < cdy(z,y), para quaisquet,y € M. Se cada uma é mais
fina que a outra, ou seja, se existirem constantes:, tais qued; (z,y) < cids(x,y) <
codi(x,y) entdo as métricas s@muivalenteou seja, se umaobre a outra) (LIMA,

1993). Importante observar que a distancia euclidiana define o tamanho dmlama
espaco das strings binarias (LIMA, 1993).

Os experimentos desta Se¢ao sao uma evidéncia que a distancia de informacéo € mais

fina que a euclidiana, mas que o contrario ndo é verdadeiro.

9.4 Usando Redimensionamento e Escala de Imagens

Ja sabemos que a distancia euclidiana ndo pode ser usada para medir a distancia de
imagens de tamanho diferente ou de razdo de aspecto diferente, pois exige o casamento
um para um de todos os termos da série apresentada na Equacéo 8.2. Isto a inviabiliza
para ser aplicada em transformacdes do tipo redimensionar, escalar, rotacéo, etc.

No entanto, faz sentido medir a distéancia de informagao de strings de tamanhos di-
ferentes, ja que ndo h&a nenhuma restricdo com relacdo aos tamanhos das: €rings
no condicionalK (z|y). Neste caso, a pergunta fundamental é se as correlagbes entre
distor¢des e distancias calculadas se manteréo.

Para isto, tomamos as dez primeiras imagens do segundo conjunto de imagens (for-
mado por 32 imagens) e escalamo3 (ou seja, obtivemos imagens de 500x400). Para
cada uma destas dez imagens tomamos outras dez arbitrarias (as dez seguintes) e escala-
mos também. Estas serdo usadas coomtraste Assim, a primeira sera contrastada com
a décima-primeira, a segunda com a décima-segunda e assim por diante. Entdo, medimos
as distancias entre a original e ela prépria escalada, e a original e o contraste escalado
(veja Figura 9.6), e comparamos as distancias calculadas. Os resultados sédo apresentados
na Tabela 9.7.

A Tabela demonstra que a distancia de informacéo considerou mais semelhantes as
imagens em relacdo a elas proprias escaladas, que em relagcédo ao contraste tomado arbi-
trariamente (en8/10 casos). Isto confirma que a distancia de informacgéao pode ser usada
nos casos em que os tamanhos das imagens sao diferentes.



Tabela 9.7: Resultados de Experimento com Escala

Figura 9.6: Experimento com Uso de Escala

| Mesma figura escalada | Outra figura escalada

1 1,00115400069147 | < | 1,00143672855066
2 1,00088128848293 | < | 1,00297795900525
3 | 0,995824408558157| < | 1,00464532564107
4 | 0,999931429858868 < | 1,00056736582685
5 1,00036533266397 | < | 1,00075204954161
6 1,00070406855341 | < | 1,00266466630093
7 1,00296411687708 | > | 1,00294468415834
8 1,00265047186185 | < | 1,00600243865424
9 1,0015353716762 | < | 1,00277278011002
10| 1,00292431819295| > | 1,00261186313964
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9.5 Avaliacdo da Qualidade de Imagem de Animacdes

Sera que poderiamos estender estas idéias para avaliar também animacdes baseadas
em frames? Neste caso, se confirmariam as mesmas correlacdes?

Avaliacéo da qualidade de animacdes € um assunto que pouco aparece na literatura.
Em nossa pesquisa encontramos apenas um artigo (O’SULLIVAN et al., 2003), onde os
autores consideram-se os proponentes de avaliacdes de animacgdes. No entanto, as avalia-
¢Oes que os autores descrevem no artigo, ndo se preocupam com a qualidade das imagens,
mas sim em avaliar como as pessoas percebem, do ponto de vista psicoldgico, variacdes
no movimento de objetos em uma animacao. Assim, nosso objetivo € um pouco dife-
rente, pois desejamos mais medir a qualidade da imagem dos frames, que 0 movimento
propriamente dito.

Na verdade, nos parece que avaliagdes do tipo das feitas pelos autores do artigo, cen-
tradas no movimento mais que na imagem, poderiam também ser feitas usando-se dis-
tancia de informacéo, mas seria um enfoque diferente do que apresentamos aqui neste
trabalho.

Nossa abordagem toma as idéias ja desenvolvidas nas secdes precedentes e adapta a
idéia as animacdes, pela decomposic¢do dos frames que compdem a animagao.

Os experimentos foram feitos usando-se quinze animacdes GIF, doze obtidas arbitra-
riamente na Internet e trés feitas para testar casos limites (animagdes simples, de fundo
branco, com um objeto em movimento). Sobre cada animacao, aplicamos as distor¢des
“desfocar” e “deslocar 5 pixels”, frame a frame, e medimos as distancias entre a animacao
original e a distorcida.

Assim, cada animacéao foi decomposta em seus frames originais, salvos em BMP (nao
comprimido), ndo indexado (RGB). Entdo, foram aplicadas as distor¢cdes e os arquivos
resultantes tiveram seu cabecalho retirado (usando-se o programa strip.py). Finalmente,
foram concatenados os frames obtidos usando-se o corsahdio UNIX.

O resultado deste experimento € apresentado na Tabela 9.8.

A conclusédo é que houve correlagcéo entre as distor¢des aplicadas e as distancias cal-
culadas em todos os quinze casos, e a diferenca média entre as duas colunas foi maior
que no caso das mesmas distor¢cdes, quando aplicadas a imagens (0,091876621 contra
0,028113561).

9.6 Refinamento das Avaliagdes com Imagens

Um das dificuldades envolvidos na aplicagéo da disténcia de informacdo em imagens
€ que uma imagem € um objeto bidimensional, que é linearizado pela concatenacao das
linhas da imagem. Isto faz com quepoincipio da localidadefique prejudicado, ou
seja, um objeto formado por um conjunto de pontos localizados em uma area pequena
da imagem, que sdo contiguos na imagem, acabam distantes na representacao linearizada
da imagem. Isto prejudica o compressor, resultando em medidas de distancia menos
acuradas.

Uma forma de superar este problema é linearizar os pixels da imagem, antes do pro-
cesso de compressao, usando-se uma regra que aproxime os pontos de uma area de inte-
resse (principio da localidade) no inicio da string binaria que sera aplicada ao compressor.
Isto permitiria maior acuidade na medida de distancia, no que se refere aquele objeto.

A abordagem que foi seguida nos experimentos seguintes foi recortar a imagem, na
forma de um quadrado de 200x200, a partir do centro da imagem (normalmente a zona
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Tabela 9.8: Resultados com Animacdes

\ Desfocado | | Deslocado 5 pixels

1,0227048371174Y > | 0,974719101123595
1,02325029655991 > | 0,954985754985755
1,00558168063791 > | 0,993989243910155
1,02572763015542 > | 0,917188198480107
1,0139315660642Y > | 0,983268356075374
1,01128300198172 > | 0,985203973789896
1,01479975657448 > | 0,990379359352793
1,01820241293926 > | 0,8996138996139

9 | 1,02561631735325 > | 0,882938703252932
10| 1,01366496002556 > | 0,969231961559327
11| 1,01290541131218 > | 0,980030795881051
12 | 1,01360544217687 > | 0,834285714285714
13| 1,01445398405745 > | 0,981175566653861
14| 1,01538180592235> | 0,977839335180055
15| 1,02990978178748 > | 0,691217413313085

O N OO~ WN P

de maior interesse visual), tomando os pixels em espiral, como mostra a Figura 9.7. Este
refinamento permite que a string resultante da lineariza¢cdo contenha no seu prefixo todo
0 objeto (ou objetos) que aparecem no centro da imagem, com todos 0s pixels proximos,
de forma a facilitar a compressao.

O programa usado para o refinamento é apresentado na Figura 9.8. O programa recebe
como argumentos o nome do arquivo a ser refinado (resultante da aplicagdo do programa
strip.py), o ponto central do recorte (no nosso caso, 125 e 100) e o tamanho do quadrado
a ser recortado (neste caso, 200).

Usando-se este refinamento foram refeitos os testes anteriores, cujos resultados séo
apresentados nas Tabelas 9.9, 9.10 e 9.11.

Observa-se, da analise dos resultados, que todos os resultados negativos dos experi-
mentos anteriores, relacionados com as distor¢cdes “desfocar”, “deslocar 5 pixels”, “redu-
¢ao de brilho” e “espalhamento”, foram revertidos, a excecao da linha 23 da Tabela 9.11.
Uma das razfes para que a imagem namero 23, deste segundo conjunto de imagens, te-
nha dado resultado falso neste caso, € que observa-se que ela é de muito baixa qualidade,
esmaecida e desfocada (veja na Figura 9.3), e a deformacg&o que esta sendo usada neste
caso € exatamente “desfocamento”.

Para testar esta hipotese de que o problema ocorreu porgque a distorcéo aplicada foi
“desfocamento”, aplicamos nesta imagem as distor¢des “brilho -25%” e “espalhamento”.

A aplicacédo simples da distancia de informag&o deu um resultado inconsistente com o re-
sultado esperado (distancia para “brilho” foi 0,980609869267213 e para “espalhamento”
0,980968041287466), mas ao aplicar o refinamento, o resultado foi corrigido (para “bri-
lho”, 0,995343145989997, e para “espalhamento”, 0,994452166268696).

E importante observar que o refinamento proposto pode ser modificado para conside-
rar também as laterais, seja pela redefinicdo da maneira como se faz a espiral, formando
um retangulo que cubra toda a imagem, seja pela concatenacdo das laterais ao final da
string obtida no recorte. Estas duas possibilidades n&do foram testadas neste trabalho.
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Figura 9.7: Refinamento da Medida de Distancia

Tabela 9.9: Primeiro Teste com Refinamento — Primeiro Conjunto

| Desfocado | Deslocado 5 pixels

1,00065463769895 > | 0,998000484730974
1,00778036295952 > | 0,995458352722196
1,00668555742495 > | 0,997443014183622
1,022400407280138 > | 0,940422805893658
1,02329144958627 > | 0,9420454545455
1,04882459312839 > | 0,967085171360706
1,00038136885996 > | 1,00030120481928
1,00350503644255 > | 1,00153959544673
1,00395237307756 > | 0,995005787994047
10| 1,00247956496449 > | 0,995218323520403
11| 1,00021577089055% 0,993744868837718
12| 1,00193833048535% 0,996168582375479

OO N OO W NP
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#!/usr/bin/python
from sys import *
from string import *
# Refinamento em espiral
# autor: Carlos Campani
def posi(x,y):
return 3*(250*(y-1)+(x-1))+400
f = open(argv[1],"r")
v = fread()
f.close()
dx=dy=1
sx=sy=1
X = atoi(argv[2]) # posicao inicial
y = atoi(argv[3])
nv = v[posi(x,y)]
while dx < atoi(argv[4]): # tamanho quadrado
for ¢ in range(dx):
X = X+SX
nv = nv+v[posi(x,y):posi(x,y)+3]
for ¢ in range(dy):
y = y+sy
nv = nv+v[posi(x,y):posi(x,y)+3]
dx+=1
dy+=1
SX=-SX
Sy=-sy
f = open(argv[l]+".refin","w")
f.write(nv)
f.flush()
f.close()

Figura 9.8: Programa refina
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Tabela 9.10: Segundo Teste com Refinamento — Primeiro Conjunto

\ Briho-25% | | Espalha 2 pixels

1,001943455668785 0,996095033733496
1,00807742415783 0,99557003257329
1,0071947223944 0,997281670693821
0,998684210526316> | 0,962432915921288
0,952830188679245> | 0,951774340309372
1,02516838000709 0,966678482807515
1,01507678226381 0,996869928124275
1,00863156170666 1,00188670194906
1,00464693236316 0,995506616630456
10| 1,00376952073236 0,995191806977955
11| 1,00129462534327 0,993072986593505
12| 1,00882450457803 0,995896344707045

VIVI|V
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9.7 Conclusdes deste Capitulo

Fica comprovada a hipétese inicial, ou seja, a distancia de informacéo foi capaz de
caracterizar as distor¢Oes aplicadas nos testes feitos, pois ocorreu correlagao entre as dis-
tor¢cOes aplicadas em imagens e as distancias calculadas.

A propriedade universal da distancia de informacéo indica que ela € uma boa medida
em todos o0s casos, 0 que a diferencia das outras medidas que ndo possuem esta proprie-
dade. Além disto, a distancia de informacao mostrou-se interessante para casos em que a
distancia euclidiana ndo se aplica (redimensionar, escalar, rotacao, etc.). Foi possivel tam-
bém aplicar a métrica em animagfes baseadas em frames, 0 que representa uma proposta
inédita, segundo pesquisa bibliografica feita, e um avanco na avaliacao de animacoes.

Os resultados obtidos neste trabalho com imagens néo foram tdo bons quanto os ob-
tidos em outros contextos (literatura, genoma e musica), e isto deve ser consequéncia do
fato que textos literarios, DNA e partituras musicais tem uma caracteristica linear e ima-
gem é um objeto bidimensional, assim como do fato que imagens sao objetos mais com-
plexos que literatura, DNA e musica, e a distancia de informacao trabalha melhor com
objetos mais regulares. Este Ultimo aspecto explica porque os resultados com animacgdes
foram melhores que com imagens, ja que animacdes sao objetos com mais regularidade.

O refinamento proposto neste trabalho foi capaz de reverter a maior parte dos resulta-
dos negativos dos testes, e representa um resultado importante da pesquisa desenvolvida.
E interessante observar que, embora tenhamos feito o recorte da imagem em forma qua-
drada a partir do centro da imagem, este refinamento poderia ser adaptado para efetuar
o recorte em um formato de retangulo, para cobrir toda a imagem. Além disto, o ponto
central da espiral poderia ser mudado (€ um parametro de linha de comando do programa
apresentado na Figura 9.8), o que permitiria valorizar mais outras areas da imagem que
NAao o seu centro.

Muitos dos valores que desviaram da média esperada nas distancias podem ser efeito
da aproximacdo computavel. Em alguns casos a aplicagdo de um limiar pode eliminar
alguns resultados negativos, pois os erros foram muito pequenos.

Ainda resta a possibilidade de melhorar ainda mais os resultados pelo uso de melhores



Tabela 9.11: Testes com Refinamento — Segundo Conjunto

|

Desfocado \

| Deslocado 5 pixels

1 | 1,00169243349117 > | 0,994055983896084
2 | 1,00287876991853 > | 0,993869913467563
3 | 0,995737577558241 > | 0,994834699898164
4 | 1,00140180809485 > | 0,995442893762461
5 | 1,00154587504982 > | 0,994603839946038
6 | 1,00133380515557 > | 0,993462459901734
7 | 1,00127860887355 > | 0,994882471670825
8 | 1,00345646679051 > | 0,999741990317048
9 | 1,00206821668017 > | 0,992597310930156
10| 1,00496876315023 > | 0,99525196761681
11| 1,00180969999196 > | 0,993696749552629
12| 1,00191746069206 > | 0,994384747681136
13| 1,00333825511973 > | 0,99815693313674
14 | 0,999666287150092 > | 0,994323152594436
15| 1,00302251385319 > | 0,995610014332012
16| 1,00415828760353 > | 0,996165905527912
17| 1,00357570339843 > | 0,995121951219512
18| 1,00296697626419 > | 0,998427271954433
19| 1,00268334814763 > | 1,00058340139683
20| 0,99964497209480) > | 0,993241619183622
21| 1,00077485524293 > | 0,990166382553078
22| 0,994909166986297 > | 0,99320240815711
23| 0,991648550079 | < | 0,993620585195481
24| 1,00449148022343 > | 0,997957642055787
25 0,99681156816957{ > | 0,989605813697424
26 | 1,00725239688349 > | 1,00174976189949
27| 1,00484799691968 > | 0,995228974403622
28 | 1,00192786946913 > | 0,995771472988729
29| 1,00193436153087 > | 0,995448120242248
30| 1,01443642420871 > | 0,985204182284474
31| 1,00049697116224 > | 0,99333789091299

w
N

0,999776489488021

>

0,997401690298247
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algoritmos de compresséao (mais proximos da compressao “ideal”). Isto pode ser resultado
da pesquisa com algoritmos de compressao.

Uma outra possibilidade de refinamento do método seria usar um esquema de com-
pressdo adaptado a compressao de imagens, como compressao JPEG com perdas, ja que
entdo seria possivel obter mais compressao, e mais acuidade no célculo da distancia.
Neste sentido, seria necessario redefinir os conceitos de complexidade e distancia, que
foram definidos sobre um esquema de compressao sem perdas. Esta € uma possibilidade
indicada como trabalho futuro.
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10 CONCLUSAO

Este trabalho versa sobre a avaliagdo da compresséo de dados e da qualidade de ima-
gens e animacfes usando-se complexidade de Kolmogorov, simulacdo de maquinas e
distancia de informacdo. Nele, é proposto um método para avaliar a compressao de dados
de modelos de animacéo grafica usando-se simulacdo de maquinas. Também definimos
formalmente compresséo de dados com perdas e propomos a aplicacéo da distancia de in-
formag&o como uma métrica de qualidade de imagem, aplicada em imagens e animacdes.

O desenvolvimento de uma metodologia para avaliar a compressao de dados de mo-
delos de animacdao grafica para web € Util, a medida que as paginas na web estdo sendo
cada vez mais enriquecidas com animacgdes, som e video, e a economia de banda de canal
torna-se importante, pois os arquivos envolvidos sdo geralmente grandes. Boa parte do
apelo e das vantagens da web em aplicacdes como, por exemplo, educacéo a distancia ou
publicidade, reside exatamente na existéncia de elementos multimidia, que apoiam a idéia
gue esta sendo apresentada na pagina.

O método proposto neste trabalho permite estabelecer uma hierarquia de modelos de
animacao, baseada na taxa de compresséo de dados obtida pelo modelo.

O método de comparacao e avaliacdo de compressao de dados, em modelos de a-
nimacao grafica, foi aplicado, como estudo de caso, em dois modelos: AGA e GIF. O
primeiro, AGA (ACCORSI; MENEZES, 2000), desenvolvido pelo grupo de pesquisa ao
gual se vincula este trabalho, e dai sua escolha, e o segundo, GIF, escolhido como termo
de comparacao por sua popularidade, advinda principalmente de sua simplicidade, e por
ser um modelo de animacao baseado em mapas de bits, o que o adaptava bem ao método
proposto.

Esta metodologia baseia-se em uma definicdo formal de compressédo de dados sem
perdas, desenvolvida para viabiliza-la, inspirada em complexidade de Kolmogorov e no
artigo (SUBBARAMU; GATES; KREINOVICH, 1998).

Apresentamos também uma definicdo de compresséo de dados com perdas, com o
objetivo de estender o método desenvolvido, e que baseia-se na idéia de medir a quali-
dade da compressdo usando uma nova medida de qualidade de imagem. Esta medida é
a distancia de informacdo (BENNETT et al., 1993; LI et al., 2003), cuja aplicacdo neste
contexto é, segundo o que se sabe, inédita na literatura.

A distancia de informacao goza de uma propriedade muito importante, chamada
versalidade que a faz ser, no minimo, tdo boa quanto qualquer outra medida (computa-
vel).

Foi feita uma série de experimentos de medicéo da qualidade de imagens, submetidas
a algumas distorgdes, escolhidas arbitrariamente, com o proposito de validar a proposta de
aplicacao da distancia de informacéo neste novo contexto. Também foi feita a comparacao
dos resultados obtidos com distancia de informacéo, aos obtidos usando-se a distancia
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euclidiana, que é a medida tradicionalmente usada nestes casos. Os resultados obtidos
indicam que a medida proposta é uma boa medida de qualidade de imagem.

Além disto, pode-se deduzir dos resultados que a distancia de informacéao é uma mé-
trica maisfina (no sentido do termo usado na area de espacos métricos, veja (LIMA,
1993)) que a distancia euclidiana, mas o contrario ndo é verdadeiro. Isto mostrou-se
particularmente verdadeiro quando foram consideradas, nos testes, deformacgdes em que
as diferencas eram pequenas. Neste caso, a distancia euclidiana ndo mostrou bons re-
sultados, ao contrario da distancia de informacé&o, que continuou mostrando correlacdes
coerentes.

A mesma idéia foi aplicada na avaliacdo da qualidade de imagem de animacdes ba-
seadas em frames. Os resultados obtidos foram melhores que os obtidos com imagens
puras, pois animacdes séo objetos mais “regulares”, o que facilita o compressor, tornando
a medida de distancia mais acurada. Neste aspecto, este trabalho introduz um avanco,
pois, segundo pesquisa bibliografica, o Unico tipo de avaliacdo de animacfes até entédo
desenvolvida, tratava apenas dos aspectos psicoldgicos da percepcao de deformacgdes no
movimento (O’'SULLIVAN et al., 2003).

Finalmente, foi proposto um refinamento ao método de calculo da distancia de ima-
gens, que resultou em melhoria dos resultados obtidos. O refinamento baseia-se em um
recorte em espiral da imagem, podendo este recorte ser feito com centro em qualquer
posicao da imagem, permitindo valorizar diferentes partes da imagem.

Como concluséo geral do trabalho podemos dizer que a complexidade de Kolmogorov
mostrou-se efetiva nas aplicagcdes propostas. Particularmente, a aplicagcéo da distancia de
informacé&o neste novo contexto de imagens apresenta as maiores possibilidades de outros
desenvolvimentos.

Ja estd em andamento pesquisa para aplicar a distancia de informacéo na classificacao
dos tipos de impressdes digitais, segundo padréo aceito na dactiloscopia. Tecnologia que
pode representar um avanco na velocidade do reconhecimento de impressoes digitais.

De um modo geral, poderiamos aplicar a distancia de informag¢éo em contextos mais
proximos de reconhecimento de padrdes, como por exemplo, na deteccao de plagio em
programas de computador em trabalhos de alunos de cursos de programacao, ou para
auditoria relacionada com direitos autorais de programas de computador.

As investigacdes, relacionadas com este trabalho, que pretendemos desenvolver como
trabalhos futuros séo:

e Estender a metodologia de comparacdo de compressdo de dados de modelos de
animacdes apresentada neste trabalho para tratar com animacdes vetoriais;

e Modificar o programa apresentado na Figura 9.8 para tomar o corte em forma re-
tangular, de forma a considerar toda a imagem no refinamento. Fica a duvida se
este tipo de corte teria um efeito tdo bom quanto o corte em quadrado;

e Uso da compressdo JPEG com perdas para apro¥imao calculo da distancia
de informacéo, aplicado a avaliacdo de qualidade de imagens. Este seria um refi-
namento da medida de distancia apresentada neste trabalho. Isto representa tomar
uma definicdo de complexidade de Kolmogorov um pouco diferente, ja que origi-
nalmente ela esta definida em um esquema de compressao sem perdas. A vantagem
€ que, aplicando um algoritmo de compressao desenvolvido especialmente para
imagens, e ndo um algoritmo de compressao genérico, a compressao devera ser
maior, as medidas de distancia podem ser mais acuradas, e os resultados melhora-
dos;
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e Uso da distancia de informacgao para discernir objetos em imagens e para medir a
diferenca de movimentos de objetos em animacdes. Esta aplicacdo esta mais pro-
xima de reconhecimento de padrbes, e depende, para seu sucesso, do refinamento
da medida de distancia. Neste caso, seria possivel determinar a presenca ou au-
séncia de um determinado objeto em uma imagem, e/ou a deteccao de diferencas
no movimento de um objeto numa animacéo, tais como o angulo da trajetéria ou a
velocidade do movimento.

Ainda haveria um trabalho correlacionado com este desenvolvido aqui que seria a
aplicacdo da complexidade de Kolmogorov no contexto de teoria de jogos. A idéia seria
perceber um jogo como uma maquina ou um programa, e foi inspirada no artigo (VANY,
1998). Neste artigo, o autor aplica idéias semelhantes no contexto de economia. Nossa
contribuicdo seria generalizar estas idéias em um contexto mais amplo de teoria de jogos.
Assim como em (VANY, 1998), o autor conseguiu um significado para uma “instituicao
universal”, como sendo uma instituicdo publica capaz de simular o contrato de qualquer
outra instituicdo, seria interessante definir a idéia de jogo universal. Que consequéncias
estas idéias teriam? Na minha opinido, seria uma opc¢ao de pesquisa bem interessante e
com muitas aplicacdes praticas (por exemplo, mercado financeiro).



108

REFERENCIAS

ACCORSI, F.; MENEZES, P. B. Animacao Gréfica Baseada na Teoria de Autbmatos. In:
WMF'2000 - 3RD WORKSHOP ON FORMAL METHODS, 2000, Joao Pessoa, Brazil.
Proceedings.. [S.l.: s.n.], 2000. p.122-127.

AHUMADA, A. J. Computational Image-Quality Metrics: a review. In: SOCIETY FOR
INFORMATION DISPLAY INTERNATIONAL SYMPOSIUM, DIGEST OF TECHNI-
CAL PAPERS, 1993Proceedings. . [S.l.: s.n.], 1993. v.24, p.305-308.

AVCIBAS, I.; MEMON, N.; SANKUR, B. Steganalysis Using Image Quality Metrics.
IEEE Transactions on Image Processing[S.l.], v.12, n.2, p.221-229, Feb. 2003.

BENNETT, C. H.; GACS, P.; LI, M.;: VITANYI, P.; ZUREK, W. H. Information Distance.
In: ACM SYMP. THEORY OF COMPUT,, 25., 199®roceedings. . .[S.l.: s.n.], 1993.
p.21-30.

BUHRMAN, H. et al. Kolmogorov Random Graphs and the Incompressibility Method.
SIAM J. Comput., [S.l.], v.29, n.2, p.590-599, 1999.

CAMPANI, C. A. P.; ACCORSI, F.; MENEZES, P. B.; NEDEL, L. An Efficient and
Flexible Animation Model Based on Automata Theory evaluating data compression.
Submetido para publicagdo em 2004.

CAMPANI, C. A. P.;. MENEZES, P. B. Teorias da AleatoriedaReVvista de Informatica
Teorica e Aplicada Porto Alegre, v.11, n.2, p.75-98, dez. 2004.

CAMPANI, C. A. P.; MENEZES, P. B. Characterizing the Software Development
Process: a new approach based on Kolmogorov complexity. In: INTERNATIONAL
WORKSHOP ON COMPUTER AIDED SYSTEMS THEORY, EUROCAST, 8., 2001.
Computer Aided Systems Theory Berlin: Springer, 2001. p.242-256. (Lecture Notes
in Computer Science, v.2178).

CAMPANI, C. A. P.; MENEZES, P. B. Characterizing the Software Development Pro-
cess: a new approach based on Kolmogorov complexity. In: INTERNATIONAL CON-
FERENCE ON COMPUTER AIDED SYSTEMS THEORY AND TECHNOLOGY, 8.,
2001, Las Palmas de Gran Canakarmal Methods and Tools for Computer Science
extended abstracts. Las Palmas de Gran Canaria: IUCTC, 2001. p.78-81.

CAMPANI, C. A. P.; MENEZES, P. B. Complexidade de Kolmogorov e Caracterizagao
da Hierarquia de Classes de Linguagens Formais - Uma Introducéo. In: WORKSHOP
ON FORMAL METHODS, 5., 2002, BrazilProceedings. . .Porto Alegre: Instituto de
Informatica da UFRGS, 2002. p.68-83.



109

CAMPANI, C. A. P,; MENEZES, P. B. Aplicagdo da Complexidade de Kolmogorov
na Caracterizacdo e Avaliacdo de Modelos Computacionais e Sistemas Complexos. In:
WORKSHOP ON FORMAL METHODS, 5., 2002, BraziProceedings...Porto Ale-

gre: Instituto de Informética da UFRGS, 2002. p.100-112.

CAMPANI, C. A. P.; MENEZES, P. B. Evaluating Computer Animation Models with
Lossy Data Compression Using Kolmogorov Complexity. In: INTERNATIONAL CON-
FERENCE IMAGING SCIENCE, SYSTEMS, AND TECHNOLOGY, CISST, 2003.
Proceedings.. [S.l.]: CSREA Press, 2003. p.721-725.

CAMPANI, C. A. P.; MENEZES, P. B. On the Application of Kolmogorov Complexity to
the Characterization and Evaluation of Computational Models and Complex Systems. In:
INTERNATIONAL CONFERENCE ON IMAGING SCIENCE, SYSTEMS AND TE-
CHNOLOGY, CISST, 2004, Las VegaRBroceedings.. .[S.l.]: CSREA Press, 2004. v.1,
p.63—-68.

CHAITIN, G. J. Information-Theoretic Computational ComplexiyEE Transactions
on Information Theory, [S.l], v.20, p.10-15, 1974.

CHAITIN, G. J. A Theory of Program Size Formally Identical to Information Theory.
Journal of the ACM, [S.1.], v.22, p.329-340, 1975.

CILIBRASI, R.; VITANYI, P.; WOLF, R. de. Algorithmic Clustering of Music .
Disponivel em:<http://homepages.cwi.nl/"paulv/papers/music.ps> .
Acesso em: 17 dez. 2004.

CLARK, K.; COWELL, D. Programs, machines, and computationan introduction to
the theory of computing. London: McGraw-Hill, 1976.

COVER, T. M.; THOMAS, J. A Elements of Information Theory. New York: Wiley,
1991.

DAVIS, M. A Note On Universal Turing Machines. In: SHANNON, C.; MCCARTHY,
J. (Ed.).Automata Studies [S.l.]: Princeton University Press, 1956. p.167-175.

DIVERIO, T.; MENEZES, P. BTeoria da Computacdo maquinas universais e compu-
tabilidade. 2.ed. Porto Alegre: Sagra-Luzzatto, 2000. 224 p.

FERNANDEZ, P.Medida e Integragéa Rio de Janeiro: Instituto de Matematica Pura e
Aplicada (Impa), 1996. 202 p.

FIGUEIREDO, D. G.Analise I. Rio de Janeiro: LTC, 1996. 172 p.

GACS, P. On the symmetry of algorithmic informati®oviet Math. Dokl., [S.1.], v.15,
p.1477-1480, 1974.

GACS, P Lecture Notes on Descriptional Complexity and Randomnes8oston: Bos-
ton University, Computer Science Dept., 1993.

GAMMERMAN, A.; VOVK, V. Kolmogorov Complexity: sources, theory and applica-
tions.The Computer Journal, [S.1.], v.42, n.4, p.252-255, 1999.

GRAPHICS Interchange Format Programming Reference. Version 89a. [S.l.]: Compu-
Serve Inc., 1990.



110

GRIMMETT, G. R.; STIRZAKER, D. RProbability and Random Processes2nd ed.
Oxford: Claredon Press - Oxford University Press, 1992. 541 p.

HOPCROFT, J. E.; ULLMAN, J. Dintroduction to Automata Theory, Languages and
Computation. Reading: Addison-Wesley, 1979.

JAMES, B.Probabilidades um curso em nivel intermediario. Rio de Janeiro: Instituto
de Matematica Pura e Aplicada (Impa), 1996. 299 p.

JIANG, T.; LI, M.; VITANYI, P. A lower bound on the average-case complexity of Shell-
sort.J. Assoc. Comp. Mach,.[S.l], v.47, n.5, p.905-911, 2000.

KHINCHIN, A. Mathematical Foundations of Information Theory. New York: Dover,
1957. 126 p.

KLEENE, S.Mathematical Logic. New York: Wiley, 1967.

KOLMOGOROV, A. N. Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung. [S.l.]:
Springer-Verlag, 1933. Traducéo para o inglés de N. Morrison: Foundations of the Theory
of Probability, Chealsea, 1956.

KOLMOGOROV, A. N. On tables of random numbe&ankhya, Series A[S.l.], v.25,
p.369-376, 1963.

KOLMOGOROV, A. N. Three Approaches to the Quantitative Definition of Information.
Problems of Information Transmission, [S.l.], v.1, p.4—7, 1965.

KOLMOGOROQV, A. N. Logical Basis for Information Theory and Probability Theory.
IEEE Transactions on Information Theory, [S.l.], v.14, p.662—664, 1968.

KOSHELEVA, O.; KREINOVICH, V.; NGUYEN, H. T. On the Optimal
Choice of Quality Metric in Image Compression [S.l.]: University of Te-

xas at ElI Paso, Computer Science Department. (UTEP-CS-00-25c). Disponi-
vel em: <http://www.cs.utep.edu/vladik/2000/tr00-25c.ps.gz> .
Acesso em: 15 maio 2004.

KREINOVICH, V.; LONGPRE, L.Human visual perception and Kolmogorov com-
plexity: revisited. [S.l.]: University of Texas at El Paso, Computer Science Department,
1998.

LELEWER, D.; HIRSCHBERG, D. Data CompressioACM Computing Surveys,
[S.1], v.19, n.3, p.261-296, Sept. 1987.

LI, M.; CHEN, X.; LI, X.; MA, B.; VITANY], P. The similarity metric. In: ACM-SIAM
SYMP. DISCRETE ALGORITHMS, SODA, 14., 200Broceedings. . [S..: s.n.], 2003.

LI, M.; VITANYI, P. A New Approach to Formal Language Theory by Kolmogorov
Complexity.SIAM J. Comput., [S.l.], v.24, n.2, p.398-410, 1995.

LI, M.; VITANYI, P. An Introduction to Kolmogorov Complexity and its Applicati-
ons New York: Springer, 1997.

LIMA, E. L. Espacos Métricos Rio de Janeiro: Instituto de Matematica Pura e Aplicada
(Impa), 1993. 299 p.



111

LIPSCHUTZ, S.Theory and Problems of Probability. New York: McGraw-Hill, 1968.
153 p.

MARTIN-LOF, P. The Definition of Random Sequencésformation and Control ,
[S.I.], v.9, p.602—619, 1966.

MARTIN-LOF, P. On the concept of a random sequerideeory Probability Applyed,
[S.I], v.11, p.177-179, 1966.

NAGEL, E.; NEWMAN, J. R.Prova de Gddel Sao Paulo: Ed. Perspectiva, 1973. (De-
bates).

O’SULLIVAN, C.; DINGLIANA, J.; GIANG, T.; KAISER, M. K. Evaluating the Visual
Fidelity of Physically Based Animation&CM Transactions on Graphics, New York,
v.22,n.3, p.527-536, 2003. Trabalho apresentado na ACM SIGGRAPH, 2003.

PAGELS, H. R.Os Sonhos da Razdoo computador e a emergéncia das ciéncias da
complexidade. Lisboa: Gradiva, 1988.

PARENT, R.Computer Animation: algorithms and techniques. [S.l.]: Morgan Kauf-
mann Publishers, 2001.

ROHALY, A. M.; AHUMADA, A. J.; WATSON, A. B. A Comparison of Image Qua-
lity Models and Metrics Predicting Object Detection. In: SID INTERNATIONAL SYM-
POSIUM DIGEST OF TECHNICAL PAPERS, 1995, Santa ARaoceedings. . .[S.l.]:
Society for Information Display, 1995. p.45-48.

SHANNON, C. A Mathematical Theory of CommunicatioBell Sys. Tech. Journaj
[S.l], v.27, p.379-423, 623—656, 1948.

SOLOMONOFF, R. The Discovery of Algorithmic Probabilityournal of Computer
and System Science$S.l.], v.55, n.1, p.73-88, Aug. 1997.

SUBBARAMU, S.; GATES, A.; KREINOVICH, V. Application of Kolmogorov Com-
plexity to Image Compression: it is possible to have a better compression, but it is not
possible to have the best oreulletin of the European Association for Theoretical
Computer Science[S.l], v.69, p.150-154, Oct. 1998.

USPENSKY, V.; SEMENOQV, A.; SHEN, A. Can an Individual Sequence of Zeros and
Ones Be RandomRussian Math. Surveys [S.l.], v.45, n.1, p.121-189, 1990.

VANY, A. D. How much information is there in an economic organization and why can’t
large ones be optimaBrazilian Electronic Journal of Economics, [S.l.], v.1, n.1, 1998.

VITANYI, P. RandomnessIn: '"Matematica, Logica, Informatica’, Volume 12 do 'Storia
del XX Secolo’, a ser publicado pelo ’Instituto della Enciclopedia Italiana’. Disponivel
em: <http://homepages.cwi.nl/"paulv/papers/ency.ps> . Acesso em:

17 dez. 2004.

VOLCHAN, S. B. What Is a Random Sequentée American Mathematical Monthly,
[S.1], v.109, p.46-63, Jan. 2002.

ZVONKIN, A.; LEVIN, L. The Complexity of Finite Objects and the Development of
the Concepts of Information and Randomness by Means of the Theory of Algorithms.
Russian Math. Surveys|[S.l.], v.25, n.6, p.83-124, 1970.



