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Resumo
Solugao Analitica da Aproximagao Sy da equagao de Transporte para problemas de valor

inicial e de contorno pela Transformada Dupla de Laplace

Neste trabalho é apresentada uma solucao analitica, expressa na forma integral, para
a equacgao Sy de transporte unidimensional dependente do tempo em geometria cartesiana,
vélida para domnios limitado e ilimitado (0 < x < o0), usando a técnica da dupla trans-
formada de Laplace. A principal idéia consiste na aplicacao da transformada de Laplace na
variavel tempo e na solucao da equacao resultante pelo método LTSy usando condigoes de
contorno apropriadas para problemas com dominio limitado e ilimitado. Também é apresen-
tada uma nova solucao analitica para o conjunto de equacgoes para o fluxo angular, em um
retangulo, usando a técnica da transformada dupla de Laplace. Sua principal idéia engloba
os passos seguintes: aplicacao da transformada de Laplace em uma varidvel espacial, solugao
da equacao resultante pelo método LTSy e reconstrucao do fluxo angular duplamente trans-
formado usando o teorema de inversao da transformada de Laplace. Aqui é assumido que
o fluxo angular na fronteira é aproximado por uma funcao exponencial. Os resultados obti-
dos por esses métodos, para os problemas considerados, sao comparados com os resultados

disponiveis na literatura.
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Abstract
Analytical solution of Approach Sy of the equation of Transport for problems of initial value

and contour for the Laplace Double Transformed

In this work a general analytical solution is reported, expressed in integral form
for the time-dependent, one-dimensional Sy transport equation in cartesian geometry valid
for bounded and unbounded domain (0 < 2 < o0), using the double Laplace transform
technique. The main idea consists in the application of the Laplace transform technique in
time variable and solution of the resulting equation by the LTSy method, using appropriated
boundary conditions for bounded and unbounded domain problems. It is also presented a
new analytical solution for the set of Sy equations for the angular flux, in a retangle, using
the double Laplace transform technique. Its main idea comprehends the following steps:
application of the Laplace transform in one space variable, solution of the resulting equation
by the LTSy method and reconstruction of the double Laplace transformed angular flux
using the inversion theorem of the Laplace transform. It is also assumed that the angular
flux at boundary is approximated by an exponential function. The results attained by these

methods for the problems considered are compared against results available in the literature.
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CAPITULO 1

Introducao

O método de LTSy resolve de forma analitica o conjunto de equacoes de ordenadas
discretas, Sy, em geometria cartesiana unidimensional. Nos ultimos vinte anos o método
LTSy tem sido aplicado a uma classe ampla de problemas. Para ilustrar o avanco desse
método, vamos citar alguns dos 1ltimos trabalhos importantes no seu desenvolvimento: The
one-dimensional LTSy solution in a slab with high degree of quadrature [Segatto et al., 1999,
The LTSy Particular Solution in a Slab for an Arbitrary Source and Large Order of Quadra-
ture [Gongalves et al., 2000]; An analitical solution for the Sy radiative transfer equation
with polarization in a slab by the LTSy method [Simch e Vilhena, 2006], The LTSy solution
of the transport equation for one-dimensional Cartesian geometry with ¢ =1 [Marona et al.,
2008]; A Laplace transform method for energy multigroup hybrid discrete ordinates slab lat-
tice calculations [Segatto et al., 2010al; A solution for the non-linear Sy radiative conductive
problem in a grey plane-parallel participating medium [Segatto et al., 2010b].

Também salientamos que essa metodologia foi aplicada na solu¢ao da equagao Sy
nodal multidimensional em geometria cartesiana para os fluxos angulares médios. Para
mais informacoes veja os trabalhos: Solution and Study of Two-Dimensional Nodal Neutron
Transport Equation [Pazos et al., 2002a], Andlise Espectral da Matriz LTSN para o Pro-
blema de Ordenadas Discretas Bidimensional Cartesiano com Fonte Fiza e Espalhamento
Isotrdpico [Hauser et al., 2002a]. A andlise matematica do método LTSy foi realizada nos
trabalhos: Convergence in Transport Theory [Pazos e Vilhena, 1999b] e Convergence of the
LTSN Method: Approach of Cy Semi-Groups|Pazos e Vilhena, 1999a]. De fato, os autores
provaram a convergéencia desse método no ambito da teoria do semi-grupo Cy. Mais recen-
temente Segatto et al. apresentou uma solucao analitica para a equagao Sy dependente do

tempo para o dominio limitado e ilimitado. Para tal, os autores aplicaram a transformada
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de Laplace na variavel espacial e na variavel tempo. Para mais detalhes veja: An Analyt-
ical Integral Formulation for the Time-Dependent Sy Transport Equation in a Slab by the
Double Laplace Transform Technique [Segatto et al., 2008, An analytical solution for the
one-dimensional time-dependent Sy transport equation for bounded and unbounded domain
in cartesian geometry [Segatto et al., 2010c] e A Closed Form Solution for the One-Group
Time-Dependent Transport equation in a Slab by the LTSy Method [Gongalez et al., 2007].

Nos ultimos anos, uma atencao especial tem sido dada a solucao da equacao uni-
dimensional de transporte de néutrons dependente do tempo em geometria cartesiana, de
forma analitica e semi-analitica. Existe uma razoavel literatura sobre esse assunto para
problemas definidos em dominio semi-infinito, como por exemplo citam-se os trabalhos de
Ganapol et al. [Ganapol e Grossman, 1973] [Ganapol e Peddicord, 1977] [Ganapol, 1982]
[Ganapol e Filippone, 1986] [Ganapol, 1986], Henderson e Maynard [Henderson e Maynard,
1989], Olson e Henderson [Olson e Herderson, 2004] e Keller e Lee [Keller e Lee, 1998].
Porém para problemas em dominio finito a literatura é menos frequente, onde podemos citar
os trabalhos de El-Wakil et al. [El-Wakil e Sallah, 2004] [El Wakil et al., 2006] e Tureci et al.
[Tureci e Tezcan, 2007] [Tureci e Tureci, 2007] [Oliveira et al., 2002a] [Oliveira et al., 2002a].

Atraidos pela tarefa de procurar solugoes analiticas, nesta tese apresentamos uma
solucao para a aproximacao Sy da equacao de transporte de néutrons dependente do tempo
em geometria cartesiana considerando dominio limitado e ilimitado, através da aplicacao
da técnica da transformada de Laplace na variavel temporal e o método LTSy na varidvel
espacial. Aplicando essa metodologia chegamos a uma solugao analitica para o fluxo an-
gular dependente do tempo em forma integral. Por analitica queremos dizer que nenhuma
aproximacao foi feita ao longo de sua derivacao. Nés chamamos essa metodologia de método
TLTSy. Devido a caracteristica analitica dessa solucao em forma matricial no caso de
dominio semi-infinito, substituimos a condicao de contorno na extremidade mais distante
da origem, pela limitacao do fluxo angular no infinito. Assim, para este fim, nds zeramos o
subvetor das constantes arbitrarias associadas ao conjunto dos autovalores positivos. Dessa
forma concluimos a analise da solucao da equacao Sy de transporte dependente do tempo
em uma placa plana pela técnica da transformada dupla de Laplace.

A seguir, apresentamos a aplicacao dessa metodologia na solucao de um problema

de contorno bidimensional, que consiste na solucao da equacao Sy de transporte de néutrons
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estacionaria, para o fluxo angular, em um retangulo. A idéia principal compreende trés
etapas: a aplicacao da transformada de Laplace na variavel espacial, solucao da equacgao
resultante pelo método LTSy e a reconstrucao do fluxo angular transformado através da
aplicacao da transformada inversa de Laplace. Nesse momento, enfatizamos que foi realizada
a transformada inversa de Laplace na direcao = através do método LTSy e a inversa na
direcao y realizamos através do calculo da integral de linha dada pelo método de Stehfest.
E sabido que a aplicagao da transforma de Laplace a esse tipo de problema gera uma fungao
desconhecida adicional associada a derivada parcial do fluxo angular. Consequentemente,
baseado nos bons resultados alcancados pelo método nodal de LTSy [Hauser, 2010], vamos
supor que o fluxo angular na condicao de contorno seja aproximado igualmente por uma
funcao exponencial. E sabido que a solugao na forma integral é obtida analiticamente, ou
seja, significa que nenhuma aproximacao esta sendo feita ao longo da derivacao da solugao,
ao menos em relacao a hipotese exponencial assumida para o fluxo angular no contorno.
Propomos, com esse trabalho, a solucao DLTSy, que significa a solucao Sy através da dupla
transformada de Laplace; para problemas de transporte bidimensional.

Cabe ainda salientar que, de acordo com nosso conhecimento, a solugao analitica
para problemas estacionarios Sy de transporte de néutrons em um retangulo nao existe na
literatura, a excecao da solugao LTSy nodal para o fluxo angular médio nas direcoes = e
y.[Hauser et al., 2003|[Hauser et al., 2002a][Zabadal et al., 2002][Zabadal et al., 1997][Zabadal
et al., 1995].

Para cumprir o objetivo proposto, o conteudo desse trabalho esta organizado em seis
capitulos. O capitulo 2 tem carater didatico de informar os procedimentos necessarios para
obtencao da solucao LTSy, bem como solugoes TLTSy para dominios finito e semi-infinito.
Ainda nesse capitulo, sao apresentadas formas de inversao numérica da transformada de
Laplace. No capitulo 3 apresentamos a formulacao DLTSy; o qual esta subdividido em 3
segoes: método das ordenadas discretas, solucao DLTSy e solugao DLT'Sy para o problema
multirregiao.

Simulacoes numéricas e comparacoes com resultados disponiveis na literatura para
a aproximacao Sy dependente do tempo sao apresentados no capitulo 4, comprovando a
eficiéncia desejada para validacao da metodologia desenvolvida. No capitulo 5 apresentamos

resultados numéricos para os problemas resolvidos através do método DLTSy. Por fim,



4

no capitulo 6 apresentamos as conclusoes obtidas nesse trabalho, bem como os trabalhos

futuros.



CAPITULO 2

Método LTSy e TLTSy

Neste capitulo apresentamos o método TLTSy que encontra a solugao de ordenadas
discretas unidimensional dependente do tempo através da aplicacao da transformada dupla
de Laplace nas varidveis temporal e espacial em uma placa. Esse capitulo é dividido em
quatro segoOes: na primeira, apresentamos a formulagao do método LTSy ; na segunda, ap-
resentamos o método TLTSy para resolver problemas de transporte dependente do tempo
em meio finito; na terceira o método TLTSy para problemas de transporte em meio semi-
infinito. Por fim, na quarta secao apresentamos alguns algoritmos usados para a inversao da

transformada de Laplace.

2.1 O Método LTSy

Nessa secao fazemos uma breve descricao do método LTSy proposto por Vilhena
e Barrichelo [Barichello e Vilhena, 1991] e modificado por [Gongalves et al., 2000] [Segatto
et al., 1999]. Para tanto, vamos considerar a equagao de transporte linear unidimensional

com um grupo de energia e geometria plana descrita por,

p ) o ) = / ou(i — )y, 1 )il + Qe 1) 2.1)

-1

onde ¥ (x, ) é o fluxo angular de particulas na direcao de p; oy é a secao de choque de
espalhamento total, os(n — ') é a segdo de choque de espalhamento macroscépica e Q(z, 1)
é o termo fonte. Vamos considerar que essa equacao esta sujeita as condigoes de contorno

descritas por

VO,p) = f(p) >0 (2.2)



Y(L,p)=gp) p<0 (2.3)

em que f(u) e g(p) sdo os fluxos incidentes na fronteira do dominio nas dire¢oes positivas e
negativas respectivamente e L é o comprimento da placa. Nesse trabalho consideramos que

a secao de choque de espalhamento pode ser expandida em polinomios de Legendre como

L

o1 — ) = 2 > BiPi(cosO) (2.4)

=0

usando o teorema de adigao para os polinomios de Legendre, reescrevemos a se¢ao de choque

de espalhamento diferencial como:

=3y B P () P (1) cos mlp — ) (2.5)
m=0[=m
onde
Bo =1 (2.6)
e
m_ (L—m)!
ot = —(Hm)!ﬁl (2.7)

Nesse trabalho consideramos que o problema possui simetria azimutal, logo M = 0 na
equagao (2.5).

A aproximacao de ordenadas discretas, ou aproximacao Sy, da equagao de trans-
porte é obtida pela discretizacao da variavel espacial. Para isso, primeiramente aproximamos

o termo integral da equacao (2.1) por quadratura de Gauss-Legendre, isto é:

/ os(p — )Y (z, 1 )dy' ~ ZwkZ@Pz p) B () (@, ) (2.8)

1

onde py, sao a raizes do Polinomio de Legendre de grau N, usualmente ordenados de forma

decrescente,

<y <o<py gy <py << pp < <1 (2.9)
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eoswg, k=1,..., N, s@o os respectivos pesos da quadratura de Gauss-Legendre definidos

por:

u—%
w 2.10
" / H Uy — U'] ( )
=1
JF#i
A seguir, aplicamos o método da colocacao na variavel angular, considerando como

funcao teste a Delta de Dirac, usando como pontos de colocacao as raizes do polinomio de

Legendre de grau N. Desta forma:

9 o L N
Hmz—Um(2) + 0rthm(t) = o ; By ;0 (2 )wi P () Pi(pim) + @ () (2.11)
comm =1,2,...,N. Aqui por facilidade, notamos o fluxo de particulas na direcao discreta

o POT (). As condigoes de contorno sao dadas por:

(2.12)

Im(0) = fn m:1,2,...,g

N
V(L) =gm  m=—5+1....N (2.13)

O sistema de equagoes descrito em (2.11) pode ser expresso na forma matricial como

L w(n) - AV() = Q) (214)

T

onde A é uma matriz quadrada de ordem N, definida como:

O¢ USO.J]

Z@Pl (1) Pulpy) i=j

L

OsW; S

- 2”] E BiPi(pi) Pi(p) i F
' 1=0



Aqui ¥(z) e Q(x) sao vetores coluna de ordem N, que notamos como:

U(z) = (2.16)

onde ¥y (z) e WUy(x) s@o vetores coluna de ordem N/2 cujos elementos sdo respectivamente

o fluxo angular de particulas nas direcoes positivas e negativas, e ainda

Q1(z)

Qlx)=| ... (2.17)
Qn (@)

com essa notagao o problema Sy descrito pela equagao (2.11), (2.12) e (2.13) é escrito como

( d
T W(2) — A¥(2) = Q2)
U,(0)=F (2.18)
L ‘Pz(L) = G
onde
fi
F=| .. (2.19)
Iny2
gN/2+1
G=| .. (2.20)
gn

Para resolver esse problema pelo método LTS y aplicamos a transformada de Laplace

na variavel espacial, isto é,

sW(s) —¥(0) — A¥(s) = Q(s) (2.21)



que resolvemos para ¥(s)
W(s) = (sI — A)7'W(0) + (sI — A)'Q(s) (2.22)

onde s é um parametro complexo. Aplicando a transformada inversa de Laplace em s,

obtemos o fluxo dado por
Y (z) =B(z)¥(0) + H(z) (2.23)

Levando em consideracao que os autovalores da matriz LTSy sao todos distintos,

ou seja, a matriz A é nao degenerada, assim podemos decompo-la como
A =XDX™! (2.24)

onde D é a matriz diagonal dos autovalores de A, e X é a matriz cujas colunas sao os

autovetores correspondentes a cada autovalor d;. Assim podemos escrever
B(z)=L"{B(s)} =L {(sI - 4)7"'} = XePrx ! (2.25)
e H(z) o vetor convolugao definido por

H(x) = B(x) * Q(z) = / "Blr - 6)Q(o)de (2.26)

A solugao definida em (2.23) possui termos exponenciais e para evitar que ocorra overflow
Gongalves [Gongalves et al., 2000] observou que, devido a simetria apresentada pelas diregoes
discretas fi,,,, era possivel tratar o fluxo que se desloca da direita para a esquerda (p,, < 0),
igualmente ao fluxo que se desloca da esquerda para a direita (p,, > 0). Dessa forma, o

termo exponencial pode ser escrito como
eP* =E(2) + E () (2.27)

onde
Mt se N >0
E*(x) = (2.28)
0 se \<O0
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0 se \>0
E (x) = (2.29)

Nt ose N\ <0

e usando essa notacao
B(z) =XE"(z - L)X '+ XE (x)X ' =B*(z — L) + B () (2.30)

Ainda, levando em conta a propriedade de invariancia das direcoes discretas podemos escrever

o vetor H(x) como

H(x) = /L Bt (e - Q) + / "B (e - 9)Q()de (2.31)

Esse procedimento nos proporciona a facilidade de que todos os argumentos das exponenciais
da solucao LTSy sao negativos. Portanto, podemos avaliar a solugao para grandes espessuras

ou valores grandes de N. Aqui ainda devemos observar que, na pratica, usamos
W (r) = XE(x)¢ + H(x) (2.32)
onde
E(z)=E"(z— L)+ E () (2.33)
e H(x) é descrito pela equagao (2.31).

2.2 O Método TLTSy para Dominio Finito

Nessa secao apresentamos o problema de transporte dependente do tempo utilizando
a formulacao TLTSy. Essa formulacao consiste na aplicacao da transformada de Laplace na
variavel temporal, resolugao da equagao resultante pelo método LTSy, conforme visto na
secao anterior, e reconstrucao do fluxo angular na variavel tempo pela inversao numérica.
Para explicarmos o procedimento, vamos considerar o seguinte problema de transporte uni-

dimensional dependente do tempo em uma placa

10

) s [ : N
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com condigao inicial

(0,2, 1) = hi, ) (2.35)
e condicao de contorno
U(t,0,p) = f(t,p)  t>0,u<0 (2.36)
Ot Lyp) =g(t,p)  t>0,p<0 (2.37)

Aqui, v é a velocidade dos néutrons, o; e o, sao, respectivamente, a secao de choque
macroscopica total e de espalhamento. Substituindo o, em (2.34), aproximando o termo
integral na equagao (2.34) pela quadratura Gaussiana de ordem N e aplicando o método da

colocacao na variavel angular, obtemos a aproximagao Sy dada por

@Dm(t x) + ot (t, x) ZﬁlPl L )C ZPZ ) )wnn (B, ) + Ry (t,x)  (2.38)
e aplicando a técnica da transformada de Laplace na variavel temporal obtemos:
0 — _
Hm 5=V (P %) + 07 Z@Pz fm ) Z (1n)n (0, ) + Ru(p, ) (2.39)

sujeita as seguintes condi¢ao de contorno

V(0:0) = Frn(0) i >0 (2.40)

V(0. L) =G0n(p) i <0 (2.41)

Aqui ¢(p, z, 1) denota a transformada de Laplace de (¢, x, 1), t — p,

ol =1+ %’ (2.42)
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R(p, @, 1) = —¢(x, 1) + 5(p, 2) (2.43)

Aqui, p,, sao as N raizes do polinomio de Legendre de grau N, ordenados decrescentemente,
—l<puy <..<pnp <0<pnp <. <py<l (2.44)

e W,,(p,x) é a transformada do fluxo angular na direcdo discreta i, e R(p,x) é o termo

fonte transformado. A equagao (2.39) pode ser reescrita na forma matricial

L W(p.x) — A E(p. ) = Rip,) (2.45)

onde A(p) é uma matriz de ordem N definida como sendo

( L D

ww 0- . .

5 LY BiP(p)Ppy) — == se i=

L Hi
A = (2.46)
L
ww; o
’ Blﬂ(,ui)Pl(,U/j) se 1]
L 244 =0

A seguir o sistema (2.45) é resolvido pelo método LTSy , conforme descrito na se¢ao (2.1)

obtendo de forma analitica o fluxo de particulas transformado no tempo como:

¥ (p,z) = X(p)E(x)¢ + H(p, z) (2.47)

onde E(x) = E*(z — L) + E~(z) que sdao matrizes diagonais cujas entradas sao definidas
como
eNT ose N >0
Ef(x) = (2.48)
0 se \<O
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0 se \>0
E (x) = (2.49)

Nt ose N\ <0

Aqui \;, i = 1,2,...N sao os autovalores de A(p) e X(p) é a matriz dos autovetores de A(p).
O vetor H(p, z) ¢ definido como

H(p,a) = / B (e - OR(p.O)dc + / B (po— ORp.OdC (250

0

Para avaliar as componentes desconhecidas do vetor ¥(p, 0), aplicamos as condicoes
de contorno (2.40) e (2.41), e resolvemos o sistema linear resultante. Por esse procedimento
a solugao da transformada de Laplace no tempo do problema (2.45) é determinada pela
equacao (2.47).

Dessa forma, é possivel reconstruir o fluxo angular usando a definicao da transfor-

mada inversa de Laplace para o fluxo angular transformado

21 S oo

1 ytico
U(t,x) = —/ U (p, z)ePdp (2.51)
Y
A equacao acima representa a solucao em forma analitica da aproximacgao Sy da

equacao de transporte. Frizamos que a solucao ¢ analitica no sentido de nenhuma aprox-

imacao ser feita ao longo de sua derivacao.

2.3 O Método TLTSy para Meio Semi-Infinito

Para problemas de transporte dependente do tempo em dominio semi-infinito existe
uma razoavel literatura, como por exemplo citam-se os trabalhos de Ganapol et al. [Ganapol
e Grossman, 1973] [Ganapol e Peddicord, 1977] [Ganapol, 1986 [Ganapol, 1982] [Ganapol e
Filippone, 1986] [Ganapol, 1986], Henderson e Maynard [Henderson e Maynard, 1989], Olson
e Henderson [Olson e Herderson, 2004] e Keller e Lee [Keller e Lee, 1998]. Nessa secao, ap-
resentamos o problema de transporte dependente do tempo utilizando a formulagao TLTSy

para meio semi-infinito. Para tal, vamos considerar o problema de transporte dependente
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do tempo dado pela equacao (2.34) com as seguintes condigoes inicial

V0,2, 1) = ¢(x, p) (2.52)
e de contorno
W(t,0,p0) = f(t, ), parat>0, >0, (2.53)
e
lim ¢ (x,t, ) = 0 (2.54)

Procedendo de forma andloga ao dominio finito, podemos aplicar a transformada de Laplace
na variavel tempo (f — p) na equagao (2.38), obtemos o seguinte sistema de equagoes

diferenciais ordindrias

d — _ LR _
oo (0.0) 010, (p.2) = > wibi(p, )+ Fulp. ), (2.55)

com condigoes de contorno

Un(p,0) = fo(p), para py, >0, (2.56)
€
lim ¥(p,z) =0 (2.57)

onde 9 (p, r) denota a transformada de Laplace de ¥ (t,z); t — p, e
o =1+72 (2.58)
v

[y, sa0 as N raizes do polinomio de Legendre de ordem N, ordenados de forma decrescente,

ou seja

—1<puy <. <pnpe <0< pnp <. <py <1 (2.59)



15
¥, (p, ) é o fluxo angular transformado na direcio discreta fi,,, e

é o termo fonte transformado. Reescrevendo a equacao (2.55) na forma matricial temos:
d - _ _
—¥(p.2) — A¥(p,2) = R(p, 2) (2.61)

onde A(p) é uma matriz de ordem N, cujas entradas sao da forma

P
osw; O o
2T se =7,
24 i
OsWj . .
——1 se i # j.
24
com condigoes de contorno

@1(p, 0) = £(p) (2.63)

lim Wy(p, ) =0 (2.64)

T—00

Aqui ¥, (p, ) e Wy(p, ) denotam vetores de ordem N/2 para as direcdes positivas e negativas
de u, respectivamente. Usando essa notacao a solucao do método LTSy para o problema

(2.61) tem a forma:

T(p.z) Wy (p, x) _ [ Xulpx) Xiz(pz) e’ T 0 £1(p) (2.65)

Uy(p, x) Xa1(p,z) Xaz2(p, ) 0 P ) \&(p)

onde a matriz diagonal D¥ de ordem N/2 contém, respectivamente, os autovalores positivos e
negativos da matriz A(p) e X(p) é a matriz dos autovetores de A(p) que aparece na equagao
(2.62). A condicao dada pela equacao (2.54) forca que N/2 componentes desconhecidas do vetor

&1 na matriz DT, que aparece na equacao (2.65), sejam identicamente nulos, assim

‘ill(pa :Z:) = X12(p7 w)eD7x£2 + IjII (pa :Z:) se >0 (266)

Us(p, ) = Xoas(p,2)e® “& + H (p, v) se <0 (2.67)
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Por fim, aplicando a condi¢ao de contorno (2.53) em z = 0, determinamos o subvetor
desconhecido &5 para resolver o sistema linear resultante.
Dessa forma, é possivel reconstruirmos o fluxo angular nas direcoes positivas e negativas

através da aplicacao da transformada inversa de Laplace sobre p.

2.4 Inversoes Numéricas da Transformada de Laplace

Nesta secao apresentamos alguns métodos de inversao numérica para a transformada de
Laplace com o objetivo de estudar qual é o mais apropriado para resolver problemas transientes
supondo grandes e pequenos valores de tempo. Na subsecao (2.4.1) apresentamos a férmula de
inversao da Quadratura Gaussiana e na subsegao (2.4.2) a inversao pelo algoritmo de Gaver com

os aceleradores de convergéncia Wynn-Rho e Stehfest.

2.4.1 Inversao numérica da transformada de Laplace pela formula da Quadratura

(Gaussiana

Essa inversao aproxima a integral de contorno pela Quadratura Gaussiana definida pela
equagao (2.51). E uma das técnicas existentes para a inversao numérica da transformada de Laplace

sendo dada pela seguinte férmula [Stroud e Secrest, 1966]
1 c+i00 F(p) N
— e’ —~dp = A F 2.68
el A > AuF(pn) (2.68)
onde 7 é a unidade imagindria, ¢ ¢ um nimero positivo arbitrario e F'(p) é uma funcao analitica no
semi-plano direito do plano complexo. As abscissas p,, e pesos A,, n = 1,2, ..., N sao determinadas
de forma que (2.68) seja exata quando a func¢ao F(p) for um polinémio de 1/s com grau menor ou

igual a 2N — 1. Segundo [Heydarian et al., 1981], podemos calcular as abcissas p, como sendo as

raizes do seguinte polinomio

N~ TN(N+r—1)
N N—r __

§0 —i PN =0 (2.69)
r—=

e os pesos A,, da equacao (2.68) podem ser encontrados através da solucao de
ZAnpn ——O<r<N—1 (2.70)

Assim, se desejamos a transformada inversa de Laplace de uma fungao U(s), pela integral de

contorno temos que,

21 — 00

Y+i0o
u(t) = 1/ eS'U(s)ds (2.71)
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Para usarmos a férmula de quadratura definida pela equagao (2.68) fazemos a mudanca de varidvel

(2.71)

st=p (2.72)
e dessa forma temos
1 y+ico - p p .
tu(t) = -—— = 2.
wh) =g [ v (F)a 2
Podemos reescrever a equagao (2.73) como
1 Y+ioco F(p)
tu(t) = — P—2d 2.74
R e (274)
onde
F(p) =pU(p/t) (2.75)

Ou seja, a fungao F'(p) que aparece na férmula de quadratura Gaussiana (2.68) esta relacionada

com a fungao a ser invertida U(s) por:

F(p) = ?U (2) (2.76)

onde t é o tempo em que desejamos obter a inversao. Um algoritmo para o calculo das abscissas
e das raizes pode ser encontrado em [Piessens, 1973]. Dessa forma, podemos estimar o valor da

integral de linha descrito pela férmula
1 Y+i00 L
— / P (p, ) dp (2.77)
270 )y —ico
através da quadratura Gaussiana. Assim, o fluxo angular de particulas em z no instante ¢ pode ser

calculado como o
= (DPn
Wt x) = \Il(—) 9.78
(:0) =X on® (.0 (278)

onde a,, sao as raizes da quadratura e p,, sao os pesos descritos anteriormente.

2.4.2 Inversao numérica da transformada de Laplace pelo Algoritmo de Gaver

A férmula de inversao de Bromwich nao é o inico caminho para a reconstrugao da trans-
formada inversa de Laplace. Se a imagem da funcao transformada f(s) é conhecida sobre o eixo
real positivo, podemos reconstruir a funcao f(t) através da férmula de Post-Widder [Cohen, 2007]

onde

£) = tim D" (9)”“?” @ (2.79)

n—oo n! t t

para todo t > 0 e toda fungao f(t) continua. Nessa férmula a funcao f(t) é expressa em termos dos
valores de f e de suas derivadas sobre o eixo real. Segundo Valké [Valké e Abate, 2004] podemos

aproximar a féormula acima através do algoritmo recursivo descrito por:
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Gén): lnt2_<nlnt2,x>, n>1
= (1) o - () ey k=1 nzk (2.80)

U(t,z) =GV

De forma sucinta podemos representar o algoritmo de Gaver através da figura (2.4.2):

W)
GU

N

G

m .
Gsfl Gf \\\\8

—

Figura 2.1 — Esquema do algoritmo de Gaver

Infelizmente, a grande desvantagem desse algoritmo ¢é a sua convergéncia muito lenta, no
sentido de que um valor preciso s6 ¢é atingido para N grande. Desta forma, para obtermos uma
boa aproximacao precisamos utilizar um algoritmo para acelerar a convergéncia. Neste trabalho

escolhemos os algoritmos de Wynn-Rho e o de Stehfest.

e Acelerador Wynn-Rho

Segundo Valké [Valké e Abate, 2004], o melhor algoritmo de aceleragao para o esquema de

Gaver é o algoritmo de Wynn-Rho dado pela seguinte formula de recursao

p(_nl) =0, n=>0

o =, (t,2), n>0 (2.81)
n n+1

pgc )= pgc;; o (n+1)k7 k=1

(n) »
Pr—1 —Pr-1

A aproximacdo f(t) é dada por f(t, M) = p)!, onde M é um inteiro par.

e Acelerador Stehfest
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O acelerador de Stehfest é relativamente simples e muito usado na literatura. Consideremos
uma funcao real f(t), o algoritmo de Gaver-Stehfest produz um valor aproximado para a

inversa de f(t) em t, chamada de f(s) dada pela seguinte formula:
N
n2 n2 .
fs)=— ;V%f <t z> (2.82)

sendo N um nuimero par e V; é da forma

Min(i,N/2) N/241
N EN/2H1(2k)!
_ (_1)3 i
Vi=(-1) k(;l)/g (N/2 — k)N (k — 1)!(i — k)!(2k — i) (2:83)

O parametro N é o ntimero de termos usados no somatério da equagao (2.82) e pode ser
otimizado para evitar erros de arredondamento. Segundo [Hassanzadeh e Pooladi-Daarvish,
2007] a escolha ideal é 10 < N < 14. Esse algoritmo apresenta boa convergéncia quando a

funcao é da forma exponencial decrescente.



CAPITULO 3

O Método DLTSy

Neste capitulo apresentamos uma solucao analitica para o conjunto de equagoes Sy em
um retangulo para o fluxo angular, usando a transformada dupla de Laplace. A idéia principal
compreende trés etapas: aplicagao da transformada de Laplace em uma variavel, solucao da equacao
diferencial resultante pelo método LTSy e reconstrucao do fluxo bidimensional angular usando
inversao numérica. Nesse capitulo inicialmente apresentamos a obtencao do conjunto das direcoes
discretas usadas nesse trabalho e posteriormente apresentamos a derivacao da solucao do sistema
de equacoes Sy bidimensional pelo método da dupla transformada de Laplace que chamamos de
método DTLSy. Essa técnica primeiramente aplica a transformada de Laplace sobre a variavel
espacial y (y — p). As equagdes resultantes dessa aplicagdo sdo entao resolvidas pelo método
LTSy, obtendo dessa forma a solugao na variavel x, de forma analitica. Finalmente para obtermos

o fluxo angular nas varidveis x e y procedemos com a inversao numérica (p — y).

3.1 Método das Ordenadas Discretas

As solugoes da equacao de transporte de néutrons implicam integracoes na variavel angular
), que podemos aproximadas por quadraturas. Dessa forma, a varidvel continua €2 é representada
por um conjunto de diregoes discretas (p,;,) € um conjunto de pesos (wy,). Essas dire¢oes sao
equivalentes a um conjunto de pontos sobre a superficie de uma esfera unitaria, conforme figura

(3.1):
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Figura 3.1 — Conjunto Tridimensional de dire¢oes Discretas (2,,, para ordem

de quadratura N = 12

O primeiro método de transporte baseado em quadraturas angulares é conhecido como
método de Ordenadas Dicretas de Chandraseckhaer [Duderstadt e Martin, 1979]. Aplicagbes desse
método tém sido usadas geralmente em geometrias simples, onde a componente azimutal de € pode
ser eliminada. Nesses casos, a representacao por quadratura é feita usando um conjunto de cossenos
diretores (pim,nm) para as diregoes discretas €2, e um conjunto de pesos (w,,) da quadratura. A
priori, a variavel angular 2 da equagao de transporte nao tem direcao preferencial associada a ela.
Normalmente () é representada pelas componentes em um sistema de eixos coordenados na esfera
unitaria, sujeitas as condigoes

P e |

A integracao nas varidveis angulares é aproximada por uma soma em um conjunto de

pontos da esfera unitaria. No espaco R? restringimos nossa atencio a um octante da esfera unitéria,

conforme figura (3.2), as outras coordenadas sao obtidas pela troca de sinal de uma ou mais diregoes

[Lewis e Miller, 1984].

05
0B
0.4

o o o a

0z

08 06 04 029 02 04 06 08
02

o o o o

04

06

Rk ]

Figura 3.2 — Conjunto de ordenadas Sg para um octante

A tabela com as diregoes (i, ), 0s pesos (wp,), para os conjuntos de ordenadas Sy, Sg, Sg,
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Si2 e S16 podem ser obtidos no livro de Lewis e Miller [Lewis e Miller, 1984].
Na sequéncia ilustramos a representacao geométrica de conjuntos de quadratura bidimen-

sional [Lewis e Miller, 1984].

08
06
0.4

o o o a

0z

068 06 04 029 02 04 0B 08
0.2

o o o o

04

06

Rik:]

Figura 3.3 — Conjunto bidimensional de Direcoes Discretas €2,,, m =1 : 24,

para ordem de quadratura N =4

0.8
0.6
0.49

- 0.2

06 0604020 0204 06 08
0.2
o o o o o e
0.4
06

-0.84

Figura 3.4 — Conjunto bidimensional de Dire¢oes Discretas €2,,, m =1 : 24,

para ordem de quadratura N =6

° B
° °0.59 o o

o o o069 a ° a

0.44

o o o @pn2d o o o o

08 06040297 02704 08 038

o o o -02{ o o o o
0.4
0o o Y o o
° oggl o

a o

Figura 3.5 — Conjunto bidimensional de Dire¢oes Discretas €2,,, m =1 : 24,

para ordem de quadratura N = 8§
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FEEE I

Figura 3.6 — Conjunto bidimensional de Dire¢oes Discretas €2,,, m =1 : 24,

para ordem de quadratura N = 12

3.2 A Solucao DLTSy

Para construirmos a solucao analitica para a aproximacao Sy da equacao de transporte
de néutrons em uma regiao retangular homogénea vamos considerar, sem perda de generalidade,
equagao monoenergética estacionaria Sy de néutrons em um retangulo, 0 < x < ae 0 <y < b,

com espalhamento isotrépico:

0 9 -
o g (3:) + i Ym(@) + 0o (9) = 3 un(mpun+ Qay) (B

sujeita as seguintes condi¢oes de contorno:

(0,4, Un(p,m) = ¥(0,y, Qm(—p,n)) para p>0
Y(x, 0, U (p1,m)) = (2,0, Qn(p, —n)) para 7 >0 (3.2)
Y(a,y, Qn(p,m)) =0 para g <0
(x, b, Qm(p,m) =0 para 7 <0

onde,

(z,y) € [0,a] x [0,b] sdo as varidveis espaciais da geometria retangular;

N é a ordem da quadratura angular;

I

e m =1: M (numeros inteiros de 1 até M), M = W

M =cardinalidade do conjunto de ordenadas discretas (nimero de diregoes discretas);
e 0y(z,y) é a segao de choque macroscépica total;

e o,(z,y) é a secao de choque macroscopica de espalhamento isotrépico;
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o Up(z,y) = U(x,y, Qn(p,n)) representa o fluxo angular na direcao Qp, (tm, 7m);
e w,, =peso da quadratura angular usada;
e Q(z,y) = fonte isotrépica de néutrons no ponto (x,y) do dominio.

As condigoes de contorno sao os fluxos de néutrons prescritos ou as condicoes de reflexdo. Neste
trabalho utilizamos o conjunto de quadratura angular conforme descrito em Lewis et al. [Lewis e
Miller, 1984] e que ilustramos nas figuras (3.3), (3.4), (3.1) e (3.6).

A equagao (3.1) pode ser escrita na seguinte forma matricial
0 0

Aqui ¥(z,y) é um vetor coluna com M componentes que subdividimos em quatro subvetores de
M /4 componentes cada, isto é:

W = col[Vy, Uy, Us, Uy]

cada subvetor representa as direcoes em cada quadrante, ou seja:

Uy (x,y) = col[i1, 12, ... Yrr/4] y Qn(p>0,7>0)
Vo (z,y) = col[Yar/at1, Varjatar Va2l 5 Qe <0, > 0) . (3.4)
Vs (x,y) = col[Ynr/a41, Yrrjasas s angal 5 Qm(p < 0,m <0)
Vy(z,y) = col[Ysnr/ay1, Yanjatas - ¥m] 5 Q> 0,7 <0)

Ainda M e N sao respectivamente as matrizes diagonais

M = diagpn, p2s -y pria) s N = diagn, n2, ..o’

A é uma matriz de ordem M, cujos elementos sao descritos por:

.
Os

Twj—op seiFj

Qj; =

Os

T

sei =7
e Q é o termo fonte dado na forma de vetor coluna como sendo
Q(xa y) = COl[Ql(xa y)7 QQ(wv y)7 ey QM(J;’ y)]

Aplicando a transforma em x (x — s) na equagao (3.3), temos:

Ms@uw—wmw>+N%@mm—A@@m=Q@w (3.5)



25

aplicando em y (y — p) temos:

M [S@<s,p> - @(o,m} +N{p\i<s,p> S B(p.0)| — AB(s.p) = Qls.p) (3.6)

o qual pode ser facilmente reescrito como sendo:

<SI + MIND — M1A> U(s,p) = ¥(0,p) + M'NT(s,0) + M~ 'Q(s,p) (3.7)

a matriz M é muito simples de ser invertida. A solucao da equacao (3.9) para o fluxo angular da

dupla transformada tem a seguinte forma
T(s,p) = B(s,p)(0,p) + B(s,p) M~ 'N'¥(s,0) + B(s,p) M ' Q(s,p) (3.8)
onde a matriz B é expressa como
_ -1 -1
B(s,p) = (sI—I—Ml/\/p—MlA) (sI—l—U(p)) (3.9)

A solugao transformada é conhecida, é possivel agora reconstruir a solucao usando a trans-
formada inversa de Laplace. Iniciamos com o procedimento de inversao da variavel x seguindo a
idéia do método LTSy. A solucao W¥(z,p) é dada por:

W (x,p) =B(z,p)®(0,p) + [y B((x—&),p) M INE(E,0)dE
(3.10)

+ fox B((J} - 5)7P)M71Q(£7p)d€

onde W ¢ a inversa de Laplace de E, a matriz B(z, p) é a matriz da transformada inversa de Laplace
de B(z,p). Para facilitar a inversao da matriz ﬁ(s,p) nés a decompomos em uma matriz U(p)

dada por:
U(p) = X(p)D(p)X ' (p) (3.11)

onde D(p) e X(p) sao respectivamente os autovalores da matriz diagonal e os autovetores coluna
da matriz U(p). Agora aplicamos a transformada inversa de Laplace (s — x). Para tal, usando os

resultados da equagao (3.11) temos:

B(z,p) = £ <<51 + U(p)> 1)

— X(p)L ((sI + D(p)~1) X1 (p) (3.12)

= X(p)eP® "X (p)
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Para um melhor entendimento vamos aplicar as condigoes de contorno da aproximagao

DLTSy para N = 2, isto é M = @ = 4, dessa forma:

1;[_)1 (l‘,p) J}l (07p)
QZ)Q(‘T’p) — 1/;2(0’]))
= bz T, 3
Ga(a.p) I o
1,[14(33,]?) 71)4(0710) . (313)
¥1(£,0) hi(z,p)
+/x Eij(l'_f,p)ij: ¢2(§a0> d§+ fLQ(xap)
0 J ¢3(£a 0) hg(.%',p)
¥4(&,0) ha(x, p)

Aqui as entradas bj(z,p) sdo os elementos da matriz B(z,p) e hj(z,p) sdo os elementos do vetor

convolugao, H(z,p), que sdo expressos como:

4
bij(x,p) = Y xik(p)e™ ) 215 (p) (3.14)
k=1
(e g;(§,p)
hi(z,p) = bij(z — & p) > .
hj(x,p) ;/0 bij(a = &p) = e (3.15)

Transformando a equacao de contorno dada pela equacao (3.2), aplicando a transformada de Laplace

na variavel y (y — p) obtemos:
P1(7,0) = tha(z,0) e Pa(,0) = tp3(z,0)

w_l <O7p) - 1&2(07]7) S &3(07]7) - 1&4(07]7)

para a solucao da equagao (3.13). Acontece que:

U1(z,p) 1(0,p)
1;2(33717) - 1;1 (0,]9)
_ =1 bij(z, _
sl ) P o)
W(m,p) %(O,P) . (316)
¥1(,0) hi(x,p)
+/x Bij(ﬂf_f,p)ij' @02(5,0) dé + 72(l‘ap)
0 d ¥2(&,0) hs(x, p)
wl(‘fa 0) ;L4(x,p)
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A fim de tornar possivel a determinagao do termo integral na equacdo (3.16), assumimos que o
fluxo angular W,,(z,0) na fronteira tem a forma conhecida. Nessa tese iremos supor que a forma é
exponencial, isto é:

W, (,0) = cpe % onde Ay = sign(fim)0q. (3.17)
A justificativa para esse procedimento vem de bons resultados encontrados por [Hauser et al.,
2002b][Hauser, 2002], na resolucao do problema Sy bidimensional nodal em um retangulo. Con-

siderando essa aproximagao, podemos escrever o vetor W(z,0) como:

P1(z,0) eMT 0 0 ¢
z,0 0 e M 0 0 c
vale0) ? (3.18)
1;[}2 (Jf, 0) 0 0 G_Alx 0 c3
P1(x,0) 0 0 0 e Nt Ca
Entao essa integral pode ser calculada como:
1/)1 (5’ O) C1
v T 15 ¢2 (57 O) — Cc2
0 J ¥2(€,0) 2
sz)l (5’ O) C1
onde as entradas f;;(z,p) da matriz F(x,p) sio dadas por
fij(z,p) = foxgij(ﬂc—f?P)eAjé%df
(3.20)

4 x
=Y xap)ae) [ O
0

M] k=1
onde d(p) sao os elementos da matriz dos autovalores, x(p) sao os elementos da matriz X(p) dos
autovetores de A e z(p) sdo os elementos da matriz X ~!(p). Entdo, usando essa notacio a equacao

(3.19) pode ser escrita como:

Uy (z,p) ¥1(0,p)
Uo(w,p) | _ bij(x,p) U1(0,p) N
W3(,p) W3(0,p)
Wy(z,p) W5(0,p)
(3.21)
(& hi(x,

fl] ($,p) 02 BZ
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onde b;;(x,p), fij(z,p) e hj(x,p), para 1 < i,j < j sdo respectivamente dados pelas equagdes (3.14),
(3.15) e (3.20). Nesse momento é possivel aplicar a transformada inversa de Laplace (p — y), usando

algoritmos numéricos de inversao, esse procedimentoo resulta:

i (z,y) ¥1(0,y)
‘IIQ(xa y) bij (x’ y) " \111(07 y) +
\113(1" y) \Il3(07 y)
Uy(z,y) 3(0,y)
(3.22)
Cq hi(z,y)
Cs ha(,y)
Fi(:3) Cs ’ hs(x,y)
Cy ha(z,y)

Novamente, calculando o termo convolugao, podemos supor que o fluxo pode ser expresso como
U, (0,y) = kme ™Y, onde ¢, = sign(nm)o,. (3.23)

e a equagao (3.22) pode finalmente ser escrita como:

Uy (z,y) K
\P2(Iay) K1
=1 gij(z,y) +
U3(z,y) K3
\114('%'73/) K3
(3.24)

Cl hl(xay)

C ho(x,y

fij(z,y) e o)

02 h3(1"ay)

C'1 h4($,y)

Aqui podemos observar que a transformada inversa de Laplace s — x é realizada analiti-
camente, mas a transformada p — y pode ser obtida usando um método numérico. Finalmente,
para determinar as quatro constantes K1, Ko, C7 e Cy podemos resolver o sistema linear resultante
com a aplicacao das condicoes de contorno para x = a e y = b.

Cabe ainda salientar que o desenvolvimento feito para N = 2 é geral se pensarmos que
o vetor ¥ de M elementos pode ser decomposto em quatro subvetores de ordem M /4, conforme
equacao (3.4) e dessa forma a unica mudanga serd na reflexdo em = = a e y = b. Lembrando que

numeramos as direcoes discretas da seguinte forma
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T2

Figura 3.7 — Diregoes Discretas usadas no método DLTSy

A reflexdo em x = 0 pode ser escrita como:

Uy(x) =TP, (3.25)
e
Wy(x) =TP3 (3.26)
onde a matriz 7 é dada por:
0 0 1
T=101 0 (3.27)
1 0 0

Além disso quando temos reflexao em y = 0, temos:

Wy(z) =T¥3 (3.28)

() = TPy (3.29)

3.3 Solucao DLTSy para o Problema de Multirregiao

Nesta se¢ao vamos resolver o problema de multirregiao. Para tal, vamos considerar quatro

regioes, em cada regiao consideramos a equacao
i 0 g i 0 gi i i
Mo Wz, y) + N oY (z,y) — A" (z,y) = Q'(z,y) (3.30)

onde ¢ = 1,2,..., N. Para um melhor entendimento da aplicacao do método TLTSy para multir-

regides, apresentamos um problema para N = 4, o qual é representado através da figura abaixo.
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____ _Véewo
la N2 N/2 La
|
|
|
| nNp| 4 3 N/2
g\ =0 =0
r>°\ Reflexdo
L3 L3
| N2 1 2 N/2
| =1 Q=0
0 N2 N/z L2
Reflexdo

Figura 3.8 — Problema Bidimensional pelo método DLTSy Multirregiao

Vamos deter nossa atengao nesse momento na analise das condi¢oes de contorno e fronteira,
para tal faremos uma analise entre as regices (1-2), (3-4), (1-4) e (2-3). E importante salientar que
a forma de resolugao desse problema permanece exatamente a mesma. No entanto, temos agora
um sistema com mais condi¢oes de contorno e fronteira, o que ird, apenas, aumentar a dimensao

do sistema a ser resolvido.

e Regiao 1 e 2: Observe a figura abaixo:

Figura 3.9 — Anadlise das regioes 1 e 2

Temos que
\Ijl(Lb y) = \112(0» y)

resultando em N equacoes.



e Regiao 3 e 4: Observe a figura abaixo:

Figura 3.10 — Analise das regides 3 e 4

Temos que

3(0,y) = ¥4 (L1,y)

resultando em N equagoes.

e Regiao 1 e 4: Observe a figura abaixo:

La
4

s H Ls
1

4

Figura 3.11 — Analise das regices 1 e 4

Temos que

Ul(z, L3) = U(z,0)

resultando em N equagoes.

e Regiao 2 e 3: Observe a figura abaixo:

31
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La
3

L H L=z
2

4 ]

Figura 3.12 — Analise das regides 2 e 3

Temos que

U?(x, L3) = ¥3(z,0)

resultando em N equagoes.

Dessa forma, montamos um sistema de dimensao 8 M para encontrarmos as constantes
K e C* associados & solucdo do problema dado pela equacdo (3.30). E importante salientar que a
diferenca significativa em resolver um problema com uma tnica regiao e um problema multirregiao
estd apenas na dimensao do sistema obtido, ou seja, as etapas do método em si nao sofrem nenhuma

alteracao.



CAPITULO 4

Resultados Numéricos

Neste capitulo, apresentamos os resultados numéricos obtidos pelo métodos propostos
e apresentamos a comparacao com os resultados da literatura com o objetivo de validacao dos

programas computacionais associados as solucoes analiticas apresentadas.

4.1 Resultados Numéricos para o Método TLTSy

Dividimos essa secdao em trés subsegoes. Na primeira apresentamos uma comparagao
numérica dos métodos TLTSy e SP/-LTSy, que é uma combinacao dos métodos espectral e LTS .
Na segunda subsecao apresentamos resultados numéricos do método TLTSy para o problema tran-
siente, e mostramos que, quando o tempo cresce nossos resultados convergem para a solucao LTSy
do problema estacionario. Finalmente na terceira subsecao apresentamos os resultados numéricos

do método TLTSy para meio semi-infinito.

4.1.1 Problema 1

Primeiramente vamos resolver o problema apresentado por [Oliveira, 1993] com o objetivo
de comparar o método proposto com o método SP;-LTSy. Para isso vamos considerar uma placa
homogénea com espessura L = 50cm, condigoes de contorno reflexiva e vicuo em z =0 e x = L,
respectivamente; os = 0.999cm ™Y oy = 1.0em ™! e v = 107 %cm/s. A condigao inicial ¢(z, ;1) é dada

como solucao do seguinte problema estacionario

1
bl )+ o) =5 [ oo )ind + Qo) (@.1)

com
1 se O0<z<10

0 se x> 10
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e sujeita as seguintes condicoes de contorno

QS(O’:M) = ¢(Oa _:U')’ p>0 (43)

S(Lp)=0, p<0 (4.4)

O problema estacionério foi resolvido considerando duas semi-placas, sendo a primeira com termo
fonte constante e unitdrio e a segunda semi-placa sem termo fonte. Também aplicamos a idéia
descrita nesse trabalho para resolver o problema estacionéario através do método LTSy .
Na tabela (4.1), apresentamos os resultados do método TLTSy (N = 2,4,8,10) para taxa
de absorcao de néutrons dada por
50 1
R, (vt) = (o¢ — 0'5)/ (/ \Il(vt,a:,,u/)du/> dx (4.5)
45 -1
com x variando de 45 a 50 cm, para um tempo de t = 107°s e comparamos com os resultados obtidos
por Oliveira et al. [Oliveira et al., 2002b] [Oliveira et al., 2002a]. Nessa tabela, também analisamos
duas formas de inversao numérica da transformada de Laplace, a saber, Gaver com o acelerador
Wynn-Rho e a Quadratura Gaussiana. E importante salientar que nesse trabalho adotamos o
valor M = 8 para a integral de linha, como sugere a literatura, para a inversao numérica da
transformada de Laplace, segundo a Quadratura Gaussiana. Pela anélise da tabela (4.1), podemos
observar a boa concordancia dos resultados apresentados pelo método TLTSy em comparacao
com o método SPy/-LT'Sy para o problema estudado. No entanto, ressaltamos que o método
SP-LTSy apresenta pontos de discrepancia com o método TLTSy, como por exemplo a sensivel
dependéncia do SPj/-LTSy em relagdo ao nimero de termos da expansao em série (M). Dessa
forma, afirmamos que o método TLTS 5 é uma aproximacao mais robusta computacionalmente para
resolver problema de transporte dependente do tempo em uma placa, especialmente para problemas
que requerem altos valores de N, porque & medida que o valor de N cresce, o valor de M também
cresce e o método SPy/-LTSy demanda um aumento de recursividade para resolver o problema
steady-state, o que nao ocorre com o método TLTSy. Também destacamos que a convergéncia do
método TLTSy é conhecida [Pazos et al., 2002b][Vilhena e Barichello, 1999], isso significa que a
medida que o N cresce, a solucao do método TLTSy se aproxima da solugao dos problemas de
transporte estaciondrios. E importante justificar aqui o motivo pelo qual resolvemos esse problema
com duas inversoes numéricas, a saber Gaver Wynn-Rho e Quadratura Gaussiana: isso se deu pela
necessidade de obter uma inversao que convirja tanto para valores pequenos do tempo (t) quanto

para valores grandes. Nos problemas de transporte dependente do tempo resolvidos com o método
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TLTSy e as inversoes nimericas de Gaver Wynn-Rho e Quadratura Gaussiana, o método de Gaver

Wynn-Rho apresentou melhor comportamento.

N | o GWR GQ SP13-LTSN
0.999 | 1.22699 E-01 | 1.22676 E-01 | 1.22699 E-01
0.9 | 8.01403 E-09 | 8.01400 E-09 | 8.01404 E-09

2 | 0.8 |219242 E-12 | 2.19206 E-12 | 2.19249 E-12
0.5 | 2.09249 E-19 | 2.09211 E-19 | 2.09249 E-19
0.999 | 1.26076 E-01 | 1.26018 E-01 | 1.26077 E-01
0.9 | 1.64448 E-08 | 1.64409 E-08 | 1.64448 E-08

4 | 0.8 | 1.74679 E-11 | 1.74614 E-11 | 1.74679 E-11
0.5 | 5.74653 E-16 | 5.74605 E-16 | 5.74652 E-16
0.999 | 1.26573 E-01 | 1.26535 E-01 | 1.26574 E-01
0.9 | 1.65056 E-08 | 1.65019 E-08 | 1.65056 E-08

8§ | 0.8 | 1.81417 E-11 | 1.81409 E-11 | 1.81417 E-11
0.5 | 1.20701 E-15 | 1.20697 E-15 | 1.20701 E-15
0.999 | 1.26574 E-01 | 1.26538 E-01 | 1.26574 E-01
0.9 | 1.65056 E-08 | 1.65019 E-08 | 1.65056 E-08

10 | 0.8 | 1.81417 E-11 | 1.81409 E-11 | 1.81417 E-11
0.5 | 1.20701 E-15 | 1.20697 E-15 | 1.20701 E-15

Tabela 4.1 — Comparagao do método TLTSy, com as inversoes numéricas

GWR e QG com o método SP,,~-LTSy, para 45 <z < 50

4.1.2 Problema 2

Neste problema objetivamos analisar o comportamento do método TLTS y quando ¢ cresce.
Para isso resolvemos o problema de transporte dependente do tempo pelo método TLTSy para
valores de t = 1076,1072,1,10 e 100, e resolvemos o problema de transporte estacionario pelo
método LTSy Mostraremos que quando o t cresce, a solucao da aproximacao Sy dependente do
tempo obtida pelo método TLTSy se aproxima da solugdo do problema Sy estacionario obtida

pelo método LT'Sy. Vamos considerar o seguinte problema de transporte isotrépico unidimensional



dependente do tempo em uma placa

O i) + (o >—"S/1P< Nt 1)
at b 7/’L /’Lax ) 7/"6 - 2 71 M?/’L b 7/’L /"L

com condicao inicial

(0,2, p) =1
e condicoes de contorno
»(t,0,p) =1 t>0,u>0
e
W(t,Lyp) =0 t>0,u<0
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(4.9)

Os dados foram gerados para x = 0;5 e 10 para N = 60. Resolvemos esse problema de transporte

usando duas formas de inversdes numéricas para a transformada de Laplace: Gaver Wynn-Rho

(GWR) e Gaver-Stehfest (GS).

GS GWR
o, =0.9
t =0 r=5 xz=10 =0 r=5 x =10
1076 || 1.95145 1.76242 | 7.77121 E-1|| 1.96249 1.86374 | 7.77621 E-1
1072 || 1.51948 9.60847 E-2 3.20341 E-3| 1.55374, 9.94772 E-2| 3.28525 E-3
1 1.51948 9.60842 E-2| 3.20337 E-3|| 1.52038 9.73881 E-2| 3.26047 E-3
10 1.51948 9.60838 E-2| 3.20336 E-3| 1.5199| 9.67232 E-2| 3.21093 E-3
100 1.51948 9.60847 E-2| 3.20340 E-3 — — —
LTSg0 || 1.51948 9.60846 E-2 3.20339 E-3| 1.51948 9.60846 E-2 3.20339 E-3
s =0.1
t =0 r=25 =10 =0 r=95 =10
107 || 1.44928 7.66723 E-1| 4.33150 E-1|| 1.46039 7.74371 E-1] 4.36576 E-1
1072 || 1.02633 1.24879 E-3 4.96724 E-6| 1.08356 1.28813 E-3 4.97356 E-6
1 1.02633 1.24878 E-3| 4.96712 E-6| 1.04577 1.26385 E-3| 4.96984 E-6
10 1.02633 1.24878 E-3| 4.96715 E-6| 1.02936| 1.24933 E-3| 4.96853 E-6
100 1.02633 1.24879 E-3| 4.96726 E-6 — — —
LTSgo || 1.02633 1.24878 E-3 4.96718 E-6| 1.02633 1.24878 E-3 4.96718 E-6

Tabela 4.2 — Fluxo Escalar para x = 0,5, 10, com ¢t = 1075,1072, 1, 10, 100s,

através do método TLTSgy usando as inversoes numeéricas de Gaver

Wynn-Rho e Gaver Stehfest
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Podemos observar, pela tabela (4.2), que conforme o ¢ cresce a solu¢ao do problema Sy
dependente do tempo obtida através do método TLTSy se aproxima da solucao do problema de
transporte estacionério obtida pelo método LTSy. Analisando a tabela (4.2), podemos concluir
que a inversao dada pelo algoritmo de Gaver Stehfest é mais robusta do que a do algoritmo Gaver
Wynn-Rho quando se trata de valores elevados de ¢t. Os testes foram realizados até ¢ = 100, sendo
que a inversao pelo algoritmo de Gaver Wynn-Rho a partir de £ = 100 nao apresentou convergéncia.
Observamos que para os valores iniciais utilizados em ¢, tanto o algoritmo de Gaver Wynn-Rho
quanto o algoritmo de Gaver Stehfest apresentam comportamento andlogo. No entanto, conforme
aumentamos o tempo, foi observado que o algoritmo de Gaver Stehfest apresentou maior estabili-
dade dos resultados, enquanto o Gaver Wynn-Rho comecou a apresentar erros de arredondamento

devido a sua formulagao.

4.1.3 Problema 3

Neste problema objetivamos analisar o método TLTSy em uma placa finita quando L
cresce e comparar com a formulagao para dominio semi-infinito. Também vamos mostrar que,
conforme o tempo ¢ cresce, a solucao do problema Sy dependente do tempo obtida pelo método
TLTSn se aproxima da solugao obtida para o problema estacionario através do método LTSy . Para
isso, vamos considerar o seguinte problema de transporte isotrépico unidimensional dependente do

tempo em uma placa

o B 0.9 [! N

com condicao inicial

(0,2, 1) = 1 (4.11)
e condicoes de contorno
P(t,0,p) =1 t>0,u>0 (4.12)
e
li_}rn Y(t,z,p) =0 (4.13)

Este problema de transporte foi resolvido utilizando a inversao numérica de Gaver-Stehfest.



os=0.9 os =0.1
t=10"%s

L x=0 x =10 x =30 x=0 x =10 x =30

40 7.84243 E-1] 5.19122 E-2 3.94751 E-3|| 6.25481 E-1] 8.29334 E-2 2.67458 E-4

50 6.15986 E-1] 4.19325 E-2| 1.76491 E-3| 5.92397 E-1] 6.16862 E-2 1.15856 k-4

60 5.15742 E-1] 3.04988 E-2 9.32641 E-5|| 5.16348 E-1] 5.32641 E-2 8.94355 E-5

70 5.15742 E-1] 3.04988 E-2 9.32641 E-5|| 5.16348 E-1]| 4.76524 E-2 8.94355 E-5
UDTLTSgo || 5.15742 E-1) 3.04988 E-2| 9.32641 E-5|| 5.16348 E-1| 4.76524 E-2| 8.94355 E-5

t=1s

L =0 z =10 x =30 =0 x =10 x =30

40 5.88491E-1| 3.58642 E-2 4.66821 E-4| 4.12186 E-1| 3.26898 E-3 2.98766 E-5

50 4.13272 E-1] 2.01561 E-2| 3.04755 E-4|| 3.64174 E-1] 2.84261 E-3 1.74571 E-6

60 3.09156 E-1] 4.23653 E-3 6.25989 E-5| 3.00467 E-1| 4.11049 E-5 8.19181 E-7

70 3.09156 E-1] 4.23653 E-3 6.25989 E-5| 3.00467 E-1| 4.11049 E-5 8.19181 E-7
UDTLTSgo || 3.09156 E-1] 4.23653 E-3 6.25989 E-5| 3.00467 E-1] 4.11049 E-5 8.19181 E-7

t =40s

L z=0 =10 x =30 xr=0 x =10 x =30

40 3.98465 E-1] 2.68712 E-3| 9.18421 E-5|| 3.15325 E-1] 4.14527 E-3 7.43521 E-5

50 3.12684 E-1] 1.00624 E-3| 2.45772 E-6| 2.89711 E-1] 1.02658 E-3 1.11728 E-6

60 2.04653 E-1] 6.19042 E-5 3.06485 E-8| 2.00386 E-1] 5.13156 E-5 2.64287 E-8

70 2.04653 E-1] 6.19042 E-5 3.06485 E-§8| 2.00386 E-1] 5.13156 E-5 2.64287 E-§
UDTLTSgo || 2.04653 E-1] 6.19042 E-5| 3.06485 E-8| 2.00386 E-1| 5.13156 E-5 2.64287 E-8

Tabela 4.3 — Comportamento assintotico do fluxo escalar pelo método

TLTSy obtido através do incremento da placa de 40 para 70 mfp para um

tempo variando de 1072s até 40s
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os=0.9
t x=0 x =10 x =30
1075 7.25739 E-1 6.12798 E-2 3.65429 E-4
1072 5.15742 E-1 3.04988 E-2 9.32641 E-5
10 3.98431 E-1 8.97426 E-3 1.16742 E-6
40 2.04655 E-1 6.19046 E-5 3.04686 E-8
LTSy 2.04655 E-1 6.19046 E-5 3.04686 E-8
o, =0.1
t rx =0 x =10 x = 30
107° 6.94375 E-1 5.20579 E-2 3.32674 E-4
1072 5.16348 E-1 4.76524 E-2 8.94355 E-5
10 3.75891 E-1 8.99748 E-3 3.16114 E-6
40 2.00366 E-1 5.13156 E-5 2.64287 E-8
LTSy 2.00366 E-1 5.13156 E-5 2.64287 E-8

Tabela 4.4 — Comportamento assintotico da solucao através do método

TLTSg para t = 1072 até 40s e do método LTS
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Analisando as tabelas (4.3) e (4.4), podemos observar que para L = 70, a solucao do

problema dependente do tempo em dominio finito coincide com a solucao do problema dependente

do tempo para dominio semi-infinito em ¢ = 10~2s, o que comprova que o método TLTS y apresenta

bons resultados tanto para dominio finito quanto para dominio semi-infinito. Também podemos

notar que a solugao do problema dependente do tempo obtida pelo método TLTSy se aproxima da

solucao do problema estacionario obtida pelo método LTSy. Observe que para t = 40s ambos os

problemas apresentam a mesma solucao, o que comprova a eficiéncia do método TLTSy.

4.2 Resultados Numéricos para o Método DLTSy

Nesta secao apresentamos os resultados numéricos obtidos pelo método DLTSy e com-

paramos com os resultados da literatura. Com este fim, na sequéncia apresentamos e comparamos

os resultados da literatura, bem como o comportamento assintético do fluxo angular para grandes

valores da variavel y.
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4.2.1 Resultados

Na sequéncia, apresentamos na tabela (4.5) uma comparacao numérica dos resultados
obtidos pela método DLTSy para o fluxo angular com o método de TWOTRAN-II, assumindo
Az = Ay = 0.04 [Loyalka, 1975]. Para tal, consideramos o problema Sy de transporte de néutrons
em um retangulo homogéneo (z = y = 1.0 mfp), com os seguintes pardmetros: o; = 1 cm™!,

o, igual a 1.0; 0.5; 0.1; 0.05cm ™!, considerando uma fonte unitaria no canto inferior esquerdo do

retangulo, ou seja a; = by = 0.52 mfp, conforme a figura (4.1).

v Vacuo

Reflexdo )
Vacuo

i .
Reflexdo

Figura 4.1 — Dominio da solugao: retangulo com uma fonte retangular

unitaria no canto inferior esquerdo



os | N | Int. Transport (N +1) | TWOTRAN-II(N) | DLTSy
4 0.706185 0.679373 0.680451
1.0 | 8 0.698407 0.668831 0.671583
16 0.687407 0.668652 0.668984
4 0.359604 0.337412 0.345820
05 | 8 0.358422 0.337707 0.344893
16 0.355885 0.339794 0.342630
4 0.258802 0.239483 0.247332
0.1 | 8 0.259150 0.241676 0.245891
16 0.258906 0.244032 0.244377
4 0.250097 0.231102 0.245862
0.05| 8 0.250569 0.233421 0.243970
16 0.250529 0.235787 0.242216
Tabela 4.5 — Fluxo escalar para x = y = 0.9 mfp
os | N | Int. Transport (N +1) | TWOTRAN-II(N) | DLTSy
4 0.362696 0.370770 0.368941
1.0 | 8 0.350502 0.347855 0.350117
16 0.344820 0.340487 0.345266
4 0.149801 0.157320 0.152374
05 | 8 0.139050 0.139581 0.139869
16 0.137048 0.133426 0.135218
4 0.093601 0.100591 0.095472
0.1 | 8 0.083932 0.085131 0.084521
16 0.082774 0.078914 0.082994
4 0.088990 0.095914 0.089453
0.05| 8 0.079448 0.080662 0.799012
16 0.078362 0.074448 0.075317

Tabela 4.6 — Fluxo escalar em z = y = 0.7 mfp
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os | N | Int. Transport (N + 1) | TWOTRAN-II(N) | DLTSy
4 0.138267 0.122893 0.129751
1.0 | 8 0.135207 0.123591 0.126423
16 0.133017 0.122065 0.123710
4 0.054250 0.045536 0.0526641
05 | 8 0.053812 0.048085 0.0520579
16 0.053413 0.052366 0.0518156
4 0.032577 0.025670 0.0317462
0.1 | 8 0.032669 0.028969 0.0315683
16 0.032622 0.032432 0.0314870
4 0.030823 0.023777 0.0294786
0.05| 8 0.030952 0.027299 0.0292107
16 0.030931 0.030798 0.0290565

Tabela 4.7 — Fluxo escalar em z = y = 0.5 mfp
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Analisando os resultados das tabelas (4.5),(4.6) e (4.7), sabendo que a solu¢ao do método

integral tem dependéncia continua nas variaveis angulares e que os métodos DLTSy e TWOTRAN-

IT apresentam apenas uma dependéncia discreta, foram realizadas simulagoes para obter o fluxo

escalar. Consequentemente de posse dos resultados, podemos afirmar que a hipétese da fungao

exponencial para a existéncia do fluxo angular em uma das condigoes de fronteira foram adequadas.

Os resultados obtidos pelo método DLTSy também foram comparados com os resulta-

dos apresentados por Barichello et al. [Barichello e Filho, 2009], onde é apresentada uma solugao

aproximada para a equacao integral derivada da aplicacao nodal em problemas de transporte bidi-

mensional. Para tal, vamos considerar um retangulo com dimensao 20 x 20cm, com termo fonte

unitario em uma regiao retangular no canto inferior esquerdo de dimensao a = b = 0.5 cm. Na

tabela (4.8) também é possivel observar a boa concordéancia entre as solugoes obtidas pelo método

DLTSy e a solucao LTSy nodal.



os | N | DLTSy | Sy Nodal
4 | 0.345820 0.335
0.5 | 8 |0.344893 0.338
16 | 0.342630 0.341
4 10.247332 0.231
0.1 | 8 | 0.245891 0.233
16 | 0.244377 0.235
4 | 0.245862 0.222
0.05 | 8 |0.243970 0.224
16 | 0.242216 0.226

Tabela 4.8 — Comparacao do método DLTSy com o método Sy nodal
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CAPITULO 5

Conclusao

Concluimos este trabalho apresentando uma andlise dos métodos propostos para solucao
dos problemas Sy de transporte de néutrons, tanto para o problema dependente do tempo unidi-

mensional bem como o estaciondrio bidimensional considerados:

1. Em relagao a solucao do problema Sy de transporte unidimensional dependente do tempo
em geometria cartesiana, tendo em vista os bons resultados encontrados no capitulo (4),
acreditamos que a contribuicao desse trabalho consiste na construgao de uma solucao analitica
valida tanto para problemas em dominios limitado e ilimitado, tendo como caracteristica
principal a troca da condicao de contorno na fronteira x = L, no dominio limitado e pela
condicao de limitagao do fluxo angular no infinito. Pelo nosso conhecimento, esse tipo de
solucao nao existe na literatura. Para realgar sua relevancia devemos ressaltar seu carater
analitico, no sentido de que nenhuma aproximacao ¢é feita ao longo da derivacao da solucao.
Além disso, cumpre mencionar que foi mostrada a convergéncia numérica dos resultados,
devendo acrescentar que a solucao proposta converge para a solucao exata quando N cresce
para o infinito. Em adicao, ainda temos que mencionar que a solucao do problema de
transporte em dominio ilimitado para —oo < x < oo pode ser encontrada através do lema
de Placzec. De fato este lema estabelece que a solucao do problema de transporte para

0 < z < oo estd relacionado com a solugao para —oo < x < 00.

2. Em relacao ao problema Sy de transporte bidimensional homogéneo estacionéario, nés atingi-
mos nosso objetivo, pois para nosso conhecimento, essa é uma nova solucao para esse tipo
de problema para o fluxo angular de néutrons. O termo analitico significa que nenhuma
aproximacao foi realizada na obtencao da solucao do método DLTSy , exceto pelo fato de
que assumimos conhecido o fluxo angular que sai da fronteira do dominio. Essa hipdtese
decorre do fato de que esse tipo de problema é um problema de condicao de contorno. De

fato, a aplicacao da transformada de Laplace para esse tipo de problema introduz funcao



45

desconhecida adicional na fronteira. Nossa motivacdo para a escolha de uma funcao expo-
nencial decorre dos bons resultados obtidos por Hauser et al. na solugao do problema LTSy
nodal multidimensional [Hauser, 2010]. Além dos bons resultados obtidos e da elegancia
matematica da solucao, acreditamos que a solucao proposta é uma técnica promissora para
resolver a equacao Sy de transporte de néutrons em um retangulo. Reforgamos este argu-
mento recordando que esta solucao pode ser facilmente generalizada para este tipo de pro-
blema, considerando o modelo de multigrupo de energia, espalhamento anisitrépico, dominio
heterogéneo e problemas de grandes espessuras. A respeito da hipdtese assumida para o fluxo
angular na fronteira do dominio, esperamos melhorar os resultados encontrados para o fluxo
angular usando o resultado encontrado para o fluxo que sai na fronteira do retangulo pela
metodologia proposta. Esse procedimento produz um esquema iterativo que nos permite ver-
ificar a suposicao considerada para o fluxo angular na fronteira do dominio e ao mesmo tempo
obter resultados exatos, assumindo a convergéncia do esquema iterativo. Nesse trabalho ainda
deixamos uma questao para ser resolvida, no que se refere a uma prova matemaética da con-
vergéncia da solugao DTSy proposta juntamente com o esquema iterativo discutido para o
fluxo angular na fronteira do dominio. Dessa forma, iremos focar nossa atencao no sentido
de resolver essas questoes ainda pendentes. Assim, com esse trabalho esperamos ter dado o
primeiro passo para a construcao da solucao do problema de valor de contorno para o fluxo

angular em um retangulo em regime estacionario.

Como trabalhos futuros, sugerimos a aplicacao da metodologia proposta para o problema
unidimensional dependente do tempo apresentado na solucao de problemas em cinética de reatores.
Com relagao ao problema Sy de valor de contorno estudado, sugerimos a generalizacao dessa
solucao para a resolucao de problemas de fisica de reatores realisticos, que consideram problemas

de multigrupo, espalhamento anisotrépico e multirregiao.
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