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RESUMO

A modelagem conjunta de média e varidncia tem se mostrado particularmente
relevante na obtencao de processos e produtos robustos. Nesse contexto, deseja-se minimizar
a variabilidade das respostas simultaneamente com o ajuste dos fatores, tal que se obtenha a
média da resposta proxima ao valor alvo. Nos ultimos anos foram desenvolvidos diversos
procedimentos de modelagem conjunta de média e variancia, alguns envolvendo a utilizagao
dos Modelos Lineares Generalizados (GLMs) e de projetos fatoriais fracionados. O objetivo
dessa dissertagdo ¢ apresentar uma revisao bibliografica sobre projetos fatoriais fracionados e
GLM, bem como apresentar as propostas de modelagem conjunta encontradas na literatura.
Ao final, o trabalho enfatiza a proposta de modelagem conjunta de média e variancia
utilizando GLM apresentada por Lee e Nelder (1998), ilustrando-a através de um estudo de

Caso.

Palavras chave: GLM, Fatorial fracionado, Modelagem conjunta de média e

variancia
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ABSTRACT

The joint analysis of responses’ mean and dispersion has been particularly
relevant to obtain robust processes and products. In this context, it is expected to
minimize the variability of the responses simultaneously with the adjustment of the
factors, so that it gets close to the target value. In the last years, diverse procedures to
joint modeling of mean and dispersion have been developed, some of them proposing
the use of Generalized Linear Models (GLMs) and fractional factorial experiments. The
objective of this tesis is to present a literature review on fractional factorial experiments
and GLM, as well as to introduce proposals of joint modeling available in the literature.
Finally, it is emphasized the proposal for the joint modeling of mean and dispersion using

GLM presented by Lee and Nelder (1998), which is illustrated in a case study.

Key words: GLM, Fractional factorial, Join analysis of the mean and the

dispersion
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1 COMENTARIOS INICIAIS

1.1 INTRODUCAO

A modelagem conjunta de média e variancia tem se mostrado relevante em estudos,
onde o objetivo ¢ obter processos e produtos robustos. Essa modelagem ¢ utilizada para
otimizar a variavel resposta. Nela, deseja-se minimizar a variabilidade das respostas
simultaneamente com o ajustamento dos fatores, de forma a se obter a média da variavel
resposta proxima a um valor alvo pré-determinado. Nos ultimos anos, foram desenvolvidos
diversos procedimentos de modelagem conjunta de média e variancia, dentre eles a utilizacao
de GLM (Generalized Linear Models — Modelos Lineares Generalizados) e de projetos

fatoriais fracionados.

Segundo Bergman e Hynén (1997), tipicamente fatores com efeito de dispersao sao
ajustados para que se obtenha uma varidncia minima da variavel resposta em torno do valor
alvo (média); ja fatores com efeito de localizacdo sdo utilizados para ajustar produtos e
processos no seu valor alvo; por fim, fatores sem efeito sobre a média ou varidncia sao

ajustados em seus niveis economicos.

A modelagem conjunta da média e varidncia tem se mostrado bastante util no
contexto atual de mercado, em que exigéncias por otimizacdo de produtos e processos,
reducdo dos custos e melhoria da qualidade e produtividade se fazem crescentes. Niveis
Otimos para as variaveis resposta, as quais geralmente correspondem a caracteristicas dos
produtos relevantes em termos mercadolédgicos, sdo definidos como aqueles que asseguram a

sua variacdo minima frente a ruidos e colocam o processo no alvo (CATEN, 1995).
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A necessidade da modelagem do efeito de fatores de controle sobre a variabilidade
das variaveis resposta foi originalmente proposta por Taguchi, no contexto de planejamentos
robustos - signal-response (TAGUCHI; ELSAYED; HSIANG, 1990). O objetivo dos
planejamentos robustos de Taguchi ¢ identificar uma combinagdo de niveis dos fatores de
controle com efeito sobre a dispersdo que minimize a variabilidade. Simultaneamente, deseja-
se uma combinacdo de niveis dos fatores de controle com efeito sobre a localizacdo que
assegure uma média préxima a um valor alvo para as variaveis resposta. Apesar da relevancia
da proposta de Taguchi, elas tém recebido criticas, ja que resulta em experimentos com um
grande numero de rodadas e com matrizes experimentais que desconsideram a importancia

das interacdes entre os fatores controlaveis (GUNTER, 1987).

Com o intuito de aperfeicoar a proposta de modelagem conjunta de média e
variancia, inicialmente desenvolvida por Taguchi, em particular com relagdo as limitagdes
apontadas, alguns autores sugeriram procedimentos baseados na utilizagdo de projetos
fatoriais fracionados, com dados modelados através de GLM. Tais procedimentos sdo o
assunto principal desta dissertacdo (doravante, o efeito dos fatores de um projeto experimental
sobre a média sera designado por efeito de localizagdo e o efeito dos fatores sobre a variancia

sera designado por efeito de disperséo).

1.2 OBJETIVO

O objetivo principal desta dissertacdo ¢ apresentar um roteiro pratico para a
modelagem conjunta de média e varidncia em experimentos fracionados sem repeticdo,

utilizando GLM.
Este trabalho tem como objetivos secundarios:

e apresentar diferentes propostas para identificagdo de efeitos significativos em
experimentos e para modelagem conjunta da média e varidncia e suas

respectivas limitacdes;

e exemplificar a utilizag@o do roteiro pratico em um estudo de caso, com dados
provenientes de um trabalho j& publicado; dessa forma, serd possivel
comparar os resultados da otimizacdo obtidos pelo autor com os resultados

encontrados utilizando GLM.
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1.3 JUSTIFICATIVA

Inicialmente, a escolha do tema a ser estudado foi motivada por sua importancia
académica, uma vez que o assunto ndo se encontra exaustivamente explorado na literatura,
especialmente no Brasil. Sendo assim, o estudo visa a ser mais um referencial teérico de

modelagem conjunta de média e variancia.

As condigdes para o uso de andlise de regressdo tradicional sdo restritivas. Esses
modelos sdo baseados na suposicdo de que as varidveis resposta sdo Normalmente
distribuidas. Entretanto, existem situacdes em que se deseja modelar dados discretos (tal
como contagem de pacientes doentes), ou dados com respostas binarias (pegas com defeito e
sem defeito). Além disso, ha situagdes onde se deseja modelar dados continuos, que ndo sdo

Normalmente distribuidos.

Serd demonstrado nesta dissertacdo que os Modelos Lineares Generalizados (GLM)
foram desenvolvidos para permitir o ajustamento de modelos de regressdo a uma varidvel
resposta pertencente a Familia Exponencial de distribuigdes, que contempla, além da
distribuicdo Normal, as distribui¢des Binomial, Geométrica, Binomial Negativa, Exponencial,
Gama e Normal Inversa. Ou seja, os GLM possuem maior flexibilidade de aplicacdo, uma vez
que nem todos os fenomenos podem ser bem modelados supondo distribuicdo Normal ou
através da transformacdo dos dados (com a finalidade de obter dados Normalmente

distribuidos).

Do ponto de vista pratico, o assunto se torna relevante devido a seu potencial de
aplicacdo em empresas de manufatura. Trés razdes sdo fundamentais para sustentar esta
pesquisa: (i) os artigos sao de dificil compreensdo para as empresas; (ii) em estudos de
aplicacdo da metodologia Seis Sigma, onde se busca processos centrados, muitas vezes se
ignora o efeito da alta variabilidade dos dados sobre os processos, e (iii) em experimentos
onde a média ¢ fungdo da variancia, quando a média aumenta a variancia também aumenta,

exigindo, assim, a modelagem conjunta destes parametros.

O estudo de caso que ilustra o roteiro proposto nesta dissertagdo utiliza dados de
experimentos ja realizados e publicados em uma dissertacdo. A utilizacdo de dados ja
coletados justifica-se uma vez que estudos em campo sdo caros ¢ demorados para as
empresas. Além disso, exigem um planejamento do experimento e da disponibilidade da

empresa em realizar o estudo. Outro empecilho é o fato de ndo ser possivel prever, a priori, se
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a média sera funcao da variancia em um dado experimento; assim, corre-se o risco de utilizar
recursos para coletar dados que talvez ndo viabilizem a modelagem conjunta da média e
varidncia da varidvel resposta. A partir de dados que ja foram analisados em estudos de
otimizagdo similares, esse problema deixa de existir, sendo ainda possivel comparar os
resultados obtidos inicialmente com os resultados utilizando GLM. Dessa forma, sera possivel
ilustrar as vantagens e desvantagens da utilizacdo do GLM para modelagem conjunta de

média e variancia.

1.4 METODOLOGIA

O método que foi desenvolvido neste trabalho ¢ de natureza aplicada com uma
abordagem quantitativa do problema. Segundo Gil apud Silva (2000), do ponto de vista dos
objetivos, este trabalho ¢ uma pesquisa explicativa e através dela € possivel identificar fatores
que determinam ou contribuem para a ocorréncia dos fenomenos. Ou seja, aprofunda o

conhecimento da realidade, uma vez que explica a razao dos fatos (SILVA, 2000).

Utilizou-se a pesquisa bibliografica e estudo de caso como procedimentos técnicos.
Segundo Yin (2001), o estudo de caso visa examinar acontecimentos contemporaneos dentro
de um contexto da vida real e lida com uma variedade de evidéncias, tais como: documentos,

entrevistas e observagdes. Um estudo de caso ¢ composto pelas seguintes etapas (YIN, 2001):

» definicdo de um projeto de pesquisa, em que se define as questdes em estudo, as
proposicdes (se houverem), a unidade de andlise, a logica que une os dados as

proposicdes e os critérios para interpretar os resultados;

= desenvolvimento de proposi¢des tedricas, caso o propdsito decorrente do estudo de

caso seja determinar ou testar a teoria;
= coleta de dados, que determinara o sucesso do estudo;

» andlise dos dados, que consiste em examinar categorizar e classificar as informacdes

coletadas; e

= claboracdo de relatorio para apresentagdo dos resultados.
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O método de trabalho foi desenvolvido a partir de quatro etapas. A primeira etapa
envolveu uma revisao bibliografica a respeito de experimentos fatoriais fracionados e GLM.
Efetuou-se, também, o levantamento de propostas de modelagem necessarios a aplicacdo da

metodologia proposta. A revisdo bibliografica foi baseada em artigos cientificos e livros.

A segunda etapa consistiu na apresentacao de procedimentos de modelagem conjunta
relacionados a solugdo do problema de pesquisa proposto. A partir de informagdes oriundas
dos estudos das propostas de modelagem, propde-se um roteiro para conduzir pesquisadores

com problemas similares de analise, constituindo a terceira etapa deste estudo.

Por fim, apdés o levantamento bibliografico e organizacdo escrita das técnicas
necessarias para a modelagem conjunta, desenvolveu-se a implementacdo da mesma em um
estudo de caso, a fim de exemplificar a metodologia de modelagem conjunta de média e

variancia utilizando GLM.

1.5 LIMITACOES DO TRABALHO

Neste trabalho nao sdo abordadas situagdes nas quais deseja-se modelar mais de uma
variavel resposta. Também ndo faz parte do escopo deste trabalho a modelagem conjunta de

média e variancia para experimentos fatoriais completos.

O estudo parte do principio que o leitor possui conhecimentos em Planejamentos de
Experimentos fatoriais fracionados e fatoriais blocados, além de conhecimentos em fatoriais

vinculados (MONTGOMERY, 2001).

A metodologia proposta ¢ aplicada em dados ja coletados, sendo assim, podendo ser
restrita a este contexto de aplicagdo. Utilizam-se dados de desempenho em campo, ndo sendo
simulados dados em laboratdrio. Além disso, a otimizacao € restrita, pois ndo foram testadas

na pratica.

1.6 ESTRUTURA DA DISSERTACAO

O presente trabalho foi organizado em cinco capitulos, cujos conteudos estdo

delineados a seguir.
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No primeiro capitulo, encontram-se as consideragdes iniciais, objetivos e
metodologia de pesquisa empregada. E feita uma introducdo ao tema e explicita-se a sua
relevancia, tanto para o meio académico como para o meio profissional. Sdo também

apresentadas as limita¢des do trabalho.

No segundo capitulo, apresenta-se uma revisdo bibliografica sobre experimentos
fatoriais fracionados ¢ GLM. Neste também se apresenta as propostas de identificacdo de
efeitos de localizagdo e dispersdo significativos, além de metodologias para modelagem

conjunta encontradas na literatura.

No terceiro capitulo, propde-se um roteiro de modelagem conjunta de média e

variancia utilizando GLM.

O quarto capitulo focaliza uma aplicacdo do modelo em um estudo de caso ja

publicado.

O quinto capitulo expde os comentarios finais, com apresentacdo das conclusdes do

trabalho, juntamente com sugestoes para futuros trabalhos.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 FATORIAIS FRACIONADOS

A utilizagao de planejamento de experimentos nas industrias estd relacionada a
melhoria do processo de manufatura (DAVIES; HAY, 1950; BOX; MEYER, 1986). O
objetivo desses estudos ¢ geralmente a busca pelo aumento da producdo ou da qualidade do
produto, ou uma producdo mais econémica (DAVIES; HAY, 1950). Essas questdes envolvem
a analise de diferentes fatores e o problema ¢ determinar qual a melhor forma de realizar o
experimento. Fatores em um experimento sdo investigados mediante variagdo de seus niveis,
os quais normalmente sdo definidos a priori pelo analista. Em um experimento fatorial
completo, por exemplo, todas as combinagdes de niveis dos fatores sdo examinadas, o que

pode ser invidvel na pratica, por ser caro e demorado.

Um fatorial 2" completo requer que todas as combinagdes dos dois niveis dos k
fatores sejam testadas experimentalmente (BOX; HUNTER, 2000). Assim, o nimero de
ensaios aumenta rapidamente a medida que aumenta o numero de fatores. Por exemplo, uma
repeticdo completa de um fatorial 2° requer 64 ensaios. Neste projeto, apenas 6 dos 63 graus
de liberdade disponiveis correspondem aos efeitos principais e 15 graus de liberdade
correspondem as interagdes de primeira ordem. Os 42 graus de liberdade restantes
correspondem a interagdes de maior ordem, as quais, via de regra, ndo sdo de interesse do

analista, ja que sdo de dificil interpretagdo fisica (MONTGOMERY, 2001).

Segundo Box; Hunter e Hunter (1978), os efeitos em um experimento possuem certa
hierarquia. Em termos de magnitude absoluta, os efeitos principais tendem a ser maiores que

as interacdes de 2 fatores, as quais tendem a ser maiores que as interacdes de 3 fatores, e
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assim por diante. Logo ¢ razoavel pressupor que interacdes de maior ordem ndo sejam
significativas, o que permitiria obter informagdes acerca dos efeitos principais e interagoes de
baixa ordem de interesse a partir de uma fracdo do experimento fatorial completo. Um projeto

com essas caracteristicas ¢ denominado projeto fatorial fracionado.

Projetos fatoriais completos sdo, geralmente, utilizados para estudar o efeito de
muitos fatores (BERGMAN; HYNEN, 1997), o que demanda muitos ensaios. Entretanto, em
projetos fracionados, apenas uma parte dos ensaios ¢ executada. Geralmente, isso ndo implica
em perda significativa de informacgdo, principalmente quando o numero de fatores aumenta
(MONTGOMERY, 2001). Esse tipo de projeto experimental ¢ o mais utilizado e viavel na
pratica, uma vez que reduz os custos ¢ o tempo de execucdo do experimento devido ao

pequeno numero de ensaios demandados.

Segundo Box e Hunter (2000), os fatoriais fracionados sdo utilizados em diferentes
circunstancias: (i) quando se assume, a priori, que algumas intera¢des ndo sdo significativas;
(il) quando se deseja identificar quais variaveis t€ém influéncia sob a variavel resposta, sem um
maior detalhamento sobre a forma do efeito (em experimentos do tipo screening); (iii) quando
o procedimento de experimentagdo ¢ realizado iterativamente, de tal forma que ambigiiidades
e erros de estimagdo possam ser resolvidos em um proximo experimento; e (iv) quando o
analista ¢ capaz de priorizar os fatores de controle em importancia, detalhando o efeito apenas
de fatores prioritarios (analisando suas interagdes) e limitando-se a apenas verificar o efeito

principal de fatores menos importantes.

Um projeto fatorial 2% fracionado é usualmente designado por 2P, onde k indica o
namero de fatores e p, o grau de fracionamento. Por exemplo, um fatorial fracionado 2> ¢
implementado em quatro rodadas experimentais e corresponde a um fatorial 2 (que exige oito

combinagdes) fracionado ao meio, ou seja:

%23 =013 =931 =31 (D

De uma forma simplificada, o procedimento para definir projetos fracionados

consiste em dividir o projeto completo em dois ou mais blocos, confundindo uma ou mais
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interacoes de ordem superior com fatores principais ou interagdes de menor ordem.

Posteriormente, deve-se executar apenas um dos blocos escolhido aleatoriamente.

Os efeitos confundidos devido ao fracionamento vao gerar efeitos vinculados, ou
seja, ndo sera possivel distinguir o efeito de dois ou mais fatores na analise estatistica dos
dados. Assim, recomenda-se que um efeito importante seja vinculado a uma interagdo de

ordem superior (supostamente nao significativa).

Davies e Hay (1950) recomendam a determinagdo dos contrastes de definicdo e a
utilizagdo do método definido por Finney para obter a lista completa dos vinculos. Um
vinculo definido por D = ABC significa que tanto o fator D como a interagio ABC nao
poderdo ser separados na analise estatistica € a comparagdo correspondente pode ser usada
para estimar D apenas quando a interagio ABC ndo ¢ significativa, ou seja, os efeitos D e

ABC sdo vinculados.

Tabela 1: Exemplo de fatorial fracionado 2°'

ordkem rodada A B C D E AB AC AD AE BC BD BE CD CE DE Y

1 17 - - - -+ o+ + + - + 4+ - + - - 56
2 2 + - - - - - - - - + + + + + + 53
3 N - + + + - - - + 63
4 20 + + - -+ o+ - - + - - + + - - 65
5 5 - -+ - - - + + - + - - + 53
6 22 + - + - + - + - + - + - - + - 55
7 23 - + - - - + - + - + - + - 67
8 + + - -+ + - + - - - - + 61
9 e + - + - + - + - 69
10 26 + - - o+ + - - + + - - - - + 45
11 27 -+ - 4+ 4+ - + - - - + + - - + 78
12 12 + + - + - + - + - - + - - + - 93
13 29 - -+ + + 4+ - - - - - - +  + 4+ 49
14 14 + - + + - - + + - - - + + - - 60
15 15 -+ + + - - - - + + + - + - - 95
16 32 + + + 4+ + o+ + + + o+ o+ 4+ + + + 82

Adaptado: Box, Hunter e Hunter (1978)

Segundo o exemplo proposto por Box; Hunter ¢ Hunter (1978), um fatorial
fracionado 2> pode ser construido da seguinte maneira: inicialmente, deve-se escrever o

fatorial 2* completo para as 4 variaveis A, B, C e D. A coluna de sinais da interagio ABCD



23

deve ser utilizada para definir os niveis da variavel E. Os dados desse experimento sdao

apresentados na Tabela 1, onde Y designa o valor observado para a varidvel resposta.

Observa-se que dessa forma ¢ possivel estimar 16 efeitos (a média, 5 efeitos
principais e 10 interagdes de 1° ordem). Entretanto, faltam 16 efeitos que poderiam ser
estimados utilizando o fatorial completo (10 interagdes de 2° ordem, 5 de 3” ordem e 1 de 4°

ordem).

Box; Hunter e Hunter (1978) mostram que com o fracionamento ndo ha perda de
informagdes através do exemplo: para estimar o efeito da interagdo ABC, multiplicam-se as

respectivas colunas (A, B e C), obtendo os seguintes resultados (Figura 1):

. Tratamentos
Efeitos
11213456789 |10]11 1213141516
ABC o R T S I + + - + - - +

Figura 1: Sinais do efeito da interagdo ABC

Observa-se que esses resultados da Figura 1 sdo idénticos aos da coluna DE da
Tabela 1. Conclui-se, assim, que ABC = DE, ou seja, apresentam os mesmos sinais para todos
os fatores e conseqiientemente as interagdes ABC e DE estao vinculadas. Equivalentemente,
em um fatorial fracionado 2>, as interagdes ABC e DE individualmente sdo ditas vinculadas

uma a outra.

Usualmente, utiliza-se a notagdo Ipg para indicar a fungdo linear das observagdes a

qual ¢ utilizada para estimar a interacdo DE, cujo resultado é:

o :é(—56+53+63—65+53—55—67+61—69+45+78—93+49—60—95+82):—9,5

Ou seja, o contraste Ipg indica a diferenga de 2 médias dos 8 resultados. Assim, o
contraste Ipg estima a soma das médias dos valores dos efeitos DE e ABC. Isto ¢ indicado
como Ipg — DE + ABC. Se as colunas de sinais correspondentes a todos os efeitos de 2%, 3% e
4* ordem forem obtidos pela multiplicagdo dos sinais, obtém-se os resultados apresentados na

Tabela 2, os quais usam as informagdes da Tabela 1.

A metodologia de confundimento apresentada anteriormente se justifica se os efeitos

de 2%, 3" e 4 ordem ndo forem importantes para o pesquisador.



Tabela 2: Pares confundidos e estimativas dos efeitos em um experimento 2!

Relacio entre os pares

de colunas Pares confundidos Estimativa
A = BCDE 1a - A + BCDE -2
B = ACDE Ig — B+ ACDE 20,5
C = ABDE Ic - C + ABDE 0
D = ABCE Ip — D + ABCE 12,25
E = ABCD Ig - E + ABCD -6,25
AB = CBE laB - AB + CDE L5
AC = BDE lac - AC + BDE 0,5
AD = BCE lap - AD + BCE -0,75
AE = BCD lag - AE + BCD 1,25
BC = ADE Isc — BC+ ADE L5
BD = ACE Igp - BD + ACE 10,75
BE = ACD lgg - BE + ACD 1,25
CD = ABE lep - CD + ABE 0,25
CE = ABD Icg — CE + ABD 2,25
DE = ABC Ipg - DE + ABC -9,5
média + 1/2
(I = ABCDE I - (ABCDE) 65,25

Adaptado: Box, Hunter e Hunter (1978)
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Dados oriundos de projetos fracionados s3o tipicamente analisados somente quanto

ha efeito dos fatores de controle sobre a média da variavel resposta, ja que a auséncia de

repeti¢cdes das rodadas experimentais dificulta a modelagem do efeito de fatores de controle

sobre a variancia. A partir do trabalho seminal de Box e Meyer (1986), diversos autores

propuseram procedimentos para a modelagem da média e variancia da varidvel resposta a

partir de dados oriundos de projetos fracionados, ver por exemplo, Ribeiro; Fogliatto e Caten

(2001) e McGrath e Lin (2001). Uma dessas abordagens propde a modelagem conjunta da

média e variancia da variavel resposta utilizando GLM. Abordagens de modelagem conjunta
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sdo discutidas na secdo 3 desta dissertagdo. No restante da presente se¢ao, apresenta-se um
tutorial sobre GLM que pode auxiliar na compreensao dos contetdos abordados na proxima

sec¢ao.

2.2 MODELOS LINEARES GENERALIZADOS - GLM

Um modelo ¢ dito linear quando ¢ uma fungao linear de seus coeficientes. Modelos
lineares e ndo lineares sdo baseados na suposicdo de que as varidveis resposta sdo
Normalmente distribuidas. Entretanto, em certas situagdes, deseja-se modelar dados que
seguem distribui¢des discretas, assimétricas, binomiais, dados restritos a um intervalo do
conjunto dos reais, entre outros. Os modelos lineares generalizados (GLMs) foram
desenvolvidos para permitir o ajustamento de modelos de regressdo para uma variavel
resposta pertencente a Familia Exponencial de distribuigdes, que contempla, além da
distribuicdo Normal, as distribuigdes Binomial, Geométrica, Binomial Negativa, Exponencial,
Gama e Normal Inversa. A definicdo de Familia Exponencial sera abordada na continuidade

dessa secao.

Sendo assim, o GLM permite modelar varidveis discretas, tal como o nimero de
produtos defeituosos em uma amostra aleatoria (distribuicdo Binomial); ja o niimero de
defeitos por lote inspecionado segue a distribuicdo Poisson; o qual também pode ser
modelado por GLM. Variaveis essencialmente positivas, com distribui¢do assimétrica com
cauda a direita como o tempo até a falha de determinados dispositivos (distribui¢do Gama)
também podem ser modeladas pelo GLM. Em tais exemplos, a variancia ndo ¢ constante

(como na Normal) e sim fun¢des da média.

Segundo Myers e Montgomery (1997), o GLM ¢ utilizado para estimar modelos de
regressdo quando os erros ndo seguem uma distribuicio Normal e/ou a suposicdo de
homogeneidade da variancia ¢ violada (ou seja, a variancia ¢ fungdo da média). Os métodos
de Minimos Quadrados Ordinarios e da Maxima Verossimilhanga, utilizados para estimar
modelos de regressdo, pressupdem erros com varidncia constante. Segundo Myers,
Montgomery e Vining (2002), o problema da ndo-homogenidade da variancia ocorre
freqiientimente na pratica, e geralmente em conjunto com a ndo Normalidade da varidvel
resposta. Uma alternativa para situagdes, em que tal suposi¢cdo € violada, ¢ a utilizagdo dos

métodos de Minimos Quadrados Ponderados ou Generalizados, que levam em consideragdo a
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nao-homogeneidade da variancia (ou seja, a varidncia pode ndo ser a mesma para todas as
observagoes). Em casos onde os erros sao nao-homogéneos e auto-correlacionados, utiliza-se
o método dos Minimos Quadrados Generalizados; no caso de erros com varidncia nao-
homogénea, mas ndo correlacionados, emprega-se o método dos Minimos Quadrados
Ponderados (MONTGOMERY; PECK, 1991). Observa-se que os métodos dos Minimos
Quadrados lidam com varidncias nao-homogéneas, mas ndo com nao-Normalidade. Essa
limitagdo pode ser contornada com a utilizagdo do GLM, que permite trabalhar com erros que
pertencem a Familia Exponencial. O GLM reconhece que a variadncia das respostas nado ¢
constante e, assim, utiliza o método de Minimos Quadrados Ponderados como base para

estimar os seus parametros.

Usualmente, quando os dados ndo apresentam varidncia homogénea, utilizam-se
transformagdes, tal como o logaritmo natural da variavel resposta, conforme metodologia
proposta por Box e Cox (1964). Entretanto, segundo Myers ¢ Montgomery (1997), o modelo
baseado na transformacdo dos dados apresenta problemas nos valores estimados e no
intervalo de confianga dos parametros. Segundo os autores, no GLM os intervalos de
confianca sdo uniformemente menores, sugerindo um modelo com mais eficiéncia na
predi¢do e estimacdo. O GLM pode fornecer mais informagdes sobre as variaveis do que a
analise tradicional baseada na transformagao dos dados, ou seja, ¢ capaz de detectar mais
efeitos significativos. Se a suposicdo de Normalidade for duvidosa, pode-se analisar os dados

via GLM e verificar se o0 modelo fornece mais informagdes.

Conforme Vieira (2004), o modelo linear classico exige trés suposigdes:
Normalidade, aditividade e variancia constante € 0 GLM pode resolver os trés problemas de
forma independente. O GLM considera outras distribui¢des que ndo a Normal, ndo exige
variancia constante (pode ser funcdo da média) e € possivel obter linearidade através de uma
funcdo que faz a ligacao entre a média da varidvel resposta e o polindmio linear das varidveis

independentes (VIEIRA, 2004).

A classe dos GLMs inclui diversos modelos de ampla aplicacdo pratica, tais como:
(1) casos especiais de modelos de regressao linear e analise de variancia; (ii) modelos logit e
probit para respostas quantitativas; e (iii) modelos log-linear ¢ modelos de respostas multiplas
para respostas na forma de contagem. Todos esses modelos possuem propriedades em
comum, o que permite estudd-los de forma conjunta como uma Unica classe de modelos

(MCCULLAGH; NELDER, 1989).
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Todas as distribui¢des pertencentes a Familia Exponencial possuem a mesma fungao

de densidade de probabilidade para a resposta observada y, definida como:

f(y;0,4)= eXp{ye_—b(a) +

a(p)

o)

)

onde a(.), b(.) e ¢(.) sdo fungdes especificas; o parametro 6 ¢é o parametro de

localizagdo natural ou canonico e ¢ ¢ freqiientemente designado como parametro de

dispersdao ou escala (usualmente denominado G). O pardmetro de dispersdo ¢ ¢ suposto

conhecido para cada observacdo (CORDEIRO, 1986). A funcdo a(¢) ¢ a forma generalizada

de a(¢) =¢.w, onde W ¢ uma constante conhecida (ou seja, um peso conhecido a priori).

Segundo Azzalini apud Costa (2003), o parametro ¢ isoladamente ndo ¢ o responsavel pela

variabilidade das observagdes, mas sim o produto 4w que varia de observagdo para

observagdo. As caracteristicas de algumas distribui¢des pertencentes a Familia Exponencial

sdo apresentadas na Figura 2.

Normal Poisson | Binomial Gamma Normal Inversa
0(1)n
Intg:;v;lo (_ 90,400 ) 0(1)00 (T) (0,00 ) (0,00 )
a) | g-o’ = . —
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Fonte: McCullagh e Nelder (1989)

Figura 2: Caracteristicas de algumas distribui¢des pertencentes a Familia Exponencial

Algumas distribuicdes que pertencem a Familia Exponencial possuem variancia

constante (¢ =1), tais como a Binomial e de Poisson, exceto em situagdes de dispersao
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excessiva, quando ¢ necessario lidar com um parametro de escala ¢ (MYERS;
MONTGOMERY; VINING, 2002). E relevante destacar que a distribuicao de Weibull, de
grande utilizagdo pratica, ndo pertence a Familia Exponencial devido a estrutura particular do

seu modelo.

No GLM, pode-se mostrar que a média e a variancia da resposta y pode ser definida,

respectivamente, como:

£(y)= = 200) G
Var(y)= d;z(f Jap). (4)

A parte da variincia de Y que ndo depende de a(g) ¢é dada por:

Var(y)< YY) _ d°b(0) _ du

—— que representa a parte da variancia de Y que depende da sua

alp) de* de

média . A fungao Var(,u) ¢ denominada funcdo de variancia. Logo a variancia de y ¢ o

produto de dois fatores, um que depende da média e outro, a(¢), que ndo depende (VIEIRA,
2004).

Todo modelo de GLM ¢ definido por trés componentes:

* Distribuicio da variavel resposta: as vezes chamada de estrutura dos erros
(denominado componente aleatério); membro da Familia Exponencial de distribuicdes

de probabilidade;

* Preditor linear: que envolve as varidveis regressoras X;,X,,...,X,, que entram no

modelo na forma de um modelo linear, denominado componente sistematico

n=p,+pX+..+ B.X; ou seja, conforme Cordeiro (1986), ¢ um conjunto de

variaveis independentes que descrevem a estrutura linear do modelo;
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* Funcio de Ligacao: que une o preditor linear a média natural da variavel resposta, ou
seja, segundo Demétrio (2001), faz a ligagdo entre os componentes aleatorios e o
sistemdtico. A funcdo de ligacdo define a forma como os efeitos sistematicos de

X;5 Xy, X, $20 transmitidos para a média: 7 = g(,ui )= Bo+ BiX +ot B X -

Tais componentes sdo detalhados nas se¢des que se seguem.

2.2.1 Componente aleatorio

Os GLMs podem ser utilizados quando se tem uma unica variavel resposta Y e,

associado a ela, um conjunto de variaveis regressoras (explicativas) X, X,,..., X, . Consideram-
se Y, Y,,..., ¥, observagdes independentes da varidvel Y, com médias g, i,,..., 4, (MYERS;

MONTGOMERY; VINING, 2002), ou seja, E(Y, )=z, i=1,..,n.

As observagdes Y; sdo aleatorias (componente aleatério do GLM) e seguem uma
distribuicdo pertencente a Familia Exponencial (MYERS; MONTGOMERY; VINING,
2002), com um pardmetro desconhecido e com média de uma distribuicdo de probabilidade
pertencente a tal familia (CORDEIRO, 1986). Além disso, assume-se que existe apenas um

termo de erro no modelo (MCCULLAGH; NELDER, 1989) e que a variancia
o; (i=12,..,n) ¢ fungdo da média 44 (MYERS; MONTGOMERY; VINING, 2002).

Uma caracteristica importante da Familia Exponencial ¢ a forma da variancia, a qual
pode ser definida como Var (y)=¢Var(u), onde ¢ ¢ o parametro de dispersdo e Var (u) éa

funcdo variancia. A funcdo variancia descreve a possivel dependéncia entre a média pe a

variancia (NELDER; LEE, 1991).

Observa-se que uma vez determinada a distribuicdo de probabilidade dos dados,
implicitamente sdo definidas a fun¢do da variancia Var( ,u), que ¢ a parte da variancia da
resposta y que depende da média, e o parametro de dispersdo ¢, que ndo depende da média e

¢ constante para os membros da Familia Exponencial.
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2.2.2 Preditor linear

As variaveis regressoras (variaveis explicativas) Xj, Xa,...., Xk entram no modelo na
forma de uma soma linear dos seus efeitos, dando origem ao vetor de preditores lineares

(vetor das médias g ), que € a porcdo sistematica do modelo, definida como (MYERS;

MONTGOMERY; VINING, 2002):

n :X,B:ﬂo-i_ZﬂiXi )

onde 77, chamado preditor linear, ¢ um vetor nx1; x'= (Xl,..., Xk) ¢ um vetor de

regressores € [ :(,Bl, Boseess ﬂk)' ¢ um vetor de k pardmetros desconhecidos, a serem

estimados, onde k <n. Ou seja, a fungdo linear 7 dos parametros desconhecidos £ chama-

se preditor linear (CORDEIRO, 1986).

Existem muitas situacdes nas quais a relagao aditiva entre o componente sistematico
e o aleatdrio ndo ocorre. Além disso, nem sempre € possivel supor uma distribuicdo Normal
para o componente aleatdorio ou, homogeneidade de varidncias. Para generalizar tais

suposi¢des, Nelder e Wedderburn (1972) propuseram a utilizacdo de GLMs.

A utilizacdo desse preditor linear ¢ responsavel pela designacdo Modelo Linear
Generalizado, atribuida a essa familia de modelos. Segundo Cordeiro (1986), a palavra
“generalizado” implica em uma distribuicdo de probabilidade mais ampla que a Normal para
uma variavel resposta e uma fung¢ao ndo linear, conectando a média desta variavel com a parte

deterministica do modelo, o preditor linear.

2.2.3 Fungdo de ligacao

O modelo de GLM ¢ dado pela relagdo entre a distribuicdo da média (componente
aleatorio) e os preditores lineares. Essa relacdo ¢ determinada pela funcdo de ligacdo. A

fungao de ligagdo descreve como o valor da esperanga de Y;, ou seja z; , estd relacionado com

o preditor linear.
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No caso particular da regressao linear, a funcao de ligagdo ¢ a identidade, ou seja,

1, = u; . Observa-se que a média da resposta i é: 1, =97 (i,)= 97 (B, + B, X, + BoX,s..).

O GLM ¢ encontrado através da funcdo de ligagdo: 77, =0 ( 7 ), i=1,2,..n., onde
g (.)é a funcdo de ligacao utilizada. Essa fungdo faz a ligagdo entre a média (componente

aleatorio) e o preditor linear (por¢do sistematica do modelo), por meio de uma fungdo

conhecida g(.), ou seja, g(z)=7=xp (MYERS; MONTGOMERY; VINING, 2002),

onde X, € o vetor das varidveis regressoras para a I-€ssima observacdo e P ¢ o vetor de

parametros desconhecidos ou coeficientes de regressao.

A fungdo de ligagdo ¢ responsavel pela transformaciao da média da populacao (e ndo
dos dados), com o objetivo principal de encontrar uma escala sobre a qual o modelo linear
aditivo ocorra (COSTA, 2003). A escolha inadequada da fun¢ao de ligacdo pode resultar em
uma modelagem impréopria dos dados. A escolha da fungdo de ligagdo determina a natureza
do modelo de GLM a ser utilizado. Nelder e Lee (1998) demonstram que a escolha correta da

funcdo de ligagcdo simplifica o modelo ajustado.

Existem diversas possibilidades de escolha da funcdo de ligacdo. Entretanto, essa
escolha depende do problema de modelagem em particular e, pelo menos em teoria, cada

observa¢ao pode apresentar uma fung¢ao de ligagdo diferente (CORDEIRO, 1986).

Se a fun¢do de ligacdo selecionada for igual ao parametro de localizagdo da

distribuigdo (77, =6,), o preditor linear modela diretamente o pardmetro candnico € e a

fungdo de ligacdo 7, ¢ denominada de ligacdo candnica (MCCULLAGH; NELDER, 1989).

Segundo Cordeiro (1986), o parametro canonico caracteriza a distribui¢do de probabilidade
membro da Familia Exponencial. As ligacdes canOnicas para as distribui¢des de probabilidade
mais comuns sao apresentadas na Figura 3. Algumas de suas propriedades tedricas mais

interessantes estdo descritas a seguir.

A utilizagdo de uma ligagdo candnica freqlientemente resulta em uma escala
adequada para a modelagem, com interpretacao pratica para os parametros de regressao, além
de vantagens estatisticas teoricas em termos de existéncia de um conjunto de estatisticas

suficientes para os pardmetros f'Se algumas simplificacdes no algoritmo de estimagdo dos

parametros do modelo (DEMETRIO, 2001). Uma estatistica suficiente corresponde a maior
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reduc¢do que os dados podem alcangar, sem qualquer perda de informagdo relevante para a

inferéncia sobre o parametro desconhecido (CORDEIRO, 1986).

Distribuicao Ligacao Canonica
Normal = K Ligagdo identidade
_ H
Binomial = ln(l _ ,Uj Ligagdo logistica
Poisson n,=In ( 7 ) Ligagdo logaritmica
1
Exponencial n=— Ligacdo reciproca
H;
1
Gama n=— Ligacdo reciproca
H
1 Ligacgao reciproca ao
Normal Inversa i =—
7, quadrado
Fontes: Myers, Montgomery ¢ Vining (2002) e McCullagh e Nelder (1989)

Figura 3: Fungdes de ligagdo candnica para algumas distribui¢des de probabilidade

E importante destacar que sendo a ligagdo candnica a mais natural a ser considerada,
dada a distribuicao que caracteriza a variavel resposta, isso ndo implica em descartar fungdes
nao-canonicas do menu de opgdes. A sua escolha € conveniente nao apenas por simplificar as
estimativas de maxima verossimilhan¢a dos pardmetros do modelo, mas, também, o calculo
do intervalo de confianca da estimativa da média da resposta. Entretanto, a conveniéncia nao

implica necessariamente na qualidade do ajustamento do modelo, o que ¢ mais importante.

Escolher a funcdo de ligacdo ¢ equivalente a determinar o modelo em uma regressao
multipla tradicional. Embora as fungdes canoOnicas levem a propriedades estatisticas
desejaveis, principalmente no caso de pequenas amostras, ndo existe nenhuma razao a priori
para que os efeitos sistematicos do modelo devam ser aditivos na escala dada por tais fungdes

(MCCULLAGH; NELDER, 1989).

Existem outras fungdes de ligacdo que também podem ser utilizadas em GLM

(adaptado MCCULLAGH; NELDER, 1989; MYERS; MONTGOMERY; VINING, 2002):
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= Ligacdio Probit: 7, =¢'[4], onde ¢ representa a fungdo de distribui¢do Normal

padronizada acumulada;
= Ligacéo Logit: 7, = log[ui /(1= )] ;
= Ligacfio complementar log-log: 7, =log{log[1-z4]}; e

u, A#0

= Ligacdo da familia de poténcias: 7, =
gac¢ P i {ln[,ui], 1=0

Conforme Cordeiro (1986), as fungdes de ligagdo Probit, Logit e complementar log-

log sdo apropriadas para o modelo Binomial, pois transformam o intervalo (0,1) em (-0, +00).

Para aplicar o GLM, ¢ necessario determinar a distribui¢do da variavel resposta e a
funcdo de ligagdo. Essas duas informacdes nao sdo independentes, pois alguns modelos de
GLM sdo mais apropriados para algumas distribuicdes do que para outras. Por exemplo, o
modelo Binomial exige que o parametro p obedeca a restri¢do 0 < p < 1; logo um modelo que
permite p negativo ou maior que um nao ¢ adequado. No caso da distribuicdo de Poisson, o

modelo ndo pode permitir valores negativos para o parametro u, logo a funcdo de ligacao

deve satisfazer essa condi¢ao em todo o seu dominio (MCCULLAGH; NELDER, 1989).

Observa-se que a resposta média ¢ definida como: E(y;)=97'(7)=9" (x,ﬁ) No
caso da regressdo linear multipla, o modelo z =7 =x;B representa um caso especial onde
g ( 7 ) =y ¢ a funcdo de ligacdo usada ¢ denominada ligagdo identidade (MYERS;

MONTGOMERY; VINING, 2002). Segundo Cordeiro (1986), a ligacdo ¢ denominada
identidade no sentido de que os valores esperados dos dados e preditores lineares podem ser
qualquer valor real. Assim, um modelo de regressdo linear tradicional também pode ser

definido com um GLM, no qual se utiliza uma fung¢ao de ligagdo linear.

Dependendo da escolha da fun¢do de ligacdo, o GLM pode também incluir um

modelo ndo linear. Por exemplo, se no caso apresentado anteriormente for escolhida a fungado

de ligagdo logaritmica g(a)=In(a), ao invés da fungdo identidade, obtém-se
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E(y)=pu=exp{B,+ L% +..+ BX}. A ligagdo logaritmica tem uma certa relagdo com o
uso da transformacdo logaritmica da varidvel resposta, no caso dos modelos de regressao
linear tradicionais. Naqueles casos, realiza-se a transformacdo dos dados; ja& no GLM, ¢
realizada a transformacdo da média. Segundo Myers; Montgomery e Vining, (2002), também
¢ importante destacar que a transformacdo da média nao altera a distribui¢do dos erros, como

ocorre na transformagao dos dados.

Assim, 0 GLM pode ser visto como uma unificagdo dos modelos de regressdo linear
e ndo linear, que incorpora distribui¢des normais e ndo normais como variavel resposta, desde
que pertenga a Familia Exponencial de distribuigdes de probabilidade. Logo no modelo
ajustado por GLM, suas inferéncias podem ser realizadas como nos modelos tradicionais de

regressao (MYERS; MONTGOMERY; VINING, 2002).

Observa-se, assim, que uma decisdo importante na modelagem de GLM ¢ a
identificacao da distribui¢do de probabilidade, que caracteriza a varidvel resposta, e da matriz
de realizagdes das variaveis independentes. Deve-se também escolher adequadamente a
funcdo de ligacdo. Essa determinagdo pode resultar de uma anélise dos dados ou pode ser

baseada na experiéncia dos pesquisadores.

Observa-se que, para a especificagdo do GLM, os parametros 6, (parametro

candnico ou natural) da Familia Exponencial ndo sao de interesse direto (pois existe um para

cada observa¢do), mas sim um conjunto menor de parametros f,,...,[5, tal que uma
combinagio linear dos S s seja igual a uma fungdo do valor esperado de Y, (DEMETRIO,
2001). A fungao de ligagdo ¢ uma fungao diferenciavel monotonica, ou seja, a fungdo f (X) ¢
monotdnica se para quaisquer dois pontos X, e X, tem-se: f(x)<f(x,) e f(x)=f(x,).
Uma fungdo ndo precisa ser continua para ser monotonica. Além disso, a funcdo ¢ dita

diferenciavel em X, se f(x,) existe, onde f(x,) ¢ a declividade da reta tangente a fungéo

no ponto (SIMMONS, 1987).

O processo de trabalho com GLMs pode ser dividido em trés etapas (CORDEIRO,
1986):

» formulagdo dos modelos, que consiste na identificacio da distribuicdo de

probabilidade dos dados e determinagao do preditor linear e da funcao de ligagao;
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= ajustamento dos modelos; e
* inferéncia.

As duas ultimas etapas serdo definidas nas proximas segoes.

2.2.4 Estimagao do vetor de parametros B

O ajustamento do GLM ¢ determinado pelo vetor de pardmetros ﬁ, sendo o método

de maxima verossimilhanga a base teorica para estimacao desses parametros. Diferentemente
dos modelos de regressdo tradicionais, que utilizam os Minimos Quadrados Ordinarios para
estimacdo dos pardmetros do modelo, no GLM a solu¢do das equagdes normais do sistema
formado utiliza Minimos Quadrados Ponderados (DEMETRIO, 2001), pois as equagdes de
maxima verossimilhanga sao ndo-lineares, exceto para distribui¢do Normal, e, portanto, nao

podem ser resolvidas explicitamente (CORDEIRO, 1986).

Em algumas situagdes, os estimadores de maxima verossimilhanga para os

parametros B no preditor linear 7 podem ser obtidos por Minimos Quadrados Ponderados

Iterativo. Na solugdo das equagdes de maxima verossimilhanga, a varidvel dependente nao ¢
Yy, mas z, uma forma linearizada da fun¢do de ligacdo aplicada em Y, e os pesos W sao fungdes
dos valores ajustados de /. O processo ¢ iterativo, pois tanto a variavel dependente ajustada z
como o peso W dependem dos valores ajustados, para os quais apenas as estimativas correntes
estao disponiveis (MCCULLAGH; NELDER, 1989,). Ou seja, a solucdo das equacdes
consiste em calcular repetidamente uma regressdo linear ponderada de uma varidvel
modificada z sobre y, usando uma fung¢do peso W que se modifica no processo iterativo. O
inverso da funcao peso ¢ igual a covariancia de z (CORDEIRO, 1986). Segundo Costa (2003).
esse processo converge rapidamente (de 3 a 4 interagdes), exceto em casos de amostras

pequenas. O procedimento iterativo exige valores iniciais de p que podem ser obtidos das

estimativas de g, , baseadas nos valores observados Yy, (COSTA, 2003).

2.2.5 Quase-verossimilhanga

A estimacao dos efeitos fixos do GLM ¢ baseada na fun¢ao de verossimilhanga; uma

extensdo para ajustar efeitos aleatorios ¢ a quase-verossimilhanca (COSTA, 2003). Sendo
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assim, a estimac¢do por maxima-verossimilhanga ¢ utilizada em GLM quando se supde
independéncia entre observagdes pertencentes a Familia Exponencial. Entretanto, ha situagdes
em que, apesar de as respostas serem independentes, elas nao pertencem a Familia
Exponencial, além de situagdes onde a varidncia das respostas ¢ funcdo da média, mas as

observagoes sao correlacionadas (MYERS; MONTGOMERY; VINING, 2002).

O uso da quase-verossimilhanca se aplica no GLM em situagdes onde as variaveis
explicativas sdo correlacionadas. Essa técnica de estimagao também pode ser aplicada quando
¢ necessario realizar inferéncias de experimentos em que a fungdo de verossimilhanga nao
pode ser construida. Por exemplo, pode existir um modelo razoavel com variancia conhecida,
mas ndo existem informagdes que indiquem a distribuicdo de probabilidade da variavel
resposta (MYERS; MONTGOMERY; VINING, 2002) e, assim, apenas se define uma funcao

entre a média e a variancia da varidvel resposta (VIEIRA, 2004).

Wedderburn (1974) foi o primeiro a introduzir a no¢ao de quase-verossimilhanca. A
guase-verossimilhanca se baseia na idéia nos Minimos Quadrados Ponderados; mais
genericamente, nos Minimos Quadrados Generalizados para o caso das respostas
correlacionadas. Para utilizagdo da quase-verossimilhanca, ndo ¢ necessario especificar
completamente a distribuicdo de probabilidade da wvariavel resposta, pois a quase-
verossimilhanca ¢ baseada apenas na suposi¢do de forma dos dois primeiros momentos.
Wedderburn (1974) demonstra que o uso de Minimos Quadrados Generalizados produz
propriedades assintoticas similares aos estimadores de maxima verossimilhanga. Logo, pode-

se obter boa eficiéncia dos estimadores mesmo quando a verossimilhanca ndo ¢ conhecida.
Suponha que y; (i=1,2,...,n) seja um conjunto de observagdes com E(Y;)=p; e

V(Y;)xcV(z), em que V(x) seja uma fungdo conhecida. Além disso, suponha que p,

seja uma fun¢do de um conjunto de pardmetros f, f3,,..., #,. Assim, a fung¢do de quase-

verossimilhanga Q( 44, Y;) ¢ definida conforme (COSTA, 2003):

6Q(/ui’yi) _ Yi — 4
Ou; V(ﬂi)

(6)

ou, de forma andloga:
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Q(/uiayi)z_r%d:ui" (7

O logaritmo da fung¢dao de verossimilhanga ¢ um caso especial da quase-
verossimilhanga. Wedderburn (1974) demonstra que se pode utilizar qualquer funcdo que
satisfaca a equacdo (7) como base para definir um modelo linear generalizado e obter

estimativas de S, pelo procedimento conhecido.

A relagdo entre a média e a variancia de Y, permite a definicdo da quase-

verossimilhanca, que ¢ maximizada em relagdo aos parametros £ pelo uso iterativo das
equagdes de minimos quadrados ponderados: X 'WAX ,3 = X'WAY , em que W =diag (W,),

ou seja o algoritmo de solugdo dessa equagdao equivale ao calculo repetido de uma regressao

linear ponderada por W.

Cordeiro (1986) recomenda que o algoritmo de ajustamento ndo deve ser aplicado a
um GLM isolado, mas a varios modelos de um conjunto bem amplo. Esse conjunto deve ser
realmente relevante para o conjunto de dados analisados. Deve-se definir uma familia de
ligagdes, considerando diferentes opcdes para a escala de medi¢do e adicionando (ou
retirando) variaveis independentes. O conjunto de modelos propostos deve ser estabelecido
pela facilidade de interpretacdo, boas previsdes e conhecimento aprofundado da estrutura de

dados.

Myers; Montgomery e Vining (2002) recomendam o trabalho de Carrol e Ruppert
(1988) para maiores detalhamentos sobre a técnica de quase-verossimilhanca para estimagao

de parametros.

2.2.6 Quase-verossimilhanca extendida

Ao modelar-se a média pela técnica de quase-verossimilhanga ou utilizando GLM, a
variancia ¢ modelada como uma fun¢do da média, multiplicada por um parametro de
dispersao constante. Entretanto, quando os fatores afetam a dispersdo (ou seja, o parametro de

dispersdo ¢ varia conforme o tratamento), essa relacdo entre a varidncia e a média ndo ¢é

suficiente para explicar a varidncia da resposta. Nesses casos casos existe uma ‘“sobre-
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dispersdo”, explicada pelo parametro de dispersao, que nao ¢ constante, mas sim funcao dos
fatores. Assim, a técnica de quase-verossimilhanga ou o GLM nao sao indicados para modelar
a média nos casos em que ha efeitos na dispersao. A solucao ¢ maximizar a fungdo de quase-

verossimilhanc¢a extendida (QVE), definida por Nelder e Pregibon (1987):

2" = Z{% gV (y, )]} , ®)

i=1 i

onde d; é o componente da deviance do GLM (quase-deviance), dado por:

B Yi yi —t
di_zi—v(t) dt, (9)

sendo V (t) a fungio de variancia para um valor t da média de ;.

Conforme Vieira (2004), a QVE pode ser vista como um artificio para os casos onde
a fungdo de variancia ndo explica completamente a variabilidade da resposta; quando, entdo, o
parametro de dispersdo ndo ¢ constante para cada tratamento (como nos GLMs), mas depende
dos fatores. Assim, um modelo de dispersdo ¢ entdo construido para estabelecer esta relagao

de dependéncia.

2.2.7 Inferéncia

Segundo Cordeiro (1986), a etapa de inferéncia tem como objetivo principal verificar
a adequagao de um modelo de regressao como um todo, além de realizar um estudo detalhado
sobre a presenca de valores atipicos. Essas discrepancias, quando significativas, podem
implicar na escolha de um modelo alternativo, isto é, na escolha de outro componente
sistematico e/ou distribui¢do de probabilidade dos dados. Nesta etapa, € necessario verificar a
precisao e a interdependéncia das estimativas, construir intervalos de confianga, testar os
parametros de interesse, analisar estatisticamente os residuos e realizar previsdes, utilizando o

modelo ajustado.
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Todas as inferéncias aplicadas em regressao logistica podem ser utilizadas com os
mesmos objetivos e aplicagdes no GLM: o model deviance pode ser usado para testar o
modelo como um todo; a diferenca de deviance entre o modelo saturado e o modelo nulo pode
ser usada para testar o conjunto de pardmetros do modelo. Por fim, a inferéncia de Wald pode
ser aplicada em testes de hipoteses e na construgdo de intervalos de confianga para o modelo

individual dos parametros.

Os métodos de inferéncia dos GLMs baseiam-se, fundamentalmente, na teoria
assintotica de maxima verossimilhanga, pois, em geral, ndo ¢ possivel obter distribuigdes
exatas para estimativas e estatisticas de teste. As condigdes de regularidade que garantem

esses resultados sdo satisfeitas nos GLMs (CORDEIRO, 1986).

Para permitir o teste de hipotese de cada um dos coeficientes do modelo, a estatistica

de Wald se baseia na Normalidade assintotica dos estimadores de méxima verossimilhanca.

se(b;)

2
b.
Sea H,:B; =0 for verdadeira, a estatistica ( : J segue uma distribuicao Qui-Quadrado
com 1 grau de liberdade para grandes amostras. Outra maneira de realizar inferéncia,
utilizando a estatistica de Wald, ¢ através dos intervalos de confianga para a resposta média e
para as observagdes individuais (MYERS; MONTGOMERY; VINING, 2002). Esse teste ¢

usual na selecdo de covaridveis do modelo (CORDEIRO, 1986).

No procedimento GENMOD do aplicatvo estatistico SAS, o intervalo de confianga

de Wald para a média ¢ calculado da seguinte maneira:

B+ Z, G s (10)

onde z ¢ o percentil (l—a/ 2) da distribuicdo Normal padrao, ,B ¢ o0 parametro

estimado e & ¢ a estimativa do erro padrdo. Quando o teste de hipotese ndo rejeitar Hy, ou
equivalentemente, quando o intervalo de confianga do parametro contém o valor zero, pode-se

afirmar que o parametro testado ndo ¢ significativo para o modelo.



40

2.2.7.1 Teste de significancia dos coeficientes

Seja B o vetor dos parametros estimados. Para a Familia Exponencial, a matriz de

covariancia de B é: cov(ﬁ)= [X'WX]'c?, onde W ¢ a matriz diagonal com os seguintes

elementos:

(m)
w(m :L) (%j , (11)

onde m indica o nimero da iteragdoe i =1,2,...,n.

Observa-se que no caso do modelo linear com Minimos Quadrados Ordinarios, a

. ‘A . I . o N N -1 2
matriz de varincia-covariancia de p ¢ COV(B)= [X X] o°.

Para a selecdo de parametros em distribuicdo Normal, ¢ comum utilizar a estatistica

t =—2d que segue distribui¢do t-Student com n— p graus de liberdade, onde n € o

o ~
1lvari B )

nimero de observacdes e p ¢ nimero de pardmetros do modelo. Alguns programas
computacionais fornecem esta estatistica juntamente com o valor de p-value para testar
parametros em modelos n3o Normais, auxiliando na decisdo de incluir ou ndo um
determinado parametro no modelo. Mas para modelos ndo Normais, a distribuicdo t ¢ uma
aproximagdo da verdadeira distribui¢do do parametro. Segundo Lindey apud Vieira (2004),
esta aproximacdo pode ndo ser boa mesmo com amostras grandes, trazendo,

conseqiientemente, resultados enganosos.

Entretanto, Vieira (2004) afirma que a estatistica ty pode ser util para identificar
coeficientes significativos ou nao significativos. Assim, um valor elevado de lto ], digamos
maior que trés, ¢ uma indicagdo de significancia, em geral, para qualquer distribuicdo de
probabilidade. Por outro lado, valores pequenos de |to |, menores que um, indicam ndo

significancia em geral para qualquer distribuigao.
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2.2.8 Medidas de ajustamento

Um GLM ¢ considerado uma boa representacdo dos dados se explicar a relacao
variancia/média satisfatoriamente e se produzir efeitos aditivos na escala definida pela fungado
de ligacdo. O modelo também deve ser parcimonioso, ou seja, o numero de pardmetros deve
ser o menor possivel. Segundo Demétrio (2001), deseja-se uma combinacao satisfatoria da

distribuicdo da varidvel resposta e da funcdo de ligacdo que descreva a estrutura linear dos

dados.

Segundo McCullagh e Nelder (1989), o ajustamento de um modelo a um conjunto de

dados observados Y, pode ser encarado como uma maneira de substituir y por um conjunto
de valores estimados ( ,ui) para um modelo com poucos parametros. Esses valores nao serdao

exatos, logo € necessario definir um limite para essa discrepancia.

2.2.8.1 Tipos de modelos

O modelo saturado possui um parametro para cada observagdo e atribui toda a

variabilidade dos Y, a porgao sistematica. Assim, o modelo se ajusta perfeitamente aos dados,

uma vez que os reproduz, sendo, portanto, ndo-informativo, ja que nao resume a informagao
disponivel nos dados. Entretanto, o modelo saturado serve como base para medir a
discrepancia de um modelo intermedidrio com p parametros (MCCULLAGH; NELDER,
1989). Existem dois outros tipos de modelos limitantes, porém, menos extremos, descritos a

seguir.

Certos termos devem estar contidos no modelo, dependendo do delineamento
experimental utilizado. O modelo contendo apenas esse tipo de parametro ¢ denominado
modelo minimal, ou seja, ¢ aquele que contém o menor nimero de termos necessarios para o
ajustamento. Assim, o modelo que contém o maior numero de termos possiveis ¢ denominado
modelo maximal. Os termos desses dois tipos de modelos sdo definidos a partir de

conhecimentos a priori da estrutura dos dados (DEMETRIO, 2001).

Por exemplo, em um experimento em blocos com 2 fatores, t€ém-se os seguintes

modelos:
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* Nulo: ,=u
* Minimal: 77, =y + £,

= Maximal: 7, = u+ f +a;+7, +(a]/)jk

= Saturado: 7, = u+ f +a; +7, +(057/),-k +(ﬂa)“ (57 ), +(ﬂa7/)”k,

onde u ¢ o efeito associado a média geral; f, € o efeito associado ao bloco I;

a; € o efeito associado ao j-ésimo nivel do fator A; y, € o efeito associado ao k-€simo

nivel do fator B e (aj/)jk | ﬂa)“_ (By), e ,Baj/)”k sdo os efeitos associados as interacdes.

O modelo saturado inclui todas as interagcdes com os blocos, as quais nem sempre sdo
de interesse pratico. Neste contexto, qualquer modelo com p pardmetros linearmente
independentes, situado entre os modelos minimal e maximal, ¢ chamado modelo corrente ou
sob pesquisa. Segundo Demétrio (2001), o problema ¢ determinar a utilidade da inclusao de
um parametro e a falta de ajustamento induzida pela omissao dele. A fim de discriminar esses
modelos, medidas de discrepancia devem ser utilizadas para medir o ajustamento de um

modelo.

2.2.8.2 Deviance

Para testar a significancia dos coeficientes do modelo, Athinson e Riani apud Vieira
(2004) ¢ McCullagh e Nelder (1989) recomendam a estatistica deviance. A deviance esta para

0 GLM assim como a soma de quadrados est4 para o método dos minimos quadrados.

Segundo Nelder e Lee (1991), a deviance pode ser utilizada para comparar modelos
com diferentes preditores lineares e/ou fungdes de ligagdo. Entretanto, a deviance nido pode
ser utilizada na comparacdo de modelos com diferentes fungdes de ligacdo ou estrututa de

dispersao.

A deviance pode ser definida como o logaritmo das razdes de verossimilhanga, isto
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D(B)z-sz (ﬁ)} (12)

onde ¢ (B) ¢ a verossimilhanga do modelo observado (também denominado modelo
nulo) e ¢ funcao apenas dos dados. O modelo nulo possui apenas um parametro, representado
pela média comum para todas as observagdes Y, . Esse modelo atribui toda a variagdo entre as
observacdes Yy, ao componente aleatorio. Neste contexto, ¢ (u), por sua vez, denota a

verossimilhanca do modelo saturado ou completo, que ¢ o modelo para o qual os valores

ajustados /; sdo iguais as respostas Y;, assim, o modelo saturado contém n parametros, um
para cada observacdo. Neste modelo, todo a variagdo dos Y, ¢ alocada para o componente

sistematico. A Figura 4 apresenta a formula para o céalculo da deviance das principais

distribuicdes de probabilidade.

Distribuicao Deviance

Normal Zn:(y — [

i=1

Poisson ZZ ln y / H)— ( /})]
i1

n

Binomial 22 {yi 1n(Yi /:[l)"' (I’l —Yi )ln[(n —Yi )/(n - :&)]}

i=1

Gam 23 [ tnly, )+ (y, - )/ 4]
i=1

n

Normal Inversa Z:(yi — [1)2 /(,[lzyi )

i=1

Fonte: McCullagh e Nelder (1989)
Figura 4: Formulas para o célculo da deviance

Sendo assim, o valor de deviance ¢ sempre maior ou igual a zero. A medida em que
se inclui variaveis explicativas no componente sistematico, o valor da deviance decresce até
zero (onde zero corresponde ao valor de deviance para o modelo saturado). Quanto melhor for
o ajustamento do modelo aos dados, menor sera o seu valor correspondente de deviance.

Logo, um modelo bem ajustado tem deviance pequena. Uma forma de diminuir o valor da
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deviance ¢ incluir mais parametros no modelo, aumentando a sua complexidade. Na pratica,

procuram-se modelos simples com deviance moderada (DEMETRIO, 2001).

Assintoticamente, a estatistica deviance D (B) segue uma distribuicdo Qui-Quadrado
com (n— p) graus de liberdade, onde n é o nimero de observagdes € p o nimero de

parametros do modelo sob investigagdo. Se a deviance for maior que )(fn_p);a, o modelo ¢

rejeitado, ndo sendo significativamente diferente do desempenho obtido para o modelo
saturado (MYERS e MONTGOMERY, 1997). Isso implica que as estimagdes de parametros
extras no modelo saturado ndo sdo necessarias. Esse teste ndo ¢ adequado para pequenas

amostras.

Segundo Myers; Montgomery e Vining (2002), usualmente o ajustamento do modelo

aos dados ¢ problematico quando a razao deviance/ (n - p) exceder 1 de forma substancial.

2.2.8.3 Quase-deviance

Para testar a significancia dos coeficientes do modelo ajustado pela fungdo de quase-
verossimilhanga utiliza-se a quase-deviance, da mesma forma que a deviance ¢ utilizada para

a modelagem dos GLMs.

A quase-deviance de um modelo é definida como sendo o desvio deste modelo em

relacdo ao modelo saturado, conforme definicao abaixo:

D (yi y ) = _2¢[Qi (yi iy )_ Q (yi > Yi )] = 2¢[Qi (yi 2 )] = ZT%’ (13)

onde Q, (yi , ﬁl) ¢ a funcdo de maxima verossimilhanca do modelo a ser analisado e
Q,(y;,y;) ¢ a fungdo de maxima verossimilhanca do modelo saturado. A analise da quase-

deviance ¢ equivalente a da deviance.
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2.2.8.4 Analise de deviance (ANODEV)

A analise de varidncia (ANOVA), particularmente quando aplicada em dados
ortogonais com erros Normalmente distribuidos, ¢ uma poderosa técnica para a identificagdo
de efeitos significativos de um modelo. Segundo McCullagh e Nelder (1989), existem dois
problemas em aplicar a ANOVA em GLM: (i) geralmente os termos do GLM néo serdo
independentes ¢ (ii) a soma de quadrados, para dados ndo Normais, ndo sera uma medida

adequada da contribui¢@o do termo para a discrepancia total.

Assim, sugere-se a utilizagdo da deviance como medida de discrepancia para os
GLMs elaborando uma tabela similar a tabela da ANOVA para avaliar a contribuicao de cada
termo no modelo final. Entretanto, a interpretagio da tabela da analise de deviance
(ANODEYV) ¢ complicada pela ndo ortogonalidade dos termos. Cada medida da deviance
representa a variagdo explicada por esse termo, que elimina o efeito dos termos incluidos
antes dele, mas ignora qualquer efeito dos termos incluidos posteriormente. Assim, ¢
necessario considerar diferentes seqiiéncias para o modelo, pois cada uma produzira uma

tabela ANODEYV diferente.

Suponha o Modelo 1 como sendo saturado, o Modelo 2 com p+1 parametros
Bos B1s ---sPp-1, Bp € 0 Modelo 3, aninhado ao Modelo 2, com p pardmetros o, Bi, ...,Bp-1.

Definindo a deviance destes dois modelos, respectivamente, tem-se:

(yl’ll’ll(z)) [hlL (ywlul(Z)) ln Ll (yi’yi )] S (14)

Dy(y. 27 )=-2[n L (y,. 4™ )-n L, (y,. v, )] (15)

Entdo, a diferenca de deviance dos modelos 3 €2 é

(3)
Dy (v, &4 ) =D ;. 47 )= ~2lim Ly, 26 o 2lin L s, 7 ) = 2- { (z"ﬁ"m)} (16

i> /i
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McCullagh e Nelder (1989) afirmam que a diferenca de deviance segue
assintoticamente uma distribuicdo Qui-Quadrado com n-p graus de liberdade, quando o
modelo com p parametros ¢ considerado correto (neste caso, o Modelo 3). Portanto, conforme
Lindsey apud Vieira (2004), se o Modelo 3 for correto, o quociente abaixo segue a

distribuic@o F; n.p.

‘(D3(yim&i)_ Dz(yiaﬁi ))‘
FO :‘ ] ‘ ~ I:l.n—p (17)

D,(y;. )
n—p

Assim, para uma seqiiéncia de k modelos aninhados, pode-se calcular a deviance e
proceder aos testes de significancia, construindo a tabela ANODEV (VIEIRA, 2004). No
entanto, McCullagh e Nelder (1989) afirmam que a ANODEYV deve ser considerada com uma
maneira de evitar a remoc¢ao do modelo de termos importantes € ndo uma maneira de atribuir

significancia aos termos.

2.2.8.5 Estatistica Qui-Quadrado Generalizada de Pearson

A estatistica Qui-Quadrado Generalizada de Pearson também pode ser aplicada no
GLM como medida de discrepancia do modelo ajustado em relag@o aos dados. Essa medida ¢

definida como:

n

ZZ _ ;(yi _:&i) (18)
vig)

onde V ( ,&) ¢ a estimativa da fun¢do de variancia para a distribui¢do considerada

(MCCULLAGH; NELDER, 1989).

Para respostas com distribui¢do Normal, a estatistica Qui-Quadrado ¢ igual a soma

2

dos quadrados dos residuos (;(2 = SQRe S) e, portanto, a estatistica Z_2 ~ ;(fnfp) ¢ exata. Para
o
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distribuicdes ndo Normais, tem-se resultados assintdticos, ou seja, utiliza-se a estatistica Qui-

Quadrado com (n - p) graus de liberdade ( Zo ) como aproximacao.

2.2.8.6 Comparativo entre deviance e estatistica Qui-Quadrado Generalizada de Pearson

A deviance possui uma vantagem como medida de discrepancia quando a maxima
verossimilhanca ¢ utilizada. Entretanto, a estatistica y” ¢é preferida em algumas situagdes

devido a sua interpretacdo mais direta (MCCULLAGH; NELDER, 1989). A vantagem da

deviance ¢é que cla e aditiva e acrescentando-se variaveis explicativas ao modelo a deviance

deve decrescer, diferentemente do y”.

Tanto a deviance como a estatistica y° Generalizada de Pearson possuem

distribuicao assintoticamente Normal. Por fim, cabe ressaltar que toda a inferéncia feita para
0os GLMs ¢ baseada em resultados assintoticos. Segundo Cordeiro (1986), pouco se sabe sobre
a validade desses resultados no caso de amostras muito pequenas. A literatura mais atual
consultada ndo menciona a aplicabilidade dessas medidas de ajustamento em amostras

pequenas.

2.2.8.7 Analise dos residuos

Nos modelos padrao de regressdo, os residuos, definidos como a diferenca entre os
valores observados e os estimados, sdo freqiientemente utilizados para detectar: (i) viola¢do
na suposi¢do de ndo homogeneidade das variancias ou de Normalidade dos residuos; (ii)
presenca de valores atipicos e (iii) influéncia de observagdes individuais no ajustamento
global do modelo. Esse tipo de andlise s6 ¢ adequado quando a variancia das observacoes €
constante, suposicdo esta que nao € necessaria em aplicacoes de GLM (MCCULLAGH;
NELDER, 1989). No contexto dos GLMs, os residuos sdo utilizados para verificar a
adequagdo do modelo ajustado em relacdo a escolha da fun¢do de variancia, da funcdo de
ligacdo e dos termos do preditor linear. Além disso, os residuos sdo também ftteis para
identificar a presenca de pontos atipicos, que podem ser influentes ou nao no modelo final
(CORDEIRO; NETO, 2004). Sendo assim, os residuos apropriados pra medir as discrepancias
de um GLM sao (MCCULLAGH; NELDER, 1989):
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= Residuo de Pearson: r = _#1__ YiZH .4 preferido ao invés da deviance em

" War(y,) War(u)

algumas situagdes, pois tem interpretagdo mais direta; entretanto, a sua distribuicdo &,

geralmente, assimétrica para modelos ndo-normais. A estatistica Qui-Quadrado

Generalizada de Pearson ( ;(5) pode ser definida em ternos do residuo de Pearson

. 2 2.
(rp),ou S¢ja, Zp —er 5

= Residuo Deviance: para cada resposta Y,, pode-se definir a deviance como

diﬂr=[sgn(yi—,&i)].\/d_i, i=1L2,..,n, e entdo Zn:dfr=D(B), onde di mede a
i=1

contribuigdo da i-ésima observagdo para a deviance, ou seja, testa se um nova

covariavel pode ser incoporada ao modelo sob investigagdo. A deviance também pode

ser definida em termos de seus residuos, ou seja, D:Z:rd2 (MCCULLAGH;

NELDER, 1989); e

=  Residuo Deviance Studentizado: Os residuos deviance studentizados sdo definidos

Ioi
¢32 (1 - hii )

dispersdo e h; ¢ o i-ésimo elemento da diagonal da matriz H. A matriz H (matriz

como I, =

, onde ¢32 = D(yi,,ui )/(n - p) ¢ a estimativa do parametro de

chapéu) nos GLMs ¢ dada por H=W"’X(X'WX)'X'W"2, onde a matriz W ¢é a matriz

2

ouU.

diagonal, com os elementos da diagonal principal dados por w; = ! Ot
var(u, ) &7,

(MCCULLAGH; NELDER, 1989).

Se as suposi¢des do modelo forem corretas, a variancia do residuo studentizado sera
igual a 1 e a correlacdo entre os residuos serd pequena. Os residuos studentizados sdo
preferidos em analises gréficas, pois foram padronizados quanto a variagdo. Observa-se que o

residuo studentizado pode somente corrigir a variagdo natural ndo constante nos residuos
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quando os erros tiverem a variagao constante. Se houver alguma heterodasticidade subjacente

nos erros, o residuo studentizado nao podera corrigi-la.

Para a distribuicdo de probabilidade Normal, o residuo deviance (d) e o residuo de

Pearson elevado ao quadrado (rpz) sao idénticos. Ambos seguem uma distribui¢do Gama com

dispersao ¢:02,Var(,u):l e fator de escala igual a 2, pois a

Var(d)=Var(y - u)’ =20* = 24> (NELDER e LEE, 1991) e, portanto, E(d )= ¢Var(u).

A anadlise dos residuos pode ser utilizada para avaliar a adequagdo do modelo, tanto
na escolha da fungdo de variancia como em termos do preditor linear. O problema da analise
dos residuos no GLM estd na identificagdo do tipo mais apropriado de residuo na aplicagdo de

determinado modelo.

Conforme Cordeiro (1986), para modelos bem ajustados a diferenca entre os residuos
de Pearson ¢ o deviance é pequena, o que pode ndo ocorrer no caso de modelos mal ajustados
e/ou dados com observacdes discrepantes. Pierce e Schafer (1986) sugerem que o residuo

deviance seja usado para construir graficos de diagndstico.

McCullagh e Nelder (1989) recomendam plotar os residuos deviance contra os
valores ajustados para uma escala constante da variancia, e contra os regressores. Os autores
também sugerem plotar os valores absolutos dos residuos deviance contra os valores

ajustados. Uma ma escolha da fungdo da variancia pode gerar tendéncia no grafico.

McCullagh e Nelder (1989) também recomendam a utilizacdo do grafico de
probabilidade Normal dos residuos deviance. Cordeiro (1986) afirma que um grafico de
residuos padronizados versus os valores ajustados que ndo apresenta tendéncia pode ser um
indicativo de que a relagdo funcional varidncia/média proposta para os dados ¢ satisfatoria.

Todos esses graficos sdo interpretados como no caso da regressdo multipla tradicional.

Lee e Nelder (1998) afirmam que os residuos deviance podem ser considerados
como aproximadamente Normais, com média zero e varidncia constante. Sendo assim,
recomendam o uso de dois tipos de graficos: (i) residuos studentizado padronizado versus
valores ajustados e (ii) residuos absolutos versus residuos ajustados. Os autores também

ressaltam que se uma funcao de ligagcdo e de variancia forem encontradas, preditores lineares
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parcimoniosos podem ser determinados através da eliminacdo retroativa ou de outros

métodos.

A adequacao do modelo ¢ a existéncia de observagoes atipicas podem ser observadas
com o grafico de probabilidade Normal dos residuos deviance studentizados (DEMETRIO,
2001).

2.2.8.8 Adequacdo da funcdo de ligacéo e da fungédo de variancia

A adequacdo da funcdo de ligagdo pode ser verificada pelo grafico dos residuos
studentizados versus valores ajustados. A adequag¢do da funcdo de varidncia pode ser
verificada através do grafico do valor absoluto dos residuos studentizados versus os valores
ajustados. Caso essses graficos ndo apresentem nenhum padrdo 6bvio (comportamento nao
aleatorio) e a linha resultante do amortecimento (lowess) seja aproximadamente horizontal e
proxima a linha reta horizontal de ordenada zero, ha indicativo de que a funcao de ligagdo ¢

adequada (VIEIRA, 2004).

Através do grafico dos residuos versus os valores ajustados ¢ possivel identificar
pontos isolados com grandes valores de residuos, o que indica uma funcdo de ligagdo
inadequada. Ja a tendéncia a propagacdo do aumento de valores ajustados aponta uma fun¢ao

de variancia insatisfatoria.

A fungdo de variancia geralmente ¢ definida como uma fungao de poténcia da média

(,Lﬂ ) Assim, quando a linha do amortecimento cresce sistematicamente, da esquerda para

direita, com o aumento da média, ha indicios de que se deve usar um valor maior para A do
que o valor correspondente a distribui¢do que foi usada no modelo. Caso contrério, ou seja,

quando ha um decréscimo sistematico, indica a adequagao de um valor menor para A.

Conforme Vieira (2004), a tentativa de realizar transformagdes nos dados para
atender as suposi¢des de um modelo de regressdao linear pode auxiliar na definicdo dessas
fungdes. Por exemplo, se a transformagdo logaritmica da resposta for considerada a mais
adequada para alcancar a aditividade nos efeitos, sugere-se a uso da fun¢do de ligacao

logaritmica para o GLM.
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Outra maneira de identificar a funcdo de ligacdo e de varidncia que descreve o
conjunto de dados ¢ através do comportamento da varidncia. Para verificar esse
comportamento pode-se plotar o grafico dos residuos contra as variaveis explicativas, para
verificar se hé indicios de variancia constante (ou seja, grafico com comportamento aleatorio),
ou se a variancia cresce com o aumento da média. Vieira (2004) apresenta um teste formal
proposto por Cook e Weisberg (1999) para verificar se a varidncia ¢ constante. Se nao ha
indicios de que a variancia cresce com o aumento da média, sugere-se utilizar as distribui¢des
Gama, Normal Inversa e a funcdo de quase-verossimilhanga com func¢do de variancia igual a

média.

Caso as fungdes de variancia ou de ligacao sejam totalmente desconhecidas, Vieira
(2004) sugere a utilizacdo do valor da funcdo de log-verossimilhan¢a e a minimizacdo do

critério de informagdo de Akaike (AIC) como critério de escolha dessas fungdes.

2.2.8.9 Critério de informacédo de Akaike (AIC)

O critério de informacdo de Akaike ¢ uma estatistica que leva em conta a
verossimilhanga e o numero de parametros do modelo, sendo construida de tal forma que
quanto menor o seu valor, melhor o modelo ajustado. O critério de informagdo de Akaike

(AIC) ¢ definido como:

AIC =-2)"InL(&,y;)+2p, (19)

i=1

onde:

= y. éoi-ésimo valor da resposta (i =1,2,...,n);

= 4 =Ely]=9g" (xi ﬁ) ¢ a estimativa de Y, ao ajustar-se um modelo com p parametros

pela maximizagdo da funcdo de log-verossimilhanga (FLV);

"X, = [1, Xigs> Xigeers Xik] ¢ a i-ésima linha da matriz (X) das varidveis de regressdo; e
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. L(,[li , yi) ¢ o valor da FLV maximizada para a resposta Y;, ao ajustar-se um modelo

com P parametros.

De um modo geral, pode-se afirmar que o AIC ¢ uma medida da distancia entre o
modelo verdadeiro, que usualmente ¢ uma abstragdo, ¢ um modelo candidato. Entre diversos
modelos ajustados, deve-se optar por aquele que minimize o valor de AIC, pois assim sera
escolhido o modelo com maior valor do somatério da FLV, penalizando os modelos mais

complexos.

Burnham e Anderson apud Vieira (2004) recomendam o AIC para a selegdo de
modelos, quando o nimero de observagdes da variavel resposta ¢ maior do que pelo menos 40
vezes o numero de parametros. Conforme Cordeiro (1986), esse critério foi desenvolvido para
estender o método de maxima verossimilhanga para a situacdo de ajustamento de modelos
com diferentes numeros de pardmetros e para decidir quando parar o ajustamento. Essa
estatistica, segundo o autor, pode auxiliar na selecdo de modelos complexos e tem
demonstrado produzir solu¢des razoaveis para muitos problemas de selegdo de modelos que

ndo podem ser tratados pela teoria convencional da maxima verossimilhanca.

2.2.8.10 Distancia de Cook

Um pequeno conjunto de dados pode exercer grande influéncia no ajustamento de
um modelo. Ou seja, a estimacdo dos parametros pode depender mais de um conjunto
influente de valores do que da maioria dos dados. Assim, ¢ desejavel identificar tais valores e

avaliar seu impacto no modelo.

Pode-se utilizar a Distancia de Cook para verificar a existéncia de observacoes

influentes no ajustamento do modelo. A Distancia de Cook para os GLM’s ¢ definida por

2
rPi hii

pé(l —h; )2 ,

parametros e I, € o residuo de Pearson studentizado, definido como:

Atkinson e Riani apud Vieira (2004) como D, = onde p ¢ o numero de
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(2= Yi —
\/¢? Var(ﬂi )(1_ hii)

grande influéncia no modelo.

. Valores superiores a 0,5 devem ser investigados, pois apresentam

2.2.9 Exemplo de aplicagao de GLM

O exemplo apresentado a seguir, retirado de Myers; Montgomery e Vining (2002),
ilustra a aplicagdo da metodologia de modelos lineares generalizados (GLM), utilizando o
aplicativo SAS-PROC GENMOD. Os dados do experimento apresentado na Tabela 3 foram
obtidos de um processo de manufatura de semicondutores. Para a coleta de dados, rodou-se
um experimento fatorial sem repeti¢cdes, onde a variavel resposta ¢ a resisténcia. Sabe-se que
a resisténcia segue uma distribuicdo assimétrica e que a distribuicdo Gama ¢ adequada para

modelar estes dados.

Tabela 3: Dados de resisténcia do exemplo de aplicagdo de GLM

Ordem X1 X X3 X4 Resisténcia (Y)
1 - - - - 1934
2 + - - - 247,6
3 - + - - 168,2
4 + + - - 205,0
5 - - + - 303,4
6 + - + - 339,9
7 - + + - 226,3
8 + + - 208,3
9 - - - + 220,0
10 + - - + 256,4
11 - + - + 165,7
12 + - + 203,5
13 - - + + 285,0
14 + - + + 268.0
15 - + + + 169,1
16 + + + + 208,5

Inicialmente, foi realizada a transformacdo logaritmica dos dados para estabilizar a

sua variancia. Posteriormente, foi ajustado um modelo de regressao linear supondo variancias
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homogéneas. O modelo ajustado ¢ o seguinte: In(y)=2,351+0,027x, —0,065x%, + 0,039x,,

sendo que apenas trés efeitos principais foram significativos.

Como andlise alternativa, os autores sugerem a utilizacdo do GLM, utilizando
distribuicdo Gama e fungdo de ligacdo logaritmica. Esse modelo foi obtido através do
procedimento GENMOD do pacote computacional SAS. O procedimento ajusta o GLM
conforme definido por Nelder e Wedderburn (1972).

Rodou-se o experimento no GENMOD com todos os efeitos principais e todas as
interacoes de 1° ordem. Todos efeitos principais resultaram significativos, bem como
interacdes de 1° ordem envolvendo o fator de controle X,. Para verificar a adequacdo do
modelo, também foi obtido o grafico de dispersdao dos valores preditos contra os residuos

deviance. Os resultados gerados no SAS através do procedimento GENMOD sdo

apresentados a seguir, juntamente com algumas interpretagoes.

Informagées do modelo Critérios para avaliar o ajustamento do modelo
Banco de dados |WORK.RESIST Critério GL Valor Valor/GL
Distribuigdo Gama Deviance 8 0,0363 0,0045
Fungao de ligagao Log Scaled Deviance 8 | 160.060 20.008
Variavel dependente Res Qui-Quadrado de g 0.0362 0,0045
Pearson

N ° de observagdes 16

Genegllilz-e(lzdli)ag?ggarson 8 159,769 1997
Verossimilhanga -605,996

Figura 5: Resultados obtidos no SAS

A Figura 5 apresenta informacdes do modelo ajustado e a avaliagdo de seu
ajustamento através das estatisticas deviance e Qui-Quadrado Generalizado de Pearson,
apresentadas na se¢do 2.2.8. Sabe-se que a estatistica deviance e¢ de Pearson seguem,
assintoticamente, uma distribui¢ao Qui-Quadrado. Por isso e devido ao fato do procedimento

PROC GENMOD poder ajustar dados com diversas distribui¢des, ndo ¢ possivel calcular a

significancia (p—value) destes testes. Sendo assim, pode-se utilizar a razdo da estatistica
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calculada pelos graus de liberdade (Valor/GL) como um indicador de ajustamento. Deseja-se

que o valor de Valor/GL seja aproximadamente igual a 1 (ORELIEN, 2000).

Além disso, os resultados apresentados na Figura 5 também apresentam duas

estatisticas padronizadas, descritas a seguir (ORELIEN, 2000):

= “Scaled” Deviance: para um valor fixo do pardmetro de dispersdo ¢, a estatistica

Scaled Deviance ¢ definida como sendo duas vezes a maxima verossimilhanga para o

modelo corrente. A Scaled Deviance pode ser definida da seguinte forma:

1y,
S, = 5247 (20)

sendo que d’mede a diferenga dos logaritmos das fungdes de verossimilhangas

observadas e ajustadas, para as observacdes correspondentes e sdao chamadas
componentes da deviance. A soma deles mede a discrepancia total entre as duas
fungdes de verossimilhanga. E, portanto, uma medida de discrepancia dos valores
ajustados em relagdo aos dados observados, ou de forma equivalente, do modelo
corrente em relagdo ao modelo saturado. Quanto melhor for o ajustamento do modelo

aos dados, menor sera o valor de S .

* Qui-Quadrado Generalizado de Pearson: corresponde ao valor da estatistica

generalizada de Pearson dividido pela estimativa do parametro de dispersdo ¢ .

A Tabela 4 apresenta a estimativa dos parametros do modelo, seus erros padrdes, os
intervalos de confianca de Wald e a Estatistica Qui-Quadrado com a sua respectiva

significancia.

Ao final da Tabela 4, ¢ calculado o parametro de escala pelo método da méxima
verossimilhanga. Esse parametro esta relacionado com o parametro de dispersao (¢) definido

na Familia Exponencial.
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Parametro | GL | Estimativa PE;:go Lil(;‘;t‘e‘s,zﬂg S:l;glil/?ga Qui-Q(;;l)drado Pr(;(l;. g

Intercepto | 1 54142 00119 | 53909 | 54375 207005 <0,0001

x1 I 0,0613 00119 | 00379 | 0,0846 26,50 <0,0001

X2 1| 01496 | 00119 | -0,1729 | -0,1262 157,03 <0,0001

x3 I 0,0899 00119 | 00666 | 0,1133 57,13 <0,0001

xé 1| 00278 | 00119 | -0,0511 | -0,0045 5,46 0,0195

x1%x3 1| 0038 | 00119 | -0062 | -0,0155 10,67 0,0011

X2%x3 1| 00441 | 00119 | -0,0674 | -0,0207 13,71 0,0002

x3*xd 1| 00455 | 00119 | -0,0688 | -0,0222 14,60 0,0001
lzlzrg::g;’ 1| 4413557 | 1559839 | 2207787 | 882,3083

Plot of predito*residuo. Legend: A = 1 obs,
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Figura 6: Grafico dos valores preditos x residuos deviance

A Figura 6 apresenta o grafico de dispersdo dos valores preditos contra os residuos

deviance, para analise da adequacdo do modelo ajustado. Como o grafico ndo apresenta

nenhum padrao, pode-se afirmar que o modelo ¢ adequado.
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Enfim, analisando os resultados gerados pelo programa SAS, o modelo ajustado

utilizando GLM, considerando a distribuigdo Gama para os dados e fungdo de ligacao

logaritmica, é o seguinte: § =e€?, onde:
a=>5,41+0,06x, —0,15x, +0,09x, —0,028x, —0,039x,X; —0,04x,X; —0,045X,X, .

Ao comparar o modelo utilizando a transformacao logaritmica dos dados (modelo de
regressdo linear tradicional) com o modelo obtido utilizando o procedimento de GLM,
observa-se que este ultimo fornece mais informag¢des. O modelo tradicional de regressdo
identificou apenas os efeitos principais como significativos; ja& o modelo obtido através do
GLM, além dos efeitos principais, identificou como significativas todas as interagdes com o

efeito X, , sugerindo que esse efeito possui forte influéncia na varidvel resposta.

No exemplo apresentado, os autores optaram por utilizar uma fun¢ao logaritmica de

ligacdo. Entretanto, sabe-se que ¢ possivel utilizar a fungdo de ligagdo canonica. No caso da

distribui¢io Gama, a fungdo canénica é definida como a reciproca da média (7, =1/ ,ui).

Entretanto, a fungdo reciproca ndo esta disponivel como funcdo de ligacdo do procedimento
GENMOD do SAS, sendo necessario elaborar uma rotina para o seu calculo, o que foge do

escopo deste exemplo.

2.3 PROPOSTAS DE MODELAGEM DE MEDIA E VARIANCIA

As caracteristicas de processos industriais sao afetadas por muitos fatores. Alguns
afetam a média das caracteristicas, tendo efeito de localizagdo; outros afetam a variacao do
processo, tendo, portanto, efeito de dispersdo (ou fatores de ruido, segundo Nair (1986); Box;
Meyer (1986)). Em um processo de otimizagdo, deseja-se minimizar a variabilidade e,
simultaneamente, ajustar a média da resposta em seu valor alvo. Assim, € necessario conhecer
sob quais condicdes ¢ possivel encontrar fatores de ajustamento que permitam trazer o

processo para um valor-alvo de média sem alterar a variabilidade da varidvel analisada.

O Planejamento de Experimentos tem sido utilizado para reunir informagoes acerca
do desempenho de processos (WANG; LIN, 2001). Através dessa ferramenta estatistica ¢

possivel identificar os fatores preponderantes (ativos) em um processo. Identificados tais
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fatores, pode-se modelar seus efeitos de localizagao e de dispersao, ou seja, a sua média e
variancia, respectivamente. De posse dos modelos ¢ possivel estabelecer a combinagdo de

niveis da varidvel independente que resulta num valor de resposta desejado.

Os dados de um experimento podem ser obtidos de quatro fontes principais. Podem
ser completos ou fracionados e, ainda, subdivididos em com e sem repeticao de tratamentos.
Em experimentos que geram dados completos, todos os tratamentos possuem o mesmo
numero de observagdes e todos sdo analisados. Se houver repeticdo de um tratamento, os
dados s3o ditos completos com repeticdo. Quando somente uma fracdo dos tratamentos ¢
analisada, o projeto ¢ chamado de fracionado, podendo ou nao haver repetigdo dos

tratamentos estudados.

Para determinar as condi¢des de variagdo minima de um processo, a maioria das
técnicas de andlise existentes requer dados oriundos de experimentos, envolvendo muitas
repeticoes (BERGMAN; HYNEN, 1997). Dados completos sdo muito eficientes na pratica,
mas podem ser de dificil e cara obtencao (LIAO, 2000). Para contornar esses problemas,
experimentos fracionados tém sido utilizados. Diversos autores, tais como Box e Meyer
(1986) e Wang (1989), sugeriram métodos para determinar fatores e/ou interagdes com efeito

de dispersao em experimentos sem repetigdes.

Freqlientemente, em experimentos industriais, uma grande parte da variagdo do
processo estd associada a um pequeno nimero de variaveis. Nessas situagdes, o uso de
fatoriais fracionados sem repeticdo tem sido geralmente efetivo para identificar isoladamente
os fatores ativos no processo (BOX; MEYER, 1986; BERGMAN; HYNEN, 1997). Em
experimentos sem repeticdo, os contrastes associados com as interacdoes de alta ordem
(supostamente ndo significativas) sdo geralmente usados para estimar a varidncia do erro.
Entretanto, esse método nem sempre € satisfatorio, pois contrastes inertes podem ser de dificil

ou mesmo impossivel de identificacao (BOX; MEYER, 1986).

Definido o tipo de dados a ser analisado, existem diversas estratégias de modelagem
de média e variancia descritas na literatura. Algumas propostas modelam parametros de forma
individual e outras, de forma conjunta. Dentre as estratégias individuais, tem-se os métodos
de ANOVA (Andlise de Variancia) combinado com a analise de regressao e os métodos
derivados da proposta de Box e Meyer (1986). Ja as propostas de modelagem conjunta podem

ser divididas entre aquelas que utilizam como ferramenta o GLM (Modelos Lineares
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Generalizados) e as que nao o utilizam e, sdo, portanto, mais restritivas quanto ao

comportamento dos dados.

As relacdes entre os tipos de dados e as estratégias de modelagem sdo apresentadas

na Figura 7 e descritas na proxima se¢ao.

Modelagem nao conjunta Modelagem conjunta
Tipos de dados :
Anova +Regressao Tipo ]:i);s%;v[ eyer GLM Outras
Possivel, utilizando
com os residuos do
. . | modelo da média Nao ¢ possivel
repeticao .
para estimar o
Fatorial modelo da dispersio. O estudo desta possibilidade ndo fazia
parte do escopo dessa dissertacao.
completo
Nao foi encontrado
sem Modela somente a na literatura
repetigdo média '
* McGrath e Lin
(2001)
* Wang (1989)
o o "
re;e(:)trilglzﬁo Na?l;(;;tz?;i?;rado * Pan (1999) Le(el ggl;;:lder * Wolfinger e Tobias
' (1998) — simulagao
Fatorial
fracionado * Box e Meyer
(1986)
* Ribeiro, Fogliatto e * Wolfinger e Tobias
sem Modela somente a Caten (2001) ESCOPO DESSA (1998)
repeticao) média * Bergman e Hynen | DISSERTACAO
(1997)
* Wang (1989)
* Liao (2000)

Figura 7: Tipos de dados x tipos de modelagens

2.3.1 Modelagem individual de média e variancia

2.3.1.1 Anélise de variancia e analise de regressao

Em procedimentos de modelagem, a Andlise de Variancia (ANOVA) pode ser
utilizada em conjunto com a andlise de regressio. A ANOVA ¢ utilizada para identificar

fatores com efeito significativo sobre a resposta. O efeito de um fator ¢ definido como a
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mudanca que se verifica na variavel resposta quando o nivel desse fator ¢ alterado. Apos a
identificacdo dos fatores significativos, pode-se utilizar a analise de regressdo para gerar

modelos baseados em tais fatores que otimizem a variavel resposta.

A modelagem individual que combina as técnicas de ANOVA e regressdo permite
modelar apenas a média quando ndo hé repeticdo dos tratamentos, podendo ser aplicada

quando o conjunto de dados € completo ou fracionado (CATEN, 1995 e BARBETTA; 1998).

2.3.1.2 Metodologias baseadas na proposta de Box e Meyer (1986)

Uma contribui¢ao importante de Taguchi na otimizac¢do de produtos e processos € a
idéia de que a qualidade de um produto esta associada a variabilidade de suas caracteristicas
de qualidade. Taguchi deu inicio aos estudos de experimentos fatoriais para analisar efeitos de

dispersao além dos de localizagdo (LIAO, 2000).

Dando continuidade aos estudos de Taguchi, a literatura apresenta diversas propostas
para a modelagem de média e de variancia a partir de dados oriundos de experimentos
fracionados. A primeira, e uma das mais referenciada por outros autores, foi desenvolvida por
Box e Meyer (1986). Segundo os mesmos, ¢ possivel utilizar fatoriais fracionados sem
repeticdes para identificar fatores que afetam a variancia, além daqueles que afetam a média.
Sabe-se que a estimagdo direta da dispersdo através da replicagdo do experimento pode ser
cara e demorada. A estimagdo sem repeticdes ¢ recomendada pelos autores em experimentos
do tipo screening, com o objetivo de identificar os fatores que potencialmente podem afetar a
média e a variancia. Experimentos do tipo screening tém sido utilizados em estagios inicias
do desenvolvimento de produtos e processos novos para identificar efeitos de dispersao e de
localizagdo em experimentos onde se utiliza o fracionamento sem repeti¢do. Assim, pode-se
reduzir o nimero de fatores candidatos ao modelo de ajustamento, sendo possivel estudar

detalhadamente os fatores significativos através de uma analise mais formal.

Box e Meyer (1986) apresentam em seu trabalho método exploratorio para identificar
separadamente efeitos de dispersao e de localizagcdo quando nao ha repeticao de tratamentos.
Esse procedimento ndo possui estatistica de teste, pois a distribuicdo da sua estatistica ndo ¢
conhecida. Em sua metodologia, Box e Meyer (1986) propdem identificar os efeitos de
localizagdo através do grafico de probabilidade Normal proposto por Daniel (1959), que

utiliza o Grafico de Probabilidade Normal para identificar os fatores preponderantes. Os
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efeitos significativos vao aparecer afastados da linha, onde vdo se concentrar os efeitos

inertes, os quais ndo sao identificados a priori.

Apos a identificacdo dos fatores preponderantes através da andlise grafica, deve-se
realizar um experimento fatorial completo com repeticao dos fatores com efeito sobre a média
da variavel resposta. A probabilidade de um efeito ser ativo € calculada através de uma
aplicacdo do teorema de Bayes, sendo o célculo da probabilidade de um efeito independente
dos demais. Depois de identificar os efeitos de localizagdo e incorpora-los no modelo da
variancia através do célculo de suas estimativas e analise de seus residuos, o planejamento

pode ser reexaminado para detectar efeitos de dispersao ativos.

Ap6s ajustar o modelo para a varidncia, Box e Meyer (1986) recomendam a
estimagdo por minimos quadrados para um ajustamento mais preciso do modelo e apresentam
esses estimadores em seu trabalho. Os autores acreditam que, em um estudo preliminar, essa
metodologia fornece uma maneira econdmica de identificar um pequeno nimero de efeitos de

localizagao e dispersao significativos.

Baseado na proposta de Box e Meyer (1986) para experimentos fatoriais fracionados
sem repeticdo, Ribeiro; Fogliatto e Caten (2001) propdem uma modelagem simplificada da
média e variancia. Essa proposta modela a variancia das respostas, usando os residuos do
modelo de regressdo para a resposta média, sem a repeticado dos tratamentos. Ou seja, o
procedimento consiste em verificar se os residuos de um nivel de um determinado fator
controlavel difere significativamente de outro nivel, em caso afirmativo, a varidncia da

resposta ¢ dada pelos residuos e pode ser modelada como fungado desse fator.

Assim como a metodologia proposta por Ribeiro, Fogliatto e Caten (2001), existem
diversas contribui¢des na literatura de propostas que usam residuos da modelagem da média
da resposta para gerar modelos para a dispersio (BOX; MEYER, 1986; DAVIDIAN;
CARROLL, 1987; WANG, 1989; BERGMAN; HYNEN, 1997). Tais metodologias
freqiientemente envolvem estatisticas de testes com distribuicdes de probabilidade
desconhecidas, e a identificacdo dos efeitos de dispersdo depende dos fatores que possuem

efeitos de localizagao.

Opondo-se a esses métodos, Bergman e Hynen (1997) propdem a utilizacdo das
observagdes originais e fornecem uma estatistica de teste com distribuicdo conhecida (F-

Snedecor) para identificar os efeitos de dispersdo e localizagdo em experimentos do tipo
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screening. Os autores desenvolveram um método para identificar efeitos de dispersdo em
experimentos fracionados 2% sem repeticdo, ajustando, separadamente, modelos de regressao

para os niveis alto e baixo dos fatores.

Assim como Bergman e Hynen (1997), Wang (1989) propde uma metodologia para
identificar efeitos de dispersdao baseada em uma distribuicdo de probabilidade conhecida. A
estatistica de teste proposta pelo autor segue aproximadamente uma distribuicdo Qui-
Quadrado, sendo definida pelo quadrado da diferenca da soma dos residuos padronizados ao
quadrado correspondente aos dois niveis do fator considerado. Se essa soma ¢ grande
comparada com os valores da distribuicdo Qui-Quadrado, conclui-se que hé indicativo de
efeitos de dispersao significativos nos fatores e nas interagdes analisadas. Esta estatistica de
teste pode ser calculada utilizando o programa computacional GLIM (WANG, 1989). O teste
Qui-Quadrado ¢ utilizado como teste formal, mas ¢ necessario um tamanho de amostra grande

e erros Normalmente distribuidos.

A metodologia proposta por Wang (1989) pode ser facilmente aplicada em
planejamentos ortogonais de fatoriais fracionados com repeti¢des, viabilizando uma
modelagem conjunta da média e da variancia da varidvel resposta. Se esse ndo € o caso, pode-
se identificar efeitos de localizacdo e dispersdo separadamente. Conforme Wang (1989) e Box
e Meyer (1986), os efeitos de localizagao devem ser identificados primeiro, pois os resultados
da dispersdo, sem a eliminacdo dos efeitos de localizagdo significantes, podem ser

equivocados.

Observa-se que Wang (1989) e Bergman e Hynen (1997) desenvolveram uma
maneira mais formal para identificar os efeitos significativos, baseados nas distribuigdes Qui-
Quadrado e F, respectivamente. Em contrapartida, Liao (2000) propde um procedimento para
identificar efeitos de dispersdo em fatoriais fracionados sem repeticdo usando a razdo do

logaritmo da verossimilhanga baseado na Normalidade dos erros.

Comparando o poder do seu método com o método de Wang (1989) e Bergman e
Hynen (1997), Liao (2000) conclui que o seu método ¢ mais sensivel na identificacdo de
efeitos de dispersdo, pois os graus de liberdade sdo ajustados de acordo com o niimero de
efeitos de localizacdo ativos. Os resultados apresentados pelo autor demonstram que seu teste
¢ mais sensivel na identificacdo de efeitos de dispersao significativos no estagio inicial de um

experimento.
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Uma vez identificados os fatores influentes para a dispersdo e para a localizagao da
resposta, pode-se planejar um experimento mais elaborado para caracterizar a relagdo entre a
variavel resposta e os fatores pela média de fungdes matematicas adequadas. Para tanto, os

modelos mistos discutidos por Wolfinger e Tobias (1998) podem ser uma boa escolha.

Alguns métodos assumem que os efeitos de localizagdo podem ser corretamente
identificados num experimento sem repeticdo. Conforme Pan (1999), tais métodos podem
deixar de identificar pequenos e médios efeitos de localizacdo. Assim a inadequada
identificacdo de efeitos na média diminui a eficiéncia do método utilizado para a identificacao
de efeitos de dispersdo. Por outro lado, os efeitos de média ndo identificados, mesmo sendo
pequenos, podem, cumulativamente, invalidar o método usado para identificar os efeitos de
dispersdo. Logo tais efeitos devem ser interpretados com cuidado, e o autor sugere a repeticao

do experimento ou a utilizagdo de um fatorial completo.

Contrario aos demais autores citados, Pan (1999) propds uma metodologia de
modelagem a qual exige repeticao de tratamentos. Segundo Wang e Lin (2001), Pan (1999)
enfatizou o problema de encontrar diretamente fatores principais e/ou interagdes com efeitos
de dispersdo através de um exemplo numérico, um estudo de simulacdo e argumentos
matematicos. Para lidar com isso, ele sugeriu o uso de experimentos com repeticdo para

eliminar efeitos de localizagao nao identificados na determinacao de efeitos de dispersao.

Enfim, observa-se que a maioria dos procedimentos de identificagdo de efeitos de
dispersao em experimentos fracionados sem repeticdo envolve duas etapas (LIAO, 2000).
Inicialmente, deve-se aplicar o Grafico de Probabilidade Normal para identificar os efeitos de
localizagdo mais significativos. Posteriormente, calcula-se uma estatistica relacionada com o
efeito de dispersdo, geralmente baseada nos residuos de um modelo linear ajustado a média.
Entdo, tradicionalmente aplica-se o Grafico de Probabilidade Normal novamente na estatistica

calculada para identificar efeitos de dispersao (BOX; MEYER, 1986).

O principio da parcimonia usado na pratica da modelagem sugere que, na maioria
dos casos, apenas alguns poucos efeitos principais sdo significativos. Assim, Liao (2000)
afirma que se pode utilizar o Grafico de Probabilidade Normal para identificar os efeitos que
parecem significativos sobre a localizacdo. Entretanto, esse ¢ um método subjetivo. Bergman
e Hynen (1997) afirmam que o uso do Grafico de Probabilidade Normal para identificar os

efeitos de localizacdo ¢ adequado apenas quando a dispersdo da variavel resposta pode variar
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com os niveis de alguns fatores do experimento. Nelder e Lee (1998) consideram que
ferramentas graficas sao muito tuteis, mas deveriam ser utilizadas com métodos mais formais
desde o inicio da analise. Se apenas métodos graficos forem utilizados, efeitos intermediarios

potencialmente significativos podem ser desconsiderados.

2.3.2 Modelagem conjunta de média e variancia

M¢étodos de modelagem conjunta de média e variancia podem ser divididos entre
aqueles que utilizam GLM e aqueles que utilizam outros tipos de modelos. McCullagh e
Nelder (1989) e Lee e Nelder (1998) apresentam uma proposta de modelagem conjunta
utilizando GLM. J& Wang (1989) e Wolfinger e Tobias (1998) propdoem a modelagem de
planejamentos ortogonais de fatoriais fracionados com repeticdes e modelos mistos,

respectivamente.

Cabe ressaltar que Engel e Huele (1996) aplicam GLM para modelar apenas a
dispersdo. Para a modelagem da média, os autores assumem um modelo cuja fungdo de
ligagdo ¢ a identidade, sendo assim um caso particular dos GLMs propostos por McCullagh e
Nelder (1989) e Nelder e Lee (1998). Conforme Vieira (2004), Engel e Huele (1996) nao
consideram o uso da técnica de maxima verossimilhanca restrita para ajustamento no modelo
da média, necessario em experimentos fatoriais altamente fracionados, utilizados por
McCullagh e Nelder (1989) e Nelder e Lee (1998). Além disso, Engel e Huele (1996) utilizam
um experimento fatorial completo e com repeti¢do para ilustrar a simulagdo apresentada em

seu artigo.

2.3.2.1 Modelos lineares generalizados (GLM)

Lee e Nelder (1998) apresentam um modelo conjunto para média e para dispersao,
utilizando GLM para dados que, mesmos transformados, ndo produzem necessariamente
variancia constante e linearidade dos efeitos sistematicos para a média e para a dispersao. Os
autores demonstram, através de exemplos, que a analise de todos os dados permite estimar os

residuos individuais como medida de ajustamento, e ndo apenas a deviance.

Suponha uma variavel y com média E(y,)= x4 e varidncia Var(y,)=gVar(y,),

onde ¢ ¢ o pardmetro de dispersdo (diferente para cada combinag@o dos niveis dos fatores) e
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Var(,ui ) ¢ a funcdo da variancia, que expressa a parte da variancia funcionalmente dependente
da média g . Nelder e Lee (1991) propuseram os seguintes modelos para a média e para
dispersio: 7, =g, )=X,p e & =h(s,)=zy, respectivamente, sendo que os efeitos

sistemdticos de tais modelos sdo obtidos por fungdes de ligacao.

Em situacdes onde ndo € possivel utilizar a Familia Exponencial de distribuigdes,
Wedderburn (1974) desenvolveu a quase-verossimilhanga, que pode ser utilizada para
concluir apenas sobre o modelo para média. Quando o parametro de dispersdo ¢ diferente para

cada resposta Y,, a funcdo de quase-verossimilhanga ndo ¢ suficiente para a modelagem da

média. Para esses caso, utiliza-se a quase-verossimilhanga estendida (QVE) definida na secao

2.2.6.

Modelo da media
Para cada ¢ definido, a QVE ¢é a quase-verossimilhan¢a para um modelo com

fun¢do de variancia V(,ui ) Assim, a maximiza¢do da fun¢cdo da QVE com relagdo a B sera

obtida com os mesmos estimadores de quase-verossimilhanga, porém com pesos %5 , cujas
i

funcdes-escore sao (VIEIRA, 2001):

Q" :Zn: Yi — 4 Op -0,

op i=1 ¢iv(/ui). op @l

Modelo da variancia
O modelo para dispersao proposto por Lee e Nelder (1998) ¢ &, = h(¢ii ) =1z,y. Nessa
modelagem, a variavel resposta € o residuo deviance d;. Assim, pode-se definir:

E(d)=¢, e Var(d,)=2¢. (22)
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Embora d; seja geralmente um estimador viesado para ¢, Lee e Nelder (1998)

mostram, num estudo de simulacdo, que a maxima verossimilhanga extendida (MVE) produz
melhores estimadores do que utilizando os residuos de Pearson e estimadores de maxima
verossimilhanca. O uso da MVE para o modelo da dispersao ¢ utilizado para identificar
fatores experimentais significantes na mesma escala de ligacdo e para comparar diferentes

funcdes de ligagao.

A Figura 8 apresenta um resumo dos modelos € componentes para a média e para a

variancia que foram apresentados anteriormente.

Componente Modelo para Média Modelo para Variancia
Critério de minimizacdo -2Q° - 2Qc+
Variavel Resposta Yi di
Valor Esperado Hi ¢i
Paraimetro de escala @, 2
Fungdo de Variancia Arbitraria Arbitraria
Fungdo de Ligagdo Arbitraria Log (usualmente)
Preditor Linear = XB & =1y
Peso %i 1
Fonte: Lee ¢ Nelder (1998)

Figura 8: Resumo da modelagem conjunta por GLM para média e variancia

Procedimento iterativo de modelagem da meédia e da variancia

Considerando um experimento com repeti¢do de cada combinagdo dos fatores, deve-
se iniciar o procedimento de modelagem, ajustando um modelo saturado para a média, o que
implica num subseqiiente modelo de dispersdo, utilizando apenas contrastes dentro de
realizagdes. Busca-se um modelo parcimonioso para a dispersdo, usando, por exemplo, um
procedimento de eliminagdo retroativa (backward stepwise selection). Lee e Nelder (1998)
também recomendam que sejam utilizados os inversos dos valores ajustados como pesos,

como nova pesquisa na busca de um GLM plausivel para a média.

Neste contexto, Vieira (2004) sugere o seguinte procedimento iterativo para

modelagem da média e da variancia baseado nas defini¢des de Lee e Nelder (1998).
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» Ajustamento do modelo da média: Deve-se escolher: (i) a fung¢do de ligacdo, (ii) a
fun¢do de variancia e (iii) selecionar os coeficientes significativos. Os graus de

liberdade restantes serdo utilizados para o modelo da dispersdo. O pardmetro ¢ ¢

considerado constante na primeira iteracdo. Nas iteragcdes seguintes, utiliza-se % ,
i

proveniente do modelo de dispersdo, para ajustar os coeficientes das equacdes de

quase-verossimilhanga. O componente de deviance d,, resultante do ajustamento do

modelo, sera a variavel resposta do modelo da dispersao.

* Ajustamento do modelo para a dispersdo: Considerando d, como resposta, ajustar o

modelo para a dispersdo. A escolha mais usual € a distribuicio Gama com fun¢do de

ligagdo logaritmica e pardmetro de escala 2. O valor ajustado para ¢ sera utilizado no

modelo da média.

O processo iterativo termina quando os parametros do modelo da dispersdo sdo
iguais em duas iteragdes consecutivas, a menos de uma tolerdncia definida no inicio da

modelagem.

Lee e Nelder (1998) concluem que o uso de todos os dados permite o calculo de
estatisticas conhecidas, tal como o uso dos residuos para verificar o ajustamento do modelo, a
estatistica t para testar a significancia dos fatores e o processo iterativo para estimar o modelo
para a dispersao. Além disso, os autores afirmam que, sem um procedimento iterativo, tanto
os parametros do modelo de dispersdo como os erros padrdes para ambos os modelos (média
e dispersdao) podem ser subestimados, resultando na selecdo equivocada de determinados

fatores para compor o modelo final.

2.3.2.2 Qutras propostas de modelagem conjunta

Assim como na metodologia de Lee e Nelder (1998), o modelo proposto por Wang
(1989) também permite a modelagem conjunta de média e variancia, desde que aplicado em
planejamentos ortogonais de fatoriais fracionados com repeticdoes. Assim, havera graus de
liberdade suficientes para testes simultineos dos efeitos. Se este ndo ¢ o caso, identifica-se

efeitos de localizagdo e de dispersdo separadamente, conforme descrito na se¢ao anterior.
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McGrath e Lin (2001) também afirmam que ¢ necessario utilizar repetigdes para
fazer a modelagem conjunta de média e varidncia quando se utilizam dados de projetos
fatoriais fracionados. Segundo os autores, isso ocorre porque se o modelo para a média nao
incluir todos os termos significativos, tais termos podem erroneamente aparecer como
significativos na modelagem da variancia, se o procedimento de Box e Meyer (1986) for
adotado, por exemplo. Em outras palavras, os efeitos de localizacdo devem ser estudados e
incorporados ao modelo da média antes do estudo da variancia, pois a identificacdo do efeito
da variancia € sensivel ao modelo ajustado para a média. O estudo de efeitos de dispersdo na
presenca de efeitos de localizacao significativos nao incorporados ao modelo da média pode
gerar resultados equivocados. Se um par de efeitos de localizagdo significativos nao for
incluido no modelo da média, sua interagao pode surgir como um efeito de dispersao esplreo
no modelo para a variancia. McGrath e Lin (2001), assim como Box e Meyer (1986),
recomendam que os efeitos de localizacio sejam primeiramente identificados e,
posteriormente, sejam utilizados os residuos do modelo da média para identificar os efeitos de

dispersao.

McGrath e Lin (2001) apresentam um detalhamento da andlise em Box e Meyer
(1986) e derivam uma relacdo explicita entre os efeitos de localizacdo e dispersdo. Eles
mostram que, sem repeticdo das rodadas experimentais, ndo € possivel determinar se um
efeito da dispersdo ou se dois efeitos de localizagdo sdo significativos. Isso ocorre porque
existe uma relagdo confusa entre os efeitos de dispersdo e localizagdo em um experimento
fracionado sem repeticdes e, sem informagdes adicionais, esse confundimento nao pode ser
removido. Assim, deve-se utilizar repetigdes para avaliar com precisao o efeito da variancia.
Quando isso ndo for possivel, ¢ possivel utilizar pontos centrais adicionais para auxiliar na
separacdo desses efeitos. Alternativamente, pode-se realizar um experimento com todos os
fatores fixos, exceto os que se suspeita da presenca do efeito da variadncia. Assim, se forem
realizadas K repeti¢des do efeito suspeito, realiza-se o teste Fy.1)k.1) para testar o efeito da
variancia. Estudos preliminares dos autores mostram que o efeito de dispersao produz
correlacdo entre um par de efeitos de localizagdo. A andlise dessa correlagdo pode ajudar a

remover o confundimento entre efeitos da média e da variancia.

Outra abordagem da modelagem conjunta ¢ encontrada no trabalho de Wolfinger e
Tobias (1998), os quais propdem a modelagem conjunta dos efeitos de localizacdo e dispersao

utilizando modelos mistos e assumindo Normalidade. Modelos mistos sdo usualmente
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utilizados quando os dados envolvem alguma estrutura de blocos que afeta a covariancia entre
as observacodes, ou seja, existe uma variavel que distingue dois grupos. Conforme Wolfinger e
Tobias (1998), a aplicagdo de modelos mistos apresenta diversas vantagens, entretanto,
observa-se que as inferéncias neles baseadas pressupdoem dados Normalmente distribuidos e a
escolha adequada do modelo. Além disso, modelos mistos ndo permitem detectar pequenos
efeitos de localizacdo na presenca de grandes efeitos de dispersdao. Por fim, um modelo misto
complexo ndo pode, em alguns casos, ser ajustado para um conjunto pequeno de dados

extremamente fracionados.

Diferentemente dos modelos mistos, o GLM pode ser aplicado em experimentos
fracionados, além de permitir detectar efeitos de localizacao e dispersao, independente de sua

intensidade.
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3 ROTEIRO DE MODELAGEM CONJUNTA DE MEDIA

E VARIANCIA

Neste capitulo, inicialmente, serd descrito um roteiro para modelagem de dados
empregando os GLMs com e sem repeticdo (secdo 3.1 a 3.4) e, posteriormente, sera
apresentado o procedimento para modelagem conjunta de média e variancia utilizando GLM
em experimentos fatoriais fracionados sem repeticdo através de um processo iterativo (se¢ao
3.5). Tal procedimento esta baseado na metodologia de modelagem conjunta proposta por Lee
e Nelder (1998) e na utilizacdo do pacote computacional “R”. Os comandos e notagdes de
possiveis GLM ajustados através desse pacote estdo descritos no Apendice B e C,
respectivamente. Ao final desta secdo serdo apresentados dois fluxogramas, os quais

resumirdo os dois procedimentos de modelagem propostos.

Conforme Nelder e Lee (1991), o ajustamento de um GLM tem dois objetivos:
separacao dos modelos e parcimoOnia. A separagdo sera atingida se a funcao de variancia para
a média u for corretamente definida; assim, o pardmetro de dispersao ¢ sera livre de
influéncias da média. A parcimonia sera obtida pela correta identificagdo da fun¢do de ligacao
e do preditor linear para ambos os modelos, o da média e o da variancia. Salienta-se que

nenhuma transformacao nos dados ¢ realizada no ajustamento de um GLM.
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3.1 ESPECIFICACAO DA VARIAVEL RESPOSTA E DEFINICAO DA
DISTRIBUICAO DE PROBABILIDADE DO COMPONENTE
ALEATORIO PARA O MODELO DA MEDIA

A primeira etapa a ser realizada no processo de modelagem conjunta de média e

variancia ¢ a defini¢cdo da variavel resposta como continua ou discreta.

Sao consideradas varidveis continuas aquelas que podem ser representadas por uma
grandeza definida no intervalo dos nimeros reais, por exemplo, volume, custo, resisténcia etc.
Nesses casos, o espaco amostral da varidavel aleatoria € continuo e as distribui¢des de
probabilidade Normal, Gama e Normal Inversa podem representar as variaveis. Para definir a
melhor distribuicdo de probabilidade que se ajusta aos dados pode-se utilizar informagdes
sobre simetria e comportamento da variancia da variavel resposta. A distribui¢do Normal ¢
simétrica em relacdo & média e possui variancia constante. J& as distribui¢des Gama e Normal

Inversa sdo assimétricas e apresentam variancia aumentando com a média.

As variaveis que s6 podem assumir valores pertencentes a um conjunto finito ou
enumeravel, sendo geralmente numeros inteiros, sdo denominadas variaveis discretas. Por
exemplo, pecas que podem ser classificadas apenas de duas formas: “defeituosa” ou “ndo
defeituosa”. O numero de pecas defeituosas de uma amostra aleatdria de tal peca segue uma
distribuicdo de probabilidade Binomial. Outro exemplo de varidvel discreta bastante
conhecido ¢ o nimero de defeitos por unidade de inspecao. Conforme Vieira (2004), a
contagem de defeitos ocorre em um intervalo continuo e geralmente apresenta as seguintes
condigdes: (i) independéncia dos eventos (defeitos); (ii) os eventos ocorrem aleatoriamente
em qualquer ponto do intervalo; e (iii) ndo podem ocorrer dois ou mais eventos em um
mesmo ponto do intervalo. Nessas condigdes, o numero de defeitos em um determinado

intervalo continuo segue a distribuicdo de probabilidade de Poisson.

3.2 DEFINICAO DA FUNCAO DE LIGACAO E DA FUNCAO DE
VARIANCIA

Definida a distribui¢do de probabilidade da varidvel resposta, ¢ possivel utiliza-la
com diferentes fungdes de ligacdo e de variancia. A fungdo de ligagdo definird a relagdo

funcional entre a média dos dados e a sua estrutura linear. A escolha da fun¢ao de ligagao



72

pode seguir as diretrizes na se¢do 2.2.3. As andlises para verificar a sua adequagdo sao

apresentadas na secao 2.2.8.8.

A funcao de variancia ¢ determinada pela distribuigdo de probabilidade dos dados.
Nos casos em que ndo ¢ possivel definir a distribuicdo exata e utiliza-se a quase-
verossimilhanca para estimar os coeficientes, deve-se definir a fung¢do de varidncia que

descreve os dados. Os meios para testar a sua adequagdo sao descritos na secao 2.2.8.8.

3.3 ADEQUACAO DO MODELO

3.3.1 Significancia dos coeficientes

Para testar a significincia dos coeficientes dos fatores incluidos no modelo,
recomenda-se o procedimento de eliminagdo retroativa (backward stepwise selection) dos
fatores. Para testar a significancia de tais fatores, utiliza-se a estatistica t, conforme descrito na

secdo 2.2.7.1.

3.3.2 Analise da deviance (ANODEYV)

Uma vez que o teste t para GLMs ¢ um teste assintdtico, recomenda-se analisar os
residuos da deviance através da Analise de Deviance (ANODEYV) descrita na segdo 2.2.8.4. O
objetivo ¢ avaliar se a inclusdo de cada termo ¢ significativa para a reducdo da deviance
residual do modelo. A ANODEYV testa a significancia dos coeficientes através da diferenca de
deviance entre dois modelos, avaliando, assim, o decréscimo provocado na deviance devido a

inclusdo de um determinado termo ao modelo.

Para analisar a significancia do modelo como um todo testa-se a deviance residual do
modelo através da comparagdo com uma distribuicdo Qui-Quadrado, com n-p graus de
liberdade, quando o modelo com p parametros ¢ considerado correto. Se a deviance residual
for menor que a estatistica tabelada, o modelo pode ser considerado adequado a um

determinado nivel de significncia previamente definido.
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3.3.3 Andlise grafica dos residuos

Por fim, realiza-se a andlise grafica dos residuos, conforme descrito na se¢ao 2.2.8.7.
Para a analise da adequacdo do modelo da média e o da variancia utiliza-se os residuos
deviance, deviance studentizado e o de Pearson, conforme descrito na se¢do 2.2.8.7. A analise
grafica desses residuos, de acordo com sugestdes de alguns autores apresentadas no final da
secdo 2.2.8.7 e resumidos na Figura 9, ¢ usada para avaliar a adequag¢do do modelo. Deseja-se
que os graficos que envolvem os residuos apresentem uma distribuicao aleatéria dos mesmos
em torno de zero com amplitude constante (DEMETRIO, 2001). Para verificar a presencga de

valores atipicos recomenda-se a utilizacao da estatistica de Cook.

Elemento testado no
modelo

Diagnéstico de nao

~ Referéncia
adequacio

Tipo de grafico

Residuo deviance (absoluto) McCullagh e

Funcdo de variancia Tendéncia no grafico

x valores ajustados Nelder (1989)
Residuo deviance Funcdo de variancia Tendéncia no grafico McCullagh e
u \%
X regressores ¢ & Nelder (1989)
Probabilidade Normal dos McCullagh e
residuos deviance Nelder (1989)
, . Relagdo funcional
Resid d d
eSI1CuoS pa 'romza o8 variancia/média Tendéncia Cordeiro (1986)
x valores ajustados satisfatério
Remdugs studentizados Nelder ¢ Lee
padronizados x valores (1998)
ajustados
Residuos absolutos x residuos Nelder e Lee
ajustados (1998)

Probabilidade Normal dos
residuos deviance

Adequagao do modelo e
identificagdo de

Demétrio (2001)

x valores ajustados

studentizados observagdes atipicas
Residuos studentizados Funcio de licacs McCullagh e
. uncao de ligacdo
x valores ajustados ¢ gac Nelder (1989)
Valor absoluto residuos
. ~ A McCullagh e
tudentizad
studentizados Funcdo de variancia Nelder (1989)

Figura 9: Resumo das analises graficas de residuos sugeridas na literatura para verificar a adequagio de um

Dentre os diversos graficos sugeridos na literatura, recomenda-se a analise dos

GLM

seguintes, por serem os mais relevantes e informativos:

= Residuos x valores preditos: para verificar a homogeneidade da variancia;
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= Normal Q-Q Plot: para verificar a aderéncia dos dados a uma distribuicao de

probabilidade previamente definida;

* Distancia de Cook: para verificar a presenca de valores atipicos (ver se¢dao 2.2.8.10).

Em alguns pacotes computacionais esta estatistica ¢ apresentada na forma de tabelas;

* Valores absolutos dos residuos studentizados x valores ajustados: para verificar a

adequacdo da fung¢do de variancia; e

= Valores dos residuos studentizados x valores ajustados: para verificar a adequagdo

da fungao de ligagdo.

Caso o modelo nao esteja adequado, deve-se redefinir os fatores a serem incluidos no

mesmo. Se necessario, redefinir a fun¢do de ligagcdo e de variancia.

3.4 QUALIDADE DO AJUSTAMENTO

Para verificar a qualidade do modelo final ajustado, recomenda-se a andlise do
critério de Akaike (ver se¢do 2.2.8.9) e da estatistica Qui-Quadrado Generalizada de Pearson

(ver se¢do 2.2.8.5).

3.5 MODELAGEM CONJUNTA DE MEDIA E VARIANCIA

A proposta iterativa de modelagem conjunta de média e variancia, conforme Lee e
Nelder (1998; ver secdo 2.3.1.2) considera, basicamente, o ajustamento de um modelo para
média e posteriormente um modelo para variancia de uma forma sistematica e iterativa. O
ajustamento de cada um desses modelos deve seguir as recomendagdes ja descritas neste

capitulo.

Em suma, o procedimento proposto por Lee e Nelder (1998) consiste, inicialmente,
na modelagem de um modelo saturado para média. Os desvios de tal modelo devem ser
utilizados para a modelagem do modelo da variancia, o qual deve seguir uma distribui¢ao de
probabilidade Gama com funcdo de ligacdo logaritmica. O inverso do parametro de dispersao

do modelo da variancia deve ser utilizado para ponderar a variavel resposta e, assim, gerar um
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novo modelo para média através das equagdes de quase-verossimilhanca. Os residuos desse
modelo da média serdo utilizados para modelagem de um novo modelo para variancia. O
procedimento iterativo deve ser finalizado quando os parametros do modelo da variancia

forem iguais em duas iteragdes consecutivas.

A proposta de Lee e Nelder (1998) ¢ aplicada a dados obtidos de experimentos
fatoriais completos com repeti¢ao. Sendo o objetivo dessa dissertacdo ajustar um GLM para
fatoriais fracionados sem repeticdes foi necessario alterar algumas etapas propostas pelos

autores, as quais serdo descritas na seqiiéncia.

3.5.1 Ajustamento do modelo inicial para a média

Lee e Nelder (1998) recomendam que o primeiro modelo da média utilizado para
iniciar o processo iterativo seja um modelo saturado. Isso ¢ possivel mediante utilizagdo de
dados oriundos de experimentos nos quais os tratamentos experimentais sao repetidos. Como
o objetivo desta dissertagdo ¢ modelar dados fracionados sem repeti¢ao, sugere-se iniciar o
processo iterativo pelos fatores com maiores efeitos estimados, que conseqilientemente sdo os
mais importantes no ajustamento. A Tabela 5 apresenta a estimag@o dos efeitos, considerando
um experimento fatorial completo com quatro fatores, e apresenta os tratamentos vinculados a
cada efeito (ou seja, que possuem o mesmo efeito, porém com o sinal invertido). O modelo

ajustado sob estas condi¢des serd denominado “modelo inicial da média”.

Tabela 5: Efeitos dos fatores

Tratamento Efeito estimado Tr.atamentos
vinculados

A -0,4825 -

BC -0,4625 AD
B -0,3025 -
C 0,2175 -

AB 0,1225 CD

AC 0,0975 BD
D -0,0475 -

Posteriormente, deve-se verificar as funcdes de ligacdo e de varidncia mais

adequadas e selecionar os coeficientes significativos. Os graus de liberdade restantes sdo
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utilizados para o modelo da variancia. O pardmetro de dispersdo ¢, € considerado constante
para essa primeira modelagem. Ao se dar continuidade ao processo iterarivo, @, ¢ considerado

diferente para cada combinagdo dos niveis dos fatores (ver proxima se¢ao 3.5.3).

O pacote computacional “R” permite ajustar as funcdes de distribuicdes de
probabilidade com as respectivas fun¢des de ligagcdo apresentadas na Figura 10. As fungdes de

variancia sao definidas pela distribuicdo de probabilidade, exceto para as distribuicdes quase,

as quais sao definidas na Figura 11.

Distribuicdo de probabilidade Funcdes de ligacao canonica Funcdes de ligacao possiveis
s o
Normal Identidade Logaritmo ¢ inversa
Gama Inversa Identidade e logaritmo
Normal Inversa 1/u? Inversa, identidade e logaritmo
Poisson Logaritmo Identidade e raiz quadrada

Figura 10: Fungdes de probabilidade e fungdes de ligagao do “R”

3.5.2 Ajustamento do modelo para a variancia

A variavel resposta do modelo para a varidncia ¢ o desvio (d;) do modelo

proveniente do modelo para a média, ajustado anteriormente.

Segundo Lee e Nelder (1998), a escolha mais usual de modelo para a variancia € a
distribuicao Gama com fung¢ado de ligacdo logaritmica e parametro de escala 2. Nelder e Lee
(1991) sugerem a distribuicio Gama como escolha natural para a distribuicdo dos erros,

particularmente quando d, ¢ usado como variavel resposta.

O parametro de dispersdo desse modelo serd utilizado no ajustamento do proximo

modelo para a média.

3.5.3 Ajustamento do modelo para a média baseado no modelo para a variancia

O inverso do pardmetro de dispersdo do modelo da variancia (1/¢,) previamente

ajustado ¢ utilizado para ponderar a variavel resposta e ajustar as equacdes de quase-
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verosimilhanga. Lembra-se que o GLM utiliza os minimos quadrados ponderados para o

ajustamento dos seus coeficientes.

S6 € possivel calcular o parametro de dispersdo @, para cada observacdo quando se

possui repeticdo do experimento. Nesses casos € possivel estimar a variancia de cada uma das

respostas e uséd-las para ajuste de um modelo, independentemente do modelo da média

(VIEIRA, 2004).

O parametro de dispersdo ¢ ¢ supostamente conhecido para cada observacdo
(CORDEIRO, 1986). A fun¢do a(¢), que identifica a parcela da variabilidade de uma

distribuicao de probabilidade pertencente a Familia Exponencial (ver se¢do 2.2), é a forma

generalizada de a(¢)=¢.w , onde W ¢ uma constante conhecida (ou seja, um peso conhecido

apriori) e ¢ o parametro de dispersao do modelo.

Nelder e Lee (1991) recomendam utilizar como ponderacao da varidvel resposta o
inverso dos valores ajustados (ou seja, preditos pelo modelo). Ao se multiplicar o inverso dos

valores ajustados pelo parametro de dispersdo ¢, sera possivel obter uma estimativa da

dispersao de cada observacdo, uma vez que ndo se dispde de repeticdes.

Definida a varidvel de ponderacdo e utilizando a variavel resposta original sob
analise, deve-se ajustar a funcdo de quase-verossimilhanca mais adequada. O pacote
computacional “R” permite ajustar as fungdes de quase-verossimilhanca combinadas com as

fungdes de ligacdo e de variancia apresentadas na Figura 11.

Distribuicio de
probabilidade

Funcdes de ligacao
canonica

Funcdes de ligacao
possiveis

Fungoes de variancia
possiveis

Quase

Logaritmo

Quase-Binomial

Identidade (fungdo de
varidncia constante)

Quase-Poisson

Logaritmo

Logit, probit, cloglog,
identidade, inversa,
logaritmo, 1/’ e raiz
quadrada

constante, ,u(l—,u), Mo it
€ lu3

Figura 11: Ajustamento de func¢des de quase-verossimilhanga no “R”

Conforme McCullagh e Nelder (1989), a fungdo de quase-verossimilhanca estendida
possui as mesmas propriedades da fungdo de quase-verossimilhanga. Assim, para testar os
coeficientes do modelo da média utiliza-se a quase-deviance (descrita no item 2.2.8.3),

substituindo a funcdo de quase-verossimilhanca pela de quase-verossimilhanga extendida
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(secdo 2.2.6). Para amostras pequenas, ambas as metodologias de estimagao fornecem valores

aproximados.

3.5.4 Final do processo iterativo

Lee e Nelder (1998) recomendam que o processo iterativo termine quando os
parametros do modelo da variancia forem iguais em duas iteragdes consecutivas, dada uma

tolerancia estabelecida.

3.6 FLUXOGRAMA DO ROTEIRO DE MODELAGEM CONJUNTA DE
MEDIA E VARIANCIA

Nesta se¢do ¢ apresentado um fluxograma da metodologia descrita na se¢io anterior
para realizar a modelagem conjunta de média e variancia. O fluxograma apresentado na
Figura 12 descreve o processo de modelagem utilizando GLMs, e a Figura 13 resume o
processo de modelagem conjunta da média e dispersdo utilizando GLMs, através do processo

iterativo descrito na se¢do 2.3.2.1.
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AJUSTAMENTO
DO GLM

ADEQUACAO

DO MODELO

QUALIDADE
DO AJUSTE

Defini¢éo:
distribuicéo de probabilidade dos dados

Definicéo:
- fungéo de ligagéo e <
- fungéo de variancia

A 4

Teste dos coeficientes significativos (teste t)

A 4

Analise do residuo deviance (teste F-
ANODEV) para verificar se os fatores

permanecem ou ndo no modelo

Anélise da deviance residual do
modelo (teste x?)

A 4

Andlise gréafica dos residuos

O modelo esta

adequado?

Anédlise da estatistica de AIC e
estatistca Qui-Quadrado
generalizada de Pearson

A 4

Analise gréfica dos residuos

O modelo esta

bem ajustado?

GLM ajustado

Figura 12: Fluxograma do roteiro de modelagem de um GLM



Defini¢éo:
distribui¢do de probabilidade dos
dados
A Considerar o
MODELO Definig¢&o: parametro de
DA - funcéo de ligagdo e dispers&o (¢)
MEDIA - fungdio de variancia constante
A
Identificacdo dos coeficientes
sianificativos
A
Usar o desvio d; como variavel P
MODELO resposta B
DA
VARIANCIA
A
Ajustar o modelo:
- distrib: Gamma
- f¢ ligacéo: log (pardmetro 2)
A
Usar 1/¢ do modelo da variancia
MOD!ELO como peso para o modelo da
DA MEDIA média
(baseado no
modelo da
variancia) A
Ajustar equacgOes de quase -
verossimilhanca
Parametros do modelo
da variancia séo iguais Ko

em 2 iteragles
consecutivas?
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Figura 13: Fluxograma do roteiro de modelagem conjunta de média e variancia
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4 ESTUDO DE CASO

Este capitulo apresenta a aplica¢do do roteiro de modelagem descrito no Capitulo 3.

O estudo de caso foi realizado com base nos dados apresentados em Pizzolato (2002).

4.1 DADOS PARA O ESTUDO DE CASO

Os dados utilizados sdo provenientes de um estudo realizado em uma empresa
multinacional, fabricante e fornecedora de equipamentos e servigos agropecudrios em ambito
mundial. O estudo de caso executado pela autora foi realizado na unidade brasileira situada no
interior do estado do Rio Grande do Sul. O produto analisado ¢ um piso plastico utilizado em
ambientes de criagdo de suinos. O processo de injecdo do piso plastico ¢ feito em uma
maquina injetora, onde ¢ colocada a matéria-prima em forma de graos. A matéria-prima ¢
aquecida a uma temperatura tal que permita a sua inje¢do em um molde, o qual possui o
formato do produto final. Posteriormente, esta ferramenta de inje¢do ¢ aberta para permitir a

descarga do produto injetado.

Os dados em Pizzolato (2002) sdo oriundos de um experimento realizado na empresa
em junho/2000 e em outubro/2001, como parte de um projeto de melhoria do produto. O
objetivo principal do projeto era a obten¢ao de pisos mais duros e resistentes ao cisalhamento
(ou seja, resistentes a tensdo que age tangencialmente as faces do piso), sem alteracao

substancial em sua composicao de custos.

A partir do conhecimento do mercado, a equipe técnica da empresa definiu as
caracteristicas de qualidade consideradas importantes para o bom desempenho do produto e
fez comparacdes com marcas ja existentes. Uma equipe multifuncional (formada por

funcionarios dos setores de projeto, de processo e de atendimento ao cliente) analisou as
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caracteristicas importantes para o cliente final. Assim, obteve-se a avaliacdo das
caracteristicas de qualidade em relagdo a sua importancia, tendo como base o conhecimento
do grupo multifuncional, e em relagdo as demandas definidas pelos clientes. Por fim, as
caracteristicas de qualidade mais importantes demandadas pelo cliente foram traduzidas em

variaveis respostas (VRs), com seus respcectivos valores alvo e especificagoes.

Dentre as VRs apresentadas no trabalho de Pizzolato (2002) optou-se por analisar a
variavel custo e as varidveis relacionadas ao impacto. A VR custo atende a demanda de
oferecer ao cliente um produto de qualidade com um prego adequado. As VRs relacionadas ao
impacto medem a resisténcia da superficie do material ao impacto, sendo que materiais
resistentes ao impacto tém menor possibilidade de sofrer escamagdes, possuindo maior

durabilidade.

Os fatores controlados explorados no experimento sdo: tempo de resfriamento (A),
temperatura do fluido (B), percentual de elastomero (C) e percentual de talco (D). Os dois
primeiros fatores definem as condigdes do processo de injecao dos pisos plasticos e os dois
ultimos sdo matérias primas utilizadas na composi¢ao do produto. Os pardmetros de processo
mantidos constantes no experimento sdo velocidade de injecdo e pressdo de injegdo. Os
fatores de ruidos do experimento medidos foram a temperatura do molde e a temperatura do

dia (PIZZOLATO, 2002).

O projeto experimental escolhido por Pizzolato (2002) para a coleta de dados foi um
projeto fatorial 2* dividido em dois blocos, com o objetivo de eliminar o efeito da temperatura
no ambiente (fator de ruido) na execugdo das rodadas experimentais. Além disso, a autora
adicionou um ponto central, no qual niveis intermedidrios dos fatores controlaveis foram
testados para verificar a falta de ajustamento dos dados a um modelo linear. No caso em
estudo ndo foram realizadas repeticdes das rodadas experimentais devido a inviabilidade
econdmica e a dificuldade de interromper a produgdo para a realizacdo dos ensaios. A matriz
experimental, que contempla um projeto 2* mais um ponto central, ¢ apresentada na Figura 14

e as variaveis respostas sao apresentadas na Tabela 6.
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Fonte: Pizzolato et al., 2001

Figura 14: Matriz experimental



Tabela 6: Dados das variaveis respostas utilizados para analise

Rodada Exp. Custo (R$/m2) Impacto A (kN) Impacto B (mm) Impacto C (J)
1 28,19 1.42 3,76 3.09
2 29,03 0,86 3,76 3,01
3 28,67 2,01 2,13 2,27
4 28,76 2,12 2,55 2,82
5 28,46 1,42 2,27 1,79
6 28,98 1,41 2,77 2,24
7 28,41 1,62 2,29 1,79
8 29,04 1,70 2,40 2,17
9 28,72 0,97 3,64 2,14
10 28,76 0,96 4,88 2,84
11 28,67 1,03 1,68 0,86
12 28,19 1,38 2,43 1,79
13 29,03 0,99 1,59 0,76
14 28,41 1,71 1,53 1,24
15 29,04 1,67 2,06 1,70
16 28,46 2,15 2,38 2,70
17 28,98 0,97 1,42 0,65

Adaptado Pizzolato (2002)

Pizzolatto (2002) ajusta modelos de regressdo linear multipla para as quatro varidveis
respostas apresentadas na Tabela 6 (as quais foram utilizadas como referéncia para a
realiza¢do deste trabalho). A autora considerou como significativo os fatores com nivel de
significancia inferior 4 10% (p < 0,10) e analisou o coeficiente de determinagdo (R*) para
verificar o percentual da variabilidade total das respectivas VRs explicados pelo modelo

ajustado, para encontrar os modelos mais adequados. Os resultados de cada uma destas VRs

sdo apresentados a seguir, juntamente com uma breve descricdo da mesma:

* VR Custo (R$/m?): foi obtida através do calculo do custo para cada combinagdo dos

fatores de controle. Esse modelo explicou 96,25% da variabilidade total da VR Custo

(R*=96,52%).

Tabela 7: Analise de regressao linear multipla para a VR custo (R$/m?)

Parametros Coef. Erro padrio Estatistica t Valor —p
Intersecdo 28,69 0.,014937 1920,94 <0,0001
(C) elastdmero 0,11 0,015397 6,98176 <0,0001
(D) talco 0,08 0,015397 5,19573 0,0002
(A) tempo 0,26 0,015397 16,8861 <0,0001

Fonte: Pizzolato (2002).

84
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= VR Impacto: Os ensaios da VR impacto foram realizados em equipamento proprio,
pela empresa fornecedora da matéria-prima que compde o produto. Esses ensaios
foram sub-divididos em trés VRs, devido a necessidade técnica e a forma com que a
maquina de impacto media esta grandeza. Estas VRs, com os respectivos modelos
ajustados pela autora e o coeficiente de determinacdo de cada modelo, sdo

apresentadas nas Tabelas 8, 9 e 10.

a) VR Impacto A: Carga maxima dada em kilo-newtons: R*=55,82%.

Tabela 8: Andlise de regressao linear miltipla para a VR impacto para carga méaxima (kN)

Parametros Coef. Erro padrio Estatistica t Valor p

Intersegdo 1,43 0,082789 17,3295 <0,0001

(A) tempo -0,13 0,085337 -1,50871 0,1595

(B) temperatura 0,15 0,085337 1,80167 0,0990

(D) talco -0,14 0,085337 -1,62589 0,1323

(AD) tempo x talco -0,14 0,085337 -1,62589 0,1323

(ABC) tempo x temperatura x elastdmero -0,15 0,085337 -1,75772 0,1066

Fonte: Pizzolato (2002).

b) Impacto B: Deflexdo da carga méaxima, dada em milimetros: R*=66,44%.

Tabela 9: Analise de regressao linear multipla para a VR impacto para carga maxima (mm)

Parametros Coef. Erro padrio Estatisticat Valor p

Intersegdo 2,56 0,159714 16,036 <0,0001

(B) temperatura -0,34 0,16463 -2,09561 0,0601

(D) talco -0,35 0,16463 -2,11087 0,0585

(AB) tempo x temperatura -0,34 0,16463 -2,08802 0,0608

(BD) elastomero x talco 0,35 0,16463 2,14876 0,0548

(BCD) temperatura x elastomero x talco -0,33 0,16463 -1,98931 0,0721

Fonte: Pizzolato (2002)
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¢) Impacto C: Energia de Carga Maxima, dada em joules: R>=98,20%.

Tabela 10: Anélise de regressdo linear multipla para a VR impacto pela energia de carga maxima (J)

Parametros Coef. Erro padrio Estatisticat Valor p

Intersegado 1,99 0,04134 48,1795 <0,0001

(B) temperatura -0,11 0,04261 -2,6694 0,0371

(D) talco -0,38 0,04261 -8,9175 0,0001

(AB) tempo x temperatura -0,31 0,04261 -7,2748 0,0003

(BC) temperatura x elastdmero 0,18 0,04261 42534 0,0054
(BD) temperatura x talco -0,12 0,04261 -2,8434 0,0294

(CD) elastémero x talco 0,20 0,04261 4,6347 0,0036

(ABC) tempo x temperatura x elastdmero -0,20 0,04261 -4,7521 0,0032
(ABD) tempo x temperatura x talco -0,41 0,04261 -9,7389 0,0001
(ACD) tempo x elastdmero x talco 0,14 0,04261 3,1973 0,0187
(BCD) temperatura x elastomero x talco -0,16 0,04261 -3,6667 0,0105

Fonte: Pizzolato (2002)

42 ADAPTACAO DO EXPERIMENTO PARA REALIZACAO DO
ESTUDO DE CASO

Como o objetivo do presente estudo ¢ realizar uma modelagem pelos GLMs
utilizando projetos fatoriais fracionados, fracionou-se o experimento apresentado na Figura
14, de forma a viabilizar a andlise das caracteristicas da modelagem proposta nesta
dissertacdo. O experimento foi dividido em dois blocos, a partir do contraste de defini¢ao
ABCD do fatorial completo 2*. A escolha do contraste de defini¢io se justifica, pois o estudo
de Pizzolato (2002) demonstrou que tal interagdo ndo ¢ significativa. Assim, o experimento

analisado foi um projeto fatorial 2*".

Optou-se por analisar a VR denominada “Impacto A”, por ter apresentado o pior
ajustamento dentre os modelos obtidos por Pizzolato (2002). O ajustamento foi analisado a
partir da significancia dos fatores que entraram no modelo e o coeficiente de determinacao
(R?), que explica o percentual da variabilidade total dos dados explicada pelo modelo. No
caso, a VR “Impacto A” apresentou os coeficientes de regressdo com menor significancia e o

menor coeficiente de determinacao.
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Analisando todas as observacdes da VR “Impacto A” através da Distancia de Cook,
identificou-se que as observacdes oriundas das rodadas experimentais 4, 15 e 16 eram
destoantes do restante do banco de dados. Uma vez que tais observacdes faziam parte da do
bloco da fracdo principal, escolheu-se a fragdo secundaria do fracionamento para a aplicacao
da modelagem utilizando GLMs. Os dados a serem utilizados na modelagem conjunta da

média e da variancia sao apresentados na Tabela 11.

Tabela 11: Fragdo do projeto experimental fracionado a ser modelado

Rodada A B C D Impacto A
2 1 -1 1 1 0,86
3 -1 1 1 1 2,01
5 -1 -1 1 -1 1,42
8 1 1 1 -1 1,70
10 1 -1 -1 -1 0,96
12 -1 1 -1 -1 1,38
14 -1 -1 -1 1 1,71
17 1 1 -1 1 0,97

4.3 MODELAGEM CONJUNTA DE MEDIA E VARIANCIA

A realizacdo do estudo de caso ¢ apresentada conforme as etapas do método proposto
no Capitulo 3 desta dissertacdo. Nesta secdo, apresentam-se os resultados da modelagem
conjunta de um experimento fracionado sem repeticdo, utilizando GLMs através do pacote
computacional “R”, um software livre para analises estatisticas e graficas. O calculo da

estatistica Qui-Quadrado Generalizado de Pearson foi obtido através do pacote computacional

SAS v.8.

Tabela 12: Notagdo para o nivel de significdncia dos coeficientes

Notacdo Nivel de Significincia (NS)

ok 0 < NS < 0,001
ok 0,001 < NS < 0,01
* 0,01 < NS < 0,05

0,05 < NS < 0,1

NS > 01
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Os modelos ajustados na seqii€éncia irdao utilizar a notacao apresentada na Tabela 12

para definir o nivel de significancia do respectivo coeficiente.

4.3.1 Ajustamento do modelo inicial para a média

Utilizando os dados da Tabela 11, ajustou-se um modelo para a média com os fatores que
possuiam os maiores efeitos. Para tanto, empregou-se um método de eliminagdo retroativa,
respeitando o nimero de graus de liberdade disponiveis, ja que o banco de dados ¢ formado
por apenas 8 observagdes. A melhor distribuicdo de probabilidade que se ajustou aos dados
foi uma Normal Inversa com funcdo de ligacdo identidade. Os coeficientes do modelo

ajustado sao apresentados na Tabela 13.

Tabela 13: Modelo inicial para a média

Fatores Estimativa Erro Padrio Estatistica t Pr(>|t|)
(Intercepto) 1,38206 0,04827 28,634 <0,0001 **
A -0,27187 0,04190 -6,488 0,0074 **

BC 0,20726 0,04250 4,876 0,0165 *

B 0,17655 0,04248 4,156 0,0253 *

C 0,13666 0,04245 3,219 0,0486 *

Posteriormente, foi realizada a analise dos residuos deviance para avaliar o efeito da
inclusdo de cada termo sobre a reducdo da deviance residual do modelo. Para tanto, utilizou-

se a Analise de Deviance (ANODEYV), com resultados apresentados na Tabela 14.

Tabela 14: Analise de deviance (ANODEYV) para o modelo inicial para a média

Reducio da GL Residuo da  Estatistica

(Eil Deviance restante Deviance F Pr(>F)
Modelo nulo 0,20456 7 0,52189
A 1 0,17560 6 0,31733 35,758 0,0094 **
BC 1 0,05832 5 0,14173 30,695 0,0116 *
B 1 0,06642 4 0,08341 10,194 0,0496 *
C 1 0,20456 3 0,01699 11,611 0,0422 *

Na Tabela 14 observa-se que a deviance residual do modelo ¢ 0,016992 com 3 graus

de liberdade. Ao se comparar esse resultado com a distribui¢do Qui-Quadrado com 3 graus de
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liberdade ao nivel de significancia de 5% ( ;((23;0505) =7,815), constata-se que o modelo ¢

adequado.

Analisando o gréafico apresentado na Figura 15, observa-se que os residuos possuem
um comportamento aleatdrio em relagdo aos valores preditos e o grafico da Figura 16 aponta
um pequeno desvio a distribui¢do de probabilidade definida a priori (no caso, a distribui¢ao
Normal Inversa). A analise da Distancia de Cook, apresentada na Figura 17, indica que a
observacdo 5 e 8 destoam em relacdo as demais (Distancia de Cook superior a 0,5). Este fato,

entretanto, serd desconsiderado, por se tratar de um modelo inicial.

Para verificar a qualidade do modelo final ajustado, analisou-se os valores do critério

de Akaike (AIC) e da estatistica Qui-Quadrado Generalizada de Pearson. Para o modelo na

Tabela 13, obteve-se um valor de AIC igual a (—7,8848) e um valor de > Generalizado de

Pearson igual a 0,0173, indicando, assim, um bom ajustamento.

As instrucdes de uso do pacote computacional “R” para obtengdo dos resultados

apresentados encontra-se no Apéndice B.
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Figura 15: Anélise dos residuos x valores ajustados para o modelo inicial para a média
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Figura 17: Anélise das Distancias de Cook para o modelo inicial para a média

4.3.2 Processo iterativo

A partir dos residuos do modelo inicial para a média foi gerado um modelo para a
variancia. Utilizando o parametro de dispersao do modelo da variancia, através de uma funcao
de quase-verossimilhanca com ligacao identidade, ajustou-se um novo modelo para a média.
Este por sua vez, foi ponderado pela razdo do parametro de dispersao do modelo
anteriormente ajustado para a dispersdo pelos valores ajustados para o modelo da média. O
processo convergiu (ou seja, gerou dois modelos de dispersao com coeficientes similares) na
quarta iteracao, sendo que cada processo de iteracdo gera um modelo para a média e um para
a variancia. Uma vez que se verificou que os erros obedecem a distribui¢do Normal Inversa,

espera-se que a variancia ndo dependa da média. Os modelos intermedidrios sdo apresentados
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no Apéndice A. Nas secdes seguintes sao apresentados, respectivamente, o pentltimo modelo
ajustado para a varidncia (como uma evidéncia de convergéncia do processo iterativo), o
modelo final ajustado para a média e o final para a variancia. Esses modelos finais foram

obtidos na quarta iteragao.

4.3.3 Ajustamento do penultimo modelo para a variancia

Utilizando como varidvel resposta o residuo do terceiro modelo ajustado para a
média, ajustou-se novamente um GLM para a varidncia com distribuicdo Gama e fungdo de
ligacdo logaritmica. O parametro de dispersao desse modelo serd utilizado para ponderar a

variavel resposta “Impacto A” no proximo ajustamento do modelo para a média.

O modelo ajustado pode ser visto na Tabela 15 e a andlise da significancia de cada
termo no modelo pode ser analisada na Tabela 16, através da analise da deviance. Observa-se
que a inclusdo de todos os termos no modelo ¢ significativa e que a deviance residual é
pequena (0,01341). Esse ajustamento forneceu um AIC igual a —100,92, evidenciando a

qualidade do ajuste.

Tabela 15: Pentiltimo modelo para a variancia

Fatores Estimativa Erro Padrao Estatistica t Pr(>|t|)
(Intercepto) -5,28049 0,02363 -223,511 <0,0001 ***
A -0,09946 0,02363 -4,210 0,0249 *
BC 0,52351 0,02363 22,159 0,0002 ***
B 0,19218 0,02363 8,134 0,0039 **
C -0,31043 0,02363 -13,140 0,0009 ***

Tabela 16: Analise de deviance (ANODEYV) para o penultimo modelo para a variancia

T ) ) D BT e
Modelo nulo 7 2,78717
A 1 0,06766 6 2,71951 15,153 0,0301 *
BC 1 1,68007 5 1,03944 376,258 0,0003 ***
B 1 0,26718 4 0,77227 59,835 0,0045 **
C 1 0,75885 3 0,01341 169,949 0,0010 ***
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4.3.4 Ajustamento do modelo final para a média

Nesta etapa, o inverso dos valores ajustados para o ultimo modelo da média gerado
vezes o parametro de dispersdo do modelo do ultimo modelo ajustado para a variancia sao
utilizados novamente como ponderadores para a variavel resposta (VR) “Impacto A”, obtendo

um novo modelo para a média da VR em questao.

Seguindo a metodologia apresentada no Capitulo 3, procedeu-se ao ajustamento das
equacdes de quase-verosimilhanga. As equagdes de quase-verosimilhanga que melhor se
ajustaram aos dados ponderados permanecem sendo aquelas que utilizaram a funcdo de

ligacdo identidade. A Tabela 17 apresenta o modelo final obtido para a média.

Tabela 17: Modelo final para a média

Fatores Estimativa Erro Padrio Estatistica t Pr(>|t|)
(Intercepto) 1,37625 0,04652 29,582 <0,0001 ***

A -0,26092 0,04564 -5,717 0,0106 *

BC 0,21480 0,04566 4,704 0,0182 *

B 0,15229 0,04565 3,336 0,0445 *

C 0,12645 0,04565 2,770 0,0696 .

Novamente, realizou-se a analise dos residuos da deviance através da Analise de
Deviance (ANODEYV) apresentada na Tabela 18, onde observa-se que a deviance residual do
modelo ¢ de apenas 0,00016914, com 3 graus de liberdade. Comparando com uma
distribuicao Qui-Quadrado com 3 graus de liberdade e nivel de significancia de 5% , conclui-
se que o modelo final obtido para a média ¢ adequado ja que a falta de ajuste (deviance) ndo é
significativa. O comportamento aleatorio dos residuos apresentados na Figura 18 confirma o
bom ajustamento do modelo. O Grafico de Probabilidade Normal apresentado na Figura 19
mostra um razoavel ajuste a distribuicio Normal Inversa. A andlise da Distancia de Cook,
apresentada na Figura 20, indica novamente que a observacdo 5 destoa dos demais dados.
Entretanto, ao se retirar tal observag¢ao do conjunto de dados, o modelo obtido apresenta pior

ajuste.
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Tabela 18: Anélise de deviance (ANODEYV) para o modelo final da média

Reducio da GL Residuo da  Estatistica
(EiL Deviance restante Deviance F Pr(>F)
Modelo nulo 7 0,00078374
A 1 0,00038193 6 0,00040181 34,8677 0,0097 **
BC 1 0,00019200 5 0,00020981 17,5282 0,0248 *
B 1 0,00009290 4 0,00011691 8,4816 0,0619 .
C 1 0,00008405 3 0,00003286 7,6730 0,0696 .
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Figura 18: Analise dos residuos x valores ajustados para o modelo final para a média
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Figura 19: Grafico de Probabilidade Normal para o modelo final para a média
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4.3.5 Ajustamento do modelo final para a variancia
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Para ajustar o modelo da variancia utilizou-se os valores do residuo d, provenientes

do modelo final ajustado para a média. Como sugerido por Lee e Nelder (1998), ajustou-se

um modelo para variancia pressupondo dados distribuidos conforme uma distribuicdo Gama,

com funcdo de ligagcdo logaritmica e parametro de escala 2. O modelo final ajustado para a

variancia por GLM ¢ apresentado na Tabela 19.

Tabela 19: Modelo final para a variancia

Fatores Estimativa Erro Padrio Estatistica t Pr(>|t|)
(Intercepto) -5,67876 0,01043 -544,351 <0,0001 ***
A -0,09986 0,01043 -9,572 0,0024 **
BC 0,53512 0,01043 51,295 <0,0001 ***
B 0,20265 0,01043 19,426 0,0003 ***
C -0,32567 0,01043 -31,218 <0,0001 ***

Novamente, realizou-se a analise dos residuos deviance através da Analise de

Deviance (ANODEYV) apresentada na Tabela 20, onde observa-se que a deviance residual do

modelo ¢ de apenas 0,00261, com 3 graus de liberdade, concluido-se que o modelo final

obtido para a variancia também ¢ relevante. O comportamento aleatério dos residuos (Figura

21) e o comportamento linear verificado no Grafico de Probabilidade Normal (Figura 22)

mostram um ajuste adequado do modelo para variancia. O grafico apresentado na Figura 23

mostra que as observagdes 2 e 4 apresentam o valor da Distancia de Cook acima do toleravel
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(0,5). Porém, também foi verificado que a exclusdo de tais observagdes prejudicaria a

qualidade do ajuste do modelo.

Tabela 20: Analise de deviance (ANODEYV) para o modelo final para a variancia

Reducao da GL Residuo da  Estatistica
(£l Deviance restante Deviance F HEGR)
Modelo nulo 7 2,92308
A 1 0,07142 6 2,85166 82,033 0,0028 **
BC 1 1,72054 5 1,13113 1976,168 <0,0001 ***
B 1 0,29463 4 0,83649 338,409 0,0003***
C 1 0,83388 3 0,00261 957,775 <0,000] ***
Z
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. 5- 0
L)
e 5
ﬁ:ln [=]
i
o
= ]
<:I,| Fa
I I I
G5 -6.0 55 1]

Valores preditos

Figura 21: Analise dos residuos x valores ajustados para o modelo final para a variancia
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Figura 22: Grafico de Probabilidade Normal para o modelo final para a varidncia
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Figura 23: Analise das Distancias de Cook para o modelo final para a varidncia

Para verificar a qualidade do modelo final ajustado, analisou-se o critério de Akaike

(AIC) e a estatistica Qui-Quadrado Generalizada de Pearson. Os valores obtidos foram

AIC =-70,261 ¢ x> =0,0026, indicando um bom ajustamento do modelo aos dados.

4.3.6 Convergéncia dos modelos ajustados

Conforme a metodologia proposta por Lee e Nelder (1998; ver se¢do 3.5), ha
convergéncia de modelos ajustados de forma conjunta para a média e para variancia quando
dois modelos para a variancia ajustados seqiiencialmente possuem parametros semelhantes.
Ao se comparar o modelo apresentado na Tabela 15 com o da Tabela 19, observa-se uma
diferenca minima entre os parametros estimados. Assim, os melhores modelos para explicar a
média e a variabilidade da varidvel resposta “Impacto A” sdo aqueles apresentados,

respectivamente, na Tabela 17 e Tabela 19.

Observa-se que ambos os modelos possuem os mesmos fatores significativos (A, BC,
B e C), porém em grandezas distintas. Como o fator D ndo foi significativo, ele ¢ utilizado
como uma repeti¢do do experimento durante a modelagem. Objetivando analisar apenas uma
fragdo do experimento realizado por Pizzolatto (2002), analisou-se somente oito observagdes,
impossibilitando a estimagdo de efeitos de segunda ordem (um vez que a interacao de terceira

ordem foi utilizada como contraste de defini¢ao no fracionamento do experimento analisado).



97

4.3.7 Modelo ajustado por regressao linear multipla

Para comparar o modelo ajustado por Pizzolato (2002) com os modelos ajustados por
GLM através do processo iterativo, analisaram-se os dados da autora, modelando um GLM
com distribui¢do Normal e fun¢do de ligacdo candnica, o que corresponde a uma regressao
linear multipla. Assim, € possivel verificar a adequacdao desse modelo através das mesmas

medidas de diagnostico utilizadas nos GLMs.

O modelo de regressao utilizando o fatorial completo ajustado por Pizzolato (2002) ¢
apresentado na Tabela 21. Para este modelo observa-se um AIC igual a 18,299 e uma
deviance residual de 1,28172 (conforme Tabela 22). Tais valores sdo bem superiores aos
encontrados nos GLMs ajustados anteriormente (nas segoes 4.3.4 e 4.3.5), mostrando melhor
ajuste dos GLMs em relagdo a regressdo multipla. Conforme Pizzolato (2002), para o modelo
desta varidvel resposta foram considerados como significativos termos com significancia de

até 0,16, por determinacao técnica da equipe de trabalho.

Tabela 21: Modelo de regressdo linear multipla para o fatorial completo sem repeticao

Fatores Estimativa Erro Padrao Estatistica t Pr(>|t|)
(Intercepto) 143,471 0,08279 17,330 <0,0001 ***
A -0,12875 0,08534 -1,509 0,1600

B 0,15375 0,08534 1,802 0,0990 .
D -0,13875 0,08534 -1,626 0,1320
AD -0,13875 0,08534 -1,626 0,1320
ABC -0,15000 0,08534 -1,758 0,1070

Tabela 22: Anélise de deviance (ANODEYV) para o modelo de regressio linear multipla para o fatorial
completo sem repeti¢ao

GL Reducio da GL Residuo da  Estatistica Pr(>F)
Deviance restante Deviance F
Modelo nulo 16 2,90122

A 1 0,26522 15 2,63600 2,2762 0,1595

B 1 0,37822 14 2,25777 3,2460 0,0990

D 1 0,30803 13 1,94975 2,6435 0,1322

AD 1 0,30803 12 1,64172 2,6435 0,1322

AB 1 0,36000 11 1,28172 3,0896 0,1065
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Supondo que o experimento de Pizzolato (2002) fosse fracionado ao meio e se
analisasse a fracdo secundaria (ou seja, os mesmos dados usados para modelar os GLMs
ajustados anteriormente), o resultado mostraria que apenas os efeitos A e AD (-BC) sdo
significativos, conforme apresentado na Tabela 23. As andlises da significancia da inclusao

dos fatores no modelo podem ser vistas na Tabela 24.

Sabe-se que, como o banco de dados utilizados ¢ oriundo de um projeto fatorial
fracionado ao meio, o efeito AD corresponde ao efeito BC, porém com o sinal invertido (ou

seja, AD e BC sdo efeitos vinculados).

Tabela 23: Modelo de regressao linear multipla para o fatorial fracionado

Fatores Estimativa Erro Padrao Estatistica t Pr(>it|)
(Intercepto) 0,37625 0,08457 16,274 *** 0,0005
A 0,25375 0,08457 -3,001 0,0576 .
B 0,13875 0,08457 1,641 0,1994
D 0,01125 0,08457 0,133 0,9026
AD (-BC) -0,21875 0,08457 -2,587 0,0813 .
ABC NA NA NA NA

Tabela 24: Anélise de deviance (ANODEYV) para o modelo de regressao linear multipla para o fatorial

fracionado
G Felwieds | Gl el Buisia e
Modelo Nulo 7 1,22459
A 1 0,51511 6 0,70948 9,0035 0,0576 .
B 1 0,15401 5 0,55546 2,6919 0,1994
D 1 0,00101 4 0,55445 0,0177 0,9026
AD (-BC) 1 0,38281 3 0,17164 6,6911 0,0813 .
ABC 1 0,00000 3 0,17164

Se os efeitos ndo relevantes fossem retirados do modelo, o modelo final ajustado
seria igual ao apresentado na Tabela 25 e as andlises, quanto a qualidade do ajustamento,
podem ser observados nas Tabela 26. Esse modelo fornece um fator a AIC igual a 5,1169 e
uma deviance residual de 0,32666. Enfim, o modelo apresentaria apenas os efeitos A e AD (-

BC) como significativos.
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Tabela 25: Modelo de regressao linear multipla para o fatorial fracionado ajustado

Fatores Estimativa Erro Padrao Estatistica t Pr(>it|)
(Intercepto) 1,37625 0,09037 15,229 <0,0001 ***

A -0,25375 0,09037 -2,808 0,0376 *

AD (-BC) -0,21875 0,09037 -2,421 0,0601 .

Tabela 26: Analise de deviance (ANODEV) para o modelo de regressdo linear multipla para o fatorial
fracionado ajustado

G Relwied | G Relwdn Buisia ey

Modelo Nulo 7 1,22459
A 1 0,51511 6 0,70948 7,8845 0,0376 *
AD (-BC) 1 0,38281 5 0,32666 5,8594 0,0601 .

4.3.8 Regressao linear multipla x GLM

Comparando um modelo ajustado através de Regressao Linear Multipla com os
modelos ajustados por GLM, a partir de um mesmo banco de dados fracionados sem
repeticdo, ¢ possivel afirmar que o GLM ¢ capaz de identificar mais fatores significativos,
com maior precisdo nas estimativas. Além de apresentar niveis de significAncia menores
(menor Sig.), os modelos ajustados por GLM apresentam menor valor de deviance residual,
bem como menores erros padrdes, indicando maior precisdo do GLM; conforme pode ser

observado na Figura 24.

REGRESSAO LINEAR MULTIPLA — GLM (modelo final para a média) —
fatorial fracionado fatorial fracionado
Coeficientes E E
. . Iro . . . Iro .

Estimativa Padrio Sig. Estimativa Padrio Sig.
Intercepto 1,37625 0,09037 <0,0001 1,37625 0,04652 <0,0001
A -0,25375 0,09037 0,0376 -0,26092 0,04564 0,0106
AD (-BC) -0,21875 0,09037 0,0601 -0,21480 0,04566 0,0182
B - - - 0,15229 0,04565 0,0446
C - - - 0,12645 0,04565 0,0696

Deviance 0,03266 0,000169
Residual ’ ’

Figura 24: Comparacdo dos modelos ajustados por regressao linear miltipla ¢ por GLM



100

No contexto do estudo de caso utilizado neste trabalho (se¢ao 4.1), observa-se uma
alteragdo do melhor ajuste para a varidvel resposta “Impacto A” do processo industrial
analisado, ao se otimizar o processo a partir dos resultados da modelagem GLM e usando o
modelo de regressdo linear multipla (ver Figura 24). O modelo de regressdo ajustado para o
experimento fracionado identifica como significativos apenas os efeitos tempo de
resfriamento (A) e a interacdo temperatura do fluido e percentual de elastomero (BC). Ja o
GLM, além de identificar como relevante para o ajuste do processo esses dois efeitos,
identificou os efeitos principais da temperatura do fluido (B) e percentual de elastomero (C).
Neste caso, onde os interagdes AD e —BC sdo vinculadas, ¢ mais interessante ajustar o

processo em funcao do ajuste da interacdo BC, pois os efeitos principais B e C também sao

significativos.
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5 CONCLUSOES FINAIS

5.1 CONCLUSOES

Esta dissertagdo apresentou uma proposta de modelagem conjunta de experimentos
fracionados sem repeticdo utilizando Modelos Lineares Generalizados (GLM). Tal proposta
permite modelar separadamente, mas de forma dependente, um modelo para a média

(parametro de localizagcdo) e um para a variancia (parametro de dispersao).

Na modelagem de regressao tradicional, utiliza-se 0 método dos Minimos Quadrados
Ordinarios e Maxima Verossimilhanca para estimacdo dos pardmetros do modelo. Tais
métodos pressupdem variancia constante e Normalidade das respostas. Entretanto, sabe-se
que tais suposicoes sdo freqiientemente violadas na pratica, j& que nem todos os fendmenos
podem ser bem modelados supondo distribui¢ao Normal. Uma solugdo simplista geralmente
utilizada na pratica ¢ a metodologia de transformagdo proposta por Box & Cox (1964).
Entretanto, foi demonstrado que o GLM pode ser uma alternativa para tais situagdes, pois
permite modelar dados oriundos de distribuicdes de probabilidade pertencentes a Familia

Exponencial, a qual engloba distribui¢des discretas, assimétricas e binomiais, entre outras.

Nos ultimos anos, foram desenvolvidos diversos procedimentos de modelagem
conjunta de média e varidncia com o intuito de aperfeicoar os métodos desenvolvidos por
Taguchi. Diversos autores consideram que os métodos de Taguchi nem sempre sdo claros e
eficientes. Diante disso, apresentam alternativas de modelagem conjunta, dentre elas a

utilizagdo de projetos fatoriais fracionados e do GLM.

A modelagem por GLM de experimentos fracionados sem repeticdo apresenta

algumas vantagens e desvantagens. Na pratica, a utilizagdo de experimentos fracionados se



102

justifica pelo elevado custo e tempo gasto na coleta de dados de experimentos completos. No
entanto, o fracionamento pode gerar duvidas quanto a significancia dos efeitos. Sabe-se que
davidas quanto a eficiéncia de um fracionamento nado se resolvem com repeticdo, pois 0s
tratamentos repetidos serdo os mesmos. A repeticdo somente permite, assim, aumentar a
precisdo da estimativa dos coeficientes. No geral, ¢ mais interessante investir em um
experimento completo do que na repetigdo de um experimento fracionado. Sendo o
investimento em fatores completos caro e demoro, recomendasse os fatorias fracionados com

repeticao, quando for possivel repetir os tratamentos.

Como descrito anteriormente, o GLM permite modelar dados que ndo apresentam
distribuicao Normal, fazendo com que se obtenha modelos mais precisos, como demonstrado
no Capitulo 4. Vieira (2004) confirma a superioridade dos GLMs ao afirmar que os mesmos
apresentam melhor desempenho na estimativa dos pardmetros, pois resultam em intervalos de
confianga menores para as estimativas. Entretanto, sua forma de modelagem ¢ mais complexa,
uma vez que além de identificar a distribui¢do de probabilidade dos dados ¢ necessario

determinar a funcao de ligagdo mais adequada.

A proposta de modelagem conjunta da média e da varidncia apresentada neste
trabalho baseou-se no artigo de Lee e Nelder (1998), porém, ndo foi possivel aplicar tal
metodologia de forma integral, pois os autores utilizaram um fatorial fracionado com
repeticao e a proposta desta dissertacdo ¢ utilizar fatoriais fracionados sem repeti¢do. Devido
a falta de repeti¢des, este trabalho buscou utilizar os mesmos principios do trabalho de Lee e
Nelder (1998), mostrando alternativas para lidar com a falta de dados a fim de iniciar o

processo iterativo e estimar os parametros de dispersdo de cada uma das observagoes .

Utilizando os fatores que possuiam os maiores efeitos para iniciar o processo
iterativo e o inverso dos valores ajustados para estimar o pardmetro de dispersdo, os modelos
convergiram em apenas quatro iteragdes, apesar do conjunto de dados utilizado ser pequeno.
Além disso, os modelos finais obtidos apresentaram um bom ajuste, apesar de nao haver
repeticdes de tratamentos. Entretanto, ¢ relevante observar que as estatisticas utilizadas para
verificar a adequacao e qualidade do ajustamento sdo recomentadas para amostras grandes. A
literatura encontrada sobre GLM nao menciona estatisticas para analisar a modelagem de uma

amostra pequena.
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O estudo de caso apresentado mostrou a superioridade da modelagem por GLM em
relagdo a utilizacdo de modelos de regressdo tradicionais, ou seja, a capacidade de identicar
mais efeitos significativos, além de identificar efeitos com maior precisdo. Sendo o GLM

indicado para situagdes onde os dados ndo se ajustam a distribuicdo de probabilidade Normal

A fim de facilitar a compreensdo das modelagens citadas e desenvolvidas na
literatura, o trabalho apresenta uma revisao bibliografica sobre projetos fatoriais fracionados e
sobre GLM, além de um roteiro de modelagem através de tal metodologia. A modelagem foi
ilustrada através de um estudo de caso utilizando uma rotina computacional programada no

pacote “R”, cujos comandos sao apresentados nos Apéndices B e C.

5.2 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Uma linha futura de investigacdo seria propor a modelagem de modelos
generalizados ndo lineares ¢ de Modelos Generalizados Aditivos (GAM — Generalized

Additive Models), conforme delineado a seguir.

Weisberg apud Vieira (2004) afirma que, caso ndo seja encontrado um GLM
adequado para a média, pode-se utilizar os modelos ndo lineares generalizados. Neles tem-se
a mesma estrutura dos GLMs, com exce¢ao do polindomio de regressdo, que € nao-linear. Para
ajustar o polindmio adequado, deve-se conhecer a relacdo funcional entre os fatores e a

variavel resposta.

J& 0s GAMs representam um método para ajustar os relacionamentos entre duas ou
mais variaveis através de um grafico de dispersdo (Scatterplot) de um conjunto de dados,
permitindo o ajustamento da tendéncia, sazonalidade e efeito de variaveis de confundimento
(HASTIE; TIBSHIRANI, apud MYERS, MONTGOMERY e VINIG, 2002). Os GAMs sdo
utilizados quando se espera um relacionamento complexo entre varidveis, as quais nio sio
facilmente modeladas por modelos lineares padrao e modelos ndo-lineares. Também utilizam-
se 0s GAMs quando ndo ha nenhuma razao a priori para usar um modelo particular ¢ se

deseja sugerir uma forma funcional adequada para ajustar os dados.
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APENDICE A

Nesse Apéndice sdao apresentados os modelos intermediarios obtidos no processo

iterativo do estudo de caso.



Modelo inicial para a media
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Variavel resposta:

Impacto A

Variavel de peso:

Distribuicao dos dados:

Normal Inversa

Funcio de Ligacio: Identidade
Fatores Estimativa Erro Padrio Estatistica t Pr(>|t|)
(Intercepto) 1,38206 0,04827 28,634 9,35e-05 **
A -0,27187 0,04190 -6,488 0,00743 **
BC 0,20726 0,04250 4,876 0,01649 *
B 0,17655 0,04248 4,156 0,02533 *
C 0,13666 0,04245 3,219 0,04861 *
Parametro de dispersao para a distribuicao de probabilidade dos dados 0,005720736
AIC -7,8848
Reducao da GL Residuo da  Estatistica
GL Deviance restante Deviance F Pr(>F)
Modelo nulo 0,20456 7 0,52189
A 1 0,17560 6 0,31733 35,758 0,009361 **
BC 1 0,05832 5 0,14173 30,695 0,011592 *
B 1 0,06642 4 0,08341 10,194 0,049605 *
C 1 0,20456 3 0,01699 11,611 0,042230 *
N°da observag¢io | Residuos do Modelo | Valores preditos (ajustados)
1 -0,003812696 0,8630515
2 -0,053328132 2,1743967
3 0,007883781 1,4067838
4 0,032611207 1,6306645
5 -0,044960772 1,0042391
6 -0,06101496 1,4865505
7 0,080044349 1,5479714
8 0,029272773 0,9428182
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1 °iteracdo: 1 °modelo para a variancia

Variavel resposta: Residuos do modelo inicial da média

Variavel de peso: -

Distribuicdo dos dados: Gama
Func¢io de Ligacdo: Logaritmica
Fatores Estimativa Erro Padrao Estatistica t Pr(>it|)
(Intercepto) -3,58887 0,02959 -121,30 1,24e-06 ***
A -0,31619 0,02959 -10,69 0,001751 **
BC 0,59492 0,02959 20,11 0,000269 ***
B 0,42023 0,02959 14,20 0,000756 ***
C -0,60100 0,02959 -20,31 0,000261 ***
Parametro de dispersdo para a distribui¢do de probabilidade dos dados (¢) | 0,007002596
AIC 70,261
G Felwiods | G Rewds B e
Modelo nulo 7 55,835
A 1 0,7168 6 48,667 102,37 0,0020566 **
BC 1 11,153 5 37,514 159,27 0,0010728 **
B 1 0,9998 4 27,515 142,78 0,0012607 **
C 1 27,305 3 0,0210 389,92 0,0002838 ***
N°da observac¢io | Residuos do Modelo Valores preditos (1/p;)
1 -0,04773734 -5,521219
2 -0,07188478 -2,858537
3 0,04626456 -4,88883
4 0,06859539 -3,490926
5 0,02754305 -3,129377
6 0,05014692 -2,846367
7 -0,02805831 -2,496989
8 -0,05188197 -3,478755
Analise Grafica
Fesiduals vs Fitted T , MNormal Q-Q plot & ?OORIS Eisiancelsick
Bsl 4 | £33 . 11NN
l:'l||||’a|'|lj| ;g_i—'?olllll S s T T T
£5 45 35 25 “ 45 05 05 15 L
Predicted values Theoretical Quantiles Obs. number




1°iteracdo: 1 °modelo para a média

Variavel resposta:

Impacto A

Variavel de peso:

1/p; (inicial média) * ¢ (1° variancia)

Distribui¢do dos dados: Quase
Funcio de Ligacio: Identidade
Fatores Estimativa Erro Padrao Estatistica t Pr(>it|)

(Intercepto) 1,37663 0,02609 52,756 0,000359 **
A -0,2523 0,02579 -9,786 0,010281 *

BC 0,22173 0,02554 8,681 0,013012 *

B 0,14046 0,02609 5,383 0,032824 *

C 0,11344 0,02554 4,441 0,047140 *

AB 0,07823 0,02579 3,034 0,093637 .

Parametro de dispersdo para a distribui¢ao de probabilidade dos dados

4,847281e-05
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AIC -
G Fgwlol | oL Reldwdn B
Modelo nulo 7 0,0114788
A 1 0,0039093 6 0,0075695 80,6497 0,01217 *
BC 1 0,0045692 5 0,0030003 94,2629 0,01044 *
B 1 0,0014672 4 0,0015331 30,2691 0,03149 *
C 1 0,0009900 3 0,0005431 20,4241 0,04564 *
AB 1 0,0004462 2 0,0000969 9,2041 0,09364 .
N°da observacio | Residuos do Modelo Valores preditos (1/p;)
1 0,004874118 0,7973028
2 -0,00202207 2,0263869
3 -0,003817691 1,4584643
4 0,002334981 1,678149
5 -0,004518516 1,0138825
6 0,002445546 1,3560306
7 0,00363943 1,675044
8 -0,0030708 1,0077927
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2 °iteracdo: 2 °modelo para a variancia
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Variavel resposta:

Residuos 1°modelo média

Variavel de peso: -

Distribuicdo dos dados: Gama
Func¢io de Ligacdo: Logaritmica
Fatores Estimativa Erro Padrao Estatistica t Pr(>it|)
(Intercepto) -5,74608 0,01107 -519,078 1,58e-08 ***
A 0,10403 0,01107 9,397 0,002553 **
BC -0,07338 0,01107 -6,629 0,006993 **
B -0,26931 0,01107 -24,328 0,000152 ***
C -0,04241 0,01107 -3,831 0,031340 *
Parametro de dispersdo para a distribui¢do de probabilidade dos dados (¢) | 0,000980322
AIC -120,5
L Tges G R e pop
Modelo nulo 7 0,71356
A 1 0,09305 6 0,62051 94,918 0,0022973 **
BC 1 0,03092 5 0,58959 31,543 0,0111596 *
B 1 0,57227 4 0,01732 583,755 0,0001554 ***
C 1 0,01438 3 0,00294 14,671 0,0313546 *
N°da observac¢io | Residuos do Modelo Valores preditos (1/p;)
1 -5,341771 0,018008857
2 -6,235205 0,031738943
3 -5,549826 -0,018227825
4 -6,02715 -0,032424912
5 -5,403714 0,004145397
6 -6,003631 -0,009839456
7 -5,611769 -0,004156912
8 -5,795576 0,009775269
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2 °iteracdo: 2 °modelo para a media
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Variavel resposta: Impacto A

Variavel de peso:

1/p; (1° média) * ¢ (2° variancia)

Distribui¢do dos dados: Quase
Funcio de Ligacio: Identidade
Fatores Estimativa Erro Padrao Estatistica t Pr(>it|)
(Intercepto) 1,3722 0,04624 29,674 8,4e-05 ***
A -0,26002 0,04546 -5,719 0,0106 *
BC 0,21359 0,04540 4,705 0,0182 *
B 0,15178 0,04551 3,335 0,0446 *
C 0,12730 0,04538 2,805 0,0676 .
Parametro de dispersdo para a distribui¢do de probabilidade dos dados (¢) | 0,0001222322
AIC -
m BEO0 G RO TR oo
Modelo nulo 7 0,0089688 36,5424 0,00908 **
A 1 0,0044667 6 0,0045021 17,5823 0,02474 *
BC 1 0,0021491 5 0,0023530 8,3834 0,06274 .
B 1 0,0010247 4 0,0013283 7,8669 0,06758 .
C 1 0,0009616 3 0,0003667 36,5424 0,00908 **
N°da observac¢io | Residuos do Modelo Valores preditos (1/p;)
1 -0,001566493 0,8741272
2 -0,007990878 2,1248871
3 0,002118677 1,3941579
4 0,007271911 1,6048564
5 -0,008526468 1,0467119
6 -0,00536683 1,4431202
7 0,010959442 1,5667426
8 0,004626673 0,9230895
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3°iteracdo: 3 °modelo para a variancia
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Variavel resposta:

Residuos 2°modelo média

Variavel de peso:

Distribuicdo dos dados: Gama
Func¢io de Ligacdo: Logaritmica
Fatores Estimativa Erro Padrao Estatistica t Pr(>it|)
(Intercepto) -5,28049 0,02363 -223,511 1,97e-07 ***
A -0,09946 0,02363 -4,210 0,024480 *
BC 0,52351 0,02363 22,159 0,000201 ***
B 0,19218 0,02363 8,134 0,003885 **
C -0,31043 0,02363 -13,140 0,000952 ***
Parametro de dispersdo para a distribui¢do de probabilidade dos dados (¢) | 0,004465202
AIC -100,92
G g G R e e
Modelo nulo 7 2,78717
A 1 0,06766 6 2,71951 15,153 0,0300667 *
BC 1 1,68007 5 1,03944 376,258 0,0002993 ***
B 1 0,26718 4 0,77227 59,835 0,0044927 **
C 1 0,75885 3 0,01341 169,949 0,0009747 ***
N°da observac¢io | Residuos do Modelo Valores preditos (1/p;)
1 -0,05238352 -6,406071
2 -0,05320892 -4,77577
3 0,05061526 -6,207155
4 0,05138556 -4,974685
5 -0,02627902 -4,738185
6 -0,02546846 -5,201941
7 0,02582648 -4,53927
8 0,02504324 -5,400856
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3°iteracdo: 3 °modelo para a media
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Variavel resposta: Impacto A
Variavel de peso: 1/p; (2° média) * ¢ (3° variancia)
Distribui¢do dos dados: Quase

Funcio de Ligacio: Identidade

Fatores Estimativa Erro Padrao Estatistica t Pr(>it|)
(Intercepto) 1,37625 0,04654 29,573 8,5e-05 ***

A -0,26094 0,04566 -5,715 0,0106 *
BC 0,21479 0,04568 4,702 0,0182 *
B 0,15228 0,04567 3,335 0,0446 *
C 0,12645 0,04566 2,769 0,0696 .

Parametro de dispersdo para a distribui¢do de probabilidade dos dados (¢)

5,637907e-05

AIC -
Reducio da GL Residuo da  Estatistica
e Deviance restante Deviance F LETEAT)
Modelo nulo 7 0,0040304
A 1 0,0019645 6 0,0020658 34,8449 0,009708 **
BC 1 0,0009862 5 0,0010796 17,4923 0,024908 *
B 1 0,0004782 4 0,0006014 8,4816 0,061880 .
C 1 0,0004323 3 0,0001691 7,6679 0,069621 .
N°da observac¢io | Residuos do Modelo Valores preditos (1/p;)
1 0,8746898 -0,001049903
2 2,1307117 -0,005533526
3 1,396571 0,001325922
4 1,6088305 0,004808971
5 1,0513636 -0,005967332
6 1,4482349 -0,003795559
7 1,5732448 0,007300716
8 0,9263537 0,003035613
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4°iteracdo: 4 °modelo para a variancia - MODELO FINAL PARA A VARIANCIA

Variavel resposta:

Residuos 3°modelo média

Variavel de peso:

117

Distribuicdo dos dados: Gama
Func¢io de Ligacdo: Logaritmica
Fatores Estimativa Erro Padrao Estatistica t Pr(>it|)
(Intercepto) -5,67876 0,01043 -544.351 1,37e-08 ***
A -0,09986 0,01043 -9,572 0,002419 **
BC 0,53512 0,01043 51,295 1,63e-05 ***
B 0,20265 0,01043 19,426 0,000298 ***
C -0,32567 0,01043 -31,218 7,22e-05 ***
Parametro de dispersdo para a distribui¢do de probabilidade dos dados (¢) | 0,0008706426
AIC -120,37
G Nguiom oL Reltwin B e
Modelo nulo 7 2,92308
A 1 0,07142 6 2,85166 82,033 0,0028428 **
BC 1 1,72054 5 1,13113 1976,168 2,506e-05 ***
B 1 0,29463 4 0,83649 338,409 0,0003505 ***
C 1 0,83388 3 0,00261 957,775 7,412e-05 ***
N°da observac¢io | Residuos do Modelo Valores preditos (1/p;)
1 -0,016942091 -6,842067
2 -0,029975976 -5,166804
3 0,016752783 -6,642353
4 0,029388751 -5,366518
5 -0,00097953 -5,120476
6 0,011805034 -5,585705
7 0,000978886 -4,920762
8 -0,011898738 -5,78542
Analise Grafica
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4°ijteracdo: 4 °modelo para a media— MODELO FINAL PARA A MEDIA
Impacto A

Variavel resposta:

Variavel de peso:

1/p; (3° média) * @ (4° variancia)

Distribui¢do dos dados: Quase
Funcio de Ligacio: Identidade
Fatores Estimativa Erro Padrao Estatistica t Pr(>it|)
(Intercepto) 1,37625 0,04652 29,582 8,48¢e-05 ***

-0,26092 0,04564 -5,717 0,0106 *

BC 0,21480 0,04566 4,704 0,0182 *
0,15229 0,04565 3,336 0,0445 *

0,12645 0,04565 2,770 0,0696 .

Parametro de dispersdo para a distribui¢do de probabilidade dos dados (¢)

1,095364e-05

AIC
GL Doianee  restante  Deviance F PP
Modelo nulo 7 0,00078374
A 1 0,00038193 6 0,00040181 34,8677 0,009699 **
BC 1 0,00019200 5 0,00020981 17,5282 0,024840 *
B 1 0,00009290 4 0,00011691 8,4816 0,061880 .
C 1 0,00008405 3 0,00003286 7,6730 0,069568 .
N°da observac¢io | Residuos do Modelo Valores preditos (1/p;)
1 -0,0004638 0,8746997
2 -0,0024398 2,1306963
3 0,000586 1,3965298
4 0,00212 1,6088662
5 -0,0026302 1,0514002
6 -0,0016723 1,4482039
7 0,0032175 1,5732302
8 0,0013375 0,9263738
Analise Grafica
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APENDICE B

Este Apéndice traz os comandos do pacote computacional “R” utilizados para

obtenc¢ao dos modelos apresentados nesta dissertagao.

O pacote “R” apresenta uma linguagem e ambiente para computagdo estatistica e
graficas. Além disso, fornece uma ampla variedade de técnicas estatisticas (modelagem linear
e nado linear, testes estatisticos cldssicos, andlise de séries temporais, classificagado,
agrupamento ...) e graficos de qualidade e ¢ altamente extensivel. Esse pacote ¢
disponibilizado como Software Livre sob os termos da Licenca Publica Geral GNU da Free
Software Foundation na forma de codigo fonte. Assim, pode ser livremente copiado e
distribuido entre usuarios, bem como possui codigo livre, tornando-se, um software flexivel e
de facil utilizagdo. O pacote computacional “R” pode ser adquirido através do Ssite:

http://www.r-project.org/.

Segue abaixo os comandos e saidas (output) do primeiro modelo gerado durante o
procedimento iterativo (secao 4.3.1). Os comandos do “R” estdo antecedidos pelo simbolo
“>” e destacados em negrito. Os resultados sdo mostrados logo abaixo dos mesmos. Eventuais

comentarios sobre a programacao estdo descritos em caixas de texto.
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> read.table(""H:/R2/Bloco2.dat'" head=T,sep="")->b2

O “R” 1é banco de dados em formato .dat. O nome das variaveis ndo podem estar separados por espagos. E
necessario dar um nome ao banco de dados a ser utilizado. Neste caso o nome atribuido foi “b2”.

> b2

| Ao digitar 0 nome do banco de dados, o mesmo ¢ listado na tela.

n A B C DABCD AB AC AD BC BD CD ABC ABD ACD BCD ImpactoA
l121-1r11 -1-111-1-11-1-11-10.86
23-1111 -1-1-1-1111-1-1-112.01
35-1-11-1 -11-11-11-11-11 1142
48111-1 -111-11-1-11-1-1-11.70
5101-1-1-1 -1-1-1-1111 1 1 1-10.96
612-11-1-1 -1-111-1-11 1 1-1 1 1.38
714-1-1-11 -111-11-1-1-1 1 1 1171
§1711-11 -11-11-11-1-11-1-10.97

> inicialmodel<-glm(ImpactoA~A+BC+B+C,b2,family=inverse.gaussian(link="identity'"))
Para a modelagem de um GLM ¢ necessario atribuir um nome para identificar o modelo a ser ajustado (neste
caso o nome foi “inicialmodel”). A varidvel resposta ¢ separada das variaveis explicativas por um “~”, depois
deve digitar o nome do banco de dados, a distribui¢do de probabilidade dos dados e a funcdo de ligagdo. Os
GLM s possiveis de serem ajustados no “R”sdo apresentados na Figura 10 e na Figura 11. O Apéndice C
apresenta a notacdo utilizada pelo pacote computacional.

> summary(saturado)
| O comando “summary” exibe o modelo que foi ajustado. |

Call:
glm(formula = ImpactoA ~ A + BC + B + C, family = inverse.gaussian(link = "identity"),
data = bloco2)

Deviance Residuals:

1 2 3 4 5 6 7
8

-0.003813 -0.053328 0.007884 0.032611 -0.044961 -0.061015 0.080044 0.029273

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>t))
(Intercept) 1.38206 0.04827 28.634 9 35e-05 ***
A -0.27187 0.04190 -6.488 0.00743 **
BC 0.20726 0.04250 4.876 0.01649 *
B 0.17655 0.04248 4.156 0.02533 *
C 0.13666 0.04245 3.219 0.04861 *

Signif. codes: 0 '***'(0.001 "**'0.01 "*' 0.05".'0.1"'"1



(Dispersion parameter for inverse.gaussian family taken to be 0.005720736)
Null deviance: 0.521894 on 7 degrees of freedom

Residual deviance: 0.016992 on 3 degrees of freedom

AIC: -7.8848

Number of Fisher Scoring iterations: 5

> anova(inicialmed,test=""F")
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| Através do comando “anova” é possivel realizar a Analise da Deviance (ANODEV).

Analysis of Deviance Table

Model: inverse.gaussian, link: identity
Response: ImpactoA

Terms added sequentially (first to last)

Df Deviance Resid. Df Resid. Dev  F Pr(>F)
NULL 7 0.52189
A 1 0.20456 6 0.31733  35.758 0.009361 **
BC 1 0.17560 5 0.14173  30.695 0.011592 *
B 1 0.05832 4 0.08341 10.194 0.049605 *
C 1 0.06642 3 0.01699 11.611 0.042230 *

Signif. codes: 0 '***'(0.001 "**'0.01 "*' 0.05"'.'0.1"'"1

> par(mfrow=c(2,2))

| Para que os graficos a serem gerados futuramente aparegam na forma de uma matriz 2x2.

> plot(inicialmod)

| Por “default” o pacote gera os graficos apresentados abaixo.

Residuals vs Fited 2 Normal Q-G plot
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APENDICE C

Neste Apéndice sao listada as notacdes de possiveis GLM que podem ser ajustados

no pacote computacional “R”.



Nome da func¢io de probabilidade Notacao “R”
Binomial binomial
Normal gaussian
Gama Gamma

Normal Inversa

inverse.gaussian

Poisson poisson
Func¢ao de quase-verossimilhanga quase
Fungdo de quase-verossimilhan¢a Binomial quasebinomial
Funcdo de quase-verossimilhanga Poisson quasepoisson

Figura 25: Notagdes das func¢des de probabilidade do “R”

Inverso da média ao quadrado (1/ ,uz )

Nome da funcio de ligacao Notacao “R”
Identidade indetity
Logaritmo log

Inversa inverse
Logit logit
Probit probit
Cauchit cauchit
Complementar log-log clog-log
Raiz quadrada sqrt
1/mu”2

Figura 26: Notacdes das funcdes de ligacdo do “R”

Nome da fun¢ao de variancia Notagao “R”
constant constant
/J(l _ ,U) mu(1-mu)
MU mu
U 2 mu”2
,U3 mu”3

Figura 27: Notagdes das func¢des de variancia para as fungdes quase-verossimilhanga
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