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Universidade Técnica da Dinamarca, e, de forma muito especial, ao amigo Kennedy Taveras

por todo apoio durante a minha estadia na Dinamarca.
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RESUMO

Este trabalho consiste no desenvolvimento de uma metodologia de projeto ótimo de

estruturas ativamente controladas (inteligentes), com o objetivo de suprimir as vibrações in-

duzidas por perturbações externas. O projeto é realizado simultaneamente para a topologia

estrutural e a localização de atuadores. O problema de otimização topológica é formulado

para três fases materiais (dois materiais sólidos e vazio),com dois grupos de variáveis de

projeto. Um material não piezelétrico elástico isotrópico forma a parte puramente estrutu-

ral, enquanto um material piezelétrico compõe a parte ativa. Uma vez que não há método

eficiente para tratar as variáveis de projeto estruturais e de controle em um mesmo ambiente

de otimização, este trabalho propõe uma abordagem de solução aninhada. Nesta solução,

o posicionamento dos atuadores e a śıntese do sistema controlador são considerados em um

laço de projeto paralelo ao processo de otimização que lida com a topologia estrutural. O

laço de otimização principal está relacionado às variáveis de projeto estruturais, ou seja,

é calculado onde deve haver material sólido e onde deve haver espaços vazios, através de

um problema de minimização de flexibilidade. A localização de atuadores é determinada

por uma otimização baseada em uma lei de controle que define onde o material deve ter

propriedades piezelétricas, através da maximização de uma medida de controlabilidade. Os

exemplos numéricos mostram que a abordagem utilizada neste trabalho pode produzir uma

topologia estrutural bem definida com uma boa colocação para os atuadores. Além disso, as

topologias ótimas encontradas são capazes de melhorar o amortecimento ativo da estrutura.

Palavras-chave: projeto simultâneo; otimização topológica; controle de vibrações; piezo-

eletricidade.
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ABSTRACT

SIMULTANEOUS DESIGN OF STRUCTURAL TOPOLOGY AND CONTROL FOR

VIBRATION REDUCTION USING PIEZOELECTRIC MATERIAL

This work develops an optimal design methodology for actively controlled struc-

tures, aiming to suppress vibrations induced by external disturbances. Design is conducted

simultaneously for the structural topology and actuator placement. A topology optimiza-

tion problem is formulated for three material phases (two solid materials and void) with two

design variables groups. A non-piezoelectric elastic isotropic material forms the structural

only part of the design, while a piezoelectric material composes the active part. Since there

is no efficient method to treat structural and control design variables in the same optimiza-

tion framework, this work proposes a nested solution approach, where the actuator locations

and controller syntheses are regarded as a parallel design to the main optimization process

dealing with the structural topology. The main optimization loop designs the structural

variables, i.e., it is decided where there should be solid material and where there should be

voids, through a minimum compliance design problem. The actuators are placed by consid-

ering a control law optimization that defines where the material should have piezoelectric

properties, through the maximization of a measure of controllability. Numerical examples

show that the approach used in this paper can produce a clear structural topology with a

good actuator placement. Besides, the optimal topologies can improve the active damping.

Keywords: simultaneous design; topology optimization; vibration control; piezoelectricity.
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APÊNDICE A Modos de vibração para as estruturas otimizadas . . . . . . . . 110

ix



LISTA DE FIGURAS

1.1 Estrutura tridimensional fina . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
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IMSC Controle no Espaço Modal Independente

xiii



LISTA DE SÍMBOLOS
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Ek tensor campo elétrico

Dm tensor deslocamento elétrico

cEijkl tensor de constantes elásticas
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C matriz de sáıdas em espaço de estados

B0 matriz de entradas de um sistema de controle

Bm matriz de entradas modais
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Ve volume total de material sólido (piezelétrico ou não piezelétrico)

V max
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1. INTRODUÇÃO

1.1 Motivação

A crescente demanda por estruturas mais leves e adaptáveis a aplicações importan-

tes, tais como, aeroespacial, automobiĺıstica e robótica, evidencia a necessidade de métodos

avançados de otimização estrutural e de controle. Diversos trabalhos citam a utilização de

estruturas inteligentes projetadas por esses métodos. Pela distribuição de sensores e atu-

adores altamente integrados através de um sistema controlador, essas estruturas têm uma

grande capacidade de automonitoramento e autocontrole. Desse modo, tal sistema pode

detectar modos de vibração induzidos e, assim, gerar forças de controle para reduzir as vi-

brações estruturais. A principal aplicação para tais estruturas inteligentes se dá na indústria

espacial, podendo ainda ser utilizadas em manipuladores robóticos flex́ıveis e véıculos leves

para uso em terra.

O desenvolvimento de métodos eficientes para o projeto de estruturas inteligentes é

ainda um campo de pesquisa muito promissor, apesar dos grandes feitos alcançados durante

as últimas duas décadas. A grande possibilidade de aplicação supracitada sustenta essas

pesquisas e desenvolvimentos.

No âmbito do projeto estrutural, o método de otimização topológica contribui de

forma muito eficaz no projeto de estruturas mais leves, diminuindo diversos custos na

indústria aeroespacial, como os altos custos de transporte. Além disso, a diminuição de

gastos com matéria prima também se torna importante por questões de sustentabilidade

ambiental, tão importante atualmente.

Outro argumento amplamente utilizado no desenvolvimento de estruturas inteligen-

tes é o fato dessas estruturas geralmente apresentarem peso reduzido e baixo amortecimento,

devido ao baixo amortecimento interno dos materiais utilizados [Wang et al., 1999]. Essas

caracteŕısticas estão diretamente ligadas ao aparecimento de vibrações de grande amplitude,

que são especialmente indesejadas no funcionamento de mecanismos precisos, como, por
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exemplo, algumas aplicações espaciais. Assim, é de grande valia a utilização de um sistema

de controle ativo constitúıdo por atuadores e sensores conectados por um sistema em laço

retroalimentado. A principal virtude desse tipo de sistema é a capacidade de reduzir a

sensibilidade da sáıda em relação a variações nos parâmetros, e atenuar efeitos indesejados

dentro da capacidade do sistema de controle. Como dito anteriormente, esse sistema de

controle necessita de atuadores que gerem forças, e entre os diversos tipos de atuadores,

pode-se citar as cerâmicas piezelétricas.

O fenômeno da piezeletricidade é uma forma de acoplamento eletromecânico em

que alguns cristais e poĺımeros geram uma carga elétrica quando deformados; ou sofrem

deformação mecânica sob a atuação de um campo elétrico. A utilização de cerâmicas

piezelétricas como geradores de força mecânica em sistemas de controle e/ou atuadores

mecânicos já é bem conhecida [Moheimani e Fleming, 2006]. De uma forma geral, nessas

aplicações, utilizam-se peças de tamanho e forma padrões; ainda, em projetos de otimização

topológica, essas cerâmicas podem ter a posição já pré-definida. Uma alternativa para es-

sas restrições de projeto é utilizar uma metodologia que distribua o material piezelétrico de

forma a maximizar a atuação das cerâmicas.

Os diversos argumentos expostos acima justificam a proposta deste trabalho de

desenvolver uma metodologia de projeto integrado de otimização estrutural e de controle

para redução de vibrações utilizando material piezelétrico otimamente distribúıdo.

1.2 Śıntese histórica

Os campos de otimização estrutural e controle tiveram significantes progressos du-

rante as últimas décadas. Cada disciplina desenvolveu diversos métodos teóricos e com-

putacionais para seus próprios propósitos. De forma geral, o projeto estrutural precede o

projeto de controle, ou seja, engenheiros de estruturas definem um layout com a finalidade

de suportar os carregamentos estáticos e dinâmicos; após isso, os engenheiros de controle

definem o sistema controlador utilizando a estrutura pré-definida. Esse tipo de projeto pode

ser definido como “projeto em sequência”. No campo da otimização estrutural, a otimização

topológica tem se destacado como a ferramenta mais eficaz para esse tipo de projeto, onde

o objetivo, em geral, é a minimização dos custos sob alguns requerimentos de resistência

e/ou dinâmica ou a maximização da rigidez da estrutura, ambos pela ótima distribuição de
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material. Em relação ao projeto de controle, várias teorias já foram propostas para reduzir

vibrações estruturais. A mais utilizada atualmente é a teoria de controle ótimo, mas ainda

podem-se citar as teorias de controle clássico e moderno [Anderson e Moore, 1990; Ogata,

2009].

Contrariando a prática comum, desde o ińıcio da década de 1990, diversos traba-

lhos teóricos apontam para a realização de projetos simultâneos de otimização estrutural e

controle, os quais reduziriam os custos e aumentariam o desempenho em relação ao projeto

em sequência.

Canfield e Meirovitch, 1994, trataram o projeto de uma estrutura e seu sistema de

controle como um problema de otimização multiobjetivo. Projetos ótimos de Pareto [Haftka

e Gürdal, 1992] gerados para uma viga simples demonstraram os benef́ıcios de solucionar

o problema integrado de otimização estrutural e controle. Uma função objetivo composta

formada por partes estruturais e de controle foi desenvolvida por Ou e Kikuchi, 1996, a qual

é extremada através do método de otimização topológica para a resposta em regime per-

manente. Em seguida, um algoritmo de Controle no Espaço Modal Independente, ou IMSC

(Independent Modal Space Control), é realizado na estrutura com o intuito de reduzir a res-

posta transitória e, por fim, a localização ideal para atuadores, que são considerados como

forças pontuais, é discutida. Wang et al., 1999, trataram as variáveis de dimensionamento

estrutural e da matriz de ganhos de realimentação como variáveis de projeto independentes.

Utilizando um método de otimização com objetivo principal [Shun Qingmin, 1880∗ apud

Wang et al., 1999], o ı́ndice de desempenho de controle é utilizado como função objetivo

principal, enquanto a massa da estrutura inteligente é restringida pela massa dispońıvel.

Além disso, restrições na parte real dos autovalores, parte imaginária dos autovalores em

sistema de circuito fechado e forças de controle dos atuadores foram inclúıdas. Assim, de

acordo com os autores, a otimização simultânea foi convertida em uma otimização multi-

objetivo. Begg e Liu, [Begg e Liu, 2000; Liu e Begg, 2000] discutiram o controle ótimo,

a análise de sensibilidade e a otimização integrada de uma estrutura inteligente. Algo-

ritmos para um projeto de otimização simultâneo baseados em programação matemática

sequencial e técnicas de busca guiada aleatória foram apresentados, sendo aplicados a uma

otimização multidisciplinar em que ambos o layout estrutural e os parâmetros de controle

∗Shun Qingmin, Optimization of mechanical structures, China: Harbin, 1985.
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estão envolvidos. Todavia, este trabalho só analisou estruturas treliçadas. Zhu et al., 2002,

investigaram a otimização simultânea em relação a topologia estrutural, localização de atu-

adores e parâmetros de controle de uma placa ativamente controlada. Na placa engastada

com controle H2 [Gawronski, 2004], quatro atuadores piezelétricos com forma fixa retangular

foram utilizados para reduzir vibrações flexionais e torcionais. Propondo uma abordagem de

solução aninhada, conseguiram tratar as variáveis estruturais e de controle separadamente.

As variáveis de controle foram projetadas em um laço de otimização interno resolvendo as

equações de Riccati. Raja e Narayanan, 2009, estudaram a otimização multidisciplinar de

uma estrutura tensegrity utilizando algoritmos genéticos. Nesse tipo de estrutura a integri-

dade é baseada em um balanço de componentes sob tração e sob compressão. Uma estratégia

aninhada também foi utilizada, na qual foram consideradas as normas de controle robusto

H2 e H∞ como funções objetivo do sistema de controle. Entre as variáveis de projeto, foram

utilizados os ângulos de torção e a localização dos atuadores, os quais podem ser discre-

tos ou cont́ınuos. Além disso, a força gerada pelo acoplamento eletromecânico do atuador

piezelétrico foi considerada na formulação.

Diversos trabalhos estudam a localização de atuadores e sensores em estruturas in-

teligentes. Em geral, alguns utilizam um ı́ndice de desempenho do controlador como função

objetivo, enquanto outros fazem uso dos conceitos de controlabilidade e observabilidade. Re-

centemente, Kumar e Narayanan, 2008, consideraram a localização ótima de pares colocados

sensor/atuador piezelétricos sobre vigas flex́ıveis utilizando um controlador baseado em um

regulador linear quadrático (LQR). O ı́ndice de desempenho LQR foi utilizado como função

objetivo do problema de otimização, o qual foi solucionado utilizando algoritmos genéticos.

Apesar de não se tratar de um projeto de controle, Carbonari et al., 2007, estudaram o

projeto de atuadores piezelétricos consistindo de uma estrutura flex́ıvel atuada por cerâmicas

piezelétricas, onde tal estrutura é definida pelo método de otimização topológica. Nesse tipo

de formulação de projeto, a posição da cerâmica piezelétrica é geralmente mantida fixa no

domı́nio de projeto e apenas a parte flex́ıvel da estrutura é projetada através da distribuição

de algum material não piezelétrico. No entanto, este trabalho apresentou uma formulação

que permitia a distribuição simultânea de material não piezelétrico e piezelétrico no domı́nio

de projeto para obter movimentos de atuação espećıficos, obtendo topologias bem definidas.
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Figura 1.1 – Estrutura tridimensional fina

1.3 Apresentação da proposta

A partir do que foi apresentado na seção anterior, este trabalho tem por objetivo

desenvolver uma nova metodologia de projeto simultâneo de otimização topológica estrutural

e de controle de vibrações utilizando atuadores piezelétricos. Para isso, propõe a utilização

de um método para definir a localização ótima de material piezelétrico.

Os trabalhos que consideram o projeto integrado de otimização estrutural e controle,

em geral, trabalham com estruturas simples, como treliças, vigas ou até estruturas tensegrity.

Diferentemente, a presente tese considera a otimização topológica de estruturas tridimen-

sionais finas no projeto simultâneo (Figura 1.1). Além disso, propondo uma renovação

do trabalho de Ou e Kikuchi, 1996, esta tese também considera a utilização de material

piezelétrico na atuação do sistema de controle ao invés da definição de atuadores pontuais.

Nas estruturas finas consideradas nesta tese, os atuadores cerâmicos piezelétricos do sistema

de controle podem ser acionados pelas faces normais à dimensão mais fina da estrutura que,

neste caso, é a direção de polarização das cerâmicas piezelétricas.

No controle ativo de vibrações de estruturas utilizando material piezelétrico, a loca-

lização de sensores e atuadores tem uma influência significativa no desempenho do sistema de

controle [Kumar e Narayanan, 2008]. A utilização de material piezelétrico no controle de vi-

brações como atuadores ou sensores é realizada com peças de tamanho padrão (pré-definido),

restringindo muito as formas de atuação ou a localização dessas na estrutura. A posição

de atuadores, em muitos trabalhos, é considerada fixa no domı́nio de projeto e somente a

parte flex́ıvel da estrutura é projetada pela distribuição de material não piezelétrico. Essa

abordagem limita o conjunto de soluções posśıveis. Assim, baseado no trabalho de Carbonari
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et al., 2007, esta tese apresenta uma formulação que permite a distribuição de material

não piezelétrico (elástico isotrópico) e piezelétrico no domı́nio de projeto. Essa formulação,

que permite o posicionamento de atuadores, contribui para um maior poder de atuação no

controle de vibrações por aumentar o conjunto de soluções.

1.4 Organização da tese

Devido ao caráter multidisciplinar desta tese, incluindo as áreas de piezeletricidade,

otimização, controle e ainda subáreas dentro dessas disciplinas, decidiu-se realizar a revisão

bibliográfica de forma dividida. Assim, referências clássicas e atuais de cada assunto são

apresentadas ao longo dos caṕıtulos referentes.

O caṕıtulo 2 expõe uma revisão histórica sobre o fenômeno da piezeletricidade e o

funcionamento das cerâmicas piezelétricas que são utilizadas como atuadores no sistema de

controle proposto neste trabalho. A seguir, são apresentadas as relações constitutivas e o

método de elementos finitos para a piezeletricidade, utilizados ao longo da tese.

O método de otimização topológica é revisto no caṕıtulo 3 com uma introdução ao

conceito de otimização estrutural e uma breve revisão histórica. Os conceitos teóricos como

domı́nio fixo estendido e modelos materiais são revistos. Ao final do caṕıtulo, os aspectos

numéricos e complicações do método, como a não unicidade de soluções, instabilidade de

tabuleiro e dependência de dados, são brevemente descritos.

O caṕıtulo 4 aborda o controle ativo para redução de vibrações e os aspectos funda-

mentais da teoria de controle. Diversos modelos matemáticos para a teoria de controle são

revistos, incluindo o modelo em espaço de estados. A seguir, ı́ndices de controlabilidade e

observabilidade são apresentados e uma revisão bibliográfica que descreve alguns trabalhos

sobre a localização ótima de atuadores é realizada. Ao final do caṕıtulo, o modelo de controle

utilizado nesta tese é descrito.

Baseado nos conceitos apresentados nos quatro primeiros caṕıtulos, um projeto si-

multâneo de otimização para topologia estrutural e controle para redução de vibrações é

proposto no caṕıtulo 5. Uma vez que não é eficiente tratar, de forma igual, variáveis estru-

turais e de controle de forma conjunta [Zhu et al., 2002], uma abordagem aninhada com dois

laços de otimização é utilizada, separando os dois problemas. Assim, as funções objetivo e

restrições dos projetos de otimização estrutural e do projeto de controle de vibrações são
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propostas. Por se tratar de um método iterativo, apesar dos dois problemas serem resolvidos

separadamente, o processo de otimização geral é considerado simultâneo. Métodos de pro-

gramação matemática e a resolução de problemas de otimização por meio da Programação

linear sequencial (SLP) são descritos. Ao final do caṕıtulo, diversos cálculos de sensibilidade

utilizados na resolução dos problemas de otimização são desenvolvidos.

No caṕıtulo 6, os resultados obtidos com a proposta discutida ao longo da tese

são apresentados; e por fim, discutidos no caṕıtulo 7, junto com algumas sugestões para a

continuidade do trabalho.
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2. PIEZELETRICIDADE

Este caṕıtulo trata dos principais tópicos relacionados aos materiais piezelétricos

e suas propriedades. A primeira seção apresenta uma breve revisão histórica, apontando

o descobrimento do efeito piezelétrico, a invenção das cerâmicas de material piezelétrico e

algumas utilizações. Importantes propriedades das cerâmicas piezelétricas são revistas e uma

introdução detalhada das equações constitutivas é realizada. A seguir, o prinćıpio variacional

e o método dos elementos finitos para materiais piezelétricos são apresentados.

A principal hipótese feita neste caṕıtulo é que transdutores feitos de material pieze-

létrico são dispositivos lineares cujas propriedades são governadas por um grupo de equações

tensoriais. Isso é consistente com os padrões da norma IEEE Standard on piezoelectricity

[IEEE, 1988].

Neste texto, transdutores piezelétricos são utilizados como atuadores para controlar

as vibrações de estruturas. Com esta proposta, os transdutores são distribúıdos topolo-

gicamente ao longo de estruturas e utilizados para aumentar o amortecimento ativo, ou

seja, a capacidade de diminuir picos ressonantes e o tempo de resposta até uma posição

de equiĺıbrio desejada. A fim de desenvolver modelos de controle capazes de adicionar um

amortecimento suficiente a estrutura usando atuadores piezelétricos, é vital conhecer os

modelos que descrevem a dinâmica de tal sistema com uma precisão adequada.

2.1 Revisão histórica

A primeira publicação citando a piezeletricidade se deve aos irmãos Pierre e Jacques

Curie∗ em 1880 [apud Moheimani e Fleming, 2006]. Na realização de alguns experimentos

com cristais como a turmalina, quartzo e o topázio, eles notaram que esses cristais apresenta-

vam cargas elétricas superficiais quando carregados mecanicamente (efeito direto). O termo

piezeletricidade, de origem grega, significa gerar eletricidade através de pressão, e foi escolhi-

∗J. Curie and P. Curie. Development, par pression, de l’electricite polarise dans les crystaux hemiednes

et fares inclines. Comp. Rend., 91:294-297, 1880.
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do para distinguir de outros efeitos como a eletricidade por contato e a piroeletricidade. No

final de 1881, o efeito inverso, geração de deformação mecânica por aplicação de um campo

elétrico, foi confirmado pelos irmãos Curie. Tal efeito já tinha sido previsto matematica-

mente, por Lippmann†, a partir das leis fundamentais da termodinâmica pouco tempo antes

[apud Lines e Glass, 2001].

O descobrimento do efeito piezelétrico gerou um significante interesse dentro da

comunidade cient́ıfica europeia. Até a primeira guerra mundial, muitos assuntos relacionados

à piezeletricidade foram estudados como, por exemplo, a troca reverśıvel de energia elétrica

e mecânica, a natureza assimétrica dos cristais piezelétricos e o uso da termodinâmica para

descrever tais efeitos. A primeira grande aplicação para materiais piezelétricos foi vista

na primeira guerra. Paul Langevin‡, utilizando um mosaico de finos cristais de quartzo,

construiu um detector ultrassônico de submarinos. Nessa época, se utilizavam principalmente

o quartzo e o sal rochelle que possuem baixos coeficientes piezelétricos [Lines e Glass, 2001].

Após o sucesso no uso em transdutores de sonares, os cristais piezelétricos foram

utilizados em muitas aplicações. Cristais de quartzo foram utilizados no desenvolvimento

de estabilizadores de frequência; e transdutores ultrassônicos fabricados a partir de cristais

piezelétricos foram utilizados na medição de propriedades materiais. Aplicações comuns nos

dias atuais, como microfones, acelerômetros, transdutores ultrassônicos, entre outras, foram

desenvolvidas e comercializadas nessa época.

Durante e depois da segunda guerra mundial, o desenvolvimento de materiais ce-

râmicos piezelétricos revolucionou esse campo de pesquisa. Trabalhos nos Estados Unidos,

Japão e União Soviética buscavam materiais com altas constantes dielétricas para a cons-

trução de capacitores. Dessas pesquisas, surgiram os materiais cerâmicos piezelétricos, bem

como métodos para a fabricação desses materiais em larga escala. Gray,§ em 1946, desco-

briu que materiais ferroelétricos poderiam ser utilizados como piezelétricos se submetidos

a um elevado campo elétrico, e isso acabou gerando um impulso nos estudos de projeto e

†G. J. Lippmann. Principe de la conservation de l’electricite ou second pŕıncipe de la th’eorie des phe-

nomnes electriques. Annales de chimie et de physique, 24:145-177, 1881.
‡P. Langevin Improvements relating to the emission and reception of submarine waves. French Patent

No. 505,903 issued in 1918, also British Patent No. 145,691 issued in 1921.
§R.B.Gray, US Patent No. 2,486,560, Nov, 1949.
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utilização de materiais piezelétricos. Em 1950, Jaffe¶ descobriu o PZT (Titanato Zirconato

de Chumbo) e, em 1969, Kawai [apud Ikeda, 1996] descobriu que materiais poliméricos

podem ser utilizados como piezelétricos. A partir disso, a capacidade de construir novos

dispositivos piezelétricos adaptando um material para uma aplicação espećıfica resultou em

uma série de desenvolvimentos e invenções, tais como: sonares potentes, sistemas de ignição

por piezeletricidade, hidrofones, cápsulas fonocaptadoras, etc. [Moheimani e Fleming, 2006].

2.2 Cerâmicas piezelétricas

Uma cerâmica piezelétrica é uma massa de cristais, onde cada cristal é composto

de um pequeno ı́on metálico tetravalente dentro de uma malha de ı́ons metálicos bivalentes

maiores e oxigênio [Damjanovic, 1998; Moheimani e Fleming, 2006]. Acima de uma tempe-

ratura cŕıtica, conhecida como “temperatura de Curie”, cada cristal na cerâmica aquecida

exibe uma simetria cúbica simples, sem um momento de dipolo. Abaixo da temperatura de

Curie, essa mesma cerâmica apresenta simetria tetragonal e, neste caso, um momento de

dipolo associado.

Dipolos próximos formam regiões de alinhamento local chamadas de domı́nios. Esse

alinhamento gera um momento de dipolo para o domı́nio, e então uma polarização em rede.

Entretanto, a direção de polarização entre diferentes vizinhos é aleatória, e assim, a cerâmica

não apresenta uma polarização global.

No entanto, expondo a cerâmica a um forte campo elétrico cont́ınuo (DC), os

domı́nios em um elemento cerâmico se tornam alinhados. Esse processo, chamado de po-

larização, é geralmente realizado a uma temperatura logo abaixo da temperatura de Curie

[Moheimani e Fleming, 2006]. Após o tratamento de polarização, devido aos domı́nios que

não estão alinhados com o campo elétrico, os domı́nios quase alinhados com o campo

expandem-se, e o elemento cerâmico dilata-se na direção do campo. Quando o campo elétrico

é removido, a maioria dos dipolos fica presa em uma configuração de quase alinhamento e

assim a cerâmica apresenta uma polarização permanente, a polarização remanescente. O

elemento cerâmico também permanece alongado, no entanto, esse aumento no comprimento

é muito pequeno, geralmente dentro da faixa de micrômetros.

As propriedades de uma cerâmica piezelétrica polarizada podem ser explicadas por

¶H. Jaffe, US Patent No. 2,708,244, May, 1955.
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Figura 2.1 – Reação de uma cerâmica piezelétrica a diferentes est́ımulos

(Fonte: Moheimani e Fleming, 2006)

uma série de imagens (Figura 2.1). Quando o elemento cerâmico converte energia mecânica

de compressão ou tração em energia elétrica, o dispositivo está sendo utilizado como um

sensor. Assim, a compressão do material ao longo da direção de polarização gera diferença

de potencial elétrico com a mesma polaridade que a tensão de polarização. Por outro lado,

tração ao longo da direção de polarização gera uma diferença de potencial elétrico com sentido

oposto ao da tensão de polarização. A cerâmica piezelétrica é usada como um atuador

quando energia elétrica é convertida em energia mecânica. Ou seja, se uma diferença de

potencial elétrico de mesma polaridade que a tensão de polarização é aplicada a um elemento

cerâmico, na direção da tensão de polarização, o elemento irá alongar e seu diâmetro vai

tornar-se menor. Se uma diferença de potencial elétrico de polaridade oposta à da tensão

de polarização é aplicada, a cerâmica vai se tornar mais curta e mais larga. Por fim, se uma

diferença de potencial elétrico alternada é aplicada ao dispositivo, o elemento irá expandir e

contrair de forma ćıclica, na mesma frequência da diferença de potencial aplicada.

2.3 Relações constitutivas

Nesta seção, apresentam-se as equações que descrevem as propriedades eletromecâ-

nicas dos materiais piezelétricos. A apresentação é baseada no padrão IEEE que é ampla-

mente aceito como sendo uma boa representação das propriedades destes materiais. Como

dito anteriormente, o padrão IEEE se aplica somente ao comportamento linear dos materiais

piezelétricos. Esta hipótese é válida quando estes materiais estão sob campos elétricos não

elevados e em baixos ńıveis de tensão mecânica. No entanto, podem apresentar não lineari-

dades consideráveis se operam sob um campo elétrico de alta intensidade ou alto ńıvel de

tensão mecânica. Dessa forma, assume-se que os materiais piezelétricos utilizados nesta tese

se comportam linearmente, ou seja, trabalham sob baixos ńıveis de campo elétrico e tensão
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mecânica.

As equações constitutivas piezelétricas são baseadas na hipótese de que a deformação

total no transdutor é a soma da deformação mecânica induzida por tensão mecânica e a

deformação por atuação controlável causada pela aplicação de voltagem elétrica [Moheimani

e Fleming, 2006].

Na formulação aqui apresentada, as propriedades tensão mecânica (T ) e campo

elétrico (E) são denominadas forças a serem aplicadas nas cerâmicas piezelétricas (variáveis

intensivas), e a deformação mecânica (S) e o deslocamento elétrico (D) são os resultados di-

retos da aplicação dessas forças (variáveis extensivas). Assim, pode-se obter uma formulação

mista (intensiva × extensiva) onde as variáveis independentes são E e S e as variáveis depen-

dentes são T e E [Ikeda, 1996]. Dessa forma, a equação tensorial de equiĺıbrio piezelétrico

pode ser escrita como:

Tij = cEijklSkl − eijkEk,

Dm = emklSkl + ǫSmkEk,
(2.1)

onde cEijkl, emkl e ǫSmk são os tensores de constantes elásticas, piezelétricas e dielétricas, res-

pectivamente. Além disso, os ı́ndices superiores E e S indicam que tais medidas devem ser

tomadas sob campo elétrico constante e sob deformação mecânica constante, respectivamen-

te.

Pode-se alterar a escolha das variáveis independentes obtendo formulações alterna-

tivas como, por exemplo, considerando T e E como variáveis independentes e intensivas, e

S e D como variáveis dependentes.

Através da simetria dos tensores mecânicos é posśıvel reescrever as equações consti-

tutivas piezelétricas em notação de Voigt, reduzindo a notação tensorial. Além disso, assu-

mindo a direção de polarização como o eixo 3 e o dispositivo como sendo transversalmente

isotrópico – o que é válido para cerâmicas piezelétricas – muitos dos parâmetros dos ten-

sores materiais terão valor nulo ou poderão ser expressados a partir de outros parâmetros
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[Moheimani e Fleming, 2006]. Assim, pode-se escrever:





T11

T22

T33

T23

T13

T12





=




cE11 cE12 cE13 0 0 0

cE12 cE11 cE13 0 0 0

cE13 cE13 cE33 0 0 0

0 0 0 cE44 0 0

0 0 0 0 cE44 0

0 0 0 0 0 1/2(cE11 − cE12)








S11

S22

S33

S23

S13

S12





−




0 0 e31

0 0 e31

0 0 e33

0 e15 0

e15 0 0

0 0 0








E1

E2

E3





, (2.2)

e





D1

D2

D3





=




0 0 0 0 e15 0

0 0 0 e15 0 0

e31 e31 e33 0 0 0








S11

S22

S33

S23

S13

S12





+




ǫS11 0 0

0 ǫS11 0

0 0 ǫS33








E1

E2

E3





. (2.3)

Por fim, os valores das constantes elásticas, piezelétricas e dielétricas, utilizadas

nesta tese, são obtidos dos trabalhos de Mecchi et al., 2004 e Rubio et al., 2009, e podem

ser vistos na Tabela 6.1.

2.4 Prinćıpio variacional

Como visto nas equações matriciais da seção anterior, as equações constitutivas

piezelétricas podem ser escritas como:

T = [cE]S− [e]TE,

D = [e]S+ [ǫS]E,
(2.4)

onde T e S representam os vetores de tensão e deformação mecânica, E e D representam

os vetores de campo e deslocamento elétrico, [cE ], [ǫS] e [e] representam as matrizes dos

coeficientes elásticos, dielétricos e de acoplamento piezelétrico, respectivamente.

A densidade de energia potencial de um material piezelétrico inclui contribuições da

densidade de energia de deformação e da densidade de energia eletrostática [Tiersten, 1967].
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Adaptando o Lagrangiano e o prinćıpio dos trabalhos virtuais para incluir as contri-

buições elétricas no sistema eletromecânico, o prinćıpio de Hamilton pode ser utilizado para

desenvolver as equações dinâmicas de um cont́ınuo piezelétrico [Allik e Hughes, 1995; Lerch,

1990; Tzou e Tseng, 1990]. Dessa forma:

δ

∫ tf

t0

(L+W)dt = 0, (2.5)

onde t0 e tf definem o intervalo de tempo (as variações devem zerar em t = t0 e t = tf), L é

o Lagrangiano e W é o trabalho virtual das forças externas mecânicas e elétricas.

O Lagrangiano L é definido pela energia dispońıvel no meio piezelétrico [Lerch,

1990], ou seja, a diferença entre a energia cinética K e da entalpia elétrica H [Tiersten, 1967]

(obtida do funcional de Gibbs para piezeletricidade linear)

L =

∫

Ω

(K −H)dΩ. (2.6)

De acordo com o padrão IEEE, na teoria de piezeletricidade linear, a forma de H é

H =
1

2
cEijklSijSkl − ekijEkSij −

1

2
ǫSijEiEj , (2.7)

onde cEijkl, ǫ
S
ij e ekij são respectivamente as constantes elásticas, dielétricas e piezelétricas

em notação tensorial. Substituindo a equação constitutiva piezelétrica na equação anterior,

obtém-se, em notação matricial [Piefort, 2001]:

H =
1

2
[STT− ETD]. (2.8)

Aplicando o operador variacional à densidade de entalpia elétrica, pela regra da cadeia,

obtém-se:

δH = δST([cE]S− [e]TE)− δET([e]S+ [ǫS]E). (2.9)

A densidade de energia cinética é dada por:

K =
1

2
γu̇Tu̇, (2.10)

onde u̇ é o vetor campo de velocidades e γ é a massa espećıfica do meio (densidade). A
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primeira variação da equação anterior é dada por

δK = γδu̇Tu̇. (2.11)

Realizando uma integração por partes sobre o intervalo de tempo, obtém-se:

∫ tf

t0

δK dt =

∫ tf

t0

γδu̇Tu̇ dt = γδuTu̇
∣∣∣
tf

t0

−

∫ tf

t0

γδuTü dt, (2.12)

no qual o primeiro termo vai a zero pois δu é igual a zero em t = t0 e t = tf [Yang, 2005].

Assim, a variação da densidade de energia cinética pode ser escrita como

∫ tf

t0

δK dt = −

∫ tf

t0

γδuTü dt ∴ δK = −γδuTü. (2.13)

Para esse problema, as condições de contorno essenciais são o campo de deslocamen-

tos prescrito em Γ3 (u = ū) e o potencial elétrico em Γ4 (φ = φ̄). O trabalho virtual devido

às forças mecânicas externas e às cargas elétricas aplicadas, para uma variação arbitrária do

campo de deslocamentos e do potencial elétrico - ambos compat́ıveis com as condições de

contorno essenciais (i.e. δu = 0 em Γ3 e δφ = 0 em Γ4), é

W =

∫

Ω

δuTfΩ dΩ +

∫

Γ1

δuTfΓ dΓ−

∫

Γ2

δφζ dΓ

+ δuTfP − δφqP,

(2.14)

onde fΩ são as forças de corpo, fΓ são as forças de superf́ıcie sobre Γ1, e fP são as forças

pontuais, φ é o potencial elétrico, ζ a carga elétrica superficial sobre Γ2, e qP são as cargas

elétricas concentradas. Substituindo o Lagrangiano obtido a partir das Equações 2.9 e 2.13, e

o trabalho virtual dado pela Equação 2.14, no prinćıpio de Hamilton (Equação 2.5) obtém-se

0 =−

∫

Ω

(
γδuTü+ δST[cE]S− δST[e]TE

− δET[e]S+ δET[ǫS]E+ δuTfΩ

)
dΩ

+

∫

Γ1

δuTfΓdΓ−

∫

Γ2

δφζdΓ + δuTfP − δφqP.

(2.15)
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2.5 Método dos elementos finitos para piezeletricidade

Da mesma forma que em diversas outras formulações de elementos finitos, através de

funções de interpolação N u e N φ, pode-se expressar o campo de deslocamentos e o potencial

elétrico para cada elemento finito através dos valores nodais ue e φe, assim

u = N uu
e, (2.16)

φ = N φφ
e, (2.17)

Dessa forma, o campo de deformações mecânicas S e o campo elétrico E podem ser escritos

em função dos deslocamentos e potenciais nodais e das derivadas das funções de interpolação

Bu e Bφ, podendo-se escrever

S = DN uu
e = Buu

e, (2.18)

E = −▽N φφ
e = −Bφφ

e, (2.19)

ondeD e▽ são operadores de derivação de tal forma que, para o elemento trilinear isoparamétrico

utilizado nesta tese, são dados por:

Bu =




∂/∂x1 0 0

0 ∂/∂x2 0

0 0 ∂/∂x3

0 ∂/∂x3 ∂/∂x2

∂/∂x3 0 ∂/∂x1

∂/∂x2 ∂/∂x1 0




N u, (2.20)

Bφ =




∂/∂x1

∂/∂x2

∂/∂x3


N φ. (2.21)
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Assim, as Equações 2.16 a 2.21 podem ser substitúıdas no prinćıpio variacional 2.15, resul-

tando em

0 =− δueT

∫

Ω

γNT
uN u dΩ üe − δueT

∫

Ω

BT
u [c

E]Bu dΩue

− δueT

∫

Ω

BT
u [e]Bφ dΩφe − δφeT

∫

Ω

BT
φ [e]

TBu dΩue

+ δφeT

∫

Ω

BT
φ [ǫ

S]Bφ dΩφe + δueT

∫

Ω

NT
u fΩ dΩ

+ δueT

∫

Γ1

NT
u fΓ dΓ + δueTNT

u fP

− δφeT

∫

Γ2

N T
φζ dΓ− δφeTNT

φqP,

(2.22)

o qual deve ser verificado para qualquer variação arbitrária de deslocamentos mecânicos ou

potenciais elétricos compat́ıveis com as condições de contorno essenciais.

Para cada elemento finito, a Equação 2.22 pode ser escrita em forma matricial como

Me
uuü

e +Ke
uuu

e +Ke
uφφ

e = f e,

Ke
φuu

e +Ke
φφφ

e = qe,
(2.23)

onde as matrizes massa, de rigidez, de acoplamento piezelétrico e de capacitância são dadas

por

Me
uu =

∫

Ωe

γN T
uN u dΩ, (2.24)

Ke
uu =

∫

Ωe

BT
u [c

E]Bu dΩ, (2.25)

Ke
uφ =

∫

Ωe

BT
u [e]

TBφ dΩ, (2.26)

Ke
φφ =

∫

Ωe

BT
φ [ǫ

S]Bφ dΩ, (2.27)

Ke
φu = KeT

uφ, (2.28)
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e as forças mecânicas externas e cargas elétricas são:

f e =

∫

Ωe

NT
u fΩ dΩ+

∫

Γ1

N T
u fΓ dΓ +NT

u fP, (2.29)

qe = −

∫

Γ2

NT
φζ dΓ−NT

φqP, (2.30)

Cada elemento da malha é conectado aos seus elementos vizinhos através dos nós e, assim,

os deslocamentos mecânicos e potenciais elétricos são cont́ınuos de um elemento para outro.

Dessa forma, o prinćıpio de Hamilton deve ser verificado para a estrutura completa através

da equação com as matrizes globais, obtidas a partir da contribuição de cada elemento finito.

2.6 Condensação estática

Seguindo o exposto na seção anterior, pode-se fazer a montagem das matrizes globais

a partir da contribuição de cada elemento. Dessa forma, pode-se reescrever a equação de

equiĺıbrio global como segue:


Muu 0

0 0




ü
φ̈


+


Kuu Kuφ

KT
uφ Kφφ




u
φ


 =


f
q


 . (2.31)

Os graus de liberdade elétricos φ podem ser divididos em graus de liberdade no eletrodo

potencial φp, graus de liberdade no eletrodo aterrado φg e graus de liberdade elétricos

internos φi. Os graus de liberdade internos não estão situados em eletrodos mas no interior

da estrutura piezelétrica. Dessa forma, a equação de movimento particionada pode ser escrita

como [Becker et al., 2006]:




Muu 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0







ü

φ̈i

φ̈p

φ̈g



+




Kuu Kui Kup Kug

KT
ui Kii Kip Kig

KT
up KT

ip Kpp Kpg

KT
ug KT

ig KT
pg Kgg







u

φi

φp

φg



=




f

qi

qp

qg



. (2.32)

Porém, o uso de potenciais elétricos como variáveis do problema acarreta uma indeterminação

devido aos valores escalados (diferença de potencial). Assim, os potenciais referentes ao

eletrodo aterrado são definidos como zero, de tal forma que a quarta linha e a quarta coluna
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das matrizes massa e de rigidez podem ser exclúıdas. Por fim, os graus de liberdade elétricos

internos podem ser determinados pela seguinte equação:

φi = −K−1
ii KT

uiu−K−1
ii Kipφp, (2.33)

uma vez que as cargas elétricas internas sejam nulas (qi = 0). A partir da anulação dos graus

de liberdade aterrados e da condensação dos graus de liberdade internos, pode-se reescrever

a equação 2.31, da seguinte forma:


Muu 0

0 0




 ü

φ̈p


+


Guu Gup

GT
up Gpp




 u

φp


 =


 f

qp


 , (2.34)

onde

Guu = Kuu −KuiK
−1
ii KT

ui,

Gup = Kup −KuiK
−1
ii Kip,

Gpp = Kpp −KT
ipK

−1
ii Kip.

(2.35)

Na superf́ıcie de um eletrodo espećıfico todos os nós j tem o mesmo potencial

φp,1 = φp,2 = . . . = φp,j, (2.36)

assim, pode-se utilizar uma matriz de transformação T0 [Becker et al., 2006] a fim de mapear

os graus de liberdade elétricos na face potencial em função de um vetor com os valores de

diferença de potencial elétrica nos eletrodos (φe), como:

φp = T0φe. (2.37)

Dessa forma, pode-se reescrever a equação 2.34, obtendo-se


Muu 0

0 0




 ü

φ̈e


+


Huu Hup

HT
up Hpp




 u

φe


 =


 f

qe


 , (2.38)
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onde

Huu = Guu,

Hup = GupT0,

Hpp = TT
0GppT0,

qe = TT
0 qp,

(2.39)

e o subscrito ‘e’ refere-se aos valores nos eletrodos potenciais.

2.6.1 Análise estática

No projeto desenvolvido nesta tese, é necessária as análises estática e modal da

estrutura inteligente a ser otimizada. Com base na condensação estática apresentada acima,

a análise da estrutura submetida a uma carga estática é realizada a partir da Equação 2.38.

Desconsiderando os termos referentes à segunda derivada temporal, pode-se reescrever:


Huu Hup

HT
up Hpp




 u

φe


 =


 f

qe


 . (2.40)

A partir desse ponto, há duas configurações posśıveis. Na primeira delas, conhecida como

circuito aberto ou configuração de sensor, os eletrodos estão desconectados. Entretanto, a

diferença de potencial entre eletrodos depende do deslocamento da estrutura. Reescrevendo

a segunda linha da Equação 2.40 para qe = 0, tem-se

φe = −H−1
ppH

T
upu. (2.41)

Por fim, substituindo a Equação 2.41 na primeira linha da Equação 2.40, obtém-se

(Huu −HupH
−1
ppH

T
up)u = f . (2.42)

Na outra configuração posśıvel, os eletrodos nas duas faces da estrutura estão ater-

rados, de forma que φe = 0. Essa configuração é conhecida como curto circuito, e a primeira

linha da Equação 2.40 pode ser simplificada para:

Huuu = f , (2.43)
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e, consequentemente, as cargas elétricas externas geradas pela deformação da estrutura são

obtidas por

qe = HT
upu. (2.44)

Em ambos os casos, os potenciais internos φi podem ser obtidos por meio da Equação

2.33.

2.6.2 Análise modal e vibrações livres

Da mesma forma que na análise estática, existem duas configurações posśıveis para

os eletrodos nas faces da estrutura com material piezelétrico em uma análise modal. As

configurações de curto circuito e circuito aberto partem das mesma hipóteses, porém a

equação inicial é diferente devido ao movimento harmônico. Na configuração em circuito

aberto a diferença de potencial depende da dinâmica estrutural. Considerando uma excitação

harmônica, com u = u0e
jωt e φe = φ0e

jωt, o sistema de Equações 2.38 pode ser reescrito

como:


Huu −Ω2Muu Hup

HT
up Hpp




u0

φ0


 ejωt =


 f0
q0


 ejωt, (2.45)

onde o subscrito ‘0’ nas forças e cargas elétricas externas e ainda nos deslocamentos mecânicos

e potenciais elétricos, se refere a amplitude do movimento harmônico. A primeira linha da

equação anterior pode ser escrita como

(Huu −Ω2Muu)u0 = f0 −Hupφ0, (2.46)

e considerando q0 = 0, a segunda linha da Equação 2.45 pode ser estaticamente condensada

(assim como na Equação 2.41), de forma que

φ0 = −H−1
ppH

T
upu0. (2.47)

Substituindo a Equação 2.47 na primeira linha da Equação 2.45, obtém-se o problema gene-

ralizado de autovalores

(Huu −HupH
−1
ppH

T
up)Ψ = Ω2MuuΨ, (2.48)
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onde Ψ são os autovetores (modos de vibração) e Ω são as frequências modais correspon-

dentes para a configuração de circuito aberto. Para a configuração com eletrodos aterrados

(φ0 = 0), também conhecida como configuração de curto circuito, o problema generalizado

de autovalores é dado por

HuuΨ = Ω2Muu, (2.49)

onde, novamente, Ω são as frequências modais e Ψ os modos de vibração correspondentes,

porém agora, para a configuração em curto circuito. É importante salientar mais uma vez

que os potenciais internos φi podem ser obtidos por meio da Equação 2.33 para ambos os

casos.

As configurações de curto circuito foram utilizadas, tanto na análise estática quanto

na análise modal, para a resolução dos problemas de elementos finitos descritos nesta tese.
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3. MÉTODO DE OTIMIZAÇÃO TOPOLÓGICA

Neste caṕıtulo serão apresentados os conceitos relacionados ao método de otimização

topológica. No começo do caṕıtulo, faz-se uma introdução aos métodos de otimização estru-

tural e uma breve revisão histórica. Após, os principais conceitos relacionados ao método

são revistos, como domı́nio fixo estendido, modelos materiais e o método das densidades.

Por fim, as complicações mais comuns relacionadas ao método são expostas.

3.1 Introdução ao conceito de otimização estrutural

A otimização de estruturas mecânicas busca a melhor configuração posśıvel dentro

de um espaço de soluções a fim de atender uma função objetivo espećıfica, a exemplo da

minimização da flexibilidade média com volume de material prescrito. Basicamente, existem

três abordagens para a solução desse problema: a otimização paramétrica, a otimização de

forma e a otimização topológica (Figura 3.1).

A otimização paramétrica consiste em assumir um domı́nio de projeto fixo pre-

viamente definido, como, por exemplo, uma estrutura treliçada formada por elementos de

barra. Assim, um grupo de determinadas caracteŕısticas geométricas, como as áreas das

seções transversais, são utilizadas como variáveis de projeto, ou seja, os parâmetros que

serão modificados com o intuito de obter a estrutura ótima. Utilizando um algoritmo de

otimização geral, as áreas individuais de cada barra podem ser encontradas respeitando

determinadas restrições, obtendo por fim a estrutura ótima.

A segunda abordagem consiste em definir os contornos externos e internos da es-

trutura em função de parâmetros que podem ser utilizados como variáveis de projeto. Uma

das formas mais comuns para definir os contornos é utilizando curvas B-splines. Com um

algoritmo de otimização, os parâmetros que definem essas curvas ou superf́ıcies são encon-

trados a fim de satisfazer uma determinada função objetivo da melhor forma posśıvel. Isso

aumenta o espaço de soluções, fazendo este método mais geral que o anterior. Um problema

comum na otimização de forma é a distorção da malha, que pode muitas vezes invalidar
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Figura 3.1 – Exemplos de otimização estrutural: a) otimização paramétrica;

b) otimização de forma; c) otimização topológica

os resultados devido a problemas de convergência da solução de elementos finitos. Alguns

autores, destacando o trabalho de Salagame e Belegundu, 1995, aconselham a resolução do

problema de otimização acompanhada de um processo adaptativo de malha e estimativa de

erros. Uma alternativa para a resolução de problemas de otimização de forma é a utilização

do método dos elementos de contorno que, em muitos casos, não necessita da discretização

do domı́nio [Brebbia et al., 1984].

A última categoria, conhecida como otimização topológica, visa a determinação

da distribuição ótima de material no domı́nio, permitindo a criação de furos e reforçando

outros pontos da malha de elementos finitos. As variáveis de projeto estão relacionadas à

distribuição de material no domı́nio, a qual está relacionada à malha de elementos finitos

(elementos ou nós). Dessa forma, um problema t́ıpico de otimização topológica apresenta um

número considerável de variáveis de projeto. O modo pelo qual se aproxima a distribuição do

material no domı́nio pode tornar a formulação dependente da discretização [Cheng e Olhoff,

1982]. Neste tipo de otimização, o material em cada ponto do domı́nio fixo estendido pode

alternar desde um material A (por exemplo, vazio) até um material B (por exemplo, sólido),

assumindo materiais intermediários [Bendsøe e Kikuchi, 1988; Bendsøe, 1989]. Concluindo,

a otimização topológica de estruturas, por envolver a determinação de diversos aspectos da

topologia como número, localização e forma de furos, bem como, a conectividade do domı́nio,

é a abordagem mais genérica.
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3.2 Revisão histórica

De forma geral, os trabalhos de Maxwell e Michell são apontados como as primeiras

referências na área de otimização topológica de estruturas. Maxwell∗, em 1869, determinou

que a melhor estrutura em um domı́nio infinito com uma força aplicada em um determinado

ponto e sujeita a restrições de deslocamento em outros pontos seria formada por elementos

submetidos somente a carregamentos uniaxiais, sendo que os elementos de barra estariam

alinhados com as direções principais de tensões no domı́nio. Em 1904, Michell† aplicou os

estudos de Maxwell no projeto de estruturas bi e tridimensionais com o menor volume de

material, obtendo resultados surpreendentes com estruturas de treliças (Figura 3.2).

Figura 3.2 – Exemplos de estruturas de treliça obtidas por Michell

Os estudos de Maxwell e Michell ficaram praticamente esquecidos até a década de

1960 por serem considerados muito acadêmicos, sem aplicação prática. Nessa década, com o

surgimento dos primeiros computadores e do método de elementos finitos, problemas práticos

de otimização estrutural passaram a ser estudados usando a otimização paramétrica. Além

disso, métodos de programação matemática foram desenvolvidos para a resolução de pro-

blemas lineares, como o método simplex. Na década seguinte, com o desenvolvimento das

linguagens de programação, vários algoritmos de otimização para problemas não lineares de

otimização, utilizados ainda hoje, foram implementados; bem como, alguns métodos proba-

biĺısticos e o método de otimização de forma. Na década de 1980, apareceram os primeiros

softwares comerciais de otimização estrutural, e alguns softwares de elementos finitos pas-

saram a incluir módulos de otimização no seu pacote. Ainda na década de 1980, vários

∗Maxwell, J.C., Trans. Roy. Soc., Edinburgh, vol. 26, p. 01-40, 1869.
†Michell, A. The limits of economy of material in frame structures, Philosophical Magazine, vol. 8(47),

pp. 589-597, 1904.
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grupos de pesquisa começaram a desenvolver os primeiros passos da otimização de meios

cont́ınuos com a introdução de métodos de relaxação através da consideração de materiais

compostos [Cheng, 1981; Cheng e Olhoff, 1982].

A partir desses trabalhos, Bendsøe e Kikuchi, 1988, desenvolveram um método de

homogeneização aplicado para a relaxação do problema de otimização topológica de meios

cont́ınuos, dando ińıcio à popularização do método. Os conceitos de domı́nio fixo esten-

dido de projeto e o de microestruturas subótimas, relacionadas à relaxação do variacio-

nal do problema de otimização topológica, permitiu obter topologias bem definidas e com

menos regiões de densidade intermediária (ver também Guedes e Kikuchi, 1990 e Suzuki e

Kikuchi, 1991). Hassani e Hinton, 1998a,b, apresentam uma boa revisão sobre os modelos

materiais utilizados para conseguir a relaxação do variacional no problema de otimização

topológica. Parametrizações mais simples como a SIMP (Solid Isotropic Microstructure

with Penalization) [Bendsøe e Sigmund, 1999], são utilizadas até hoje em detrimento de

parametrizações mais elaboradas.

Resumindo o método de otimização topológica nas últimas duas décadas, pode-se

dizer que: Bendsøe e Kikuchi, 1988, e Suzuki e Kikuchi, 1991, implementaram o método para

resolver diversos problemas de otimização estrutural, maximizando a rigidez (minimização

da flexibilidade) com restrição de volume de material, considerando um carregamento único.

Logo em seguida, Diaz e Bendsøe, 1992, consideraram mais de um carregamento não si-

multâneo. Thomsen, 1992, aplicou o método para otimizar estruturas com mais de um

material. Diaz e Kikuchi, 1992, descreveram pela primeira vez o problema de otimização

topológica considerando frequências naturais de ressonância, enquanto Neves et al., 1995,

resolveram o problema de instabilidade estrutural (flambagem). A otimização de estruturas

termoelásticas submetidas a cargas térmicas foi descrito pela primeira vez por Rodrigues

e Fernandes, 1995. Min et al., 1999, resolveram o problema de otimização topológica em

estruturas considerando a análise transiente.

A utilização do método de otimização topológica se expandiu para áreas não clássicas

da engenharia de estruturas desde a metade da década de 1990. O trabalho de Ananthasuresh

e Kota, 1995, no projeto mecanismos flex́ıveis, motivou várias pesquisas na mesma área

[Sigmund, 1997; Larsen et al., 1997; Nishiwaki et al., 1998; Kikuchi et al., 1998; Cardoso e

Fonseca, 2004]. Park, 1995, resolveu o problema de maximização da condutividade térmica
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na transferência de calor. E nos últimos 10 anos a otimização topológica é utilizada nas

mais diversas linhas de pesquisa como, por exemplo, o projeto de transdutores piezelétricos

[Silva et al., 1998, 1999; Silva e Kikuchi, 1999], projeto de micromecanismos flex́ıveis com

atuação térmica e eletrotérmica [Jonsmann, 1999; Sigmund, 2001a,b], projeto de atuadores

flextensionais piezelétricos [Silva et al., 2000; Canfield e Frecker, 2000], projeto simultâneo

estrutural e de controle [Ou e Kikuchi, 1996; Zhu et al., 2002], entre outros. Para uma

revisão mais completa do método de otimização topológica ver Eschenauer e Olhoff, 2001, e

Bendsøe e Sigmund, 2003.

3.3 Conceitos teóricos

Alguns dos principais conceitos relacionados à otimização topológica serão estudados

nesta seção como os conceitos de domı́nio fixo estendido e modelo material. Além disso, o

modelo material baseado no método das densidades é apresentado.

3.3.1 Domı́nio fixo estendido

Domı́nio fixo estendido de projeto (Ω) é o espaço no qual o algoritmo de otimização

topológica deve encontrar a estrutura ótima. Como pode ser visualizado na Figura 3.3,

o domı́nio fixo estendido consiste em um domı́nio de forma fixa limitado pelos pontos de

apoio da estrutura e pelos pontos de aplicação de carregamento, que contém a estrutura

desconhecida.

O objetivo da otimização topológica é determinar os espaços sem material (vazios)

e a conectividade da estrutura através da remoção de material no domı́nio fixo estendido. A

Figura 3.3 – Representação de um domı́nio desconhecido contido no domı́nio

fixo estendido
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obtenção da forma ótima final é influenciada pelas condições de contorno e pela quantidade

de material utilizado. A grande vantagem em relação à otimização de forma é a não alteração

da malha de elementos finitos do domı́nio durante o processo de otimização, sendo alterada

somente a distribuição de material nos elementos.

3.3.2 Modelo material

O modelo material é uma equação que define a mistura em microescala de dois ou

mais materiais (um deles pode ser vazio), permitindo obter propriedades intermediárias e

assim interpolar da condição de um material A até um material B em cada ponto do domı́nio.

Para materiais isotrópicos e considerando um dos materiais como vazio (void), certa

propriedade material efetiva (como, por exemplo, o módulo de elasticidade) pode ser escrita

da seguinte maneira:

Y (x) = χ(x)Y0, (3.1)

onde Y0 é a mesma propriedade do material base a ser distribúıdo e χ(x) é uma função

discreta que caracteriza a estrutura a ser otimizada, e é definida em cada ponto x do domı́nio

Ω da seguinte maneira:

χ(x) =




1 se x ∈ ΩD,

0 se x ∈ Ω \ ΩD,

(3.2)

sendo ΩD a região onde há presença de material, inserida num domı́nio Ω.

Contudo, o problema discreto pode não possuir solução, sendo necessária uma re-

laxação para o problema cont́ınuo [Bendsøe e Kikuchi, 1988]. Essa relaxação das variáveis

de projeto consiste em permitir que elas assumam valores intermediários entre 0 e 1. A

prinćıpio, os estágios intermediários de materiais não têm significado f́ısico, sendo apenas

decorrentes de um recurso matemático para relaxação do problema. Com esse intuito, exis-

tem vários modelos materiais que podem ser utilizados, dos quais podemos citar o método

das densidades apresentado a seguir.
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3.3.3 Método das densidades

Neste método, o modelo material consiste numa lei matemática que define a mistura

de material em cada ponto do domı́nio fixo estendido. A equação matemática define o valor

das pseudodensidades (variável de projeto que varia de zero a um) em cada ponto do domı́nio

Ω em função da propriedade efetiva do material base utilizado no projeto. Essencialmente, o

método simula uma microestrutura, definindo o ńıvel de relaxação do problema. Um modelo

bastante utilizado é o já citado SIMP, que pode ser escrito da seguinte forma [Bendsøe, 1989;

Bendsøe e Sigmund, 2003]:

cijkl(x) = ρ(x)pc̄ijkl, p ≥ 1,

0 < ρ(x) ≤ 1, x ∈ Ω,
(3.3)

onde a pseudodensidade ρ é uma variável de projeto, p é um expoente de penalização, c̄ijkl

é o tensor de elasticidade do material base. No SIMP, o tensor de elasticidade do material

cijkl(x) em cada ponto do domı́nio varia com a pseudodensidade ρ, enquanto que o coeficiente

de Poisson ν não depende de ρ.

Como já comentado, matematicamente, a ocorrência de valores intermediários para

a variável de projeto estabelece a relaxação do problema, e permite obter um espaço de

solução fechado, o que é importante para garantir a existência da solução [Bendsøe, 1989].

No entanto, a solução ótima apresentará um grande número de regiões com propriedades

intermediárias denominadas de cinzas, o que não é interessante, pois dificulta a interpretação

final da topologia. Dessa forma, é importante recuperar o caráter discreto da distribuição

de material, o que é obtido através do expoente de penalização p. Um valor de p muito alto

aproxima cada vez mais o problema cont́ınuo do problema discreto, retornando ao problema

da não existência de solução já discutido.

Finalizando, o método das densidades é de mais fácil implementação computacional

do que o modelo material baseado no método de homogeneização [Bendsøe e Kikuchi, 1988],

pois há uma variável de projeto por ponto do domı́nio, e os valores das propriedades são

obtidos de forma direta.
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3.4 Aspectos numéricos e complicações

Há duas questões importantes nas soluções numéricas obtidas com os procedimentos

de otimização topológica baseados em distribuição de material. Elas são a dependência em

relação ao refino da malha e o aparecimento de padrões de tabuleiro. O primeiro se refere

às diferentes soluções qualitativas que são obtidas dependendo do refino da malha, e tem

ligação direta a questão de existência de soluções no problema cont́ınuo. A segunda se refere

ao aparecimento de regiões alternando sólidos e vazios formando uma espécie de tabuleiro de

xadrez. Essas duas questões e suas respectivas soluções serão discutidas a seguir. Ao final da

seção, é feita uma discussão a respeito da multiplicidade de soluções ótimas e dependência

de dados. Nesta tese, a técnica conhecida como Filtro de Sensibilidades [Sigmund, 1997]

foi utilizada para solucionar os problemas de dependência em relação ao refino de malha e

aparecimento de tabuleiros de xadrez.

3.4.1 Refinamento de malha e existência de soluções

A não existência de soluções no problema de otimização topológica tanto na versão

discreta quanto na versão cont́ınua (por exemplo, SIMP) é bem conhecida. Basicamente,

isso se deve ao fato que a criação de reforços cada vez mais finos geralmente aumenta a

eficiência da estrutura, ou seja, a criação de furos sem alterar o volume total de material é

de grande valia. Assim, num determinado limite, haverá a criação de microestruturas que

não podem ser consideradas isotrópicas e a solução não estará dentro da gama de soluções

originais isotrópicas. Essa questão referente ao problema cont́ınuo tem o seu paralelo no

problema numérico discreto que é a dependência da solução em relação ao refino da malha.

De forma ideal, espera-se que o refino da malha modifique a estrutura quantitativamente,

ou seja, obtenha um modelo melhor de elementos finitos com os contornos melhor definidos.

No entanto, isso não acontece, pois refinando a malha de elementos finitos surgirá cada vez

mais um padrão microestrutural interno semelhante ao que a teoria prediz. Dessa forma, a

não existência de soluções é também um problema para as soluções numéricas utilizando o

método de otimização topológica.

Existem métodos eficientes para obter procedimentos independentes do refino da ma-

lha na busca por soluções 0-1. Esses métodos se baseiam em diminuir o espaço de soluções,
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impedindo a formação de microestruturas e recaem em três classes genéricas: (1) métodos

de filtragem com independência em relação a malha, como os filtros de sensibilidade e fil-

tros de densidade; (2) métodos de restrição, como o método de controle de peŕımetro e

os controles local e global de gradientes e (3) métodos alternativos, como parametrizações

wavelet, abordagens phase-field e o método level-set. Os trabalhos de Guest [Guest et al.,

2004; Guest, 2008] apresentam um método baseado em funções independentes da malha que

projetam variáveis de projeto nodais em um espaço de elementos. O trabalho de Sigmund,

2007 apresenta uma revisão dos métodos de filtragem e introduz uma nova classe de métodos

baseado em operadores de forma que diminuam o aparecimento de cinzas.

Filtro de sensibilidades O filtro se baseia em modificar a sensibilidade (taxa de variação

da função objetivo ou restrições em relação a um variável de projeto) de um elemento finito

espećıfico baseado em uma média ponderada das sensibilidades de elementos vizinhos. A

experiência computacional mostra que o filtro de sensibilidades é um meio muito eficiente

de obter uma independência em relação à malha em otimização topológica [Sigmund, 1997;

Sigmund e Petersson, 1998; Sigmund, 2007]. O método é puramente heuŕıstico, mas obtém

resultados semelhantes a, por exemplo, métodos de restrição de gradientes, apesar da simples

implementação.

A técnica funciona mediante a modificação da sensibilidade de alguma grandeza A

em relação à uma pseudodensidade ρk, da seguinte forma [Bendsøe e Sigmund, 2003]:

∂̂A

∂ρk
=

1

ρk

N∑

i=1

Ĥi

N∑

i=1

Ĥiρi
∂A

∂ρi
, (3.4)

onde ∂̂A/∂ρk é a nova sensibilidade, N é o número total de elementos na malha e o fator de

peso Ĥi é escrito como

Ĥi = rmin − dist(k, i), {i ∈ N | dist(k, i) ≤ rmin}, k = 1, . . . , N. (3.5)

Nesta expressão, o operador dist(k, i) é definido como a distância ente o centro do elemento

k e o centro de um elemento i. O fator de peso Ĥi é zero fora da área de filtro do elemento

k. Percebe-se facilmente que a sensibilidade converge para a sensibilidade original quando
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o raio de filtragem rmin vai a zero e que todas as sensibilidades são idênticas quando rmin

tende ao infinito.

A aplicação prática do filtro de sensibilidades numa variedade de problemas como,

por exemplo, problemas bi e tridimensionais, problemas com muitas restrições e problemas

que envolvem diferentes áreas f́ısicas, mostram que essa é uma ferramenta extremamente

útil.

Informações adicionais sobre o método do filtro de sensibilidades podem ser encon-

tradas nos trabalhos de Sigmund, 1997, Sigmund e Petersson, 1998 e Sigmund, 2007.

3.4.2 Instabilidade de tabuleiro

A instabilidade de tabuleiro é um problema recorrente em soluções obtidas pela

otimização topológica, se caracterizando pela formação de regiões onde elementos com ma-

terial e sem material se encontram em forma de tabuleiro, como mostrado na Figura 3.4.

Atualmente, compreende-se bem que os padrões de tabuleiro estão relacionados às

caracteŕısticas das aproximações de elementos finitos, e mais especificamente devido à má

modelagem numérica que superestima a rigidez dos tabuleiros.

A técnica de filtragem de sensibilidades apresentada na seção 3.4.1 pode também

ser utilizada para restringir o aparecimento de padrões de tabuleiro. Isso se deve ao fato da

sensibilidade de um elemento analisado depender da média ponderada do próprio elemento

e dos seus vizinhos mais próximos.

Análises detalhadas do problema de instabilidade de tabuleiro podem ser encontra-

das nos trabalhos de Diaz e Sigmund, 1995, e Jog e Haber, 1996, bem como o controle direto

do problema. Uma análise mais profunda do controle de tabuleiros em projetos topológicos

foi primeiramente discutido por Bendsøe et al., 1993, Jog et al., 1993, e Rodrigues e Fernan-

des, 1993. Soluções modernas, incluindo elementos finitos fora dos padrões convencionais,

podem ser encontradas em alguns trabalhos [Jang et al., 2003; Talischi et al., 2009].

Figura 3.4 – Topologia com instabilidade de tabuleiro
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3.4.3 Mı́nimos locais e dependência de dados

Na grande área estrutural e mais especificamente na otimização topológica, a maio-

ria dos problemas não são convexos. Assim, muitos problemas têm múltiplos ótimos, ou seja,

uma solução não única. Em geral, a não convexidade de um problema significa que se podem

encontrar diversos mı́nimos locais diferentes (encontrados pelos métodos baseados em gra-

dientes). Dessa forma, diferentes soluções são encontradas para o mesmo problema quando

parte-se de diferentes soluções iniciais ou escolhem-se diferentes parâmetros de otimização.

Com o intuito de assegurar uma convergência estável em direção a um projeto ótimo

confiável, a experiência mostra que os métodos de continuação devem ser aplicados. A

ideia geral desses métodos é gradualmente passar de um problema de otimização auxiliar

(melhor comportado) para o problema original. Em cada passo desse problema gradual, um

algoritmo de otimização baseado em gradientes é utilizado até a convergência. Um exemplo

desse esquema, é o caso onde a estrutura é primeiramente otimizada permitindo regiões

consistindo de compósitos, e após a convergência, gradualmente se introduz um esquema de

penalização para se obter uma topologia 0-1.

Por fim, a dependência dos resultados de um projeto topológico em relação aos dados

que são escolhidos antes de aplicar o procedimento de otimização é de extrema importância.

Mudanças no domı́nio fixo estendido, mudanças nos carregamentos ou nas condições de

contorno podem drasticamente alterar o projeto que um algoritmo pode alcançar.
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4. CONTROLE ATIVO DE ESTRUTURAS

4.1 Introdução

O controle para redução de vibrações em estruturas envolve um grande número de

áreas, entre as quais: a dinâmica, para o desenvolvimento das equações do movimento; a

mecânica estrutural, para a modelagem e análise; e a teoria de controle, para o projeto do

sistema de controle. Um projeto efetivo para redução de vibrações através de controle requer

consideração de todas essas áreas.

A maior dificuldade em desenvolver um sistema de controle para uma estrutura

cont́ınua é a quantidade de graus de liberdade (teoricamente, infinitos). A teoria de controle,

tanto clássica quanto moderna, foi desenvolvida para poucos graus de liberdade. Dessa forma,

em geral, a análise modal é utilizada para reduzir a dimensão do problema. Entretanto, um

controle por realimentação de uma estrutura, baseado em um modelo reduzido dessa, pode

desestabilizar os modos residuais não inclúıdos [Preumont, 2002]. Esse fenômeno conhecido

como spillover é devido a excitação dos modos residuais pelo sistema de controle (control

spillover), e à contaminação da sáıda do sensor pelos modos residuais (observation spillover)

[Alkhatib e Golnaraghi, 2003].

Nem sempre é posśıvel definir, a priori, as vibrações a que uma estrutura está sub-

metida. Dessa forma, a instalação de dispositivos que retirem energia mecânica do sistema

é uma forma eficiente para controlar as respostas temporárias da estrutura. Entre esses dis-

positivos podemos citar, como exemplos, cabos, amortecedores e, principalmente, atuadores.

A seleção criteriosa da localização desses elementos é de extrema importância para um con-

trole eficiente. Entretanto, esse fato é ignorado em alguns projetos, e respostas estruturais

totalmente indesejadas podem ser obtidas.

Este caṕıtulo apresenta os aspectos básicos da teoria de controle para a redução

de vibrações. As classificações básicas do controle estrutural serão apresentadas no começo

do caṕıtulo. Logo após, todo o desenvolvimento de modelos de estruturas para controle



35

e análise modal através de espaço de estados é apresentada. Em uma nova seção, ı́ndices

de controlabilidade e observabilidade são apresentados e discutidos. Completando a seção

anterior, é feita uma revisão de trabalhos sobre a localização de atuadores. Em seguida, a

apresentação do modelo de controle utilizado nesta tese finaliza o caṕıtulo.

4.2 Classificação do controle

A literatura apresenta diversas propostas para controlar vibrações estruturais inde-

sejadas. Esses métodos podem ser classificados em três tipos amplos: controle ativo, controle

semiativo e controle passivo. Um sistema de controle ativo necessita energia externa e in-

formações do sistema, o sistema semiativo somente necessita de informações do sistema.

Um sistema de controle puramente passivo não necessita de energia externa, tampouco de

informações do sistema.

O controle passivo é o sistema mais simples que pode ser empregado para contro-

lar um sistema. Não é necessária energia externa neste caso e, em geral, são utilizados

dispositivos mais simples como cabos e amortecedores para absorver parte da energia de

vibração.

Apesar do sistema de controle passivo ser o mais barato e fácil de ser implementado,

a magnitude da força de controle é muito limitada e determinada somente pela resposta da

estrutura. Num sistema semiativo uma pequena quantidade de energia pode ser utilizada

para modificar certas propriedades da estrutura como rigidez e amortecimento; porém, não

ocorre entrada de energia externa no sistema, evitando assim, um posśıvel comportamento

ressonante indesejado.

Um sistema de controle ativo básico consiste de sensores, atuadores e dispositivos

para processar as informações. Por demandar energia externa e equipamentos mais moder-

nos é o controlador mais eficaz e consequentemente o mais caro. Tais sistemas possuem a

habilidade de se adaptar a diferentes condições de carregamento e de controlar alguns modos

de vibração [Housner et al., 1997], minimizando assim, respostas indesejadas. Entretanto, se

mal projetado, um sistema ativo pode gerar respostas extremamente prejudiciais à estrutura

devido à entrada de energia externa.
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4.3 Controle estrutural por variáveis de estado

Nesta seção, serão apresentados os modelos estruturais de segunda ordem, geral-

mente utilizados em dinâmica estrutural. Tais modelos são representados por equações

diferenciais lineares de segunda ordem e dependem da escolha de coordenadas, podendo ser

representados por coordenadas nodais (modelos nodais) ou em coordenadas modais (modelos

modais). Além disso, também podem ser representados por variáveis de estados (espaço de

estados).

4.3.1 Modelos nodais

Modelos de estruturas controladas ativamente podem ser descritos através de mode-

los nodais. Estes modelos são descritos em coordenadas nodais, em termos de deslocamentos,

velocidades e acelerações medidos nos nós. Essa representação tem uma longa tradição

e muitos resultados foram obtidos utilizando a partir dela [Gawronski, 2004]. O modelo

caracteriza-se pelas matrizes de massa, rigidez e amortecimento, bem como pela localização

de sensores e atuadores (S/A). Frequentemente estes modelos são obtidos a partir de modelos

de elementos finitos ou outros sistemas computacionais de projeto/engenharia auxiliados por

computador. Adota-se neste trabalho a convenção de um ponto como a primeira derivada

em relação ao tempo (i.e., ẋ = dx/dt), e dois pontos como a derivada segunda em relação ao

tempo (i.e., ẍ = d2x/dt2 ). Assume-se que nd é o número de graus de liberdade do sistema,

que r seja o número de sáıdas, e s o número de entradas. As equações de movimento desta

estrutura controlada, em coordenadas nodais, podem ser escritas pelas seguintes equações

diferenciais matriciais [Gawronski, 2004]:

Mü+Du̇+Ku = B0u
c + f ,

y = C0vu̇+C0du.
(4.1)

Nessas equações u, u̇ e ü são respectivamente os vetores de deslocamentos, velocidades e

acelerações com dimensões nd × 1; M, D e K são respectivamente as matrizes massa, de

amortecimento e de rigidez com dimensões nd × nd; f é um vetor de carregamentos externos

com dimensão nd × 1. A matriz massa é positiva definida (todos os seus autovalores são

positivos), e as matrizes de amortecimento e rigidez são positivas semidefinidas (todos os seus
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autovalores são não negativos) [Gawronski, 2004]. uc é o vetor de entradas com dimensão

s × 1; e y é o vetor de sáıdas com dimensão r × 1. A matriz de entradas B0 apresenta

dimensão nd × s, as matrizes de sáıdas em deslocamentos C0d e sáıdas em velocidades C0v

tem dimensão r × nd. De forma bem simples, o vetor de entradas de controle pode ser

entendido como um esforço para manter uma determinada caracteŕıstica do sistema (vetor

de sáıdas) perto de um valor espećıfico. A matriz de entradas redimensiona e localiza as

variáveis f́ısicas do vetor de entradas em relação as variáveis do problema (deslocamentos

e suas derivadas). De forma inversa, as matrizes de sáıdas redimensionam e localizam as

variáveis do problema de acordo com o vetor de sáıdas.

4.3.2 Modelos modais

Modelos modais de estruturas são modelos expressos a partir de variáveis modais

[Gawronski, 2004; Vasques e Rodrigues, 2006]. Para fazer isso, deve-se introduzir uma nova

variável η, chamada deslocamento modal. Com essa nova variável, pode-se escrever:

u = Ψη, (4.2)

onde Ψ é uma matriz de modos de vibração com dimensão nd × nm, e nm é o número de

modos de vibração do modelo modal. A fim de obter as equações em coordenadas modais,

insere-se a Equação 4.2 na Equação 4.1 e ainda multiplica-se pelo lado esquerdo a primeira

linha da Equação 4.1 por ΨT, obtendo

ΨTMΨη̈ +ΨTDΨη̇ +ΨTKΨη = ΨTB0u
c +ΨTf ,

y = C0vΨη̇ +C0dΨη,
(4.3)

a qual, pode ser reescrita na forma

Mmη̈ +Dmη̇ +Kmη = ΨTB0u
c +ΨTf ,

y = C0vΨη̇ +C0dΨη,
(4.4)

onde

Mm = ΨTMΨ, (4.5)
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Dm = ΨTDΨ, (4.6)

Km = ΨTKΨ. (4.7)

Pode-se obter um sistema normalizado em relação a massa pré-multiplicando a primeira

linha da Equação 4.4 por M−1
m , assim

η̈ +M−1
m Dmη̇ +M−1

m Kmη = M−1
m ΨTB0u

c +M−1
m ΨTf ,

y = C0vΨη̇ +C0dΨη.
(4.8)

Pode-se utilizar outra notação a fim de simplificar as equações [Gawronski, 2004], na forma:

η̈ + 2ZΩη̇ +Ω2η = Bmu
c + fm,

y = Cmvη̇ +Cmdη.
(4.9)

Nas Equações 4.9, Ω é uma matriz diagonal de frequências naturais que pode ser obtida a

partir das matrizes modais de massa e rigidez por meio da solução de um problema generali-

zado de autovalores e considera-se que Z é uma matriz diagonal de amortecimentos modais:

Ω =




ω1 0 . . . 0

0 ω2 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . ωnm



, (4.10)

Z =




ζ1 0 . . . 0

0 ζ2 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . ζnm



, (4.11)

onde ωi e ζi são respectivamente a frequência natural e o amortecimento relativos ao i -ésimo

modo de vibração. A matriz de entradas modais Bm na Equação 4.9 e as matrizes modais

de sáıdas em deslocamentos Cmd e velocidades Cmv são dadas por:

Bm = M−1
m ΨTB0, (4.12)
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Cmd = C0dΨ, (4.13)

Cmv = C0vΨ. (4.14)

4.3.3 Modelos em espaço de estados

Para efeitos de simulações estruturais dinâmicas, análise de um sistema de controle

e projeto, é conveniente representar as equações da estrutura em forma de espaço de estados.

Um conjunto de três parâmetros de espaço de estados (A,B,C) é chamado de representação

em espaço de estados, enquanto x é o vetor de estado, uc é o vetor de entradas (forças de

controle) e y é o vetor de sáıdas [Ogata, 2009]. A representação depende da escolha do vetor

de estado, enquanto a entrada e sáıda permanecem invariáveis.

Em geral, a ordem de um modelo nodal é inaceitavelmente elevada. Por exemplo,

não é incomum que o número de graus de liberdade de um modelo por elementos finitos

seja da ordem de milhares. Portanto, a representação do estado nodal é raramente utilizada

em dinâmica estrutural. Uma abordagem alternativa é obter a representação em espaço

de estados utilizando coordenadas modais (Equações 4.9), onde o número de equações é

significativamente menor para um modelo reduzido, enquanto a precisão da análise não é

modificada.

Pode-se obter uma representação em espaço de estados definindo o vetor de estados

em função dos deslocamentos e velocidades modais [Gawronski, 2004], como segue

x =




x1

x2



 =




η

η̇



 , (4.15)

assim, a Equação 4.9 (desconsiderando a força externa) é reescrita como um conjunto de

equações de primeira ordem

ẋ1 = x2,

ẋ2 = −Ω2x1 − 2ZΩx2 +Bmu
c,

y = Cmvx2 +Cmdx1,

(4.16)
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as quais são equivalentes ao conjunto de equações abaixo

ẋ = Ax+Buc,

y = Cx,
(4.17)

onde os parâmetros de estado são dados por:

A =


 0 I

−Ω2 −2ZΩ


 , B =


 0

Bm


 e C =

[
Cmd Cmv

]
. (4.18)

A dimensão do modelo modal em espaço de estados é a vantagem mais óbvia sobre

o modelo nodal. A dimensão da representação de espaço de estado modal é 2nm, enquanto

que a representação de espaço de estado nodal é 2nd e, normalmente, temos nd ≫ nm, ou

seja, a ordem do modelo em função das coordenadas modais é muito menor do que o modelo

em coordenadas nodais.

Outra vantagem dos modelos em função das coordenadas modais é a sua definição

de propriedades de amortecimento. Enquanto as matrizes de massa e rigidez são obtidas a

partir das coordenadas nodais (por exemplo, de um modelo de elementos finitos), a matriz

de amortecimento é geralmente desconhecida. Normalmente, a estimativa de amortecimento

é mais precisa em função das coordenadas modais [Gawronski, 2004].

4.4 Controlabilidade e observabilidade

Controlabilidade e observabilidade são propriedades de um sistema formado por

estrutura, sensores e atuadores, contendo informações muito úteis para o controle estrutural.

A controlabilidade, pode ser definida como a capacidade de uma configuração do sistema

atuador controlar todos os estados da estrutura. De forma similar, a observabilidade mede a

capacidade de estimar todos os estados do sistema a partir das informações obtidas de uma

configuração particular de sensores [Preumont, 2002].

De uma maneira geral e clássica, diz-se que um sistema é controlável se a matriz

de controlabilidade apresenta posto completo, ou seja, se os vetores que formam tal matriz

são linearmente independentes. Da mesma forma, o sistema é dito observável se a matriz de

observabilidade apresenta posto completo [Ogata, 2009]. Essa informação é muito limitada,

embora essencial em muitas aplicações como, por exemplo, o posicionamento de sensores e
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atuadores. Uma informação mais quantitativa pode ser obtida pelos Gramianos de controla-

bilidade e observabilidade; os quais representam o grau de controlabilidade e observabilidade

de cada modo.

4.4.1 Matrizes de controlabilidade e observabilidade

Como uma medida de interação entre as entradas do atuador e os estados, a contro-

labilidade relaciona a matriz do sistema A e a matriz de entradas B. Um sistema linear, ou

o par (A,B), é completamente estado-controlável se, para qualquer que seja t0, todo estado

inicial x(t0) pode ser transferido para qualquer estado final x(tf) num tempo finito, tf > t0,

por intermédio de um vetor excitação u(t) não sujeito a restrições, isto é, que não apresente

limitações quanto aos valores de u(t). Esta definição indica que u(t) é capaz de influenciar

cada uma das variáveis de estado [Gawronski, 2004].

Observabilidade, como um conceito similar ao de controlabilidade, é a ideia que

toda variável de estado do sistema tem algum efeito sobre a sáıda do sistema (resposta do

sensor). Dessa forma, essa medida relaciona a matriz do sistema A e a matriz de sáıdas

C. Um sistema linear, ou par (A,C) é dito completamente observável se todo estado inicial

x(to) pode ser determinado exatamente a partir de medidas da resposta y(t), durante um

intervalo de tempo finito tf > t0. Esta definição indica que todas as variáveis de x(t)

influenciam a resposta y(t) [Gawronski, 2004].

Considere um sistema dado por

ẋ = Ax+Buc, (4.19)

sendo, x o vetor de estados n×1, A a matriz do sistema n×n, B a matriz de entradas n×s

e uc o vetor de entradas de controle s× 1. A matriz de controlabilidade C (n × ns) é dada

por:

C = [B | AB | . . . | An−1B]. (4.20)

Para que o sistema (A,B) seja completamente estado-controlável a matriz C deve ter posto

n, ou conter n vetores coluna linearmente independentes [Ogata, 2009; Preumont, 2002].

Para definir a matriz de observabilidade, considere um sistema não controlado dado
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por

ẋ = Ax,

y = Cx,
(4.21)

sendo, x o vetor de estados n× 1, A a matriz do sistema n× n, C a matriz de sáıdas r × n

e y o vetor de sáıdas r × 1. A matriz de observabilidade O (n× nr) é dada por:

O = [CT | ATCT | . . . | (AT)n−1CT], (4.22)

Para que o sistema (A,C) seja completamente observável a matriz O deve ter posto n, ou

conter n vetores coluna linearmente independentes [Ogata, 2009; Preumont, 2002].

4.4.2 Gramianos de controlabilidade e observabilidade

As definições de controlabilidade e observabilidade clássicas dadas acima apresentam

dois problemas. O primeiro problema está relacionado ao fato da definição ser qualitativa, ou

seja, em termos de sim ou não. O segundo está relacionado as dificuldades numéricas de se

calcular as matrizes de controlabilidade e observabilidade para sistemas de grande dimensão.

Como alternativa definem-se os Gramianos que são matrizes não negativas que expressam as

propriedades de controlabilidade e observabilidade do sistema de forma quantitativa e sem

as dificuldades numéricas já mencionadas.

Considere um sistema linear invariante em relação ao tempo

ẋ = Ax+Buc,

y = Cx.
(4.23)

Para um sistema assintoticamente estável, isto é, se todos os pólos (autovalores) de A têm a

parte real negativa, a resposta do sistema é limitada e a matriz de covariância para regime

permanente é finita [Preumont, 2002]. Assim, a resposta do sistema a um grupo de rúıdos

brancos independentes de intensidade unitária é dada por:

Wc = E[xxT] =

∫ ∞

0

eAτ BBT eA
Tτ dτ, (4.24)

o qual é chamado Gramiano de controlabilidade, e E é o operador de covariância. Para um



43

sistema não variante com o tempo, podemos obter o Gramiano de controlabilidade, e forma

mais conveniente, a partir da seguinte equação de Lyapunov [Gawronski, 2004]:

AWc +WcA
T +BBT = 0. (4.25)

Como supracitado, o sistema é controlável se todos os estados podem ser excitados pela

entrada de controle. Essa condição é completamente satisfeita se, e somente se, Wc é positiva

definida [Preumont, 2002].

A partir das definições de controlabilidade e observabilidade, e, mais especificamente,

da dualidade das Equações 4.20 e 4.22, pode-se notar que o par (A,C) é observável se, e

somente se, o par (AT,CT) é controlável. Dessa forma, o sistema é observável se, e somente

se, o Gramiano de observabilidade

Wo =

∫ ∞

0

eA
Tτ CTC eAτ dτ, (4.26)

é positivo definido [Preumont, 2002]. A equação de Lyapunov para observabilidade pode

ser obtida substituindo o par (A,B) pelo par (AT,CT) na equação 4.25. Assim, se A é

assintoticamente estável Wo pode ser obtida por

ATWo +WoA+CTC = 0. (4.27)

O Gramiano de observabilidade está relacionada a habilidade de condições iniciais não nulas

do vetor de estados afetar as sáıdas do sistema [Preumont, 2002].

4.5 Localização ótima de atuadores

Nas últimas três décadas, com a extensiva utilização de estruturas bastante flex́ıveis

em diversas aplicações de engenharia, o controle de vibrações considerando a flexibilidade

foi tema de muitas pesquisas. A fim de obter um controle de vibrações eficiente para uma

estrutura flex́ıvel, um engenheiro de controle geralmente precisa resolver o problema de de-

terminar o número apropriado e a localização de sensores e atuadores (S/A) utilizados no

sistema de controle. No entanto, uma solução clara do problema de localização de S/A não foi

obtida. Para uma estrutura que tem geometria simples, ou menor número de graus de liber-

dade, a experiência prática e/ou uma abordagem de tentativa e erro podem ser suficientes
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para resolver o problema. Por outro lado, para uma estrutura complexa de grande escala,

cujo modelo de elementos finitos pode ter dezenas de milhares de graus de liberdade, uma

abordagem sistemática e eficiente é necessária para resolver esse problema computacional-

mente árduo. Em geral, é imposśıvel determinar tanto o modelo de controlador ótimo como

a localização de S/A simultaneamente, uma vez que o controlador só pode ser calculado após

a colocação fixa de S/A. Esse fato significa que temos de usar uma técnica de otimização

numérica sequencial para obter o controlador ótimo e a colocação. Muitas vezes, em uma

aplicação real, a hipótese de que o número de S/A é conhecido a priori, é de grande valia e

praticidade.

O posicionamento de S/A foi investigado por um número de autores [Kim e Junk-

ins, 1991; Hac e Liu, 1993; Gawronski e Lim, 1996; Kang et al., 2008]. Grande parte

desses, considera o problema de transferir o sistema de um estado x(t0) para um estado

final x(t0 +∆t) 6= x(t0) dentro de um intervalo de tempo ∆t (não necessariamente finito)

de tal forma que a energia de controle, em geral, definida como uma integral temporal de

uma forma quadrática das entradas, é minimizada. A solução ótima desse problema define

a energia de controle ótima que explicitamente depende das condições iniciais e finais, e

indiretamente é uma função do posicionamento de S/A.

Basseville et al., 1987, verificaram o problema de localização ótima de sensores de um

ponto de vista de detecção de falha com testes estat́ısticos e ainda discutiram a influência

da excitação nesse problema. A abordagem de Maghami e Joshi, 1990, para estruturas

espaciais flex́ıveis transformou a natureza discreta do problema de posicionamento de S/A

em uma programação de otimização não linear através da aproximação das forças de controle

e medidas de sáıda por funções espacialmente cont́ınuas. Para a localização de atuadores,

Kim e Junkins, 1991, introduziram uma nova medida para a controlabilidade que considera

uma análise de custos modais, ou seja, que leva em conta simultaneamente a importância

f́ısica de cada modo e o seu grau de controlabilidade.

Um dos trabalhos mais citados nesse campo é o de Hac e Liu, 1993, no qual foi pro-

posta uma abordagem fundamentada em certas medidas quantitativas de controlabilidade

e observabilidade baseadas em Gramianos. Esses critérios são obtidos considerando as

energias de entrada e sáıda sob condições de distúrbios transientes e permanentes. Além

disso, fornecem um balanço entre as importâncias dos modos mais altos e mais baixos.
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Em 1996, Gawronski e Lim mostraram que uma decomposição dos valores singulares de

Hankel dos S/A individuais permite avaliar cada atuador e sensor em termos de suas próprias

controlabilidade e observabilidade. Para sistemas multimodais, medidas de posicionamento

tais como o traço e o determinante da matriz dos valores singulares de Hankel podem ser

formulados e resolvidos.

Em outro grande trabalho, Hiramoto et al., 2000, desenvolveram duas soluções para

a equação generalizada de Riccati de forma expĺıcita, para estruturas não amortecidas com

S/A instalados. Empregando essas soluções expĺıcitas, obtiveram um controle estabilizado

H∞ com base em uma abordagem de fatoração normalizada, sem resolver qualquer equação

algébrica de Riccati numericamente. Dessa forma, o controladorH∞ pôde ser obtido simples-

mente através da adição e multiplicação de matrizes diversas. Além disso, uma propriedade

em circuito fechado da norma H∞ é automaticamente vinculada para todos os candidatos a

melhor posicionamento. Assim, pode-se formular o problema do ótimo posicionamento para

otimizar outras propriedades em circuito fechado, com menos exigência computacional que

o método baseado em modelos.

Mais recentemente, Liu et al., 2008, consideraram o problema de localização de

sensores com o objetivo de maximizar a informação de dados para que o comportamento

dinâmico da estrutura possa ser totalmente caracterizado. Com base nesse critério um

algoritmo genético foi utilizado para encontrar o posicionamento ideal. No mesmo ano,

Kang et al., 2008, apresentaram uma proposta que combina algoritmos evolucionários a

fim de colocar sensores otimamente localizados sobre uma estrutura espacial para efeitos

de identificação modal. Nesse trabalho, um ı́ndice de desempenho combinado revelou-se um

excelente compromisso entre dois ı́ndices que visam à independência linear e a energia modal.

4.6 Controle LQR para o caso em estudo

Para o problema estudado nesta tese, o modelo de elementos finitos global que go-

verna o movimento espacial e o equiĺıbrio de cargas elétricas é dado por:

Muuü+Huuu+Hupφe = f ,

HT
upu+Hppφe = qe,

(4.28)
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onde u e φ são os vetores globais dos graus de liberdade mecânicos e elétricos, Muu é a

matriz global de massa, Huu é a matriz global de rigidez condensada, Hup = HT
pu são as

matrizes globais condensadas de acoplamento piezelétrico, Hpp é a matriz global condensada

de capacitância dielétrica, f é o vetor global externo de forças mecânicas e qe é o vetor global

condensado de cargas elétricas.

Como apresentado na Seção 2.6, os graus de liberdade no eletrodo aterrado foram

desconsiderados por apresentar potencial elétrico nulo, além disso, os graus de liberdade

elétricos internos foram condensados estaticamente. Dessa forma, neste trabalho, todos

os graus de liberdade elétricos serão utilizados como atuantes e conhecidos. Ou seja, são

utilizados como entradas para o atuador (material sólido piezelétrico) no sistema de controle.

Assim, a parte relativa ao acoplamento piezelétrico, na primeira Equação de 4.28, pode ser

considerada uma força externa e pode ser reescrita como

Muuü+Huuu = −Hupφe + f , (4.29)

enquanto a segunda equação pode ser utilizada para encontrar a carga elétrica nos eletrodos.

Como dito anteriormente, no projeto de um sistema de controle ativo, pode-se uti-

lizar um modelo completo do sistema (modelo nodal) ou um modelo modal. Além disso,

podem-se considerar somente alguns modos de vibração (modelo modal truncado). Estru-

turas flex́ıveis são sistemas de parâmetros distribúıdos quem tem um número infinito de

graus de liberdade. Um controle por realimentação baseado em um modelo modal reduzido

pode desestabilizar os modos residuais, acarretando problemas na observação e no controle

(spillover). Esses problemas degradam o desempenho do sistema, além de poder torná-lo

instável. Métodos para reduzir o efeito de spillover são discutidos por diversos autores, como

Balas, 1978, e Meirovitch, 1990.

Uma estrutura em vibração apresenta preferencialmente modos de vibração depen-

dentes do espectro da excitação. Pode-se assumir que os modos de ordem mais baixa, que

tem a menor energia associada e consequentemente são excitados mais facilmente, são os mais

significantes para a resposta global do sistema. Assim, uma matriz modal truncada pode

ser utilizada na transformação de coordenadas generalizadas u para coordenadas modais

η. Dessa forma, o vetor de deslocamentos pode ser aproximado pela superposição dos m
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primeiros modos, como

u = Ψη ∼=

m∑

i=1

Ψiηi, (4.30)

onde, a partir desse ponto, Ψ = [Ψ1, . . . ,Ψm] é a matriz modal truncada e η = {η1, . . . , ηm}T

é o vetor de coordenadas modais correspondente. Assim, a ordem do sistema não é mais o

número total graus de liberdade do modelo de elementos finitos e sim o número de modos

escolhidos para representar o modelo modal.

Assumindo um modelo de amortecimento viscoso simples para a estrutura flex́ıvel

e os m primeiros modos de vibração, a Equação 4.29 pode ser transformada numa equação

semelhante a Equação 4.9, obtendo

η̈ + 2ZΩη̇ +Ω2η = −ΨTHupφe +ΨTf , (4.31)

onde Ω e Z são respectivamente as matrizes diagonais de frequências naturais e de amor-

tecimentos modais, porém, considerando só os primeiros m modos. Essa equação repre-

senta o modelo reduzido (truncado) modal de elementos finitos da estrutura com atuadores

piezelétricos.

Como dito na Seção 4.3.3, o modelo em espaço de estados é uma grande ferramenta

para se trabalhar com um sistema de controle e é base da teoria de controle moderna. Para o

caso em estudo pode-se utilizar os deslocamentos e velocidades modais do modelo truncado

como variáveis de estado, assim

x =




η

η̇



 , (4.32)

e o sistema em malha aberta (desconsiderando a observação y) é representado por uma

equação diferencial matricial de primeira ordem expressa em termos do vetor de variáveis de

estado

ẋ = Ax+Bφu
c
φ +Buu

c
u, (4.33)

onde A é a matriz do sistema, Bu e Bφ são as matrizes de entradas mecânicas e elétricas, e
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uc
u e uc

φ são os vetores de entradas mecânicas e elétricas, dados por

A =


 0 I

−Ω2 −2ZΩ


 , Bφ =


 0

−ΨTHup


 , Bu =


 0

ΨT


 ,

uc
φ = φ, uc

u = f .

(4.34)

No controle clássico, os ganhos de realimentação (feedback) são escolhidos para obter alguma

mudança nas propriedades dinâmicas do sistema. O objetivo final é diminuir o movimento

do sistema mecânico, e nesse caso o sistema de controle atua como um regulador [Vasques

e Rodrigues, 2006]. Sistemas onde são usados métodos diretos para o projeto de sistema de

controle por realimentação, que obtém a máxima redução posśıvel na resposta dinâmica, são

conhecidos como sistemas de controle ótimo [Burl, 1999].

Os sistemas de controle ótimos são projetados a fim de minimizar uma função custo

ou ı́ndice de desempenho, o qual é proporcional à resposta do sistema e às entradas de

controle necessárias para atenuar a resposta. No problema em estudo, foi utilizado um

ı́ndice de desempenho quadrático dependente das variáveis de estado, que são diretamente

responsáveis pela resposta mecânica do sistema, e das entradas de controle (elétricas), na

forma

J =
1

2

∫ tf

0

(xTQx+ ucT
φ Ruc

φ) dt, (4.35)

onde Q é a matriz positiva semidefinida de pesos para as variáveis de estado e R é a matriz

positiva definida de pesos para as entradas de controle. Uma escolha conveniente para as

matrizes Q e R é a matriz identidade, ou um múltiplo desta. Este múltiplo dará mais

“peso”, no projeto de controle, para os estados ou para as entradas de controle, dependendo

da escolha.

Assumindo que todos os modos (variáveis de estado) são observáveis e controláveis, a

função custo da Equação 4.35 fornece um controle independente sobre as frequências naturais

e coeficientes de amortecimento de cada modo de vibração [Vasques e Rodrigues, 2006]. Essa

estratégia é o chamado Controle no Espaço Modal Independente, ou IMSC [Meirovitch, 1990].

O sistema de controle por realimentação que minimiza a função custo dada pela

Equação 4.35, para o sistema linear invariante definido pela Equação 4.33, utiliza a rea-

limentação de estados com uma matriz de ganhos de realimentação G∗(t) variável com o
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tempo [Burl, 1999; Preumont, 2002]. Assim, a entrada de controle é dada por

uc
φ(t) = −G∗(t)x(t). (4.36)

O ótimo ganho de realimentação transiente é dado por G∗(t) = R−1BT
φP

∗(t), onde a matriz

P∗(t) é a solução da equação algébrica de Riccati,

ATP∗(t) +P∗(t)A−P∗(t)BφR
−1BT

φP
∗(t) +Q = Ṗ∗(t). (4.37)

Esse tipo de controle é conhecido como Regulador Linear Quadrático (LQR). A con-

sideração do problema de controle no estado transiente requer o conhecimento dos valores

de estado e ganhos de controle em todo intervalo de tempo [0, tf ]. Entretanto, os valores da

matriz de ganhos de um controle LQR alcançam os valores permanentes longe do tempo final

[Vasques e Rodrigues, 2006]. Além disso, a utilização do controle LQR em estado permanente

simplifica consideravelmente o projeto de controle e a implementação analógica ou digital.

Dessa forma, este trabalho considera a teoria de controle LQR em estado permanente e a

matriz de ganhos em estado permanente é então dada por

G = R−1BT
φP, (4.38)

onde P é a solução em estado permanente (limt→∞ P∗(t) e também Ṗ∗(t) = 0) da equação

de Riccati. Portanto, considerando a realimentação das variáveis de estado e a matriz de

ganhos de realimentação em estado permanente na Equação 4.36, a equação de estados em

malha fechada é dada por

ẋ = (A−BφG)x +Buu
c
u, (4.39)

Nessa equação assume-se que todos os estados são completamente observáveis e podem ser

diretamente relacionados às sáıdas, e assim utilizados pelo sistema de controle. Entretanto

esse caso não é sempre verdadeiro. Uma aproximação mais real consideraria que somente as

sáıdas y podem ser conhecidas e medidas (deslocamentos, velocidades e aceleração em pontos

da estrutura). Dessa forma, para utilizar as variáveis de estado no sistema de controle seria

necessário estimar os estados a partir de um modelo do sistema e de um número limitado de

observações das sáıdas. Essa estimativa é feita geralmente por um estimador de estados ou
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observador. Entretanto, tal questão estados não é do escopo deste trabalho, que considera

todos os estados (do modelo truncado) como conhecidos em todos os momentos.

É importante ressaltar que, por ter uma banda de frequências limitada, a utilização

desse modelo de controle reduzido em um sistema real pode amplificar distúrbios fora dessa

largura de banda (spillover) [Vasques e Rodrigues, 2006]. Por outro lado, Gawronski, 2004

afirma que um modelo reduzido truncado de modelos estáveis sempre produz um modelo

reduzido estável, desde que os polos do modelo reduzido sejam um subgrupo dos polos do

modelo completo. Uma discussão aprofundada a respeito de modelos reduzidos pode ser

encontrada no Caṕıtulo 6 de Gawronski, 2004.
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5. PROJETO SIMULTÂNEO DE OTIMIZAÇÃO PARA TOPOLOGIA

ESTRUTURAL E CONTROLE PARA REDUÇÃO DE VIBRAÇÕES

Como mencionado na introdução desta tese, os estudos em projeto estrutural e sis-

temas de controle tiveram grandes progressos nas últimas décadas, principalmente com a

evolução da tecnologia computacional. A prática comum para o desenvolvimento de uma

estrutura controlada aponta para um projeto em sequência, no qual a estrutura é definida

segundo critérios de resistência mecânica e, em uma segunda etapa, o sistema de controle é

projetado com base nessa estrutura pré-definida. Dessa forma, as metodologias de projeto

desenvolvidas para cada campo, estrutural e de controle, são utilizadas separadamente. En-

tretanto, desde o final da década de 1980, alguns autores sugerem que os custos, bem como a

resposta vibracional, podem ser melhorados realizando um projeto simultâneo de otimização

para a topologia estrutural e controle para redução de vibrações.

Diversos autores [Hale et al., 1985; Miller e Shim, 1987; Salama et al., 1988; Milman

et al., 1991] afirmam que o projeto de otimização estrutural e de controle combinados pode

obter resultados melhores que o projeto sequencial tradicional. No projeto em duas etapas, as

variáveis de projeto estruturais (ρe) são selecionadas a fim de minimizar o objetivo estrutural

fe sob determinadas restrições de comportamento, de desigualdade ge(ρe) ≤ 0 e/ou igualdade

he(ρe) = 0. A formulação da primeira etapa de otimização para esse problema pode ser

definida como

min
ρe

fe(ρe),

sujeito a




ge(ρe) ≤ 0,

he(ρe) = 0,

(5.1)

Tendo especificado completamente as variáveis de projeto estruturais, o projeto do sistema
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de controle, realizado com ρe fixado, pode ser descrito como

min
ρc

fc(ρe, ρc),

sujeito a




gc(ρe, ρc) ≤ 0,

hc(ρe, ρc) = 0,

(5.2)

onde fc é o critério de projeto para o controle e ρc são as variáveis de projeto de controle.

Por outro lado, um projeto de otimização simultâneo pode ser formulado como

min
ρe,ρc

αfe(ρe, ρc) + βfc(ρe, ρc),

sujeito a




g(ρe, ρc) ≤ 0,

h(ρe, ρc) = 0,

(5.3)

onde α e β são os pesos ponderados para a função estrutural e de controle respectivamente.

O benef́ıcio desta formulação é que a minimização da soma de dois objetivos separados é

sempre menor ou igual à soma da minimização dos dois individualmente [Ou e Kikuchi,

1996]. Isso faz a otimização simultânea atrativa para engenheiros.

É comum a diferentes trabalhos que o primeiro artigo investigando o projeto simul-

tâneo para uma estrutura e um sistema de controle foi realizado por Hale et al., 1985. Neste

trabalho, um problema de otimização foi desenvolvido para lidar com estruturas espaci-

ais, onde as forças de controle ativo e os parâmetros estruturais são determinados com o

intuito de minimizar uma determinada função custo. Miller e Shim, 1987, trabalharam com

funções objetivo a fim de reduzir a massa estrutural e as energias de deformação, cinética e

de controle. Salama et al., 1988, estabeleceram um precedente seguido por muitos outros.

Eles eliminaram as variáveis de controle estrutural considerando ganhos permanentes (cons-

tantes) e selecionando matrizes peso particulares (identidade) para o ı́ndice de desempenho

quadrático. Milman et al., 1991, introduziram o conceito de função objetivo combinada,

e apresentaram as condições necessárias para o projeto ótimo de Pareto [Haftka e Gürdal,

1992].

Alguns trabalhos mais recentes sobre projeto simultâneo são citados na introdução

desta tese. Além desses, Locatelli et al., 2000, apresentaram técnicas para otimizar a

posição de atuadores e sensores, com uma combinação de métodos baseados em gradientes
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e algoritmos genéticos multiobjetivo desenvolvidos pelos autores. Uma otimização integrada

para treliças piezelétricas inteligentes usando algoritmos genéticos foi realizada por Xu et al.,

2007. Nesse trabalho, diversas restrições foram consideradas como: tensões, deslocamentos,

frequências naturais e valores de aplicação de voltagem nos atuadores piezelétricos. Além

disso, várias funções objetivo foram consideradas, além do número e localização de atuadores

e o número de modos controláveis como variáveis de projeto.

Com base nos diversos trabalhos já realizados para o projeto simultâneo estrutural e

de controle, esta tese propõe um procedimento aninhado que utilize o método de otimização

topológica para projetar a estrutura através da minimização da flexibilidade com restrições

de volume. Em um segundo momento, o sistema de controle é projetado com uma função

objetivo que maximiza o traço do Gramiano de controlabilidade do sistema de controle

LQR e como consequência, encontre a localização ótima dos atuadores. Essas duas etapas

são realizadas a cada passo de uma programação iterativa. Dessa forma, apesar de ser

uma abordagem em que as duas etapas são resolvidas separadamente e em sequência, há

interação entre os dois objetivos finais devido ao processo iterativo sequencial, fazendo deste

um projeto simultâneo.

Na primeira seção, este caṕıtulo apresenta as funções objetivo e restrições do pro-

jeto simultâneo aninhado utilizado nesta tese, na segunda seção, descreve o método de

programação matemática utilizado para resolver os problemas de otimização, e por fim,

apresenta diversos cálculos de sensibilidade necessários para a resolução dos problemas de

otimização.

5.1 Funções objetivo e restrições

De forma geral, o projeto simultâneo de otimização estrutural e controle pode ser

posto como um problema de programação não linear em que certa função custo, muitas vezes

multiobjetivo, é minimizada em relação aos parâmetros estruturais ρe e de controle ρc, na

forma

min
ρe,ρc

f(ρe, ρc). (5.4)
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Admitindo-se que todas as minimizações são capazes de encontrar os seus respectivos ótimos

globais, ou seja, que detalhes das estratégias de procura, valores iniciais das variáveis de

projeto, caracteŕısticas da função objetivo e outros dados não sejam considerados, fica claro

que a Equação 5.4 pode ser substitúıda pela seguinte minimização aninhada

min
ρe

min
ρc

f(ρe, ρc). (5.5)

Dessa forma, a otimização simultânea original pode ser transformada em uma otimização

estrutural aninhada com uma otimização de controle como um subprocesso [Zhu et al., 2002].

Assim, pode-se escrever:

min
ρe

f1(ρe), (5.6)

onde

f1(ρe) , min
ρc

f2(ρe, ρc), (5.7)

refere-se ao subprocesso que considera uma certa lei de controle. Como mostrado nas

equações acima a primeira otimização, Equação 5.6, é a otimização estrutural em relação às

variáveis de projeto estrutural, enquanto a sub-otimização, Equação 5.7, é a otimização de

controle em relação às variáveis de controle. Dessa forma, sempre que as variáveis estruturais

são modificadas, o subprocesso é chamado e novas variáveis de controle são calculadas.

Uma vez que a otimização estrutural e de controle são tratadas separadamente

nesse processo aninhado, as diversas técnicas para projeto estrutural e de controle podem ser

combinadas e implementadas sem dificuldades. Todavia, é importante notar que a otimização

original, representada pela Equação 5.4, e a nova otimização, representada pelas Equações 5.6

e 5.7, podem convergir para soluções ótimas distintas. Isso porque, a obtenção de soluções

idênticas depende fortemente dos detalhes das estratégias de procura, valores iniciais das

variáveis de projeto, caracteŕısticas da função objetivo, etc.

Esta tese utilizará a abordagem aninhada supracitada. Assim, o problema global de

projeto simultâneo é resolvido de forma iterativa, e os dois problemas espećıficos (estrutural e

de controle) são resolvidos separadamente a cada iteração. Nessa metodologia, a otimização

estrutural pode ser definida como a minimização da flexibilidade média dependente das
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variáveis de projeto estrutural (ρe) que definirão onde, na estrutura, deve-se colocar material

sólido (elástico isotrópico ou piezelétrico) e onde se devem colocar vazios. A otimização de

controle se baseará na maximização do traço do Gramiano de controlabilidade do sistema de

controle LQR ótimo, dependente das variáveis de projeto de controle (ρc) que definirão em

quais regiões deve-se ter material comum e em quais regiões deve-se ter material piezelétrico

(atuadores). Além disso, a otimização de controle é capaz de definir a matriz de ganhos de

realimentação G do sistema de controle LQR ótimo.

5.1.1 Modelo material para o caso de otimização simultânea com localização

ótima de material piezelétrico

O modelo material para otimização topológica proposto neste trabalho inclui dois

materiais sólidos, material elástico isotrópico e material piezelétrico, além de vazios. Dessa

forma, o modelo material que define as propriedades elásticas [cE ], de acoplamento piezelétrico

[ǫS], dielétricas [e], e ainda o peso espećıfico γ, é dado por:

[cE] = ρp1e (ρp2c [cEpzt] + (1− ρp2c )[cEelas]),

[ǫS] = ρp1e ρp3c [ǫSpzt],

[e] = ρp1e ρp3c [epzt],

γ = ρe(ρcγpzt + (1− ρc)γelas),

(5.8)

onde [cE], [ǫS], [e], e γ definem as propriedades efetivas do material interpolado. [cEelas],

[cEpzt] são as propriedades elásticas do material não piezelétrico e piezelétrico respectivamente;

[ǫSpzt] e [epzt] definem as propriedades de acoplamento eletromecânico e dielétricas do material

piezelétrico, sendo nulas para o material não piezelétrico; e γ se refere ao peso espećıfico de

cada material. ρe e ρc são as variáveis de projeto estrutural e de controle, respectivamente.

Também conhecidas como pseudodensidades, as variáveis de projeto, nesta tese, são definidas

em cada elemento finito. Observa-se, analisando as Equações 5.8, que material elástico

isotrópico é obtido quando ρe = 1 e ρc = 0, material piezelétrico é obtido quando ρe = 1 e

ρc = 1, e vazio é obtido quando ρe = ρc = 0. p1, p2 e p3 são os expoentes de penalização que

tentam recuperar a presença ou ausência de material sólido (material piezelétrico ou não) e

as propriedades piezelétricas, respectivamente.

Na etapa de projeto de controle, dentro do processo aninhado, esse modelo material
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distribui o material piezelétrico de forma ótima, contribuindo efetivamente para a otimização

do controle. Esse modelo material já foi utilizado em outros estudos [Carbonari et al., 2007],

e um modelo muito semelhante é citado em Bendsøe e Sigmund, 2003. Porém, de acordo com

a bibliografia pesquisada, ainda não foi utilizado em um projeto de otimização simultâneo

para topologia estrutural e de controle.

5.1.2 Projeto de otimização estrutural

Como dito anteriormente, a função objetivo estrutural que utilizaremos neste tra-

balho é a minimização da flexibilidade mecânica (maximização da rigidez global). A flexibi-

lidade é proporcional ao trabalho das forças externas, e pode ser dada pela expressão

W (ρe, ρc) = fe = fTu, (5.9)

onde f e u são respectivamente um vetor de forças estáticas e o vetor de deslocamentos

globais da estrutura gerados por esse carregamento. Apesar de a função flexibilidade depen-

der da variável de projeto ρc, que define a quantificação do material piezelétrico, o projeto

de otimização estrutural prevê somente a minimização da flexibilidade em relação à variável

ρe, que define a presença ou não de material sólido (piezelétrico ou não piezelétrico). Dessa

forma, pode-se escrever:

min
ρe

fe(ρe, ρc),

sujeito a





0 < ρei ≤ 1, (i = 1, 2, ..., Ne),

Ve =

∫
Ω
ρeidΩ∫
Ω
dΩ

≤ V max
e ,

(5.10)

onde ρe é o vetor de variáveis de projeto estruturais, ρei é a componente para o i -ésimo

elemento e Ne é o número de variáveis de projeto estruturais (igual ao número de elementos

finitos). A segunda restrição limita o volume total de material (piezelétrico ou elástico

isotrópico) a uma fração de volume V max
e pré-estabelecida. O grupo de variáveis ρe, que

minimiza a flexibilidade, é encontrado ao final dessa otimização estrutural. Definindo assim,

a topologia estrutural, ou seja, onde se tem material sólido e onde se tem vazios.
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5.1.3 Projeto de controle para redução de vibrações

Critérios de otimização para controle baseados na resposta do sistema ou ener-

gia estão geralmente ligados a condições iniciais, leis de controle e excitações. Entretanto,

em geral, não se tem conhecimento das condições iniciais ou dos distúrbios excitadores

[XiaoXiang e Jun, 2010]. O posicionamento de atuadores em um sistema estrutural con-

trolado obviamente altera o comportamento desse. Nesta tese, a localização de atuadores é

otimizada com a finalidade de reduzir, da melhor forma posśıvel, vibrações estruturais. Nesse

sentido, busca-se uma estratégia de posicionamento que seja adequada em diversas situações.

Otimizações guiadas pelos graus de controlabilidade são independentes das condições iniciais

e leis de controle e, portanto, parecem úteis na resolução deste problema.

Obviamente a matriz de entradas de controle B, de uma representação em espaço de

estados, contém informações sobre a localização dos atuadores e tem um grande impacto no

cálculo do Gramiano de controlabilidade Wc [Nguyen e Georges, 2006]. Dessa maneira, fica

claro que para encontrar a melhor localização dos atuadores e, consequentemente, melhorar a

controlabilidade do sistema deve-se maximizar Wc de acordo com alguma escala de medida.

Assim, a função objetivo de controle que utilizaremos neste trabalho é a maximização do

traço do Gramiano de controlabilidade do sistema de controle LQR [Nguyen e Georges, 2006].

E esse ı́ndice ótimo é dado por:

f(ρe, ρc) = fc = tr(Wc), (5.11)

ondeWc é o Gramiano de controlabilidade definido na seçao 4.4.2. Dessa forma, a otimização

de controle pode ser escrita como:

max
ρc

fc(ρe, ρc),

sujeito a





0 < ρci ≤ 1, (i = 1, 2, ..., Nc),

Vc =

∫
Ω
ρcidΩ∫
Ω
dΩ

≤ V max
c ,

(5.12)

onde ρc é o vetor de variáveis de projeto de controle, ρci é i -ésima componente deste vetor,

e Nc é o número de variáveis de projeto de controle (igual ao número de elementos finitos).

A segunda restrição limita o volume total de material piezelétrico a uma fração de volume

V max
c pré-estabelecida.
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Um vetor de variáveis ρc que maximiza o traço do Gramiano de controlabilidade fc

é encontrado ao final desse problema de otimização. Dessa forma, a localização do material

piezelétrico (atuadores) está definida, e a matriz de ganhos de realimentação G pode ser

calculada.

5.2 Resolução dos problemas de otimização via programação linear sequencial

Utilizar-se-á a programação linear sequencial (SLP) a fim de resolver os problemas de

otimização descritos nesta tese. Na primeira parte desta seção, os métodos de programação

matemática utilizados para resolver problemas de otimização são brevemente revistos; após,

o método SLP usado nesta tese é descrito.

5.2.1 Programação matemática

A programação matemática é uma importante ferramenta do ramo da matemática

relacionado a tomada de decisões. Sendo amplamente utilizada em economia, administração

e outras disciplinas. O primeiro problema de otimização estrutural formulado e resolvido

por programação matemática é devido a Schmit, L.A. 1960 [apud Cheng, 1992].

Um problema de programação matemática tem o objetivo de extremar uma função

f(ρ), definida em um espaço dimensional RN e circundada por um conjunto de restrições de

igualdade h(ρ) = 0 e/ou desigualdade g(ρ) ≤ 0, e pode ser escrita como:

min
ρ

f(ρ),

sujeito a




g(ρ) ≤ 0,

h(ρ) = 0,

(5.13)

A busca do vetor ρ que torna extremo o valor da função f(ρ) é realizada através de um

método iterativo. Uma procura sistemática é realizada no domı́nio de projeto, a partir

de uma estimativa inicial, até que um novo projeto mais próximo do ótimo seja gerado.

Esse “projeto intermediário” necessariamente deve satisfazer as condições de equiĺıbrio e as

restrições. A busca termina quando um determinado critério, que de alguma forma indica a

proximidade do ótimo, é satisfeito.

Dependendo dos tipos de funções que constituem as restrições e a função objetivo,
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bem como, das variáveis de projeto, a programação matemática recebe diferentes denomi-

nações, destacando-se:

• Programação Linear (LP): função objetivo e restrições lineares;

• Programação Quadrática (QP): função objetivo quadrática e restrições lineares;

• Programação Não-Linear (NLP): função objetivo e/ou restrições não-lineares;

• Programação Inteira (IP): busca da solução ótima dentro de um conjunto de valores

discretos.

É muito dif́ıcil encontrar o ótimo global em um problema de otimização estrutural.

Muitos algoritmos dedicados a solução de problemas de otimização estrutural acabam em um

mı́nimo local como solução, ou ainda, param devido ao alto custo computacional. Entretanto,

há um classe de problemas, conhecidos como problemas convexos, em que pode-se provar

que o mı́nimo local é também o mı́nimo global [Cheng, 1992; Haftka e Gürdal, 1992]. Um

problema é dito convexo se a função objetivo e o domı́nio admisśıvel formado pelas restrições

do problema forem convexos [Luenberger, 1969; Arora, 2004]. Na prática, é dif́ıcil mostrar

que muitos problemas de otimização sejam convexos. No entanto, esse resultado ainda é

muito válido, desde que, muitos problemas são aproximados por uma série de aproximações

convexas. A aproximação mais simples desse tipo é a aproximação linear da função objetivo

e das restrições.

Um tipo de técnica de otimização que é muito utilizada em otimização estrutural é a

programação aproximada sequencial. No método de aproximação sequencial, um problema

original de programação não linear e com restrições é abordado como uma sequencia de

programações aproximadas [Cheng, 1992]. Dependendo do tipo de aproximação, podemos ter

a programação linear sequencial, programação quadrática sequencial, o método das asśıntotas

móveis, entre outras.

5.2.2 Programação linear (LP) e Programação linear sequencial (SLP)

Como dito acima, a programação linear é uma classe de métodos baseados na pro-

gramação matemática, em que a função objetivo e as restrições são lineares. Muitos proble-

mas práticos podem ser diretamente aplicados a essa técnica, que é relativamente simples
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e robusta. Além disso, mesmo que as funções envolvidas no problema sejam não lineares,

elas podem ser linearizadas pela aplicação de Séries de Taylor. Dessa forma, uma função

f(ρ) ∈ R e ρ ∈ R
N pode ser expandida por séries de Taylor na vizinhança de ρ∗ da seguinte

forma:

f(ρ) = f(ρ∗) +▽Tf(ρ− ρ∗) +
1

2
(ρ− ρ∗)TH(ρ− ρ∗) +R, (5.14)

onde ρ = {ρ1, ρ2, . . . , ρN}, ρ∗ = {ρ∗1, ρ
∗
2, . . . , ρ

∗
N}, ▽f e H são respectivamente o vetor gradi-

ente e a matriz Hessiana, e R é o reśıduo, de magnitude inferior aos demais termos.

Por se tratar de um algoritmo que resolve apenas problemas lineares ou linearizados,

a Série de Taylor é truncada após os termos lineares. Dessa forma, a informação proveniente

da matriz Hessiana é desprezada. Com isso, o problema de minimização de uma função

f(ρ) qualquer, com restrições de desigualdade g(ρ) ≤ 0 e igualdade h(ρ) = 0, é reescrito da

seguinte forma:

min f(ρ) = f(ρ∗) +
N∑

i=1

(ρi − ρ∗i )
∂f

∂ρi

∣∣∣∣
ρ∗

,

sujeito a





g(ρ) = g(ρ∗) +
∑N

i=1(ρi − ρ∗i )
∂g

∂ρi

∣∣∣∣
ρ∗

≤ 0,

h(ρ) = h(ρ∗) +
∑N

i=1(ρi − ρ∗i )
∂h

∂ρi

∣∣∣∣
ρ∗

= 0,

ρli ≤ ρi ≤ ρui (i = 1, 2, . . . , N),

(5.15)

onde N é o número de variáveis de projeto. Pode-se notar que, além da função objetivo, as

restrições também foram linearizadas. Pelo fato da aproximação de 1a ordem por séries de

Taylor só ser válida na vizinhança de ρ∗, um novo conjunto de restrições deve ser adicionado

ao problema original. Esse conjunto de restrições artificiais, conhecido como limites móveis,

são as inequações presentes na última linha da Equação 5.15.

Como mencionado anteriormente, na programação linear sequencial (SLP), um pro-

blema original (na maioria das vezes não linear) é abordado como uma sequência de progra-

mações lineares. Basicamente, o método SLP é um algoritmo iterativo, que resolve um

problema de otimização da seguinte forma: os valores da função objetivo e restrições, bem

como, a sensibilidade do sistema são calculados a partir de uma estimativa inicial para as

variáveis de projeto. Além disso, são definidos os valores dos limites móveis. Esses limites



61

móveis são geralmente expressos em função de uma porcentagem aplicada sobre o valor

atual das variáveis de projeto. Dessa forma, pode-se estabelecer uma programação linear.

Resolve-se o problema de programação linear (LP) e obtêm-se novos valores para as variáveis

de projeto, que é uma solução aproximada do problema original. Verifica-se a convergência.

Se a convergência não foi atingida, o novo conjunto de valores é reintroduzido, e todo o

processo se repete até a convergência.

O método SLP é bastante competitivo em relação a outros métodos espećıficos para

problemas não lineares, quando o problema apresenta grandes dimensões e não linearidades

moderadas. Além disso, se a solução se encontrar em um dos vértices do poliedro convexo,

a convergência pode ser bastante rápida [Cheng, 1992].

Apesar do bom desempenho do algoritmo SLP, um grande problema é a escolha

adequada dos limites móveis. Uma escolha inadequada para o valor dos limites móveis pode

dificultar muito a convergência do problema. De forma geral, os limites móveis devem ser

ajustados ao longo do processo, e reduzidos quando perto do ótimo. Parte dessa necessidade,

se deve ao fato que a precisão da aproximação deve aumentar a medida que chega-se mais

perto do ótimo [Haftka e Gürdal, 1992]. Uma redução nos limites móveis antes do momento

ideal pode tornar o processo de convergência demasiadamente lento, podendo inclusive causar

uma parada prematura no processo de solução. Por outro lado, se o valor selecionado for

muito elevado, o algoritmo pode sofrer oscilações e até divergir. Esse posśıvel problema pode

ocorrer porque os algoritmos de programação linear procuram soluções apenas nos vértices

de um poliedro convexo gerado pelas restrições. Dessa forma, o algoritmo pode ficar “preso”

em dois vértices, que representam duas soluções viáveis.

O artigo de Wujek e Renaud, 1998 apresenta uma boa revisão sobre estratégias

de atualização dos limites móveis, e ainda propõe um método de atualização dos limites

móveis baseado nos gradientes das funções envolvidas. Similarmente, uma comparação de

estratégias de aproximação para limites móveis baseadas em gradientes é apresentada por

Lamberti e Pappalettere, 2000. Alguns autores preferem atualizar os limites móveis através

de métodos heuŕısticos. Haftka e Gürdal, 1992, por exemplo, propõem um valor inicial para

os limites, variando entre 10% e 30%. Além disso, é proposta uma redução dos limites de

10% à 50% do seu valor inicial até o final do processo.
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Neste trabalho é proposta uma atualização baseada na história das iterações, aumen-

tando ou reduzindo o valor dos limites móveis dependendo do comportamento das variáveis

de projeto. A atualização é realizada a partir de um valor absoluto µ que deve ser subtráıdo

(limite móvel inferior) ou adicionado (limite móvel superior) a uma determinada variável de

projeto xi. Ou seja, a cada iteração temos:

ρli = max(0.001, ρi − µi) → Define o limite inferior,

ρui = min(1.00, ρi + µi) → Define o limite superior,
(5.16)

E o calibrador µ é atualizado da seguinte maneira: se o sinal da diferença de uma variável

de projeto em questão, de uma iteração para outra, se manter o mesmo, o valor de µ é

aumentado em 10% do seu valor atual; até um valor máximo de 0.20, ou seja, 20% do valor

máximo de uma variável de projeto. Caso contrário, o valor de µ é diminúıdo em 10%; até

um valor mı́nimo de 0.01, ou seja, 1% do valor máximo de uma variável de projeto. Assim,

a cada iteração temos:

Se o sinal se mantém → µi = min(µi ∗ 1.10, 0.20),

Se o sinal muda → µi = max(µi ∗ 0.90, 0.01).
(5.17)

Em outras palavras, se o valor de uma variável de projeto está aumentando (ou

diminuindo) continuadamente, os limites móveis devem se tornar maiores; de forma inversa,

se o valor de uma variável de projeto aumenta e diminui alternadamente, os limites móveis

devem se tornar menores.

5.2.3 Critério de convergência

Um critério de convergência ou parada é necessário para determinar o final das

iterações de um algoritmo de otimização. O critério de convergência para o Método SLP

implementado nesta tese foi baseado no número de iterações e na mudança do vetor de

variáveis de projeto ao longo do processo de otimização. Decidiu-se que o algoritmo SLP

não deveria parar antes de um determinado número mı́nimo de iterações. Além disso, definiu-

se que após esse número mı́nimo de iterações o algoritmo deveria parar quando a máxima

mudança em módulo das variáveis de projeto (tanto estruturais quanto de controle) fosse

menor que um determinado percentual.
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5.3 Análise de sensibilidade

Algoritmos de otimização de primeira ordem, como a programação linear sequencial,

exigem as sensibilidades (derivadas) da função objetivo e restrições em relação às variáveis de

projeto. Para os problemas em questão é posśıvel calcular as sensibilidades analiticamente.

5.3.1 Sensibilidade do modelo material

As sensibilidades em relação às variáveis de projeto ρe e ρc, do modelo material

descrito nas Equações 5.8, podem ser facilmente obtidas, como segue:

∂[cE ]

∂ρe
= p1ρp1−1

e (ρp2c [cEpzt] + (1− ρp2c )[cEelas]),

∂[ǫS]

∂ρe
= p1ρp1−1

e ρp3c [ǫSpzt],

∂[e]

∂ρe
= p1ρp1−1

e ρp3c [epzt],

∂γ

∂ρe
= ρcγpzt + (1− ρc)γelas,

(5.18)

e

∂[cE ]

∂ρc
= p2ρp1e ρp2−1

c ([cEpzt]− [cEelas]),

∂[ǫS]

∂ρc
= p3ρp1e ρp3−1

c [ǫSpzt],

∂[e]

∂ρc
= p3ρp1e ρp3−1

c [epzt],

∂γ

∂ρc
= ρe(γpzt − γelas),

(5.19)

onde todos os termos foram apresentados na Seção 5.1.1.

5.3.2 Sensibilidade da flexibilidade

Como dito anteriormente, a flexibilidade é definida como o trabalho das forças ex-

ternas, dado pela expressão

W (ρe, ρc) = fTu, (5.20)

onde f e u são respectivamente um vetor de forças e o vetor de deslocamentos globais da

estrutura gerados por este carregamento.



64

Na otimização topológica, devido ao número considerado de variáveis de projeto, o

método adjunto torna-se o mais eficiente por não calcular explicitamente as derivadas dos

deslocamentos [Bendsøe e Sigmund, 2003]. Para o problema de mı́nima flexibilidade, pode-se

reescrever a função W adicionando a função zero:

W (ρe, ρc) = fTu− ũT(Ku− f), (5.21)

onde ũ ∈ R
n é um vetor qualquer arbitrário e fixo (independente de ρe e ρc), e K é a matriz

de rigidez estrutural. Assim, após rearranjar os termos, a diferenciação da equação anterior

em relação a uma variável de projeto estrutural ρe resulta em

∂W

∂ρe
= (fT − ũTK)

∂u

∂ρe
− ũT∂K

∂ρe
u. (5.22)

Simplificando esta equação, pode-se reescrever:

∂W

∂ρe
= −ũT∂K

∂ρe
u, (5.23)

quando ũ satisfaz a equação adjunta

fT − ũK = 0. (5.24)

Esta última equação está na forma de uma equação de equiĺıbrio e, para o caso de flexibili-

dade, pode-se obter diretamente que ũ = u.

Lembrando que utilizaremos a configuração de curto circuito, o problema estático

para um material piezelétrico pode ser resolvido de acordo com a Equação 2.43, dada por:

Huuu = f . (5.25)

Dessa forma, a Equação 5.23 pode ser reescrita na forma

∂W

∂ρe
= −ũT∂Huu

∂ρe
u. (5.26)

Relembrando as Equações 2.39 e 2.35, dadas por:

Huu = Guu, (5.27)
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e

Guu = Kuu −KuiK
−1
ii KT

ui, (5.28)

pode-se obter

∂Huu

∂ρe
=

∂Kuu

∂ρe
−

(
∂Kui

∂ρe
K−1

ii KT
ui +Kui

∂K−1
ii

∂ρe
KT

ui +KuiK
−1
ii

∂KT
ui

∂ρe

)
, (5.29)

onde ∂Kuu/∂ρe é obtido a partir das matrizes locais de rigidez mecânica

∂Ke
uu

∂ρe
=

∫

Ωe

BT
u

∂[cE ]

∂ρe
BudΩ, (5.30)

e ∂Kui/∂ρe é obtido a partir das matrizes locais de acoplamento piezelétrico

∂Ke
uφ

∂ρe
=

∫

Ωe

BT
u

∂[e]T

∂ρe
BφdΩ. (5.31)

Para calcular a derivada da inversa de Kii, faz-se

∂K−1
ii

∂ρe
= −K−1

ii

∂Kii

∂ρe
K−1

ii , (5.32)

e, por fim, ∂Kii/∂ρe é obtido a partir das matrizes locais de capacitância elétrica

∂Ke
φφ

∂ρe
=

∫

Ωe

BT
φ

∂[ǫS ]

∂ρc
BφdΩ. (5.33)

Assim as derivadas da flexibilidade são facilmente calculadas. É importante notar que essas

derivadas são “localizadas”, ou seja, requerem informações somente em ńıvel de elemento.

Entretanto, dependem indiretamente das pseudodensidades de todos os elementos devido ao

vetor de deslocamentos presente na Equação 5.26.

Por fim, observando as Equações 5.18, quando aplicadas às Equações 5.30, 5.31 e

5.33, nota-se que a sensibilidade da flexibilidade em relação às variáveis de projeto ρe serão

sempre negativas, ou seja, a adição de material, piezelétrico ou não, diminui a flexibilidade

(aumenta a rigidez). Por outro lado, o sinal da sensibilidade em relação às variáveis de

projeto ρc depende da diferença entre os valores das matrizes de propriedades elásticas dos

dois materiais (elástico isotrópico e piezelétrico).
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5.3.3 Sensibilidade do Gramiano de controlabilidade

Como o comportamento do sistema de controle depende fortemente das variáveis

de projeto bem como da lógica de realimentação, uma análise de sensibilidade sistemática

é essencial para o desenvolvimento de um algoritmo bem comportado para a solução de

um problema dessa complexidade. As sensibilidades de primeira ordem, para a fase de

otimização do sistema de controle, são dadas a seguir. O Gramiano de controlabilidade

Wc, para um conjunto de parâmetros em espaço de estados (A,B,C), é obtido resolvendo a

seguinte equação de Lyapunov [Gawronski, 2004]

AWc +WcA
T +BBT = 0. (5.34)

As sensibilidades dessas matrizes em relação às variáveis de projeto ρc, podem ser facilmente

obtidas derivando a expressão anterior. Para o Gramiano de controlabilidade, pode-se es-

crever:

A
∂Wc

∂ρc
+

∂Wc

∂ρc
AT +

∂A

∂ρc
Wc +Wc

∂AT

∂ρc
+

∂B

∂ρc
BT +B

∂BT

∂ρc
= 0. (5.35)

Porém, para o controle LQR utilizado nesta tese, deve-se notar que a matriz de

controle B utilizada nessas operações é obtida pela multiplicação B = −BφG, de acordo

com a Equação 4.39.

Desde que os últimos quatro termos da Equação 5.35 são conhecidos, pode-se obter

a sensibilidade do Gramiano de controlabilidade ∂Wc/∂ρc, resolvendo uma nova equação de

Lyapunov. As sensibilidades em relação às variáveis de projeto dos parâmetros em espaço

de estados A e B podem ser obtidas subsequencialmente. Partindo das expressões dadas na

Equação 4.34, e lembrando que no caso em estudo B = −BφG, pode-se escrever:

∂A

∂ρc
=




0 0

−
∂Ω2

∂ρc
−2Z

∂Ω

∂ρc


 , (5.36)

e

∂B

∂ρc
= −

∂Bφ

∂ρc
G−Bφ

∂G

∂ρc
. (5.37)
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As derivadas de Bφ e G podem ser obtidas por

∂Bφ

∂ρc
=




0

−
∂ΨT

∂ρc
Hup −ΨT∂Hup

∂ρc


 , (5.38)

e, a partir da Equação 4.38,

∂G

∂ρc
=

∂R−1

∂ρc
BT

φP+R−1
∂BT

φ

∂ρc
P+R−1BT

φ

∂P

∂ρc
, (5.39)

onde ∂Bφ/∂ρc já foi dada acima. Como R é uma matriz de pesos constante ∂R−1/∂ρc = 0.

Partindo da equação de Riccati para estado permanente (Equação 4.37), a derivada parcial

∂P/∂ρc é obtida resolvendo-se a seguinte equação de Lyapunov

AT
c

∂P

∂ρc
+

∂P

∂ρc
Ac +P

(
∂A

∂ρc
+

∂Bφ

∂ρc
G

)
+

(
∂AT

∂ρc
+GT

∂BT
φ

∂ρc

)
P = 0, (5.40)

onde Ac = A−BφG é a matriz de controle em malha fechada.

Por fim, para calcular a Equação 5.38 necessita-se obter ∂Hup/∂ρc. Lembrando, a

partir das equações dadas na Seção 2.6, que

Hup = GupT0 e Gup = Kup −KuiK
−1
ii Kip, (5.41)

pode-se escrever

∂Hup

∂ρc
=

(
∂Kup

∂ρc
−

(
∂Kui

∂ρc
K−1

ii Kip +Kui

∂K−1
ii

∂ρc
Kip +KuiK

−1
ii

∂Kip

∂ρc

))
T0, (5.42)

onde ∂Kup/∂ρc e ∂Kui/∂ρc são obtidos a partir das matrizes locais de acoplamento piezelétrico

∂Ke
uφ

∂ρc
=

∫

Ωe

BT
u

∂[e]T

∂ρc
BφdΩ. (5.43)

Para calcular a derivada da inversa de Kii, faz-se

∂K−1
ii

∂ρc
= −K−1

ii

∂Kii

∂ρc
K−1

ii , (5.44)

e, por fim, ∂Kii/∂ρc e ∂Kip/∂ρc são obtidos a partir das matrizes locais de capacitância
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elétrica

∂Ke
φφ

∂ρc
=

∫

Ωe

BT
φ

∂[ǫS ]

∂ρc
BφdΩ. (5.45)

Dessa forma, as únicas sensibilidades que ainda não foram desenvolvidas são as

das matrizes de frequências naturais Ω e de modos de vibração Ψ. Por se tratarem da

diferenciação de autovalores e autovetores, serão vistas na próxima seção.

5.3.4 Sensibilidade de autovalores e autovetores

As sensibilidades de autovalores e autovetores em relação a parâmetro estruturais são

de grande importância no projeto e otimização de estruturas. Diversos são os trabalhos que

tratam deste assunto. Como as Equações 5.36 e 5.38 requerem o conhecimento das derivadas

dos modos de vibração e das frequências naturais em relação as variáveis de projeto, essa

seção trata deste assunto.

Nelson, 1976, propôs um algoritmo eficiente para o cálculo da derivada de autovetores

com autovalores distintos para um autosistema real (∈ R). O método apresentado por Nelson

tem como principal vantagem o fato de necessitar apenas das informações do autovetor que

está sendo diferenciado. Entretanto, o método não pode ser diretamente utilizado para

casos com autovalores repetidos. Alguns autores tentaram desenvolver o trabalho de Nelson

para o problema de sensibilidades com autovalores repetidos durante a década de 1980,

mas as soluções podiam falhar em algumas circunstâncias. Na década seguinte, alguns

outros trabalhos apresentavam em suas soluções matrizes mal condicionadas para o mesmo

problema [Hou e Kenny, 1992∗, Lee e Jung, 1997a† ,b‡ apud Wu et al., 2007].

Mais recentemente, Irwanto et al., 2003, resolveram o problema de cálculo de de-

rivadas de autovalores e autovetores em estruturas ćıclicas. Esse trabalho utiliza-se das

∗Hou, G.J.W., Kenny, S.P. Eigenvalue and eigenvector approximate analysis for repeated eigenvalue

problems, AIAA Journal, vol. 30, pp. 2317-2324, 1992.
†Lee, I.W., Jung, G.H. An efficient algebraic method for the computation of natural frequencies and mode

shape sensitivities - Part I. Distinct natural frequencies, Computers and Structures, vol. 62, pp. 429-435,

1997.
‡Lee, I.W., Jung, G.H. An efficient algebraic method for the computation of natural frequencies and mode

shape sensitivities - Part II. Multiple natural frequencies, Computers and Structures, vol. 62, pp. 437?443,

1997.
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propriedades simétricas dessas estruturas para reduzir os custos computacionais. van der

Aa et al., 2007, investigaram as derivadas de primeira ordem para um autosistema geral

complexo.

Esta tese utiliza a metodologia proposta por Wu et al., 2007. As derivadas de

autovetores com autovalores distintos e/ou repetidos é realizada para autosistemas reais e

simétricos. Esse método, apesar de preservar os méritos dos estudos anteriores, não requer

o cancelamento de linhas e colunas, nem o reordenamento destas. Além disso, a matriz de

coeficientes do sistema estendido é ajustada para reduzir o número de condicionamento.

Um problema de autovalores real e simétrico, pode ser dado por:

(K− λiM)ψi = 0 ,

ψT
i Mψj = δij , i, j = 1, 2, . . . , n

(5.46)

onde K e M são as matrizes de rigidez estrutural e de massa, respectivamente, cujos ele-

mentos dependem de um parâmetro ρ, λi é um autovalor, ψi o autovetor correspondente, n

é o número total de graus de liberdade, e δij é o operador de Kronecker.

Apesar do artigo original de Wu et al., 2007 considerar a ocorrência de autovalores re-

petidos, esse problema não foi considerado, por não ter sido necessário no problema analisado

aqui. Dessa forma, a derivada de um autovalor λi em relação a uma variável de projeto ρ

pode ser obtida resolvendo o seguinte subproblema de autovalores:

ψT
i

(
∂K

∂ρ
− λi

∂M

∂ρ

)
ψi −

∂λi

∂ρ
= 0. (5.47)

Por conveniência, pode-se denotar que Fi ≡ K− λiM. Pela regra da multiplicação, pode-se

diferenciar a primeira linha da Equação 5.46 para obter a derivada de um autovetor ∂ψi/∂ρ.

Assim, pode-se escrever

Fi

∂ψi

∂ρ
= −

∂Fi

∂ρ
ψi , (5.48)

onde

∂Fi

∂ρ
=

∂K

∂ρ
− λi

∂M

∂ρ
−

∂λi

∂ρ
M , (5.49)

e ∂λi/∂ρ é dado pela Equação 5.47. Assume-se que as derivadas dos autovetores ∂ψi/∂ρ
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tem a forma

∂ψi

∂ρ
= vi + cψi , (5.50)

onde vi é uma solução particular da Equação 5.48 e satisfaz

Fivi = −
∂Fi

∂ρ
ψi . (5.51)

De acordo com Wu et al., 2007, vi pode ser obtido resolvendo a seguinte equação algébrica


 Fi lKψi

l(Kψi)
T 0






vi

µ



 =




−
∂Fi

∂ρ
ψi

0





, (5.52)

onde

l = max1≤j≤n (kjj)/‖Kψi‖∞ , (5.53)

e, na solução, µ será igual a zero. Finalmente o coeficiente c pode ser determinado por

c = −ψT
i

(
1

2

∂M

∂ρ
ψi +Mvi

)
. (5.54)

É importante relembrar que o problema modal realizado nesta tese se baseia no que foi

apresentado na Seção 2.6.2.

5.4 Sumário da metodologia proposta

Por razões de clareza, a metodologia proposta neste trabalho, incluindo a meto-

dologia de otimização aninhada, os laços de programações lineares (SLP) e os cálculos de

sensibilidade, pode ser resumida nos seguintes passos:

1. Entrada de dados (otimização e MEF);

2. Montagem da tabela de elementos vizinhos para os filtros de sensibilidade;

3. Ińıcio do laço da programação linear sequencial (SLP);

4. Resolução do problema estático para as cargas externas;



71

5. Cálculo das sensibilidades do problema estrutural e aplicação do filtro a esses dados;

6. Resolução do problema de minimização da flexibilidade para as pseudodensidades es-

truturais;

7. Resolução do problema modal para o número de modos desejado;

8. Cálculo das sensibilidades do problema de controle e aplicação do filtro a esses dados;

9. Resolução do problema de maximização do traço do Gramiano de controlabilidade em

relação as pseudodensidades de controle;

10. Verificação da convergência:

• Se convergir, vá para a etapa 11;

• Caso contrário, recalcular os limites e voltar para a etapa 4 com as novas pseu-

dodensidades;

11. Sáıda e plotagem dos resultados.

O mesmo processo pode ser visto no fluxograma apresentado na Figura 5.1.
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Resolução do problema
estático para as cargas externas

Entrada de dados
(otimização e MEF)
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Problema
de controle

Problema
estrutural

Sim

Não

Figura 5.1 – Fluxograma do método implementado para o projeto simultâneo
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6. RESULTADOS

A fim de verificar o desempenho da proposta de projeto simultâneo descrita neste

trabalho, esta seção apresenta alguns resultados. Toda a metodologia aqui proposta foi

implementada em MATLAB. Uma viga em balanço com medidas de 600 mm × 150 mm

× 20 mm é analisada (Figura 6.1). Em todos os casos, as estruturas são discretizadas

em 1800 (60 × 15 × 2) elementos finitos sólidos isoparamétricos de 8 nós, com três graus

de liberdade mecânicos e um (1) grau de liberdade elétrico por nó. O projeto simultâneo

busca a otimização estrutural via minimização da flexibilidade e a otimização do sistema

de controle pela maximização do Gramiano de controlabilidade. Essas duas otimizações são

baseadas na distribuição de material elástico isotrópico e material piezelétrico no domı́nio de

projeto; de forma que, as variáveis de projeto estruturais definem a localização do material

sólido/vazio (elástico isotrópico ou piezelétrico) e as variáveis de controle definem a locali-

zação do material piezelétrico (atuadores). As propriedades mecânicas do material elástico

isotrópico (Alumı́nio) e do material piezelétrico (PZT5A), utilizados nestes resultados, são

apresentadas na Tabela 6.1.

Na análise estrutural considerou-se a viga engastada com uma carga vertical estática

na ponta (Figura 6.1). O valor da força estática é 1000 N e foi distribúıda nos 3 nós

presentes na ponta da viga. Devido, a configuração das condições de contorno, fica claro que

a otimização estrutural busca maximizar a rigidez a flexão no plano xy.

Nas análises de controle, busca-se otimizar o sistema de controle pela ótima lo-

calização dos atuadores (material piezelétrico). Essa otimização busca maximizar o traço

do Gramiano de controlabilidade. Como mostrarão os resultados, essa otimização diminui

os picos de resposta do sistema e o tempo de amortecimento até uma posição desejada.

Além de fixação na base da viga, considera-se que os graus de liberdade na direção z dos

nós localizados no plano central xy são restringidos. Dessa forma, o controle atua nos

movimentos de flexão no plano xy. Modelos modais truncados com um (1), dois e quatro

modos de vibração flexionais no plano xy foram considerados. As correspondentes razões de



74

Figura 6.1 – Viga em balanço com 1800 elementos finitos sólidos

isoparamétricos (60 × 15 × 2)

amortecimento modal consideradas têm os seguintes valores: 1.71%, 0.72%, 0.42% e 0.41%

[Vasques e Rodrigues, 2006].

Utilizando material piezelétrico como atuadores, considerou-se modelos de controle

com um (1), dois, seis e dez eletrodos independentes. As diferentes configurações para

eletrodos podem ser vistas na Figura 6.2. Nessas figuras, a cor vermelha representa o posi-

cionamento dos diferentes eletrodos. Além disso, pode-se ver nessa figura, elementos de

cor amarela, nos quais as propriedades piezelétricas/elétricas foram desconsideradas para

permitir a independência de cada eletrodo.

No total foram obtidas as topologias ótimas para 12 casos diferentes (3 modelos

truncados × 4 configurações de eletrodos).

Os parâmetros utilizados no projeto de otimização são os mesmos para todos os casos

analisados. As restrições de volume são iguais a 50% e 5% para a restrição do volume total e

restrição de volume piezelétrico, respectivamente. Os valores iniciais das pseudodensidades

ρe e ρc são uniformes para todos os elementos e iguais a 0.40 e 0.04, respectivamente; desta

forma, o problema de otimização se inicia logo abaixo do limite viável. Seguindo o critério

de parada, o número mı́nimo de iterações é igual a 40, e o processo de otimização deve parar

quando a modificação das variáveis de projeto de uma iteração para outra for menor que

4%.

Considerou-se um raio de filtragem remin = 14.2 mm para o filtro de sensibilidades

utilizado na análise estrutural, que está relacionado a pseudodensidade ρe, e um raio de
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Tabela 6.1 – Propriedades materiais

PZT5A ALUMÍNIO

constantes elásticas (1010 N/m2) módulo de elasticidade 71 · 109 N/m2

cE11 12.1 densidade 2700 kg/m3

cE12 7.54 coeficiente de Poisson 0.33

cE13 7.52

cE33 11.1

cE44 2.11

cE66 2.26

constantes piezelétricas (C/m2)

e31 -5.4

e33 15.8

e51 12.3

constantes dielétricas (F/m)

ǫ0 8.85 · 10−12

ǫ11/ǫ0 916

ǫ33/ǫ0 830

densidade 7750 kg/m3

filtragem rcmin = 5 mm para o filtro de sensibilidades que se referre a análise do sistema de

controle, a qual está diretamente relacionada a pseudodensidade ρc. Comparando as medidas

do elemento com o raio de filtragem para controle, nota-se que o filtro de sensibilidades para

o problema de controle só considera a sensibilidade do próprio elemento. Essa medida para

o raio de filtragem para controle foi escolhida devido ao fato de resultados preliminares

não apresentarem grande influência do filtro de sensibilidades na distribuição de material

piezelétrico. Os coeficientes de penalização do modelo material, p1, p2 e p3, são iguais a 3

para todos os casos, e nenhuma técnica de continuação foi utilizada.

As matrizes de ponderação do ı́ndice de desempenho quadrático do sistema de con-

trole são, para todos os casos, definidas da seguinte forma:

Q =


1 · 10

17I(m) 0

0 I(m)


 , R = I(s), (6.1)

onde I(m) é uma matriz identidade de tamanho m, I(s) é uma matriz identidade de tamanho
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Figura 6.2 – Configurações para eletrodos potenciais. (a) 1 eletrodo, (b) 2

eletrodos, (c) 6 eletrodos e (d) 10 eletrodos independentes

s, m é o número de modos utilizados no modelo de controle, e s é o número de entradas

do sistemas de controle, o qual é igual ao número de eletrodos utilizados. De acordo com

Vasques e Rodrigues, 2006, o limite de resistência a um campo elétrico de uma cerâmica

piezelétrica é 300 V/mm. Se a voltagem de controle ultrapassa esse limite pode ocorrer

a despolarização do material, de forma que as propriedades piezelétricas tornam-se menos

acentuadas ou desaparecem completamente. A modificação dos valores das matrizes Q e

R controla o esforço de controle e consequentemente a voltagem de entrada nas cerâmicas

piezelétricas. Porém, os resultados aqui apresentados não levaram em conta esse limite de

resistência.

A fim de evitar problemas numéricos, duas técnicas adicionais foram utilizadas.

Essas técnicas são apresentadas nas seções seguintes: Problemas acoplados (Seção 6.1) e

Modos de vibração localizados (Seção 6.2). Os resultados principais foram divididos em

três seções: Topologias ótimas (Seção 6.3), Convergência das funções objetivo (Seção 6.4), e

Resposta das estruturas otimizadas a uma carga impulsiva (Seção 6.5).
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6.1 Problemas acoplados

No problema piezelétrico abordado neste trabalho, a magnitude dos graus de li-

berdade de deslocamento e de diferença de potencial são muito distintas. Além disso, a

ordem de grandeza dos tensores constitutivos envolvidos é muito diferente, o que implica

em uma grande diferença de magnitude dos termos da matriz de rigidez piezelétrica (K),

consequentemente em um número de condicionamento elevado.

Visando apenas o problema de condicionamento, Qi et al., 1997 [apud Cardoso, 2005

], propuseram o escalonamento da unidade básica de força. Este é um procedimento muito

simples, onde pode-se a utilizar um múltiplo da unidade de força, da seguinte forma:

1N̄ = 1 · 10pN, (6.2)

onde p é um inteiro positivo. Com este escalonamento, os tensores constitutivos [cE] N/m2 e

[ǫS] C2/Nm2 passam a ter magnitude [c̄E ] → [cE]∗1·10−p e [ǭS] → [ǫS]∗1·10−p, solucionando

o problema de condicionamento. Ainda, o potencial elétrico φ Nm/C passa a ter unidade

φ̄ → φ ∗ 1 · 10−p, o que aproxima a magnitude dos deslocamentos e potenciais elétricos.

O valor do expoente p depende da magnitude dos tensores constitutivos. Como

exemplo, podemos considerar o material piezelétrico PZT5A que tem propriedades elásticas

da ordem de 1 · 1010, dielétricas da ordem de 1 · 10−9 e piezelétricas da ordem de 1 · 100.

Considerando que os blocos Kuu, Kφφ e Kuφ da matriz de rigidez acoplada mantenham a

ordem de grandeza relativa de cada tensor constitutivo, teremos uma diferença da ordem de

1·1019 entre os termos da matriz global, e podemos assumir que o número de condicionamento

será de ordem igual. Utilizando a Equação 6.2, com p = 9, a diferença passa a ser 1 ·1019−2p,

tal que o número de condicionamento passa a ser da ordem de 1 · 101.

Geralmente trabalha-se com deslocamentos da ordem de 1 · 10−6 para cerâmicos e

diferenças de potencial da ordem de 1 · 102. Assim, para p = 9, os deslocamentos não seriam

alterados, mas a diferença de potencial passaria a ser da ordem de 1 · 10−7.

6.2 Modos de vibração localizados

Um problema comum em otimização topológica quando se trabalha com problemas

de autovalores (análise de frequências e modos de vibração, flambagem, etc.) é a possibilidade
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do aparecimento de modos localizados em áreas de baixa densidade [Neves et al., 1995, apud

Pedersen, 2000]. Estas áreas de baixa densidade são muito flex́ıveis quando comparadas com

áreas de alta densidade, controlando, portanto, as frequências mais baixas da estrutura. A

forma mais simples de evitar esse problema é através da remoção de elementos de baixa

densidade. Entretanto, no método de otimização topológica, isso não pode ser feito pois o

algoritmo deve permitir a adição de material a estas áreas de baixa densidade em todos os

momentos do processo de otimização.

Pedersen, 2000, apresenta um método numérico, baseado em duas propostas, que

tenta remover a possibilidade de modos de vibração localizados em áreas de baixa densidade.

A primeira proposta [Buhl et al., 1999, apud Pedersen, 2000], é ignorar alguns graus de

liberdade nodais no problema de autovalores. Pedersen, 2000, propõe negligenciar os nós que

estão cercados por elementos que tem um fator de densidade menor que 1% (ρ < 0.01). Nesta

tese, ignora-se, no problema de controle, os graus de liberdade mecânicos circundados por

elementos com ρe < 0.01 e, também, afim de diminuir o custo computacional, negligencia-se

os graus de liberdade elétricos circundados por elementos com ρc < 0.01.

Além disso, é esperado que a razão entre a penalização da massa e a penalização dos

coeficientes elásticos de rigidez seja um fator muito importante nos cálculos das frequências

naturais/autovalores [Pedersen, 2000]. Portanto, a segunda proposta é alterar a penalização

colocada na massa (peso espećıfico) e na rigidez (matriz de coeficientes elásticos), para excluir

completamente a possibilidade de modos localizados. Isso evitaria que a razão entre massa e

rigidez tenham valores excessivamente altos para baixas densidades estruturais. Assim, em

vez do modelo material proposto na Seção 5.1.1, faz-se uma pequena variação na penalização

das propriedades elásticas para pseudodensidades estruturais menores que 10%. Dessa forma,

as propriedades elásticas efetivas do material interpolado [cE] são dadas por:

[cE ] =




ρp1e (ρp2c [cEpzt] + (1− ρp2c )[cEelas]) se 0.1 ≤ ρe ≤ 1,

ρe
100

(ρp2c [cEpzt] + (1− ρp2c )[cEelas]) se ρe ≤ 0.1.

(6.3)

Lembrando que [cEelas], [cEpzt] são as propriedades elásticas do material não piezelétrico e

piezelétrico respectivamente; ρe e ρc são as variáveis de projeto estrutural e de controle,

respectivamente; e p1 e p2 são coeficientes de penalização.

As sensibilidades dessa nova matriz de constantes elásticas, em relação às variáveis
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de projeto de controle ρc, são agora descritas como:

∂[cE ]

∂ρc
=




p2ρp1e ρp2−1

c ([cEpzt]− [cEelas]) se 0.1 ≤ ρe ≤ 1,

ρe
100

p2ρp2−1
c ([cEpzt]− [cEelas]) se ρe ≤ 0.1,

(6.4)

onde todos os termos já foram apresentados. É importante notar que embora a penalização

descrita nas Equações 6.3 seja cont́ınua, a derivada em relação a variável de projeto de

controle (Equações 6.4) não é cont́ınua. Mas isso não parece um problema, como indicam os

resultados

De forma similar ao trabalho de Pedersen, 2000, nesta tese as ideias de uma nova

penalização para elementos com baixa pseudodensidade estrutural e a retirada de alguns

graus de liberdade foram combinadas. Pelo que se pode notar, a combinação dos dois

métodos evitou o aparecimento de modos de vibração localizados.

6.3 Topologias ótimas

Como dito no começo desse caṕıtulo, foram obtidas as topologias ótimas de 12 casos

analisados. Para fins de visualização, o Apêndice A apresenta os modos de vibração para

as estruturas otimizadas dos 12 casos analisados. Nos primeiros quatro casos o modelo

truncado considera só um (1) modo de vibração flexional no plano xy. Além disso, o sistema

de controle também só considera esse primeiro modo de vibração.

As topologias ótimas para a distribuição de material sólido (elástico isotrópico ou

piezelétrico) e a distribuição de material piezelétrico para os quatro primeiros casos podem

ser vistas na Figura 6.3. Além disso, imagens das topologias sobrepostas podem ser vistas na

mesma figura. Na imagem com as topologias sobrepostas, só foram considerados os elementos

com pseudodensidades superiores a 0.45.

Nessa primeira figura (Figura 6.3), o Caso 1 apresenta as topologias ótimas con-

siderando 1 modo de vibração e 1 eletrodo; o Caso 2 considera 1 modo de vibração e 2

eletrodos; o Caso 3 utiliza 1 modo de vibração e 6 eletrodos independentes; e o Caso 4 apre-

senta as topologias ótimas considerando 1 modo de vibração e 10 eletrodos independentes

no sistema de controle. A distribuição dos eletrodos é melhor vista na Figura 6.2.
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Caso 1

Caso 2

Caso 3

Caso 4

(a) (b)

(c)x

y

Figura 6.3 – Topologias ótimas para os casos com um (1) modo de vibração.

a) Distribuição de material sólido (ρe), b) Distribuição de material

piezelétrico (ρc), c) Topologias sobrepostas

Pode-se notar que não há grandes diferenças entre as topologias que definem a dis-

tribuição de material sólido nos três primeiros casos. No entanto, a distribuição de material

sólido já é bem distinta para o Caso 4. Em relação a distribuição de material piezelétrico,

nota-se que o número de eletrodos utilizados altera consideravelmente a topologia. Para o

Caso 1 (1 eletrodo), o resultado mostra material piezelétrico bem distribúıdo na parte in-

ferior da viga. Para os casos considerando mais eletrodos, o material piezelétrico fica mais

concentrado próximo à face engastada da viga. Apesar do Caso 3 considerar seis eletrodos
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independentes, pode-se notar que somente dois eletrodos são realmente utilizados. Já no

Caso 4, mais um eletrodo aparece na topologia ótima, totalizando três eletrodos.

Vale lembrar aqui, que não há mudança na topologia em relação a direção z desde

que o problema é simétrico em relação ao plano médio. Consequentemente, as figuras que

apresentam as topologias ótimas estão representadas em duas dimensões.

As topologias ótimas para a distribuição de material sólido (elástico isotrópico ou

piezelétrico) e a distribuição de material piezelétrico para os casos considerando dois modos

de vibração flexionais podem ser vistas na Figura 6.4. Da mesma forma que a figura anterior,

imagens das topologias sobrepostas podem ser vistas nesta figura.

Na Figura 6.4, o Caso 5 apresenta as topologias ótimas considerando 2 modos de

vibração e 1 eletrodo; o Caso 6 considera 2 modos de vibração e 2 eletrodos; o Caso 7 utiliza

2 modos de vibração e 6 eletrodos independentes; e o Caso 8 apresenta as topologias ótimas

considerando 2 modos de vibração e 10 eletrodos independentes no sistema de controle.

Ao analisar a Figura 6.4, nota-se que não há grandes diferenças para a distribuição

de material sólido. Em relação a distribuição de material piezelétricos (Figuras 6.4b), nota-se

um deslocamento do material piezelétrico para o lado direito em relação aos quatro primeiros

casos. Claramente isso se deve a influência do segundo modo de vibração.

Na Figura 6.4, também é posśıvel verificar que o Caso 7 já utiliza quatro eletrodos

de um posśıvel total de seis eletrodos; e o Caso 8 utiliza seis eletrodos de um posśıvel

total de dez. Vale ressaltar que mesmo utilizando, para a otimização de controle, um filtro

de sensibilidades que considera somente a sensibilidade do próprio elemento, as topologias

ótimas para a distribuição de material piezelétrico não apresentam padrões de tabuleiro.

Para os casos que consideram quatro modos de vibração flexionais, as topologias

ótimas para a distribuição de material sólido (elástico isotrópico ou piezelétrico) e a dis-

tribuição de material piezelétrico podem ser vistas na Figura 6.5.

Na Figura 6.5, o Caso 9 apresenta as topologias ótimas considerando 4 modos de

vibração e 1 eletrodo; o Caso 10 considera 4 modos de vibração e 2 eletrodos; o Caso 11 utiliza

4 modos de vibração e 6 eletrodos independentes; e o Caso 12 apresenta as topologias ótimas

considerando 4 modos de vibração e 10 eletrodos independentes no sistema de controle.

Observando as topologias ótimas para os Casos 9 e 10, nota-se que elementos com

pseudodensidades intermediárias de material piezelétrico aparecem em regiões com pseudo-
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densidade de material sólido baixa. Isso pode ser visto principalmente no canto superior

direito das imagens para distribuição de material piezelétrico para esses dois casos.

Nos casos 11 e 12, pode-se notar que os atuadores (material piezelétrico) voltam

a estar próximos da face engastada da viga. Além disso, nota-se uma boa distribuição de

material piezelétrico entre os eletrodos mais próximos a base.

(a) (b)

(c)

Caso 5

Caso 6

Caso 7

Caso 8

x

y

Figura 6.4 – Topologias ótimas para os casos com dois modos de vibração. a)

Distribuição de material sólido (ρe), b) Distribuição de material piezelétrico

(ρc), c) Topologias sobrepostas
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Caso 9

Caso 10

Caso 11

Caso 12

(a) (b)

(c)x

y

Figura 6.5 – Topologias ótimas para os casos com quatro modos de vibração.

a) Distribuição de material sólido (ρe), b) Distribuição de material

piezelétrico (ρc), c) Topologias sobrepostas

6.4 Convergência das funções objetivo

As mudanças nos valores das funções objetivo ao longo do histórico de iterações

são discutidas nesta seção. Deve ser mencionado aqui que, apesar dos valores iniciais das

variáveis de projeto serem iguais para todos os casos, os valores inicias das funções objetivo

são diferentes, por considerar número de modos no modelo truncado e número de eletrodos

diferentes.
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Na Figura 6.6, podem ser vistos os históricos das funções objetivo estrutural e de

controle para o Caso 1 (1 modo/1 eletrodo).
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Figura 6.6 – Convergência das funções objetivo para o Caso 1

Já na iteração 40, valores próximos do ótimo para as duas funções objetivo podem

ver vistos na Figura 6.6. Provavelmente o processo de otimização ainda continua até a

iteração 70 por haver elementos com pseudodensidades intermediárias.

Na Figura 6.7, podem ser vistos os históricos das funções objetivo estrutural e de

controle para o Caso 4 (1 modos/10 eletrodos). Nesta figura e nas próximas, deve-se notar

que o número total de iterações pode ser diferente do caso anterior, e o mesmo pode ocorrer

com as escalas de valores das funções objetivo.
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Figura 6.7 – Convergência das funções objetivo para o Caso 4
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A Figura 6.8 apresenta os históricos das funções objetivo estrutural e de controle

para o Caso 5 (2 modos/1 eletrodo).
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Figura 6.8 – Convergência das funções objetivo para o Caso 5

Na Figura 6.8, nota-se uma queda no valor da função objetivo de controle entre as

iterações 20 e 30. O valor desta função objetivo volta a subir a partir da iteração 30. Vale

notar que a escala de valores para a função objetivo de controle é bem diferente das duas

figuras anteriores.

Na Figura 6.9, podem ser vistos os históricos das funções objetivo estrutural e de

controle para o Caso 8 (2 modos/10 eletrodos).
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Figura 6.9 – Convergência das funções objetivo para o Caso 8
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Pode-se notar uma queda no valor da função objetivo de controle próximo a iteração

20 (Figura 6.9); após essa queda, o valor da função objetivo mantém-se quase sem alteração.

Acredita-se que essa queda é devido a mudanças na solução do problema de autovalores, que

pode ter encontrado um novo modo de vibração nesta etapa da otimização.
F

u
n

ç
ã

o
 o

b
je

tiv
o

 d
e

 c
o

n
tro

le
 (    )

Número de iterações

F
u

n
ç
ã

o
 o

b
je

ti
v
o

 e
s
tr

u
tu

ra
l 
( 

  
 )

0 10 20 30 40 50 60 70
2

4

6

8

10

12

14

16e-11

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4e-6

Figura 6.10 – Convergência das funções objetivo para o Caso 9

A Figura 6.10 apresenta os históricos das funções objetivo estrutural e de controle

para o Caso 9 (4 modos/1 eletrodo). Da mesma forma que a figura anterior, a Figura

6.10 apresenta uma queda no valor da função objetivo de controle próximo a iteração 20.

Entretanto, uma queda muito acentuada é verificada na iteração 19. Como visto em análises

ao longo do desenvolvimento do trabalho, essa queda acentuada provavelmente é devido a

um modo de vibração localizado.

Na Figura 6.11, podem ser vistos os históricos das funções objetivo estrutural e de

controle para o Caso 12 (4 modos/10 eletrodos). Novamente aqui (Figura 6.11), nota-se

uma queda entre as iteração 20 e 30, provavelmente devido a um novo modo de vibração no

problema de autovalores.
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Figura 6.11 – Convergência das funções objetivo para o Caso 12

6.5 Respostas das estruturas otimizadas a uma carga impulsiva

Esta seção apresenta as respostas das estruturas otimizadas a uma carga impulsiva

na ponta livre da viga (Figura 6.1). O histórico do deslocamento vertical da ponta livre da

viga é avaliado com os sistemas em malha fechada e aberta. É muito importante ressaltar

que os modelos de elementos finitos foram utilizados para encontrar as frequências naturais

e modos de vibração da estrutura e, dessa forma, criar os modelos de controle em espaço

de estados, ou seja, os modelos de elementos finitos não foram utilizados diretamente em

análises ao longo do tempo. Além do deslocamento na ponta livre da viga, o histórico das

voltagens de entrada em cada eletrodo, que são as entradas de controle, podem ser vistas

nas próximas figuras.

A Figura 6.12 apresenta os resultados para deslocamento e voltagem para o modelo

de controle do Caso 1 (1 modo/1 eletrodo). Como pode ser visto nesta figura, o sistema de

controle LQR em malha fechada (linha cheia) contribui para atenuar de maneira muito boa

o deslocamento na ponta livre da viga. Os picos ressonantes e o tempo de atenuação são

significativamente diminúıdos.
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Figura 6.12 – Resposta a uma carga impulsiva para o Caso 1

De forma semelhante, a Figura 6.13 mostra os históricos de deslocamento para o

sistema em malha aberta (linha tracejada) e malha fechada (linha cheia), e também os

históricos de voltagem (linhas vermelha e azul), porém agora, considerando um (1) modo de

vibração e dois eletrodos (Caso 2). Verifica-se que a resposta do sistema em deslocamento

pouco difere do caso anterior. Entretanto, os picos de voltagem (entrada de controle) já

apresentam valores um tanto menores. As cores utilizadas para a resposta ao longo do tempo

das voltagens de controle são as mesmas utilizadas para as topologias ótimas sobrepostas na

Seção 6.3. A máxima voltagem de controle em módulo para o Caso 1 é 1.17e5 V, enquanto

a máxima voltagem para o Caso 2 é 0.91e5 V, que é utilizada no atuador azul.
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Figura 6.13 – Resposta a uma carga impulsiva para o Caso 2
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Como pôde ser visto nas figuras para topologia ótima, os resultados para o Caso

2 e 3 pouco diferem. Consequentemente, as respostas temporais para uma carga impulsiva

também não são muito diferentes para os Casos 2 e 3. A Figura 6.14 apresenta as respostas

ao longo do tempo para o deslocamento vertical e voltagens de controle para o Caso 3 (1

modo/6 eletrodos).
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Figura 6.14 – Resposta a uma carga impulsiva para o Caso 3

Na Figura 6.15, as respostas temporais para deslocamento e entradas controle das

topologias ótimas do Caso 4 (1 modo/10 eletrodos) podem ser visualizadas. Como o processo

de otimização distribuiu, para este caso, material piezelétrico em três eletrodos distintos, os

históricos de voltagem ao longo do tempo também apresentam 3 curvas (vermelha, azul e

verde). Entretanto, a voltagem para o atuador verde é aproximadamente cinco vezes menor

que as voltagens para os outros dois atuadores. Além disso, ainda não é posśıvel notar uma

melhora na resposta em deslocamento quando comparada aos três casos anteriores.
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Figura 6.15 – Resposta a uma carga impulsiva para o Caso 4

Obviamente, um modelo de controle com mais modos de vibração pode representar

melhor o comportamento dinâmico de uma estrutura. Dessa forma, a Figura 6.16 apresenta

os resultados para deslocamento e voltagem para o modelo de controle do Caso 5 (2 modos/1

eletrodo).
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Figura 6.16 – Resposta a uma carga impulsiva para o Caso 5

Como esperado para um sistema com mais graus de liberdade, as respostas ao longo

do tempo do Caso 5 apresentam mais variações ao longo do tempo quando comparadas aos

modelos com um (1) modo de vibração. Assim como a resposta do Caso 1, a Figura 6.16

mostra um valor alto para a voltagem de entrada no ińıcio do processo de controle. O tempo

de estabilização em 5% para a resposta em deslocamento para o Caso 5 em malha fechada
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é 6.54e-3 seg.

Da mesma forma que a figura anterior, a Figura 6.17 apresenta os históricos de

deslocamento para o sistema em malha aberta (linha tracejada) e malha fechada (linha

cheia), e também os históricos de voltagem (linhas vermelha e azul) mas agora considerando

dois modos de vibração e dois eletrodos (Caso 6). Os valores máximos para voltagem (entrada

de controle) são um pouco menores do que o caso anterior, além disso, pode-se notar uma

melhora na resposta em deslocamento principalmente no primeiro pico.
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Figura 6.17 – Resposta a uma carga impulsiva para o Caso 6

Na Figura 6.18, as respostas temporais para deslocamento e entradas controle das

topologias ótimas do Caso 7 (2 modos/6 eletrodos) podem ser visualizadas. Revendo a Figura

6.4, nota-se que quatro eletrodos distintos apresentam material piezelétrico para o Caso 7.

Assim, os históricos de voltagem ao longo do tempo também apresentam quatro curvas para

esse caso. Quando comparadas as voltagens do caso anterior, nota-se uma diminuição nas

máximas voltagens. Enquanto o Caso 6 apresenta uma voltagem máxima em módulo de

1.14e5 V, o Caso 7 apresenta uma voltagem máxima em módulo de 0.93e5 V.
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Figura 6.18 – Resposta a uma carga impulsiva para o Caso 7

Entre os 12 casos analisados, o Caso 8 (2 modos/10 eletrodos) foi o que apresentou o

maior número de eletrodos realmente utilizados na configuração ótima (ver Figura 6.4). Na

Figura 6.19, podem ser visualizadas as respostas temporais para deslocamento e entradas

controle das topologias ótimas do Caso 8. Verifica-se que o sistema em malha fechada

contribui para atenuar de maneira significativa o deslocamento na ponta livre da viga. O

tempo de estabilização em 5% para a resposta em deslocamento para o Caso 8 em malha

fechada é de 6.11e-3 seg, enquanto o sistema em malha aberta apresenta um tempo de

estabilização de 66.90e-3 seg.
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Figura 6.19 – Resposta a uma carga impulsiva para o Caso 8
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Como dito anteriormente, a utilização de mais modos de vibração em um modelo

de controle melhora a representação do comportamento dinâmico de uma estrutura. Assim,

as quatro figuras a seguir apresentam as respostas a uma carga impulsiva para modelos que

tentam controlar os quatro primeiros modos de vibração da estrutura em forma de viga.

A Figura 6.20 apresenta os resultados para deslocamento e voltagem para o modelo

de controle do Caso 9 (4 modos/1 eletrodo). Da mesma forma, na Figura 6.21, as respostas

temporais para deslocamento e entradas controle das topologias ótimas do Caso 10 (4 mo-

dos/2 eletrodos) podem ser visualizadas.
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Figura 6.20 – Resposta a uma carga impulsiva para o Caso 9
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Figura 6.21 – Resposta a uma carga impulsiva para o Caso 10
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As respostas para os Casos 9 e 10 foram os que apresentaram o maior valor em

módulo para voltagens. Dessa forma, é importante notar que o eixo das ordenadas para

respostas em voltagens para esses dois casos é diferente dos outros casos.

Em relação ao histórico de deslocamentos, pode-se verificar uma melhora do Caso

9 para o Caso 10, devido a adição de mais um eletrodo. Os picos de deslocamento são

consideravelmente diminúıdos no Caso 10.

A Figura 6.22 mostra os históricos de deslocamento para o sistema em malha aberta

(linha tracejada) e malha fechada (linha cheia), e também os históricos de voltagem con-

siderando o Caso 11 (4 modos/6 eletrodos). Entretanto, só dois eletrodos são efetivamente

utilizados (linhas vermelha e azul).
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Figura 6.22 – Resposta a uma carga impulsiva para o Caso 11

Apesar de efetivamente apresentar o mesmo número de eletrodos do caso anterior,

a voltagem máxima de entrada em módulo é diminúıda. Alem disso, uma nova diminuição

nos picos pode ser notada na resposta do deslocamento vertical da ponta da viga.

A Figura 6.23 apresenta os resultados para deslocamento e voltagem para o modelo

de controle do Caso 12 (4 modos/10 eletrodos). Neste caso, apenas os quatro eletrodos mais

próximos à face engastada são realmente utilizados no sistema de controle. Entre os quatro

últimos casos, esse foi o que apresentou a melhor resposta na redução de vibrações (picos

e tempo de estabilização menores). Além disso, foi o que apresentou os menores valores

máximos para voltagem. A máxima voltagem em módulo para o Caso 9 foi de 1.80e5 V,

enquanto a máxima voltagem em módulo para o caso 12 foi de 0.95e5 V.
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Figura 6.23 – Resposta a uma carga impulsiva para o Caso 12

Duas considerações básicas sobre esses resultados são: o número de modos e o

número de eletrodos considerados no modelo de controle alteram significativamente as respos-

tas ao longo do tempo (deslocamentos e voltagens) dos modelos de controle; e, em geral, um

número maior de eletrodos melhora a resposta dinâmica em relação a redução de vibrações

do sistema, além disso, diminui as máximas voltagens de entrada.
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7. CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS

7.1 Aspectos conclusivos

Este trabalho apresenta uma nova metodologia de projeto simultâneo de otimização

topológica estrutural e de controle de vibrações utilizando material piezelétrico. A for-

mulação desenvolvida permite projetar de forma ótima estruturas inteligentes com capaci-

dade de autoamortecimento, ou seja, que suprimem de forma mais adequada as vibrações

induzidas por perturbações externas. O amortecimento ativo é realizado através de um sis-

tema de controle LQR que utiliza atuadores piezelétricos. Esses atuadores são distribúıdos

de forma ótima na estrutura, ou seja, não são utilizadas cerâmicas piezelétricas com locali-

zação e forma pré-definidos. Essa formulação contribui para um maior poder de atuação no

controle de vibrações.

A otimização é baseada em uma abordagem aninhada que separa os dois procedimen-

tos de projeto dentro de um laço da programação linear sequencial (SLP). Nesta solução,

o posicionamento dos atuadores e a śıntese do sistema controlador são consideradas um

subprocesso inclúıdo no processo de otimização principal que lida com a topologia estru-

tural. Enquanto o projeto estrutural é baseado na minimização da flexibilidade, o projeto

de controle maximiza a controlabilidade através do traço do Gramiano de controlabilidade.

É importante salientar que outros objetivos estruturais poderiam ser utilizados, como a

otimização de comportamentos dinâmicos, otimização para vários carregamentos, restrições

de tensão, etc., sem perda da generalidade do projeto simultâneo. Além disso, a utilização

de Gramianos como medidas da efetividade de sistemas de controle parece uma inovadora e

ótima escolha em projetos de otimização topológica.

Ao longo do trabalho foram deduzidos todos os cálculos de sensibilidade de primeira

ordem para o traço do Gramiano de controlabilidade. De forma análoga, as sensibilidades

do Gramiano de observabilidade podem ser facilmente derivadas para um novo projeto que

envolva o posicionamento de sensores.
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Foram apresentados resultados que mostram as topologias otimizadas, a variação

das funções objetivo ao longo do processo de otimização e ainda resultados que demonstram

a capacidade de melhorar o amortecimento ativo destas estruturas através da utilização

de atuadores piezelétricos. Os exemplos buscaram expor a capacidade da formulação em

projetar estruturas com topologias bem definidas. Além disso, os resultados destacam a

influência do número de modos de vibração e número de eletrodos do modelo de controle

no projeto para redução de vibrações. Os resultados obtidos para diferentes números de

eletrodos demonstram que um maior número de atuadores, utilizando a mesma quantidade

de material piezelétrico, melhora a atenuação de vibrações na estrutura. Um estudo mais

aprofundado de modelos reduzidos parece ser uma boa alternativa para obter melhores con-

clusões a respeito da quantidade de modos considerados no projeto de otimização simultâneo.

Os resultados validam os objetivos e a metodologia apresentada.

A presente tese considera a otimização topológica de estruturas tridimensionais finas.

Dessa forma, o sistema de controle consegue aplicar voltagem elétrica nos eletrodos das

cerâmicas piezelétricas de maneira fisicamente consistente, o que não ocorre no trabalho de

Carbonari, 2008. Ainda que só esse tipo de estrutura tenha sido analisada, acredita-se que

o projeto simultâneo aqui apresentado possa ser facilmente aplicado a outras geometrias.

Para finalizar, essa abordagem tem grande potencial para aplicação no projeto de estruturas

inteligentes, e merece estudos adicionais.

7.2 Sugestões para trabalhos futuros

Utilizando como base o trabalho que foi desenvolvido até o momento, pode-se ter

as seguintes sugestões para trabalhos futuros:

• Estudo de um método para evitar que o material piezelétrico fique distribúıdo em

pedaços muito pequenos ou definir um formato padrão (algum método de filtragem ou

restrição de peŕımetro);

• Como continuação do item anterior, pode-se considerar restrições de manufatura para

facilitar a fabricação;

• Aperfeiçoamento do controle ativo de estruturas para redução de vibrações;
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• Estudos de outras formulações para a função objetivo de controle utilizando Gramianos;

• Estudos dos conceitos de observabilidade para inclusão de sensores no projeto si-

multâneo;

• Análise e comparação de outros modelos de controle como, CAVF (Constant Amplitude

Velocity Feedback), CGVF (Constant Gain Velocity Feedback) e LQG (Controlador

Linear Quadrático Gaussiano).
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A. Modos de vibração para as estruturas otimizadas
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Figura A.1 – Primeiro modo de vibração para os Casos 1, 2, 3 e 4
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Figura A.2 – Primeiro e segundo modos de vibração para os Casos 5, 6, 7 e 8
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Figura A.3 – Quatro primeiros modos de vibração para os Casos 9, 10, 11 e

12


