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Resumo

Questoes em skew anéis de polinémios parciais e skew anéis de séries de
poténcias parciais.

Neste trabalho, consideramos uma acao parcial a de Z sobre um anel com unidade
R que admite a¢ao envolvente (T',0), onde o : T'— T é um automorfismo. Estudamos
condigbes necessarias e suficientes para que R[zr;a] e R < x;a > sejam anéis quasi-
duo a direita. Além disto, obtemos uma descricao do radical de Jacobson em cada
Ccaso.

Finalizamos a tese obtendo condicoes necessérias e suficientes para que o skew
anel de séries de poténcias parcial R[[z;a]] seja um anel de Bezout & direita e duo a

direita.



Abstract

Questoes em skew anéis de polinémios parciais e skew anéis de séries de
poténcias parciais.

In this work, we consider a partial action « of Z on a ring with identity R with
enveloping action (7, 0), where o : T'— T is an automorphism. We study necessary
and sufficient conditions for R[x; o] and R < z;a > to be right quasi-duo. Moreover,
we give a complete description of the Jacobson radical in each case.

We study necessary and sufficient conditions for the partial skew power series rings

R][[z; a]] to be right duo and right Bezout.
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Introducao

A nocao de acao parcial de um grupo é uma extensao da nogao de acao (global)
de grupo. Acgbes parciais de grupos apareceram primeiramente na teoria de algebra
de operadores como uma ferramenta geral para a pesquisa de C*-algebras geradas
por isometrias parciais, permitindo caracterizar diversas classes destas algebras como
produtos cruzados por agoes parciais. Os produtos cruzados claramente se encontram
no centro de uma rica interacao entre sistemas dinamicos e algebras de operadores.
Os esforcos em generaliza-los geram um novo conhecimento estrutural sobre algebras,
que podem ser vistos como produtos cruzados mais gerais. Na teoria de algebra
de operadores, diversas algebras relevantes ja foram caracterizadas como produtos
cruzados por agoes parciais. Em particular, por exemplo, as algebras de Bunce-
Deddens Toeplitz [8] e [9], as algebras de Toeplitz de grupos quase-ordenados bem
como as élgebras Cuntz-Krieger [11]. Outros resultados nesta direcdo podem ser
encontrados em [1], [10], [22]. M. Dokuchaev e R. Exel em [5], introduziram acoes
parciais de grupos de uma maneira puramente algébrica e o produto cruzado parcial
R *, G também é definido. Nesse trabalho, os autores exibem condigoes necessarias
e suficientes para que uma acao parcial possua acao envolvente. Além disso, os
autores exibem um exemplo mostrando que o skew anel de grupo parcial R %, G nem
sempre é associativo. Todavia, nos casos em que existe uma envolvente, este anel esta
mergulhado em um anel associativo e, portanto, é associativo.

A existéncia de uma acao envolvente para uma acao parcial passa a ter um papel



importante na obtencao de generalizacoes de resultados ja estabelecidos das agoes
globais. Neste caso, um dos primeiros trabalhos no qual se utiliza a existéncia de
uma envolvente para obtermos as generalizacoes de resultados ja conhecidos em agoes
globais para agoes parciais se baseia na teoria de skew anéis de polindmios parciais,
ver [3].

O trabalho que se segue esta dividido em trés partes. No Capitulo 1 apresentamos
a grande maioria dos conceitos que serao usados na tese, com indicacao bibliografica
detalhada sobre o assunto. Para facilitar esta leitura, procuramos apresentar estes
conceitos contextualizados a nossa situacao de trabalho.

No Capitulo 2, consideramos uma acao parcial o de Z sobre um anel com unidade
R que admite envolvente (T,0), onde ¢ : T — T é um automorfismo. Dividimos
este capitulo em duas partes. Na primeira Secao, estudamos condi¢oes necessarias e
suficientes para que R[z;a] seja um anel quasi-duo a direita e, neste caso, obtemos
uma descricao explicita do radical de Jacobson deste anel.

Na segunda Secao, consideramos o uma acao parcial de tipo finito de Z sobre um
anel com unidade R que admite envolvente (7, 0). Estudamos condigoes necessérias
e suficientes para que R < x;a > seja um anel quasi-duo a direita e, neste caso,
também obtemos uma descrigao explicita do radical de Jacobson deste anel.

Destacamos, principalmente, os artigos [19] e [20], que nos serviram de base, e até
mesmo inspiracao, para os estudos apresentados neste capitulo.

Em (|21], Theorem 1.6 e Corollary 3.1), os autores exibiram condi¢oes necessérias
e suficientes para que o skew anel de séries de poténcias S[[x;0]], onde o : S — S é
um endormorfismo, seja um anel de Bezout a direita e duo a direita. Em particular,

eles provaram que as seguintes condicoes sao equivalentes:
(i) S[[z;0]] ¢ um anel de Bezout a direita e duo a direita.

(ii) S[[z;o]] é um anel distributivo a direita e reduzido.



(iii) S[[z;0]] € um anel duo a direita e todo submodulo de um S[[z; o]]-mddulo plano

¢ plano.

(iv) S é um anel Ny-injetivo fortemente regular e o é uma aplicagio bijetiva tal que

o(e) = e, para todo elemento idempotente e € S.

Consideramos um anel R e uma acao parcial a de Z sobre R que admite envolvente
(T,0). O skew anel de séries de poténcias parcial, denotado por R[[x;«]], consiste
de séries da forma Z;’io a;x', onde x é uma variavel e a; € S; sdo os coeficientes da
série, para todo 7 > 0. A adicao neste anel é a usual e a multiplicacao satisfaz, para

quaisquer elementos a;, b; € .5;,

(Z aixi)(z bix') = Z cix'
=0 i=0 i=0

onde ¢; = agb; + ajay (bi_11_1) + ... + a;a5(bo1_;), para todo i > 0. E claro que o skew
anel de polinomios parcial R[z;a] é um subanel de R[[z; ]].

No Capitulo 3, estabelecemos uma caracteriza¢io semelhante & obtida em (|21],
Theorem 1.6 e Corollary 3.1) para o skew anel de séries de poténcias parcial R[[x; o]].
Este capitulo esta dividido em duas partes. Na primeira Se¢ao, provamos intimeros
resultados que serao necessarios para a demonstracao do principal resultado deste
capitulo. Em sua maioria, eles generalizam os que constam em ([24], sections 6.4 e
6.5). Além disto, procuramos detalhar a terminologia e as definigbes necessarias para
a abordagem feita na segunda Secao deste capitulo.

Na segunda Se¢ao obtivemos o Teorema a seguir, o qual extende ([21|, Theorem
1.6 e Corollary 3.1):

Teorema 3.2.7 Suponhamos que « seja uma acao parcial de tipo finito de Z sobre

um anel com unidade R e A = R[[z;a]]. As seguintes afirmagoes sao equivalentes:

1. A é um anel de Bezout a direita e duo a direita.

10



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

. A é& um anel de Bezout & direita e reduzido.

A é um anel de Bezout a direita e quasi-duo a direita.

A é um anel de Bezout a direita e semicomutativo.

A é um anel distributivo a direita e duo a direita.

A é um anel distributivo a direita e reduzido.

A é um anel distributivo a direita.

. Todo ideal a direita de A gerado por dois elementos é plano, R é um anel

abeliano e todo elemento idempotente de R é a-invariante.
A ¢é um anel duo & direita e todo submodulo de um A-modulo plano é plano.

Todo submodulo de um A-moédulo plano é plano, R é um anel abeliano e todo

elemento idempotente de R é a-invariante.

R é um anel Ry-injetivo fortemente regular e todo elemento idempotente de R

¢ a-invariante.

A é um anel de Bezout a direita e R é um anel duo a direita.

A é um anel de Bezout a direita e R é um anel reduzido.

A é um anel de Bezout a direita e R é um anel quasi-duo a direita.
A é um anel de Bezout a direita e R ¢ um anel semicomutativo.

A ¢ um anel de Bezout a direita e R ¢ um anel fortemente regular.

R é um anel duo a direita Ny-injetivo a direita von Neumann regular e todo

elemento idempotente de R é a-invariante.

11



Destacamos que muitos resultados desta tese foram demonstrados considerando-
s¢ as propricdades & dircita sobre os anéis. Porém, os mesmos resultados podem ser

provados considerando-se as mesmas propriedades a4 esquerda.
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Capitulo 1

Pré-requisitos

1.1 Acoes Globais

Iniciamos este capitulo definindo ac¢ao de grupos sobre um conjunto qualquer. Para
isto, consideramos um grupo GG com elemento neutro 1, um conjunto X qualquer e
o conjunto Bij(X) das bijecoes de X. Maiores detalhes do que sera exposto aqui

podem ser encontrados em [23].

Definicao 1.1.1. Dizemos que o grupo G age sobre o conjunto X se existe uma
aplicagao f: G — Bij(X), definida por 5(g) = By, para todo g € G, satisfazendo as

sequintes condicoes:
2. Bg0 By = Bgn, ou seja, a composi¢ao € compativel com a multiplicagao no grupo.

Nosso objetivo é definir uma acao de um grupo G sobre um anel R. Observamos,
inicialmente, que anéis sao equivalentes a k-algebras, com k um anel comutativo. De
fato, uma k-algebra R com unidade 1z, onde k é um anel comutativo, ¢ um anel tal

que, para quaisquer elementos a € k e z,y € R, temos que ax € R e

a(ry) = (ax)y = z(ay).

13



Ou seja, R tem uma estrutura de k-médulo. Assim, o proximo passo é definir agoes

de grupos sobre algebras.

Definicao 1.1.2. Seja T uma k-dlgebra, com k um anel comutativo. Dizemos que um
grupo G age sobre T' se, para todo g € G, existe um automorfismo k-linear By : T — T

tal que as sequintes condicoes sao satisfeitas:
1. 61 - ZdT
2. By 0 By = Bgn, para quaisquer g, h € G.

Seja Auti(T) o grupo dos automorfismos k-lineares de 7. Equivalentemente,
temos que um grupo G age sobre uma k-algebra T se existe um homomorfismo de
grupos 3 : G — Auty(T).

Observamos que k£ ¢ omitido quando T é uma Z-algebra, ou mesmo quando k
fica subentendido. Denotamos por (7', 3) a agdo do grupo G sobre o anel T', onde
B=A{0,:T—T:g9€G}.

Um subconjunto A C T' é dito G-invariante se 5,(A) = A, para todo g € G. Se [
¢ um ideal G-invariante de T entdo podemos definir o automorfismo 3, : T/I — T/I,
induzido por 3,, de tal forma que 3,(r + 1) = B3,(r) + I, para todo g € G. Neste caso,

dizemos que (T'/I,3) é a acdo global induzida por (T, 3), onde
B—{3,: T/ = T/I;g € G}.

O skew anel de grupo de uma acao global (T, 3), denotado por T %5 G, é definido

como sendo um 7-moédulo livre & esquerda com base {u, : g € G}, isto é,

T*ﬁG:{Ztgug:thT}.

finita

14



A adicao em T x5 G é a usual e a multiplicacao satisfaz

aﬂg-bﬂh = aﬁg(w/ﬁgha

para quaisquer a,b € T e g,h € G.

1.2 Acoes Parciais

1.2.1 Definindo uma acao parcial

Destacamos, a seguir, alguns resultados e definicoes que podem ser encontrados em
[5]. No que segue, consideramos um grupo G com elemento neutro 1 e um anel R

com unidade 1g, a menos de mencao em contrario.

Definicao 1.2.1. Uma ag¢ao parcial de G sobre R € uma coleg¢ao de ideais S, de R,
com g € G, e isomorfismos oy : Sg-1 — Sy tais que, para quaisquer g,h € G, as

sequintes condicoes sao satisfeitas:
1. 51 =R e oy = idp.
2. Sgn-1 2 g (Sp N Sg-1).
3. ay0an(z) = ag(r), para todo x € a; ' (Sp N Sy-1).

Observamos que a condigdo (2) é equivalente a igualdade S;N .Sy, = ay(SpNS,-1),

para quaisquer g,h € G. Por (3), temos que a;l =

a,-1, para todo g € G.
Denotamos por (R,«a), ou simplesmente «, uma agao parcial de um grupo G
sobre um anel R. Uma ac¢do envolvente para «, denotada por (7, 3), é uma algebra
T juntamente com uma acao global § = {#, : ¢ € G} de G sobre T, onde 3, &
um automorfismo de T', tal que a acao parcial é obtida por restricao da acao global

(|5], Definition 4.2). Mais precisamente, quando « admite agdo envolvente (7, /),

podemos assumir que R é um ideal de T e as seguintes propriedades sao satisfeitas:

15



LT =3 cqBy(R).
2. S, = RN By(R), para todo g € G.
3. ay(a) = By(a), para quaisquer g € G e a € Sy-1.

Observamos que o item (1) nos fornece uma relagdo bastante favoravel para trans-
portarmos propriedades de R para T', e vice-versa. Por ([5], Theorem 4.5), sabemos
que uma acao parcial o admite uma agao envolvente se, e somente se, cada ideal S,
de R é gerado por um elemento idempotente central de R.

No caso em que uma acao parcial a admite uma acao envolvente, denotamos por

1, a unidade de S,. Pelo item (2), temos que 1, = f,(1g)1z.

Exemplo 1.2.2. Sejam G um grupo que age globalmente sobre um anel T e R um
ideal de T'. Para todo g € G, consideramos Sy = RNBy(R) e definamos oy : Sg-1 — S,
como a restri¢ao de By a Sy-1. Entao o € uma agao parcial de G sobre R. Além disto,
se R € um ideal gerado por um elemento idempotente central de T entao cada ideal

Sy de R tem unidade 1, e, portanto, o admite uma agao envolvente contida em T

1.2.2 Acao parcial induzida

Consideramos uma agao parcial @ = {a, : S;-1 — Sg,9 € G} de um grupo G sobre
um anel R. Maiores detalhes do que serd exposto aqui podem ser encontrados em

12] e [18].

Definicao 1.2.3. Seja I um ideal de R. Dizemos que I é um ideal a-invariante se

ag(INSy-1) =1NS,, para todo g € G.
Seja I um ideal a-invariante de R. Para cada g € GG, definamos

Sg=(I+5g)/1=5,/(INS).

16



Assim, para cada g € G, podemos considerar o isomorfismo @ : gg—l — gg, induzido
por ay e definido por @, (s+1) = a,4(s) + I, para todo s € S,-1. O seguinte resultado

aparece em ([18], Corolario 2.3.6, pag. 46) e [12].

Proposicao 1.2.4. Sejam a = {oy : Sy-1 — Sg,9 € G} uma acdo parcial de um
grupo G sobre um anel R que admite envolvente (T,3) e I um ideal a-invariante

de R. Entio @ = {a, : S

g1 — gg,g € G} é uma acao parcial de G sobre o anel

quociente R = R/1.

Neste caso, dizemos que @ é uma a¢ao parcial induzida pela acao parcial a no

anel quociente R.

1.2.3 Acao parcial de tipo finito

Seja R um anel associativo com unidade 1. Consideramos uma agao parcial o de um
grupo G sobre R que admite envolvente (7, 3). Maiores detalhes do que é exposto

nesta se¢ao podem ser encontrados em [12].

Definicao 1.2.5. Dizemos que o é uma ac¢ao parcial de tipo finito se existe um

subconjunto finito {g1,...,gn} de G tal que } ;. Sy, = R, para todo g € G.

Se G ¢ um grupo finito entao toda acao parcial de G sobre o anel R ¢ uma acao
parcial de tipo finito. A seguir, apresentamos uma caracteriza¢ao para acoes parciais

de tipo finito, ver ([12], Proposition 1.2).

Proposicao 1.2.6. Seja o uma acao parcial de um grupo G sobre um anel R que

admite envolvente (T, ). As sequintes condi¢des sao equivalentes:
1. « é uma acao parcial de tipo finito.
2. Ezistem gy, ..., g, € G tais que T =3 . By (R).

3. T tem um elemento unidade.

17



Assim, se a é uma acao parcial de tipo finito entao 7' é uma soma finita de ideais

de T que sao isomorfos a R.

1.2.4 Anéis que sao soma de ideais

Seja  uma acao parcial de um grupo G sobre um anel R que admite envolvente
(T, 3). Como j& observamos anteriormente, neste caso, o anel 7' ¢ uma soma de ideais
de T' que sao isomorfos a R. Por isto, nesta secao, vamos abordar o estudo de anéis
que sao somas de ideais.

Iniciamos esta se¢do com um resultado que aparece em (|12], Proposition 1.10) e
[6].
Proposigao 1.2.7. Seja S =, ; B;, onde B; é um ideal de S que, como um anel,

admite elemento unidade 1;, para todo i € I. Entao

1. 1; € um elemento idempotente central de S e B; = S1;, para todo i € T.

2. S tem um elemento unidade se, e somente se, existe um subconjunto finito J

de T tal que S =), , B;. Além disto, se T = {1,2,...,n} entdo
lg = Z Z (=), 15,1,
1<i<n 11 <i2<...1;

é o elemento unidade de S.

Em particular, observamos que o elemento unidade 1g do anel S pode ser escrito

como uma soma de elementos idempotentes centrais mutuamente ortogonais
lg=e1+...+e,

onde ey = 1y, ...,e; = (1g — 11)(1s — 13)...(1s — 1;_1)1;, para todo 2 < j < n.
Seja @ uma acao parcial de tipo finito de um grupo G sobre um anel R que

admite envolvente (T, 3). Entao, pela Proposigao 1.2.6, existe um subconjunto finito

18



{91,...,gn} de G tal que T'=3"", B, (R). Logo
R=1gT =) 1p8,(R) =) S,
i=1 i=1

onde Sy, ¢ um anel com unidade 1,, = 1zf,,(1r), para todo 1 < j <n.

Pela Proposicao 1.2.7, temos que o elemento unidade de R satisfaz

lp=Y_ > (=D, 1, .1,

1<i<n giy <gip <.--95

o qual pode ser escrito como uma soma de elementos idempotentes centrais mutua-
mente ortogonais

1R =e1 + ...€n,

onde e; = 1g,...,¢; = (1g — 1g)(1r — 1g,)...(1r — 1y,_,)1,,, para todo 2 < j < n.

Desta forma, quando a agao parcial é de tipo finito, obtemos que

R = é Rei,
i=1

com Re; C 5, ideal de Sy, para todo 1 < j < n.

1.3 Skew Anel de Grupo Parcial

Durante esta secao, consideramos uma acao parcial a de um grupo G sobre um anel
com unidade R. Maiores detalhes do que abordaremos aqui podem ser encontrados

em [5].

Definicao 1.3.1. O skew anel de grupo parcial, denotado por Rx,G, € definido como

19



o conjunto de todas as somas formais finitas

Z agdg

geG

onde ag € Sy e 64 sao simbolos, para cada g € G. A adicao € definida como usualmente

e a multiplicacao satisfaz a sequinte regra
(agdy)(bndn) = O‘g(ag_l(ag)bh)égh

para quaisquer elementos ag € Sy, by, € Sy e g, h € G.

O anel R %, G nem sempre ¢ associativo, como nos mostra (|5], Example 3.5). A
seguir, destacamos dois resultados que nos fornecem condicoes para que R *, G seja

um anel associativo, ver (|5], Proposition 4.3 e Corollary 3.4).

Teorema 1.3.2. Se (T,3) é uma a¢ao envolvente da ag¢ao parcial (R, ), entdo o
skew anel de grupo parcial R*, G estd mergulhado em T x5 G. Em particular, R*, G

¢ um anel associativo.
Por (|5], Example 3.5), temos que nem toda acao parcial admite agdo envolvente.

Teorema 1.3.3. Se R é um anel semiprimo entao o skew anel de grupo parcial Rx,G

¢ um anel associativo.

Neste caso, a associatividade de R x, GG independe da acao parcial a do grupo G

sobre o anel R.

1.4 Skew Anéis de Polindbmios Parciais

Nesta secao assumimos que R é um anel associativo com unidade 1. Consideramos

um grupo ciclico infinito G gerado por ¢ e uma agao parcial a = {a,i : S,-i — S,i}

20



de GG sobre R. Para facilitar a notacao, denotamos o ideal S, de R e o isomorfismo
Qgi @ Sy—i — S, simplesmente por S; e o; : S_; — 5;, respectivamente, para todo
1 € Z. Neste sentido, dizemos que a é uma acao parcial de Z sobre R. Maiores
detalhes do que abordaremos aqui podem ser encontrados em |[3].

O skew anel de grupo parcial R+, G pode ser identificado com o conjunto de todas

as somas formais finitas

m
E a; "

i=—n
onde a; € S;, para todo —n < i < m. A adicao neste anel é a adicao usual de

polinémios e a multiplicacao satisfaz
az'ba’ = a;(a_i(a)b)z™

para quaisquer elementos i, € Z, a € S; e b € S;. Neste caso, o skew anel de grupo
parcial R *, G ¢ denotado por R < x;a > e denominado skew anel de polinémios de
Laurent parcial.

Assumimos que cada ideal S;, i € Z, é gerado por um elemento idempotente
central de R, o qual denotamos por 1;. Desta maneira, (R,«) admite uma acdo
envolvente (7,0), onde ¢ : T' — T é um automorfismo de T' e, pelo Teorema 1.3.2,
temos que R < x;a > é um anel associativo.

Observamos que GG é um grupo infinito e, por isto, o anel 7" nao precisa, neces-
sariamente, ter uma unidade.

Além disto, o skew anel de grupo T x G pode ser identificado com o skew anel
de polinomios de Laurent T < x;0 >, com adicao definida como usualmente e a

multiplicacao satisfazendo a regra

az'by’ = ac'(b)x™I
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para quaisquer elementos a,b € T e i,j € Z. Assim, R < x;a > é um subanel de
T <x;0>.
Definimos o skew anel de polinémios parcial R[x;«] como o subanel de R < z;a >

cujos elementos sao os polinomios da forma

n
E a;z"
i=0

com a; € 5;, para todo 0 < i <n. A adicao neste anel é a adi¢ao usual de polinémios

e a multiplicacao satisfaz

cr'dr’ = a;(a_i(c)d)z"™

para quaisquer 7,7 > 0, ¢ € S; e d € S;. Notamos que R[zr,a] C T[z;0] e, em

particular, R[z,a] é um anel associativo.

1.5 Skew Anéis de Séries de Poténcias Parciais

Sejam 7" um anel associativo com unidade e ¢ : 7" — T um endomorfismo. O skew anel
de séries de poténcias, denotado por T'[[x; ¢]], pode ser identificado com o conjunto

de todas as séries da forma
[o@)
E a;z"
i=0

onde x é uma variavel e a; € T, para todo ¢ > 0. Neste anel, para quaisquer a;,b; € T,

a adicao e a multiplicacao satisfazem, respectivamente,

i a;xt + i bt = i(ai + b;) !
i=0 =0 =0

(Z aixi)(z biz") = Z c;xt
=0 i=0 i=0

onde ¢; = agb; + a1p(b;_1) + ... + a;0'(by), para todo i > 0.
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Desta forma, o skew anel de polinomios T'[x; ] é um subanel de T|[x; ¢]], con-
sistindo das séries com apenas um ndmero finito de coeficientes nao-nulos.

Consideramos um anel com unidade R e uma acao parcial a de Z sobre R que
admite envolvente (7, 0). O skew anel de séries de poténcias parcial, denotado por

R][[x; o], pode ser identificado com o conjunto das séries da forma

oo

E a; "

1=0

onde x é uma variavel e a; € 5;, para todo ¢ > 0. Neste anel, para quaisquer a;, b; € S;,

a adicao e a multiplicacao satisfazem, respectivamente

iaixi—k N bt = i(ai—l—bi)xi
i—0 i=0 i=0

(Z aixi)(z biz') = Z cix'
i=0 i=0 i=0

onde ¢; = agh; + aya1(bi—11_1) + ... + a;a;(bgl_;), para todo i > 0.
Desta forma, o skew anel de polinémios parcial R[z; ] é um subanel de R[[z; «]],

consistindo das séries com apenas um numero finito de coeficientes nao-nulos.

1.6 Alguns Resultados Conhecidos

O objetivo desta secao é destacar alguns resultados e defini¢oes ja conhecidos e que
foram utilizados no decorrer de nossos estudos. Iniciamos com algumas notas sobre
anéis quasi-duo. Sempre estaremos considerando anéis com unidade, a menos de

mencao em contrario.
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1.6.1 Anéis quasi-duo

Iniciamos esta secao com a definicao de anéis quasi-duo e, em seguida, apresentamos
alguns resultados sobre estes anéis que serao utilizados durante esta tese. Maiores
detalhes do que apresentamos aqui podem ser encontrados em [19] e [20].

Dizemos que um anel R é duo a direita se todo ideal a direita de R é um ideal
bilateral. Analogamente se define anel duo a esquerda. Dizemos que R é um anel
duo se R é um anel duo a direita e duo a esquerda. Exemplos de anéis duo podem

ser encontrados em [25].

Definicao 1.6.1. Dizemos que um anel R é quasi-duo a direita se todo ideal maxi-
mal & direita de R é um ideal bilateral. Analogamente, definimos anéis quasi-duo a
esquerda. Dizemos que R € um anel quasi-duo se R é um anel quasi-duo a direita e

quasi-duo a esquerda.

Por ([26], Proposition 2.1), o anel das matrizes triangulares superiores de ordem
n sobre um anel quasi-duo a direita é quasi-duo a direita.
Apresentamos, a seguir, um resultado geral que utilizaremos muitas vezes no

decorrer do trabalho, ver ([15], Corollary 2(v)).

Teorema 1.6.2. Seja h : R — S um homomorfismo sobrejetivo de anéis. Se R € um

anel quasi-duo o direita entao S € um anel quasi-duo @ direita.

Consideramos um anel R e um R-moédulo a direita M. O anulador de M em
R é definido por rgr(M) = {r € R : Mr = 0}. Dizemos que M ¢é um mddulo fiel
se rr(M) = 0. Dizemos que M é um mddulo simples se M # 0 e M nao admite
R-submodulos nao-triviais. Um anel R é dito primitivo & direita (respectivamente
a esquerda) se existe um R-modulo & direita (respectivamente a esquerda) simples e
fiel.

O proximo resultado nos fornece uma caracterizagao para anéis quasi-duo a direita,

ver ([19]).
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Teorema 1.6.3. Um anel R ¢ quasi-duo & direita se, e somente se, toda imagem

homomdrfica primitiva a direita de R € um anel de divisao.

Nos dois paragrafos que seguem e no Teorema 1.6.4, o anel R nao precisa, neces-
sariamente, ter unidade.

Um elemento x € R é quasi-reqular & direita se existe y € R tal que z+y+zy = 0.
Dizemos que R é um anel quasi-reqular a direita se todo elemento de R é quasi-regular
a direita. Um ideal a direita I de R (R nao precisa ser, necessariamente, um anel
quasi-regular a direita) é quasi-regular a direita se todo elemento de I é quasi-regular
a direita.

O radical de Jacobson de um anel R, denotado por J(R), é a uniao de todos os
ideais a direita quasi-regulares a direita de R. Dizemos que um ideal a direita V' de um
anel R é reqular se existe um elemento e € R, denominado uma unidade & esquerda
de V, tal que er —r € V, para todo r € R. Assim, temos a seguinte caracterizagao

do radical de Jacobson de um anel R, ver ([4], Lemma 54, pag. 95).
Teorema 1.6.4. O radical de Jacobson de um anel R € iqual a:
1. intersecao de todos os ideais mazrimais a direita requlares de R.
2. intersecao de todos o0s ideais mazrimais & esquerda requlares de R.
3. {x : xr é quasi-reqular & direita, para todo r € R}.
4. {x : rx € quasi-regular & esquerda, para todo r € R}.

Se R é um anel com unidade entao o radical de Jacobson de R é a intersecao de
todos os ideais maximais a direita de R. Equivalentemente, este radical também pode

ser caracterizado pelo conjunto

J(R)={re R:1g —ary € U(R), para quaisquer x,y € R} (1.1)
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onde U(R) é o conjunto das unidades do anel R. Em particular, J(R) é um ideal

bilateral de R. Para maiores detalhes, veja (|16, Section 4) e (|4], Chapter 4).

Lema 1.6.5. R ¢é um anel quasi-duo a direita se, e somente se, R/J(R) é um anel

quasi-duo a direita.

Para o proximo resultado, necessitamos da seguinte definigao, ver ([16], Definition

12.1, pag. 203).

Definigao 1.6.6. Sejam S, {S;|i € I} anéis ec : S — [[,c7 Si um homomorfismo
injetivo de anéis. Dizemos que € representa S como um produto subdireto dos anéis
Si, i € I, se cada uma das aplica¢oes S — S; (obtida pela composicao de € com as

projegoes nas coordenadas) € sobrejetiva.

Observamos que S pode ser representado como um produto subdireto dos anéis
{Si|i € I} se, e somente se, para todo i € Z existe um homomorfismo sobrejetivo de
anéis ; : S — 5; tal que (,.; kery; = 0.

Suponhamos que S é um produto subdireto dos anéis {S;|i € Z}. Entdo, por
(|17], Corollary 3.2(6)), S é um anel quasi-duo a direita se, e somente se, S; ¢ um
anel quasi-duo a direita, para todo i € 7.

Dizemos que um anel S é reduzido se S nao contém elementos nilpotentes nao-
nulos. Estas observacoes sdo necessarias para a prova do resultado a seguir, veja ([26],

Lemma 2.3).
Lema 1.6.7. Se R € um anel quasi-duo & direita, entao R/J(R) é um anel reduzido.

Dizemos que um ideal P de um anel R é completamente primo se R/P é um
dominio. Por ([16], Proposition 11.6, pag. 183), todo anel simples é um anel primitivo

a direita e a esquerda. Encerramos esta segao com a seguinte observagao.

Observacao 1.6.8. Todo ideal mazrimal o direita de um anel quasi-duo o direita é

um tdeal completamente primo.
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De fato, sejam R um anel quasi-duo a direita e M um ideal maximal a direita de
R. Por definicao, temos que M é um ideal bilateral de R. Entao R/M é um anel
simples e, em particular, primitivo. Além disto, pelo Teorema 1.6.2, R/M é um anel
quasi-duo & direita como imagem homomorfica de R. Pelo Teorema 1.6.3, temos que

R/M & um anel de divisao e, portanto, M é um ideal completamente primo de R.

1.6.2 Anéis Z-graduados

Nesta secao apresentamos alguns resultados sobre anéis Z-graduados que serao uti-
lizados nesta tese. Maiores detalhes do que abordaremos aqui podem ser encontrados
em [20].

Iniciamos com a definicao de anéis Z-graduados.

Defini¢ao 1.6.9. Dizemos que um anel L é Z-graduado se L = € __, L, é uma

nez
soma direta de subgrupos aditivos L, satisfazendo L,L,, C Ly, para quaisquer
m,n € Z. Se L,L,, = Ly, para quaisquer m,n € 7Z, entao L é denominado um

anel fortemente Z-graduado.

Seja o uma acao parcial de Z sobre um anel R. Observamos que os anéis

Rlz;a) = @ S’

i>0

R<za >:@Sixi

i€z

sao naturalmente Z-graduados. Assim, os resultados gerais obtidos para anéis Z-
graduados em |20] podem ser aplicados para R[z;a] e R < z;a >.

Seja L um anel Z-graduado. Dizemos que um ideal I do anel L é homogéneo se

I=8,.,(INL,). O seguinte resultado aparece em ([20], Theorem 1).

Teorema 1.6.10. Seja L um anel Z-graduado. As sequintes condigoes sao satisfeitas:
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1. J(L) é um ideal homogéneo.
2. Sel e Uo;énez L, entao 1+ 1 € invertivel se, e somente se, | é nilpotente.

Consideramos um anel Z-graduado L. Sejam A o conjunto de todos os ideais
maximais a direita M de L tais que L, € M, para algum n € Z nao-nulo, e B o
conjunto dos demais ideais maximais & direita de L. Definimos A(L) = (;c4 M e,

analogamente, B(L) = (,,;c5 M. Entao, o radical de Jacobson de L satisfaz

J(L) = A(L) N B(L).

Além disto, por (|20], Proposition 3), temos que

A(L)={le L;L,l C J(L), para todo 0 # n € Z} (1.2)

é um ideal bilateral de L.

1.6.3 Mobdulos distributivos e alguns tépicos relacionados

Os resultados apresentados nesta se¢ao sao importantes para o estudo que realizamos
sobre os skew anéis de séries de poténcias parciais. Maiores detalhes do que abor-
daremos aqui podem ser encontrados em (|24]).

Iniciamos com a defini¢do de modulo distributivo ([24], 2.3(1), pag. 33).

Definicao 1.6.11. Consideramos um anel R e um R-mddulo & direita M. Dizemos
que M é um mddulo distributivo se (N+P)NQ = (NNQ)+ (PNQ), para quaisquer
R-submaodulos N, P e () de M.

Dizemos que um anel R é distributivo a direita se R, como R-médulo a direita, é
um modulo distributivo. Equivalentemente, R ¢ um anel distributivo a direita se, para

quaisquer ideais a direita I, J ¢ K de R, temos que (/+J)NK = (INK)+ (JNK).

28



Analogamente se define anel distributivo a esquerda. Dizemos que R é um anel
distributivo se R ¢ um anel distributivo a direita e distributivo a esquerda.
A seguir, apresentamos uma caracterizacao para modulos distributivos ([24],

2.4(1 < 3), pag. 34).

Proposicao 1.6.12. Consideramos um anel R e um R-mddulo o direita M. Entao
M ¢ distributivo se, e somente se, para quaisquer m,n € M, existem a,b,c,d € R

tais que 1 = a+ b, ma = nc e nb = md.
A proxima defini¢ao aparece em (|24], 2.1, pag. 33).

Definicao 1.6.13. Sejam R um anel e M um R-mddulo a direita. Dizemos que M

¢ um mddulo de Bezout se cada submddulo finitamente gerado de M ¢é ciclico.

Proposicao 1.6.14. Sejam R um anel e M um R-mddulo a direita. Entao M é um
modulo de Bezout se, e somente se, para quaisquer m,n € M existem a,b,c,d € R

tais que m = (ma + nb)c e n = (ma + nb)d.

Dizemos que R é um anel de Bezout a direita se R, como R-mo6dulo a direita, é
um moédulo de Bezout. Equivalentemente, R ¢ um anel de Bezout a direita se todo
ideal & direita finitamente gerado de R é principal. Analogamente se define um anel
de Bezout & esquerda. Dizemos que R é um anel de Bezout se R ¢ um anel de Bezout

a direita e & esquerda. O proximo resultado aparece em (24|, 2.35, pag. 43).

Proposicao 1.6.15. Sejam R um anel quasi-duo & direita e M um R-mddulo a

direita qualquer. Se M é um mddulo de Bezout entao M é um mddulo distributivo.

Consideramos um anel R e um R-moédulo a direita F. Dizemos que E é um
modulo plano se, para cada monomorfismo de R-moédulos a esquerda u : M; — Mo,

o homomorfismo de grupos f : F ® M; — E ® M, definido por

fla®b) = (idg @u)(a®b) =a® u(b)
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é um monomorfismo.

A proxima proposigao aparece em (|24], 4.18, pag. 122).
Proposicao 1.6.16. Para um anel R, as sequintes condi¢oes sao equivalentes:
1. Todo submodulo de um R-mddulo a direita plano € plano.
2. Todo submdodulo de um R-modulo a esquerda plano € plano.
3. Todo ideal a direita de R € plano.
4. Todo ideal & esquerda de R € plano.
5. Todo ideal & direita de R finitamente gerado é plano.
6. Todo ideal & esquerda de R finitamente gerado é plano.
7. Para todo ideal o direita finitamente gerado E de R e para qualquer ideal @
esquerda finitamente gerado M de R, o homomorfismo natural de grupos

h:EQM— EM

definido por h(x ® y) = xy, € um isomorfismo.
O proximo resultado aparece em ([24], 4.21(2), pag. 124).

Proposicao 1.6.17. Se R ¢ um anel de Bezout a direita reduzido, entao todo sub-

mddulo (& esquerda ou a direita) de um R-mddulo plano é plano.
O proximo resultado aparece em ([24], 4.24(2), pag. 125).

Proposicao 1.6.18. Seja R um anel tal que todo ideal & direita de R gerado por
dois elementos € plano. Entao para quaisquer u,v,w € R tais que uv = vw, exristem

f,g9,h € R satisfazendo uf =vg e (1 — f)v = hw.
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Dizemos que um anel R é abeliano se todo elemento idempotente de R é um
elemento central de R. Um anel R ¢ von Neumann regular se, para todo a € R,
existe r € R tal que a = ara. Dizemos que R é um anel fortemente reqular se
a € a’R, para todo a € R. Ou seja, R é um anel fortemente regular se, para todo
a € R, existe r € R tal que a = a’r.

Claramente, todo anel fortemente regular é um anel reduzido. Além disto, a

imagem homomoérfica de um anel fortemente regular é um anel fortemente regular. O

seguinte resultado aparece em ([14], Theorem 3.5, pag. 28).

Lema 1.6.19. R é um anel fortemente regular se, e somente se, R é um anel abeliano

von Neumann regular.

Seja R um anel fortemente regular. Conforme ([14], Corollary 4.2, pag. 38), para
cada x € R existe uma unidade v € R tal que zux = x. Por isto, todo elemento
de um anel fortemente regular R pode ser escrito como um produto de uma unidade
de R e um elemento idempotente central de R. Em particular, segue que todo anel
fortemente regular ¢ um anel duo.

O proximo resultado aparece em ([24], 5.15, pag. 161).

Proposicao 1.6.20. Suponhamos que R é um anel tal que R/J(R) é um anel forte-
mente reqular. Seja M um R-mddulo a direita. Entao M €é um mddulo distributivo

se, e somente se, M é um modulo de Bezout.
A proxima definigao aparece em ([24], 4.84, pag. 150).

Definicao 1.6.21. Sejam R um anel e M um R-mddulo & direita. Dizemos que
M ¢ um modulo Ny-injetivo se, para qualquer ideal a direita B de R gerado por um
conjunto enumerdvel de elementos, todo homomorfismo Br — M pode ser estendido

a um homomorfismo Rr — M.

Neste sentido, dizemos que um anel R é Ngp-injetivo & direita se R, como R-

modulo a direita, € um modulo Ny-injetivo. Analogamente se define anel Ng-injetivo
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a esquerda. Dizemos que R é um anel Ng-injetivo se R é um anel Xg-injetivo a direita
e No-injetivo a esquerda.

Sejam R um anel e M um R-moédulo & direita. Conforme ([24], 4.87, pag.
152), dizemos que M é um modulo Ny-algebricamente compacto se todo sistema
L(aij,m;, M) com um nimero contavel de equagdes lineares

t(4)

O wjai; = mi}2,
=0

com coeficientes a;; € R, m; € M e com um niimero contdvel de incognitas {z;}32,
assumindo valores em M tal que todo subsistema finito deste sistema tem solucao,
entdao L(a;j, m;, M) tem solucdo em M.

Neste sentido, dizemos que um anel R é Ry-algebricamente compacto a direita se R,
como R-modulo a direita, ¢ um modulo Rp-algebricamente compacto. Analogamente
se define anel Np-algebricamente compacto & esquerda. Dizemos que R é um anel
Np-algebricamente compacto se R é um anel Ny-algebricamente compacto a direita e
Np-algebricamente compacto a esquerda.

A seguir, destacamos um resultado muito importante, que retne todas estas

defini¢oes mencionadas, ver ([24], 4.88, pag. 153).

Teorema 1.6.22. Para um anel fortemente reqular R, as sequintes condi¢oes sao

equivalentes:
1. R é um anel Ng-injetivo a esquerda.
2. R € um anel Ny-injetivo a direita.
3. R ¢ um anel Ny-algebricamente compacto & esquerda.
4. R é um anel Xg-algebricamente compacto a direita.
5. Para cada conjunto enumerdvel {e;}°, de elementos idempotentes centrais
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mutuamente ortogonais de R e para cada conjunto enumerdvel {a;}2, de ele-

mentos de R, existe um elemento b € R tal que be; = a;e;, para todo v > 0.

Seja R um anel fortemente regular. Pela Proposicao 1.6.22, temos que R é um
anel Np-injetivo a direita se, e somente se, R ¢ um anel Ny-injetivo a esquerda. Por
isto, quando R é um anel fortemente regular Ry-injetivo a direita (ou a esquerda),
diremos apenas que R ¢ um anel Ny-injetivo fortemente regular.

Analogamente, pela Proposicao 1.6.22, quando R é um anel fortemente regular
Np-algebricamente compacto a direita (ou a esquerda), diremos apenas que R é um

anel Ng-algebricamente compacto fortemente regular.
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Capitulo 2

Skew anéis de polinémios parciais e
skew anéis de polindmios de Laurent

parciais quasi-duo

Neste capitulo, salvo mencao em contrario, assumimos que « ¢ uma acao parcial de Z
sobre um anel R que admite envolvente (T, 0), onde o : T — T é um automorfismo.
Recordamos que, neste caso, cada ideal S; de R é gerado por um elemento idempotente
central 1; = 1z0%(1R).

Na primeira se¢ao estudamos condigoes necessarias e suficientes para que o skew
anel de polindmios parcial R[z;a] seja um anel quasi-duo & direita. Obtivemos, em
particular, uma descricao do radical de Jacobson de R[z;a].

Na segunda secao consideramos « uma agao parcial de tipo finito e abordamos
um estudo semelhante para o skew anel de polinémios de Laurent parcial R < z;a >,
obtendo condigoes necessarias e suficientes para que este anel seja quasi-duo a direita.
Novamente, obtivemos uma descricao do radical de Jacobson de R < z;a >.

Alguns resultados deste capitulo generalizam resultados que podem ser encontra-

dos em [19] e [20].
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2.1 Skew Anéis de Polindmios Parciais Quasi-duo

Recordamos que um anel R é quasi-duo & direita (respectivamente d esquerda) se
todo ideal maximal & direita (respectivamente a esquerda) de R ¢ um ideal bilateral.

Iniciamos esta se¢ao com o seguinte resultado.

Proposicao 2.1.1. Seja o uma acao parcial de Z sobre um anel R que admite en-
volvente (T,o). Entdo R € um anel quasi-duo a direita se, e somente se, T é um anel

quasi-duo a direita.

Demonstra¢ao. Suponhamos que 7' é um anel quasi-duo a direita e consideramos a
aplicacdo natural ¢ : T'— R definida por ¢(t) = t.1g, para todo t € T. Claramente ¢
¢ um homomorfismo sobrejetivo. Assim, pelo Teorema 1.6.2, R é um anel quasi-duo
a direita como imagem homomorfica de 7.

Reciprocamente, suponhamos que R é um anel quasi-duo a direita e seja M um
ideal maximal & direita de T. Entdo existe s € Z tal que M N o°(R) é um ideal
a direita proprio de o°(R). Seja L um ideal maximal a direita de o®(R) tal que

M no*(R) C L. Observamos que o conjunto
X :={teT:toc’(1g) € L}

é um ideal a direita de T. Como, por hipotese, 0°(R) ~ R é um anel quasi duo a direita
entao L é um ideal bilateral e, por isto, X ¢ um ideal bilateral de 7T". Finalmente, se
x € M, entdo zo®(1g) € M No*(R) C L, e segue que M C X. Por hipotese M ¢ um
ideal maximal a direita de T' e, por isto M = X é um ideal bilateral de T. Portanto

T é um anel quasi-duo a direita. O

O proximo resultado exibe condicoes necessarias e suficientes para que os anéis

R[z;a] e R < x;a > sejam comutativos.
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Proposicao 2.1.2. Consideramos « uma acdao parcial de 7 sobre um anel R que

admite envolvente (T, 0). As sequintes condi¢oes sao equivalentes:
1. R é um anel comutativo e o; = idg_,, para todo i € Z.
2. Rlx;a] é um anel comutativo.
3. R<z;a > € um anel comutativo.

Demonstragao. (1) = (2) Sejam R um anel comutativo e a; = idg_,, para todo i € Z.

Observamos que

e, por isto, 1, = 1_;, para todo i € Z.
Sejam a € S;, r € S e 1,7 > 0 elementos quaisquer. Entao, por hipotese, segue

que

ar'ry’ = ac;(rl_)x'™ =arl_ '™ = arlp? ™

= ard =rar™ = radax’

e, portanto, R[x;«a] é um anel comutativo.

(2) = (1) Seja R[z; o] um anel comutativo. Em particular, R C R[z;a] é um anel
comutativo.

Observamos que S_; = S;, para todo i € Z. De fato, seja a € S_;. Entao,
al;z’ = 1;2'a = a;(a)x’ e, por isto, a;(a) = al; € S_;. Assim a;(S_;) = S; C S_;.

Por outro lado, notamos que 1;2° = 1;21; = a;(1;1_;)2%, para todo i > 0. Desta

maneira 1; = o;(1;1_;) e, segue que

171' = a*i<1i) = a,l(ozl(lll,,)) = 11171 = 1,211

Assim S_; C S;.
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Logo,

ar' = Liz'a = ai(al_;) 2’ = oy(aly)z’ = ag(a)z’,

para quaisquer elementos a € S; e ¢ > 0 e, portanto, o; = idg_,, para todo i € Z.

A prova de (1) < (3) é similar ao caso (1) < (2). O

Consideramos um anel S e um automorfismo ¢ : S — S. Conforme [19], um

elemento a € S é chamado o-nilpotente se, para cada m > 1, existe n > 1 tal que

ac™(a)o®™(a)...c"(a) = 0.

Um subconjunto B C S é denominado o-nil se cada elemento de B é o-nilpotente.

Consideramos também o conjunto

N(S)={a€ S:3n>1;a0(a)...c"(a) = 0}.

A seguir, estendemos esta definicao para agoes parciais. Consideramos o uma agao

parcial de Z sobre um anel R que admite a¢ao envolvente (T, o).

Definicao 2.1.3. Um elemento a € R é chamado a-nilpotente se, para cada m > 1,

eriste n > 1 tal que

aam(al—m)a2m(al—Qm)“'anm(a’l—nm> = 0.

Um subconjunto I C R € denominado a-nil se cada elemento de I é a-nilpotente.

Para todo ¢ > 1, consideramos o conjunto

Ni(R) ={a € R:3In>1an;(al_;)...ap;(al_,;) =0}

e definamos N,(R) = Ni>1 NL(R).
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Para o anel T' temos, analogamente, que

NY(T)={a€T:3n>1,a0'(a)..c"(a) = 0}

para todo i > 1. Claramente, N(T) = NY(T) 2 N> NY(T).

Como R C T entao N!(R) C NY(T), para todo i > 1 e, por isto,

No(R) = N> NL(R) € M=t NY(T) € N(T).

De agora em diante, denotamos N, (T) = N> N(T).
Exemplo 2.1.4. Um caso em que NY(R) 2 N,(R) = N,(T) € N(T).

Sejam k& um corpo e T = ke; @ key @ kez, onde eq,es,e3 € T sao elementos
idempotentes centrais mutuamente ortogonais. Definamos o automorfismo o : T' — T
por o(e1) = eq, o(ez) = e3, o(e3) = ey e ol = idg.

Consideramos R = ke; @ ke, e a acao parcial a de Z sobre R definida como a

restricao de o, isto é,

S; = key,i =2(mod3)
Sj = k’€2,j = 1(m0d3)

S; = R,1=0(mod3)

e, ai(e1) = eq, an(es) = €1 e az = idp.

Observamos que e;o(e;) = 0 e, por isto, e¢; € N(T'), para todo ¢ = 1,2,3. Como
03 = idp entdao N3(T) = 0, para todo i > 1 e, deste modo, N,(T) = 0. Logo,
N,(T) & N(T).

Seja a = aje; + ases € N3(R) um elemento qualquer. Por definigao, existe n > 1
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tal que

0 = aas;i(a)...asim(a) = a" ™ = al e +aies.

Desta maneira, a; = as = 0 e, portanto, a = 0. Logo

No(R) = [\ Ni(R) = 0 = N,(T).

1>1

Observamos que, para todo r = aje; + ases € R,
rag(rey)as(res) =0

e, por isto, N}(R) = R. Logo, N,(R) C N1(R).

Sejam .S um anel, ¢ : S — S um automorfismo e [ um ideal de S. Dizemos que [
é um p-ideal de S se (1) C I. Se ¢(I) = I entao I é chamado um ideal p-invariante
de S.

Seja o uma acao parcial de Z sobre um anel R. Recordamos que um ideal / de R é
denominado um a-ideal se o;(INS_;) C INS;, paratodoi > 0. Se a;(INS_;) = INS,,
para todo i € Z, dizemos que I é um ideal a-invariante de R, ver Definicao 1.2.3. No

proximo resultado destacamos algumas propriedades de N, (R).
Lema 2.1.5. 1. N,(R) contém todo subconjunto a-nil de R.
2. N:(R) = NYT)N R, para todo i > 1. Em particular, No(R) = N,(T) N R.
3. No(R) é um subconjunto a-invariante de R.
Demonstracao. (1) Consideramos um subconjunto a-nil / C R e a € I um elemento

qualquer. Por definicao, para todo 7 > 1, existe n > 1 tal que

aai(al_i)a%(al_%)...am(al_m-) = 0.
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Assim, a € N;>1 N (R) = N,(R) e, portanto, I C N,(R).

(2) Seja a € N (R) um elemento qualquer. Por definigdo, existe n > 1 tal que

aci(al_y)...ani(al_p;) = ac'(a)...c™(a) = 0.

Logo a € NY(T) N R.
Por outro lado, seja a € N*(T) N R um elemento qualquer. Por defini¢ao, existe

n > 1 tal que

ac'(a)...0c™(a) = alpo'(alg)...1go™(alg) = aa;(al_;)...ani(al_,;) = 0.

Assim a € N (R) e, por isto, N:(R) = N‘(T) N R, para todo ¢ > 1. Portanto,

Na(R) = NisiNi(R) = (NisiN¥(T)) N R = N,(T) N R.

(3) Inicialmente mostraremos que N, (T") é um subconjunto o-invariante de 7'. De
fato, seja a € N,(T). Por definigao, a € N*(T'), para todo ¢ > 1. Entdo, para cada

i > 1, existe n > 1 tal que ao’(a)...c"(a) = 0. Assim,

o(ac'(a)...c"(a)) = o(a)o’(o(a))...c™(o(a)) = 0

o '(ac'(a)...0c"(a)) = o~ Ha)o' (7 (a))...c" (e (a)) = 0.

Desta maneira, o(a), o (a) € N*(T), para todo ¢ > 1. Logo,

No(T) = NizaNY(T) = Niz10(NY(T)) = o(Niz1N'(T)) = o(No(T))

e, portanto, pelo item (2), N,(R) = N,(7) N R é subconjunto a-invariante de R. [
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Seja L um anel com unidade. Recordamos que o radical de Jacobson de L, deno-
tado por J(L), é definido como a interse¢ao de todos os ideais maximais a direita de
L. Dizemos que L é um anel J-semisimples se J(L) = 0.

Mais geralmente, a defini¢ao de radical pode ser encontrada em [4]. O resultado

a seguir aparece em ([4], Teorema 48, pag. 125).

Proposicao 2.1.6. Para um radical rad, as sequintes condi¢oes sao equivalentes:
1. Se I é um ideal de L e L = rad(L) entdo I = rad(I).
2. Para todo anel L e todo ideal I de L temos que rad(l) = I Nrad(L).

Dizemos que um radical é hereditdrio se satisfazer a uma das equivaléncias acima
descritas. Conforme ([13], pag. 45), o radical de Jacobson de um anel L é um
radical hereditdrio. Entao, por ([18], Proposicao 2.3.10, pag. 50), J(R) é um ideal
a-invariante de R, independentemente da acao parcial o de Z sobre o anel R.

Desta maneira, se a é uma acgao parcial de Z sobre um anel R que admite envol-

vente (T, 0), entao o radical de Jacobson de R satisfaz
J(R)=J(T)NR. (2.1)

Os radicais de Jacobson dos skew anéis de polinémios e skew anéis de polinémios de
Laurent foram completamente descritos em (|2], Theorem 3.1). A seguir, destacamos

resultados similares obtidos para R[x;a] e R < x;a >.

Proposicao 2.1.7. Seja a uma ac¢ao parcial de Z, sobre um anel R que admite acao
envolvente (T, c). Entdo existem ideais c-nil, a-invariantes K C J(R) e I de R tais

que

J(Rlzial) = J(R)NI+) (S;nI)a! (2.2)

i>1

41



JR<z;a>) = K<z;a>.
Demonstragao. Por ([12], Proposition 6.1), temos que
JR<z;a>)=JT <z;0>NR<z;00 >

e, analogamente, J(R[z;a]) = J(T[z;0]) N Rx; a.

Além disto, por (|2], Theorem 3.1), obtemos que

JT <z;0>) = L<uz;0>

J(T[z;0]) = MNOJ(T)+ M[z; o]z

onde L C J(T) e M sao ideais o-nil o-invariantes de 7.

Desta maneira, pela igualdade 2.1, temos que

J(Rlz;a]) = J(Tlx;0]) N Rlz; o
= (MnJ(T)+ M|z;olx) N R[x; o

= (MNR)NJ(T)+ ) (MNR)N Sz’

i>1

= (MNR)NJ(R)+ > _(MNR)NS)a"

i>1

Consideramos I = M N R ideal a-nil a-invariante de R tal que

J(Rlz;o]) = J(R)NT+ > (S;N 1)’

i>1
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Analogamente,

JR<zya>) = JT<z0>NR<z;00>
= L<zjo>NR<x;a0>

= (LNR)<z;a>.

Observamos que, pela igualdade 2.1, LN R C J(T) N R = J(R). Desta maneira,

consideramos K = L N R ideal a-nil a-invariante de R, contido em J(R), tal que

JR<z;a>=K<z;00 >.

Observamos que

Rlz;a) = @ S’

i>0
¢ um anel naturalmente Z-graduado. Isto nos permite aplicarmos os resultados e
métodos desenvolvidos em [20] para o anel R[z;a].

Sejam A o conjunto de todos os ideais maximais a direita M de R|x;a] tais que
S;zt ¢ M, para algum i > 1, e B o conjunto dos demais ideais maximais a direita
de R[z;a]. Consideramos A(R[z;a]) = (yea M e, analogamente, B(R[r;a]) =

Nyes M. Pela igualdade 1.2, temos que
A(R[z;a]) = {f € Rlx;a]; fSiz" C J(R[x;a]),Vi > 1} (2.4)
¢ um ideal bilateral de R[x;a]. Além disto, o radical de Jacobson de R[z;«] satisfaz

J(Rlz;0]) = A(R[z; o]) N B(R[z; a]).
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O proximo lema descreve precisamente os elementos de B(R[z;«]), no caso em

que R[z;a] é um anel quasi-duo a direita.

Lema 2.1.8. Seja R[x;a] um anel quasi-duo & direita. Um ideal mazimal a direita
M € B se, e somente se, M = (MNR)+3",-, Six’, onde MO R ¢ um ideal mazimal

a direita de R. Em particular,

B(R[z;a]) = J(R)+ ) _ Sia'.
i>1

Demonstra¢ao. Suponhamos que R[x;a] é um anel quasi-duo & direita. Por ([20],
Theorem 5), temos que R é um anel quasi-duo a direita. Assim, por defini¢ao, todo
ideal maximal a direita de R é um ideal bilateral.

Sejam M € Be f =", fiz" € M elementos quaisquer. Como S;z* C M, para
todo i > 1, entao fo = f — Y1, fir' € M N R. Assim, f € (M NR)+ 3., Sia' e,
portanto, M € (M N R) 437, Siz’.

Claramente (M N R) + 3., Siz’ € M, para todo M € B e, portanto,

M=(MNR)+Y  Sa'
i>1

Como Rz;a]/M ~ R/(M N R) é um anel simples, entdo M N R ¢ um ideal maximal
de R.

Reciprocamente, seja M = (M NR)+ >, S;xt, onde M N R é um ideal maximal
de R. Claramente S;z* C M, para todo i > 1. Além disto, R[z;a]/M ~ R/(M N R)
¢ um anel simples e, por isto, M € B.

Mostraremos agora que B(R[z;a]) = J(R)+ 3,5, Siz’. Seja N um ideal maximal

de R. Entao M = N 4 3., Siz’ € B e, portanto,

M=N+Y"Sa'=MNR+Y_ Sa'

i>1 i>1
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Deste modo N = M N R e, assim,

B(Rlz;a))= (| M= [V (MNR)+> Sa'=JR)+)_ Sia'.

MeB MeB 1>1 i>1

]

A partir de agora estudaremos algumas propriedades que nos serao tteis para
a descricdo do radical de Jacobson de R[z;a], no caso em que R[zr;a] é um anel
quasi-duo & direita.

Inicialmente, destacamos um exemplo em que R[z; ] é um anel quasi-duo a direita
mas, o skew anel de polinémios T'[z; 0] ndo é um anel quasi-duo a direita. Isto nos
garante que o estudo dos skew anéis de polinémios parciais quasi-duo a direita nao é

uma generaliza¢ao imediata do caso global.

Exemplo 2.1.9. R[z;a] € um anel quasi-duo a direita e, no entanto, T|x; 0| ndo €

um anel quasi-duo a direita.

Sejam k um corpo e T = ke; @ key @ kez, onde eq,eq,e3 € T sao elementos
idempotentes centrais mutuamente ortogonais. Definamos o automorfismoo : T — T
por a(ey) = eq, o(ez) = e3, o(e3) = ey e ol = idg.

Consideramos R = ke; e a acao parcial « de Z sobre R definida por: S; = R e
a; = idp, para todo ¢ = 0(mod3); S; = 0 e o; = 0, nos demais casos. Entao, sob estas
condigoes, R[z;a] = P, ke;x® & um anel comutativo e, em particular, quasi-duo a
direita.

Observamos que e;0(e;) = 0, para todo ¢ € {1,2,3}. Além disto,
(61 -+ 62)0’(61 + 62)0’2(61 + 62) = (61 —+ €2>(62 + 63)(63 -+ 61) =0

e, por isto, eq,es,e3,e; + ex € N(T). Como 1y = e; +ex+e3 ¢ N(T), entdo N(T)

nao é um ideal de T" e, por (|19], Proposition 2.3), temos que T'[z; o] ndo é um anel
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quasi-duo a direita.

Antes de prosseguirmos, faremos a seguinte observacao.

Observacao 2.1.10. Seja o uma acgao parcial de 7. sobre um anel R que admite

envolvente (T, o). Notamos que, para quaisquer a € R e i € Z,

aci(alil_y)) = ac'(alro'(1g)o " (1g)) = ac'(a)o®(15)1R

= CLlRO'i(CL)lRO'%(lR) = a,Oéi<CL1_i>127;.

Nosso proximo resultado fornece uma descri¢ao de N,(R), quando R[x;a] é um

anel quasi-duo a direita.

Lema 2.1.11. Se R[x;a] é um anel quasi-duo & direita entao

No(R) = A(R[z;a]) "R ={a € R:al;x" € J(R[z;a]),Vi > 1}

¢ um ideal a-invariante de R.

Demonstragao. Seja a € N,(R) um elemento qualquer. Por definicdo, para cada

i > 1, existe n > 1 tal que ac;(al_;)...ay;(al_p;) = 0. Consideramos o elemento

u = al;x' + J(R[z;a]) € R[z;a]/J(R[x;al).

Entao,

u" = (a1l 4+ J(R[z; a)) = aag(al_y)...omi(al )z 4+ J(R[z;a]) = 0.

Pelo Lema 1.6.7, temos que R[x;a]/J(R[z;a]) é um anel reduzido e, por isto, u = 0.
Assim, al;x® € J(R[x;al), para todo i > 1 e, pela igualdade 2.4, segue que a €
A(R[z;a]) N R.
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Por outro lado, consideramos um elemento a € A(R|x;a]) N R qualquer. Entao,
pela igualdade 2.4, temos que al;z’ € J(R|x;ql]), para todo i > 1. Pela Proposigao

2.1.7, existe um ideal a-nil a-invariante I de R tal que

J(Rlz;o]) = J(R)NI + > (Sin 1)z’

1>1

e, por isto, al; € I, para todo ¢ > 1. Deste modo, al; é um elemento a-nilpotente e,

por definicao, para cada ¢ > 1 existe n > 1 tal que
aloi(alil ) ag(al;l_gp)...apmi(alil ;) = 0.

Pela Observacao 2.1.10, temos que

aljoi(alil_g)agi(alil_g)...opi(alil ;) = acy(al_;)agi(al_g)...ani(al_pi) 11y

e entdo, ac;(al_;)ag(al_g)...amiryi(al_ny1;) = 0. Logo a € N.(R), para todo
i > 1e, poristo, a € No(R).
Como A(R[z;a]) é um ideal bilateral de R[z;«] entdo, pelo Lema 2.1.5, temos

que N,(R) = A(R[z;a]) N R é um ideal a-invariante de R. O

Ja observamos que o radical de Jacobson de R|x;a], denotado por J(R[z;a]),
satisfaz

J(R[z;a]) = A(R[z; o]) N B(Rx; o).

Seja I um ideal a-invariante de R. Definimos I[z;a] = @,5,(I N S;)z*. Nao é
dificil ver que I[z;a] é um ideal de R[z;«]. No proximo resultado, obtemos uma

descrigao para N,(R)[z;al, no caso em que R[x;a] é um anel quasi-duo a direita.
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Corolario 2.1.12. Se R[z;a| € um anel quasi-duo & direita entao
J(Rlz;a]) € No(R)[z; o] = A(R[z; o).
Demonstra¢ao. Claramente
J(Rlz; a]) = A(R[z; o]) N B(R[z; a]) € A(R[z; a]).

Mostraremos que N, (R)[z;a] = A(R[z;a]). De fato, seja f = > jaz’ €
No(R)[z; @] um elemento qualquer, com a; € N,(R) N S;, para todo 0 < i < n. Pelo
Lema 2.1.11, temos que a; € A(R[x;a]) N S;, para todo 0 < i < n. Como A(R[z;al)
é um ideal bilateral de R[x;a] entdo f € A(R[x;al). Logo Ny(R)[z; o] C A(R[z; o).

Por outro lado, seja f = > ja;z" € A(R[z;a]) um elemento qualquer. Pela
igualdade 2.4, temos que f1;2' € J(R[z;a]), para todo i > 1. Pelo Teorema 1.6.10,
J(R[z;a]) ¢ um ideal homogéneo de R[z;a| e, portanto, ag € A(R[x;a]). Desta

maneira, pelo Lema 2.1.11, temos que ay € N,(R) e, além disto,

Zaixi = f—a € A(R[z;a]) N B(R[x;a]) = J(R[z; o).

=1

Pela Proposicao 2.1.6, temos que a; € I ideal a-nil de R, para todo 1 <7 < n. Logo,
pelo Lema 2.1.5(1), segue que a; € N,(R), para todo 1 < ¢ < n. Consequentemente,
f € No(R)[z; a. O

Recordamos que um anel S é um produto subdireto dos anéis {S;|i € Z} se, e
somente se, para todo ¢ € 7 existe um homomorfismo sobrejetivo de anéis ; : S — 5;
tal que [,z kery; = 0, ver ([16], Definition 12.1, pag. 203).

Nosso proximo resultado generaliza o que aparece em ([19], Lemma 3.2).

Lema 2.1.13. Sejam o uma acao parcial de Z sobre um anel R e U C 'V ideais

bilaterais de R tais que V é a-invariante. Entao U + Y .., (V N S;)z" € um ideal
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bilateral de R[z;a] e Rlz;al/(U +30,5,(V N S;)a’) € um anel quasi-duo 4 direita se,

e somente se, R/U e Rlx;a]/V[x;a] sdo anéis quasi-duo a direita.

Demonstragao. Claramente U 437, (V N S;)x* é um ideal bilateral de R[z;a].
Como V' é um ideal a-invariante de R, entdao « induz uma acado parcial @ de 7Z
sobre R/V, ver Se¢do 1.2.2.
Definamos o isomorfismo de anéis ¢ : (R/V)[z;a] — Rz;a]/V]z;a] por

V(O (i + V)at) =y riat + Viz; o], E facil ver que

U+ Sa'|NVizie] =U+ Y (VNS (2.5)

i>1 i>1

Definamos o homomorfismo sobrejetivo de anéis

¢ : Rlz;al/(U+) (VN S)a') —» R/U+ D S’

i>1 i>1
por
(> ' + U+ (VN S)a') = (ag+U)+ > (a;+ V),
=0 1>1 i=1

onde S; = (S; +V)/V ~ S;/(V NS;), para todo i € Z. Observamos que ¢ ¢ uma

aplicacao injetora. De fato, seja

n

f= Z a;x’ + (U + Z(V NS;)x') € kerep.
i=0 i>1
Entdo ¢(f) = (ag+U) + > (a; + V)z! = 0 e, segue que, ag € U e a; € V N .S;, para
todo 1 < i < n. Desta maneira, f = Y7 ja;z" + (U + Y5, (V N S;)a’)) = 0.
Assim,

Rlz;al/(U+> (VN S)a') ~ R/U+ Y S

i>1 i>1

49



Consideramos os homomorfismos de anéis

Y1 ¢ Rlz;o] /(U + ) (VN S)a') — R/U

i>1

o ¢ Rlz;o] /(U + ) (VN S)a') — (R/V)[x;al.

i>1
E facil ver que

kery = (U+ Y Sia') /(U + Y (VNS

i>1 i>1

keriy = Vix;al /(U + Z(V N .S;)z").

i>1

Da igualdade 2.5, obtemos que

keryn Nkervs = (U + Z Sy /(U + Z(V NSz NViz;al /(U + Z(V N S;)zt)

i>1 i>1 i>1
= (U+)_ S )nViz;a)/(U+ D (VNS)z') =0.
i>1 i>1

Desta forma, R[z;al/(U + >7,51(V N S;)x') é um produto subdireto de R/U
e (R/V)[x;a] ~ Rlz;a]/V]zr;a]. Entao, por ([17], Corollary 3.6(2)), temos que
Rlz;a]/(U 43,5, (V N S;)a’) & um anel quasi-duo a direita se, e somente se, R/U e

Rlz; o] /V|x; o] sao anéis quasi-duo a direita. O

Agora estamos em condicbes de provar nosso principal resultado, o qual generaliza

(]20], Corollary 9).

Teorema 2.1.14. R[x;a] € um anel quasi-duo & direita se, e somente se, R é um
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anel quasi-duo & direita, No(R) é um ideal a-invariante de R,

J(R[z;a]) = J(R) N Na(R) + > (Na(R) N S;)a’

i>1
e (R/Nu(R))[x; @] € um anel comutativo, onde & € a ac¢ao parcial induzida por o em

R/N.(R).

Demonstra¢ao. Suponhamos que R[x;«] é um anel quasi-duo a direita. Pelo Lema
2.1.11, temos que N,(R) é um ideal a-invariante de R. Desta forma, podemos con-
siderar a acdo parcial @ induzida por a em R/N,(R), ver Secao 1.2.2. Pelo Corolario

2.1.12, temos que
Rlz; o] | A(R[z; o) = Rlz; o] /(Na(R))[z; o] = (R/Na(R))[z; .

Como R|x;a] é um anel Z-graduado entao, por ([20], Theorem 5), temos que R
é um anel quasi-duo a direita e (R/N,(R))[z;a] é um anel comutativo. Pelo Lema

2.1.8, segue que

J(R[z;a]) = A(R[z;0]) N B(R[z;0]) = J(R) N No(R) + > _(Na(R) N Sy)a'.

i>1

Reciprocamente, suponhamos que o radical de Jacobson de R[z;«] satisfaz

J(R[z;a]) = J(R) N Na(R) + > (Na(R) N Sy)a

i>1

Consideramos U = J(R)N N, (R) e V = N,(R) ideais de R tais que U C V e V & um
ideal a-invariante. Pelo Lema 1.6.2, R/U é um anel quasi-duo a direita como imagem

homomorfica de R. Além disto, por hipotese,

Rl; ol [V]x; o] = Rla; o /(Na(R)[z; a]) ~ (R/Na(R))[z; @]
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¢ um anel comutativo e, em particular, quasi-duo a direita. Assim, pelo Lema 2.1.13,

Rlz;a]/J(Rlz;0]) = Rlz;0] /(U + > (VN Sz
i>1
¢ um anel quasi-duo a direita. Portanto, pelo Lema 1.6.5, temos que R[x;a] é um

anel quasi-duo a direita. O

2.2 Skew Anéis de Polindmios de Laurent Parciais
Quasi-duo

Nesta secao consideramos « uma acao parcial de tipo finito de Z sobre um anel
com unidade R que admite envolvente (T,0). Exibiremos condi¢bes necessérias e
suficientes para que o skew anel de polinomios de Laurent parcial R < z;a > seja
um anel quasi-duo a direita. Obtivemos, em particular, uma descricao completa do
radical de Jacobson de R < x;a >.

Como na segdo anterior, sejam A o conjunto dos ideais maximais a direita M de
R < x;a > tais que 1,2 ¢ M, para algum n € Z ndo-nulo, e B o conjunto dos demais
ideais maximais a direita de R < x;a >. Consideramos A(R < ;0 >) = [ ,ea M
e, analogamente, B(R < x;a >) = (5 M.

Como R < x; > é um anel Z-graduado entao, pela igualdade 1.2, temos que
AR<za>)={fe R<z;a> fliz' € J(R < x;a>), para todo 0 #i€Z} (2.6)

¢ um ideal bilateral de R < x;a >. Além disto, o radical de Jacobson de R < z;a >

satisfaz a igualdade

JR<zya>)=AR<z;a>NBR<x;a >).
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Nosso primeiro resultado destaca que os ideais maximais a direita que pertencem
ao conjunto B nao exercem influéncia na determinacao do radical de Jacobson de
R < x;a >, no caso em que R < x;a > é um anel quasi-duo a direita e o é uma agao
parcial de tipo finito. Usaremos este resultado varias vezes no decorrer desta sec¢ao,

mesmo sem fazer referéncia a ele.

Lema 2.2.1. Seja o uma acao parcial de tipo finito de Z sobre um anel R que admite

envolvente (T, o). Se R < x;a > € um anel quasi-duo a direita entao B = ().

Demonstracao. Suponhamos que existe um ideal maximal & direita I € B. Por
hipotese, R < x;a > é um anel quasi-duo a direita e, por isto, I é um ideal bi-

lateral de R < z;a > tal que

17#0

onde I N R é um ideal de R que contém S;, para todo i # 0. De fato, notamos que

1,2t € I, para todo i # 0 e, por isto,
1i$i1_i$_i = 11 celINR.

Conforme observamos na Secao 1.2.4,

=1 i=1

e, portanto, I = R < x;a >, o que é uma contradicao. Logo B = (). O

Desta maneira, se R < x; > é um anel quasi-duo a direita entao o radical de

Jacobson de R < z;a > satisfaz a igualdade
JR<z;a>)=AR<z;a>)NBR<z;00>) = AR < x;00 >). (2.7)
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Antes de prosseguirmos, faremos uma observagao.

Observacao 2.2.2. Sejam R < x;a > um anel quasi-duo a direita e M um ideal
mazimal & direita de R < x; > tal que 1,27 ¢ M, para algum 0 # j € Z. Entao,

1_jZL’7j ¢ M.

De fato, por hipétese, M é um ideal maximal bilateral de R < x;«a >. Assim, se
1_jz79 € M entao 1_jz71;27 = 1_; € M e, desta maneira, 1;27 = 1,291_; € M, o
que contradiz a hipotese inicial.

Agora estamos em condigoes de fornecer uma descri¢ido precisa do radical de Ja-

cobson de R < x;a >, no caso em que R < x;a > é um anel quasi-duo a direita.

Proposigao 2.2.3. Se R < z;a > € um anel quasi-duo o direita entao

J(R<z;a>)=Ny(R) <zya0 >

Em particular, No(R) é um ideal a-invariante de R.

Demonstracao. Mostraremos que

No(R)=J(R<z;a>)NR.

De fato, seja 1 € No(R) = [\, Ni(R). Por defini¢do, para cada i > 1, existe n > 1

tal que ra;(rl_;)...ani(rl_,;) = 0. Assim, nao ¢é dificil ver que r1;2° € R < z;a > e

rligt =rlg' + J(R<z,a>)€R<z;a> /J(R<z;00 >)

sdo elementos nilpotentes. Pelo Lema 1.6.7, R < z;a > /J(R < z;a >) é um anel
reduzido e, segue que, rl;z° € J(R < x;a >), para todo ¢ > 1. Em particular

rl;xt € M, para todo ideal M € A.
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Pela Observacao 1.6.8, cada ideal M € A é um ideal completamente primo de
R < x;a > que nao contém 1,,2™, para algum m > 1. Assim r € M, para todo

M € A e, por isto,

re((M)NnR=AR<zia>)NR=JR<z0>)NR
MeA

Logo, No(R) C J(R < z;a0 >) N R.

Por outro lado, seja a € J(R < x;« >)NR um elemento qualquer. Pela Proposigao
2.1.7, temos que a € J(R < z;a >) = K < z;a >, onde K é um ideal a-nil a-
invariante de R. Desta maneira, pelo Lema 2.1.5(1), segue que a € K C N,(R) e,
portanto, J(R < z;a >) N R C N,(R).

Em particular, pelo Lema 2.1.5(3), temos que N,(R) é um ideal a-invariante de
R tal que

Nuo(R) < z;a0 >C J(R < x;00 >).

Finalmente, mostraremos que J(R < z;a >) C N,(R) < z;a > . Consideramos
f=>1,ar" € J(R < x;a >) um elemento qualquer. Por ([20], Theorem 1(i)),
J(R < x; >) é um ideal homogéneo de R < x;a > e, assim q;z° € J(R < x;a >),

para todo p <1 < q. Logo,
a;x'l o' =a; € J(R< z;0>)N R = N,(R)
e, por isto, f € N,(R) < z;a > . Portanto, pela igualdade 2.7,
AR<z;a>)=J(R<z;a>)=No(R) <z;00 > .

]

Agora estamos em condicoes de provar o principal resultado desta secdo, o qual
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generaliza (|20], Corollary 10).
Teorema 2.2.4. R < x;a > é um anel quasi-duo & direita se, e somente se, N, (R)
€ um tdeal a-invariante de R,

J(R<zya>)=Nyo(R) < z;a >
e (R/Ny(R)) < x;& > € um anel comutativo, onde @ € a agdo parcial induzida por o
em R/Ny(R).

Demonstracao. Suponhamos que R < z; > é um anel quasi-duo a direita. Pela
Proposi¢ao 2.2.3, N,(R) ¢ um ideal a-invariante de R tal que J(R < z;a0 >) =

No(R) < z;a >. Logo, por (|20], Theorem 5),

R<zia>JAR<z;a>)=R<z;a>/J(R<z;a>)~(R/NyR)) < z;a >

¢ um anel comutativo, onde @ ¢ a a¢do parcial induzida por o em R/N,(R).
Reciprocamente, suponhamos que N,(R) é um ideal a-invariante de R. Por

hipotese, temos que

(R/Ny(R)) < mja >~ R<z;a> /[Ny(R) <z;a>=R<x;a>/J(R<x;00 >)

¢ um anel comutativo e, em particular, quasi-duo a direita. Portanto, pelo Lema

1.6.5, segue que R < z;a > é um anel quasi-duo a direita. O

Destacamos que o estudo realizado nesta se¢ao, para o caso em que « é apenas uma

acao parcial de Z sobre um anel R, permanece em aberto, mas esta sendo estudado.
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Capitulo 3

Skew anéis de séries de poténcias

parciais

Sejam S um anel e 0 : S — S um endomorfismo. Em [21], os autores exibiram
condicoes necessarias e suficientes para que o skew anel de séries de poténcias S[[x; o]]
seja um anel de Bezout a direita e duo a direita. Em particular, eles provaram que

as seguintes condi¢oes sao equivalentes:
(i) S[[z;0]] ¢ um anel de Bezout a direita e duo a direita.
(ii) S[[z;0o]] é um anel distributivo a direita e reduzido.

(iii) S[[z;0]] € um anel duo a direita e todo submodulo de um S[[z; o]]-médulo plano

é plano.

(iv) S é um anel Ny-injetivo fortemente regular e o é uma aplicagao bijetiva tal que

o(e) = e, para todo elemento idempotente e € S.

Neste capitulo, salvo mencao em contrario, assumimos que « é uma acao parcial
de Z sobre um anel com unidade R que admite envolvente (7', o), onde 0 : T'— T &

um automorfismo.
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O objetivo deste capitulo é estabelecer uma caracterizacao semelhante a obtida
em (|21], Theorem 1.6 e Corollary 3.1) para o skew anel de séries de poténcias parcial
R|[x; o]. Na primeira se¢ao destacamos varios resultados que sdo pré-requisitos para
a prova dos principais resultados deste capitulo. Em sua maioria, estes resultados
generalizam alguns resultados que constam em (|24], Sections 6.4 e 6.5).

Na segunda secao estudamos condigcoes necessarias e suficientes sobre o anel R e
a agao parcial a para que o skew anel de séries de poténcias parcial R|[[z; ] seja um

anel de Bezout a direita e duo a direita.

3.1 Alguns Resultados Preliminares

Recordamos que um anel S é reduzido se S nao contém elementos nilpotentes nao-
nulos. Sejam X C S um subconjunto nao-vazio e rg(X) = {a € S : Xa = 0} o
conjunto dos elementos de S que anulam X pela direita, denominado anulador a
direita de X. Claramente, rg(X) ¢ um ideal a direita de S. Analogamente se define
o anulador a esquerda [g(X) de X.

A seguir destacamos um resultado que aparece em (|24, 1.35(2), pag. 14).

Lema 3.1.1. Se S é um anel reduzido entdo rs(a) = lg(a) é um ideal bilateral de S,

para todo a € S.

Seja S um anel. Um endomorfismo ¢ : S — S é denominado rigido se ap(a) # 0,

para todo a € S nao-nulo. A seguir, estendemos esta definicao para o caso parcial.

Definicao 3.1.2. Dizemos que uma ac¢ao parcial o de Z sobre um anel R € parcial-

mente a-rigida se ac;(a.1_;) # 0, para quaisquer a € S; ndo-nulo e j € Z.
Nosso primeiro resultado generaliza o que aparece em (|24], 6.52, pag. 209).

Lema 3.1.3. Para os anéis A = R[[z;a]] e S = R[z;al, as sequintes afirmag¢des sio

equivalentes:
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1. A € um anel reduzido.
2. S ¢ um anel reduzido.
3. « é uma ac¢ao parcialmente a-rigida.

Demonstracao. (1) = (2) Se A é um anel reduzido entao S C A é um anel reduzido.

(2) = (3) Se S ¢ um anel reduzido entdo R C S é um anel reduzido.

Seja a € S, tal que aa,(a.1_,) = 0, para algum n > 0. Assim, (az")?> = 0 e, por
hipotese, ax™ = 0. Logo a = 0.

Pelo Lema 3.1.1, segue que ay(a.1_,)a # 0, para quaisquer a € S,, ndo-nulo e
n > 0. Desta maneira, ac,(a.1_,) # 0, para quaisquer a € S, ndo-nulo e n € Z e,
portanto, o ¢ uma acao parcialmente a-rigida.

(3) = (1) Suponhamos que « é uma acao parcialmente a-rigida. Por definigao,
aop(al_,) # 0, para quaisquer a € S, ndo-nulo e n € Z. Claramente, R é um anel
reduzido.

Seja [ =3, 50 fur" € A, com f, € S, para todo n > 0, tal que

=Y fia(fi19)a" = 0.
n>0 i4+j=n
Deste modo f¢ = 0 e, como R ¢ um anel reduzido, entdo fo = 0. Por hipotese de
inducao suponhamos que f; = 0, para todo 7 < m. Observamos que, por hipotese de

inducao, o coeficiente do termo de grau 2m de f? satisfaz

Z fiai(fjlfi) = f0f2m+---+fmam(fm17m)+---+f2m042m(f0172m)

i4+j=2m
= fmam<fml—m) =0

de onde segue que f,, = 0. Por inducao, temos que f, = 0, para todo n > 0 e,

portanto, f = 0. O
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Recordamos que um anel S é fortemente reqular se para todo a € S, existe r € S

tal que a = a®r. A seguir, estendemos esta definicdo para acoes parciais.

Definicao 3.1.4. Seja a uma agao parcial de Z sobre um anel R. Dizemos que R é
um anel o-fortemente regular se, para quaisquer a € R e j # 0, existe b; € R tal que

aj(al_j) = aj(al_;)*b;.

No proximo resultado exibimos uma condi¢ao necessaria e suficiente para que R

seja um anel a-fortemente regular.

Lema 3.1.5. R € um anel a-fortemente regular se, e somente se, Sy € um anel

fortemente regular, para todo k # 0.

Demonstra¢ao. Suponhamos que R é um anel a-fortemente regular e seja a € S,
com k # 0. Por definicao, para qualquer j # 0, existe b; € R tal que a;(al_;) =
a;(al_;)?b;. Em particular, para j = —k, temos que a_j(a) = a_g(a)*b_;. Deste

modo,

a = apla_g(a)) = arla_(a)*v_p) = a®ar(b_r1_x)

e, segue que Sy é um anel fortemente regular, para todo k # 0.
Reciprocamente, suponhamos que S, é um anel fortemente regular, para todo
k # 0. Seja a € R um elemento qualquer. Entao al_, € S_; e, por defini¢do, existe

be S tal que al_;, = (al_g)*b. Assim,

ar(al_p) = ap((al_p)?b) = aglal_y)?ak(b).

Logo, R é um anel a-fortemente regular. O

Dizemos que um anel S é semicomutativo se o anulador & direita (ou a esquerda)
de cada elemento de S é um ideal bilateral. Equivalentemente, S é um anel semi-

comutativo se, para quaisquer a,b € S tais que ab = 0, temos que aSb = 0. Antes
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de prosseguirmos faremos algumas observagoes que serao utilizadas no decorrer desta
tese, mesmo sem fazer referéncia a elas.

Se S é um anel duo a direita entao, claramente, S ¢ um anel quasi-duo a direita
e semicomutativo.

Suponhamos que S seja um anel semicomutativo. Em particular, por definicao,
temos que rg(e) e rg(1—e) sao ideais bilaterais de S, para todo elemento idempotente
e€ S. Logo, r(1 —e) €rg(e) ere € rs(1 —e) e, por isto, er(1 —e) = (1 —e)re = 0.
Ou seja, er = ere = re e, portanto, S é um anel abeliano.

Seja S um anel reduzido e consideramos a,b € S tais que ab = 0. Logo (ba)? =0

e, por hipotese, segue que ba = 0. Desta forma,

(asb)? = asb.asb = as(ba)sb = 0,

para todo s € S. Como S é um anel reduzido entao aSb = 0 e, portanto, S é um anel
semicomutativo.
O préximo resultado estabelece uma condi¢ao para que um anel semicomutativo

seja um anel a-fortemente regular.

Lema 3.1.6. Seja o uma acao parcial de Z, sobre um anel semicomutativo R tal que,
para quaisquer j > 1 e a € R, existe um elemento b; € R satisfazendo a;(al_;) =

aj(al_j)ab;. Entao R é um anel a-fortemente regular.

Demonstragao. Dado j > 1, consideramos a € S_; um elemento qualquer. Por
hipotese, existe um elemento b; € R tal que a;(a)[lgp —ab;] = 0. Sejam = 1z —ab; €
rr(a;(a)). Como R é um anel semicomutativo, entdo rg(c;(a)) é um ideal bilateral

de R. Assim, a;(ml_j)am € rr(a;(a)) e, por isto,

0= aj(a)oj(ml_j)am = a;(am)am.
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Novamente, por hipotese, existe g; € R tal que a;(am) = a;(am)amg; = 0, ou seja,
0 =am = a(lg — ab;) = a — a’b;.

Desta maneira, a = a.1_; = a*(b;1_;) e, segue que, S_; é um anel fortemente regular,
para todo j > 1. Como S; ~ S_; entao S; é fortemente regular, para todo j # 0.

Portanto, pelo Lema 3.1.5, R é um anel a-fortemente regular. O

Agora estamos em condicoes de enunciar e provar o préximo resultado, o qual
generaliza (|24], 6.55((3), (5), (6)), pag. 211). Maiores detalhes acerca das defini¢oes

abordadas na proposicao a seguir podem ser encontrados na Secao 1.6.3.

Proposicado 3.1.7. Sejam S = R[r;al, S(n) = S/(3 5, Six') e

I(n) = (Y Sia)/(Y_ Sia')

i>1 i>n
para todo n > 1. As sequintes afirmagoes sao vdlidas:
1. I(n) € um ideal nilpotente de S(n) e R ~ S(n)/I(n), para todo n > 1.

2. Se R é um anel fortemente regular, entdo S(n)/J(S(n)) € um anel fortemente

reqular.

3. Se R é um anel fortemente regular, entao S(n) é um anel distributivo & direita

se, e somente se, S(n) é um anel de Bezoul a direita.

Demonstragao. 1. Como Y ., S;z’ é um ideal de S, entdo I(n) é um ideal de S(n)

tal que o produto de quaisquer n elementos de I(n) ¢ nulo. Além disto,

S(n)/I(n) = (S/(Y_ Siz))/((Y_ Sia") /(Y Six')) = /(D Sia') = R

i>n i>1 i>n i>1
para todo n > 1.
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2. Por (1) temos que I(n) é, em particular, um nil ideal de S(n) tal que R ~
S(n)/I(n). Assim I(n) C J(S(n)), o que nos permite considerar a aplica¢ao so-
brejetiva v : R — S(n)/J(S(n)). Portanto S(n)/J(S(n)) ¢ um anel fortemente

regular como imagem homomoérfica de R.

3. Seja R um anel fortemente regular. Por (2) temos que S(n)/J(S(n)) ¢ um
anel fortemente regular e, pela Proposigao 1.6.20, S(n) é um anel distributivo

a direita se, e somente se, S(n) é um anel de Bezout a direita.

]

Consideramos o anel S = > .~ B;, onde cada ideal B; tem unidade 1;. Conforme

i€T
(18], Corolario 2.1.7(1), pag. 32), temos que S é um anel J-semisimples se, e somente
se, B; é um anel J-semisimples, para todo ¢ € Z. Além disto, por ([18], Proposicdo
2.1.11, pag. 34), S é um anel von Neumann regular se, e somente se, B; é um anel

von Neumann regular, para todo ¢ € Z. Ressaltamos que, neste tltimo caso, nao é

necessario que cada ideal B; tenha unidade.

Proposicao 3.1.8. Seja S = @ZEI B;, onde cada ideal B; tem unidade 1;. Entao S
¢ um anel fortemente reqular se, e somente se, B; € um anel fortemente reqular, para

todoi1e€T.

Demonstracao. Suponhamos que B; é um anel fortemente regular, para todo i € Z.
Para qualquer s € S, existem iy, ...,4; € Z tais que s = s, + .... + 8;,, com s;, € By,
para todo 1 < n < j. Por definicao, existe a;, € B; tal que s; = sfnain, para todo

1 <n < j. Desta maneira

s (@i, + i, + o Fai) = () 55+ s ) (@ + @, ot ag)

2

— 2 2
= 85, Qi T 55,00y ot ST Ay

Siy + oo+ 8, =8
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e, portanto, S é um anel fortemente regular. Reciprocamente, suponhamos que S
¢ um anel fortemente regular. Seja r € B; C S, para ¢ € Z. Por definicao, existe
s € S tal que r = r?s. Assim, r = r1; = r%(sl;) e, portanto, S; ¢ um anel fortemente

regular, para todo ¢ € 7. O

A seguir, vamos contextualizar estes resultados segundo a nossa necessidade.
Maiores detalhes acerca da definicao de acao parcial de tipo finito podem ser en-

contrados nas Secoes 1.2.3 e 1.2.4.

Corolario 3.1.9. Seja o uma acao parcial de tipo finito de Z sobre um anel R que

admite envolvente (T, 0).

1. R € um anel J-semisimples se, e somente se, S; ¢ um anel J-semisimples, para

todo j # 0.

2. R € um anel von Neumann regular se, e somente se, S; € um anel von Neumann

regular, para todo j # 0.

3. R € um anel fortemente regular se, e somente se, S; € um anel fortemente

reqular, para todo j # 0.
O proximo resultado generaliza o que aparece em ([24], 6.61, pag. 215).

Proposicao 3.1.10. Suponhamos que a seja uma agao parcial de tipo finito de Z
sobre um anel R tal que, para quaisquer j > 1 e a € R, existe b; € R satisfazendo

aj(al_;) = aj(al_j)ab;. As sequintes afirmagoes sao vdlidas:
1. J(R) = 0.

2. Se R € um anel semicomutativo, entio R € um anel fortemente reqular e todo

elemento idempotente de R é um elemento a-invariante central de R[z;al.
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Demonstracao. 1. Recordamos que o radical de Jacobson de um anel é um radical
hereditario e, entdo, pela Proposi¢do 2.1.6, temos que J(S;) = J(R) N S;, para
todo j # 0.
Seja a € J(S_;) = J(R)NS_;, com j > 1. Por hipdtese, existe b, € R tal
que a;(a)(lg —abj) = 0. Como a € J(R) entdo 1g — ab; € U(R), o grupo
das unidades de R e, por isto, a;j(a) = 0. Desta maneira a = 0 e, segue que,
J(S_;) =0, para todo j > 1. Como S; ~ S_; entdo J(S;) = 0, para todo j # 0.

Logo, pelo Corolario 3.1.9(1), R é um anel J-semisimples.

2. Por hipotese R ¢ um anel semicomutativo e, pelo Lema 3.1.6, temos que R é um
anel a-fortemente regular. Pelo Lema 3.1.5, S; ¢ um anel fortemente regular,
para todo j # 0 e, pelo Corolario 3.1.9(3), segue que R é um anel fortemente

regular.

Seja e € R um elemento idempotente. Mostraremos que e é um elemento
central de R[z;a]. Como R é um anel fortemente regular entdo, pelo Lema
1.6.19, e, 1z — e € R sao elementos centrais de R. Por hipoétese, para todo

J = 1, existem u;,v; € R tais que,

aj(el;) = a;(elj)eu,

aj((lr —e)l;) = a;((lr —e)1-;)(1r — €)v;.

Como aj(el_;) + o;((1g —e)l_;) = 1; entdo, segue das igualdades anteriores

que, para todo j > 1,

el; = elja;(el_j)eu; +el;a;((1g —e)l_;)(1g — e)v; = aj(el_;).

Logo, todo elemento idempotente de R é a-invariante e, para quaisquer a € 5;
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e 1 > 0, temos que

axr'e = ac;(el_;)z' = aelx’ = eax’.

A prova do préximo resultado é simples e, por isto, iremos omiti-la.

Lema 3.1.11. Seja v : A — B um homomorfismo sobrejetivo de anéis. Se A € um
anel de Bezout a direita (respectivamente distributivo o direita) entdo B é um anel

de Bezout o direita (respectivamente distributivo o direita).
O resultado a seguir generaliza o que aparece em ([21], Proposition 2.5(ii)).

Proposicao 3.1.12. Sejam o uma acao parcial de 7 sobre um anel R e A = R[[x; o]].

Se A ¢ um anel reduzido, entdo todo elemento idempotente de R € a-invariante.

Demonstracao. Suponhamos que A é um anel reduzido. Entao A é um anel semi-
comutativo e, em particular, segue que A é um anel abeliano. Desta maneira, todo

elemento idempotente e € R é um elemento central de A e, por isto,

el;z! =127 = aje.1_;)a?

para todo j > 1. Logo, a;(e.1_;) = e.1;, para todo j € Z e, portanto, todo elemento

idempotente de R é a-invariante. O

No proéximo resultado, estudamos condicoes para que o skew anel de polindomios
parcial R[z;a] seja um anel de Bezout. Este resultado generaliza o que aparece em

([24], 6.62, pag. 215).

Proposicao 3.1.13. Suponhamos que R seja um anel fortemente regular tal que
todo elemento idempotente de R seja a-invariante. Consideramos S = R[z;a] e

A = R[[z;a]]. As sequintes condigoes sao vdlidas:
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1. A é um anel reduzido e S é um subanel de Bezout reduzido de A.
2. Sen > 1, entio S/(3 5, Six') é um anel de Bezout distributivo.

Demonstracao. 1. Seja a € S; tal que aaj(al_;) =0, para algum j € Z. Como R
é um anel fortemente regular, entdo podemos escrever a = ue, onde u € U(R)
e e € R é¢ um elemento idempotente central, ver Secao 1.6.3. Desta maneira,

temos que
0 =aa;(al_;) = uea;j(uel_;) = ueo;(ul_j)oj(el_;) = ueaj(ul_;).

Como u € U(R) entao el; = 0. Assim a = al; = uel; = 0 e, portanto, a é uma
agao parcialmente a-rigida. Pelo Lema 3.1.3, segue que A é um anel reduzido.

Claramente, S C A é um subanel reduzido de A.

Mostraremos que S é um anel de Bezout a direita. De fato, seja D = fS + ¢S
um ideal & direita de S gerado por f,g € S. Seja n = min(d(f),d(g)), onde
d(h) denota o grau de um polinémio h € S. Iremos proceder por indugao sobre

n. Assumiremos que n = 6(f) < §(g).

Seja f =Y 1, fix' € S, onde f; € S;, para todo 0 < i < n. Por hipotese, temos
que R é um anel fortemente regular e, por isto, f, = a,e,, onde a, € U(R) e

e, € R ¢ um elemento idempotente central.

Suponhamos que n = 0. Neste caso, f = fy = ageg. Definimos

h =eo+ g(1r — e).

Nao é dificil ver que hf = hegag = f. Além disto, por hipdtese, todo elemento

idempotente de R é a-invariante e, por isto,

h(1g — eo + geo) = g.
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Desta maneira, D = fS + ¢S = hS é um ideal a direita principal de S.

Por hipoétese de inducao, suponhamos que uS+vS é um ideal a direita principal

de S, para quaisquer polindémios u,v € S tais que n > min((u), §(v)).

Para mostrarmos que D ¢ um ideal a direita principal de S é suficiente provarmos
que D(1r —e,) e De, sao ideais a direita principais de S. De fato, nao é dificil
ver que D = D(1g — e,) + De,. Sejam hy, hy € S tais que D(1g —e,) = h1S e
De,, = hyS. Como S = S(1g — e,,) @ Se,, entao,

(h1+h2)5 = (hl—i-hg)(S(lR—en)@Sen)
== hls(lR—€n)+h18€n+h25(13—6n)+h236n
= hlS(lR - €n> + thGn

= D(lg —e,)+ De, = D.

Inicialmente, mostraremos que D(1z — e,,) € um ideal a direita principal de S.
De fato, por hipdtese, todo elemento idempotente de R é a-invariante e, por

isto, observamos que

D(IR_en) = (fS+gS)(1R_€n) = fs(lR_en) +QS(1R_6n)

= f(lR - en)s + g(lR — en)S

O coeficiente do termo de grau n de f(1z —e,) é dado por

fnan((lR - en)l—n) = fn(lR - en)ln - fn(lR - en) = anen(lR - en) =0

e, desta maneira, §(f(1g —e,)) < n. Assim

min(6(f(1r = en)),0(9(1r — €n))) <n
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e, por hipotese de indugao, temos que D(1g — e,,) é um ideal a direita principal

de S.

Mostraremos agora que De, é um ideal & direita principal de S. Observamos
inicialmente que podemos considerar 6(g) = d(f) = n. De fato, suponhamos

que 6(g) = p > n. Definamos

[ = feno‘—n<arjlgpln>xp_n — g€n

e observamos que D = Sf + Sg = Sf + SI. O coeficiente do termo de grau p

do polinémio [ € S é igual a

fnenaglgpln — gpen =0

e, portanto §(1) < p. Podemos repetir este processo um niimero suficiente de
vezes até obtermos um polinomio de grau precisamente n. Por isto, vamos supor

que 4(g) = n.

Definamos q = fe,a_n,(a,;'g,) — ge, e observamos que o coeficiente do termo

de grau n do polinémio ¢q € S satisfaz

qn = fnan(enl—n)arjlgn - gnen
= fnena'glgn — Gn€n

-1
= Qap€pa, gn — Gn€n = 0.

Logo §(q) < n. Além disto,

Den:(fS+gS)en:fens+genS:f€nS+qS

e, como min(d(fe,),0(q)) < n entdo, por hipotese de indugao, segue que De,, é
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um ideal a direita principal de S.

Portanto D é um ideal & direita principal de S e, por isto, S é um anel de
Bezout a direita. De maneira inteiramente analoga, verificamos que S é um

anel de Bezout a esquerda. Logo, S é um subanel de Bezout reduzido de A.

2. Consideramos ¢ : S — /(3,5 Siz") um homomorfismo sobrejetivo de anéis,
para todo n > 1. Por (1), temos que S é um anel de Bezout. Assim, pelo
Lema 3.1.11, S/(},5,, Siz*) é um anel de Bezout como imagem homomorfica
de S. Por hipdtese, R é um anel fortemente regular e, por isto, pela Proposicao
3.1.7(3), segue que S/(3,5, Siz’) ¢ um anel distributivo.

O

Seja A = R[[z;a]]. A ordem de uma série f € A, denotada por O(f), é a menor

poténcia de x em f com coeficiente nao-nulo. Consideramos, para todo 57 > 1,

M;={f € A0(f) 2 j+1}.

O proximo resultado generaliza (|24], 6.68((1), (3), (4), (5), (6), (7)), pag. 219).

Proposicao 3.1.14. Sejam A = R|[x;a]], S = R[x;a], A(n) = A/M,_1 e I(n) =

Moy/M,, 1, para todo n > 1. As sequintes afirmacées sao vdlidas:

1. Para quaisquer f,g € A, temos que Zizo(fljxjg)i € o elemento inverso de

1p — fl;a%g € A, para todo j > 1.
2. My C J(A).
3. A/M, 1~ 5/ Ziz” S;zt, para todo n > 1.
4. I(n) é um ideal nilpotente de A(n) e R~ A(n)/I(n), para todo n > 1.

5. Se R é um anel fortemente reqular entio A/J(A) e A(n)/J(A(n)) sdo anéis

fortemente requlares.
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6. Se R € um anel fortemente reqular, entdo A (respectivamente A(n)) é um anel
distributivo a direita se, e somente se, A (respectivamente A(n)) é um anel de

Bezout o direita.

Demonstracao. 1. Observamos que, para quaisquer elementos f,g € A,

> (fLalg)) (1 — fLalg) = (fl279)" = 1x

>0

e, analogamente,

(e — f1;279) > (f1;279)") = 1.

>0

Assim, Y7, (f1;27g)" € o elemento inverso de 1z — f1;27g € A, para todo j > 1.

2. Por (1), temos que 1z — flz7g € U(A), o grupo das unidades de A, para
quaisquer f,g € A e j > 1. Portanto, por ([16], Lemma 4.3, pag. 54), 1,27 €

J(A), para todo j > 1 e, desta maneira, My C J(A).

3. Para todo n > 1, definamos a aplicagao ¢ : S/ Ziz” Siz* — A/M,,_ por

VOO fidt +Y Sy =) fir' + M,
=0

i>n i>0

onde m < n e f; = 0, para todo ¢ > n. Claramente v ¢ um homomorfismo
sobrejetivo. Além disto, f = > 1" fiz' + > isn Sit" € ker(y)) se, e somente se,
> im0 fix" € M,_y e, por defini¢do, segue que Y .o, fiz' = >, fiz' = 0. Assim

f =0 e, portanto 1) ¢ uma aplicacio injetiva.

4. Claramente I(n) ¢ um ideal nilpotente de A(n). Além disto,
An)/I(n) = (A/My—1)/(My/Mp—1) ~ A/My ~ R

para todo n > 1.
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5. Por (4), I(n) é, em particular, um ideal nil de A(n) tal que R ~ A(n)/I(n).
Assim, I(n) C J(A(n)) e, por isto, podemos considerar o homomorfismo so-
brejetivo de anéis v, : R — A(n)/J(A(n)), para todo n > 1. Desta maneira,

A(n)/J(A(n)) é um anel fortemente regular como imagem homomorfica de R.

Por (2), temos que My C J(A) é tal que A/My ~ R. Desta maneira, podemos
considerar o homomorfismo sobrejetivo v : R — A/J(A), donde segue que

A/J(A) é um anel fortemente regular como imagem homomorfica de R.

6. Por (5), temos que A/ J(A) e A(n)/J(A(n)) sdo anéis fortemente regulares. Pela
Proposicao 1.6.20, A (respectivamente A(n)) é um anel distributivo a direita

se, e somente se A (respectivamente A(n)) é um anel de Bezout a direita.

]

Seja M um R-moédulo & direita. Um subfator de M é um submoédulo de M/N,

onde N é um submodulo de M. O proximo lema aparece em (|24], 2.54, pag. 51).

Lema 3.1.15. Se N é um subfator de um mddulo distributivo M, entio End(N/J(N))

¢ um anel reduzido.
Nosso proximo resultado generaliza (|24], 6.63, pag. 216).

Proposicao 3.1.16. Sejam « uma acao parcial de tipo finito de 7 sobre um anel
R, A= R[[z;a]] em; : A — A/M; o epimorfismo candnico. Suponhamos que m;(A)
€ um anel distributivo a direita, para todo 7 > 1. Entao as sequintes condi¢oes sao

satisfeitas:
1. Para quaisquer a € R e j > 1 eziste um elemento b; € R tal que a;(al_;) =

ozj(al,j)abj.

2. R é um anel fortemente reqular, w;(A) € um anel de Bezout distributivo, para
todo j > 1 e todo elemento idempotente e € R é um elemento a-invariante

central de A.
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Demonstracao. 1. Sejam a € R e j > 1 quaisquer. Por hipotese, 7,;(A) é um anel

distributivo a direita e, pela Proposic¢ao 1.6.12, existem elementos

= m)=r+M
g = mg)=g+M
h = m(h)=h+ M,
5 = m(s)=s+M;

em 7;(A), com f,g,h,s € A, tais que

1R+Mj = f+g+M]
af+Mj = 1j13jh+Mj

1jxjg + Mj = as+ Mj

Desta maneira, existem [y, [y, l3 € M, tais que

e, por isto,

aj(al_j)z!

lp = f+g+h
CLf = 1jIjh+l2

1jxjg = as+l3

ljxjalR

Liada(f+g+ 1)

Lol (af) + 1,27 (ag) + 1;27al

Lia? (Lia?h + 1) + aj(al_;)127 g + 1,27 al,

1j12j[[’2jh + 1jl’j12 -+ ozj(al,j)[as + lg] -+ 1ja:jall.
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Os coeficientes do termo de grau j desta igualdade satisfazem o;(al_;) =
a;(al_;)as;, onde s; é o coeficiente do termo de grau j da série s € A. Portanto,

basta considerarmos b; = s; € R.

2. Pela Proposicao 3.1.10, temos que R ¢ um anel J-semisimples. Notamos que
R~ A/My ~ (A/Mj)/(Mo/M;) = m;(A)/m;(Mo)

e, por isto, existe um homomorfismo sobrejetivo ¢ : mj(A) — R. Pela
Proposicao 3.1.11, R é um anel distributivo a direita como imagem homomérfica

de m;(A). Pelo Lema 3.1.15, temos que
R~ End(R) = End(R/J(R))

¢ um anel reduzido e, em particular, semicomutativo.

Portanto, pela Proposicdo 3.1.10(2), temos que R é um anel fortemente regular
tal que todo elemento idempotente de R é um elemento a-invariante central
de A. Logo, pela Proposicao 3.1.13(2), temos que S/(3_,., Siz’) é um anel de
Bezout distributivo, para todo j > 1. Pela Proposi¢ao 3.1.14(3), temos que
mi(A) = A/M; ~ S/, Siz" € um anel de Bezout distributivo, para todo

ji>1.

Nosso proximo resultado generaliza o que aparece em (|24], 6.64, pag. 217).

Proposicao 3.1.17. Suponhamos que o € uma ac¢ao parcial de tipo finito de 7 sobre

um anel R. Seja S = R[z;a] e suponhamos que S/(>_ S;z") é um anel de Bezout

i>j+1
a direita, para todo j > 1. Se R € um anel quasi-duo a direita ou semicomutativo
entdo, para quaisquer a € R e j > 1, existe um elemento b; € R tal que a;(al_;) =

aj(al_j)abj. Além disto, R é um anel fortemente reqular, todo elemento idempotente
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de R ¢ um elemento a-invariante central de S e S/(3°,5;,, Siz') € um anel de Bezout

distributivo, para todo 5 > 1.

Demonstracao. Seja R um anel quasi-duo a direita. Consideramos o epimorfismo

canonico m; : S — S/(3,5,,, Siz'), para todo j > 1. Entao,

(O Sty = (> Sia') /(Y S

i>1 i>1 i>j+1

é um ideal & esquerda nilpotente de 7;(S) e, em particular, 7; (3,5, Siz*) C J(m;(S)).

Além disto,

mi(S)/m3 (D S’y = (S/( Y Siw) /(Y Sia') /(Y Siah)) = /(Y Sia') = R.

i>1 i>j+1 i>1 i>j+1 i>1

Desta maneira, podemos considerar o homomorfismo sobrejetivo

v R —m(5)/J(m;(5)).

Neste caso, pelo Teorema 1.6.2, m;(S)/J(m;(S)) é um anel quasi-duo & direita como
imagem homomorfica de R. Segue da Proposicao 1.6.5 que 7;(S) é um anel quasi-
duo & direita. Além disto, por hipotese, temos que 7;(S) é um anel de Bezout a
direita. Pelo Lema 1.6.15, segue que 7;(S5) é um anel distributivo a direita. Usando
o isomorfismo obtido na Proposi¢ao 3.1.14(3), concluimos que o resultado segue da
Proposicao 3.1.16.

Suponhamos que R é um anel semicomutativo. Pela primeira parte, é suficiente
mostrarmos que R ¢ um anel quasi-duo a direita. Sejam a € R e 1;27 € S elemen-
tos quaisquer. Por hipotese, 7;(S) é um anel de Bezout & direita e, por definicao,

aS + 1,275 é um ideal a direita principal de 7;(S5), para todo j > 1. Assim, existem
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elementos f,g,m,u € Sely,ly € S;xt tais que

i>j+1

(ag + La’m)f =a+1,

(ag + Lx'm)u = 1,27 + Iy,

Notamos que os termos de grau zero na primeira igualdade satisfazem agy fy = a.
Além disto, os termos de grau zero e grau j na segunda igualdade satisfazem agouy = 0

e

agjozj(uol_j) + agj_laj_l(ulll_j) + ...+ agou; + (Ij(m()U,Ol_j) = ]-j7 (31)

respectivamente.
Por hipotese, rg(ago) é um ideal bilateral de R e, por isto, fomoug € Tr(ago).
Como a = agy fo, entao

amoug = ago fomoug = 0,
isto é, a;(amougl_;) = 0. Definamos b = g;a;(uol_;) + gj—105-1(u1li_;) + ... + gou;.

Pela igualdade 3.1, temos que ab+ o (moupl_;) = 1; e, portanto,

ajlal_j) = aj(al_;)[ab+ a;(mouel-;)]

= aj(al_;)ab+ aj(amoupl_;) = oj(al_;)ab.

Pela Proposicao 3.1.10, segue que R é um anel fortemente regular. Portanto, R é um
anel duo a direita e, em particular, quasi-duo a direita. Estamos entao no primeiro

caso considerado. ]

Sejam R um anel e M um R-moédulo & direita. Conforme ([24], 4.87, pag.

152), dizemos que M é um modulo Ng-algebricamente compacto se todo sistema
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L(a;j, m;, M) com um nimero contavel de equacdes lineares

t(1)
O wjai; = mi}s,
=0

com coeficientes a;; € R, m; € M e com um niimero contavel de incognitas {r;}32,
assumindo valores em M tal que todo subsistema finito deste sistema tem solucgao,
entdo L(a;j, m;, M) tem solu¢do em M.

Neste sentido, dizemos que um anel R é Ny-algebricamente compacto a direita se
R, como R-médulo a direita, ¢ um moédulo Ng-algebricamente compacto. Analoga-
mente se define anel Ny-algebricamente compacto a esquerda. Dizemos que R é um
anel Np-algebricamente compacto se R é Nyp-algebricamente compacto a direita e No-
algebricamente compacto a esquerda.

Consideramos um anel R e um R-moédulo a direita E. Dizemos que F é um
modulo plano se, para cada monomorfismo de R-moédulos a esquerda u : M; — Mo,

o homomorfismo de grupos f : £ ® M; — E ® M, definido por
fla®b) = (idg @ u)(a®b) =a® u(b)

é um monomorfismo.

Nosso proximo resultado generaliza o que aparece em (|24], 6.69(2), pag. 220).

Proposicao 3.1.18. Suponhamos que R € um anel Ryg-injetivo fortemente reqular tal
que todo elemento idempotente de R é a-invariante. Entio A = R[[x;a]] é um anel

de Bezout reduzido distributivo e todo submodulo de um A-mddulo plano é plano.

Demonstracao. Mostraremos, inicialmente, que A é um anel distributivo a esquerda.
Equivalentemente, pela Proposicao 1.6.12, devemos verificar que, para quaisquer
séries u,v € A, existem elementos f,g,h,k € A tais que 1p = f+ g9, fu = hv e

gv = ku. Desta maneira, temos um sistema de trés equacoes em A equivalente a
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um sistema contavel de equacoes lineares () em Rz com um nimero contavel de in-
cognitas a esquerda f;, g;, h;, k; € R, para todo ¢ > 0, com coeficientes a direita em
R dependendo de {u;,v; € R} fixos, onde cada equacao contém apenas um nimero
finito de incégnitas.

Seja N um subsistema finito de ). Entao existe n > 1 tal que N nao contém
incognitas f;, g;, hi, ki € R, para todo i > n. Pela Proposi¢io 3.1.14(3), temos que
A/Myy >~ S/, S;z" e, portanto, pela Proposi¢ao 3.1.13(2), A/M,_; é um anel
de Bezout distributivo, para todo n > 1. Assim, pela Proposicao 1.6.12, a extensao
de N ao quociente A/M,,_; é um sistema solavel. Desta maneira N é solivel em R
e, por isto, todo subsistema finito de @) é solavel em R.

Por hipotese, R ¢ um anel Np-injetivo a direita e, pela Proposicao 1.6.22, R é um
anel Ng-algebricamente compacto a direita. Desta maneira, por definicao, ) é soluvel
em R e, por isto, A é um anel distributivo & esquerda. Analogamente se verifica que
A é um anel distributivo a direita.

Por um raciocinio inteiramente anélogo ao desenvolvido na Proposi¢ao 3.1.13(1)
temos que A é um anel reduzido. Como R é um anel fortemente regular e A é um
anel distributivo entdo, pela Proposicao 3.1.14(6), segue que A é um anel de Bezout.

Logo, pela Proposicao 1.6.17, todo submdédulo de um A-modulo plano é plano. O
Nosso proximo resultado generaliza o que aparece em (|24], 6.70, pag. 220).

Proposicao 3.1.19. Suponhamos que o seja uma ac¢ao parcial de tipo finito tal que
todo ideal a direita de A = R|[[z;a]] gerado por dois elementos € plano. Entio R é

um anel von Neumann reqular.

Demonstracao. Por hipotese, temos que R = @;Lzl Dj, onde D; = Re;j, para todo
1 < j <mn, ver Segao 1.2.4. Pelo Corolario 3.1.9(2), & suficiente mostrarmos que D;
¢ um anel von Neumann regular, para todo 1 < j < n. Seja a € D; um elemento

qualquer. Como al;z? = 1;27a_;(a) entdo, pela Proposigao 1.6.18, existem f, g,t € A
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tais que as seguintes igualdades sao validas:

af = l;2lg (3.2)

(= N = tay(a). (3.3)

O termo constante da igualdade 3.2 satistaz afy = 0. O coeficiente do termo de grau

J da igualdade 3.3 satisfaz (1 — fy)1; = t;a. Logo,

a=a—afy=a(lg — fo) = a(lg — fo)l; = atja

e, portanto, D; ¢ von Neumann regular, para todo 1 < j < n. O

O proximo resultado mostra que a soma direta de uma familia qualquer de anéis

No-injetivo fortemente regulares é um anel Ny-injetivo fortemente regular.

Proposigao 3.1.20. Se L = @,.; R; € uma soma direta de uma familia qualquer
de anéis Ng-injetivo fortemente requlares entao L € um anel Ng-injetivo fortemente

reqular.

Demonstracao. Pelo Lema 3.1.8, temos que L é um anel fortemente regular. Sejam
{en}n>0 um conjunto enumeravel de elementos idempotentes centrais mutuamente
ortogonais de L e {a,},>0 um conjunto enumeravel de elementos de L. Entao, para
todo n > 0, temos que e, se escreve como uma soma finita de elementos idempotentes
centrais ortogonais e,, € R;. Além disto, para cada n > 0, segue que a,, se escreve
como uma soma finita de elementos a,, € R;. Por hipotese, cada anel R; é Ny-injetivo
fortemente regular e, pela Proposicao 1.6.22, existe um elemento b; € R; tal que, para
qualquer n > 0,

bien, = an,en,.

Seja b € L a soma destes elementos b; € R;. Nao é dificil ver que be,, = a,e,, para

todo n > 0 e, portanto, pela Proposicao 1.6.22, temos que L é um anel Ny-injetivo. [
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A seguir, provaremos os dois principais resultados desta se¢ao. Iniciamos com um

resultado que generaliza (|24], 6.71, pag. 221).

Teorema 3.1.21. Suponhamos que a seja uma acao parcial de tipo finito de Z sobre

um anel R e consideramos A = R|[[z;a]]. As sequintes condi¢oes sio equivalentes:
1. A € um anel distributivo o direita.

2. A € um anel de Bezout a direita e R € um anel quasi-duo & direita ou semico-

mutativo.

3. A € um anel de Bezout a direita ou distributivo a direita e R € um anel forte-

mente reqular.

4. A € um anel de Bezout reduzido distributivo e todo submddulo de um A-mddulo

plano € plano.

5. R é um anel Rg-injetivo fortemente reqular e todo elemento idempotente de R

é a-tnvariante.

Demonstracao. Consideramos o homomorfismo sobrejetivo de anéis naturalmente
definido
T A— A/M,

para cada n > 1.

(1) = (3) Pelo Lema 3.1.11, temos que m,(A) é um anel distributivo a direita
como imagem homomorfica de A. Pela Proposicao 3.1.16(2), temos que R é um anel
fortemente regular.

(2) = (3) Pelo Lema 3.1.11, temos que m,(A) é um anel de Bezout a direita como

imagem homomorfica de A. Pela Proposigao 3.1.14(3), segue que

ma(A) = A/M, ~ 5/ > S’

i>n+1
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e, por isto, S/ Zi2n+1 S;xzt & um anel de Bezout a direita, para todo n > 1. Por
hipotese, R ¢ um anel quasi-duo a direita ou semicomutativo e, portanto, pela
Proposicao 3.1.17, R é um anel fortemente regular.

(5) = (4) Segue diretamente da Proposigao 3.1.18.

(4) = (3) Por hipotese, A é um anel distributivo & direita. Entao, pelo Lema
3.1.11, temos que 7,(A) é um anel distributivo a direita como imagem homomorfica
de A. Assim, pela Proposi¢ao 3.1.16(2), segue que R é um anel fortemente regular.

(3) = (1) Se R é um anel fortemente regular e A é um anel de Bezout a direita
entdo, pela Proposicao 3.1.14(6), A é um anel distributivo & direita.

(3) = (2) Seja R um anel fortemente regular. Entdo R é um anel duo a direita
e, em particular, R é um anel quasi-duo a direita e semicomutativo. Além disto, se
A é um anel distributivo & direita entdo, pela Proposi¢ao 3.1.14(6), A é um anel de
Bezout a direita.

(3) = (5) Seja R um anel fortemente regular. Entao, pela Proposi¢ao 3.1.14(6),
temos que A é um anel distributivo a direita. Pelo Lema 3.1.11, segue que 7, (A) é um
anel distributivo a direita, para todo n > 1. Logo, pela Proposigao 3.1.16(2), todo
elemento idempotente de R é a-invariante e, pela Proposi¢ao 3.1.13(1), temos que A
é um anel reduzido. Segue da Proposi¢ao 1.6.17 que todo submoédulo (& esquerda ou
a direita) de um A-moédulo plano é plano. Logo, pela Proposi¢ao 1.6.16, todo ideal a
direita de A gerado por dois elementos é plano.

Mostraremos que S, é um ideal Ng-injetivo, para todo n # 0. De fato, sejam
{¢i}i>o um conjunto enumeravel de elementos de S, e {e;};>0 um conjunto enumeravel
de elementos idempotentes centrais mutuamente ortogonais de S,,. Entao, existe um

conjunto enumeravel {a;};>0 de elementos de S_,, tais que a; = a_,(¢;), para todo
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7 > 0. Consideramos os mondmios

n

u = €
_ n n __ 2n
vV = G er = e
w = e = ejon(cil_y)r*™.
Entao,
wu = e;on,(¢il_p)r™™ = uv

e, pela Proposicao 1.6.18, existem f,g,h € A tais que as seguintes igualdades sao

satisfeitas:

Da igualdade 3.4, segue que

geix” = (1g — flciex®™ = cie;x®" — feie;x.

Os coeficientes dos termos de grau 2n desta tltima igualdade satisfazem

gn€i = Cie; — €; foCi,

onde fy € R é o termo independente de f € A e g, € S, ¢ o coeficiente do termo de
grau n de g € A.

Da igualdade 3.5, obtemos que

e f = ejo(cil_p)x*™h.
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Os coeficientes dos termos de grau n desta tltima igualdade satisfazem

61'()[”(']001,”) =0.

Como e; € R é um elemento a-invariante, entao e; fol_, = 0 e, por isto,

(eifox")Q = €z‘f006n(€ifol_n)x2" =0.

Observamos que A é um anel reduzido, donde segue que e; fy = 0. Portanto,

gn€; = cie; — €, foc; = cie;

para todo ¢« > 0 e, pela Proposicao 1.6.22, segue que S, € um anel Ny-injetivo, para
todo n # 0. Por hipotese, @ é uma agao parcial de tipo finito e, pela Proposicao

3.1.20, temos que R é um anel Nyp-injetivo. O

Nosso proximo resultado generaliza (|24], 6.72, pag. 221).

Teorema 3.1.22. Suponhamos que « seja uma acao parcial de tipo finito de 7. so-
bre um anel abeliano R tal que todo elemento idempotente de R seja a-invariante.

Consideramos A = R|[[z;a]]. As sequintes afirmacies sao equivalentes:

1. Todo submddulo de um A-mddulo plano é plano.
2. Todo ideal o direita de A gerado por dois elementos € plano.

3. R € um anel Ny-injetivo fortemente reqular.

Demonstracao. (1) = (2) Segue diretamente da Proposigao 1.6.16.

(2) = (3) Pela Proposicao 3.1.19, temos que R é um anel von Neumann regular.
Como R é um anel abeliano entao, pelo Lema 1.6.19, temos que R é um anel forte-
mente regular. Por um processo inteiramente analogo ao desenvolvido no Teorema

3.1.21((3) = (5)) concluimos que R ¢ um anel Ny-injetivo.
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(3) = (1) Se R é um anel Xgp-injetivo fortemente regular entdo, pelo Teorema

3.1.21, todo submodulo de um A-modulo plano é plano. O]

3.2 Skew Anéis de Séries de Poténcias Parciais de
Bezout, Duo e Distributivo

Durante esta secao, assumimos que « ¢ uma agao parcial de Z sobre um anel com
unidade R que admite envolvente (T, 0), onde o : T — T é um automorfismo. Nosso
objetivo é extender ([21], Theorem 1.6 e Corollary 3.1) para o skew anel de séries de
poténcias parcial R[[z; «]].

Nosso primeiro resultado generaliza (|21], Proposition 2.2).

Proposigao 3.2.1. Se A = R[[z;a]] € um anel duo a direita, entdo R é um anel duo

a diretta tal que todo elemento idempotente de R € a-invariante.

Demonstracao. Seja a € R um elemento qualquer. Como A é um anel duo a direita
entao ba € Aa C aA, para todo b € R. Desta maneira, existe f = ano fanx™ € A tal
que ba = af e, por isto, ba = afy € aR. Assim Ra C aR e, portanto, R é um anel
duo a direita.

Seja e € R um elemento idempotente qualquer. Observamos que todo anel duo
a direita é um anel semicomutativo e, em particular, é um anel abeliano. Desta

maneira, e € R é um elemento central de A e, segue que,
e — 1.pd o — oy Npd
el;r’ =127 e = aj(el_j)x

para todo j > 1. Deste modo «j(e.l_;) = e.l;, para todo j > 1 e, portanto,

aj(e.1_;) = el; para todo j € Z. O

Nao ¢ dificil ver que, para todo | € Z, o'(R)[[x; 0]] ¢ um ideal & direita de T'[[z; o]]

constituido pelas séries da forma > ;o) o'(a;)2?, com a; € R, para todo i > 0. A
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prova do proximo resultado é bem conhecida para séries de poténcias usuais e, por

isto, iremos omiti-la.

Lema 3.2.2. Suponhamos que | € o "(R)[[z;c]] C T|[[x;0]] seja uma série com
coeficientes em o~ '(R) tal que seu termo independente é inversivel em o~ *(R). Entdo

existe uma série t € o~ (R)|[[z; 0] tal que It = o (1R).
Nosso proximo resultado generaliza o que aparece em (|21], Proposition 2.4).

Proposicao 3.2.3. Suponhamos que R seja um anel Ng-injetivo fortemente reqular
tal que todo elemento idempotente de R é a-invariante. Fntao todo ideal & direita
principal de A = R[[z;a]] é gerado por uma série de poténcias cujos coeficientes sao

elementos idempotentes centrais mutuamente ortogonais de R.

Demonstragao. Seja f = ano fnx™ € A uma série qualquer, onde f, € S, para
todo n > 0. Consideramos o ideal a direita principal fA de A.

Como R é um anel fortemente regular, entdao f, = d,u,, onde d, € R é um
elemento idempotente central e u,, € U(R), para todo n > 0, ver Se¢do 1.6.3. Desta

maneira, podemos supor que d,, € S, para todo n > 0. Definimos

€n, = dn(lR_dn—l)---(lR_dO) GSn

para todo n > 0 e consideramos a série g = > . e,2™ € A. Observamos que, para

v> 7,

€i€j = dz<1R - di—l)m(lR - d])(lR - do).dj(lR - dj—l)m(lR - do) =0

e, por isto, g € A é uma série de poténcias cujos coeficientes sdo elementos idempo-
tentes centrais mutuamente ortogonais de R.
Consideramos o conjunto enumeravel {a_,,(fitnlm)}mn>o de elementos de R.

Como R é um anel Ny-injetivo fortemente regular entao, pela Proposicao 1.6.22, existe
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um conjunto enumerével {b,},>o de elementos de R tais que

bnem = Oéfm(fernlm)em

para quaisquer m,n > 0. Por hipotese, todo elemento idempotente de R é a-

invariante e, desta maneira, para quaisquer m,n > 0,

emm(bpl_m) = €m frmin- (3.6)

Mostraremos, inicialmente, que fA C gA. De fato, seja h = ano b,l,z™ € A tal
que gh = ano cpx™, onde ¢, = Ziﬂ:n e;ci(b;1;1_;). Observamos que f, = d,u, =

d*u,, = d, f. e, pela igualdade (3.6),

c, = Z eiai(bjljl_i) = Z Gi()éi(bjl_i)ln

i+j=n i+j=n
= Z ifiriln = () ei)fn
i+j=n i=0
= [ ei)dnlfn € Sa.
1=0

Além disto,

n—1 n—1
Zei + H(lRfdi):60+61+...+6n_1+(1Rfd0)...(1Rfdn_1)
=0 1=0
= e +e+...+ep—1+ (]-R — dO)(]-R — dnfg)].R — (11? — do)(lR — dnfg)dnfl

= 60+61-|—...+6n,2—‘r(].R—d())...(].R—dn,Q)

donde, por inducao, segue que

n—1 n—1
Zei + H(lR — dz) = 1R
=0 =0

86



Desta maneira,

n n—1
(Z ez)dn = (60 +e+ ...+ enfl)dn + endn = Z eidn + e,
=0 1=0

n—1 n—1
= > ey + [[(1r — di)d,
i=0 i=0
-1 n—1
= [Z € + H(lR —d;)|d,, = 1grd, = d,
i=0 i=0

e, obtemos que,

i=0
para todo n > 0. Assim gh = f e, por isto, fA C gA.
Mostraremos agora que gA C fA. Como todo elemento idempotente de R é

a-invariante, entdo 1, = a,,(1_,) = 1,,1_,,. Logo
1y =a n(ly) = a_p(lal_p) = 1,1,

e, assim, 1, = 1_,, para todo n > 0.

Devemos verificar que existe uma série p = anopn:ﬁ” € A, com p, € S,,
para todo n > 0, tal que ¢ = fp. No entanto, g = fp se, e somente se,
en = ZiJrj:n fici(pj1_;), para todo n > 0. Deste modo, temos um sistema com

um numero contavel de equacoes lineares tal que

en = a_p(en) = a Z fici(pi1-:))

i+j=n

= Z a—n(filn)ai—n(pjln_i)l_"
i+j=n
= Z a—n(filn)a—j(pj)'

i+j=n

Desta maneira, para determinarmos a série p € A tal que g = fp devemos verificar
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que o sistema

= 3 au(fil) (3.7)

i+j=n

é soluvel em R, com n > 0.

Como R é um anel Np-injetivo fortemente regular entao, pela Proposicao 1.6.22,
temos que R é um anel Ryp-algebricamente compacto. Assim, o sistema (3.7) é solavel
em R se, e somente se, todo seu subsistema finito for solivel em R.

Desta maneira, mostraremos que, para todo m > 0 existem g, ..., ¥, € R tais que

€n = Z a—n(filn)y;

com 0<n<m.

De fato, notamos que

fei = anxnel anan ezlfn

n>0 n>0
= g freilpx™ = g fneix™.
n>0 n>0

Como, para todo n < i,

entdo fe; =Y . faeix"

Consideramos a série hy = a_i(u;l;) + 3,y ai(fir;jli)2? € A. Assim,

iy i i+ i i+ n
e;x'.hy = e;u;x’ + E eifirja'™ = e fiz' + E eifirja™l = E fneix

i>1 j>1 n>i
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Observamos que, por hipotese, cada elemento e; € .S; é a-invariante e, por isto,

fei = Z freix™ = e;x’.hy

n>i

= 2lefa_i(usl;) + Z a_i( fiys1i)a]

j>1

= ea'lo (w;) + Z o (firj)2’]

j21

= Gil’th

onde hy = 07" (w;) + 32,5, 0 (fiy;)? € o7 (R)[[z;0]] é uma série com termo inde-
pendente inversivel em o (R).

Pelo Lema 3.2.2, existe uma série t € o *(R)[[z; o]] tal que hot = 07 (15). Desta
maneira,

eir’ = e;x'a T (1g) = ;' (hot) = (e;x'ho)t = (fe;)t.

Definamos ¢,, = > i e;t, para todo m > 0. Assim,

m m
eot+er+....+epa™ = E e;x' = E feit
i=0 i=0

= fzeit = fqm- (3.8)
=0

Se Gm = D50 ant" € A, com y;1_; = a_;(a;), para todo j > 0, entdo

n>0 n>0

= D> (> fi(agl )"

n>0 1+j=n

= > (D failay(y1)1)a"

n>0 1+j=n

= S fnlyt )"

n>0 1+j=n
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Pela igualdade 3.8, temos que

Zeixi = Z( Z ficn (y;1-p))z"

n>0 i+j=n

e, por isto, e, = Ziﬂ.:n fion(y;.1_,), para todo 0 < n < m. Deste modo,

€n = a—n(en) - Z a—”(filn>yj

i+j=n

para todo 0 < n < m. Logo, todo subsistema finito do sistema em (3.7) é soluvel em
R e, portanto, o proprio sistema em (3.7) é solivel em R.

Desta maneira, existe uma série p € A tal que g = fp e, portanto, gA C fA. Logo
fA = gA é um ideal principal gerado por uma série de poténcias cujos coeficientes

sao elementos idempotentes centrais mutuamente ortogonais de R. 0

O préximo resultado estabelece condicoes para que o skew anel de séries de potén-

cias parcial R[[z;a]] seja um anel duo a direita.

Lema 3.2.4. Suponhamos que R seja um anel Rg-injetivo fortemente reqular tal que
todo elemento idempotente de R é a-invariante. Entao A = Rl[[x;a]] € um anel duo

a direita.

Demonstracao. Consideramos fA um ideal & direita principal de A gerado pela série
=2 ns0fn2" € A. Mostraremos que Af C fA. De fato, seja g = >, -, gn2" € A
uma série qualquer. Pela Proposicao 3.2.3, podemos supor que os coeficientes da série
f sao elementos idempotentes centrais mutuamente ortogonais de R. Consideramos
o conjunto enumeravel {a_,(g;1,)}in>0 de elementos de R. Pela Proposicao 1.6.22,
existe um conjunto enumeravel {t;},>o de elementos de R tais que e,t; = e,a_,(giln),

para quaisquer ¢,n > 0. Por hipdtese, todo elemento idempotente de R é a-invariante
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e, assim

entin(til_ ) = eng; (3.9)

para quaisquer z,n > 0.

Definamos h = ano t,.1,2™ € A. Entdo,

of = (9> e

n>0 n>0

= Y () giej)an
n>0 i+j=n

= () giej)a")in
n>0 i+j=n

= D> (D gies)laa"
n>0 i+j=n

e, pela igualdade 3.9,

fh = (Zenx”)(Ztnlnx")

n>0 n>0
= D () ea((tj1)1))a"
n>0 i+j=n
= Z( Z eiai(tjl_i))lnx"
n>0 i+j=n
n>0 i+j=n
Logo gf = fh e, portanto, Af C fA. n

Agora estamos em condicbes de provar nosso principal resultado, o qual generaliza

(]21], Theorem 1.6 e Corollary 3.1).

Teorema 3.2.5. Suponhamos que o seja uma ac¢ao parcial de tipo finito de Z sobre

um anel R e consideramos A = R[[z;a]]. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1. A € um anel de Bezout & direita e duo & direita.
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2. A é um anel de Bezout ¢ direita e reduzido.

3. A € um anel de Bezout a direita e quasi-duo o direita.

4. A € um anel de Bezout a direita e semicomutativo.

5. A é um anel distributivo & direita e duo a direita.

6. A é um anel distributivo ¢ direita e reduzido.

7. A é um anel distributivo ¢ direita.

8. Todo ideal o direita de A gerado por dois elementos € plano, R é um anel

abeliano e todo elemento tdempotente de R é a-invariante.

9. A € um anel duo & direita e todo submddulo de um A-mddulo plano é plano.

10. Todo submdodulo de um A-mddulo plano € plano, R é um anel abeliano e todo

elemento idempotente de R é a-invariante.

11. R € um anel Ng-injetivo fortemente reqular e todo elemento idempotente de R

é a-tnvariante.

12. A € um anel de Bezout & direita e R é um anel duo o direita.

13. A € um anel de Bezout ¢ direita e R € um anel reduzido.

14. A é um anel de Bezout a direita e R € um anel quasi-duo a direita.

15. A é um anel de Bezout o direita e R € um anel semicomutativo.

16. A € um anel de Bezout a direita e R é um anel fortemente reqular.

17. R € um anel duo a direita Ng-injetivo von Neumann reqular e todo elemento

idempotente de R é a-invariante.
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Demonstracao. Pelo Teorema 3.1.21, temos que as afirmagoes (7) e (11) sdo equiva-
lentes. Pelo Teorema 3.1.22, as condicoes (8), (10) e (11) também sdo equivalentes.
Claramente (5) = (7). Como (7) = (11) entao, pelo Lema 3.2.4, A ¢ um anel duo a
direita. Logo (7) = (5).

Mostraremos que (7) = (6). De fato, como (7) = (11) entdo R é um anel
fortemente regular e todo elemento idempotente de R é a-invariante. Seja a € S; tal
que acj(al_j;) = 0, para algum j € Z. Como S; fortemente regular, para todo j € Z,

entdo a = ue, onde u € U(S;) e e = €* € S;. Assim,

0 =aqj(al_;) = uea;(uel_;) = uea;(ul_;)

e, como u € U(S;), entdo e = el; = 0. Logo a = 0 e, portanto, o é uma acao
parcialmente a-rigida. Deste modo, pelo Lema 3.1.3, segue que A é um anel reduzido.

Claramente (6) = (7).

Notamos que (7) = (11) e, pelo Lema 3.2.4, A é um anel duo a direita. Além disto,
pelo Teorema 3.1.21, temos que A é um anel de Bezout & direita. Logo (7) = (1).
Como todo anel duo a direita é um anel quasi-duo a direita, entdo (1) = (3). Pela
Proposicao 1.6.15, todo anel de Bezout a direita e quasi-duo a direita ¢ um anel
distributivo & direita e, por isto, (3) = (7).

J& observamos que (7) = (1) e (7) = (6) e, portanto, (7) = (2). Além disto, todo
anel reduzido ¢ um anel semicomutativo e, segue que (2) = (4).

Se A é um anel semicomutativo entao R C A é um anel semicomutativo. Assim,
pelo Teorema 3.1.21, temos que (4) = (7).

Mostraremos que as afirmacoes (9) e (10) sdo equivalentes. Observamos que todo
anel duo a direita é um anel semicomutativo e, em particular, ¢ um anel abeliano.
Por isto, pela Proposigdo 3.2.1, temos que (9) = (10). Reciprocamente, assumimos

a afirmacao (10). Como (10) < (11) entdo, pelo Lema 3.2.4, A é duo a direita e,
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portanto, temos (9).

Desta maneira, as afirmagoes de (1) a (11) sdo equivalentes.

Como todo anel duo a direita ¢ um anel quasi-duo a direita, entao (12) = (14).
Pelo Teorema 3.1.21, temos que (14) = (16). Desde que todo anel fortemente regular
é um anel duo, entao (16) = (12).

Novamente, pelo Teorema 3.1.21, as afirmagdes (7), (15) e (16) sdo equivalentes.
Como todo anel reduzido é semicomutativo, entao (13) = (15).

Além disto, como todo anel fortemente regular é um anel reduzido entao (16) =
(13). Logo, as afirmagoes (13) e (15) sdo equivalentes.

Para concluir, mostraremos que (17) e (11) sdo equivalentes. Suponhamos que
vale a afirmagao (17). Entao R é um anel Rg-injetivo von Neumann regular e duo a
direita. Como todo anel duo & direita é abeliano, entao pela Proposicao 1.6.19, temos
que R & um anel fortemente regular. Assim, obtemos (11).

Suponhamos que a afirmagao (11) seja verdadeira. Entao, por hipotese, R é um
anel Ny-injetivo fortemente regular. Em particular, R ¢ um anel duo e, pelo Lema
1.6.19, R & anel abeliano von Neumann regular. Por isto, obtemos a afirmacao (17).

A prova estd completa. n
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Lista de Definicoes

e Dizemos que um anel R é abeliano se todo elemento idempotente de R ¢ um

elemento central de R.

e Um R-moé6dulo a direita M é um modulo RNy-algebricamente compacto se todo

sistema L(a;j, m;, M) com um nimero enumeravel de equagoes lineares

(i)
D wjai; =mi},
=0

com coeficientes a;; € R, m; € M e com um nimero contavel de incognitas
{7;}%2, assumindo valores em M tal que todo subsistema finito deste sistema

tem solugao, entao L(a;j, m;, M) tem solugao em M.

e Dizemos que um R-mo6dulo a direita M ¢ um modulo RNy-injetivo se, para qual-
quer ideal a direita B de R gerado por um conjunto enumeravel de elemen-
tos, todo homomorfismo Br — M pode ser estendido a um homomorfismo

RR—>M.

e Sejam R um anel e M um R-moédulo a direita. Dizemos que M é um mddulo

de Bezout se cada submoédulo finitamente gerado de M é ciclico.

e Seja o uma acgao parcial de Z sobre um anel R. Dizemos que R é um anel
a-fortemente regular se, para quaisquer a € R e j # 0, existe b; € R tal que

aj(al_;) = aj(al;)b;.

e Seja [ um ideal de R. Dizemos que I é um ideal a-invariante se ag(INSy-1) =

I'nsS,, para todo g € G.

e Dizemos que um ideal P de um anel R é completamente primo se R/P é um

dominio.
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Consideramos um anel R e um R-mo6dulo a direita M. Dizemos que M é um
mddulo distributivo se (N + P)NQ = (NNQ)+ (PNQ), para quaisquer
R-submoédulos N, P e ) de M.

Dizemos que um anel R é duo a direita se todo ideal & direita de R ¢ um ideal
bilateral. Analogamente se define anel duo & esquerda. Dizemos que R é um

anel duo se R é um anel duo a direita e duo a esquerda

Dizemos que R é um anel fortemente reqular se a € a*R, para todo a € R. Ou
seja, R ¢ um anel fortemente regular se, para todo a € R, existe r € R tal que

a = a’r.

Dizemos que um anel L é Z-graduado se L = @, _, L, ¢ uma soma direta de

ne’l

subgrupos aditivos L, satisfazendo L,L,, C L,..,,, para quaisquer m,n € Z.
Se L,L,, = Ly, para quaisquer m,n € 7Z, entao L é denominado um anel

fortemente Z-graduado
Dizemos que um ideal I do anel L é homogéneo se I = &, ., (I N L,).

Dizemos que uma acao parcial o de Z sobre um anel R é parcialmente a-rigida

se aa;(a.1_;) # 0, para quaisquer a € S; ndo-nulo e j € Z.

Um R-moédulo a direita £ é um mddulo plano se, para cada monomorfismo de
R-mo6dulos a esquerda u : My — Ms, o homomorfismo de grupos f: F® M; —

E ® M, definido por

fla®b) = (idg @u)(a®b) =a® u(b)

é um monomorfismo.

Sejam S, {Sili € Z} anéis e ¢ : S — [[,.;S; um homomorfismo injetivo de

anéis. Dizemos que ¢ representa S como um produto subdireto dos anéis S;,
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i € 7, se cada uma das aplicagbes S — S; (obtida pela composigao de € com as

projecoes nas coordenadas) é sobrejetiva.

Dizemos que um anel R é quasi-duo & direita se todo ideal maximal a direita
de R é um ideal bilateral. Analogamente, definimos anéis quasi-duo & esquerda.
Dizemos que R ¢ um anel quasi-duo se R € um anel quasi-duo a direita e quasi-

duo a esquerda.
Um anel S é reduzido se S nao contém elementos nilpotentes nao-nulos.

Dizemos que um anel S é semicomutativo se o anulador a direita (ou a esquerda)

de cada elemento de S é um ideal bilateral.

Um anel R é von Neumann regular se, para todo a € R, existe r € R tal que

a = ara.
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