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1 Introducao

1.1 Motivacao

Atualmente existe a possibilidade de se observar experimentalmente as propriedades de
gases atomicos ultrafrios, na faixa dos nanokelvins (nK), em potenciais periddicos ou quase-
periodicos, produzidos pela interferéncia de vérios feixes de laser, chamados de redes Opticas
ou também de cristais fotonicos [1-4]. Isto tem gerado uma série de trabalhos cientificos, tanto
tedricos como experimentais no dltimo periodo. Estes estudos t€m mudado a visdo de aspectos
fundamentais na mecanica quantica, em especial, das teorias de muitos corpos. Expansao de
condensados de Bose-Einstein, respiradores discretos, modos localizados intrinsecos, solitons
discretos, feixes auto-focados (self-focusing), ondas de matéria, sdo algumas palavras chaves
para estes novos comportamentos observados na matéria condensada em condicdes extremas,

de temperaturas muito baixas.

A natureza prové estes sistemas com interagdes nao-lineares resultantes das forcas cou-
lombianas entre as particulas carregadas, dai que estes sistemas quanticos sao denominados de
"fortemente correlacionados". Por outro lado, estes sistemas podem ser intrinsecamente desor-
denados, devido a impurezas, imperfeicdes na rede, vacancias, ou como mencionado no para-
grafo acima, estarem na presenca de potenciais quase-periddicos. Nosso interesse estd focado
na descri¢ao destes sistemas em condi¢des de baixa dimensionalidade. Por isso que iniciamos

este estudo da interacio entre desordem e correlagdo quantica em duas dimensdes.

A maneira que decidimos abordar este tema foi analisar numericamente a equacgao de Schro-
dinger Discreta Nao-Linear (ESDNL) em duas dimensdes, com um termo de desordem estatico
e deterministico descrito pelo modelo de Aubry-André [S]. A forma como foi realizado este es-
tudo consistiu em caracterizar a evolucao temporal de pacotes de onda inicialmente localizados
no centro de uma rede finita discreta no plano x-y. Para isso desenvolvemos um programa em

fortran 90 usando a técnica de Runge-Kutta de quarta ordem para integrar a equacio ESDNL.

A nossa motivagado especifica reside na publicagcdo de resultados recentes [6], que indicam



que haveria nestes sistemas perda da localizac¢ao por ndo-linearidade, aspecto que motivou nossa
curiosidade cientifica, por se tratar de um resultado anti-intuitivo. Tanto a correlacdo quantica
(ou ndo-linearidade) quanto a desordem congelada induzem (separadamente) localizacdo de

pacotes de onda em fungio do tempo.

Nosso estudo permitiu verificar que em certas condi¢des, ao deslocar o centro do potencial
de Aubry-André no plano x-y, se produz perda da localizagdo no sistema pela acdo conjunta
da desordem e da ndo-linearidade, o que corrobora os resultados da publicagcdo [6] usando um
modelo e condi¢des diferentes, e os expande para uma variedade maior de situacdes. Esperamos

que este resultado seja publicdvel por se tratar de um resultado novo.

1.2 A Equacao Discreta, Nao-Linearidade e Desordem

Este estudo busca, primeiramente, explorar o comportamento das solu¢des da versao bidi-
mensional da equacao de Shroedinger discreta nao-linear com desordem (eq. 1.1). A equagdo

estd definida sobre uma rede discreta bidimensional de (2N + 1)x(2N + 1) sitios

o d\}'lm] 2
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H = Hx+Hy+He (1.2)

com —N <i,j<N.

Até o presente, a ESDNL ja foi bastante estudada em sua versdo unidimensional, e se tem
ampla compreensdo dos seus possiveis comportamentos e caracteristicas. Para melhor explica-

los, analisamos o hamiltoniano (1.2) aos poucos, comecando pelo primeiro termo.

N
Hg = -V ), |pa)p—1al+Ip.q)(p.g—1|+..
Pg=—N

+|p,q) (p+ 1,9+ |p,q) (p.q+1| (1.3)

O hamiltoniano (1.3) € o tnico ndo-diagonal e, por isso, € o responsdvel pela parte cinética
do sistema e aceita as ondas de Bessel como solugdes [1]. As fig. 1.1 e 1.2 mostram bem este
carater. A primeira exibe a densidade de probabilidade do elétron para trés instantes de tempo
diferentes. A segunda descreve a evolucdo temporal de um corte transversal da mesma densi-
dade. Somente os sitios com i = 0 aparecem neste grafico, de modo que o eixo X expressa o
tempo (medido em nimero de passos de integracdo), e o eixo z expressa o modulo quadrado
da fun¢do de onda para cada instante de tempo em cada um dos sitios (0, j). Com apenas o

sitio central ocupado como condig¢do inicial, vemos que a fun¢do se espalha com facilidade. O



(c) t=2500

Figura 1.1: Espalhamento da densidade de probabilidade de um sistema com U =0e € =0
para trés instantes de tempo (medidos em numero de passos de integracao).
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Figura 1.2: Evolugdo temporal de um corte transversal da fun¢do de onda paralU =0e € =0.



coeficiente V é chamado de coeficiente de hopping e influencia as energias e a velocidade de
espalhamento de excitagdes. Nao ha porque estudar o caso V = 0 ja que se trata simplesmente
de um conjunto de sitios ndo-interagentes e equacdes desacopladas. Por outro lado, também
ndo é necessdrio estudar o comportamento da funcio de onda para vdrios valores de V, pois a
substitui¢do t — ¢ /V, U — UV, € — €V, faz com que a equagdo ndo envolva explicitamente o
coeficiente de hopping, permitindo que nos concentremos apenas na influéncia que os coefici-

entes U e € tém sobre a evolucdo temporal da funcdo de onda, e € neles que jaz nosso interesse.

O segundo termo do hamiltoniano (eq. 1.4)

N
Hy=U Y, [{p.al®)]*|p.q) (p.4l (1.4)
P,q=—N

é o termo ndo-linear, pois depende explicitamente de |¥). O efeito fisico deste termo € criar
pocos ou picos de energia nos sitios da rede onde o elétron tem mais probabilidade de ser encon-
trado. Essa propriedade se manifesta em redes que se deformam ou de outra forma interagem
fortemente com o movimento de elétrons presentes e nao € uma caracteristica muito comum.
No entanto, ela ja € verificada em alguns compostos e moléculas organicas [7]. Como nota-se
nas fig. 1.3 e 1.4, o resultado deste efeito € o de impedir o0 movimento do elétron sempre que a
nao-linearidade for intensa o bastante para vencer o fator cinético do hamiltoniano. Este efeito
¢ essencialmente bindrio, pois um valor de U abaixo do valor critico U,,;; retarda muito fraca-
mente o movimento do elétron, enquanto que um valor de U acima do valor critico rapidamente
localiza a fun¢@o de onda, garantindo que quase toda fun¢do de onda permaneca nas proximida-
des do sitio inicial. A capacidade de permitir ou inibir a passagem de corrente, principalmente
com um limiar tdo abrupto, € sempre algo de interesse. Os efeitos da ndo-linearidade em siste-
mas quanticos receberam muita aten¢do na literatura, principalmente em uma dimensdo. Parte
do nosso objetivo € estudar com mais detalhes todos esses efeitos na presenca de desordem e

em duas dimensoes.

Por ultimo, o termo de desordem (1.5)

N
He=), &qlp.a)(p.dl (1.5)
pvq:_N

consiste em uma energia potencial constante no tempo, definida de modo que sua média seja
zero, que seu valor em cada sitio tenha pouca correlagdo com os vizinhos, e que ela seja ape-
riddica na rede. Existem varias configuracdes possiveis para a desordem que satisfacam essas
condicdes, uma bastante comum na literatura € a desordem de Aubry-André [5], definida em

uma dimensao por:



(@) t=0 (b) t = 1250

(c) t=2500

Figura 1.3: Densidade de probabilidade de um sistema com U = 9 e € = 0 para trés instantes
de tempo (medidos em nimero de passos de integracao).
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Figura 1.4: Evolugdo temporal de um corte transversal da fun¢do de onda paralU =9e € =0.
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1++/5

g =¢€cos(iomw), ©= 5

Onde o fator o, a razdo durea, € escolhido para que o cosseno nao seja comensurado com a
rede. Esta expressdo pode ser estendida para duas dimensdes de algumas formas, neste estudo

foram abordadas as seguintes configuracdes

g, = ¢[cos(2moi)+cos(2mo )] (1.6)
g = €[cos(2moi)—cos(2mo )] (1.7)
g; = —¢&lcos(2moi)+cos(2moj)] (1.8)

Ja se tem conhecimento [3] que o comportamento da fun¢do de onda depende ndo s6 da
forma do potencial, mas também do valor que este assume no sitio inicial (relativamente ao
seu valor nos sitios vizinhos). As trés configuracdes apresentadas nas equacoes (1.6), (1.7), e
(1.8) apresentam, respectivamente, & o = 2€, &o = 0, e & = —2€. Com isso, abordamos
trés situagdes diferenciadas: potencial maximo no sitio inicial, potencial no sitio inicial igual
a média, e potencial minimo no sitio inicial. As diferencas entre o0 comportamento gerado por
cada caso serdo melhor abordadas nos resultados, mas € importante compreender as diferencas

bdsicas entre um sistema homogéneo e um desordenado.

Quando um elétron se desloca numa rede sua energia fica restrita as bandas de energia que
variam de uma rede para a outra. Se estas bandas forem largas, ele se move quase como uma
particula livre. Como as bandas sdo provenientes da periodicidade da rede, quaisquer efeitos
que quebrem essa periodicidade tornardo mais restrito e dificil o movimento do elétron, até
o ponto em que ele ndao poderd mais se mover. Este € o papel da desordem (fig. 1.5 e 1.6).
Aplicando uma energia potencial nao periddica, a fun¢do de onda gradualmente se torna mais
confinada. Ao contrério do efeito da ndo-linearidade, a localizacdo por desordem € bem mais
gradual, e € muito mais dificil encontrar um limiar de localiza¢do. Analiticamente, resultados
mostram um limiar de € = 2 para o caso linear unidimensional [8] (lembrando que € representa,
na verdade, €/V). Também, comparando a figura 1.6 com a 1.4 nota-se outra clara distin¢do
entre a localizagdo por desordem e a localizacdo por nao-linearidade: a segunda amortece o
efeito de respiragio! da fungio de onda, enquanto a primeira preserva este efeito mas de uma

forma irregular.

Isto resume o que se pode esperar de um sistema quantico discreto que apresente nao-

10 termo "respiracio"é usado quando se tem um efeito de oscilagio associado a uma drea, ou volume.
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(@) t=0 (b) t = 1250

(c) t=2500

Figura 1.5: Densidade de probabilidade de um sistema com U = 0 e € = 3.4 para trés instantes
de tempo (medidos em nimero de passos de integracao).
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Figura 1.6: Evolucdo temporal de um corte transversal da func¢do de onda paraU =0e € =3.4.
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linearidade ou desordem. No entanto, 0 nosso principal objetivo aqui ndo € o de estudar um
destes sistemas (sistemas simples), mas sim o de explorar as propriedades de um sistema que
apresente ambas propriedades (sistema misto). Em particular, nos interessamos por uma ca-
racteristica que € exclusiva do sistema misto: o efeito de deslocalizacdo, também chamado de
deslocalizacdo induzida por desordem e de deslocalizacdo induzida por ndo-linearidade. Este

fendmeno tem aparecido recentemente na literatura em uma dimensao [6].

Nos sistemas simples, o aumento de U ou de € , separadamente, sempre provoca um au-
mento na localizac@o da fung¢do de onda, contudo, o aumento de U em uma rede ja desordenada
pode provocar exatamente o efeito contrdrio, i. e. a fun¢do de onda fica menos localizada do
que estaria na auséncia de nao-linearidade. O mesmo ocorre na situag@o inversa, um sistema
que ja seria localizado pela desordem torna-se mais disperso na presenca de ndo-linearidade.
Nosso objetivo aqui € estudar este comportamento em duas dimensdes abordando todas as pos-

sibilidades mencionadas acima (eqgs. 1.6, 1.7, e 1.8).
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2 O Método Numérico

Para solucionar a ESDNL foi utilizada uma rede de 501x501 sitios com condi¢do de con-
torno nula (y; () = O para i, j = +500) e com uma delta de Kronecker centrada na origem
como condigdo inicial (y; j(0) = ;00 ;). Inevitavelmente, discretizamos a varidvel indepen-
tente, o que nos permite aplicar o método Runge-Kutta de quarta ordem [9], iterado por 8000

passos temporais, para integrar a equacao de Schrodinger.

Definindo l;/{fj como o valor calculado para a fun¢do de onda no sitio (i, /) no enésimo
i dy/l.”.
5

passo, e "' como a matriz que expressa a fun¢do em toda a rede, queremos f; ;(t,'¥") = —L.

Que se resume a equagdo autdnoma

Fui(#7) = = 089"

ja que o hamiltoniano 1.1 ndo depende explicitamente do tempo. Definida a f; ;, dado o
estado do sistema W" a cada passo, e sendo & a metade do intervalo de tempo d¢ correspondente,

uma iteracao do método numérico se resume aos seguintes passos:

o = fij(¥"

ofj = fij(P"+hA")

o) = fij(P"+hA?) 2.1)
of ) = [fij(¥"+2hA%), AP =[af)]

h
| | 2 3, 4
it = v (o204 200+ o)

Os A? sdao matrizes NxN cujos elementos sdo 0s Oclp i

varia¢do da fun¢do de onda em toda a rede. A primeira das equagdes (2.1) calcula derivada tem-

de modo que elas expressam a taxa de

poral da funcdo de onda no inicio do passo temporal. A segunda e a terceira equacao calculam

a derivada na metade do passo, cada uma usando a derivada obtida com a equacdo anterior. A
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quarta equacgao repete o cdlculo para o final do intervalo, e a dltima equacgdo utiliza uma média

ponderada das quatro derivadas como a taxa de variacdo para integracao.

2.1 Ordem do Erro

O erro numérico associado ao algoritmo (2.1) é de quinta ordem em dt por iteracdo. Para
mostrar isso basta expandir em séries de poténcias os termos presentes no ultimo passo do
algoritmo, e chegar a uma expressao idéntica até quarta ordem em d¢ a série de poténcias da
prépria funcdo. Por simplicidade fazemos este cdlculo para o caso de uma func¢do real de uma

variavel.

Seja uma equagdo diferencial autbnoma de primeira ordem definida por

dx

S=e, x=x()

Dado x(¢) para um instante especifico, o algoritmo em questdo estipula que o valor da fungdo

ao final de um passo de integracdo serd

dr
X (t4dt) = x(t) + g(gl +2¢2+2¢° +¢4 (2.2)
Com g" definidos por
I _ _
g = glx)=g
g = glx+hg')
1 1 dg
_ hoo 4+ —h2o2o! &+ 303" r_ 28
g+hngg ‘|‘2 88 +6 8 ) 8 dx

g = glx+hg®)

1 3 1
_ g+hgg/+h2 (gg/2+§g2g//)+h3 (Egzg/g//+gg3g///)
g = glx+2hng)

5 1 1
= g+ 2hgg/ + 2h2 (gglz +g2g//) —|—4h3 <Zg2g/g” + §g3g///§gg/3>

Onde as expansOes em série se restringem até terceira ordem em df ja que estes termos es-
tao multiplicados por df na equagdo (2.2). Substituindo todos os g", usando que d¢ = 2h, e
agrupando os termos de mesma ordem:

1 1 1
X (1 +dt) = x(r) +gdt + S gg'dr® + - (%" +g8%) dr’ + - (48%'s" +¢°¢" +¢") dr
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Paralelamente, a série de poténcias da funcao em si é:

1 1 1
x(t+dt) = x(t)+xdr+ =x"de® + —x"dr* + —x"dr* + ...

2 6 24
dg(x)
1) — — o
x' (1) o 88
d*g(x)
///Z _ N/ ”2
X" (1) 2 g +4%¢
d3g(x
x””(t) _ dt(3 ) _ g/// g3 +4 g//g/ g2 + g/3 g

Juntando essas quatro equacdes, conclui-se imediatamente que a equacao (2.2) é idéntica a uma
expansdo da fungdo x(¢) até quarta ordem em dz. O que significa que o erro associado a cada

passo deste algoritmo € de no minimo quinta ordem.

2.2 Processamento de Dados

Pelo método descrito no inicio deste capitulo, a equacdo de Schrodinger € integrada e se
obtém a funcdo de onda do sistema em fun¢do do tempo. Com ela s@o calculados alguns pa-
rametros, adiante chamados de func¢des descritivas, que sdo obtidos a partir de ¥ e avaliam a

localizacdo da fun¢do a cada instante. Estes sdo:

Niumero de Participacio de Wegner

-1
W(r) = [Zm,,(rn“]

Ele vale 1 se a funcdo de onda esté perfeitamente localizada em um sitio, seu valor tende
ao numero total de sitios quando a fun¢@o de onda estd se espalhando, e vale exatamente
n quando se tem n sitios igualmente ocupados. Assim ele tem a vantagem de informar,
de forma bem aproximada, quantos sitios a funcdo de onda ocupa em dado instante de

tempo.

Entropia de Shannon

8(1) = =Y. i (1) P In |y (1) ]°
LJ

Como € logaritmica, tem a vantagem de ndo acentuar demais os casos espalhados, de
modo a ndo ofuscar o comportamento dos casos localizados. Vale Inn quando se tem n
sitios igualmente ocupados. Além disso, apresenta todas as propriedades conhecidas de

uma entropia calculada sobre uma densidade de probabilidade.
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Estas funcdes, assim como a prépria funcdo de onda, variam com o tempo e todas atingem
um minimo global quando a fung¢ao esté localizada em um tunico sitio. Esta dltima propriedade

é a de maior interesse, pois nos permite determinar com precisio!

o estado de localizacdo
do sistema. Por exemplo, calculando a entropia de Shannon e o nimero de Wegner para as
combinacdes de parametros usadas nas figuras 1.1, 1.3, e 1.5, maisocasoU =9 e € =3.4, com
a desordem seguindo a equagao (1.8) obtém-se quatro curvas distintas (fig. 2.1(a)). Estas curvas
caracterizam todos os comportamentos que podem ser apresentados pelo sistema e também nos

permitem diferenciar um do outro.

Logo se nota que o caso espalhado (8§ e W grandes) estd visivelmente separado dos outros.
Esta separacio tende a aumentar com o tempo enquanto a fungo converge para In(N?) na fig.
2.1(a) e para N 2 na fig. 2.1(b), sendo N a largura da rede NxN. As duas curvas inferiores (ver-
melha e verde) de cada grafico apresentam o comportamento caracteristico do sistema ja des-
crito anteriormente, valendo salientar que ambas funcdes descritivas sdo capazes de diferenciar
entre um sistema localizado por desordem (oscilagdes irregulares) e outro por nao-linearidade
(oscilacdes amortecidas). Ainda nessas curvas, verifica-se que nao se pode usar ambas fungdes
simultaneamente como definicdo do nivel de localizacdo do sistema, ja que a entropia € maior
em média no sistema ndo-linear, mas o nimero de Wegner converge para um valor maior no

sistema desordenado.

Por dltimo, a quarta curva (azul) de cada um dos grificos manifesta o nosso objeto de inte-
resse. Ela exemplifica o efeito de deslocaliza¢cdo mencionado na introducdo, em que a adi¢do de
desordem a um sistema que ja localizaria pela ndo-linearidade (ou vice-e-versa) torna a fungdo
de onda menos localizada. Como veremos adiante, essa deslocalizacdo depende fortemente dos
valores de U e € , entre outros fatores, se restringindo a uma faixa relativamente larga destes

parametros.

Com o objetivo de documentar com detalhes essa dependéncia € necessdrio resumir o estado
de dispersdo descrito por cada uma destas curvas em um tnico nimero. Como pode-se ver,
ambas fung¢des descritivas oscilam em torno de um valor de equilibrio quando a fun¢ao de onda
se localiza. O nimero que buscamos € esse valor de equilibrio, e, para isso, calculamos a média
temporal de cada uma delas ao longo da segunda metade do intervalo de tempo integrado. Nos
casos localizados, o resultado é um nimero que descreve o quao disperso estd o sistema e que
estd associado a um dado valor dos parametros do sistema. Nos casos espalhados, o resultado
também € um nimero associado aos parametros do sistema, mas que representa apenas de forma

qualitativa com que velocidade a funcdo de onda esta se dispersando.

"Exceto dentro de uma pequena regifio em que ocorre a transi¢do do espalhado para o localizado, onde seria
necessario mais tempo para definir se houve ou nao localizagao.
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(a) 8(r) para quatro combinagdes diferentes de desordem e ndo-linearidade.
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(b) W(r) em escala logaritmica no eixo Y, para quatro combinacdes diferentes de desordem
e nao-linearidade.

Figura 2.1: De cima para baixo na caixa de legenda tem-se: a evolucdo de particula livre, a
localizagdo por ndo-linearidade, a localizag¢do por desordem e a deslocalizagao.
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Concluido este passo, todo o processo até aqui € repetido para uma grande variedade de
valores para U e € , sempre calculando o niimero em questdo e associando-o ao par de parame-
tros. O resultado é um conjunto de pontos para cada uma das funcdes descritivas, descrevendo
os seus valores estaciondrios como fungdo dos parametros do sistema. Usando estes pontos,
contréi-se um grafico, denominado diagrama de fases, para cada uma das funcdes que ilustra o
estado de localizagao do sistema como fun¢ao dos parametros U e € . Isto nos permite avaliar de
forma extensa e detalhada que influéncia a desordem e a ndo-linearidade tem sobre a dispersao
da funcdo de onda. Por tultimo, cada um destes graficos é construido para cada uma das trés

configuracdes de desordem (eqgs. 1.6, 1.7, 1.8)
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3 Resultados

Os graficos da entropia de Shannon (fig. 3.1, 3.3, e 3.6) sdo os mais compactos. Como
esta € uma func¢do logaritmica, ela assume valores moderados na regido de ndo localiza¢do, o
que permite que o comportamento da regido localizada (8 e W pequenos) ndo seja ofuscado.
O nimero de Wegner, no entanto, tende a valores muito maiores quando diverge (da ordem de
10%), o que acaba por ocultar as caracteristicas do grifico nas outras regides. Dentre as trés
figuras construidas com esta funcdo (fig. 3.2, 3.4, e 3.7), na segunda delas foi necessario olhar
mais de perto para evitar a perda de detalhes. Truncando o grifico em z = 20, tem-se a figura
3.5. Como serd melhor detalhado nas proximas se¢des: o diagrama 3.2 ndo possui detalhes
que justifiquem uma segunda figura de Wegner, e o diagrama 3.7 ja contém as informagdes que

queremos mostrar.

3.1 Primeiro Caso

g j = €[cos(2moi) 4 cos(2mo j)] 3.1)

As figuras 3.1 e 3.2 expressam o estado de localizagdo de um elétron que € largado em
um ponto de méximo do potencial da desordem (eq. 3.1) e delas ji se pode confirmar para o
nosso sistema bidimensional aquilo que se sabe ocorrer em uma dimensdo. A localizagdo por
desordem € bem mais gradual que do que a localizagc@o por ndo-linearidade. A primeira parece
ocorrer para um valor de &;,.,; proximo de 3, semelhante mas maior que o unidimensional. J& a
segunda depende de valores de U significantemente maiores do que eram necessarios em uma

dimensao (7 < Ugiy < 8).

Destes graficos também jd surge o primeiro resultado importante: o efeito de deslocaliza¢ao
que buscamos ndo se manifesta nessa situagdo. Isso pode ser concluido diretamente por andlise
de qualquer um dos trés gréficos. Partindo de um ponto sobre o eixo U, seja este localizado

ou nao, um aumento no valor de € sempre torna a fun¢do mais localizada, o mesmo acontece
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partido-se do eixo €. Assim se percebe que, sob esta condi¢cdo inicial, a interagdo entre os
dois parametros é extremamente linear. O limiar de localizacdo para regides fora dos eixos se
aproxima de uma reta que liga os limiares de cada eixo. Ao longo desta reta, a localizagcdo
gradualmente passa de abrupta (quando préximo do eixo U) para suave (quando proximo do

eixo € ).

A Unica excec¢do a auséncia de deslocaliza¢do € o comportamento que vemos na figura 3.2
ao longo do eixo U, que se trata de um maximo da coordenada z (média do nimero de Wegner)
posicionado em U =~ 7. Esta anomalia ndo representa o efeito que buscamos, pois ndo inclui
interacao entre desordem e nao-linearidade, mas € também merecedor de atencao. Ela mostra
que € possivel o elétron se espalhar mais rapidamente que uma particular livre, logo antes de se

atingir o limiar de localiza¢do da ndo-linearidade.

3.2 Segundo Caso

g j = €[cos(2moi) —cos(2mo )] (3.2)

Os graficos 3.3, 3.4, e 3.5 descrevem o comportamento de um elétron que € posicionado em
repouso sobre a origem de uma rede com a desordem (3.2). Nesta situacdo a energia potencial
no sitio inicial € maior que seu dois vizinhos sobre o eixo X mas menor que seus vizinhos
no eixo Y. A principio, a versdo completa do diagrama de wegner pode dar a impressao de
que o efeito procurado também ndo ocorre neste caso. No entanto, uma andlise das figuras
3.3 ¢ 3.5 exibem com clareza o surgimento da deslocalizacdo. E facil verificar que a anomalia
presente nesses graficos é realmente o efeito descrito na introdugdo, basta ver que no ponto
U =9, e =3 a fun¢do de onda estd mais espalhada do que ela estd no ponto U =0, =3
e no ponto U =9, € = 0. O mesmo comportamento se repete para varias combinacdes dos
parametros, descrevendo claramente uma faixa ao longo do dominio Uxe . Pode se ver que o
efeito se mostra mais acentuado como uma deslocalizac¢do induzida por acréscimo de desordem,
Ja que esta faixa se mostra bem mais inclinada em direcdo ao eixo U. A delocalizacdo induzida
por ndo-linearidade também estd presente (compare os pontos U =9, e =3eU =0, =3 no

diagrama 3.3), mas € menos acentuada.

A tendéncia do nimero de Wegner a crescer rapidamente quando o elétron se espalha fa-
cilita bastante a distincdo de estados realmente espalhados daqueles que apenas s@o menos
deslocalizados (uma distin¢cdo que seria mais dificil pela entropia). A fig. 3.4 ndo deixa duvidas

de que a regido no espaco dos pardmetros que leva ao espalhamento € maior nesse caso do que
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Figura 3.1: Gréfico da Entropia de Shannon com a origem como ponto de maximo.
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Figura 3.2: Grafico do Nimero de Wegner com a origem como ponto de maximo.
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Figura 3.3: Grafico da Entropia de Shannon com a origem como ponto de sela.

no anterior (fig. 3.2), ja que surge um "levantamento"da média do nimero de Wegner em uma
regido em que antes se encontrava o limiar de localizagdo. Niao € de se surpreender que essa
regido aponta na mesma direcdo da faixa de deslocalizacdo, o que leva a crer que as duas sdo o

mesmo efeito, apenas em ordens de grandeza diferentes.

Finalmente, também se vé que a suavidade presente no caso anterior desaparece comple-
tamente dentro da faixa de deslocalizacdo. Dentro desta regido, tanto a superficie do grafico
3.3 quanto a do gréfico 3.5 se tornam altamente irregulares. Isso mostra que a velocidade e a
dimensdo do espalhamento nio sdo uma fun¢do simples dos parametros do sistema neste inter-
valo de valores. Como a func¢do de Wegner fornece uma no¢io do nimero de sitios ocupados
pelo elétron, e como o gréfico 3.5 expressa a média desta fun¢do, concluimos que dentro da

regido de delocalizagdo a funcdo de onda se estende até ocupar de 5 a 10 sitios.

3.3 Terceiro Caso

& j = —€[cos(2mwoi) +cos(2moj)] (3.3)

Por ultimo, as figuras 3.6 e 3.7 exibem o estado de localizacao de um elétron que € colocado
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Figura 3.4: Grafico do Nimero de Wegner com a origem como ponto de sela.

Figura 3.5: Grafico do Numero de Wegner truncado com a origem como ponto de sela.
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em repouso sobre a origem de uma rede com a configuragdo (3.3), de modo que o potencial no
sitio inicial € menor que em todos os primeiros vizinhos. A primeira curiosidade que se nota é:
ao contrdrio do que conhecemos para o caso de sistemas continuos, um elétron posicionado so-
bre um minimo de desordem de uma rede discreta acaba por ser menos estdvel que um elétron
posicionado sobre um maximo. Isso, claro, ¢ uma manifestacdo do efeito de deslocalizagdo,
ausente nesta dltima situagdo. Nos diagramas 3.6 e 3.7 no entanto, o efeito nao sé estd presente
como esta bastante intensificado comparado com a se¢do (3.2). Dessa vez a regido espalhada
se estende até o limite do grafico (U =9), se sobrepondo a regido de deslocalizagdo. As me-
nores alturas presentes nessa regido do grifico de Wegner (U ~ 9, € ~ (.75) mostram que a
velocidade de espalhamento nessa regido é menor que a velocidade do espalhamento livre. Isso
leva a conclusdo de que esta regido de espalhamento ndo se trata de uma extensao para grandes
valores de U do comportamento de particula livre, mas sim de uma intensificagdao do efeito de

deslocalizacd@o presente nessa regido (que pode ser visto na fig. 3.3).



Figura 3.6: Grafico da Entropia de Shannon com a origem como ponto de minimo.
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Figura 3.7: Grafico do Nimero de Wegner com a origem como ponto de minimo.
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4 Conclusao

Neste trabalho realizamos um estudo numérico da Equacao de Schrodinger Discreta Nao-
Linear em duas dimensdes, adicionando um termo de desordem deterministica seguindo o mo-
delo de Aubry-André. Buscdvamos, com isto, explorar e detalhar o topico recentemente apre-

sentado na literatura, de perda da localiza¢ao por uma nao-linearidade fraca [6].

Como j4 se esperava, o efeito de deslocalizacdo depende fortemente dos pardmetros do
sistema, mas vai muito além do que apenas o caso de ndo-linearidade fraca, se intensificando
quando U se aproxima (ou passa) de U,,;. Também, uma desordem da grandeza certa pode
espalhar até mesmo um sistema altamente nao-linear. Por outro lado, basta que esta desordem
seja um pouco mais intensa, para voltar a tornar o sistema completamente localizado. Dentro do
intervalo de deslocalizacao, a dependéncia do espalhamento com os parametros € irregular e di-
ficil de descrever. Além disso, verificamos que a configura¢do de desordem também influencia

a existéncia e a intensidade do efeito de deslocalizacdo.

Neste topico, encontramos fortes indicagdes de que, dados U e € dentro de um intervalo
adequado, hd uma relacao direta entre o estado de localizagdo de um elétron e a energia poten-
cial no sitio em que ele € posto (em comparacdo com a média do potencial). Isso se apdia no
fato de que o efeito de deslocalizacdo ndo existe no primeiro caso, existe no segundo, e existe
com ainda maior intensidade no terceiro, onde os casos estdo ordenados por ordem decrescente
do potencial de Aubry-André na origem. Para verificar esta afirmativa, se faz necessdrio uma
andlise semelhante para uma variedade maior de configuragdes de desordem, possivelmente
acrescentando fases ao argumento dos cossenos de forma a alterar a energia potencial na ori-

gem sem afetar a sua média nem a sua imagem [—2¢,2¢].

Finalmente, as andlises do primeiro caso mostram que, na auséncia do efeito de deslocali-
zagdo, a interacdo entre a desordem e nao-linearidade € altamente linear. O caréter retilineo do

limiar de localizacdo na superficie (3.1), mostra que ele deve obedecer uma equagao do tipo

U £
Ucrit €local

=1 4.1)
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Como mencionado na introducao, a suavidade da localizac¢do por desordem dificulta o cél-
culo numérico do limiar &, tanto sobre o eixo € quanto nas proximidades (onde o limiar
ainda mantém o cardter suave). No entanto, com a equacdo (4.1), se 0 &,y for conhecido
de um resultado analitico e se U,,; for conhecido ou estimado, é possivel descrever com boa
aproximacdo a forma de todo o limiar. Isso, é claro, deixa de valer quando a desordem ndo
segue a configuracao (1.6) correspondente ao primeiro caso. Contudo, a configuracdo (1.8) é
simplesmente o negativo da (1.6), o que significa que os gréficos do terceiro caso podem ser
associados ao eixo negativo dos graficos do primeiro caso. Ainda mais, se estendermos a reta
(4.1) para € — —€ a nova equagdo se encaixa com o limiar de localiza¢do presente no canto
inferior esquerdo do gréfico 3.6, lembrando que €&,,.,; ainda deve corresponder ao limiar do pri-
meiro caso (fig. 3.1). Ou seja, apesar de ja termos concluido que o elétron ndo se comporta bem
como uma particula livre na regido de deslocaliza¢do do grafico 3.6, essa regido tem a forma de

um prolongamento da regido de particula livre do grafico de desordem positiva.

Por tltimo, vale a pena repetir alguns resultados apresentados nos capitulos anteriores por

serem novos ou pouco conhecidos:

e A suavidade da localizacdo por desordem caracteriza um regime de transi¢ao;

e O processo abrupto que € a localizagdo por nao-linearidade caracteriza uma mudanga de

fase;

e Ha um levantamento do nimero de participacdo de Wegner sobre o eixo U logo antes da
localizagdo (U ~ 7). A nio linearidade provoca uma deslocalizacao por conta propria,

muito préximo do limiar U,,;.
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