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R ES5TMO

A geracao paramétrica de luz a uma frequiencia

Vi, = W, ot ow, + w3, resultante da interagéo de tres cAMpPOS

2

distintos com um meio gasoso € investigada em termcs de Teo-

ria Semiclassica da Radiacao. Quando estes campos apro:xi-
man-se da situacao de ressonancia com as transigoes atomi-
cas. a magnitude da susceptibilidade nao-linear a nova fre

agiencia aumenta significativamente.

A tcoria aqui desenvolvida & aplicada a uma
sitvacao experimental em que o meio de conversao € o vapor
de sodio. Os resultados indicam que uma escolha apropriada
das freqtléncias incidentes permite que com a utilizacao de
lasers de corante com poténcias relativamente haixas
(~Kw/cm2) seja atingida a mesma poténcia convertida que se
obtoria em conversao nao-ressonante envolvendo lasers de a't-

ta potencia (~Mw/cm2).



ABSTRACT

The parametric generation of 1light at a
frequency Wy, = wy t W, + W which results from the
interaction of three different fields with a gaseous medium
is investigated in terms of the Semiclassical Theory of
Radiation. When these fields are tunned close to resonance
with the relevant atomic transitions, the magnitude of the
nonlinear susceptibility at the new frequency is shown to
increase significantly. |

The theory developed in this work is then
applied to an experimental situation, where sodium vapor is
considered as the conversion medium. For a proper choice of
the input frequencies one obtains results which allow the
use of dye lasers with relative low intensities (~Kw/cm2)
for obtaining the same converted light power as in the

off-resonant case with lasers of high intensities (~MW/cm2).
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Introdugao

O advente do laser como fonte de intensas
radiacoes com alta pureza espectral tem gerado um intecresse
crescente na interacao da luz coerente com a matéria envol-
vendo transicoes de miiltiplos fotons.

Em geral, um efeito de n-fotons esta associa
do a uma probabilidade de transicao que varia com a n-ésima
poténcia da radiacao incidente. Nao estando em regime de sa
turagéo, estes processos serao, portanto, tanto mais pronun
ciados quanto mais aumentada for a intensidade da racdiacao.

Paralelamente, a estreita largura espectral
permite uma analise mais simples e mais direta da interacao
da 1luz com a matéria, fornecendo valiosas informac¢oes scbhre
as propriedades e sobre a propria natureza de ambos.

A combinagao desses dois aspectos talvez te
nha sido a principal razao pela qual nao foi devidamente
considerada no final do seéculo passado, mesmo que em linhas
puramente classicas, a propagacao de uma onda em um meio
nao-linear. Na auséncia do estimulo de possiveis descober-
tas experimentais neste campo, Maxwell, Hertz, Drude e
Lorentz provavelmente nao se sentiram inclinados a estender
seus estudos sobre as propriedades dticas lineares para si-
tuagoes em que estaria presente a nao-linearidade.

I'm 1961, Franken e colaboradores relataram,
pela primeira vez, a gerac¢ao de sequnda harmonica, produzi-
da através da incidéncia de um intenso feixe Juminosn a

G . . . - .
6913 A e quartzo cristalino IFGl[ . Desde entao, a otica



nao-linear tem assumido uma posicao de destacada importan-
cia no campo da eletronica quantica.

Ja em 1962, era discutida a possibilidacie de
interacao nao-linear em gases |A62| . Os sistemas atomi-
cos parecem ser o unico meio no qual pode ser gerada radia
cao ultravioleta de alta frequencia via processos nao-
lincares |S76].

Nos Gltimos anos, tem sido abordado um nime
ro consideravel de interessantes processos de geracao de
terceira harmonica em vapores atomicos | v71 , LT3,
E75y . Um outro esquema, bastante engenhoso, de conversao
sintonizavel de radiacao infravermelha cm ultravioleta, a

foi discutido por Hlarris e Bloom

uma frequieéncia 2wp oW,

para o vapor de Mg|HB 74| , sendo posteriormente utilizado
preqgo de lasers de corante, em vapor de Sr por lodgson e
outros |H 74].

kstes dolis esquemas apresentam uma importan
te caracteristica em conum: a necessidade de fontes com
alta intensidade luminosa (da ordem de alguns Mw/cmz) para
uma geracao significativa da luz a nova freqiéencia. Ceral-
mente, nestes processos os campos incidentes estan bastan-—
te afastados da situagao de ressonancia com as transigoes
do vapor atomico, fazendo-se, no segundo casn, excCCSsao a-
penas para a transicao proibida em termos de dipolo elétri
¢co via um unico faton.

Um ponto ainda pouco crxnlorade na literatu-

ra ¢ a convenicneia da utilizacao do tres ondas  1uminosas



distintas, as frequéncias Wy, W, € Wy, de nmodo a aproximi-
las, simultaneamente, a correspondentes transigées entre
os niveis de energia do meio material. Tal possibilidade,
discutida neste trabalho, permitiria uma razoav:el eficién-
cia na conversao paramétrica com fontes de luz bem menos
intensas, abrindo caminho para uma grande gama de novas si
tuagoes experimentais |S76].

Argumenta-se contra este procedimento que,a
pesar de expressivo aumento da susceptibilidade nao-linear,
a luz incidente seria fortemente absorvida, anulando todos
os esforcos para uma conversao paramétrica significativa

|H74

Para a realizagao deste trabalho, procura-
mos primeiramente fazer uma analise critica das bases ted
ricas que sustentam o atual nivel de conhecimento sobre os
processos de conversao parametrica em gases atomicos. Os
quatro primeiros capitulos sao o resultado direto desta a-
nalise. No capitulo 1 fazemqs uma breve apresentacao do
formalismo de matriz densidade, que sera aplicado aos sis-
temas de dois e quatro niveis nos capitulos 4 e 5, respec-
tivamente. No capitulo 2 introduzimos o tratamento scmi -
classico da radiagao eletromagnética, detendo-nos na for-
mulagao classica da interac¢ao nao-lincar, deixando que
seus aspectos quanticos sejam abordados no capitulo 3. Ja
no capitulo 4, buscamos uma melhor compreensao das poten-
cialidades e limitagoes do calculo perturbativo através do
sistema de dois niveis,tendo em vista a sua utilizacao no

canitulo 5. Neste ultimn, finalmente, comentamos as vanta-




gens e desvantagens dos atuais esquemas de conversao para-
métrica para a obtencao de radiacao ultravioleta,e tenta-
mos elucidar quantitativamente a questao da proximidade
das ressonancias.

No desenvolvimento deste trabalho procura-
mos apresentar as principais ideias em forma auto-consis-
tente, a partir dos seus primeiros principios, uma vez que
muitas das informacoes aqui utilizadas sao encontradas de
maneira dispersa na literatura. Os cinco capitulos sao es-
treitamente interligados, um reflexo, talvez, da propria
natureza da interacao da luz com a matéria que estaremos

- mnnsiderando.



CAPTTULO I

O Formalismo de Matriz Densidade

1.1 Introdugao: A Necessidade de Uma Estatistica Quantica

Ao tratarmos um sistema com muitos graus de
liberdade, torna-se uma meta extenuante - e em geral prati-
camente impossivel - realizar um numero suficiente de medi-
das gue deterinine completamente o seu estado. Assim sendo,

a necessidade de métodos estatIisticos em Mecanica Quantica

=
famt

faz-se sentiv pela mesma razao que na Mecanica Classica: a
pequena quantidade de informacgao disponivel sobre o sistema
em consideracao.

No entanto, ha uma caracteristica adicional
na estatistica quantica que nao esta presente no estudo de
sistemas classicos. Supondo que conhecemos o estado do sis-
tema, descrito pela fungao |y> (apds ter sido realizado su-
ficiente nimevo de medidas para estadeterminacao), devemos
ainda nos limitar a dizer que a medida de um ohservavel A,
tal que A |a> = ala> , terd uma probabilidade |<a|w>]2 de
resultar em um valor a. Neste caso, o aspecto estatistico
pode ser atribuido a implicagao probabilistica da funcao de
cnda, cuja interpreta. an pode ser associada a natureza fun-
damental da perturbagac c. usada pelo préprio processo de me

dida |I1.64

Fmbora os aspectos interpretativos da esta-

tistica quantica constituam vm tema interessante por si mes
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io | F57, H61| , nosso propdsito neste primeiro capitulo es-
td bem limitado: desenvolver algumas de suas caracteristi-
cas mais importantes que poderao vir a ser Uteis para os ca
pitulos posteriores.

Inicialmente, introduziremos na secao 1.2 a
matriz densidade como uma forma alternativa de tratamento pa
ra um sistema de dois niveis. Neste ponto, estaremos nos fi
xando em um particular "estado puro", isto e, um estado de
um sistema quantico para o qual e acessivel uma quantidade
suficiente de informagcoes que permita a determinagao da
func@c de onda a ele associada . Segue-se a generalizacao
para quaisquer estados, "puros" ou "mixtos", com énfase na
passagem da mecanica quantica usual para o novo formalismo.
Nas secoes 1.3 e 1.4 desenvolveremos algumas propriedades
uteis e a equagéo de movimento da matriz densidade, respec-
tivamente. Por ultimo, apresentaremos um pequeno exemplo

ilustrativo.

1.2 A Matriz e Q Operador Densidade

1.2(a) Caso particular: Estados Puros em Um Sistema de Dois

Niveis
Consideremos o sistema de dois niveis para o
qual podemos escrever a fun¢ao de onda na representagao de

Schrédinger com amplitudes a(t) e b(t):?

bz, t) = a(t)ua(?) + b(t)ub(;) (1.1)



~J

A matriz densidade correspondente a esta fun-

cao de onda podz ser definida pelos produtos bilineares:

Paa = aa* , probabilidade de estar no nivel inferior

Pab = ab* , proporcional ao momento de dipolo+
- (1.2)
= * = *

Ppa = P2 Pab

Pbb = bb* , probabilidade de estar no nivel superior

ou em notacao matricial:

aa* ab* o P
p = . . = aa ab (1.3)
pa®  bb Phba  Pbb
ou, ainda, atraves do produto:
al (a*b*) aa* ab*
0 = pp* = ’ - (1.4)
b ba* bb*

O valor esperado de um operador qualquer A po
de ser obtido em termos da matriz densidade. Para justificar

esta afirmagao, usamos (l1.1) e (1.2)

<A> = <Y|Aly> = p__A

aaPaatPar®batPraPab’ PbuPbb (1.5)

-~

Svpondo que @ permitida a transicao dipolar elétrica entre

-1 dois niveis.



e, através de (1.3), obtemos simplesmente:

<A> = Tr(pA) (1.6)

Podemos notar que a matriz densidade (1.4) &

uma representagao particular do operador densidade
p o= [Y><p] (1.7)

Por exemplo, p_, = <alp|b> = <a|y><y|b>= ab*,
A igualdade acima € a definicao do operador densidade para

o caso de estado puro com vetor de onda |y>.
1.2(b) Caso Geral: Estados Puros e Mixtos

De modo geral, um estado puro & identificado
no formalismo usual de mecanica guantica pelos coeficientes
<, da expansao de seu vetor estado correspondente % em auto

fung6es uy de um conijunto completo de operadores:

Y = % c_u (1.8)

Para um sistema neste estado, um operador
qualquer B, representado pela matriz de elementos an, tem
como valor esperado

<B> = 7 B__c¢c* ¢ {(1.9)



No entanto, muitas vezes nao temos um conhe-
cimento completo sobre o estado de um sistema. Dizemos en-
tao que o sistema se encontra num estado "mixto", uma vez
que ele pode ser descrito pela superposicao de distintos es
tedos "puros". Este "ensemble" de possiveis estados puros
(1)

tera cada um de seus elementos Y associado a um peso es-

tatictico p(i), de acordo com a informagao que for disponi
vel scbre o sistema. |F57, L64|
Se a cada estado puro corresponder um valor
espexrado <B>i, o valor esperado para o estado mixto tera a
forma:
Lo (1)

- L P - o (1) (i) (1)
<B> = 1 p “B> = m.n Bin i Con c, (1.10)

Se definirmos a matriz densidade como,

r ) ()* (1) (1.11)

= . C
Ol"ll'l’\ 1 p m n

sendo esta uma representagéo particular do operador
o = §{¢(1)> p (1) ¢y (1) (1.12)

entao (1.10) reduz-se a uma expressao simples

. _ L _ x _
<B> = B Prm = m (Bp)mm = Tr(pB) (1.13)

Esta propriedade fundamental & valida tanto

para os estados mixtos como para os puros (que ohviamente
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(i)

a0 um caso particular destes com p = Gij)e pode ser en-
carada como a propria definicao da matriz densidade, no 1lu
gar de (1.11). Tendo em vista que através dela pode ser ob-
tido o valor esperado de qualquer observavel, concluimos

que o operador densidade contém toda a informagao signi-

ficativa que pode ser conhecida sobre o sistema.

1.3 Algumas Propriedades do Operador Densidade

O operador densidade, introduzido em 1927
por von Neumann e tendo hoje importantes aplicagoes em di-
versas arcas da fisica, tem sido detalhadamente discutido
por alguns autores. |T38, F57, H61|

Nesta secao procuraremos destacar algumas de
suas propriedades que poderao ser utilizadas ao longo do
texto.

Estas propricdades sao:

a)<A> = Tr{ph)
b) Tr(p) =1

- *
c) Prn Phm” (Hermiticidade) (1.14)

d) Os elementos diagonais da matriz de p em
qualquer representacao devem ser reais e

pertencer ao intervalo[0.1].

A primeira iqualdade & a equagao (1.13).
Para demonstrar as propriedades sequintes,as

sumimos que:



temos

a)

b)

Da

Tr (p)

11

)

As funcoes de onda ]w(l > em (1.12) fo-

EONTREIN

ram normalizadas, i.e., <y = 1.

Como os p(l) s sao probabilidades, eles

. . (i)
devem ser reais e satisfazer: p "> 0 e

(1) _
i P = 1.

definigao de trago para uma matriz, ob-

il

v <o lole > =

b)
k,n

il

P <Ol ><w lo,> =

) =
n Pn <wn'wn> 1

onde foi usado o fato de que i |¢k><¢k| € o operador iden

tidade.

Por outro lado,

Z <

Pan = <Opmlrlo > g <Oonlve> by < le > =

<o vy py<iy o > ¥ =

(<o lplo 21> = o

de modo que fica demonstrada a relagcao c) .



Para demonstrar a quarta propriedade,

]

xlelx> = o ey <xlv <y x> =

)} 2
= < > > ¥ >
n Pn I<u x> 0,V |x
onde a desigualdade resulta do fato de que P, e real e po-
sitivo. Vemos assim que os elementos diagonais de p sao
reais e positivos. Juntamente com a segunda propriedade,es
ta desigualdade implica no fato de que os elementos diago-

nais de p , em qualquer representagéo, devem ser reais e

pertencer ao intervalo [0,1].

1.4 A Equacao de Movimento da Matriz Densidade

As equagoes de onda para os autovetores do sis

tema podem ser escritas

> _ 1
3T 1Vn> = 1R Hlv> o 3T “Vn

Usando estas equag¢oes na derivada temporal

de (1.12), obtemos diretamente a evolugao do operador den-

sidade no tempo:

3 _ 1 -
20 =1z [H,0] (1.15)

onde [H,O] ¢ o comutador que representa o operador Hp-pH.



As equacoes (1.13) e (1.15) sao fundamentais
nc formalismo de matriz densidade, uma vez que € a sua solu
cao simultanea que nos conduz as equagoes de movimento des

observaveis.

Podemos notar que um elemento matricial de

(1.15) tem a forma

3 1 _ _
% Pon ~ IR <m|Hp-pH|n> =

iH

= TR ¥ |<m|H|2><2|p|n> = <m|p|e><2|H|n>| =

i1

,.a

Hio]l 0 (1.16)

H1H
ot

onde [H,p]mn = Elelpln - pmlHlnI

Quando tratamos com sistemas sujeitos a al-

gum tipo de perturbacao externa fraca, com hamiltoniano

H = HO + H , (1L.17)

torna-se geralmente Ttil descrever a variagao temporal dos
elementos da matriz densidade em termos da base constituida
pelos autovetores de Ho’ hamiltoniano associado ao meio

nao-perturhado. Para um vetor |k> desta hase



e a expressao (1.16) passa a ter a forma

apmn :
iRk s—=HRw_ o+ [H,o] (1.18)
onde
E - E
m n
Won
h
e H, @ o hamiltoniano a ser especificado pela natureza da

1

perturbacao aplicada.
1.5 Exemplo

Como uma primeira ilustracao aos elementos
da matriz densidade, consideremos a situacao mais sim-
ples possivel, em que o sistema esta em equilibrio termi-
co, na auseéncia de perturbacoes externas.

Nestas condigoes, sabemos da mecanica esta
tistica que os elementos diagonais pin' representando pro
babilidades de ocupac¢ao, sao determinados pela distribui-
¢ao de Boltzmann

e e"En/kT
o = > (1.19)

I -Ej /KT
1

onde T & a temperatura absoluta de equilibrio, k é a cons

tante de Boltzmann e a soma & feita sobre todos os esta-

das ligados.

Além disso, em equilibrio termodinamico a




s . e .
matviz densidade p~ deve ser independente do tempo, e vemos

de (1.15) que deve ser satisfeita a relacdo para H = H
o

[Hy,0%) =0 (1.20)

a qual indica que p€ pode ser escrita em termos do hamilto-
niano nao-perturbado do sistema.
A igualdade (1.19) parece nos sugerir um ope

rador densidade segundo a formulagao candonica de ter Haar

-BH
(1.21)

Tr (e )

em que Bﬁl = kT.

Assim sendo, um elemento qualquer da matriz

densidade passa a ser determinado por

—BHO —En/kT
e _ <m|e In> = e <min> (1.22)
"rn T ~pHo I ~Ei/kT
b <i|e [i> i e

onde Jembramos que |m> e |n> sdao autofuncgoes de H-

Fsta expressao esta demonstrada com muica elegancia por

Louisell na secao 6.6 da ref.| L64| . AI podemos ver, a-
través do método de multiplicadores de Lagrange, que este
& o operador densidade que maximiza a entropia, snjeita as

condicnes Trp = 1 e Tr(pH)=<E>, onde “E> e conhecida.
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Como estas autofung¢oes satisfazem a condi-

cao de ortonormalizacac,
e _ N
=0 para m#n (1.23)

enquando recaimos em (1.19) para m = n. Neste caso, pode-—
mos fazer uma estimativa dos valores relativos dos elomen-

tos diecgonais

Ppn AW o/kT (1.24)

Considerando uma situagao tipica, com o
sistema a temperatura ambiente e W,y da ordem da freqlien-
cia da luz no espectro visivel (A ~ 0.5u),

hw

10 _ 14?, 1logo: P31 << 0%, (1.25)
T

e, ja que menores ainda serao as probabilidades de ocupa-
cao dos niveis superiores, obteremcs com o uso da proprie-

dade (1.14b)

e ~
Py = 1 (1.26)
e ~ e -~ e -~ -




Reunindo (1.22), (1.24) e (1.25), c¢onclui-

mos neste exemplo que para um sistema nao-perturbado, no

estardc de equilibrio, em condigoes tipicas, avaliar os ele

mentos da matriz densidade em

( .
‘mn mO noO (1.28)

constitui-se numa excelente aproximagao.




CAPITULO 2

Interagao Luz-Matéria: A Face Classica

2.1 Introdugao: O Tratamento Semiclassico

Nos proximos capitulos nos deteremos em al-
guns dos aspectos desta multifacetada (e - porque nao di-
zer ? - multicolorida!) interagao da luz com a matéria, res
ponsavel por muitos dos fendmenos associados a importantes
propriedades fisicas dos materiais, tais como a absorcao e
a dispersao da Juz, e a emissdo estimulada de radiacao, pre
sente na cavidade de um laser.

Nossa investigacao sera guiada por um
"approach" semiclassico, i.e., sera considerado o aspecto
quantico do meio material enquanto que o campo eletromagné-
tico serd tratado classicamente. Este procedimento esta fun
damentado no fato de que aos campos macroscopicamente oh-
servaveis correspondem grandes nimeros de ocupacao em um
formalismo de segunda quantizacao e, pelo principio da cor-
respondéncia, devemos deles esperar um comportamento essen-—
cialmente classico.

Para uma compreensao globalizante da intera-
¢an, podemos observar qualitativamente os sequintes passos
essenciais:

1. Dado um campo @(;,t) presente no meio ma-

terial, ele induzird momentos dipolares
<ui> no neio de acordo com as leis da me

canica anantica.



2. A polarizac¢ao macroscopica do meio pode
ser obtida através da soma estatistica des
tas contribuigoes individuais.

3. Esta polarizacao macroscopica atuara como
uma fonte nas equagoes de Maxwell que go
vernam a propagag¢ao do campo resultante
E'(r,t).

4. A condigao de auto-consisténcia deve ser
satisfeita, i.e., o campo E' resultante
do pirocesso de interagéo coincide como O
campo suposto E que induz a polarizacao

no meic,

Os quatro passos acima estabelecidos consti-
tuem, em seu conjunto, um processo iterativo, na medida em
que: dado o campo, ele induz uma polarizacao no meio em que
se propaga; dada a polarizacao, ela regula a propagagao do
campo ao longo deste mesmo meio material. Esta situacao es-
ta esquematizada na figura (2.1).

2 interdependéncia entre o presenca da pola-
rizacAo e o comportamento do campo resultard, em ltima ana
Jise. no acoplamento das equacoes da mecanica quantica com

as Nquacoes de Maxwell .

[0}

Na secao (2.2) suporcmos que o campo k
composto por quatro componences a quatro distintas freqtién-
cias o obteremos as equaqSes que descrevem suas amplitudes,
acopladas em consequéncia de sua interagao nao-linear. Para

raseitosjas, consideraremns na secan (2.3) a Aproximacan

-
)

Pavawctica. A osequiv , ainda sob o tratamento classico  ao
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gual ros conduzen as EquagSes de Maxwell, determinaremcs a

fe]agéo entre & intensidade do campo gerado e a polarizagéo

A noea freaflérncia. Ao final, introduziremos os conceitos de

1Al - fl

connrimento da coeréncia" e "ajuste de fases", em geral de

drandn utilidade para o estudo da conversao paraméetrica.
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ciais na descricao da interagao luz-

natécia pelo "approach semiclassicol




-2 Tormulagac da Interacao Nao-Linear

N comportamento de campos eletromaanéticos e
um meio material isotropico, nao magnético e polarizavel,
na ausencia de cargas livres, & descrito pelas lquacoes de

Ma¥well no sistema MKS [SSL 74 :

V. = 0 (a) V.D = 0 (b)
(2.1)
3D 7B
IR = 0 + -7 (b) Yult = - T (a)
) - ot - ot
onde
o= U H o, D =L + P, J = Oob (2.2)
—~ Iy~ - 0= —~ P ~

As diversas modalidades de perda no material
associadas a outras causas que nao as consideradas neste
capitnlo ficam neste ponto representadas por uma condutivida
de 0. que caracteriza o meio dissipativo.

Torna-se também conveniente a separacao da po

]arizaqﬁo em dois termos, um linear e outro nao-linear:

0 termo linear pode ser escrito na forma

Il_>. Il
£
?(r,W) o) K(w)

RERON

para o caso de¢ moléculas independentes (desprezada a intera-
casoentre sens momentos dipolares), a uma dada frogilencia w

aa camnpn anlicado.



- . N - L -
€, € a nermeabilidade do vacuo e X e a constante de

proporcionalidade conhecida como susceptibilidade elétrica

~

Tirear do meio.

Desta forma, a segunda igualdade em (2.2) po

de serx transformada em

NL (2.3)

o]
I
m
=
+
sy,

onde € €5 (1 + XL)
Substituindo (2.2) e (2.3) com a derivada
temporal de (2.1c) no rotacional de (2.1d), chegamos a equa

cao de onda®,

L 9E 2 3% 3 2pNL
UXVX E + = 0 —= + o= ——m = = | - (2.4)
S T ©  5¢?
onde
]
2 _ 1 _'e ‘
cc = , n ={-—
U_e £
o o e

* Nas equagoes para os campos eletromagnéticos nao introdu-

n2+ 2,2 .
——5——) , pois os

resultados desta secao serao aplicados a um sistema gaso-

zimos o fator de Lorentz |PP 69 | L = (

so "diluido" em que o Indice de refringéncia n =1 e os
campos locais sao praticamente idénticos aos campos ma-

CTroscopicos.



o @ = ~--- & um coeficiente de amortecimento

tal que a energia de uma onda plana, nro-

. 2 .
porcional a |E|{”, tem um decaimento do

. —0 2 -~ X ~
tipo ¢ o para propagacao na direcao z,

na ausencia de polarizacao.
Partindo de uma relacao da analise vetorial,

)
VxyY¥x E = V(7.E) - V'E = g v(v.D - v.pP) - Vz” = - V2E

2 ~

onde nas duas ultimas iaqualdades usamos (2.1b) e assumimos

que 7v.P ~ 0 (meio homogéneo), a equacao (2.4) torna: se
. . SE 2 32E 82 NT
VL= e Ty 5t ug m5 BV . (2.5)
2t C ot ot
Neste ponto, particularizaremos o problema

para uma dimensao, desprezando as variacoes transversais a
propagacao da onda, suposta ao longo do eixo z. Além disso,
restringiremos o campo a quatro componentes, com fregien-

cias Wi Woy Wa @ vy, *,

Em principio, o problema nao poderia estar limitado a es-
tas quatro frequéncias, uma vez que a nao-linearidade pro
duziria outras combinacoes de freqgieéncias na forma

£v v
SR 33

pratica seja possivel excluir os demais conjuntos de nime

+ R?wz + 2 + 24w4. No entanto, espera-se gue na

-0< inteiros 21, 22, 23 e 24 porque as amplitudes das on-

115 correspondentes serac extremamente pequenas. (65!
p P ! ;
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PR I S R RN CIE S (2.6

veo oo pronadgan na forma Jde omiias planas *

{v!,];} 1 ~ —'i(k~2 e ‘.’\l't)
(z.t) = 3 i (7) e J Iy el (2.7)
T j =1, 2, 3, 4; c.c. = complexo conjugado

e o til (~) colocado acima de Ej(z) indica u

ma magnitude complexa.

Podemos notar que para o = 0 e na auséncia
e e . .. . . i NI - -
da jpolarizacao nao-linear P a solucao de (2.5) e dada por
{7.7) com as amplitudes Ej independentes da  posicao z e
nw.
k. = k.q = -
j I p

(wj)
L. (z,t) = 1.
J
lr: 3 \'I-J
P 00) ey = P‘j1

Heste ponto cstamos considerando ondas linearmente polari
zadas na mesna Jdirecaocy o ¥moramos o carater vetorial dos
campos. A validade desta hipotese fica mantida quan’o ha
interacao com o meio material, pois este contribui somen-
1~ para a mesma componente de polarizacan o camno olétri

oonTanto o proTasso,



5UpoOmos que a relacdo (2.5) deva ser satisfeita separad:-

meate por cada canpo Ej espocificads em (2,7), oassociado i

- . ~ NT -~ .
polarizacao © de mesma froqgfiencia,

v?E. = ik.,,a E.- k2 E. +p < phb (2.2)
i 10 75 73 30 73 ° 2 ]
onde mermitmes que o coeficiente de amortecimento o seja

fung3do da fregliéncia e que a variacao da amplitude dc cada

campo Ej seja suficientemente suave para que

a5, ar.
Lo L, 12.0)
Z j

dz dz

3e tomarmos, por exemplo, a polarizacac nao-

linear em w, = w

1 - W, = W

4 3 2

-3 (k4—k3—k2)z + (w4—w3—w2)t

NL _ 1 3NL . , N
Ll =3 Pl e + c.C. {2.10)
SNL _  NL o = ke T
onde Pl = Xy (w1 = W,mWo ”2) E4 E3 3
NL - s - P =
Xl e a susceptibhilidade eletrica nac-linear a
freqiiGncia Wy
obteremos, com a consideracao (2.9), a expressao (2.8) em

termos das amplitudes dos campos

dar -ix.z -ik.z
. 1 ) ~ 1
-2 —— hd . -
hlkl 3z e 1k10 "y El e
v ~-itk,~k,~k.)z
4 - fad 7
- uowf XTIL4 E§ EE e o
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Admitimos que a influéncia do efeito nao-1li-
rear sobre o vetor de propagacao de El seja desprezivel, 1i.
e., kl = klO' Assim sendo, podenmos reescrever (2.,11) e, com

o mesmo procedimento, obter relacoes equivalentes para as

demais amplitudes

aE -i(k,-k,~k,~k,)z
1~ o~ . NL Hx S 4 73 T2 771
iz By By = 1CGXy E4E3 Ej e ()
~ -i(k,~k,=k,~k,)z
d" -~ - = - 3 NL = Tx Tk 4 3 l 2
dzz B2 B2 1C2x2 h4E3 El e (b)
(2.12)
dE -i(k,~k,~k,~k,))z
.....3. - Po- i NL = &=y ra 4 27173
iz B3 b3 1C3x3 E4L2 El e (c)
dE -i(k,+k,+k. ~k, 6 )z
4 ~ - . NL & = =« 1 72 73 74
I - B4 E4 1C4x4 E3L2 Ll e (d)
oL W, Mg
onde B, = —i e C. =n H n=\( —, i=1,2,3,4
2 J 2 €

Estas equagOes descrevem as amplitudes dos
campos ao longo de suas trajetdrias no meio material. Pode-
. s e NL -~ .
mos facilmente verificar que para xj = 0 ( ausencia de po
larizagdao n3ao-linear ),a energia associada a cada campo Ej
0.z
decai proporcionalmente a e J° , como haviamos antecipado
apos (2.4).raralelamente, a presenca dos termos nao-lineares

broduz um acoplamento das equacoes, tornando interdependen-
- ] ’

tes os comportanentos dos canmpos descritos por elas.




A seguir, veremos como & possivel obter solu-
¢oes analiticas aproximadas para este sistema de  equagoes,
desacoplando-o por meio de consideragOes simples, validas pa

ra uma grande gama de situacgoes experimentais.

2.7 A Aproximacao Parametrica

O sistema de equagoes (2.12) & aplicavel na
situacao em que tres campos, propagando-se na forma de ondas
planas com freqléncias Wyr W, e Wy e amplitudes E;,, E,q e
E30, incidem sobre um meio material e, como resultado de sua
interagao com este, geram um quarto campo E, de freqliéncia

+ w,.

W=W1+W2 3

Neste caso, as amplitudes dos campos no meio
material satisfazem ds seguintes condig¢Oes de contorno ini-

ciais,

t
N
]
o
N
It
o
i

E, 50 v 1,2,3

(2.13)

s
N
I
o
I
o

Podemos simplificar nossa analise, e ainda
manter sua validade para a maioria das situacgoes experimen-
tais, supondo que €& desprezivel a poténcia dispendida pe-
los campos incidentes no processo de conversao nao-linear. A
amplitude da nova onda em Wy sera tao pequena que a sua rea-
950 sobre as ondas originais pode ser ignorada. O sistema de

equagaes (2.12) fica entao desacoplado
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i o
1 - 1 .
. " "% B
Ty %2 B
dz 2 2
(2.14)

gﬁ? = .23 £
az 2 *3
e B . i, Nop oa s e—i(kl+k2+k3~k4)z

Z 2 "g T oMWy Xgo B3y By By

Usualmente despreza-se os termos de amorteci

mento (o3 - 0) e os campos nas freqiéncias originais passam

3
a ser vistos como parametros fixos. Nesta "aproximacao para
métrica" |B65| apenas a Gltima equacao precisa ser conside-
rada.

Consideremos a situagdo em que ha perdas sig
nificativas em E,, enquanto a, = 0q = a, = 0. Entao (2.13)

e (2.14) reduzem-se a duas equacoes

s AU B (a)
dz 2 1 )
(2.15)
df i
4 - i ~NL iAkz -1 —

gz~ T2 WPy (®) et bkmk g (kg tks)

(b)
onde
gNL - NL = o E. (2)

a (2) = X4 Ejq Eyg Epg
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com duas condigoes de contorno iniciais

El(z=0) = E10
(2.16)
E4(z=0) =0
A equagao (2.15a) tem como solugao,
a

_ e

El(z) = E10 e (2.17)
de modo que a equagao (2.15b) torna-se
ak . . -a.z/2
com

NL _ _NL = « =

§4 = X4 30 £20 Ejg (2.19)

independente de z.

Usando a condicao (2.16), obtemos a amplitu-
de do campo gerado em qualquer posicao no interior do meio

material,

i(Ak+ial/2)z
NL 1 - e

—4 (2.20)
4 2 4 bk + io/2
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correspondendo a uma intensidade,

2
ﬁfL F(ay ,8k) 2272 (2.21)

I 2

I £
FSENN V)

4 °=E4*(Z) E4(z) -n

com um fator de atenuagao:

senhz(alz/4) + senz(Akz/Z) -0y 2
F(al,Ak) = 5 > e (2.22)
(alz/4) + (Akz/2)

Consideremos agora o caso particular em que

nao ha absorcao significativa (@, = 0). F torna-se

2
F(0,Ak) = §Eﬁ—~é53§3 (2.23)
(Ak.z/2)

de modo que (2.21) fica reduzida 3@ expressao

o

2 2
EL ,2_sen (Ak§/2) , C=_. 9 (2.24)
(Akz/2) 2

Aqui notamos que a intensidade gerada passa,
quando variamos z, por uma sucessao de zeros e maximos. Pode
mos compreender fisicamente esta situagao levando em conta

os sequintes fatos. O campo E, a freqgtiéncia Wy = wl+w2-+w3

4

propaga-se com um vetor de onda,

k, =k (wl+w2+w3) = n (w

4 ) o (2.25)
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. ~ NL - - o . .
enquanto a polarizacao P4 , a mesma freqidencia, induzida

pelos campos El' E2 e E3 propaga-se em termos destes, com

P _
k4 = kl + k2 + k3 (2.26)
onde
Yi
kj = Iﬁwj) = i j=1,2,3 (2.27)

A dispersao natural do meio provoca, entao,
uma defasagem Ak = k4 - ki entre o campo gerado e a pola-
rizacao induzida. Propagando-se com velocidades de fases
diferentes ao longo do meio, eles interferirao ora constru
tiva, ora destrutivamente, resultando no comportamento os-
cilatorio da linha cheia na figura (2.2). Considerando-os
inicialmente defasados de 180°, surgiri o primeiro maximo
de intensidade apOs uma distdncia zc , definida de maneira

tal que
Ak_g, = o . (2.28)

Conhecida na literatura [B65, Y67] como comprimento de coe
réncia ("coherence length’'), & esta distancia %, que geral
mente determina a extensao conveniente do material em que

se processa a conversao nao-linear.
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Em circunstancias especiais, pode ser satis-

feita a condigao

kP = x, =k, + k. + k, , Ak = 0 (2.29)

e entao dizemos que ha um ajuste de fases ("phase matching).
Esta possibilidade ja havia sido reconhecida nos primeiros
anos do desenvolvimento da Otica nao-linear |A62, FW63, B65|.
Quando ela ocorre, o meio comporta-se como um dipolo elétri
co gigante, constituido de contribuigdes individuais com
ordenamento de fases. Neste caso, o comprimento de coerén-
cia 2c torna-se a propria dimensao L do material na dire-
cao de propagagao. Ha entao um crescimento acentuado da in-

2

tensidade gerada I, « L“, indicado pela linha pontilhada

4
na figqura (2.2). Evidentemente, esta curva parabolica se
aplica dentro dos limites de validade de nossa aproximacao,
isto &, enquanto nao for significativa a reagdo do campo so
bre o meio.

Experimentalmente, & possivel satisfazer a
igualdade (2.29) em cristais birefringentes através de uma
escolha adequada das polarizacoes das componentes do campo
participantes da interacdo e da diregao de propagacgao |FW63,
Y 67) . No caso de vapores metalicos, esta situacgao pode
ser alcancada com o ajuste conveniente das freqtiencias dos
campos incidentes. A introducao de gases inertes como o
Xendnio, em condigoes favoraveis de pressao e concentragao,
tem trazido resultados bastante satisfatorios |Y71, MH73|.A

obtencao do ajuste de fases via dispersao anomala foi tam-



bém comprovada em meios liquidos [BAR 67 .

Conhecida a defasagem Ak, para obter pela
expressao (2.24) a intensidade gerada pelo processo paramé
tfico em qualquer posicaoc z na regiao em que ocorre a inte-
ragao nao-linear, necessitamos determinar a polarizagio in-
duzida a nova freqiéncia. Este serd um dos principais obje-

tivos do tratamento quantico nos czapitulos que se seguem.

I4 ” AK:O
2
/
’
’l
1,
\/ N
£
figura (2.2) A dependéncic ospacial

da intensidade gerada.




CaAPITULO 3

Interagao Luz-lMatéria: A Face Quantica

3.1 A Polarizacdo Induzida

M polarizacao mawrcscopica induzida no meio
e determinada quando somamos as contribuigoes  moleculares
individuais.

Lembrando a propriedade (1.14a) do operador

densi:lade

<A> = Tr (pd), (3.1)

supondo que ha NV = N/V moléculas por unidade de volume e
que o campo aplicado se propaga na direcao z, podemos ex-
pressar a polarizacao induzida na forma

P = N Tr (pux) / (3.2)

onde Uy & o operador momento de dipolo elétrico induzido na
diregao x.

Para um meio isotropico, a média orienta-
cional sobre uma grande quantidade de moléculas resulta num
momento de dipolo com a mesma diregao que o campo elétrico
aplicado. Isto porque, se admitirmcs por hipotese que deter
minadas moléculas em orientacoes particulares possam ter u-
ma componente y do momento de dipolo como resultante da com
ponente x do campo aplicado, estas contribuicoes se cancela

rao como consequéencia da simetria do meio.




CAPITULO 3
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nminadas moléculas em orientacoes particulares possam ter u-
ma componente y do momento de dipolo como resultante da com
ponente x do campo aplicado, estas contribuicoes se cancela

rao como conseruéncia da simetria do meio.
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A magnitude da polarizagao P = P_ X, atra-

X
vés de (3.2), pode ser escrita
P=N_ I o (M) (3.3)
mn

onde a soma € feita pelos possiveis autoestados ligados

(W) o = <n|-ex|m> = —ex . 4 (3.4)

sendo e a magnitude da carga do elétron.

Para a obtengao dos elementos de p em (3.2),
utilizaremos o formalismo desenvolvido no primeiro capitu
lo. Trataremos da equagao de movimento da matriz densidade
para o caso de interacao de uma onda eletromagnética com
o meio material, que incluird os termos de relaxacao intro
duzidos na segao 3.2. Na segao 3.3 nos deteremos em al-
guns aspectos da emissao estimulada e lancaremos as bases
para o calculo perturbativo dos elementos da matriz densi-
dade. Finalmente, na secgao 3.4 discutiremos a implicacgao fi

sica do procedimento desenvolvido na segao 3.2.
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3.2 Introducao dos Termos de Relaxagao

O hamiltoniano associado a influéncia de um
campo externo aplicado em um meio material pode ser repre-

sentado pela soma de dois termos,

H, = H® + &’ (3.4)

onde H® corresponde & interacao meio-campo aplicado e HY a
efeitos aleatorios, como o decaimento espontaneo e as coli-
soes intermoleculares, que afetam os elementos da matriz

densidade até mesmo na auséncia do campo.

A equacgao do movimento (1.18), agora sob a

forma,

Ban
ot =R Ymn Pmn

ih 'p]mn + [Hr,p]mn (3.5)
descreve a evolugao do sistema na presenga da perturbacao ex
terna.

Decorrido um certo intervalo de tempo, se
"desligarmos" esta perturbagao o efeito de HY sera produ-
zir mudancas em Pmn de tal modo que O sistema retorne ao
seu estado de equilibrio original com o meio circundante.
Essencialmente, tres processos sao responsaveis por estas
mudan¢as. Os dois primeiros provocam transicoes de um nivel

m para um nivel n, enquanto que no iltimo nao ha alteragoes
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efetivas na energia do sistema. Estes processossao:

a) O decaimento espontaneo, quandoE >E . Nes
te processo um foton & emitido com ener-
gia Em—En.

b) Colisoces inelasticas, tanto com as molécu
las do gas entre si como entre estas e as
do meio circundante.

c) Colisoes elasticas, intermoleculares como
em b).

Para H® = 0, os termos Prn fora da diagonal
da matriz densidade (m # n) tornam-se nulos no equilibrio,
de modo que podemos fenomenoclogicamente representar o efei-
to randdmico por um termo de relaxagao

r iR
Helpen > - T Pm (3.6)

modificando (3.4) para:

iR o
mn
LS

, m #n (3.7)

Notemos que, admitindo que o campaq foi "des-
ligado” no tempo t = t_, a menos de um termo oscilatério ob
teremos o decaimento exponencial,

t-t
o

T
omtn(8) = ppp(tl) e ™, et (3.8)

pelo qual é responsadvel o termo de relaxagao introduzido em




(3.6). As constantes Ton devem ser reais e positivas para

que seja satisfeita a condigao de equilibrio
pm#n(t) > 0 quando t>o (t-to>>1mn) (3.9)

e T =T como consequencia da hermiticidade do operador

nm nn’
densidade, propriedade (1l.1l4c).

Admitindo que em t=t_ todas as moléculas es-
tao vibrando em fase, podemos interpretar Ton COMO uma medi
da da quantidade de tempo necessaria para que elas passem a
ter fases relativas arbitrarias entre si. A ela nos referi
remos ao longo do texto como o tempo de relaxagao trans
versal.

Quanto as equagoes diferenciais para os ele-
mentos diagonais da matriz densidade, elas devem incluir ter
mos de relaxacao que permitam transigoes modificadoras da
distribuigao populacional dos diversos niveis. Estas transi
¢oes podem ser atribuidas aos dois primeiros processos cita
dos anteriormente.

No caso de uma colisao eldstica na qual, por
exemplo, uma molécula perfaz a transigao |1>>]2> e a outra
a transicao |2>+|1> , havera efeitos sobre os elementos
nao-diagonais da matriz densidade, pois geralmente este pro
cesso produz mudancas de fase. No entanto, o sistema como
um todo nao tera sua energia modificada, permanecendo os
nimeros de ocupagao e, portanto, os elementos diagonais i-

nalterados.

Seguindo a formulagao de Eicher |E75|, para
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um elemento genérico Py Podemos fazer a substituigdo:

- .r L T _
E ’p]nn > A brkien T P! (3.10)
onde
Prk = densidade de probabilidade do sistema estar no es
tado k.
Wkn = taxa de transicao do estado k para o estado n

quando G = 0 (por unidade de tempo)

de modo que (3.4) torna-se:

30
. nn _ [.c = I _
i st [H 'p]nn + iR (04 Wy T Pan¥nk) (3.11)

Nesta igualdade, observamos que o processo de
relaxacao contribui com um aumento da probabilidade de ocupa
cao do estado n por unidade de tempo pkkwkn’ resultante das
transigaes do estado k para o estado n, e com um decréscimo
equivalente pnnwnk' resultante das transicoes do estado n pa
ra o estado k.

Se "desligarmos" o campo, esperamos que O sis
tema tenda a um estado de equilibrio, no qual Pphp 2SSume um
valor pin independente do tempo. Em equilibrio nao ha emis-
sao ou absorgao liquidas a qualquer fregliéncia de transicao,
valido o Principio do Balanceamento Detalhado para cada par

de niveis n e k:

nn "nk ~ Pkk Wkn (3.12)
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Esta relacao permite a definigao de um tempo

de relaxagao T

k
pe De
_ Mkk _ "nn
Tnk = —_—, Tkn = ;—— (3.13)
nk kn
com T nk — Tkn (3.14)

de modo que (3.11) pode ser reescrita

dp _ e P
ih —22 = [Hc’p]nn * ih i (oxx ;BB S bpn 0 (3.15)
3t kn Tk
onde
c _ I c - c
E ,p]nn = I 0,0 = Png Hon) (3.16)

Aqui notamos que se escrevermos O conjunto
de equagoes na forma (3.15) para varios niveis, elas esta-
rao claramente interligadas. A relagao (3.16) associa um e-
lemento diagonal Pnn COM elementos nao-diagonais pz#n e
Pnsg Paralelamente, o termo de relaxagao em (3.15) contri-
bui para a dependéncia de cada Phn €M todos os outros ele-
mento diagonais Pyk tornando mais complexo e intrincado o
acoplamento das equagoes.

Usualmente |PP69, E75| , esta  contribuigao
& negligenciada, sob o argumento de que ha interesse apenas
em transicoes induzidas entre estados, e ndo em transigoes

resultantes dos processos de relaxagao.




No entanto, os processos de relaxagao desem-
penham importante papel neste trabalho, tendo em vista que
consideraremos efeitos de saturacao em niveis com  transi-
¢coes muito proximas a ressonancia com os campos eletromagné
ticos incidentes. Devemos entao buscar uma maneira de tra-
tar o termo de relaxagao da equag¢ao (3.15) gque mantenha via
vel o calculo analitico dos elementos da matriz densidade.

Nossa estratégia consiste em admitir que to-

dos os T, sejam iguais a um Unico tempo de relaxagao efeti

vo , passando (3.15) da forma,
iR 3pnn - [HC ] + ih z ( e _ e )
Pinn T F k ‘P’kk Pnn” Pnn Pkk

ot

atraves da propriedade (1.14b) ,
e
Tr(p) = 1 = Tr(p )

para a expressao mais simples

R %Pnn _ [Hc ] - iR Pnn -pin
*?Inn

3t T

(3.17)

em que cada elemento diagonal da matriz densidade deixa de
estar acoplado aos demais.
Verificamos agora que, "desligado" o S (5T

em t=t0, (3.17) pode ser reescrita, para t> to'

3_
at

Ap
rp = - —2n (i.38)

nn T




[N
o

onde vemos que Apnn’ a diferenga que separa Phn de seu va-

lor no equilibrio, tem sua diminuicao regulada pelo tempo de

relaxagéo efetivo T, de modo que a solugéo de (3.17)

t-t
_ [}
o (t) =48p_ (t)) e T 0 t >t (3.19)
nn nn' O nn '’ o )
satisfagca a condicao de contorno
e 5
pnn(t) Pon quando t » o (t t,>> T) (3.20)
Através das igualdades acima, constatamos
que a constante T pode ser interpretada fisicamente como

uma medida do tempo requerido para que o sistema perturbado
atinja o equilibrio com o meio circundante. De agora enm
diante, nos referiremos a T como o tempo de relaxagao lon-

gitudinal.

3.3 A Emissao Estimulada e o Método Perturbativo

. . r
Representado o hamiltoniano H™ pelos termos
de relaxagao introduzidos na se¢ao anterior, o hamiltoniano

total do sistema torna-se

H = Ho + AH (3.21)

onde substituimos H® por AH', com o parametro ) indicando
que a efeito de interacao meio-campo aplicado & uma pertur-

bacao.
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A aproximacace dipcla:r  elétrica, na gu al

' PP69!

/

'

= - er (3.22)

fica justificada pelo fato de que o campo eletromagnético ,
mesmo na regiao do ultravioleta, nao varia de modo signi-
ficativo nas dimensoes atdmicas. A variacao do campo é sersri
vel para distancias da ordem cde um comprimento de onda (com
valores tipicos de centenas ou milhares de Angstréms), en-
guanto as regioes atomicas estao em torno de alguns poucos
Anastrxdms. Para as finalidades deste trabalho, a aproxima-
cao dipolar & excepcionalmente boa.

Pela mesma razao, escreveremos os elementos

matriciais de H!

S
H' = <m/H'|n> = <m[-n.Eln> (3.23)

na forma mais explicita,

H' = - E <m|uz|n>

mn - E(uz)mn (3.24)

em que ja tomamos o caso particular com E na diregao z.

O hamiltoniano H' em (3.22) estimula transi-
goes entre os varios niveis que compoem o sistema, respeita
das as regras de selecao para ¢ caso dipolar elétrico lM?OL

AL

]

+1, As =0 (3.25)
Aj = 0, + 1 (exceto 0+ 0)

Am = 0,

H+
o




que serao utilizadas oportunamente.

Associardo (3.7) e (3.17) com HE = AQ', ob-

temos a equacao de movimento para um elemento genérico Prmn.

N T - .-
1 (Bt it Ton? Pran Prn! A [H 'men (3.26)
1
onde T = —l;w m#n; T =T =3 (3.27)
mn T nn
mn

Se expandirmos convenientemente cada elemento

matricial do operador densidade em poténcias de perturbacao,

- z p _(p) (0) _ e
Pon = p=0 * °mn *  Pmn T Pmn (3.28)
e substituirmos esta expansao em (3.26), obteremos apos a

comparacao dos termos de mesma poténcia em A

. ...a . r (p) _ ) (p'"l)
iR + iw + T ) p P = [Hlp Yo ¢ P2 1 (3.29)
Para p=0, estaremos considerando a situagao inicial de equi
librio térmico nao-perturbado, onde assumiremos que o siste-

ma se encontra no estado fundamental*, isto &,

o (0)
mn

e e S

mn’ P = 6

= pmn(t=0) =P mn mO "n0 (3.30)

Esta hipOtese @ uma excelente aproximacao para gases reais
em equiiibrio teérmico a tcmperatura ambiente, de  acordo

com o evamplo da secgao 1l.5.




no

tendo sido considerado que a perturbacao foi licada’
tenpo t = 0, correspondente a situag¢ao inicial dJdo siste-
ma.
A equacao diferencial (3.29) e a  condigao
do  calculo

constituem a base

(3.30)
matriz densi

ao contorno inicial

perturbativo para a obtencao dos elementos da

dade.

3.4 Discussao
seria

Antes de encerrarmos este capitulo,
na

interessante que discutissemos a hipotese introduzida
dAiferencial

secao 2
que  res-

.2, que nos permitin moldar a equacao
(3.15) para a sua forma simplificada (3.17), e
consideran-

tringe de alguma forma o problema que estamos

do.
Apenas para um sistema de dois niveis
(3.17) @ geral. Este @ o Unico sistema que pode ser ple-
sendo

namente caracterizado por dois tempos de relaxacao,
densidade

Tl relativo aos elementos diagonais da matriz
e T, aos nao-diagonais.

Nosso proposito agora €& investigar a impli=~
cacao fisica desta restricao. Suponhamos um sistema de qua

tro niveis, por exemplo. Na auséncia de campos externos,para
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alcangar o estado de equilibrio em que,

=pS. =05, =0 (3.31)

1, Pop = P33

o€ - o€
00 11
o sistema deve decair via processos de relaxag¢ao para o ni

vel fundamental, como mostra a figura (3.1).

<

Ve BV NN A YWAN Vo W W N

figura (3.1) Varias formas de decai-
mento para o nivel fundamental em um

sistema a 4 niveis.

Retomando (3.11) com HC = 0, consideradas as

transigaes no sentido descendente de energia, obtemos o
sistema

9 = - W - W - W

a3 P33 T T P33f32 T P33z T P33¥3p

2 = ) QW - W - W

ot P22 T Pa3W3n T PooWay T PoroWhy

(3.32)

3

3t P11 T P33Wap t PooWoy 7 P

B = P W 4+ PoWan + DLW

3t " 00 33730 22720 1110
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Se somarmos todas as equacoes diferenciais de

(3.33), chegaremos a igualdade

3
3t (Pgo * P11 * Pop + P33)

=0 (3.33)

que confirma a conservagao do numero de ocupagao total, man

tendo as taxas de transigao V

i n COm valores independentes en

tre si.
Mesmo se todos os W, 's forem iguais a uma a-
nica taxa de transigéo W, nao reobteremos um conjunto de e-

quagoes como em (3.17). Se postularmos que:

e W

30 = W0 = W0 =

o sistema (3.33) torna-se

3 = -
3t P33 T P33 W
) - -
JE P22 T TPy W
i2,36)
—3—_. = - w
3t P11 P11
3

st Poo = (1= Pgg) W .




Lembrando a definicao (3.13)

)

T = e = = (3.37)

onde na sequnda igualdade utilizamos (3.31) e (3.35), pode-
mos entao expressar o tempo de relaxagao iongitudinal como

o inverso da taxa de transicao "efetiva" W

2

1
T = (3.38)

de modo que o sistema (3.36), com o auxilio da condicao de

contorno (3.31), pode ser finalmente escrito,

e
3 _ _ P33 7 P33 e _ o
% P33 7 - ' 33
- e
3 __ P22 7 Pay e _,
ot P22 7 T ' P22 7
(3.39)
- e
3 P T P e _
st P11 . v P11 T
P P
3 - _ 00 "00 e _
3 Poo T - r Pgp =1

0 que esta em pleno acordo con (3.17), na auséncia de campos

externos.

Mas esta & uma nova situacao!

Se observarmos atartamente o significado do
que postulamos em (3.3 4-5),vererns e, de modo diverso ao
{ p ’ 4

representado na figura (3.1), @cora cada nivel excitado de-
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cai diretamente para o estado fundamental. Esta nova situa-

¢ao esta indicada na figura (3.2).

Em sintese, buscando uma forma tratavel para
a equacao (3.15), introduzimos uma simplificacao que nos
conduziu & situacao de independéncia entre os elementos dia
gonais da matriz densidade em (3.17), a qual esta intimamen
te ligada a particularizagao do problema para efeitos de re
laxacao via transic¢Oes diretas.

Este ultimo exemplo nos mostra que mesmo um
simples modelo de relaxagao pode tornar complexo o quadro ge
ral de comportamento para um sistema de quatro niveis na
presenga de radiacao.

Entretanto, existe uma situacao fisica que po
dera estar bastante proxima do tratamento simplificado aqui
desenvolvido. Em condigoes experimentais, ondas eletromagné

ticas na forma de feixes luminosos sao focadas em uma re-

SAYAYAVAY: WA NP VN

Y4

0
figura (3.2) Vias de decaimento ai
reto para o nivel fundamental em um

sistema de quatro niveis.




giao do recipiente de vapor com didmetro da ordem de 100
microns. Se fixarmos nossa atencao dentro dos limites dessa
diminuta regiao, constataremos uma continua renovacao das
moléculas causada pelo movimento térmico. Em termos quanti-
tativos, a velocidade de uma molécula correspondente a tem-
peratura ambiente esta por volta de lO5 cm/s. O tempo de per
curso na regiao de interacdao, independente do estado de ex-
citagao da molécula, estari portanto em torno de 107 7s,

Esta & uma estimativa bastante grosseira, em
que desprezamos alguns efeitos como a difusdo e as colisoes
das moleculas ao longo do feixe. No entanto, ela & suficien
te para podermos visualizar uma situagao em que oOs tempos
de decaimento entre os niveis excitados sao maiores ou pré-
ximos ao tempo de percurso das moléculas na regiao de inte-
racao.

Nestas circunstancias, tudo se passa como se
permanecessem as mesmas moléculas durante todo o processo
associadas a um decaimento para o nivel fundamental via tran
sigaes diretas, justificando o procedimento simplificado com

um unico tempo de relaxacao longitudinal.



cartiurno 4

sistema de Dois Niveis

4.1 Introdugao

A imagem mais simples que podemos fazer de um
meio quantizado em interacao com uma onda luminosa consiste
em considerar um sistema composto por dois niveis de energia
com transicoes induzidas por um campo eletromagnético. Mesmo
nesta situacao, a obtencao de solucoes exatas para os ele-
mentos da matriz densidade torna-se,quando possivel , uma
tarefa bastante complexa.

Na secao 4.2 tentaremos nos aproximar destas
solucoes usando o método perturbativé desenvolvido no capi-
tulo anterior para o caso em que o sistema esta em ressonan-
cia com o campo aplicado. Os resultados assim obtidos serao
entao comparados as solugoes exatas*, visando uma melhor com
preensao das potencialidaces e limitacgOes do calculo pertur-
bativo. Tendo em vista a viabiiidade da determinacao de solu
coes relativamente simples, consideraremos os tempos de rela
xacao, longitudinal e transversal, iguais a uma unica cons

tante T.

A expressao ''solucoes exatas'" nao esta sendo usada em seu
sentido rigoroso, uma vez que no calculo destas solugoes u-
tilizaremos uma aproximagéo, denominada RWA, como veremos

mais adiante.
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Um outro caso particular, que pode ser enca-
rado como complementar ao primeiro, sera tratado na secao
4.3. Al analisaremos, com o mesmo procedimento, um siste-
ma de dois niveis com transigao proxima a ressondncia  com
o campo aplicado. Mais uma vez a bem da simplicidade, desta
feita buscaremos uma resposta na ausencia de efeitos de re-
laxagao.

Antes de iniciarmos o calculo dos elementos
da matriz densidade, € interessante transformar a equagao

(3.29),

(%E * iWint Ton! pég) = %ﬁ [H"p(pwl)]mn' p>1 (4.1)
com,
Hi o= - “}i(j E (4.2)
E = % ei(kz—Wt) + c.c. (4.3)
onde c.c. denota o complexo conjugado do termo anterior, e

a condicao de contorno (3.30)

— — e —
pmn(t_o) = Pon T 6mo Gno (4.4)

em uma forma mais explicita

) : (p) i { i(kz-wt) (p-1) _
(Bt + lwmn+rmn) Pmn = 2 %L@mﬁ +c.c.)p2n
_ (p-1) i(kz-wt)
P e (aﬁn e + c.c.)t , p21 (4.5)
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onde

(4.6)

A aplicacao direta desta formula nos permiti-

ra encontrar sucessivamente valores de ordem crescente da =X

pansao perturbativa dos elementos da matriz densidade.

4.2 Caso Ressonante com Relaxacao

(a) Calculo Perturbativo

Consideremos o sistema de dois niveis separa-

dos por uma energia de transigio,

El - E(j = B(wl - wo) = h w1 (4.7)

LS

e o campo (4.3) aplicadc ea ressonancia, isto &, w - Wig+ E

ta situacao esta esquematizada na figura (4.1).

>

B

0

.

Figura (4.1: Caso ressonante em um

sistema de ccis niveis. Diagrama

com energias =m unidades de h.
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Em ordem zero (p = 0), o sistema encontra-se
em equilibrio térmico nao-perturbado, sendo descrito pelas

igualdades

(0)
Poo
(4.8)

(0) _ (0) _ (0)_
P13 =P 19 = Po1 = 0

Para obtermos os elementos de p em primeira
aproximacao, utilizamos (4.5) com P = 1. Partindo de (4.8),
com todos os an's iguais a uma Unica constante TI', chegamos
d igualdade,
(1) i

+T) oogp" =3

%10 ei(kZ—Wt)+ c.c.) pég) (4.9)

(%E + iw10
onde os elementos diagonais de o se anulam, pois este &€ um
operador de paridade impar.

Para resolver esta equacao diferencial li-
near de primeira ordem, utilizamos o fator de integracao (vi
de apéndice A),

f(iw10+1‘)dt= e(iwlO+I‘)t
F.I. = e

de modo a obter a expressao facilmente integravel,

. iw, t
S V1ot et < 5 07Tt g + ¢
10

J alo(elkze—th+ c.c.)e

chegando entao a solugao geral
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(1) alO eikz e—iwt alO e—ikz eiwt —iwlot -Tt
p = - + + C e e
10 . .
2 w wlo+1F 2 w+wlo-1F

(4.10)

A primeira parcela a direita, com denomina-
dor envolvendo a diferenca entre a freqdéncia do campo apli
cado e a freqiiéncia de transigao entre os niveis do siste-
ma, cresce a medida em que nos aproximamos da situacao de
ressonancia. Por esta razao, ela & usualmente denominada
"termo de ressonancia". Quando isto occrre, o termo anti-
ressonante , envolvendo a soma de freqiencias, torna-se mui
to menor que o primeiro e pode ser despr<zadc. Este procedi
mento simplifica bastante o calculo que estamos fazendo e

sera empregado por . diversas vezes daqui em diante.

Quanto a terceira parcela, esta contem uma
constante a determinar pelas condigoes iniciais, um termo
oscilatorio a freqtiéncia de ﬁransigéo e um fator de decai-
mento, tendo o inverso do tempo de relaxacgao como parame-—
tro. Este fator faz com que a contribuicao da terceira par-
cela seja significativa apenas n» caso transiente (t£T) e
nos permite fazer uma interessante analogia com a oscilagao
forcada de uma mola classica amortecida. A medida em que au
menta o tempo de interacao, a contribuicao em que o siste-
ma oscila a sua "freqtiéncia natural" torna-se cada vez me-
nor até chegarmos a situacao estaciondria (t>>T), na qual o

sistema oscila a freqliéncia da perturbagao aplicada.
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Adaptando (4.10) para a situacao de ressonan

cia que estamos considerando, obtemos

(1) -, %101 - &'t

ikz -iwt
010 1 5 v e

e (4.11)

onde utilizamos as condigoes de contorno (4.4). O outro ele
mento da matriz densidade ndo nulo em 12 ordem de aproxima-

cao & determinado diretamente pela propriedade (1.1l4c)

Oéi) = O{é)* . (4.12)

Estas duas Gltimas igualdades nos permitem
passar a obtencao dos elementos diagonais de p em 22 ordem.
Aqui, assim como nos proximos calculos semelhantes a este ,
procederemos de maneira analoga ao tratamento desenvolvido
em 12 ordem, admitidas implicitamente as justificativas ali

apresentadas. A equacao (4.5) torna-se parap =2 e m=n=0

)

& (2) _ i
ot

OO =§ aol(ei(kz_Wt)+ C.C.)(p(l) - (l))’(4.13)

+T)p 10 Po1

Usando (4.11) e (4.12), esta equagéo torna-se,

o2
(2) ~ _ %01 rt

3
(52 + ) »p

onde os termos -:anti-ressonantes foram desprezados de ante

mao.
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Esta equagao tem como solugao ,

2
a
(2) - 0l -Tt
Pog” ~— ~ ;‘2‘[1 - (T't+l) e ] (4.15)

onde foi lembrada a condicao de contorno (4.4), com

(2)

. poo(t=0) = 0.
Para p=2 em =n =1, -(4.5) torna-se
) (2)_ i i(kz-wt) (1) (1)
Gg+T) e =35 oqle + c.c.) (pp3"= Pyp ) -+ (4.16)

Comparando esta equacgao com (4.13) e reconhe-

(2)

cendo que pll satisfaz o mesmo tipo de condicgao inicial que

Dég), concluimos diretamente que

(2) _ _ _(2) |

Fisicamente, esta relagao estda de acordo com

a conservacao do nimero de ocupagao total do sistema.

Em 32 ordem, de (4.5) obtemos a equacdo para

(3)
P10
3 : (3) _i i (kz-wt) (2)_ (2)
(SE + iw + T) P10 = 3 ajq (e + c.c.)(pOO P11 )
(4.18)
onde ja& consideramos a condigao de ressonancia w = w,,. Des

prezados os termos anti-ressonantes, utilizadas (4.15), (4.17)

e (4.4), obtemos a sua solucao aproximada,




58

3
2
(3) - . 210 (rt) -Tt_ i(kz-wt)  (3) _ (3)*
2T 2
(4.19)

composta de um termo transiente e outro que subsiste na si-
tuagcao estacionaria,
Utilizando este resultado na equagao (4.5)com

p =4,

(4)

(3) (3)
Poo -

i(kz-wt) )
€ 10 Po1

&+ 1) =2 + c.e.) (p (4.20)

aOl(

e, procedendo de modo analogo, encontramos as expressoes pa-

a
ra os termos diagonais de¢ ¢ em 4=~ ordem

(4) * 81 (res? v’ -rt (4) (4)
2F4 2 6

(4.21)

Neste ponto, podemos fazer uma breve observa-

cao, "ad hoc" para uma teoria semi-classica. Considerando

(4.15) e (4.6), notamos que os termos em 22 ordem dos ele-
mentos diagonais da matriz densidade dependem linearmente
da intensidade da 1luz ayrlicada, correspondendo a processos
que envolvem um Gnico féton por transicao. Ja na expressao
acima, a dependéncia quadratica das densidades de populagao
na intensidade nos sugere a presenca dos processos de dqQis

fotons.
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Definindo convenientemente,

m
n
et
Ii
3
ot

(4,22)
%01

T = —=

Y
i
Q
o
=
o

-3

podemos sintetizar os resultados desta segSo, ate a 42 ordem

da expansao perturbativa,nas seguintes expressoes

2 e .4 2 3 __
1 - 1-(1l+e) e + 3 l—(l+e+% + =) e °|, (4.23)

Ny
M

Poo

Esta nova notacao tornara mais clara a compa-
ragao destes resultados com os advindos do cdlculo exato, as

sunto de nossas proximas consideracgoes.

(b) Calculo Exato

Utilizando a igqualdade (3.26),0 conjunto das
equacoes diferenciais que governam os elementos da matriz
densidade, com um Unico tempo de relaxa¢ao T, pode ser escri

to

- 4 - '
+dw o * T) ey = K (Big Poo ~ P11 Hio)

I

HY. + H/

= iw g + T) pg; = TR (Poo Hoy 01 P11’ (4.25)

——
Q)lQ)
t
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3 - — l ] —_ '
G + D) (rgp=1) = 35 (Hp1P10 ~ Po1 Hio) (4.25)

3 1 . B :
Gg* ) Py = 18 (Bio Po1 ~ P10 Hio!

Fazendo valer a condigao de ressonancia w = Wio € supondo

a sequinte forma para os elementos nao-diagonais,

_ -i(kz-wt)
OOl - AOl(t) e
(4.26)
_ i(kz-wt) _ %
Pr1o = *rip(t) e r Mo T tor
as equagoes (4.25) tornam-se,
: _1i -2i(kz-wt), = _
Ao ¥ Thg =5 019 (L +e ) (Poo = P13)
(4.27)
N _ i 2i (kz-wt) _
Aol + FAOl = 5 GOl (l + e ) (Oll poo)
. _ i i(kz-wt) i(kz-wt) _
oo + Fpoo =3 Qg1 (e + c.c.)( AlO e c.c.)4Tl
. _ i i(kz-wt) -i(kz-wt) _

onde consideramos (4.2), (4.3) e (4.6).
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Se definirmos ,

wlt) = pgg = P17
p(t) = Alo + AOl

e combinarmos convenientemente as equacgoes (4.27), obtere -

mos ,

v+ Tv = - Oy W (4.29)

b+ Tle-1) = oy,

onde os termos que oscilam & freqiéncia 2w, invertendo seus
valores 1015 e 1016 vezes em um segundo quando trabalhamos
com freqtiencias oOticas, foram desprezados. Esta aproximagao
€ conhecida na literatura como RWA ("Rotating Wave Approxi
mation") |AE 57].

O conjunto de equagoes (4.29), associado as

condigoes iniciais (4.4) na forma,

u(0) =0

<
—~~
o
A
]
o

(4.30)

£

B
N

 aad
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apresenta como solugao para a diferenca entre densidades de

populacao (vide apéndice B)

2
2 a a r
w(t) = r + ( 10 cos a,,t + 10 sen a,,t) e It
2+02 2+a2 10 T2+ 2 10
r "%10 r "%1o0 %10

(4.31)
Utilizando a propriedade (1.14b), que expressa a conserva

cao do numero de ocupagdo total do sistema,

Tr p(t) = pyo(t) + pyp(8) =1, vt ' (4.32)

juntamente com a primeira das igualdades (4.28) ,encontramos

as solugoes exatas de (4.25),

az T2 a2 T2 T
1 %10 1 10 %10 -t/T
Pq- (t) A G R Y ( —= COS at + sen at)e
11 2,202 2 ]2 g2 L1o2 72
%10 %10 %10
(4,33)
2 2 2 m2
T
_ My t/2 g agT ag T ~t/T
Pan (t) = — + % (~——=—=x cos at + ———— sen at)e
00 2 2 2 1402 72 14a2 T
l+a7, T 10", 10
(4.34)

que satisfazem as condigoes iniciais (4.4).

Quando t.<<T, expandindo cos at e sen at em
poténcias do argumento at, assumido suficientemente peque-
no para que seja necessario considerar apenas até os ter-

mos lineares da expansao, obtemos

2 m2 2 m2 2
T T T
-1 %10 1, *10 %0 t
o) ._....__—..,........_( + t)(l—._)
11 2 2 m2 2 2 m2 2 2 T
l+a% T l4as T 1+a T

10 10 10
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e as solugoes tornam-se

=1 - (4.35)

Poo P11

onde notamos que para a situacao transiente, com at pequeno,
devemos esperar um crescimento parabdlico da populagao do ni

vel excitado a medida em que aumenta o tempo de interacgao.

No outro extremo em que t>>T, Os primeiros
termos de (4.33) e (4.34) passam a predominar. Defrontamo-

ncs, entao, com as solugaes independentes do tempo,

2 2
®y07
2 .2

1 +a10 T

~ 1 =
=5 =1 -

P11 P11
correspondentes ao regime estacionario em que se encontra
O sistema.

Estes dois aspectos podem ser visualizados

nas curvas em linha continua nos graficos (4.1) a (4.5), ao

final desta segao. -

(c) Comparacao e Conclusoes

Considerando as definicoes (4.22), a solugao

exata (4.34) pode ser escrita

- 1+ 2 +_1_(c2

g -€
1+ 22 2 5 COS €L + ——5 sen ef)e (4.37)

1+t 1+C

=1 Pgo
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Se fizermos as expansoes em série de Maclaurin,

(v syt o 222 44 ) c2 <1
2 4
cos e0 = 1 - LeR)° 4 le)” (4,38)
3 .
3 5
sen eg = € § - (ng + (ng - ..

e assumirmos satisfeitas as condigoes,

2 —
g” << 1, T T (4.39)
(ec)2<< 1 € = apqt (4.40)
4 01 .
de modo a predominarem fortemente os primeiros termos em

(4.38), obteremos, agrupando a expressao resultante de (4.37)

-~ o - a
em potencias de ate 4= ordem em [ ,

2 4 2 3
1 - 53 [1 - (l+¢) e—€]+ % [.l—(l+e + % + ) e”EJ

(4.41)

It

Poo

Nm

que € justamente o resultado (4.23) do calculo perturbativo.

Desta forma, constatamos que os resultados da
expansao da solugao exata em poténcias de f correspondem aos
termos em ¢P gerados em ordem P pelo calculo perturbativo
quando satl sfeitas as condig¢Oes (4.39) e (4.40).Esta consta-
tacao analitica & confirmada no grafico (4.1) pela coincidén
cia inicial das curvas pontilhadas, representando os resulta

- . - ~a a
dos do calculo perturbativo em ate 2= e 4= ordens, com a cur
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va em linha continua da solugao exata.

Ainda neste grafico, podemos observar que,
mesmo quando o tempo de interagao & varias vezes maior que
o tempo de relaxagao T , o resultado em até 42 ordem man-
tém-se bastante proximo (com desvio menor que 1%) ao resul
tado exato, evidenciando a validade do cdlculo perturbativo
para pequenos angulos r.

Este fato pode ser explicado da seguinte ma-
neira. Quando o intervalo de tempo em que a luz perturba o
meio & maior do que T , os efeitos aleatorios interrompem
a interagao coerente, fazendo com que g = aldr seja uma me-
dida de sua magnitude. Dado um meio com determinados valo-
res para ulO e T, o calculo perturbativo serid valido para

campos fracos, satisfazendo a relagao

TR ;

cz = OQHLJZT2<< 1 . (4.42)
ol

Para um valor maior de r , w/2 por exemplo,

sua validade fica bem mais limitada. Analisando o grafico
(4.3), podemos dividi-lo em tres regides principais. Na pri
meira, com € aproximadamente entre 0 e 0,6, o resultado em
até 22 ordem do cidlculo perturbativo é uma boa aproximagio
(com desvio menor que 10%). A dependéncia linear deste re-
sultado na intensidade do campo indica que nesta regiao pre
dominam os processos de um tnico féton. Dal até ¢ - 1,5, &
satisfatéria a aproximacdo em 42 ordem, sendo também impor-
tantes os processos de dois fotons. Na terceira regiao, com

€ > 1,5, tornam-se significativos os processos de tres ou
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mais fotons, invalidando as aproximacoes até agora obtidas
pelo calculo perturbativo.

Nos graficos (4.4) e (4.5), comZ > % , nota-
mos que estas aproximagoes sao validas apenas até um tempo
t< T. Nestes casos, vemos que a expansao perturbativa pode

ser aplicada com sucesso para campos fortes em regime pulsa

do com a condicao adicional,

t <1 ., t_ < T (4.43)

onde t € o tempo caracteristico do pulso do laser,

Em Ultima andlise, comparando os graficos
(4.1) a (4.5) em seu conjunto, constatamos uma estreita li-
gagao entre a intensidade do campo aplicado, o nimero de o-
cupagao do nivel superior e os limites de validade do calcu
lo perturbativo, Assumindo um tempo de relaxagao T fixo pa-
ra o meio, quando aumentarmos a intensidade do campo, o va
lor estacionario do nimero de ocupacao do nivel excitado au
menta (de aproximadamente 4 a 50%), enquanto a regiao de va
lidade do calculo perturbativo restringe-se a valores cada

vez menores do tempo de interacao.
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4.3 Caso Quase-Resscnante Sem Relaxacao

(a) Calculo Perturbativo

Consideremos o sistema de dois niveis na si-
tuacao de quase-ressonancia esquematizada na figura (4.2),

com deslocamento de freqliéncia
10 ~ W1 =Wy - (4.45)

Quando em equilibrio térmico nao-perturbado,

este sistema pode ser descrito pelas igualdades

(0) _

(0)y_ _(0)_ _(0)_
poo—ll

P11 ™ P19 = Pp1 = 0 - (4.46)

Nesta secao desenvolveremos o caso simples
em que ndo ha efeitos de relaxagao, correspondendo a um tem
po de decaimento infinito. Assim sendo, a equacao (4.5) em

primeira aproximagcao toma a forma,

(1)

3 . _ i (0)
(g + W g)ryg =35 (agg

eJ'.(kz-wt)
Poo

+ c.c.) (4.47)

0 -

figura (4.2) Caso quase-ressohante

em um sistema de dois niveis.
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de modo ue, desenvolvendo um procedimento semelhante ao enm

pregado na secao anterior ohtemos,

Q -iwt —iw, at ;
(1) ~ _ 10 - 10 ikz (1) _ _(L)*
onde notamos que trata-se de uma situagao em que

ha uma mistura de oscilacoes, sendo significativos tanto o
termo a frequéencia do campo aplicado como o que oscila a

"frequéncia natural" do sistema.

Da equacgao,

) (2) _ i (ei(kz—wt)

dosd) =% agy v ococay (i1 o)y (4.49)

10 Po1

com (4.4) e (4.48), encontramos os elementos diagonais de ¢

a
em 2= ordem,

2
o -
(2) - 01 _ (z2) _ _ _(2)
QOO - = "'—‘2[1 COS(Aw.t)] ’ pll - poo (4'50)
28w

indicando uma diminuicao da populagao do nivel fundamental,
com correspondente acréscimo no nivel superior.

Utilizando este resultado e as condigoes ini
ciais (4.4) na equagao,

(2)_ (2

i(kz—wt)+ c c-)(poo __pll))

a . (3) _ i
(g + iwyg) Pyy = 5 %19 (e

(4.51)

o~ A . a
chegamos aos elementos nao-diagonais em 3= ordem,
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2 .
v o r . e . —iw. o
“5%) oo A0 miwe 1 ~i(wraw)t (5_ Lrnyey o 10 ]eﬂkz
i 3 t 4 4 2
2hw
A3 _(3)* .
f-‘Gl - plo (4._)1.)

gue, devidamente utilizados com as condigoes iniciais (4.4)

na equagao diferencial,

2 (4) 1
3t =3 %o ¢

B e—(kz—wt)
3t Poo

+coe) (o1a)= o (4.53)

s a .
permitem-nos obter os termos em 4= ordem dos elencntos diasce

nais da matriz densidade

4
- [
pd3) = Oy - cos(aw.t) - éwiﬁ sen (Aw.t) (4.54)
)

Aqui também torna-se conveniente definir,

§ = Aw.t

(4.55)

vy
1l

(X.Ol/ AV

de modo que os resultados para as densidades de populagao em
- a ~ . . . .

até a 4% ordem da expansao perturbativa ficam sintetizados

pelas expressoes

2 4

- 1- % (1- cosg) + % (1- coss - 3 sen §) (4.56)

oo 2
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(b) Calculo exato

Partindo de (3.29), podemos escrever as equa-

coes diferenciais,

3¢ T iwye) P10 = iF Hio Poo T P11 Hig!

H/.

o1 * Hy

(5 = 1v10) Po1 = I Poo 1 P11)
(4.58)

e— = }' . - )
5€ Poo = 1% Moy P10~ Po1 Hio)

3 1

5t P11 = 15 (Hio0 Po1 T P10 Hoy!

que, associadas as condigoes de contorno (4.4), governam a
evolugao temporal dos elementos da matriz densidade.

De modo analogo ao que foi feito na secao
(4.2b), se combinarmos convenientemente estas equagBes,usag
mos as transformacoes (4.26) e as definicoes (4.28), obte

remos, através da RWA, o conjunto de equagoes acopladas

u = - Awv
v = - Awp + g (4.59)
w = g,V

gque, com as condig¢oes iniciais,

u{0) v(0) = 0

(4.60)

I
-

w(0)
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nos conduz a diferenca entre as densidades de populacao (vi

de apendice B)

2
20,
w(t) =1 - ——9 gen?2 (2 + w2 £y . (4.61)
2 —2 01 2
o .+ Aw
01
Usando (4.32), obtemos as solucoes exatas de
(4.58),
052
_ 01 2 2 —2 t
Py (t) = —5——— sen (Vu01+ Aw 5 ) (4.62)
o + A
01
poo(t) =1 - oll(t) (4.63)

Em ressonancia,Aw = 0 e (4.62) fica,

(4.64)

pll(t) = gsen

concordando com o resultado (4.33) com T -+ o,

(c) Comparacao e Conclusoes

Usando as definicdes (4.55), as solugoes exa

tas (4.62) e (4.63) podem ser escritas
= —5 — sen® (V£ +1 3 ) P =1-0p (4.65)
> 2 ! 00 11 T

Aplicando a relacao trigonométrica,

2. _ 1 - cos 2a
sen"a = 5




77

(4.65) torna-se

2 1/2
1 2.2 2
p11="2‘ TL'[l'COS(E(S + 67) },000=1—011
g+ 1
(4.66)
Se fizermos as expansoes em series de Maclaurin,
-1
1+ed =1-g2+et-.
‘ (4.67)
1/2 2
cos (5262 + 62) = cos § - § sen § % + ...
e assumirmos satisfeitas as condigoes,
g2 << 1 E = an,/bw
! 01
(4.68)
2
(66)% << 1, 6E = a., t

de modo que os primeiros termos em (4.67) sejam muito maio -
res que Os seguintes, obteremos, agrupando a expressao re-

sultante de (4.66) em poténcias de até 42 ordem de ¢

> ’

2 4

(l-cos §) - 5 (1 - cos 6§ -

N

sen §), Poo = 1 - °11

N o

P11

(4.69)

coincidindo exatamente com os resultados (4.56) e (4.57) do
calculo perturbativo. Esta constatagao é confirmada no gra-
fico (4.6) pela coincidéncia inicial das curvas pontilha-

das, representando os resultados do calculo perturbativo em
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- La a .
ate 2= e 4= ordens, com a curva em linha continua, corres-

pondente ao calculo exato.

Ainda neste grafico, podemos observar que,
mesmo para um tempo de interacao muitas vezes maior que
1/Aw, o resultad: am ate 42 ordem mantém-se bastante proxi-
mo a solugao exata, evidenciando a validade do calculo per-
turbativo para pequenos angulos £.

Podemos compreender este fato se notarmos

que para campos satisfazendo a relacao,

X
u E 2
g2 = (A9 o (4,70)
h Aw

(t) = £ sen = (4.71)

indicando que praticamente nao ha inversao de populagao, o
que corresponde a uma interagao de fraca magnitude.

Para um valor maior de & , % por exemplo, a
validade do calculo perturbativo fica bem mais limitada.
Podemos dividir o grafico (4.8) em tres regioes. Na primei-
ra, com 8§ aproximadamente entre 0 e 0,6, & boa a aproxima-
cio em 22 ordem da expansio perturbativa (com desvio menor
que 10% do resultado exato). Dai até 6§ = 1,5, &€ satisfato
rio o resultado em 42 ordem do cilculo perturbativo. A de-
pendéncia quadratica deste resultado na intensidade do cam-
po indica que, além dos processosde um unico foéton, serao

importantes os de dois fotons. Na terceira regiao, com
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¢ > 1.5 , tornam-sc significativos os processos de tres ou
mais fotons, invalidando as aproximacoes até aadora obtidas
da expansao perturbativa.

Nos graficos (4.9) e (4.10), com § > g,obseg
vamos que estas aproximagoes sao validas apenas até um tem-
po t < 1/Aw. Nestes casos, quando €& satisfeita a condicao

adicional,

t <1 (4.72)

que corresponde a relacao (4.43), podemos utilizar com su-
cesso o calculo perturbativo.
Em Gltima analise, dos graficos (4.6) a
(4.10) constatamos que a regiao de validade do calculo per-
turbativo torna-se mais limitada a medida em que aumenta 2
magnitude da interacao. Esta, por sua vez, esta diretamentc
associada ao numero de ocupacao do estado superior do siste
o

ma, cujo valor maximo aumenta aproximadamente de 9 a 97 %

quando ¢ varia de n/10 a 27 . Este significativo aumento

>
pode ser compreendido se passarmos da situacao com intera-
cao de fraca magnitude descrita pelas relagoes (4.70) e
(4.71) para o outro extremo, em que,

2 2 -2 N
3 agy > A (4.73)

de modo que (4.62) torna-se,

“o1t

2

2 (¢ .74)

nll(t) ~ sen
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indicando que para um tempo t = ﬂ/aOl ocorre uma inversao
praticamente total do sistema, como pode ser verificado no

grafico (4.10).
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CAPITULO 5

A Conversao Paramétrica com Proximidade das Ressonancias

5.1 Introdugao

A geracao de terceira harmonica & um  caso
particular de conversao parametrica a quatro niveis com
frequencias de incidencia Wy = W, = Wy =W, como esta indi
cado na figura (5.la). Neste processo, apesar da utiliza-
géo de fontes com alta intensidade luminosa, estao presen-
tes duas limitagoes de fundamental importancia. Em primei
ro lugar, havendo uma unica frequéncia variavel w, geral-
mente apenas uma ressondncia pode ampliar o valor de
|x (3w) | , uma vez que raramente encontramos w, 2w e 3V si-
multaneamente proximas a situacao de ressonancia. Em sequn
do lugar, somente em estreitas regioces de frequéncia esta
susceptibilidade apresenta valores pronunciados, resultan
tes da proximidade de alguma ressonancia.

Estas limitacoes podem ser contornadas se
permitirmos que os feixes luminosos incidentes tenham fre-
gtiéncias distintas. No engenhoso esquema de conversao dis-
cutido por Harris e Bloom pode-se obter uma melhor efi-
ciéncia de obtencao da radiagao ultravioleta. A convenien-
cia deste esquema reside essencialmente no fato de que, ha
vendo proximidade de ressondncia apenas na transicao proi
hida em termos de dipolo elétrico, praticamente nao ha dis

persao ou perdas com os campos envolvidos no processo. Faz
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se conveniente limitar a intensidacde do campo incidente Bp
somente quando esta alcanga valores suficientemente altos
para tornar significativa a absorcaoc via dois fo6tons.|lIB74]

Tendo em vista a utilizagao de tres frequén
cias de incidencia distintas, na proxima secao procuramos
resolver o sistema de quatro niveis na sua forma mais ge-
ral, detendo-nos ao final nos limites de validade do célcg
lo perturbativo para a situacao estacionaria. Os resulta-
dos ai obtidos serao utilizados na secao 5.3 para a deter
minacao das susceptibilidades, recaindo nos processos da
terceira harmonica e da ressonancia a dois fotons como ca-
sos particulares. Na scgao 5.4 investigamos os efeitos de
absorcao e dispersao nas proximidades das ressonancias, si
tuagcao na qual trataremos, ja na secao 5.5, da  conversao

parametrica em vapor de Na.

~— e _—- S o
W Wy
W Wo
4 3w .
RuWpt W,
W wp
(a) Obtencao da terceira (b) Processo com ressonancia
harménica a dois fotons

fiqura (5.1) Esquemas d¢ conversan para

metrica a quatro niveis.
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5.2 Resolucao do Sistema de Quatro Niveis

Consideremos o sistema de quatro niveis sepa

rados pelas energias de transicao,

Em - En = h (wm—wn) = h Won (5.1)
onde m,n = 0,1,2,3. Esta situacao esta esquematizada na
figura (52).

Em ordem zero, o sistema encontra-se em equi

librio térmico nao-perturbado  satisfazendo a condicido i-
nicial
(0) _ P
Pan = Pmn (8500 =86 S0 (5.2)
3 -;ﬁ _____________________ AW,
w T "‘)
B
2 g e #“b (+)
W,
| -
{ o, (-)
Wy
wl
Q = (+)

figura (5.2) Esquema geral do processo

de geracao de Wy =Wyt W, oWy
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Para esta situacao, suporemos um campo a
quatro componentes, com frequéncias Wy Wor Wy e Wyr

4 (w.)
E(z,t) = jg E 1 (z,t) (5.3)

E, =E 3 (z,t) = % E et (kyz2=wit) o o o, 5=1,2,3,4 (5.4)

onde ignoramos seu carater vetorial, admitindo que fica man
tido o carater unidimensional da propagacdo ao longo de todo

o processo de sua interacao com o meio.

Utilizando novamente as expressoes (4.5) e
(4.6), podemos escrever a equacgao diferencial para os ele-
mentos de P em la. aproximagao, com m=1 e n=0,

(3— + iw + I'.n) p - 5 04n(e
ot 10 10 10 2 710

(5.5)
onde desprezamos de antemao a influéncia das componentes do
campo as freqliéncias Wyr Wy € Wy Isto porque, estando es-
tas muito afastadas do valor da frequéncia de transicao
Wios OS termos que representariam a contribuicao de E,, Ej
e E4 teriam denominadores muito maiores que o relativo a
El, tornando-s¢ muito menores do que este. Desta forma, de-

ve ser aqui entendido que

(n_)
= .x"10 "1 . (5.6)

KN

“fAqui estamos supondo ondas linearmente polarizadas com cam
16 na dirccao X.
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Pela mesma razao, o elemento da matriz densi-
dade p3gr apPesar de &3y Ser uma quantidade nao-nula em prin-
cipio (por consideragOes de paridade e regras de selegao) ,
serd desprezado em 18 ordem, uma vez que cada uma das fre-
gliéncias dos tres campos incidentes nao estad suficientemente
proxima de Wig € a intensidade do campo gerado € muito menor
que a daqueles. Este raciocinio simplifica bastante o trata-
mento do problema e serd implicitamente considerado no calcu
lo dos termos de ordem superior.

A equagao (5.5) tem como solugao

-iw. t -i(w, .—-iT. )t .
1) - _ %10 e 17 1071 10 elklz L _ W
P10 2 i + Po1 P10
Aw + iT
10 10 (5.7)

Podemos notar que esta igualdade com w1=0 e

Plo =T recai em (4.11), enquanto que na situagéo transiente

com PlO = 0 reencontramos (4.48).

Como estamos apenas interessados na situagao

estacionaria, com Tiot >> l, (5.7) reduz-se a,

(1) -~ _ %10 ei(klz-wlt) (1) _ (1)*
P10 2 ) ' Po1 T Piro
Awlo + lrlO

(5.8)

ocorrendo oscilacdo apenas a freqliéncia do campo El'
Utilizando este resultado nas equagoes dife-

.. a
renciais em 2- ordem,

1(kjz-w;t) (1)_ (1),

(a (2) =z + C.C-) (plo = pOl

i
3t ¥ Too) P00 5 ogp (e

(5.9)
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i(k,z-w,t)
3 (2) ~ i i(kyz=w, (1)
GG * 1Wao * Tp) Pp0° = 3 0nafe *c.c.) prg
(5.10)
com
(W), E
0, = —2+ 2 (5.11)
h
encontramos as solucoes estacionarias,
a2
(2) - _ 1 10 (2) _ _ . (2)
Poo 2 =2 .2 ' P11° = 7 Poo (5.12)
10 10
(2) ~ 1 Ay %y ei[(kl+k2)z—(w1+w2)t]
P20 7 1 ’

(Aw10+iFlO)(Aw20+iF20)

*

o (2 (2) | (5.13)
evidenciando a existéncia de duas vias de transigcao impor-
tantes. A primeira igualdade indica que o nivel do primeiro
estado excitado fica populado por intermé&dio dos processos
de um foton, coincidindo com a parte estacionaria de (4.15)
¢guando Awl = 0. Aqui assumimos a hipotese de que todos os
tempos de relaxacao longitudinais podem ser representados
por um Unico tempo "efetivo" T, cujas implicacgoes fisicas
foram discutidas na secao (3.4). Paralelamente, o resultado
(5.13) indica uma interacao envolvendo o primeiro e o segun
do niveis excitados, sob a agéo dos campos El e E2.

rm 32 ordem, trabalhamos com a equagdo para
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i(k,z-w.t)
3L . (3) _ i 1ik3z=w, (2)
(3 + iwgg + T3g) 035" = 35 a3 (e + c.c.) pyg

(5.14)
(2)

onde foi eliminada a contribuigado via p,,’, pois esta nao

nos conduziria a termos ressonantes, e

%
a = — (5.15)
32 h ’

chegando a solugao,

(3) 1 %32 %21 %10
P30 8 .
(Awlo+il‘lo) (Aw20+1r20) (Aw3 0+1I‘30)
i [ (ky+tk.+k.,)z = (witw,+w,)t
. e [ 17273 172773 ] (5.16)
enquanto

(3) _ _(3)*

Este resultado apresenta uma peculiaridade:
nele, os tres campos incidentes e todos os quatro niveis es
tio envolvidos, ocorrendo uma oscilacao & freqtiéncia Wy =
= w1+w2+w3. Isto parece nos indicar que ha uma estreita 1li-
gacao entre estes elementos de matriz e a geragao do campo
E4, propagando-se com um vetor de onda k4 = k,+k,t+k,. Este

172 73
fato serd confirmado na segao 5.3.
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Além de (5.14), as outras equagoes diferen -

- . a
ciais uteis em 3= ordem,

) . i(k,z-w,t)
(2 4+ iw +r).(3):1[ 1279 (2)__(2)
i(k,z-w,t)
227V (2)
* % (e + c.c.) "20«] (5.18)
itk,z-w,t)
3 (3) ~ 1 227 (2)
Qe * 1wy + Tyy) ey 2["‘21(e tec.c.) oy
i(k,z-w,t)
o U TR G c.c.)] (5.19)
cujas solugoes sao, respectivamente,
402 ? i(kyz-w,t)
(3 =1 %0 (10 %21 ) e 1%
10 T 8 ; 2 , '
(Bwyo + 4T50) Bwyg=ilyg  BwyH+il
. *
D - ol
a a? Aw, ~—iT i(k,z-w,t)
13 =1 21 %10 (-2 4 02077710, FH2ETM2
21 T8 —2 .2 - ' ’
(BwygtTyg) (Wywpy+ilHy) Awayo*ilyg
(3) _ _(3)* (5.21)

P12" = Ppq




94

permitem-nos passar a determinagao dos elementos diagonais

a ~
em 4= ordem, com as equagoes,

3 4) - i i(k,z-w.t)
Ge+m pfy) T hay 6 P 2 v cicn (0308
(5.22)
(4) _ i(k,z-w,t) -
Gg+ D ey 3% ajgg e T 4 c'°'”°<§i)'°1(g)) +
i(k,z~w.t)
+ a5 (e 2 2 + c.c.)(péi)-p{g)) (5.23)
3 4) - i i(klz—wlt)A (3) (3)
(ﬁ + T) Poo - 3 a01(e + c.c.) (p10 - Pyl )
(5.24)

onde ja foram eliminados os termos que nao resultariam em
expressoes ressonantes, assim como os que dependem de ag3 €
a3qr Pois a émplitude do campo gerado a freqtiéncia Wy sera
muito menor que as de El e E2. Combinando convenientemen-
te estas equagoes, podemos notar que elas sao compativeis

com a identidade

(4) (4) (4)

Pogg * Pyp t* Poy = 0 . (5.25)

Neste ponto, verificamos que o fato de ter -
mos assumido um iGnico tempo de relaxagao longitudinal T man
teve valida a exigéncia de conservagao do nimero de ocupa-

¢ao total do sistema.
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De (5.22), (5.23) e (5.24), obtemos as contri

buicoes significativas em 42 ordem para as densidades de po-

pulacao
2 2 ]
(4) ~ 1 %10 %21 21
o3 = % 2 A2 -
22 8 2 ., — 2 r
_ Awyghwag Toy * AwyiAwyalyg + AWp AW gTog = T1oT20 21
—2 2
(5.26)
4 2
(4) - 1 %0 4Tyo @5
p -— —— + L]
00 8 2 .2 2
(AW + I'7.) r ;
10 10 a,
T2 T + 2AW, ~ AW AT. . - T2 T
10720 10 50T 0 10720
. (5.27)
—2 2
F(Aw20 + FZO)
4) - _ 4 _ (&)
P11 Pa2  ~ Poo (5.28)

Consideremos que o nivel 2 esteja em ressonan

cia com o campo, isto &,

0 - ’ Aw Y \" (5.29)

Aw 10

20 21
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Consideremos também que todos os tempos de re
laxagao transversal sejam aproximadamente iguais ao tempo

"efetivo" longitudinal T, com

rlo -~ on -~ FZl -~ P - (5.30)

As igualdades (5.26) e (5.27) podem, entao,

ser convenientemente escritas

a2, a2 w2
ofd) = 1 10 21 3 - —30 (5.31)
22 8 . 5 )
(Bwy, + T) (Bwgy+ T°)
4 2 2 A2
o (4) = 1 %10 P %10 %21 10
00 2 ) 37 8 =3 2.,—2 .2 )
(KWlO + T) (BW] g#T7) (Aw5+T7) r
(5.32)

Suponhamos uma situagao na qual (5.29)e(5.30)
siao validas, ao mesmo tempo em que as expressoes entre col-
chetes tém valores nao muito afastadas da unidade. Nestas

condigoes, se definirmos,

2
[0}
¢§0 = — 10 (5.33)
—2 2
Awlo + T
.2
$2. = ——21 (5.34)
21 = 5
szl 4+ T

entao, utilizando (5.31), (5.32), (5.12) e (5.2 ), verifica-

mos que para pequenos valores de ¢10 e ¢21,
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(4)
Pap << 1
e (5.35)
(4) (2) (0) _
pOO << pOO << 1 ’ pOO = ]

ficando evidenciada a validade do calculo perturbativo aqui
desenvolvido.

Podemos ainda notar que quando hd ressonancia
com o nivel 1, Aw;y =0 e ¢;4 =12, onde g € o parametro de-
finido em (4.22) que caracteriza a magnitude da interacao pa
ra o sistema de dois niveis no caso ressonante com relaxa -
cao. Da mesma forma, sel = 0 em (5.33), entao 019 = &, sen-
do £ o angulo definido em (4.55) para o caso quase-ressonan
te sem relaxacao. Consequentemente, podemos interpretar esta
validade do cdlculo perturbativo no regime estaciondrio para
pequenos valores de ¢10 e ¢21 como uma extensao da situagao
correspondente no capitulo quatro, envolvendo os parametros

r e £ no caso do sistema de dois niveis.
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5.3 Obtencao da Polarizagcao Induzida

Utilizando a relacao (3.3), a polarizagdo ma

croscopica a freqiéncia Wy = W, + W, + W, pode ser escrita,

P = N

r p X
Vv mn mn(w4) Hmn

(5.36)

X

p'e
pO3U3O) ’ umn = (ux)mn

+

o, uX
Ny (P30H03

e, atraves de (5.16) e (5.17), ela toma a forma geral,

N L3y U1 UYg HE
8R7 (aw) g*ir o) (AWyp+iTyg) (AW3g*+irsy)
i(k4z~w4t) _
. e + c.c. (5.37)

onde consideramos as definigoes (5.6), (5.11) e (5.15). Po-
demos aqui notar que esta polarizagao apresenta-se numa for
ma semelhante 3 admitida a nivel classico na igualdade

(2.10), com
i|(ki+k,+tk,)z- (W 4w, ,+wW,) L
e [ 17273 17273 ] + c.c. (5.38)

onde

Py~ = X, Wy = wytwytwy) By E, By, (5.39)
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e sendo a susceptibilidade nao-linear a fregfiencia Wy

N ug)ux pX X
Xy tw,) = - —% —22 21 10 93 . (5.40)
4R (Awlo+1PlO)(Aw20+1F20)(Aw30+1F3O)

- ~ a ~ .
Quando ha geracao da 3. harmonica, com o cam

po incidente longe da situagao de ressonadncia com as transi

coes envolvidas, (5.40) torna-se,
N pX pX pX pX
e 32"21%10%03 &3 (5. 41)

4K (Awlo)(szo)(Aw30)

recaindo na situagao considerada por Miles e Harris | MH73| .

No caso particular em gque apenas o segundo
nivel excitado estd numa situagao proxima a ressonancia com
o campo aplicado, como vemos na figura (5.]a),os deslocamen-
tos de frequéncia em torno do primeiro e terceiro niveis ex
citados sao muito maiores que os respectivos tempos de rela
xagao. Deste modo, a amplitude da polarizagao com El==E2=Ep

e E5 = Eg pode ser escrita

ﬁEL SR 3272171003 E; B, (5.42)
Este resultado concorda com a expressao ob-
tida por Harris e Bloom |HB 74| , tendo em vista que a lar-

gura a meia-altura da linha de absorc¢ao em torno da transi-
cao Woqr POT eles representada com0(5w2, tem o dobro do va

~ T
lor de 20"
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A presenca dos deslocamentos de fregliéncia
nos denominadores das expressoes (5.40)e (5.42) parece nos
indicar que a diminuicao das diferencas entre as freqién-
cias de incidéncia e as de transicao implicaria em um aumen
to de algumas ordens de magnitude na susceptibilidade nao-
linear. No entanto, com a proximidade das ressonancias tor
na-se mais acentuado o efeito de absorcao (e dispersao) en-
volvendo um Gnico foton, gue atua como importante agente 1li

mitador da conversao paramétrica.

5.4 Os Efeitos de Absorcao e Dispersac

Nesta segao consideramos os campos incidentes
proximos a situagcao de ressonancia. Satisfeitas as  condi-
coes de validade (5.35) , estes campos devem ser
suficientemente fracos para que os niveis excitados, ordena
dos em uma escala com valores crescentes de energia, apre-
sentem um correspondente decréscimo acentuado de populacao.
Nesta situagéo, a absorgéo ao primeiro nivel excitado predo
mina sobre todas as outras resultantes de processos de
dois ou mais fotons.

Tendo em vista a relagao (2.17), a atenuagao
da intensidade do campo El,com freqtiencia Wy proximo a res
sonancia com esta primeira transicao, pode ser descrita a-

través do coeficiente de absorcao a,, pela igualdade

¢ ’ (5.43)
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onde z representa a distancia percorrida pelo feixe lumino
so ao longo do meio material e IlO o valor inicial de sua

intensidade.

Definida a susceptibilidade linear Pl de tal

modo que,
= B = = ' ] H =4
o coeficiente de absorgao estara relacionado a sua parte i-

maginaria pela expressao simples (vide apéndice C)

Y1
= -= X" (wy) (5.45)
nc

&y

5.4 (a) Dispersao e Absorcao Natural

Lembrando a propriedade (1l.1l4a),
P, =N Tr (plwylp ) =
(5.46)

- x X
P10 o1 T Po1 Y10

e utilizando (5.8), a polarizagao macroscodpica fica na for-

ma

P, = e + c.c. , (5.47)
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com amplitude

X 12
. N lu7o! - _
By = - = - By (5.48)
h Awlo + 1F10

Comparando este resultado com (5.44), encon-

tramos a susceptibilidade linear

7N

- - VIu¥ 2
x (W) ~ Mgy | gL(wl,wlO), (5.49)
o
onde
§L(wl,w10) 1 1 (5.50)
v

(wWy=wyg) + il

& um fator dependente da freqiencia, que pode ser subdivi-

dido em suas partes real e imaginaria,

9r, = §£ + iéi (5.51)
com
Aw
9., = 1 -5 10 5 (5.52)
i Aw10 + FlO
e
r
— 1 .
gn == - — 10 2 ’ (5.53)
T &wig + Ty

sendo representado pela fungao Lorentziana ccmplexa na figqu
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ra (5.3). A parte imaginaria de susceptibilidade pode, por

tanto, ser expressa como

TN

h €

2 -

X" (wy) = -

o

e, através de (5.44), podemos obter o coeficiente de absor

Gao para w; = W,

al(wl,Awlo) = f(Awl) al(wlo,O)

onde 5

f (Aw

1)

figura (5.3) Partes real e imaginaria da fungao
Lorentziana complexa. A linha de absorcao pos-

sui uma largura a meia-altura AwL = 2F10.




104

N w
10 X
0) = Y% IuOllleO . (5.55)
Hco nc

(w

%1 %10

Este resultado coincide exatamente com o coe
ficiente de absorcdo para um sistema de dois niveis |[PP 69|
gquando a populacao do nivel superior pode ser desprezada
frente a de nivel fundamental.

Por outro lado, tendo em vista a relacao (vi
de apéndice C),

k' = Ezl 1 + Eiinl (5.56)

c 2n2

a velocidade de fase da onda a freguéncia Wy sera dada por

w c
vél) S o (5.57)
k' ngglwy)
onde
x'(wl)
nef(wl) = n 1 + *—-—7“"- (5.58)
2n

€ o indice de refracao efetivo que resulta da influéncia da
transicao entre os dois niveis sobre as propriedades disper
sivas do meio.

Utilizando (5.44) e (5.49), vemos que a par-
te real da susceptibilidade linear na expressao acima pode

ser escrita explicitamente
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Nv [ux !2 . Aw10
01 -2 2
ﬁeo Awlo + FlO

A dependéncia do Indice de  refracao efeti
VO em w; indica que eXperimentalmenteéé possivel favorecer
a obtencao do ajuste de fases mediante uma escolha conve-
niente das freqiencias dos campos incidentes, tirando-se
proveito tanto das variagoes de magnitude na linha de dis-
persao, como de sua antisimetria em relacao a situacao de

ressonancia |vide figura (5.3)].

5.4(b) A Influéncia do Efeito Doppler

Geralmente, o movimento térmico das molécu-
las do gas ou vapor contribui de modo significativo na for
magao de sua linha de absorcao |MZ 61]

A temperatura absoluta To’ a probabilidade
de que o valor da componente na direcao z da velocidade de

i

i -
+ sz e propor-

uma moléecula dg gas esteja entre vi e v,
cional a e—m(v%)Z/ngvi , onde B = kTo

Para esta molecula, movendo-se, por exemplo,
com sua componente de velocidade vi em sentido oposto ao
da propagacao da onda eletromagnética, a freqiéncia de in-

teracao maxima sera |J 62],

vl
- Z
Qi = Wig (1 + —=) (5.60)

C

resultante do deslocamento Doppler (nao relativistico) da
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frequéncia de transicao Wy, da molécula estacionaria.
Assim sendo, o nimero de moléculas por unida-
de de volume nc intervalo de freqiéncias de transicao da, S

determinado pela distribuicao de Maxwell,

in (5.61)

onde

p = -—-9.-.. ...Ig_.,. 1/2
© W 2R

16

de modo a satisfazer a condicao de normalizacao

Podemos escrever (5.61) na forma,

dN = N, 9g (Qi,wlo) in (5.62)

sendo g. o fator dependente da freqiéncia de transicao repre

sentado pela linha Gaussiana na fiqura (5.4),

[(4/m) an 2)1/2 Q. - Wy, 2
- exp | -4(2n 2) (—=—10) !

AwG AwG |

(5.63)

sendo a largura a meia-altura

Awﬁ = 2 - O 2_;h&ﬂg\ (5.64)
- c = m J
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Quando o campo El interage com o sistema ga-
soso, assim como ocorre no caso de alargamento homogéneo
que consideramos ha pouco, cada linha de absorcao correspon
dente ao conjunto de moléculas com fteqﬂéncias de transicgao
centradas num determinado valor Qi’ usualmente denominada
SP ("spin packet”), contribui com um incremento de polari-
zagao 3 freqleéncia w; tal que

B = 7 = 4X
dp = €4 dx(wl,Qi) E1 , Uy = & de, , (5.65)

Para encontrarmos a expressao apropriada pa-
radxhhjﬁi), devemos notar que neste caso o alargamento ho
mogéeneo nao mais esta associado a todas as N, moléculas por
unidade de volume. Dentre elas, apenas dN = NV gG(Qi,wo)dQi

moléculas por unidade de volume no intervalo de freqiéncias

in serao responsaveis por esta susceptibilidade.

g'.} (n',; »Wio)

[\Y)

R

figura (5.4) Linha Gaussiana,

com largura a meia-altura A,

.
3
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Com estas consideragoes, a expressao (5.49)

transforma-se em,

TN 2
= - vV X o
dx(wl,ﬁi) = o [u01[ Gy, (wq .95) gG(Qi,wlO) aQ, (5.66)
o
e a susceptibilidade total resultara da 4integragao  das

contribuigSes deste tipo, varrendo todos os valores possi-

veis de Qi,

o X 2 Hoo
= e e - g
x(wl) = 1“01‘ J—w qL(wl,Qi) gG(Qi,wlo) in (5.67)

o

onde §L e g,. sao dadas por (5.50) e (5.63), respectivanente.

G

Na aplicacao pratica que faremos na secao

5.5, a largura a meia-altura 2T da linha homogénea asso-

10
ciada ao SP Lorentziano & muito menor que a correspondente

largura AwG da linha Gaussiana. Isto nos permite tomar |M63],

- 1 1T
limp o Gp(wy,04) = limp g = | e -
10 10°% n | o) 2412
1 10
1 T10 1 1
Sy 020 ol 1 sw-0.) (5.68)
T (w.-Q,) 24T 2 w. =0 171
175 10 1%

onde P denota valor principal de Cauchy e 6(52i - w) & a fun

cao delta de Dirac.
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Substituindo (5.68) em (5.67), obtemos i ara
a parte imaginadria da susceptibilidade
TN
X' (wy) = :NX IHTOIZ 9g (Wy Wy 0) . (5.69)
heo
Neste ponto, observamos que este resultado
equivale a expressao (5.54), com gg no lugar de éﬁ. Pode-
mos compreender fisicamente esta observagao pelo fato de
que, sendo a linha homogenea associada aos SP's Lorentzia-
nos muito estreita quando comparada a largura da linha
Gaussiana, o alargamento da linha de absorgéo pode ser en-
carado essencialmente como pura consequéncia do Efeito
Doppler.
Nesta situagao, usando (5.45) e (5.63), o

coeficiente de absorcao torna-se para Wi oz Wig»

op (W Awyg) = hlwp,wig) aplwyq.0)

onde
Awlo 2
h(wl,wlo) = exp - 4 (n 2)(AwG )
TN, W 2 (4/1) 2n 2]Y/2
o (wyq,0) v 10 x 2 [/ ] (5.70)
D'"10 fi e nc 10
o) AwG

A susceptibilidade nado-linear & frequéncia

w, em (5.40) também e alterada pelo Efeito Doppler. Para

-

obté~la levando em conta o movimento termico das mol: -
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las, tomamos novamente a distribuicao Maxwelliana de veloci

dades,
. N
NL v
Xg (Wy) = = Ry —L
4 Wy 0 g3
+o x X LP‘ L?‘ "K\Vi/ZB
J M3y W21 Hip M3 ©
— —— : -, dvZ
= (W =YWy Ty o) (W HWo =y Wy o +iTH o) ( WymyWag+ilsg)
(5.71)

onde

w, = w, + w., + w

& o fator de corregio Doppler das freqdéncias de transigao,

e R. = ( m_)l/2

0 = G

5B kT

il

’ B

a constante de normalizacao tal que

M
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llo esquema de conversao que consideraremos a
sequir, o deslocamento de freqtiencia em torno do primeiro e
terceito niveis excitados sera suficientemente grande para
que nao ocorra uma absorcao significativa pelo processo de
transicao com um Gnico féton. Isto nos permite simplificar
o integrando em (5.71) com a eliminagao do fator de corre-

¢ao Doppler para Yio © Y3q-

X X X X 40 exp(:fzé)
QT 59? Ny u3p Moy Mig Mp3 _m__m”b"gg___“" -
4K (Awlo+iflo)(Aw3o+iF3o) o szo“ c w20+iF20
(5.72)

apoiados pelo argumento de que, a uma frequiencia suficien-
temente distante do pico de absorcao, a simples substitui-
cao da linha Gaussiana pela sua correspondente Lorentziana
nao alterara de modo significativo o valor da susceptibili-

dade resultante.

Se definirmos,

m,1l/2

t = (gg) Vz

= (M 1/2
x'= (5p) W, Ay g

(5.73)

= (M \1/2
y'= Gp) o, a0
z'= x' + iy’
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a igualdade (5.72) transforma-se em,

X X X X
NL -~ _ Ny o172 32 P21 1o Mo3 T (g
X4 - - ""———"’"'—"—3" "2'_'8') - - T w )
4/7 h (Aw10+1F10)(Aw30+1F30)w20
(5.74)

onde a integral tabelada |AS 66|

. +o e_tz
w(Z) == J —— dt , Im(Z) > O (5.75)

m z-t

€ a Funcao Erro para argumentos complexos.
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>.5 A Conversao Paramétrica em Vapor de Sodio

Consideremos uma pequena cela com vapor de
Na a uma temperatura de 714 K. Seguindo a formulacao de
Miles e Harris, a densidade de atomos pode ser obtida pela

relacao |MH 73|

N, = 9,66084 x 20° ?%291 dtomos/cm>, (5.76)
sendo

P (mm) = exp(—a/TO + d) (5.77)
uma boa aproximag¢ao para pressoes de vapor proximas a

1 mmHg, com as constantes a = 12423,3 e d = 17,3914 para
o caso do sodio.

Utilizandc a2stas expressoes, constatamos que

i

temperatura de 714 K corresponde uma densidade atomica
Nv = 1,35 x lO16 étomos/cm3 no interior da cela de vapor,
sobre a qual incidem tres feixes luminosos. Esta situacgao

esta esquematizada na figura (5.5).
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wl
\
W, ’ Varar W
oeNa | 4
, L /

figura (5.5) Esquema da conversao paramétrica

em vapor de Na com a incidencia de tres feixes

luminosos.

Nas colunas 2-9 da Tabela I sao fornecidos
dados de interesse sobre os niveis de cnergia do s6dio. O
quadrado do valor absoluto dos momentos de dipolo associa-
dos as transicoes entre os niveis numerados de O a 3 na co

luna 1 podem ser encontrados na Tabela II.
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Tabela II
(referencia: E75)
Transigao Valos abs.momentos 3 |y |2
dipolares - Ynm
L o em ! ! em
. Desig.  coul.m(x103%) ) em debye ! (coul.m)? (x10°°)
T— , -
0+1'32s. ,.»3%p 12,25 ' 3,68 ' 1,50x102
2 21/2 1/2 ’ ' ’ y o
. | )
32 2 : | 2
Py /5*3°D3,, 23,47 ' 7,05 ! 5,51x10
1+2 ! |
2 2 ' '
3 Pl/2#3 D5/2 : :
. ! '
2+33%p_ ,»4%p 38,86 ' 11,67 ' 1,51x10°
> Y3/2 1/2 ’ : ’ Lo
2. .2 ' :
3+0 :4 Py /%3781 /5 1,15 ' 0,35 1 1,32
| !
! |
! '

'
t
'
l

Podemos também observar que, para O vapor de

Na a temperatura T, = 714 K,

RAw

10
kTO

~ 34,1 >> 1 (5.78)

permanecendo a condicgao inicial (5.2) que postulamos para o
sistema de quatro niveis como uma excelente aproximacgao.

A fim de selecionar valores convenientes para
as frequéncias dos campos, devemcs obter informagoes sobre as
propriedades de absorcao do vapor de Na, nas condigoes héhpog
co especificadas.

Utilizando a igualdade (5.55), com um tempo de
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vida T;, = 1,6 x 1078 s|Mz61| , encontramos o valor do co:
ficiente de absorgao natural na situacao de ressondncia cam
a transigao ao primeiro nivel excitado, que apresentamos a
companhado da largura a meia-altura da linha Lorentziana
correspondente

6 ol 2

ay (Wo~,0) = 3,73x10% em™ ,  Aw. = = 1,25x10%rad/s -
110 Lo

L
(5.79)

Por outro lado, se usarmos (5.70) e (5.64),

obteremos

~

= 4 om 1 = 1,27x10

10
aD(wlo,O)-— 5,38x10° cm —, AwG(w

io) rad/s .
(5.80)
Neste ponto notamos que o Efeito Doppler
reduziu por um fator de 102 a altura do pico da linha de
absorcao, alargando-a por um fator da mesma ordem de gran-
deza.
Analogamente, determinamos o coeficiente de

absorgao Doppler na situagao de ressonancia entre E,(w,)

e a transicao 0 » 3,

2 1

cm T, Aw g (w 10

aD(w30,0) - 4,73x10 - 2,27x10 rad/s

30!

(5.81)
enquanto ignoramos a absorcao via dois fotons para o 20
nivel excitado, téndo em vista que estamos trabalhando com

campos fracos.
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Como critério de escolha das frequéncias e

incidéncia, procuramos aquelas gque, por um lado, estejam
suficientemente proximas da situagao de ressonancia  para
que o denominador da expressao da susceptibilidade (5.74)

torne-se relativamente pequeno e que, por outro lado, este

jam suficientemente afastadas das ressonancias para que a a

tenuacao dos campos ao longo do meio nao assuma valores
significativos.

Utilizando a iqgualdade (5.43) com um compri-
mento L = 2 cm da cela de vapor, constatamos que, para Jue
a intensidade do campo a freqiéncia W, tenha sido atenuada
em 10% de seu valor original o coeficiente de absorgao deve
valer aproximadamente 0,05 cm_l, correspondendo, através
de (5.70), a um deslocamento de freqﬁéncia.AwlOZ 2,2 AwG(wHﬁ
Em nosso calculos consideraremos Wig = 3Aw (wlo), situacao
para a qual Il(L) = IlO’ nao havendo praticamente atenua-
cao.

Analogamente, a um decrescimo de 10% na in-
tensidade do campo a freqiéncia W, corresponde um desloca -
mento de frequéncia Aw30 =1,8 AwG(w3O). Tomaremos o valor
Aw30 = 2AwG(w30), para o qual & atenuacao de I, (da ordem
de 1%) pode ser desprezada.

Nas colunas 10 e 11 da Tabela III apresen-—
tam-se as larguras a meia altura das linhas Gaussianas em
torno das frequéncias de trans.gao e os deslocamentos que
as separam das combinagoes mais proximas das freqiéncias in
cidentes, respectivamente. Para a transigao 0 -~ 2, desconsi

derada a ahsorcao via dois f6tons, assumimos que & pratica-
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mente satisfeita a condigao de ressonancia.

Esta tabela foi colocada ao lado da Tabhela
I para facilitar a comparacao entre os deslocamentos de fre
guéncia e os intervalos entre os subniveis do atomo de Na.
Desta comparagao, vemos porque somente alquns dentre estes
contribuem sensivelmente para o efeito de absorgao as fre-
queéncias de incidéncia que consideramos.

Detemo-nos agora na obtencao de w(Z), atra-
vés de (5.73), com x'= 0,00 e y'= 0,23. Por meio de uma in
terpolagéo lihear entre os valores de w(x'= 0,00, y'= 0,20)
e w(x'= 0,00, y'= 0,30) da Tabela 7.9 da referencia AS66,

determinamos que Re [w(z)| = 0,786694, Im{w(Z)] = 0,000000.

. . . ~ . -1
Agui assumimos uma meia largura a meia-altura Tq0= 0,1 cm
‘o

|E75 1.
Introduzindo os valores numéricos aqui obti-

dos na expressao (5.74),

cvmT N n 1/2

X X X X
= v 35431410 03
B3 2P

(Awy o) (Bwyglwyg

wl(z) (5.82)

onde ja desprezamos as larguras de linha em torno do primei
ro e terceiro niveis excitados frente aos correspondentes
deslocamentos de freqiiéncia, encontramos finalmente para a
susceptibilidade nao-linear

2
Bl oz 2,28 x 10724 €U _ ) g5 x 1077 e.s.u. (5:83)

%,
(V/m)




Lste valor da su.iceptihilidade & da ordem

de 1010

vezes maior do que o que obteriamos se W, resultas
se da geragao da 32 harménica da onda com A = 0,99y , no
esquema de conversao de Miles e llarris (vide figura 3, re-
ferencia MH73). Estes numeros indicam a possibilidade de
obtencao de eficiencias relativamente altas através do es-
quema aqui proposto.

No entanto, a presen¢a da absorcao via um
unico foton faz com (ue a magnitude dos campos incidentes
seja mais limitada do que nos casos em que ha grandes a-
fastamentos das situacgoes de ressonancia. Da relagao (5.12),
podemos estimar o limite de validade do calculo perturbati

vo que estamos considerando; quando ha saturagao no primei

ro nivel excitado,

2
-1 _ %10 -
Poo = 5 » com 910 = — 1, (5.84)
AW +T
10 " 10

correspondendo a uma intensidade-limite de aproximadamente
14 Kw/cm’.

Nos Gltimos anos, Bloom ¢ colaboradores uti
lizaram radiagao infravermelha, com freqgtiencia sintoniza-
vel, a uma poténcia de 5 mW, e obtiveram radiacgao ultravio
leta a uma poténcia maxima de 81 mW, correspondendo a uma
eficiéncia de 1620% em intensidade (ou de 58% em namero
de fotons). Nesta experiéncia em vapor dec Na empregou-se

o esquema de ressonancia a dois foétons, envolvendo intensi

dades de 10 MuW/cm® [B74].
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Com os convenientes deslocamentos de frequen
cia que determinamos, indicados na coluna 11 da Tabela III,
investigaremos agora se & possivel obter radiacao ultravio-
leta & mesma poténcia de 81 mW com a utilizacdo de  fontes
bem menos intensas.

Utilizando (2.19) e (2.24), a eficiencia ma-

xima pode ser escrita

Cpdmax _ "985 | 0|2 o 2 (s 12
Eméx = = z X4 I IElOI IEZOI . (5.85)
130 4

Se os campos Eijo © Eyy estiverem a uma inten
sidade de 10 kw/cmz, através de (5.83) com z = L = 2.cm, en
contramos uma eficiencia maxima de aproximadamente 13,6%.Pa
ra uma poténcia convertida de 81 mW necessitamos de radia-
cao infravermelha a 0,6 W, um valor bastante razoavel para
o qual sao validas nossas consideragoes, evidenciando a via
bilidade da conversao paramétrica envolvendo haixas intensi

dades.




CONCLUSAO GERAL

O calculo desenvolvido por Miles e Harris
IMH 73| para a geracao de terceira harmdnica em vapores al-
calinos torna-se invalido quando a freqiencia de incidéncia
recai nas vizinhancas de uma ressonancia.

Além de levar em conta a influéncia do aco-
plamento spin-0rbita sobre os niveis atomicos de energia,
Eicher |E75| estendeu a teoria anterior, introduzindo um
unico tempo de relaxagao transversal. Isto permitiu que fos
se tratada quantitativamente a situagao em que O campo gera
do a frequéncia 3w era ressonante com a correspondente tran
sicao entre os estados inicial e final do processo de con-
versao. Porém, este cdlculo é restrito a situacao em que os
campos elétricos as freqgiéncias w e 2w estao longe de qual-
quer ressonancia.

Neste trabalho consideramos também os termos
de relaxagao longitudinal. Estes termos acoplam os elemen-
tos diagonais da matriz densidade. A fim de manter viavel a
resolucao analitica das equacoes de movimento dos elementos
da matriz densidade, supuzemos um anico tempo "efetivo® T
que representaria todoes os tempos de relaxagao longitudinal.
Fisicamente, esta suposicao implica na particularizacao do
problema para efeitos de relaxacao via transicoes  diretas
ao nivel fundamental. Visualizamos uma situagao fisica a
qual poderia ser aplicado este modelo simplificado.

Introduzido o tratamento semi-classico da

radiacao eletromagnética, outros pontos essenciais aqui
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desenvolvidos foram: a Aproximacao Paramétrica como método
de resolucao do sistema de equagoes acopladas que descreve
a interagao nao-linear, os conceitos de comprimento de coe
réncia e ajuste de fases, a obtencao da polarizacgao macros
cOpica induzida a partir das contribuigoes moleculares in-
dividuais por meio do formalismo de matriz densidade.

Tratado através deste formalismo, o sistema
de dois niveis evidencia-se como um passo fundamental para
uma boa compreensao da interagao de uma onda eletromagnéti
ca com um meio material quantizado.

Al estabelecemos as potencialidades e limi-
tacoes do calculo perturbativo, considerando o grau de ex-
citacao do estado superior em termos da magnitude da inte-
racao. Esta, além da dependencia direta na intensidade do
campo aplicado e nos momentos de dipolo atomicos, & deter
minada pelo tempo de interacao e pelo deslocamento de fre-
qliéncia em torno da situacao ressonante. Tanto o regime
estacionario como o regime transiente foram analisados
neste contexto, fornecendo uma compreensao fisica  basica
para a extensao do tratamento perturbativo a situacao em
que quatro niveis estao envolvidos no processo de conver-
sao.

Neste caso, quando as freqgdeéencias Wir Wy o
w3 e W, do campo elétrico sao levadas para perto das resso
nancias obtém-se um acréscimo consideravel no valor da
susceptibilidade nao-linear, atingindo varias ordens de
qrandeza se comparado ao obtido no caso nao-ressonante ou

na geracao de terceira harmonica.
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0 efeito da absorcao resultante, principal-
mente, das transicoes que conectam o nivel fundamental ao
segundo e ao quarto nivel tende a deteriorar a conversao
paramétrica envolvendo ressonancias exatas. Porém, mostra-
mos que este efeito de absorcao pode ser minorado atraves
da escolha apropriada das freqliencias W, e W, sendo estas
sintonizadas para as extremidades das linhas inhomogéneas
alargadas pelo Efeito Doppler.

Com o objetivo de ilustrar o consideravel a
créscimo na eficiéncia da conversao paramétrica quando os
campos aplicados estao numa situacao de quase-ressonancia
com as correspondentes transigoes atomicas, elaboraQOS uma
anidlise quantitativa em vapor de sddio, sob a condigao de
que todas as quatro freqiiéncias sao quase-ressonantes.

Para fins de comparacao com o esquema de
conversao paramétrica experimentalmente utilizado por
Bloom e coléboradores |B74| , em gque somente a soma wl+w2
& ressonante com o terceiro nivel, supuzemos condigoes ex-
perimentais semelhantes. Consideramos uma célula de vapor
de Na a 7140K, com correspondente pressao de 1 mmHg e um
comprimento de 2 cm. Se sobre ela incidirmos dois feixes
luminosos com 10 kw/cm2 de intensidade, um com deslocamen
to de frequéncia de 3,81 x 10lO rad/s em torno do niwvel
3p2Pl/2 e outro praticamente em exata ressonancia com o
nivel 3d2D3/2, satisfeita a condigao para o ajuste de fa-
ses, convertemos 0,6 W de luz infravermelha a 4,54 X 10lO

rad/s do nivel 4p2Pl/2 em 81 mW de luz ultravioleta. Esta

mesma poténcia convertida foi obtida por Bloom e colabora-




dcres, com a utilizacao de intensidades de 10 Mw/cmz.

Este resultado indica a possibilidade de ob
tencao eficiente de luz ultravioleta com o emprego de
lasers de corante sintonizaveis a uma intensidade de alguns
KW/cmZ. A sintonizabilidade destes lasers torna viavel a u-
tilizacao de outras sequéncias de transi¢des tanto no vapor
de sodio como em outros elementos ou, ainda, em meios mole-

culares.




apendice A

fquagao Diferencial Linear de 12 Ordem*

L

resolucao Geral

Seja a equacio geral linear de primeira or-

dewm,

%ﬁ +y P(x) = O(x) (A.1)
onde P(x) e Q{x) sao funcoes quaisquer, sendo P(x) integ:ra
vel em %,

Se observarmos que,

i P
%§ (y e[P(x)dx) - %% e,P(x)dx + yP (%) ef (x)dx _

i

[g% +y P(x)] e!P(x)dx =

fP(x)dx (A.2)

it

Q(x) e

fP(x)dx

(o3}

concluiremos que e uri fator de integracgao de (A.l)

e sua primitiva e

y efB(x)dx jQ(x) e PX¥AX 54 4 ¢ (A.3)

* -~ -~
. Referencia do Apendice A:

AYRES JR., Equagoes Diferernciais. Colegao Schaum. Edito
ra McGraw-Hill do Brasii, Ltd ., pg. 53 (1970)




Apéndice B

(a) Obtengao da igualdade (4.31)

Seja o conjunto de equagoes (4.29),

il
o

5(E) + Tu(t)

¥(t) + Tv(t)

—a qu(t) (B.1)
w(t) + T(w(t)=-1) = a0 v(t)

com as condigoes de contorno (4.30)

u(0) =0
v(0) =0 (B.2)
w(0) =1

Utilizando a Transformada de Laplace, defini-
da por,

L{F(t)} = £(s) =I £(t) e St
0

at (B.3)
com a propriedade,

L{f'(t)}

sL{E(t)} - £(0); £'(t) = g? £(t)

(B.4)
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as duas uUltimas equag¢des de (1',1) tornam-se,

sv(s) + I'v(s) = Uy w(s)
(B.5)
sw(s)-14+Tw(s) - T %59 v(s)
onde (B.2) foi considerada.
Deste sistema, obtercs algebricamente,
- - - - +
3(s) = §(s) + < 4(s), §(s) = -’“; - (B.6)
cuja transformada inversa &,
t -Tt
w(t) = g(t)+PJ g(t') dat', g(t) = ¢ cos m01t . (B.7)
0
De (B.7) encontramos direcamente,
2
2 aq aq T
T 1o 10 -t
= { [
w(t) 2,3 + 7. 2 cos alot + ?2;;7- sen alot)e
10 - 710 ' 10
(B.8)
a igualdade (4.31) que gueriamos obter,
(b) Obtencao da igualdads (4.61)
Seja o conjunto de equacoes {4,59),
p(t) = =Aw v(t)
vi(t) = —~Awp(t) + a w(t) (B.9)

01

w(t) = %0 v(t)
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com as condigoes de contorno (4.60)

u(0) v(0) =0
(B.10)

w(0)

]
-

Atraves de (B.3) e (B.4), (B.9) torna-se,

spu(s) = - Aw V(s)
sv(s) = - Aw n(s) + a9 w(s) (B.11)
sw(s) = 1 = ag1 v(s)

onde utilizamos as condigoes iniciais (B.10).

Resolvendo algebricamente este sistema, obte-
mos

2 -2
G(s) = = S_= Aw (B.12)
S 5, 2 5
S - (Aw +001)
Se definirmos,
2
2 — 2
a® = Aw + gy (B.13)
b = Aw
podemos escrever (B.1l2) na forma
2 .2
o(s) = —S b (B.14)

s (s+a) (s-a)
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Lembrando a propriedade,

ks {?—gﬁj’-h . Bl ok (B.15)
Qs k=1 Q' (o)

onde os ais sac as ralzes distintas de
Q(s) = (s-nl) (s-az) e (s-an)

e o grau de P(s) & menor do que n,

obtemos a transformada inversa de (B.14),

2 2_.2
wlt) = 27 + 2 g cos at (B.16)
a a
que, consideradas as relacoes (B.13), resulta na igualdade

(4.61) que procuravamos.

Referéencia do apéndice B:

SPIEGEL, M.R. Manual de Formulas e Tahelas Matematicas. Co-
lecao Schaum, Fditora McGraw-Hill do Brasil, Ltda. pgs. 162-

164 (1974).




Pvéndice C

Utilizando convenienterente as Equagoes de
Maxwell (2.1) e as igualdades (2.2), obtemos a equagao de

onda para o campo E, ,

n aEl n
VX VX § + oy 0 - 4 o T = - Y e (C.1)

ot c ot
onde a polizrizacao total P foi separada em duas partes. A
primeira est3 associada a transicao de interesse 0 + 1, que
denominamos gl. A segunda, resultante de todas as outras
transigoes, tendo sido reescrita a expressdo para D na for-
ma

D= €E + P (C.2)

1 r
esta presente na equagao (C.l) através do Indice de refra-

Particularizemos agora o problema para uma Q
nica dimensao, supondo a propagagao da onda ao longo do
eixo z, ignorando o carater vetorial dos campos e da polari
zagao linear. Para esta, assumimos uma propagagao na forma
de uma onda plana, na mesma diregao que a do campo,

i(klz—wlt) i(klz-wlt)

=15 = 1
P, = 5 Pl e + c.c.,, E1 =3 El e + c.c.

(C.3)
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com
5 -
Py £o xl(wl) E, (C.4)
Supondo que a amplitude El se mantém cons-—
tante ao longo da direcgao de propagagao e desprezando ¢ -

feito c¢e atenuacaoc®(a = 0), encontramos a equacgao de onda

C.1) resultante,

. , 2
2 2 3P

n 3 1
£ E - e U E = e u [ (C . 5 )
se? 1 o ot L ° a2
que, com o uso de (C.3) e (C.4), conduz-nos & relagao

n®w} Xy (W)
k 1 - ___ 1 + —— . (C . 6 )
2 2
c n

Se escrevermos a susceptibilidade e o vetor

de onda na forma,

X = X ¢ ixi ’ k1 = ki + iki (C.7)
obteremos de (C.6),

nw Xy (wWq)
ki - 1 1 + 71 % (C.8)

c 2n

!

K' = — " (wy) (C.9)
1 Ine 171

* Estamos nos referindo 3 atenuagao relacionada a outras

transicoes que nao a de interesse.
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2
onde supuzencs que yl(wl)/n << 1, de modo que
2.1/2 - 52 N . .
(1 + Xi/n H - 1 + Xl/un ,  hipotese valida para transi-
¢coes nao muito fortes.

A igualdade {C.8) & justinente a rel acao

(5.56) gue procuravamos. Por outro lado, lembramos (2.21) e

(5.43)
HCEO
Il = -—2—-'—'" Ll hl* (C.lO)
I, =1 e*alz (C.11)
1 10 : *

Utilizando (C.3) e {C.7) em (C.10), e compa-
rando a expressao resultante com (C.ll), encontramos, atra-
vés de (C.92),

ay = 2k} = = x§ Wy (C.12)

que & a relacao (5.45) que queriamos obter.

Referéncia do Apéndice C
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