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Subconjuntos de R? e dimensao fractal

Introducéo:

Este trabalho trata do problema da medicéo de
subconjuntos de R2. Os tradicionais conceitos de
medida - area, comprimento e contagem - sdo
inadequados para medir e distinguir pelo "tamanho”
muitos subconjuntos do plano. Por isso, estudamos o
conceito de medida de Hausdorff, que abrange as
medidas fractais e inclui como casos particulares as
medidas de contagem comprimento e area.

Exemplos:

Alguns casos interessantes de conjuntos que ndo
podem ser adequadamente medidos a partir de

contagem, comprimento ou area séo a Curva de
Koch (K) e o Triangulo de Sierpinsky (T).

Estes dois conjuntos possuem comprimento infinito e

area zero.
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Nivel K, da Curva de Koch

Nivel T, do Triangulo de Sierpinsky

A sequéncia para a apresentacao:

A partir de uma cobertura de quadrados C para um
conjunto limitado X, podemos obter trés nameros
associados a ela:

C(C)= V2(, +...+1)
AQC)= If +...+1}
N(C)= 1+ +1) =

utilizados, respectivamente, para estimar
comprimento, area e nimero de elementos de X.
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Na Teoria da Medida usam-se coberturas infinitas.
Como nosso texto é dirigido a professores do EM,
para facilitar a exposi¢do trabalhamos apenas com
coberturas finitas. Pode-se provar que tanto o
teorema abaixo como as aplica¢fes que estudamos
continuam validos nesta abordagem mais
simplificada.

A partir de tais nameros, formalizamos a defini¢ao
de medida ¢« -dimensional de X (M “ (X)), para
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Prestando um pouco mais de atencéo, o detalhe
fundamental na diferenciacdo dos trés nimeros € o
expoente « decada l;, que ¢ 0, 1 ou 2. E o fato de
0s expoentes assumirem apenas estes valores que
leva os conjuntos K e T a terem &rea zero e
comprimento infinito.

Mas, serd que nao é possivel permitir que os
expoentes assumam valores diferentes de 0, 1 e 2?

Permitindo que o expoente « seja um ndmero real
ndo negativo qualquer, provamos o teorema abaixo
e, com ele, conseguimos definir a dimenséo de
Hausdorff de um subconjunto qualquer do plano.

Determinamos, entéo, as dimensdes de Hausdorff
da Curva de Koch e do Tridngulo de Sierpinsky e
comparamos os "tamanhos" destes conjuntos,
comprovando rigorosamente o fato que
percebemos intuitivamente, a saber, de que o
Tridngulo de Sierpinsky ocupa uma por¢ao maior
do plano do que a Curva de Koch.

Um Teorema e a Dimensao de Hausdorff:

Seja X < R? limitado. Entdo existe um
namero , <[0,2] tal que, dado @ €[0,)
tem-se:

w,Sea <o
M“(X) = °

0,sea>«a,

Esse nimero & é dito a dimenséo de Hausdorff
de X e denotado por dim(X).
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