UNIVERSIDADE FEDERAL DO R10 GRANDE DO SUL
INSTITUTO DE MATEMATICA

PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

DECOMPOSICAO DE CALDERON E SUAS APLICACOES
NA TEORIA DA REGULARIDADE EM EQUACOES
ELIPTICAS

por

MAURICIO ZAHN

Porto Alegre, agosto de 2005.



Dissertagao submetida por Mauricio Zahn* como requisito par-
cial para obtencao do grau de Mestre em Matematica pelo Pro-
grama de Pés-Graduacao em Matematica do Instituto de Mate-
matica da Universidade Federal do Rio Grande do Sul.

Professor Orientador:
Dr. Leonardo Prange Bonorino

Banca Examinadora:
Dr. Eduardo Henrique de Mattos Brietzke
Dr. Jaime Bruck Ripoll
Dr. José Afonso Barrionuevo

*Bolsista da Coordenacao de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior -
CAPES



AGRADECIMENTOS

Agradeco primeiramente a Deus, pelo dom da vida e por estar sempre guiando
0S Meus passos.

Um agradecimento especial a minha mae, Nelda Maria Zahn, que sempre me
apoiou, e também a todos os demais da minha familia.

Ao meu orientador, prof. Leonardo Bonorino ela sua eficiente orientacao
) ’ )
pEZO incentivo e boa vontade .

Ao prof. Eduardo Brietzke, que me deu muito apotio e incentivo logo no inicio
do curso.

Aos meus professores da UFPel, Andrei Bourchtein e Lioudmila Bourchtein,
por me incentivarem a continuar nos estudos.

Aos meus amigos da Matemadatica da UFRGS: Elismar Oliveira, Lisiane Zoch,
Marner Mandler, Cicero Nacthigal, Josué Jung, Edson Werle, Sabrina Zan-
can, Flavia Giordani, Luciano Bedin, Cleber Bisognin, Ana Potter, Gilherme
Pumi, Davi Ferreira, Cleonis Figueira, Edite Taufer, Linéia Schutz, Rodrigo
Vecchia, Rodrigo Proenca, Adriana Neumann, Isabel Bonow e Ricardo Rutz;
por tudo que passamos e também “sofremos”juntos, deixo-lhes a sequinte
frase: “Sit vis vobiscum”.

Aos meus amigos do finado apto 408 e do fatidico apto 301: Leonardo Soares,
Luiz Fernando, Mario Lopes e Mauro Borges, deixo-vos a frase: “bonum vinum
letificat cor hominis.”

A Rosane, secretdria do Programa de Pos-Graduagao, pela atengdo, paciéncia
e carinho(que sorte pra mim!).

A CAPES (Coordenagao de Aperfeicoamento de Pessoal de Ensino Superior)
pelo apoio financeiro.

E a todos que, de alguma maneira, ajudaram ou torceram por mim.



“Diliges Dominum Deum tuum ex toto corde tuo, et in tota anima tua, et in
tota mente tua. Hoc est maximum, et primum mandatum. Secundum autem
simile est huic: Diliges proximum tuum, sicut te ipsum. In his duobus man-
datis universa lex pendet, et prophete.”

Sanctum Iesu Christi Evangelium Secundum Mattheum, 22;37b-40

i



Resumo

Este trabalho tem por objetivo estudar a regularidade de solucoes de
Equagoes Diferenciais Parciais Elipticas da forma Lu = f, para f € LP(Q),
onde p > 1. Para isto, usamos a Decomposicao de Calderon-Zygmund
e um resultado que é conseqiiéncia deste, o Teorema da Interpolacao de
Marcinkiewicz.

Além disso, usando quocientes-diferenca provamos a regularidade das
solucoes para o caso p =2 e L = —A de uma forma alternativa.
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Abstract

In this work we study the regularity of solutions of Elliptic Partial Dif-
ferential Equations in the form Lu = f, where f € LP(Q2) and p > 1. For
that we use the Calderon-Zygmund Decomposition and a result which is a
consequence of that, the Marcinkiewicz Interpolation Theorem.

Moreover, using difference quotients we prove the regularity of the solu-
tions for the case p =2 end L = —A | in a different way.
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Introducao

O objetivo deste trabalho é estudar a regularidade de solugoes de equacoes
diferenciais parciais lineares elipticas da forma Lu = f, onde f € LP, 1 <
p < oo e o operador Lu é dado por

Lu:z Dwu—l—ZbZ )Dyu + c(x)u,

i,j=1

com coeficientes a/, b’ e ¢ definidos em € C R”, satisfazendo hipéteses ade-
quadas.

Mais precisamente, no capitulo 2 obtemos estimativas das derivadas de
segunda ordem na norma LP através do método de Decomposicao do Cubo
(de Calderon). Esta decomposigao é usada juntamente com o Teorema de
Marcinkiewicz [Mal, para mostrar o Teorema da Desigualdade de Calderon-
Zygmund [CZ] e [St] , que estabelece que se w é o Potencial Newtoniano de
f, entao w € W?P(Q) e satisfaz

1D*wllp < el fllp-

Como conseqiiéncia desta estimativa, conseguimos provar no capitulo 3
a regularidade de Lu = f. Usamos [GT] como a principal referéncia deste
trabalho.

Por fim, no capitulo 4, usando um método alternativo, obtemos regulari-
dade de —Au = f, com f € L*(Q2). Mostramos assim que a solugao u est4 em
H? (). Neste caso, a filosofia usada foi o conceito de quocientes-diferenga
[Ev].

No capitulo 1 introduzimos alguns conceitos e propriedades.

Algumas propriedades podem ser achadas em [Col, [Ev], [Mz] e [GT].



Capitulo 1

Alguns Conceitos e
Propriedades Preliminares

Este capitulo tem por objetivo apresentar algumas defini¢oes e propriedades
que servirao de ferramentas para se desenvolver o trabalho ao longo dos
demais capitulos. Por se tratar de um capitulo introdutério, alguns dos
teoremas aqui enunciados nao sao demonstrados, mas suas demonstragoes
podem ser encontradas em [GT].

1.1 Conceitos Preliminares

Teorema 1.1 Sejam Q um dominio limitado com fronteira C* e v o vetor
exterior unitdrio normal a 0X). Entdo, para qualquer campo de vetores w :
Q — R" de classe C1, temos:

/div wdaf:/ wrdS, (1.1)
Q o0

onde dS indica o elemento de drea n — 1 dimensional em Of).

Definigao 1.1 Seja 2 um dominio em R” e u uma funcao em C?*(Q2). O
Laplaciano de u, denotado por Au, é definido por

Au =" Dju = divDu. (1.2)

=1

Definigao 1.2 Suponhamos que u,v € L2 (Q). Seja a = (o, ..., ) € N,
que denominamos multi-indice de ordem |a| = a3 + ... + a;,. Dizemos que

v = D% é a derivada de ordem |a| de u no sentido fraco se

/QuDaqﬁdx— (—1)O‘|/de)dx,



para toda fungdo ¢ € C'2°(f2), onde
C(Q) ={¢: 2 — R|¢ é infinitamente diferencidavel em 2 e de suporte compacto},

e

pog_ O o

= 27 :
Oxt  Oxon

Definicao 1.3 O Espaco de Sobolev
Whe(Q)

consiste no conjunto de todas as funcoes localmente integraveis u : 2 — R
tais que para cada multi-indice a com |a| < k, a derivada no sentido fraco
D*u pertence a LP(€2).

Em particular, se p = 2, escrevemos

H*(Q) = Wk2(Q).

Definigao 1.4 Seja u € W*?(Q). Definimos a norma de u em W*?(2) por

[y / D*u[Pde

o] <k

Definicao 1.5 Denotamos por WE?(Q) o fecho de C®(Q) em WH?(Q).
Entao u € WyP(Q) se, e somente se existem funcoes wu,, € C°(Q) tais que

Up — u  in WHP(Q).

Definigao 1.6 Dizemos que u € H}(Q) = W, ?(Q) é solugio fraca de —Au =
f, com f e L*), se

[vuve= [ 1o wecz@)
Q Q

Definicao 1.7 Dizemos que um operador diferencial parcial L é uniforme-
mente eliptico se 30 > 0 tal que

n

Y al()&g; = 0l¢)

ij=1

para quase todo z € (2 e V& € R".



Definicao 1.8 Sejam u : 2 — R uma fungao localmente somavel e V- CC ).
Definimos entao:

(i) o i-ésimo quociente diferenca de tamanho h por

hei) — .
Dhu(z) = u(z + hei) u(:v);l =1,..,n
h

Ve eV ehelR;0< |h| <dist(V,00).

(ii) D"u := (D}, ..., D).

Teorema 1.2 Se B ¢ um espaco de Banach Reflexivo, qualquer seqiiéncia
limitada possui uma subseqiiéncia fracamente convergente,i.e., se (z,) € li-
mitada em B, existe uma subseqiéncia (x,,) e x € B tal que {(x,) — {(x),

Vie B
Obs.: O espaco LP (p > 1) é reflexivo, pois (LP)" = LP.

Teorema 1.3 (i) Suponha 1l < p < oo eu € WHP(Q). Entao, para V CC Q,
existe uma constante ¢ = c¢(V,Q,n,p) tal que

|| D"l ovy < | Dul| ooy

para todo 0 < || < 3dist(V, 09).
(11)Considere 1 < p < oo, u € LP(V'), e que exista uma constante C' tal
que
D"l |y < C

1
para todo 0 < |h| < Edist(V, oU). Entao u € WHP(V), com ||Dul|prpvy < C.

Demonstragao:
(i) Seja 1 < p < 0o e suponha que u é suave.
Entao, para cada z € V,i=1,2,...,n, ¢ 0 < |h| < 1dist(V,99), temos

1
u(x + he;) —u(x) = / Uy, (T 4+t - he;)dt - h,
0

logo
1
e+ hes) = u(@)] < [ |Duta+ 1 her)
0
entao
hee;) — !
Dhy| = |42+ 7;) uz) g/ \Du(z + th.e;)|dt,¥i = 1,...,n (I)
0




n P
Assim, definindo' |D"u| := (Z |Dfu|p> , temos, juntamente com a de-

i=1
sigualdade (/) vista acima que

n n 1 p
| DMl = Z | DMulP < Z {/ | Du(x + thei)|dt} (%)
i=1 i=1 /0

Note ainda que pela Desigualdade de Holder, temos

1 1
/ |Du(x + the;)|dt = / | Du(zx + the;)| - |1|dt <
0 0

1 1
1 P 1 q
g( / |Du(x+the,;)|pdt> ( / 1th> ,
0 0

concluindo assim que (x) fica

(%) < i [( /0 " Dufa + thei)\pdt)

i=1

1

()]

n 1 1 % n 1
— Z/ | Du(z + the;)|[Pdt (/ dt) = CZ/ | Du(x + the;)|Pdt
= Jo 0 i=1 70

p

no o
NS / \Du( + the:) Pt (IT)
i=1 70

Integrando em V' e apés aplicando o Teorema de Fubini temos que (/1) fica

nooa
/|Dh“|pdx§/02/ | Du(x + the;) |Pdtdr =
Vv v =1 /o
:CZ// |Du(z + the;)[Pdtdx = CZ/ / |Du(x + the;)|[Pdxdt.
i=1 7V J0 -1 Jo JVv

Notemos que

/ Du(e + the,)|Pdz = / Duly)Pdy < / Du(y)Pdy.
1% Vi 0

onde y := x + the; e V; :=V + the;.

A igualdade definida acima por |D"u| é uma semi-norma. Para ver isto vide anexo ao
fim do trabalho



Logo,

n 1
[ iptu@rar <y [ [ 1Duwpdydt =con [ 1Durdy
v — Jo Ja Q

ou seja, acabamos de mostrar que

10" ul|zov) < ClDul| o0y

1
(ii) Suponhamos que || D" ul| 1y < C () vale para todo 0 < |h| < §dist(V, o),

com C' > 0. Escolhemos i € {1,...,n} e ¢ € C°(V) e notemos para algum h
pequeno que

/V (o) [gb(az + he}z) - ¢(az)} o /V [u(:z:) - u}Eaz LU0\ BV

isto é /Vu(Dch;ﬁ)dl‘ _ /V(Di‘hu)cﬁdx (%)

Esta é a formula de “integracao por partes”para quocientes-diferenca.
A estimativa (%) implica que

—h
sup || D;ul|o(vy < 00,
h
e além disso, como 1 < p < oo, existe uma funcao v; € LP(V) e uma

n —h
subseqiiéncia hy — 0 tal que D; "y — v; fracamente em LP(V).
Mas, entao, pelo teorema da convergéncia dominada,

/ UQy,dxr = / UPy,dr = lim qu’“qbdx = — lim D;h’“ugzﬁda: =
v Q =0 Jy

_/‘/Ui¢dx: —/Qvigbdx.

Entao v; = u,, no sentido fraco (i = 1,...,n) e entdo Du € LP(V). Como
u € LP(V), deduzimos que u € WtP(V), conclulndo assim o Teorema.

q.e.d.

Teorema 1.4 Seja Q0 um dominio C*' em R™ e uw € W*P(Q). Entdo para
qualquer a > 0, 0 < || < k,

DP < C \@l\%
1D"ullpe < aflullkpe + Cal=F[[ul|o

onde C' = C(k, ).



Teorema 1.5 (Desigualdade de Poincaré) Seja f : Q@ C R" — R, com
limitado. Se f € H} (), entao vale a desigualdade a sequir

[ fllz2@) < cllDfll2@),
onde ¢ = ¢(n, Q).

Teorema 1.6 (Desigualdades de Cauchy) Sejam a,b € R e e > 0. Temos
que vale a sequinte desigualdade:

,, 0
b < —. 1.3
a-b<ea +4€ (1.3)
) 1
Em particular, para € = 2
a?  b?
< — 4+ —. 14
a-b< o+ (1.4)

1.2 Representacao de Green

Seja 2 um dominio para o qual o Teorema da Divergéncia valha e sejam
u,v fungoes € C?(Q2). Notando que div(vDu) = vAu + DvDu e aplicando o
Teorema(1.1)(da Divergéncia), obteremos a primeira identidade de Green:

/vAuda:—l—/DuDvdx:/ v@dS. (1.5)
Q Q a0 OV

Note também que vale

/ ulAvdr + / DvDudx = u@dS. (1.6)
Q Q a0 OV
Subtraindo estas duas ultimas igualdades:
du v
(vVAu —ulAv)dzr + | DuDvdz — | DuDvdz = v— —u— | dS
Q Q Q a0 \ OV v

= /Q (VAU — uAv) dz = /m (va — “5) ds (1.7)

Esta ultima igualdade é a sequnda identidade de Green.



1.3 Solucao Fundamental de Au =0

A solucao fundamental da Equacao de Laplace Au = 0 é dada por

1 2—n
— | — > 2
n(2_n>wn |'T y| Y n )
@ —y)=T(z—yl) = (1.8)
1
%ln|x—y| , n=2.
Note que, para n > 2,
1 n =
Dl'x —y) = —D; — yi)? =
0= gt [
12 - R
- (i — i) i(ﬂck —ui)? 2 =
nwp ’ —
1 —n
~ o, (zi — yi)lz — |
= D —y) = —— - (& — ) Jo —y[ " (19)
i xr — = Ty —Y;). | T — .
Y n- o Y Y

Note que, derivando esta tltima igualdade, para ¢ # j, obtemos

1 —n
Dyl'(z —y) = (zi —yi)Djle —y|™" =

n

= 1 (xz — yi)Dj [Z(mk — yk)2] =

nw
n k=1

_n_q

- ! (25 — yi)(_g) [Z(% - yk)2] 2(z; —y;) =

nw
n k=1

- _win(%' — i) (x5 — yy)lz —y[ 7" (a),

Caso tenhamos derivado novamente em relacdo a i,(i.e., i = j), obtemos
1

Dyl'(z —y) = e D; [(% —vi)|r — y|_”} =




n__
n 2 1

o (i — yi)(—=) [Z(ﬂck - yk)2] 2@ —y) +lr —y| ™| =

nw, 2
k=1
1 e 1 n
= —— (@i =) lr =yl — e -y =
Wn nwy,
1 2 1 2 —n—2
= |—— (T~ ¥ - -yl b
e ool o )

Note que podemos juntar (a) e (b) num s6 caso (i.e., Vi, j € {1,..,n}). Assim,

juntando (a) e (b) obtemos a igualdade seguinte:
D.T(x —vy) = 1 —yl?5.. — W — s — |2 1.10
il (2 —y) [l =yl — (i — yi)(w; — )] | —y[™" % (1.10)

nwy,

Realizamos estes calculos pois no proximo capitulo iremos precisar das igual-
dades (1.9) e (1.10).



Capitulo 2

Estimativas L”

Neste capitulo desenvolvemos um método de decomposicao do cubo e o Teo-
rema da Interpolagao de Marcinkiewicz, usado na demonstragao do Teorema
da Desigualdade de Calderon-Zygmund. Um corolario deste tltimo teorema
¢ de grande importancia para o préximo capitulo, que trata da regularidade
das solugbes de Lu = f, com f € LP(Q), p > 1.

2.1 Decomposicao do Cubo (de Calderon)

Seja Ko um cubo do R", f uma funcao nao-negativa integravel definida em
Ky e t um numero positivo satisfazendo

e (2.1)
Ko

Por bissecgao das arestas de Ky, subdividimos Ky em 2" subcubos com inte-
riores disjuntos. Os subcubos K que satisfazem

/K f <K (2:2)

sao similarmente subdivididos e o processo é repetido indefinidamente. Seja
S o conjunto de subcubos K obtidos que satisfazem

| 1>l (23)

Para cada K € S denotamos por K o subcubo onde a subdivisio d4 K.

Disso, % = 2", temos para qualquer K € §

1 n
t<m/Kf§2t. (2.4)

10



Além disso, fazendo F' = (Jxg K e G=K,— F, temos
f<t ¢gs.emG. (2.5)

Esta tultima desigualdade é conseqiiéncia do Teorema de Diferenciacao de
Lebesgue, onde cada ponto de G estd numa seqiiéncia de cubos decrescentes
satisfazendo (2.2)com diametros tendendo a zero.

Em particular, quando f ¢ a fungao caracteristica X4 de um subconjunto
mensuravel A de I, obtemos de (2.4) e (2.5) que:

Al = |[ANF| < t|F] (2.6)

2.2 O Teorema da Interpolacao de
Marcinkiewicz

Defini¢ao 2.1 Seja f uma fungao mensuravel num dominio 2 (limitado ou
nao) em R". A fung¢do distribui¢io p = py de f é definida por

pu(t) = py(t) = o € Q| f(z) > t}| (2.7)
para t > 0 e mede o tamanho relativo de f.
Note que p é uma fungao decrescente em (0, 00), pois dados t1,ts € (0,00),
com t; < tg, temos que [{z € Q|f(x) > t1}| > {z € Q|f(z) > ta2}],ie.,

p(ty) > u(tz). As propriedades bésicas da fungao distribuigao estdo no lema
que segue.

Lema 2.1 Para algum p >0 e |f|P € L'(Q), temos

u <t [ |fpas, (28)
Q
[urpds =p [~ ooy (2.9
Q 0
Demonstracao:

Temos que p(t) = [{x € Q|f(x) > t}].
Segue que f >t = |f[P > t’. Com efeito, integrando, obtemos

fdv 2 =1 ldz = " Qlf(x) >t} = tu(t
/|f2t|f| x_/mzt /Ifzt v =1"{z € QI (2) 2 1} = t"u(l)

11



= | fIPdx > P u(t)
[f]1>t

e, como

Pdx > Pdx > tPu(t),
/Q|f| x—/m'f' © > u(t)

segue que

pu(t) < t_p/ |f|Pdz, e (2.8) fica mostrado.
Q
Provaremos agora (2.9). Suponha que |f[? € L'(€2). Note que

|f ()P o0
/|f\pdx:// dtdx:// Xo<t<|f(a)r (2, t)dtdx
Q aJo aJo

Aplicando agora o Teorema de Fubini, temos

/ /Xo<t<f(m)p(x,t)divdt=/ / 1.dzdt =
0 Q 0 {x:|f(z)|P>t}

=/O°°|{|f<x)|p>t}|dt=/o°°|{|f<a:>| > 5}t
= / fPde = / {1f ()] > 4]t (1)

0
Fazendo s = t%, temos:
@ s vdt = [ @) > sYpstlds = p [ P=1ds (I
| W@ > e = [ 1@ > st s = [ pts)tas ()

Logo, (I) e (II) provam a identidade (2.9).
q.e.d.

A seguir provamos o Teorema de Marcinkiewicz enunciado numa forma res-
trita.

Teorema 2.1 Seja T : LY(Q)NL"(2) — LI(Q)NL"(Q) uma aplicagao linear,
1 <q<r<ooesuponha que existam constantes T, e T tais que

rs(t) < (M)q e prs(t) < (M)T (2.10)

t t
para toda f € LY(Q)NL"(Q) et > 0.

12



Entao, T estende-se como aplica¢ao linear limitada de LP(S)) em si mesmo
para qualquer p tal que ¢ < p <71, e

T fllp < <TET [ £l (2.11)
1 a 1-a
para toda f € LY(Q) N L7 (L), onde — = — + e ¢ depende somente de
T
D,q er. b
Demonstracgao

Para f € L9(Q) N L"(2) e s > 0, escrevemos: f = fi + f2, onde

_ ) f(@) se[f(x)] > s,
file) = {0 se |f(z)] < s.

) — 0 se |f(z)| > s,
l) {f@)seU@Hé&

} t t
Afirmacao 01: pu(t) = pure(t) < 'qul(ﬁ) + Msz(g)-

Note que, c.f. a Teoria da Medida, se A C B segue que p(A) < u(B), onde
A e B sao conjuntos mensuraveis. Assim, tomando

A={a|Tf(x) >t} e B= {x\Tfl(:C) > %} U {:v\Tb(fc) > %} :

basta mostrar que A C B.
Por absurdo, se A € B, entao 33 € A tal que § ¢ B.

Logo, se 3 ¢ B, segue que T f1() < % e Tf(B) < %

Mas entao Tf(8) =T f1(B) + T fo(8) < %—i—%:thf(ﬁ) <t, pois [ =

fi+ fa e T é linear, mas isso é um absurdo, pois se 3 € A deveriamos obter

Tf(B) =t
Logo A C B.
Mas, c.f. citado acima, se A C B, segue que u(A) < u(B), i.e.,

{alrno = 5}

o que equivale a Afirmacao 01, c.f. (2.7). Logo, tal afirmagao é verdadeira.
Logo, com a Afirmacgao 01 e as hipoteses sobre as constantes 77 e T, dadas
no Teorema, temos

p(t) = prs(t) < pry, (%) + pry, <%> < <m>q - (TQWQH")T =

13

{z|Tf(z) > t}] < Hx]Tfl(x) > %}' i

Y

N+
DN |+



= (57) A+ (37) ned = (27) /wu(%ﬂ) [1r
o ) < (21) [1l+ (22) [ 1 e

Pelo lema(2.1) e por (%), temos

L =o [ ottt <
o[ () Lo [ (2 -t

e, pela definicao de f; e fo temos

e A L VL

=y [ /. ) e piemey [T ( /. 1) i
= [ 1y < peemiy /0 et ( /If . !f!q) dt+
wtemy [ ( /ﬂSs 1)

Escolhemos agora s como fun¢ao de t. Em particular, tomamos t = As para
algum nuimero positivo A, fixado posteriormente. Entao temos

[izsr < peny [ / B 1) Ads+
+p(2Ty)" / " (Asyir ( /f | f|T>Ads
p(2h ) AT q/ooo o (/f|>s |f\q) o

0

p(2Ty)" AP~ / sP1- (/ \f\’“)ds
0 [fI<s

I)

—

Mas,
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(I)z/ooosp—l—q (/|f|>s|f|q) dsz/ﬂ|f|q (/ 1= qu) /|f|q |\f|
[ - e s = = [

e também temos:

= (L W) - /Q ()

sP—r
_ (RT
—/Q|f| Gl \m

lim (mP™" —|f|P™") =
m——+0o0

r—0p

— / P
—PJa

Nos calculos acima notamos que m?~" — 0 quando m — 00, pois temos que

p < r, por hipdtese.
Conseqlientemente, temos que a tltima desigualdade fica

/ TP < p(2Ty)e A7 / 71+ plemyar / P =

- {p_q(2T )TAP~ ‘I+—(2T2) AP™ }/ /17

:>/\Tf]p<{ Sy ‘1+—p(2T2) AP~ }/ P ()

para qualquer nimero A. Vamos agora tomar o valor de A para que a
expressao entre chaves de (IIT) seja minima.

Considere g(A) = L(ZTl)qu’q + L(QTZ)’"AP’T. Com isso temos que
p—4q r—=p

g(A) é o aditivo entre chaves de (III). Calculemos ¢'(A), com o intuito de se
obter o minimo:

! p —g—1 p —r—1
A= ——2N)i(p— AP T 4 S (2Ty) (p— 1) AP =
g'(A) p_q( 1) (p—q) +T_p( 2)" (p—)

15



p(2Th) AP~ I — p(2T5)" AP

Com efeito, temos

J(A) =0 & p(21)1AP~ 1 —p2T) AP =0 &

& pT)IA = pT) AT & (2T)1AP = QT AT &

(21y)0  AvT!

_ q—rqrp—r __ Ap—7T—1 A—pt+q+1
(2T2)T_Ap*q*1(:)2 W =A A &

=

—rgrp—r _ Ap—r—l-ptq+l _ Aq— —r _ 9q—rmdq—
& QUTTTAT, T = APTTTLPRAT o f0TT oy AT = Q0TI

T T

. 2 _ 49
(Aq—’f')qfl,r - Q%TIQ7TT2 T = A - 2T1Q7TT2T7Q .

Este é o valor de A que da ponto critico. Precisamos mostrar que este valor
de A é ponto de minimo.

J T 9 T
Sejam A; = o1y Ty e Ay = BT T, ", com 0 < a < 2e 3 > 2.
Temos que A; < A < Ay. Lembremos ainda que ¢'(A) = p(27y)?AP~4~1 —
p(2T,)" AP~"=1 Temos as seguintes afirmacoes.

Afirmacgao 02: ¢'(A;) < 0.

a(p—q=1) r(p—q—1) g(p—r=1) r(p—r—1)

g'(A) =p2'TYT, 7 T, 70 o —p YTy T T, T o

a(g—r)+ae(p—q—=1) r(p—r—1) a(p—r—1) r(r—g)+r(p—r—1)

=p. 20T, T T, T QP 2T T T, T P

a(p—r—1) r(p—r—1) g(p—r—1) r(p—g—1)

=p2!T, " T, " o’ ol —p2'T, T T, T o’ laT"

2\ 1 2\" ag(p—r—1) r(p—g—1)
EEROIER
o (6%
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a(p—r—1) r(p—g—1)

Note que p >0, a1 > 0,7, “" >0eT, " > 0. Logo, falta verificar

2\ 7 2\"
apenas o sinal de <—> — (—) .
Q@ e
2\ 1 2\" 2\? 2\"
Noteque,comoq<p<r=qg<r=|(—) <(—) =(—-) —(—| <O
! Q@ a !

Logo, ¢'(A;) < 0, provando assim a Afirmagao 02.

Afirmacao 03: ¢'(A42) > 0.

a(p—q—=1) r(p—g—1) a(p—r—1) r(p—r—1)

§(A) = p 2T, T T, T - p2 T T T, T =

a(g=r)+aq(p—g=1) r(p—g—1) a(p=r—=1) r(r—g)+r(p—r—1)

— p.2qﬁp_q_1TI a-r T2 T - p‘2’r‘/8p—’l"—1T1 a-r TQ T

g(p—r—1) r(p—g-—1) g(p—r—=1) r(p—g—1)

p_2Qﬁp_q_1T1 q-r T2 r—q _p‘QTﬁp—T—lTI q—r T2 r—q

a(p—r—1) r(p—g—1)
=pAPH (2T =23 T T,
a(p—r—1) r(p—gq—1)
Novamente, temos quep > 0, 771 >0, 7, " >0eT, "% > 0. Vamos
agora analisar a diferenga entre parénteses. Temos que

wrvers- (G -3

2
Note que f > 2= — < 1.

s <o (3’ (3 v (3~ ()
ém disso, como ¢ < r segue que | — — | ,ouseja,{ = | — (=
p p g B

o que mostra que tal diferenca é positiva, provando assim a Afirmacao 03.

Portanto, como ¢'(A) = 0 e pelas afirmagoes 02) e 03), ¢'(41) < 0=¢'(A) <

g'(Az), onde A; < A < Ay; temos que de fato A = 2T "1, é ponto de
minimo. E este serd o valor de A a ser tomado.

Assim, com A = 2T/ " T, %, temos que (III) fica:
iz = [ 1msp <
Q
p q qgr riq p=a p T qi% r%q p=r P
<< @n) (217 T, + (2T)" (277" Ty |f]
Q

p—q r—>p

P a(p—q) r(p—q) D a(p=r) r(p=r)
B { LTI T T, T T Ty } / Fik
pb—q r—p Q

17



D a(g=r)+a(p—q) r(p—q) D a(p—r) r(r—ag+r(p—q)
- 2pT1 a-r T2 4 _'_ 2pT1 a-r T2 T / ’f|p
p—q r—=p Q

D a(p=r) r(p—q) D a(p—r) r(P—q)
- { XN, 4 T T } / |fIP
pb—q r—0p Q

D D q(p:TT') 7'(Tp:q)
:{(p—_q+r_p)2pT1q L p I

» P P » q(qp_—:) T(Tp_—qQ) »
= sl < (S + L) iy

Elevando a poténcia ]lj, temos:

P b Pl
S il <2 (52 4 2 ) T i, av

Chamando ¢ = 2 (p%q + ﬁ) "ea= ZEZ::;, temos que:

_, ap—r) o alp—r) _plr—q) +alp—r)
o=t a=n " =) p(r—q)
_pr—pgtpg—qr _r(p—4q)
p(r—q) p(r—q)

Com estas condigoes, notamos que (IV) fica na forma
ITfllp < TP fllp

onde notamos também que

a l1-a qp-r)1 rlp-—gl p—r P—q _
T T T pa—na pr—ar pa-1  pr—g
__pzr . 4=p _p-—rt+gq-p_1
plg—r) plg—r) plg—r) P

Isto conclui o teorema.
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2.3 A Desigualdade de Calderon- Zygmund

Nesta secao estabelecemos as estimativas LP basicas para a equacao de Pois-
son através de consideragoes adicionais do Potencial Newtoniano que sera
definido a seguir.

Defini¢ao 2.2 Seja 2 um dominio limitado do R"™ e f uma fun¢ao em LP(£2)
para algum p > 1. Definimos o operador Pontencial Newtoniano de f por

N(f)(x) = / Pz — ) f(y)dy, (2.12)

onde I' é a solucao fundamental da Equacao de Laplace, c.f. (1.8).

Obs.: Muitas vezes utilizaremos, por comodidade, a notagao seguinte:

N(f)(z) = w(x).

Lema 2.2 O operador Newtoniano N é um operador continuo de L*(Q) em

L2(Q).

Demonstragao:

De acordo com a Definigdo acima, temos que N(f)(x) = / C(x —y)f(y)dy.
Q

Logo,

NI = [ v@Par < [ ([ -l i) a-
/(/'FI_ IERINCES) ~|f<y)!dy>2dx:(*).

Aplicando a desigualdade de Cauchy- Schwarz e notando que

D=

/ T — y)ldy = C, < C,
Q

a< [|([re-y rdy) ([re=nl <>dy)de
<c / [ i@ =l Pdyds = ¢ [ 1£G)F [ M@= y)ldzdy

< / F@)Pdy = C*- || f|12
Q
S INCHIE < C2 - (11 = Nz < Ol e

temos

19



q.e.d.

Teorema 2.2 Seja f € L*(Q) e seja N(f) = w o Potencial Newtoniano de
f. Entiow € H*(Q), Aw = f ¢.s. e

/Rn |D2w]2:/ﬂf2, (2.13)

1
n 2

4,j=1

onde

Além disso, se w € WOZ’Q(Q) € solugao de Aw = f q.s., entdo esta igual-
dade também € valida.

Demonstragao: Se f € C°(R"), temos w € C*(R") e Aw = f. Con-

seqiilentemente, para qualquer bola B contendo o suporte de f;

/ (oup= [ p

Por definicao,

/ |D*w|*dx = Z(Dl-jw)Qd:c =
Br

Br ;=1
- Z/B Z(Di(Djw))Z = Z/B |V Djw|*dz. (1)
j=1 Y PR =1 j=1“ PR

Aplicando o Teorema da Divergéncia para v = D;w, j € {1,...,n}, temos

/ |VDjw|2dx—/ ]Vv|2—/ v@dS— vAvdz. (II)
Br Br oy OV Br

Como Aw = f, vale

Além disso, como f € C°(Bg),
/ vAvdr = DywD;fdr = — fDjwdx. (1)
Br Br Br
De (III) e (II) segue que:
D
/ |V Djw|*dz = Djwa 7248 + [ Djwdz
Bp dBg v

Br

20



A partir disso, e de (I), temos

~ oD ;w
D*w|*dx = ( Djw—1—dS + fD~wdx) =
/BR| P =3 (o P Dy
_ / vo %5 + / fawdr = | vwl¥%s + / P2z
8Bp ov Br 8BR ov Br
= [ prepde = [ vel:%s+ [ e (v
Br OBr ov Br
2.9 ~ 8VU}
Obs.: Caso w € W;(Q2) entao [ Vw 5 dS = 0, completando a segunda
QO 1%
afirmacao do teorema.
De acordo com (1.9),
1
Dil'(z —y) = i —yi)lr —yl™"
(v —y) = - —wlr —yl

Logo,

y|—n+1‘

1 —-n —n
IDil(2 —y)l = e —yilJo —y|™ < —|o —yllo —y|™ = clo -

n n

Entao D;T'(x —y) = O(Jz — y|'™"), pois dizemos que f = O(g) se ¢ > 0 tal

que |f] < dlgl.
Também vale ]
DyT(a = 4) = =—{Jo = uf*63; = nla; = (e — ) Ha = y| 2 por (1.10).
Logo,
DT — )| < ——{le — P +nle — yPYa -y "2 = T e~y
nwy, nw,

concluindo que D;;I'(z —y) = O(|z — y|™™).
Ou seja, com R = |xr — y|, temos que

Dw = O(R"™) e D*w=O(R™) (2.14)
uniformemente em 0B quando R — 400. Assim concluimos que
Vw oVw ds — 0
dBg aV

quando R — 400 e com isto, de (IV) segue a igualdade que querfamos provar,

ou seja, que
D = [ 2
Rn Q

Por um argumento de aproximagao, podemos estender o resultado para f €

L2(Q).
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q.e.d.

Teorema 2.3 (Desigualdade de Calderon-Zygmund) Seja Q) um aberto lim-
itado de R" e f € LP(Q), 1 < p < 00 e seja w o Potencial Newtoniano de f.
Entio w € W?P(Q), Aw = f q.s. e

2
D%, < cllfl, (2.15)
onde ¢ € uma constante que depende apenas de n e p.
Obs.: O Teorema anterior é caso particular deste quando p = 2.

Demonstragao:
(i) Para i, j fixados, definimos o operador linear T : L?(Q) — L?*(Q2) por:

Tf = Dijw
Por essa defini¢do e pelo lema(2.1) temos
(0) = g (0) = ) <77 [ 1Dl = (3
Q
Como |D;;w|* < |D*wl|?, segue que

(5) <t / D2l = (x4)

e, por (2.13), segue que

(5%) :tz/gmzz Htf_n _ (||J;||2)

= ) = prs(0) < (142) 2.16)

t

para todo t > 0 e f € L*(Q).
Mostraremos agora que

ity < (2.17)

para todo t > 0 e f € L*()), condigao necessaria para aplicar o Teorema
da Interpolagao de Marcinkiewicz. Primeiro estendemos f como sendo nula
fora de €2 e fixamos um cubo Ky D €2 tal que para t > 0 fixado, temos

f < t[Kol.
Ko
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Aplicamos a decomposicao do cubo Ky de acordo com o procedimento des-
crito na segao (2.1), induzindo uma seqiiéncia de subcubos paralelos { K,}92,
tal que

1
1< — |f| < 2"t (2.18)
K| S,

e|f| <tqs. em G=Ky— UK,
A funcao f é agora dividida em duas partes: uma “parte boa” g, definida por:
f(z) para x € G,

— f paraze K, 0=1,2,..
K ﬁ

e uma “parte ruim”b = f — g.
Temos a seguir as seguintes afirmagoes:

Afirmagao 01: |g| < 2"t qs.

’9’ |f|<tqs SexEG:Ko—UKg;ou

gl = |f| < 2"t se x € Ky, por (2.18).

f‘

!Kel K [Kol Jx,
Em ambos os casos, podemos escrever |g| < 2"t, provando assim a Afirmagao
01.

Afirmagao 02: b(x) =0 para z € G.

Como b(x) = f(x) — g(x) e sabendo que g(z) = f(x), Yz € G, segue-se o
resultado.

Afirmacgao 03: / b(x) =0,V0=1,2,...
K,

Note que

IRCE Kefm—g(x):/Klfu)_/mg(x):/Kéf(x)_/mﬁ sz):

f@) - [ fw = e -

7 [l f()
1Kol Jie, Vi K |K|

= b(CL’)ZO,Vf:LQ,...
K,

Visto que T' ¢ linear, temos T'f = T'g + Tb, e disso,

pry(t) < pirg (%) + @) (2.19)
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(mesma estimativa feita durante a demonstragao do Teorema da Interpolagao
de Marcinkiewicz)

(ii) Estimativa de T'g:
Por (2.16), temos

b (lgll\* _ 4llgll} 4 4
()< (L) 2l 2 f = 2 [lallal = 0

2
2

e, como pela Afirmagao 01 vale que |g| < 2"t ¢.s. , temos

4 _4om on+2
<5 [loze=25 1o =2 1ol = o)

e, pela definicao de g, segue que

=2 11

t

n+2
s (3) <2 [ (220)

(iii) Estimativa de T'b:
Escrevendo
b em K,

0 caso contrario.

bg:bXKe :{

temos -
Th=> Tb,
=1

Fixemos entao algum ¢ e uma seqiiéncia {by

by em L? satisfazendo
/ by — / be.
K, K,

Pela definicao de b, e a Afirmacao 03, temos

/bzm:/ bzz/ b=0
K, K, K,

Note que T'b,,, = D;;v, onde

} € C°(K,) convergindo a

m

o(z) = /K [ — )by, dy

Para x ¢ K, a aplicacao y — I'(x — y) ndo possui singularidade em Ky, ja
que y # © Yy € K,. De fato, a fungao é analitica em K,. Portanto,
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Dijv(x) = Dy ['(x — y)be, (y)dy = Dz’jr(m — )by, (y)dy

Ky Ky
Note também que, para x e y fixos,

/K DyT(& — )by, (y)dy = DyT(x — §) / be,.(y)dy = 0,

K,

pela Afirmagao 03. Logo,

Dijv(x) = Dijr(x —Y)be,, (y)dy =

K,

= | Dyl(x —y)by, (y)dy— [ Di;I'(x — 9)by,, (y)dy =
Kg KZ

= | {Dyl'(z —y) — Dyl'(x — y)} b, (v)dy

K,

= [Tby,, ()] < i {DyT(x = y) = DyyT(x = §)}br,, (y)dy

onde § = 7, denota o centro de K,. Chamando de § = ¢, o diametro de K,
obtemos a seguinte estimativa

| Tby,, () (Dil'(z —y) — DyyI'(x — 9))be,, (y)dy|

=
< /K IDyT(z — ) — DyT(x — §)|-be,, (v)]dy = ()

Usando o Teorema do Valor Médio, com = — ¢ entre x —y e x — g (i.e., J
entre y e §) e também a Desigualdade de Cauchy para normas, temos

() = /K VDT (@ — §)(@ —y — 2+ 5)-be,, (4)|dy

< [ 1VDuT @ = DLy = ol bn, (0)ldy = (0
K,
e como |y — y| < 4§, pois § é o diametro de Ky, temos
(%) <6 | |VDI(x = g)].|be,, (y)|dy = (*)
K,
Note agora que, de acordo com (1.9),

Ol (u) 1 |
= u Uj.
ou; nwy,
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1 1 1
VI(u) = ( |u| ", ..., — |u|_”un> = — [u] 7" (U oy U

n n

1
= VI'(u) = p_~ lu| ™" u

onde u € R™ é um ponto do R™ de coordenadas u = (uy, ug, ..., uy).
Note que, como vale a igualdade D;;VI'(u) = VD;;I'(u) para n > 2, temos,

para i # J,
1 _
1 u))
nwy,
1 1

- nu)nDJ'(Di(’urn ‘) = nu}nDj<Di (u% + .. +u2>7% (U, un)}) =

VDyT(u) = DyVT(u) = Dy(DA(VT(u))) = D, (Di (

1 n n
= D; (—ﬁ(u% +o A ud) 2 20wy, e u) (U ud) TR ei>

nwy, 2

1 —n—2 —n=2_

+(=n)u(ui + ... + ui)%_zej +e; - (—g) (u + ... + ui)_%_IQUJ}

= S [(n + 2wl u — ejlu| TPy — ei|u|_"_2uj}
n
onde ¢; = (0,0,...,1,0,...,0) é o vetor com todas entradas nulas, exceto a
i-ésima componente, que vale 1.

Obs.: Nos calculos acima consideramos ¢ # j. Para ¢ = j ocorrera uma
situagdo andloga ao ocorrido na se¢ao(1.2). Omitimos essa situacao aqui
apenas por comodidade.

Tomando-se o médulo, temos

1 —n— —_n— —n—
VDI (u)| = w—|(” + 2ugusul 7w — eglu) TR — elul Ty

<

1 —n— —n— —n—
—[(n 4 2] - fu - Jul 7l + 1 a7 ] 1l T ]

1 —n— —n— —n—
< — [+ 2)ful - Jul - [ul " ul + Jul 7] + ful 72 ]

n

1 o o o n+4
= — [+ 2l T Y =

n n

|u|—n—1‘

Logo

n+4
VDT (u)] <

|u|fn71.
n
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4
Tomando u = x — § e chamando ¢(n) := nt , a desigualdade acima fica
w

n

VDT (z = §)| < e(n)]a — g "

Levando esta tltima desigualdade para (%), temos

(%) = 5/}{ VDT (z = §)[-|be,, (y)|dy < 5/}( c(n)lz — g7 be, (y)ldy

1
= dc(n / —— by, (y)|dy = (A
) [ el Gl = (4
Definindo a distancia entre x e K, da forma usual
dist(z, K;) := inf |z —
istle, ) 1= inf o ).

temos que

1 1
>
dist(x, Ky) — |z — 7

dist(z, K,) = yienlg lz —y| <l|z—g| =
4

n+1 1 1 1 n+1
= |— > = <
[diswz, m)] St g [dist@c, Ko}

e com isso, temos que (A) fica

(A) < b.¢(n) /K é [m] " |be,,, |dy

= d.c(n) [dist(z, Ko)] " [ by, (y)|dy

K,

= |Tby,, ()| < d.c(n)dist(z, Ke)] ™" [ by, (y)|dy

K,
para x ¢ K.
Sendo B, = B(y) a bola de raio § concéntrica ao cubo K, integrando a
desigualdade encontrada acima, temos

/ |Thy,, | < c(n).é/ [dist(x, K,)] " |be,, (v)|dydz
Ko—By

Ko—By K,

< e(n).s / o [ [be, (9)ldy <
|z|>2

K,

< ¢(n).6 <§> o dx [ |be, (y)ldy

|z|>$ 2 K,
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—ma () [ e [ ettty = o [ oy

-—-n
.
v~

C(n)
= Tbe,,| < C(n) [ be, (y)ldy ()
Ko—By Ky
Denotemos F* = UB, e G* = Ky — F™.
Por construcao de by, , temos que by, — by em L2, logo / b, | — |bel.
K Ko

A partir disto, de (x) e da linearidade de T, obtemos

[l [ e
Ko—By Ko—By

Com estas informacoes e com a ultima desigualdade feita acima, temos

/ Tl < C(n) | |bl.
Ko—By By

Como F* = UBy, temos que Ky — F* C Ky — By e portanto,

/ |Tbg|§/ T < C) | 1.
Ko—F* Ko—By Ky

Somando em relacao a todos os £’s, temos

;/KO_F* [Th| < C(n);/mmy.

Logo, por propriedades elementares, temos

Tb :/ ThH §/ Tby| = / Tb,
o ADUEY B SR 3y ML

<coX [ pi=cw [ .

14

onde U™ K, representa a uniao disjunta dos K,’s.
Com isso, segue que

/KO_FJTbI < C(n) /Uﬂ(e b] < 2C(n) /Uw((Z | f|dz < ¢(n) /KO \f|dz =

—c() [ 171 @)

pois UTK, C Ky e
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|bldx = /|b|dm,
/U'*'Kg zg: K,

pide = [ 17=gldz < [ (f1+lghds = [ Iflacs [
K, K Ky Ky

onde

fldz

1
|KZ| K,

f+/ fldx = fldr + — f/dx
/KZI\ gy = [ 1 |K\ [

[t s e [ s =2 [ gt

K,

concluindo que

bldx < fdm-?/ fldx,
/MH 2 u i

mostrando que valem as desigualdades em (%).
Assim, lembrando que denotamos Ky — F* = G*, temos

|omvi<em [151 ()

A partir disso, utilizando-se do Lema (2.1) com p =1 > 0, concluimos que

o e G7ITH > )1 = (5) < () AR

e por (xx), temos
2 Hflh
< el [ 171=

= |{z € G*||Tb| > }y< (W”l (2.21)

Chamando 6 = ¢, o didmetro do cubo K, e E a medida do seu lado, e
lembrando também que, por construcao feita, B, é a bola concéntrica a K,
de raio d, temos que

0= dlam(K g).

Mas diam K, = (y/n
= g\/_ =0 = B,

Assim, sendo |By| o volume da bola By, temos

|Be| = wnT%e = wn(f\/ﬁ)" = w,nz{".
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Como (" = | K| =volume do cubo K, entao
|Bg| = wnn%|Kg|

Somando sob todos os £’s, teremos:

[F | =|UBl =Y Bl <Y |B| =) wn?|K
V4 V4 l

:wnn%ZH(g :w§|F|
¢

= |F*| < wnn%|F|

Note também que

1= [ 1oz [ 1fide= [ ifiae =32 [ ifide = ()
UK, 7 JK,

e, por (2.18) temos

(A) =) Kt =t |K| =t|F].
0 0

Assim, [|f[}y > 17| = ] < 121t

Juntando esta ultima desigualdade com a anterior, obtemos

onde ¢(n) := w,n?. Juntando esta desigualdade com (2.21), temos que

t c
— < - X
s (5) < 1Al

A partir disso e de (2.19)e de (2.20)concluimos (2.17).
(iv) Para concluir a prova do Teorema (2.3), notamos que (2.16) e (2.17),
que sao respectivamente:

”@S(mﬂﬁ2ww@s(”ﬂﬁl

cumprem as hipdteses do Teorema da Interpolacao de Marcinkiewicz com
qg=1,r=2 T =cel; =1. Conseqiientemente, temos

1T f1lp < e TP T flp,
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para 1 < p < 2, onde temos, c.f. visto na demonstragao do Teorema da
Interpolagao de Marcinkiewicz, que
glp—r) _2-p

“Thla—n T p = a=alp)

Logo, o depende de p. Do mesmo modo, temos que a constante ¢; é

1 1
01:2<L+ P > :2(L+L> ‘
p—q 1r—p p—1 2-p

Logo, ¢; = ¢1(p), ie., ¢; também depende de p; e finalmente, temos que
T, = C(n) = w,n?, c.f. visto anteriormente.
Assim, ||Tf][, < aC(n)*P1||f]l, = c(n,p)||f]l,, onde c(n,p) := c1C(n)*®

¢ uma constante que depende de n e de p. Entao

Ty < en, )|l (2.22)

para todo 1 < p <2 e f € L*(Q). Veremos agora que a desigualdade (2.22)
pode ser estendida para p > 2 por dualidade.
Visto que se f, g € C°(2) e tendo em mente a defini¢ao dada para T'f, entao

J@na= [ (g = [ Dipjulg = (@)

Aplicando o Teorema da Divergéncia

(a) = —/ DjwD;g + Djw.gvdS = (f)
Q o9

Como g € C°(Q), segue que Djw.gvdS = 0, e com isso temos

o0
U%——ADW@M—W>

Aplicando novamente o Teorema da Divergéncia, segue que

() :/wDijg_/ wD;gvdS
Q a0

Mas como g € C2°(Q2), segue que / wD;gvdS = 0, donde concluimos que
o0

[ @natrte = [ w@Dyg(eyis

Q
Como w = N(f),

/Q(Tf)g(m)dw = /Q (/Q I'(z - y)f(y)dy) Dyjg(x)dz
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/ / © — ) (y) Digg(x)dindy = / e / D(x — y) Dygl)dz)dy = (x).

Analisemos a integral mais interna: / I'(z —y)D;jg(x)dz.

Q
Como g € C°(Q2), podemos estender esta integral para todo o R™, identificando-

se entao uma convolugao entre I'(z — y) e D;;g(x)

/ [(x — y)Dyg(x)de = / D(x — y)Dyg(x)dz = (T % Dyg)(y)
Q n

e, por propriedade de convolugao, temos
| T = )Dygla)de = (< Disg)(4) = DT +)0) =

=D;; | T(x—y)g(x)de =D;; | I'(x —y)g(x)dz.

R" 0
Como

Tg(y) = DijNg(y) = Dy i Iy — z)g(x)dx

=Dy | T(ly —2))g(z)dz = Dy | T(x—y)g(x)dz,
Q Q
concluimos que

/QF(x —y)Dijg(x)dxr = Tyg(y),

e com isto, mostramos que (x) fica

[t = [ 1) ( [ v~ nDstaras ) ay

- / F)Ta(y)dy < ( / 1 (y)P)7 ( / Tg()|)7 = ||f]]10-1|Tgl s,

onde a tltima desigualdade é conseqiiéncia da Desiguladade de Holder com

p,q>1taisque%+%:1.
Assim,

/Q (T F)g(@)d < | flloo- Tl

Entao, se p > 2 segue que ¢ < 2 e, usando (2.22),

ITfl, = sup{ / THollolle =1} < sup 111z lgllco

llgllLa=1

< |l llee(n, llgllze < e(n, @)1
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logo (2.22) vale para todo 1 < p < co. Note também que ||Tf||, = ||D;;w||p,
e, além disso,

1D*wl], = ZHDupr ZIITpr Z c(n, @Il
7,7=1 7,7=1 3,7=1
= n’c(n,q)||fll, = Cn, ISl
= [[D*wll, < C(n, @)||fll,

Como no caso p = 2 podemos entao inferir a conclusao do Teorema 2.3 por
aproximacao.

q.e.d.

Corolario 2.1 Seja Q um dominio limitado em R™, u € WoP(Q), 1 < p <
oo. Entao

[1D%ull, < Cl|Aull, (2.23)
onde C = C(n,p). Se p =2, teremos

[1D%ull2 = || Aul], (2.24)

Demonstragao:
Como u € WZP(Q) e Au = f em Q, consideremos

i(z) = u(z) sex €,
0 sex € R" — Q.

flz) sexeq,
0 sereR*—Q.’

com f € LP(R™).

Seja w = N(f) em R” e consideremos Aw = f. Seja também v = @ — w.
Logo v € WiP(Q) e —Av =0 gs.

Portanto, Av = 0 no sentido fraco, pois

/Vg&Vv: —/(pAv:O, Yo € C°(92).

Entao, pela teoria classica temos que v € C*(R™).
Portanto, Av = 0, no sentido classico.
Logo,
ov
8@»

A =0, Vie{l,..,n},
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e além disso,
i
em R", pois

ov ou  oOw ot

(9@- - 81’1 B (9@ ¢ 8% =0 em £
ow -
= " 1 (2.14) .
Gr = O(R'™), ef (2.14)

Assim, v,, é harmonica e limitada.

é limitada em €2, pois € é limitado. De fato,

e

i

v
¢é limitada

Portanto, v,, ¢ constante, para todo i € {1,...,n}, e com isso temos que

Vp,z; = 0, para todo 7, j € {1,...,n}. Entao

[ Dijul|Lr) = || Dij(v +w)||zr@) = [|Dijw||r (@)

Assim, com auxilio do teorema precedente, temos

[ Dijull, = || Dijwl], < cl|Aw|], = c||A(u — )|, = c[|Aullp,

ou seja,
1D%ull, < cllAullj.

Fazendo p = 2 teremos, c.f. Teorema de Calderon-Zygmund, que

1Dul} = || D*wl2 = / D*uf? = /f2 _ /(Au)? — || A2

= || D*ull> = [|Aul]»,

provando assim (2.24). Isto conclui a demonstrac¢ao do coroldrio.

q.e.d.

Obs.:Este Coroldrio serd de grande importancia para o proximo capitulo.
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Capitulo 3

Regularidade de Solucoes de
Lu=f

Neste capitulo estudamos a regularidade de solugoes fortes da EDP eliptica
Lu = f. Para tanto, definimos o que é uma solugao forte desta equacgao e a
partir disso demonstramos o principal resultado deste capitulo.

Definicao 3.1 Para operadores da forma geral

n

Lu:Z D@]u—l—Zb’ )Du + c(x)u (3.1)

i,j=1

com coeficientes a”, V', ¢, onde 7,j = 1, ...,n definidos num dominio  C R"
e uma funcao f em €2, dizemos que u é uma solu¢ao forte da equagao

Lu=f (3.2)
se u € W2 (Q) e satisfaz (3.2) para quase todo ponto.

Teorema 3.1 Seja Q wm aberto do R™ e u € W2P(Q) N LP(Q), 1 < p <

loc
00, uma solucdo forte da equacio Lu = fem ) onde os coeficientes de L

satisfazem, para constantes positivas A e A,

a’ € CUQ); b c e L), f € LP(Q);,a" = a”,

Y aleg; > MeP Ve e R, (3.3)

ij=1
|a® |, 0], Je] < A,
ondei,j =1,...,n. Entao, para qualquer dominio ' CC (2,
ull2por < c(l|ullpa + || flln0),

onde ¢ depende de n,p, \,A\,Q,Q e do mddulo de continuidade dos coefi-
cientes a¥ em ).
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Demonstragao:
Para um ponto xy € € fixado, denotemos por Lg o operador de coeficientes
constantes definido por:

n

Lo'LL = Z Clij (.Z'o)DUU

ij=1

Como A := [a"(x)] é simétrica, existe uma matriz P ortogonal e uma matriz
D diagonal tais que A = P!DP. Note que

Ao 0
D=0 .. O
0 ... X\

onde os \'s sao autovalores de A.
Fazendo a troca de varidvel y = PX, temos dy = | det P|dX = dX, pois P é
ortogonal. Assim,

n P11 -+ Din T
ou
Y1 = P11 + ... + Pty

Yn = Dn1Z1 + oo + Dunln
Derivando parcialmente em relagao a z;, i € {1,...,n}, obtemos

(Oy1

or; D1
g%’j = DPki
L g%f = Pni
Entao
0 [ ou 0 ([ Ou Jy, ou Oy,
Diiw= Dy pu=— = — | — b —
it iy Ox; (&cz) Ox; (83/1 Ox; et Oy, 8xi>
— i % o4 + % . (*)
- (9xj aylplz aynpm .
Chamando h = %pli + ...+ @pm, segue que
ayl ayn
_ Oh Oy oh Oy,
() = dy1 Ox; et Yy, 0z
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0 ((9u ou >8y1 0

:(91/1 o Gyn a%‘ Yn 3_1/1

_[(PPu - 0*u - 0%*u N +82u
- 3y%p“plj aylaynpmplj 8y y plzpnj 8y2pmpnj

Assim, temos

Z a” (z0) Diju :Z a’(x )Z 35 . PkiPij = Z

i,j=1 ij=1 k=1

n

Z (fﬁo)pkipz]'

7,7=1

ayk Ui

= tr(D2,uPAP") = tr(D} u.D) = Muy,y, + ... + Antiy,y,

onde Diyu representa a derivada segunda de u, na nova varidvel y pela mu-
danca. Entao

n

Z aij@o)Diju = Mly,y; + o+ Anlly,y,

1,7=1

Integrando em (2, e fazendo a troca conveniente de coordenadas y = PX, c.f.
ja discutido, temos

/ | Z (o) DijulPdX = / [Mtyry, + -+ Antty,y, [Pdy. (%)
Q

i,7=1

Seja uma nova mudanca de varidvel, dada por z; =

1
\/—A_iyi, 1 € {1,,?1}

Entao
ou 8u821+ +6uazn78u 1 L0t b0,
8y1 CO0zm oy 02,01 O \/_
ou seja,
Ou _ Ou 1
Oy1 Oz A
Analogamente,
ou Ou 1

— = ' 1,..,n}.
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Derivando-se pela segunda vez, com i € {1,...,n} teremos:

8%_8(811)_3(1%)_1(8(811))
dyidy; Oy \Oyi)  Oyi \VN0z1) VA \ 9z \ 9y
(0 (L)) 1o
—\//\_i 0z \//\_iazi —)\iaZiQ.

d*u 9%u
=\
0z} Oy 0y;

(2

Logo
ie{l,..,n}.

Voltando & (%), temos com esta segunda troca de varidvel

:/ |)\1uy1y1—|—...—|—)\nuynyn|pdy:/ taray 4 o 4t [P A/ o
Q, Q.

= VAN A [ Uy o, [P dz = VA N[ Al [P >
Q
1
> \/Al...\/)\nc—pHDgzqu

A desigualdade acima é consequéncia do Corolério (2.1). Segue que

/Q Z I (x0) Dyiju

i,7=1

dX > /i \/_ DZullp. (4)

Note que

VeV D2 ] = / T RE RVARVAW S
Q.

- /Q (82182]>

0*u
Como dy—\/_ \/_dZ e ——— a 8 \//\_Z\/A_]m,

( 0y, 0y, )

(1)

P
dy =

(ffayzayj) Ty > | wavay

_ / ( Fu )
Qy Oy;0y;

onde A := min {\;}.
1€{1,..,n}

Como D*u = P'D; uP e P é ortogonal, segue que as matrizes D*u e D> u

tém a mesma norma, ou seja,

p

dy (2)

|D*u| = | D2 ul
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A partir disto, usando (1) e (2), segue que
/ D2 ulP A/ Andz > )\p/ |D?*u|dX. (B)
Q. Q

Juntando (A) com(B), temos

/ LoulPdX = /

p

I(xo)Diju| dX > )\p/|D2 [PdX.

2T
dx)

7,7=1

n

Logo
Z CLij (l’o)Diju

1 1
P P\ »
1%l = ([ 10%Pax)" < () ( /
Q Q|50
1
C p &

Ou seja, temos a estimativa

HDszpQ << ||L0UHPQ’ (3.4)

para qualquer v € W%P(Q), onde ¢ = ¢(n,p) como em (2.20). Conseqiiente-
mente, se v tem suporte na bola Br = Bgr(xy) CC €2, temos

n n n n
Lov = Z a’(zo)Dijv = Z a” (o) Dijv — Z a’ Dyv + Z a’ Dijv
ij=1 ij=1 ij=1 ij=1
n n
= Z (CLZJ (ZEQ) — a”)Dijv + Z CLZ]DUU,
i,j=1 4,j=1
e, por (3.4), obtemos
1D%lly < Sl1Zovll, = S 3 (@ (a0) — a)Dyo + 3 @Dl
i,7=1

i,j=1

c n i i n i
=3 [H > (a¥(x0) — a¥) Dyl + || > aJDl-ijp] <
ij=1 ij=1
c 7
<3 (Sélpm — a(xo) || Digollp + | Z a]DszHp)
3,7=1
< B\ (Sup|a—a(1‘0)| ||DZU||p+ I Z jD’L]UHp) )
2,7=1
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onde a = [a¥]. Como a é uniformemente continua em ', existe um ¢ > 0
tal que se |z — xo| < 6, entdo

A
ja—a(@)] < 2
e com isso temos
>\ n
D%, < 5 (2—CHD%HP 1Y a”Dz-ijp> ,
ij=1
0 que equivale a
1 n
1D?ll, = S1ID%ll, < S Y- @ Dol
ij=1
ou seja,

1 C n ii 2¢c n i
§HD2UHp <5l > a Dyl = [|D%0]|, < ~ i > aDijoll,

i,j=1 1,j=1

n
= |ID%0ll, < 1l Y a“ Dol

4,j=1

2¢(n, p)

onde C' =
R <.

Tomemos ¢ € (0,1). Iremos agora introduzir uma funcdo “cutoff’n €
C°(Q) satisfazendo

¢ uma constante que depende de n,p e A\, contanto que

0<n=<1,
n=1 em DByg,
1
n=0 para |z|>0'R,o = —|2—a7
4
Dnl< ——M—
16
D’nl< ——.
| 77|_(1—U)2R2

Entdo, se u € W2P(Q) satisfaz Lu = f em Q e v = nu, pela desigualdade
||D?v||, < O] Z a” D;;v||, obtida anteriormente e também pelo fato de que
ij=1

n=1em B,pr, temos

1D%0]lp,5, = [1D*nullp.5,r = [|1D?ullp.5,r
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e
1D%ullp5, = [D*0llp5,n < €l D a7 Dijollpn,, = cll Y a” Dinullpp,q, (a)
ij=1 ij=1

Note que
Dij(n - u) = Di(Dj(nu)) = Di(nDju+ Djn - u) = Di(nDju) + Di(Djn - u) =

= nDiju+ DinDju+ DinDiu + Dijn - u

= a"” Dynu = a” (nDiju + DiDju + DinDyu + Dy - u) =
= na"” Dyju + a” (DinDju + DjnDyu) + ua” Dy

Juntando isto com («) e notando que B,r C Bg, uma vez que o < 1, temos

HDzu

pBor < lln Y a?Dyut > " (aV DinDju+a? DipDyu)+u Yy a” Dijnllys,, <

i,j=1 1,j=1 2,j=1

<clln Z a” Diju + Z a”’ DinDju + a” DynDyu + u Z a’ Diinllp.Br <

2,j=1 2,j=1 1,j=1

<cllln Y a’Dygullypa+2 Y lla? DinDsullppn+llu Y ¥ Dignllp,a)- (1)

1,j=1 i,j=1 1,j=1

De acordo com (3.1), temos que

i aijD,»ju =f—- i b Du — c.u.
i=1

ij=1

Assim
(I)=c [\ln(f — Y VD~ cu)llps, + 112 a? DinDjull, s, +
i=1 ij=1
+|lu Z a” Dyn p,BR] <
ij=1

<c [||77f||p,BR + 110 Y b Diullp s, + [Incullps, + 112> a¥DinDjul|, p,+

i=1 ij=1

) a”’Dz-mnp,BR] (+)

ij=1

e como 1 = 0 para |z| > o R, segue que
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() < |l - [1f1lpza + Y Wl - I Dittllp,  + llne - ullpz, +

=1

+2|| Y a’DnDjullyz, , +lu) aiij‘ﬁHp,Ba/R] <

i,j=1 b,j=1

<c [\n\oo N8+ D Voo - 1o - 1 Ditellps ) + 10loc - el - [ullps,, +

i=1

+2| Z |- 1Dinl - [|1Djullps,, + 1 Z |- [Dignl-lullp.5, ] = (I1)

2,7=1 2,7=1

onde |n|s = sup |n(x)| e como
z€BR

<1, [b°|=lc| =|a"] <A Din| < |Dp| < ———
Inl <1, B[ = e[ =la"[ <A, |[Din| <| n|_(1—0‘)R7

[Dijnl < |D*n| < ——5+; (S 2R2 : Z b < nA,

Z la”| < n?A

ij=1
[Djull < [|Dull,

segue que

(11) < Il +nA LD LA, + 200

16
2 —
o Am”“”p’%] -

4
(1-0)R

16
_ 2
=c |:||f||P7BR + (A+n A(l — 0)232) ||U||:ILB(,/RﬁL

8
+ (m\ + n2Am) I Du||p730,4 = (II])

Note que, como 0 < o < 1, segue que 0 < (1—0)? < 1, e tomando R < § < 1,

1
2 P2 2
temosque0<( )R <R <1:>m21

1
Analogamente obtemos m > 1.
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Assim, para n > 2, temos as majoragoes

16
A<nPA——"——
nA = (1-0)2R*
8
A<nPA\
na=n (1—0)2R?
e portanto, (/1) fica
16 16
2 2
(111) < |l + (WA =gz + 7N gz ) ol 4

8 8
(= o) 1P -

1
—¢ {1.;1 Fllps, + 3202A ullys, -+ 16n2Am\|Dqu7Bg,R1 =(IV)

1
(1 —0)2R?
Seja M := max{1,32n2A,16n?A}. Temos que:

1 1
([V) S C |:M||f||p,BR + MWHUHP’BU,R + MmHDU,Hp,BU,R} =
oM 1 D 1
=M\ |[fllp.r + m“ ullps,, + mHUHp,BJ/R ;

onde cM :=C(n,A,p,\) e R< 4§ < 1.
Logo, acabamos de mostrar que

1 1
1020l < € (Il + 77100l + gl )
com C'=C(n,A,p,\) e R<6<1.

Introduzimos agora as seminormas’

@, = sup (1—0)"R"||D*ull,p
0<o<1

k=0,1,2.

ocR

Multiplicando a desigualdade acima por (1—0)? R? e lembrando que (1—0)? <
1, temos

(1= B2 D2ully 5, < C (1= 0 B2\l + (1 = ) RIIDully s, + Nl ) <

< C (LR fllppe + (L= )R Dy, + lullys,,, )

1A prova encontra-se no anexo
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’ 1+U

Note também que, como o = 5 , segue que
oo —=1— 1+o :2—1—0:1—0
2 2 2

=1-0=21-0),

e, portanto, temos que a desigualdade acima fica

(1= 0P R¥|DPully s, < C (LRIl + 201 — 0 )Rl Dy, +

Hlullys,,,) <

<C (2,R2||f v +2(1 =0 )R Dull,5, + 2-||u|’p,Ba/R> =

=2C <R2Hf pBr + (1 — U/)RHDUHP,BU/R + ||UH7’73(/R) '

Chamando ¢ = 2C, note que vale a majoracio seguinte para qualquer o
fixado

(1= o)’ R*||D%ullpp,q < ¢ (RQHDUHp,BJ/R + (= )R||Dullys, +

Hlullyz,,.) < (R fllp s + D1 + Do),

para qualquer o. Em particular para o supremo, tem-se que

Dy = sup (1— 0V R\ Dullys,y < o(R|| ||y + B2+ B0)

0<o<1

= @y < c(R?|fllps + P1 + Do) (3.5)
Afirmacgao: A seguinte desigualdade
D) < eBy + - B, (3.6)
€
vale para qualquer € > 0, onde ¢ = ¢(n).
Prova: Fazendo uma mudanga de coordenadas, vemos que é suficiente provar

para o caso R = 1.
Para v > 0, fixamos ¢ = o, tal que

¢ <(1- UW)HDUHP;BG + 7.

Pelo Teorema (1.3), temos

c
||Du||p;Ba < O‘||u||27p;Ba + aHqu;Ba =
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1 C
= a[|[D*ull} 5, + IDully 5, + lullyp,]7 + ullyz, <

C
a(ID*ully:s, + [1Dullys, + |lullys,) + ~|lully:s,

C
= (1= @)l Dullys, < allD?ullys, + (= +a) [ullys,

¢+ a?
e

Logo,

c+ «

(0]
B < (1-0) [+ (1D%ullys, + mHquBo] T

u +
(1 ) p;Bo Yy X

(6
= (1= ) 2| D%ullys, + (1 - 0)

1 .
Seja o = g(l —0) < 3 E possivel se € é pequeno. Logo,

1 1
l—a>1-=-=-,
2 2
entao (1 )
a tl-o
—a< 1 77
e
¢+ a? c+1 <2(c+§)_5: K _ 2k C
all—a) " a(l—a) = « a 5(1—-o) (1—o0) (1—-0)

Logo, por (%), temos

C
@) < (1 —0)e(1 = 0)||D%ullps, + (1 - U)mHqu;Ba +9

C
=& < (1 0)25||D2u||p;Ba + ;HUHP;BU +y

Note que fazendo v — 0, obtemos a afirmagao.
Continuemos a prova do Teorema. Usando (3.6) em (3.5), temos:

C
@3 < ¢ (B2 fllpi + @1+ @) < (B[ fllpy + @2+ <00 + By )

= &, < cR? ||f||pBR—|—c<€<I>2—|—

C(I)O

c—l—e
= Oy —cePy < CR2||f||poR +

Cq)o
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c+e¢
= (1= )P < cR?|| .y +

C®0

1

tomemos £ < min{z—, 1}. Logo, teremos que 1 — ce > 0 e podemos fazer a
c

passagem seguinte:

c(c+e)

e(1 — ce)

C
T < C€R2\|f\|p,BR + P

Tome k := max ¢ , clete) , logo
1 —ce'e(l—ce)

®y < kR||fllp.5n + ko = k (B2|| f1lp.n + o)

= @y <k (B[ fl.5 + o)

Assim, observando que ®o = sup ||ul|p5,, < ||ullp.5,, temos

<o<1

(1= 0)*R?||D?ullp,5,, < P2 <k (R?|| fllp,x+Po) <k (B2 fllp5+|ullp5x)
<k

® = (1-0)R?

com k =k(n,A,p,\) el <o <1.

Para R < min{6,dist(Q,00)} e o = %, temos

= || D*ullp.5 (B2 £1lp.5x + |1ullp.55) (3.7)

_ 4k
27 (Bl lpmr + llullp) - (A)

Pelo Teorema (1.3), tomando 5 =1 e k = 2, temos

||D u||P BR/2 =

T c
pBrs2 = p,BRr/2 p,BRr/2 ’ p,BRr/2 ’ . pBRry2
|| Dul| < a (llullypy,, +11Dully 5y, + 1Dl 5y, ) + —llull

C
< ac <Hu||P,BR/2 + H‘DquaBR/Q + ||D2u||p,BR/2> + a||u“P’BR/2

c
= (1 — aa)|[Dullp sy, < 0401||D2U||p,BR/2 + (acl + a) [ullp, By

b

c
chamando k := ac; + — e para a = —
o C1

1 1

§||Du||p733/2 < §||D2U’||p733/2 + k”qu,BR/z
= HDUHP,BR/z < HD2UHP7BR/2 + 2k||u“P,BR/2

Fazendo 2k := k; e utilizando (A), obtemos:

4k:

23 (B2l 5 + Wl ) + Fallul 5, <

||Du||p BR/2 =
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4k

4k
7z (Bl Sz + Wl ) +Ral[ullp, 5, <

4k
Tt (s )l =2

4k
Tomando k grande, k; < I e entao

4k 4k
() < B Fll e + (—+—) [allpz, =

R R?
4k 8k Sk Sk
= i Bl + g llellnse < 2B llpsn + ggllull s, =
8k
= 53 (B2 fllp.5n + lull5e)

8k
7z (Bl lpm + llullppr) - (B)

Trivialmente (lembremos que consideramos k grande e R pequeno),

4k 4k

el < Nl < 5l < 3

= [[Dullp By, <

(B2 £llp.5r + 1l lp.52)

4k
R2
Somando (A), (B) e (C), temos

(R2||f”PBR + HquBR) (C)

= Hu| |10 BR/2 =

el < € (11Dl + 1Dl + il ) <

8k

23 (Bl + el 5a)+

4k
< ¢ | @l + ) +

4k
g g + el )| =

4k 8k 4k
—c (g g+ ) U + Nl = G2l + )

Portanto c
1

Null2p,Brs < =5 (B2 fllp.Br + tllp.By)-
R

Como Q' cC , considerando F a familia finita das bolas de raio R cuja
unido cobre 2, tomando R < min{dist(Q’, 9Q)}, temos

&1
ullogor < D Nullzps, < D 72 (Bl + lellp.e) <

BreF BreF

R2(32l|f||pﬂ+ lullp) = k(B[ fllpe + [[ullp0) < k(Ifllpe + llullp0)

= lullypo < B fllpo + [lullpe)
provando assim o Teorema.

<N

q.e.d.

47



Capitulo 4

Regularidade de Solucoes de

—Au=f

Neste capitulo mostramos que as solugoes da equacao —Au = f, onde [ €
L*(Q), estao em HY (). Para tanto analisamos o problema de regularidade
para solucoes fracas. Utilizamos aqui o conceito de quociente-diferenca, dado
na definicao (1.8), para estudar este problema.

4.1 Motivagao: Derivagao formal de estima-
tivas

Para ver se existe alguma esperanca de que uma solugao fraca possua mais
regularidade que uma fungiao em H;(f2), consideremos o problema

—Au = f em R". (4.1)

Suponhamos, para propositos heuristicos, que tanto u quanto suas derivadas
parciais até a ordem 2 sao suaves e anulam-se suficientemente rapido quando
|z| — oo para justificar os seguintes calculos. Computemos entao:

fidx —/ (Au)?dz = Z/ Ug o, Uy AT = (%)
R n

e ij=1

e, pelo Teorema da Divergéncia,

(*) = - / Uasla:mua:dx + lim / uxzxzuﬁylds =
Z n J J R—oo Z 8BR(O) J

ij=1 i.j=1

S / Uasore a4 = ()

3,j=1
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Aplicando novamente o Teorema da Divergéncia,

** E / Uz, uszl thgo E / ua:jua:ixj VzdS =

i,j=1 i,j=170Br(0

- Z/ uxzxju%x]dx—/ |D2u|2dx

2,7=1

= fzd:)s:/ | D?u|*dx (4.2)
R

R

Entao vemos que a norma L? da segunda derivada de u pode ser estimada(e de
fato é igual)pela norma L? de f. Note também que este é um caso particular
do Teorema da Desigualdade de Calderon-Zygmund visto no capitulo 2.

4.2 Regularidade Interior

Como sempre, supomos {2 C R"™ um conjunto aberto limitado. Também
vamos supor que u € H}(Q) é uma solugao fraca da EDP (4.1). Vamos
também utilizar a condigao de elipticidade uniforme, c.f. a defini¢ao (1.7),
para o operador L = —A.

Teorema 4.1 (Regularidade H?-interior) Suponhamos que f € L*(Q) e que
u € HY(Q) € uma solucao fraca da EDP eliptica —Au = f em Q. Entao,
temos que

u € H; (), (4.3)
e para todo subconjunto V. CC ) temos a estimativa
ullz2gry < el flle2e) + lullz2) (4.4)
onde a constante ¢ depende somente de V e (2.

Observacoes:

i) Note que nao exigimos u € H}(Q), i.e., nao assumimos necessariamente a
condicao de fronteira u = 0 em 02 no sentido observado.

ii) Observe ainda que, ja que u € HZ (), temos

—Au=f qs.em

e, entao, u realmente resolve a EDP, pelo menos para quase todo ponto
interior de . Para ver isto, note que, para cada v € C°(f2), temos

/Vqud:c: /fvdx.
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J& que u € H?

10c(€2), podemos integrar por partes

/Vqud:v = —/vAudx.

Entao [(—Au— flvde =0, Vv € C(Q) e entdo —Au = f q.s.

Demonstragao:
01) Dado um aberto V' CC €2, seja W um aberto tal que V.CC W CC Q.
Tomemos uma fungao suave ( satisfazendo:

(=lemV, (=0em R" - W
0<¢<1.

20

Chamamos ¢ de uma funcao “cuto Seu propoésito nos calculos sub-
seqlientes sera o de restringir todas as expressoes para o subconjunto W, que
estd a uma distancia positiva longe de 0€2. Isto é necessario pois nao temos
informagcoes suficientes a respeito de u perto da fronteira 0§2. Note que este
raciocinio ja fora utilizado no capitulo anterior.

02) Agora, ja que u é solucao fraca de (4.1) temos

Z/umivxidx:/fvdx, Vv € Hy (). (4.5)
i=1 /€ Q

03) Fixamos k € {1,2,...,n}, seja |h| > 0 pequeno tal que o suporte de
v = —D;"(C*Dju) (4.6)
estd em €, onde D' denota o quociente diferenca, c.f. a definigao (1.8):

u(x + hey) — u(x)
h

Diu(x) = , heR, h#0

Substituindo v em (4.5), podemos escrever a expressao resultante como
A=B (4.7)

onde

A= Z/qui%idﬂf = Z/qui[—D;h(CQDZU)]xidx (4.8)
i=1 i=1

B;iéfm& (4.9)

50



04) Estimativa de A:
Nés temos, por (4.8) que

A= Z/ux (D)., Z/Ux (P Dyu))g,dr =
- ; /Q Uz, D" (P D)y, d = (%)

Como vale que / vD,;hwdx = — / wDMwdz, temos
Q

Q

=Y [ (@Dl (Dfu, e
i=1 79
= A= Z / C2DM), (Diug,)dx = Z / (Dlug, ) (¢ Dy, + 2¢C,, Diu)dx

:>A:Z/QDzumiDZUm@dl“f’Z/QDZU%?CC%DZde (4.10)
i=1 i=1

7 N 7
N~ v~

Ax Az

Pela condigao de elipticidade uniforme, c.f. defini¢do (1.7), sendo & = &; =
Diu; e (a¥(x)) = I temos

A =>" /Q Dy, Diug, Cdx = /Q (Z D,’;uxiD’,;uxi) Cdr >
=1 i=1
2/G\DZDuP(de—H/CQIDZDu\Zda:
Q Q

= A > 9/ C3| Dl Dul*dx (4.11)
Q

Além disso, temos também que

|Ao| = 20C,, Dyudz| <

2D Du¢ D¢ Dudax| <
Q
< [ 21DkDul -1¢] 16| - |Djulds =2 [ ¢|DEDul - D] |Dulds
Q Q
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= |Ay| §2/<|D,’;Du| -|DC| - | Djulda
Q

Aplicando a desigualdade de Cauchy com e(c.f. (1.3)), segue que

4Dh 2D 2
sl < [ ciotoulzippulipciae < [ (cipppup + AP )
Q Q

1
= g/ C?| D} Dul*dx + —/ | Dul?| D¢ da
Q € Ja
Como ( : 2 C R" — R é suave e de suporte compacto, existe uma constante

k>0 tal que 0 < |D¢| < k.
Como

1

1 1
> [ IDhuPipePds = = [ DpupPIDCPdn+ 2 [ |DhuPiDePds
¢ Ja € w & Jw

1
e —/ |Du|?|D¢dx = 0 pois ¢ = 0 em Q — W, pela construcio da ¢,
€ Jo-w

segue que
1 ho 12 |2 1 ho 121 7|2 k h, |2
— | |Dyul?|D¢|*dx = = | |Dpul|?|D¢|*de < — [ |Dyul.1dx.
€Ja & Jw € Jw

A partir disso, teremos que a majoragao para |A,| discutida acima fica:

k
adl < [ Gntpupar+ 2 [ Dtupas (0
Q e Jw

Tomemos a estimativa seguinte,

/ |DZu|2dx§/ |Dhu|2dx§c/|Du|2dm (I11)
w w Q

onde a primeira desigualdade ¢ evidente, pela definicio de D'y, e a segunda
provém do Teorema (1.2).

0
Considere € = 3 Obteremos de (I) e (II) que:
21k 2000 K h, |2 4 2 b Ty 1270t 2 2
|As| <e | ¢°|DyDul*dx+— | |Dyulde < = | (°|DyDul“dz+—.ck | |Du|*dx =
Q € Jw 2 Ja 0 Q

g
_ -/g2|DgDu|2dx+c1/ | Dufdz
2 Q Q

0
= |Ay| < §/C2|D2Du]2dx+cl/ | Dul|?dx (4.12)
Q Q
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Listemos (4.10), (4.11) e (4.12), respectivamente:

A=A+ Ay,

A2 0 [ ¢IDiDuPds
Q

0 0
——/C2|D2Du|2dx—cl/ |Dul?dr < Ay < —/§2|D2Du|2dx+cl/ | Dul|?dx.
2 Ja Q 2 Ja Q

Com elas, podemos escrever:

0
A=A+ Ay > 9/ C?| D} Dul*dx — 3 / C?| D} Dul*dx — cl/ | Du|?dx
Q Q Q
=A> g/(2|D2Du|2dx - cl/ | Dul*dx (4.13)
Q Q

05) Estimativa de B:

Lembremos que (4.9) é a seguinte igualdade: B = / fudx.
Q

Assim, tendo em vista que |f| < |f| + |Du| + |ul, temos que:

1B| < / L oldz < / (1] + | Du] + Jul)oldz

18| < /Q(m 1Dl + |ul)|olde. (4.14)

Note também que, por (4.6) e pelo Teorema (1.3), temos

/Q jof2dz = / =D (2Dl Pdi = || D (Db oy < ll DICE DR 2y, =
= c/ |D(C?Diu) Pdx = c/ |C2D DM+ 2¢.DC.Ditul*dr <
w w

<c [ @DDuPds +4c [ GPIDCPIDPds = (4
w w

e, como 0 < (¢ <1e0<|D(| <k, segue que
(x) < c/ C?| D} Dul*dx + 40/ E?| Diufdx =
w w

— C/ C?| D} Dul?*dx +4Ck2HDZUH%2(W) = (%)
W
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Naturalmente, ||Djul|rzary < ||D"u||r2wy, e pelo Teorema (1.3) segue-se
que
1 DRullZ2wy < (D" ullL2wy < a1l DullL2q)

com W CC Q.
Com isso, temos

(xx) < c/W§2|DZDu|2dx +4k201||Du||%p(Q) = (% *x)
Tomando ¢, = max{c, 4k?c; }, temos que

(%xx) §02/ C2\D2Dul2dx+chDu\\%p(m gcg/ C2|D2Du\2d:c+02/ | Du|?dx
W W Q

:>/|v|2d:pSCQ/(|DU|2+C2|DZDU|2)dx ()
Q Q

Em (4.14), aplicando a Desigualdade de Cauchy com &, obtemos

|B| < /Q(\flﬂLIDUI+!u\)\’v\dm=/Q(\f\-!vH!DU\-IUHIU\-!U!)CI:US

(o LY o (2 e )]

1 1
:35/v2dx+—/(f2+u2)dx+—/ | Du|?dz.
Q 4e Q 4e QO

Utilizando («), obtemos:

1 1
1B g3602/(|Du|2+g2|pgu|2)dx+—/(f2+u2)dx+—/ | Duldz =
Q 4e Q 4e Q

1 1
= ks/ C?| Dy Duldx + —/(f2+u2)dx—|— — + ke /|Du|2dx: (B)
Q 4e Q 4e Q

1
e tomando 0 < e <1 < —, tem-se
€

(B) < ke/Q(2|DZDu\2dx+41€/(f2+u )dx+< )/yDu\ dx =

= ks/ﬂ{2|DZDu|2dx+4i€/Q(f2 +u?)dr + (1 +4k) / |Dul?dx = (B3)

1 1+4k)  1+4k
4 4 4

Tome ¢ := max{ . Logo,

(39) < ke | CIDEDuPde+ £ [ (4 o+ £ [ |Dufds
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Tomemos ¢ = 1, bara obter
0 4k 4k
|B| < k— / C?| D Duldx + c—/(f2 + u?)dx + c—/ | Du|?dx
ik Jq A 0 /g
0
= |B| < Z/§2|D,’§Du|2dx+6/(f2 +u2)d:c+5/ |Dul?dz  (4.15)
Q Q Q
06) Iremos agora combinar (4.7), (4.13) e (4.15). Listando-as, temos
A=B
4 21 b ) [2 2
A>— [ C|DyDul*dr — C | |Du|*dx
2 Jo Q

0
B < Z/§2|D,’§Du|2da:—l—6/(f2+vz+ | Du|?)dx
Q Q

Assim, temos com estas informacoes que

4 0
— / C}|Dl'Duf*dr — (1/ |Dul*dz < A= B < - / C?| Dl Du|2dx+
2 Q Q 4 Q

+6/(f2+02+|Du|2)dx
Q
6 0 21 b |2 ~ 2, 2 = 2
—— = C|Dp Dulde < C | (f*+v°)de+ (C+C) [ |Dul*dx <
2 4) Jg Q Q
<C [ (404 IDuPs
0

4.
/ C}| D Dul?dx < 50/(f2 +v? + | Dul*)dz
Q Q

Lembrando a definicao da fungao cutoff, temos

/ |DI Duf*dx = / ¢} Dl Dul?dx g/(2|DZDu|2dm < C/(f2+02+|Du\2)da:
\% \%4 Q Q

/ |DI'Duf*dx < C’/(f2 +v? + | Dul*)dw,
v Q

isto para k = 1,2,...,n e para todo h tal que |h| # 0 é suficientemente
pequeno.
Assim, pelo Teorema(1.3), temos que

ou
al’i

e WH(V)
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ou
HD (a@)

entdo u € W**(V) e || D(Du)||r2v) < c/(f2 + u* + | Dul?*)dx. Logo,
Q

< [ (74 + Du)is
L2(V) Q

1Dz < ¢ [ (2 |Dufyds
Q

1
2
= |ullm2vy = (HDQUH%Q(V) +|Dul[22 vy + ||U||2L2(V)> <

1

2
< (C/Q(f2 +u? + | Dul*)dz + ||DU||%2(V) + ||U||2L2(V)) <

1

2
<C (/(f2 +u? + ]Duﬂdx) + [ Dul| L2 vy + ul| L2y =
Q

1
= C (IIf112> + llullZ2 + [[Dul[72)* + [ Dull L2y + [lull2qvy <

< C/ f2dx+0/u2d:c+0/ | Dul*dz + || Du|| 2() + [ul]r20) =
Q Q @

= COllf 2@ + (€ + ([l 20 + |[Dull2()) = (x % %).

Tendo em vista que em R" todas as normas sao equivalentes, temos que, para
um D > 0 adequado

1
(ex) < C[ fllz2) + DA ullLa) 1 DullL2i0))2 = ClIf |2 +Dllullie) <

< M|\ flle2) + ull a1 @),
onde M := max{CK, D}.

ull 2oy < M| fll 2 + lullm1(0) (4.16)

07) Como V CcC W CC €, pelos mesmos argumentos pode-se mostrar que
(4.16) fica refinada para

ullzzory < CUIf 22wy + ullzr o) (4.17)

para uma constante C' apropriada, dependente de V, W, etc. Agora escolhe-
mos uma nova fungao cutoff { satisfazendo as condigoes:

(=1lem W, spt( C )

0<¢<1

56



Seja agora v = (*u € HJ(Q2). Como por (4.5)

/DuDvda::/fvda:,
Q Q

segue que
/Du(DCQU)dx:/fCQde
Q Q
/DU(CQDU+QCD<u)d£B:/fC2U
9) Q
/ C?|Dul* 4 2¢uD¢Du = / fCu.
Q Q
Assim,

/Q C|Dufdz = /Q fCudx — 2 /Q CuD¢Dudz <
2 J—
S/ch udx+2/Q|(|.|u|.|D(|.|Du|dx_

- / FCtuda +2 / (Il Dul)(jul 1D )da = (1)

Aplicando-se convenientemente as Desigualdades de Cauchy, de Cauchy com
e eab<2ab<a?+ b2 com a,b > 0, obtemos os calculos a seguir:

(I)g/ﬂf.CQudm—f—2(/Q|C|2]Du|2dx>2 (/Qu2|D§|2dx)2
< /Qf(?uda:+2 {e/gg2|Du|2dx+i/QuZIDC\de}
< (/Q f%zg:)é </Q(g27,b)2d:c>é + 2 [5/QC2|Du]2d:c+4%/QU2|D(|2d:c]
< /Qde:L'+/S2(C2u)2dx+25/QC2|Du|2+2—16/Qu2|DC|2dm
= (1—25)/9g2|pu\2dx§ /Qf2dx+/Q(C2u)2dx+%/Qu2|DC|2dx

1
Tomando & = i notando que ¢ <1 e |D¢| < ¢, obtemos

1
—/ ‘Du|2d$§/deI+/U2d.T+2C/U2d$
2 Jw 0 0 0

:>/ \Du|2dx§2/f2dx+(2+4c)/u2dx§
w Q Q
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< (2 +4c) UQ f2dx+/9u2dx1 =c UQ f2dx+/9u2dx1

:>/W|Du\2dx§cl/g(f2+u2)dx (IT)

Note também que

1
2
el = (el + 11D By ) < Lz + 1 Dulczry <

< |[ullz2@) + || Dul|z2) = (*)

e como (2 é limitado, temos pela Desigualdade de Poincaré (Teorema(1.5)),
e por (I7)
(%) < el|Dullr2(@) + [|Dul|29) =

1
2

= (c+1)||Dullpz(@) = (e+1) ( / |Du|2dac)é < (c+1) ( i u%) _

:k(/Qdex+/Qu2dx>§:(A)

1
e como para a,b > 0 vale (a2 + b2) 2 <a+b, temos

(A) <k ((/szdx)%jt (/ngdx)Q

= ||ull gy < k(| flle2@ + [Jullrz@)- (4.18)
De (4.18) e (4.17) obtemos

) = k(1 fll2@) + lullr2@)

[l 2oy < el f |2y HRUL | 2ovyHwl | 2owy)) = (Rl L2ovyHhlul| 2y <

< (c+ B)(fl| 2wy + [|ulL2ow))
= |ulla20vy < CUIfl 2wy + JullL2ow)),

o que conclui a prova do Teorema.
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Anexos

Nesta secao iremos apresentar, sob forma de afirmacoes, alguns fatos que
foram utilizados durante o trabalho.

Afirmacao 1: Seja V um compacto de Q e h € R tal que 0 < |h] <
dist(V,09Q). A aplicacao |.|4 : E — R dada por

Dy = (z |D?u|p>

=1

é uma semi-norma (chamada de norma do quociente diferenca), onde F :=
{u:Q CR" - R;|DM| < 00,Vi € {1,...,n},h € R | 0 < |h| <
dist(V, 00)}.
Demonstragao:
Iremos mostrar que valem as trés propriedades de semi- norma para a aplicacao
dada.

(i)|D"ulq > 0:

3 =

| DMy = (Z |Dfu|P> > 0.

=1

Isto conclui a propriedade (i) de semi-norma

(ii)|cD™ulq = |c| - | D"ulg, Ve € R:

1 1
D"l = (Z - Dfurp) : (Z - |D?uwp> -
=1

i=1

1 1
_ (wz !D?u!”) iy (z \D?uV’) o] D"l

i=1 =1

(iii) | Dhu + D™|g < |Dhulg + | D)4
Note inicialmente que com o auxilio da definicao de soma de fungoes, teremos:
(u+v)(x + he;) — (u+v)(z)

59



Cu(r A+ hey) —u(x) v+ he;) — ()
h * h

= D'u 4 DI,

Logo,
D"(u+wv) = (DM + Dtv, ..., D'+ D) =
= (D", ..., D) + (DM, ..., D'v) = D"u 4 D".
Com efeito, podemos escrever:

-p

| D"+ D"lh = | D" (u +v)| (Z|Dhu+v ) —

3=

= Z |DIu+ )P = Z |D'u+ Dol = Z |D'u+ DI|P~t | Diu+ Di| <

i=1 =1

< Z | Dlu+ Do~ (| Dl + | Dl'o]) =

=1

= " |DMu+ D"~ |Diul + ) |Diu+ Dot Div| = (%)

i=1 i=1
1 1 p . .
Note que — + 7= 1=/(= 7 Assim, temos que (%) fica, aplicando-se a
Desigualdade de Holder
p=1 1
n p P n P
< (Z || Dl + Dmpl\w) (Z \D?uv’) +
i=1 i=1
p=1 1
+ (ZHD?U%—D?UV’_I‘?Z) <Z|va|p> =
i=1 i=1
1qp-1 17 p-1
n P n P
- (Z D+ D?vrp) D"l (Z [Dlu+ D?vV’) D"y =
i=1 i=1

— | D"y + D[P D Mulg + | DMu+ DMo|P | DMy =
= |D"u + D5 (| D" ulg + | D"vl )
Logo, temos
| D+ Dol = |D" + D"y - | D" + D"olg < |D*+ D[ (|D"ula+ | D"v]4)
e, simplificando, encontramos:

| DMy + D"v|g < |D"ulg + | D"y
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Com isso mostramos que também vale (iii).
Logo a Afirmagao 1 fica provada.

Afirmacao 2: &, = sup ( o)* R¥||D*ul|,.5
0<o<

= k= 0,1,2 sao seminor-
(o2

mas.

Demonstragao: Lembremos que no texto temos 0 < 0 < 1e R > 0. Vamos
mostrar que as trés propriedades para seminormas sao satisfeitas.

i) ®x(u) > 0: De fato, por definigao

Op(u) = sup (1 — o) RF||D*ul|,.5,, >0, pois (1 —o)F >0, R* >0 e
- lp:,m = > 0, pois ||-l[p:B, ¢ norma.

il)CDk(ozu) || P (u ) ‘v’ozER:

®i(au) = sup (1-0)*R*||D*(aw)l|pp,s = la| sup (1—0)*RY||D*ullyp,,

0<o<1 0<o<1

= || @ (u)

Note que acima utilizamos ||D’“(ozu)||p;15;0R = |oz|.||D’l“u||p;BgR pois ||.||p:B,n €
norma.
iii) @p(u+v) < Pp(u) + Pi(v):

®(u+v) = sup (1—0)"RY|D*(u+0)llps,. = (*)

0<o<1

como ||.||p:B,, ¢ norma, vale a desigualdade
10"+ 0)lpi5, e < [1D"llpip, 5 + 1D 0|5,
e entao

(¥) < sup (1—0)"R" (I[D"ullp5,, + [1D"0llp,.) <

O0<o<1

< sup (1—U)kR’“I|D’“UHp;BgR+Osupl(l—U)’“R’“HD'“MIp;BaR = Dy (u) + Pk (v),
<o<

0<o<1

0 que prova iii).
Assim, (i), (ii) e (iii) provam a afirmagao.
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