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RESUMO

Neste trabalho procuramos analisar alguns métodos iterativos e os pro-
cessos de aceleracao na solucao de sistemas lineares grandes e esparsos, associando
o uso de alguns pré-condicionadores, tais como os métodos de fatoracao incompleta.
De forma mais especifica, nos detivemos no estudo dos métodos de fatoracao in-
completa LU, ou ILU, e o método de Cholesky incompleto. Para isso procuramos
antes definir algumas especificidades sobre esses métodos, tais como, critérios de
existéncia, limitacao de memoria e alguns problemas encontrados em sua imple-
mentagao. Alguns autores analisam tais problemas e sugerem algumas técnicas de
conserto, ou seja, algumas maneiras de eliminar tais falhas para que os métodos de
iteracao possam ser utilizados para determinar solucoes mais proximas da solucao
real. Procedemos a uma revisao tedrica de alguns dos métodos iterativos, dos
pré-condicionadores: Jacobi, fatoracao incompleta LU e fatoracao incompleta de
Cholesky e a sua associacao com os métodos iterativos GMRES e Gradiente Conju-
gado. Utilizando os pré-condicionadores associados aos métodos iterativos citados
e fixando alguns parametros de parada, aplicamos alguns testes. Os resultados e a

analise dos mesmos encontram-se neste trabalho.
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ABSTRACT

In this work, we analysed iterative methods and acceleration schemes
to solve large sparse linear systems of equations using incomplete factorisations
methods as preconditioners. The studied involving incomplete LU (ILU) and in-
complete Cholesky factorisation methods. In this sense, we first define some pro-
perties of the methods such as existence criteria, memory limitations and problems
on the implementation. Some authors have analysed this problems and suggest re-
pair techniques, i.e., some ways to avoid breakdowns and allow the use of iterative
methods to obtain the most real solutions. Afterwards, we conduct a theoretical re-
vision, including some iterative methods, Jacobi preconditioner, incomplete LU and
incomplete Cholesky factorisation preconditioners, as well as the use of these pre-
conditioners with GMRES and Conjugate Gradient (CG) iterative methods. Results

are presented for some problems using a fixed stopping criteria.



1 INTRODUCAO

Os métodos iterativos para a solucao de grandes e esparsos sistemas li-
neares, alcancaram muita popularidade em diversas areas de computacao cientifica.
Até recentemente, os métodos diretos de solucao eram preferidos aos métodos ite-
rativos em aplicacoes reais, devido a sua robustez e seu comportamento previsivel.
Estimativas apontam que a maioria dos problemas de simulacao em matematica,
se convertem em solucao de sistemas de equacoes. Como exemplo, podemos citar a
solucao de equacoes diferenciais pelos métodos de discretizacao, como diferencas fini-
tas ou elementos finitos. Em geral tais sistemas envolvem um numero muito grande
de equacoes, com caracteristicas de esparsidade que podem auxiliar no processo de

solucao numérica.

Neste trabalho, procuramos fazer uma analise dos diversos métodos de
resolucao de sistemas lineares, sua aplicabilidade aos diversos tipos de sistemas, mas
especialmente aos que possuem uma certa esparsidade e um nimero n de equacoes

relativamente grande.

Inicialmente, discorremos sobre alguns métodos que se destinam a so-
lugao numérica de sistemas lineares. Tais métodos podem ser classificados em dois

grupos.

Métodos Diretos: sao os que conduzem a solucao exata, apds um nimero

finito de passos.

Métodos Iterativos: nestes métodos usamos uma aproximacao inicial
da solucao e a melhoramos quantas vezes sejam necessarias para chegarmos a uma

exatidao satisfatoria. Gropp, et al, descreve estes métodos em [24, p.14].

A escolha do método depende de cada problema a ser resolvido. Se os
métodos diretos tém a vantagem de fornecer a solucao exata apdés um certo nimero

de passos e nao dependem de condigoes de convergeéncia, tém a desvantagem de se



tornarem inviaveis se o sistema for muito grande ou apresentar a caracteristica de

mal-condicionamento.

Segundo Cunha [10], o nimero de operagoes realizadas nos métodos
diretos cresce na ordem de n?, o que compromete os cdlculos devido ao actimulo de

erros.

Para a notacgao, adotaremos a forma usual da Algebra Linear: um sis-

tema com n equacgoes e n incognitas sera representado por

a11T1 + 1279 + ...+ A1pndy = b1
(2171 + A22T2 + ... + Aopx,, = by (1-1)
A1 L1 + QpoXo + ... + GpnXn = bp

Os coeficientes das incognitas formam uma matriz quadrada com n linhas e n colu-

nas, A = (a;):

a1r Q2 - Qip
Q21 Q22 --- Q2
A=
Gp1 Q22 *** Qpp
= 4 nXn

Assim, definindo os vetores colunas z = (z1 z3... 7,)T, e b= (b by ... b,)T, podemos

representar o sistema (1.1) na forma matricial
Az =b.

Se admitirmos que A é nao singular, e portanto inversivel, entao o sistema possui

solucdo unica x = A~'b, onde A~! representa a inversa da matriz A.

A solucgao eficiente de um sistema de equacoes lineares depende na maio-
ria das vezes da escolha formal do método iterativo. Porém, deve-se levar em con-
sideracao para esse bom desempenho, o tipo de arquitetura que sera utilizada, e

nesse particular as arquiteturas paralelas tem um papel relevante.



No capitulo 2 estaremos analisando alguns métodos basicos para a
solucao de sistemas lineares, mais especificamente os métodos iterativos. Estes
sao subdivididos em duas classes: os métodos iterativos estaciondrios e 0s nao
estacionarios. Sobre os métodos iterativos estaciondrios, trataremos especialmente
dos métodos de Jacobi, Gauss-Seidel, Sobre-relaxa¢ao Sucessiva (SOR) e Sobre-
relaxacdo Sucessiva Simétrica(SSOR)[4][10]. Quanto aos métodos iterativos nao
estaciondrios, destacamos o Gradiente Conjugado (GC)[2][10] e o Residuo Minimo

Generalizado (GMRES)[12][13].

No capitulo 3 analisaremos a utilizacao dos pré-condicionadores, as-
sociados aos métodos iterativos citados, as vantagens de sua aplicacao e alguns

problemas encontrados em sua implementacao.

No capitulo 4 estaremos analisando métodos de pré-condicionamento
associados a fatoracao incompleta da matriz de coeficientes, com o objetivo de ace-
lerar e facilitar a resolucao de um sistema linear, com um niimero menor de iteracoes
e ganho de tempo computacional. Em particular serao analisadas algumas técnicas
de fatoragao incompleta, tais como, a fatoragao incompleta LU (ILU), que baseia-se
na eliminagdo Gaussiana e a fatoragao incompleta de Cholesky (IC), considerado
um dos pré-condicionadores mais importantes e comumente usados em métodos i-

terativos para resolver sistemas lineares grandes e esparsos.

No capitulo 5 apresentaremos os experimentos utilizando os pré-con-
dicionadores obtidos das fatoragoes incompletas, LUINC e CHOLINC e o pré-
condicionador de Jacobi, aplicados aos métodos do Gradiente Conjugado e o RGM-
RES, ou seja, o GMRES reinicializado. Fazemos uma andlise de seu desempenho

em relacao ao numero de iteracoes e tempo de processamento.

E finalmente, no capitulo 6 apresentamos as conclusoes finais sobre o

trabalho e sugerimos alguns itens para trabalhos futuros.



2  METODOS BASICOS DE SOLUCAO

Os primeiros métodos usados na solucao de grandes sistemas lineares
baseavam-se na “relaxacao de coordenadas”. Tais métodos assumem inicialmente
uma solucao aproximada, e modificam gradativamente as componentes através de
aproximacoes que seguem uma certa ordem até atingir a convergéncia. Cada uma
dessas modificacoes, chamadas de passos de relaxacao, destinam-se a eliminar grada-
tivamente as componentes do vetor residuo. Essas técnicas raramente sao usa-
das separadamente, e quando combinadas com um método eficiente, geralmente
algum pré-condicionador, produzem bons resultados. Sobre estes métodos de pré-
condicionamento e areas de aplicagao que sao bastante populares, podemos consultar

Saad[40].

Inicialmente, analisamos alguns métodos que se destinam a solugao
numérica de sistemas lineares. Tais métodos podem ser classificados em dois grupos:

métodos diretos e métodos iterativos.

Métodos Diretos: Estes métodos sao apropriados para resolver sistemas
de equagoes lineares relativamente pequenos (um nimero de equagoes relativamente
grande pode incorrer em muitos erros de arredondamento), e para os casos onde os
métodos iterativos nao sao muito eficientes, como por exemplo em sistemas densos.

Sao baseados na fatoracao LU ou Cholesky, da matriz de coeficientes A.

Para os sistemas maiores, o problema causado por erros de arredonda-
mento pode ser evitado ou diminuido, utilizando outros métodos que garantem, em

certos casos, uma melhor exatidao. Estes métodos sao chamados métodos iterativos.

Métodos iterativos: Este termo se refere a um variado nimero de
técnicas, que utilizando aproximacoes sucessivas a cada passo, buscam obter solugoes
mais precisas para um sistema linear. Os métodos iterativos sao os rivais fortes dos
métodos diretos, principalmente porque eles sao menos propensos aos primeiros dois

problemas, preenchimentos e precisao, problemas estes que serao melhor explici-



tados no decorrer do trabalho. Porém, os métodos iterativos tém suas proprias
falhas. Entre estas falhas esta a dificuldade de predizer o comportamento preciso
de convergéncia dos mesmos em uma gama extensa de problemas. Assim, um de-
terminado método iterativo pode dar resultados excelentes em alguns problemas,
dentro de uma determinada classe, mas apresentar uma execucao pobre em outros

problemas dentro daquela mesma classe.

Segundo Barret et al [4], hd essencialmente duas classes de métodos
iterativos: os métodos estacionarios e os nao estacionarios. Os primeiros sao mais
simples de entender e de implementar, mas tipicamente com taxas de convergencia
lentas. Os nao estacionarios, de desenvolvimento relativamente recente, sao normal-
mente de analise um pouco mais complicada, porém, geralmente bem mais eficientes

que 0S primeiros.

Os métodos estacionarios incluem Jacobi, Gauss-Seidel, Sobre-relaxacao
Sucessiva (SOR) e Sobre-relaxacdo Sucessiva Simétrica (SSOR). Os métodos nao

estacionarios incluem aqueles baseados no subespaco de Krylov, como o método do

Gradiente Conjugado (GC) e 0o método do Residuo Minimo Generalizado (GMRES).

Como a taxa de convergéncia de um método iterativo depende, em
d d td iz d fici 1 1

grande parte, do espectro- da matriz de coeficientes, este normalmente envolve uma
segunda matriz que vem a ser a transformacao da matriz original em outra de espec-
tro mais favoravel. Tal matriz é chamada de “pré-condicionador”. Sua finalidade
¢ melhorar consideravelmente a convergencia do método iterativo, de tal forma que
possa superar o custo extra de sua construcao, implementacao e aplicacao. Em
alguns casos o método iterativo pode nao convergir sem o uso de tal matriz “pré-

condicionadora’”.

Métodos estacionarios: Métodos iterativos que podem ser expressos na

forma simples

z®) = Bz 4 ¢ (2.1)

1O conjunto de todos os autovalores de A é chamado de espectro de A e é denotado por o(A).



onde nem B nem c¢ dependem do célculo da iteracao k, sao chamados métodos i-
terativos estacionarios. Na seqiiéncia discutiremos os principais métodos iterativos
estacionarios: o método de Jacobi, o método de Gauss-Seidel, o método de Sobre-
Relaxagao Sucessiva (SOR) e o método de Sobre-Relaxacao Sucessiva Simétrica
(SSOR). Em cada caso tentaremos resumir o seu comportamento de convergéncia,

eficiencia e quando devem ser usados.

Métodos nao estacionarios: Os métodos iterativos nao estacionarios
diferem dos estacionarios pois sua computacao envolve informagoes que variam a
cada passo da iteracao. Tipicamente, as constantes que sao computadas resultam
de produtos internos de vetores, ou outros residuos que surgem do método itera-
tivo. Alguns métodos serao a priori analisados, tais como, o método do Gradiente

Conjugado (GC) e o método do Residuo Minimo Generalizado (GMRES).

2.1 Meétodo de eliminacao (Gaussiana

O método direto mais popular é a eliminacao Gaussiana. Sua idéia
principal é utilizar as operacoes bésicas?, que nao alteram a solucao do sistema.
Se no processo de eliminacao um dos pivos for zero, devemos trocar as posicoes
das linhas, de modo que tomemos sempre os elementos nao nulos como pivo. A

sistematica da eliminacao Gaussiana, fica descrita pelo algoritmo 2.1.

2 Aqui nos referimos a operacdes elementares sobre linhas da matriz representativa do sistema,
de modo a triangulariza-la, para, usando retro-substituicoes, determinar os valores das incégnitas
de modo simples.



Algoritmo 2.1 Elimina¢ao Gaussiana
1. Dada a matriz Ay, ,yq (coluna n+ 1 representa b)
2. Para k=1,2,..(n—1)
3. encontre i > k tal que ay, # 0
4. se a;; = 0 para todo i@ > k pare. A nao inversivel
d. troque a linha k com a linha @
6. Para i=k+1,k+2,...n
7. m = Mg = Q[ Ak
8. Para j=k+1,k+2,...n+1
9. Qi5 = Gi5 — Mg .
10. Fim
11. Fim
12. Fim

Para avaliarmos o custo computacional de um algoritmo numérico, de-
vemos levar em conta o volume de operacoes necessarias a sua utilizacao, ou seja,
medir seu esforco computacional. No algoritmo acima para cada j do terceiro laco
(j = k+1,..n+1) sdo realizadas duas operagoes: uma multiplicacio e uma adigao.

Assim, neste laco sao necessarias

n+1

Y 2=2(n—k+1) (2.2)

j=k+1
operacoes. No segundo lago, além das operacoes contabilizadas acima, para cada i

realizamos uma divisao; assim no laco correspondente a i temos

zn: 1+2n—k+1)]=[14+2(n—k+1)](n—k). (2.3)

Finalmente, para obtermos o nimero total de operacoes fazemos a soma em k, que

corresponde ao lago externo:

nZ(n—k) +2(n—k+1)(n—k),
z_:(n—k) +22_:(n—k+1)(n—k),
que € igual a , ,
—(nn—-1)+=(n*—=n)=-n*+ oo zn



Nos céalculos anteriores usou-se uma soma de progressao aritmética e

:z_:ilf _n= 1)72(272 -b (2.7)

Para contabilizar o nimero total de operacoes deste método, temos
que somar o numero de operacoes para obter e resolver um sistema triangular.
Deste modo para aplicar o método de eliminacao em um sistema de n equacgoes e n

incognitas o nimero total de operagoes sera

2 2
s n° Tn n° n 2 4 5 9

S I _Z 2.8
it 6+2 5 = 3" +n 3 (2.8)

W N

ue é um nimero proximo de 2n3 para n grande.
3

O peso maior no esforco computacional do método deve-se as operacoes
realizadas na eliminacao, pois este processo é responsavel pelo termo ciibico no custo
computacional. Isso deve ser explorado, quando se tornar necessario resolver mais

de um sistema com a mesma matriz de coeficientes.

2.2 Eliminacao de Gauss com pivotamento

Na resolucao de sistemas lineares, a solucao encontrada, pode muitas
vezes apenas aproximar a solucao real e nao encontra-la exatamente. Isto acon-
tece, pois erros numéricos aparecem no processo de calculo, devido a arredonda-
mentos e armazenamento das variaveis envolvidas. Este processo introduz o “erro

de arredondamento absoluto” (valor real menos o valor encontrado)
/
e=r—2.

(onde 2’ é o valor aproximado). Uma medida melhor do efeito possivel do erro é
fornecida pela razao entre o erro de arredondamento absoluto e o valor verdadeiro -

o “erro relativo”



Os erros de arredondamento podem se acumular durante a execucao
de operacoes aritméticas repetitivas. Em uma computacao numérica extensa, que
envolva um numero elevado de operacoes de adicoes e multiplicagoes, esse erro de
arredondamento acumulado pode ser tao grande a ponto de o resultado final se
afastar muito do esperado e nao ter significado. Além disso, o processo de eliminagao
Gaussiana é particularmente sensivel a erros de arredondamento, mesmo quando

apenas uma quantidade modesta de calculos for envolvida.

O método de eliminacao de Gauss com pivotamento é projetado para
minimizar a acumulacao de erros de arredondamento ao resolver sistemas lineares. A
idéia principal do pivotamento ¢ escolher, em cada estagio, o pivo de maior grandeza

possivel [36].

2.3 Sistemas mal-condicionados

Todos os programas computacionais de eliminagao de Gauss projeta-
dos com cuidado empregam pivotamento para tentar controlar a acumulacao de
erros de arredondamento. No entanto, existem alguns sistemas lineares que sao ex-
tremamente sensiveis a diminutos erros que ocorrem mesmo com as estratégias mais
cuidadosas. Estes sistemas sao ditos mal-condicionados, e nestes, tanto pequenos
erros nos elementos originais de A e b como os pequenos erros de arredondamento
em passos computacionais intermedidrios, podem conduzir a grandes erros nos re-

sultados.

Observamos que neste caso, pequenas mudangas em b (da ordem de
erros de arredondamento), podem resultar em mudangas bastante significativas na
solucao. A questao levantada é: se o vetor constante b no sistema Ax = b for
mudado para b+ Ab, o que se pode dizer sobre a mudanca resultante Az no vetor

solucao x?7 Observe que se

Ar =0 e A(x+ Azx)=10b+ Ab, (2.9)
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entao, subtraindo em (2.9) a primeira equacao da segunda, encontramos
AAz = Ab (2.10)
logo
Az = A1Ab. (2.11)

Portanto, o ponto central é, de quanto é aumentado o médulo de um vetor, quando
multiplicado por uma dada matriz. Esta questao é mais facil de ser respondida
quando a matriz A n x n, for simétrica e todos seus autovalores forem nao-nulos.

Assim, sejam os autovalores, Ai, Ag, ..., A,, ordenados de forma que
0 < M| <] <o <, (2.12)
e v1, Vs, ..., Up, 08 autovetores associados de A. Como
| Avi| = |Aivi| = [Ail[vil (2.13)
para cada i, 1 < i < n, segue-se de (2.13)
[Alvi] < A < A |vil (2.14)
para cada autovetor v; de A. Como todo vetor z do R"™ pode ser expresso como uma

combinacgao linear dos autovetores mutuamente ortogonais vy, v, ..., v,, verifica-se

as desigualdades para todo x
[Aillz] < JAz| < [Anll2]. (2.15)

Ou seja, quando o vetor z é multiplicado pela matriz A, seu médulo |z| é ampliado

no minimo pelo fator [A;| e no maximo pelo fator |\,|.

Com isto pode-se comecar a pensar em responder de quanto o vetor
solucao x do sistema Ax = b serd “perturbado” quando o vetor constante b for

“perturbado” por Ab.

Teorema 2.1 As Mudancas Relativas em b e x.
Seja a matriz simétrica ndo-singular Ay n X n com seus autovalores arranjados de
tal forma que:

0 < [Ad] < el < o < I,
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e o sistema linear Ax =b com b # 0. Se b for substituido por b+ Ab, entao a mu-

. |Ab A L .
danca relativa % em b, e a mudanca relativa % no vetor solucao sao relacionadas

como seque:
Aa] _ [l 180
o = Dl T

Portanto, se for cometido um erro Ab no valor de b, o produto a direita da equacdo

(2.16)

(2.16), fornece um limite superior do erro relativo resultante na solugdo.

Prova Como Ax = b, a segunda desigualdade em (2.15) fornece
6] < [An]|z]
da mesma forma para (AAz = Ab), a primeira desigualdade em (2.15) conduz a
[Ail|Az| < |AD].
Logo, a multiplicacao das ultimas desigualdades da
[Adl|Az][b] < |Anl|z]|AD]

e finalmente, dividindo por |A1]|b]|z|, temos a desigualdade desejada em (2.16).

Note que a matriz A entra na desigualdade (2.16), apenas na forma da relagao %
da razao das magnitudes de seu maior e menor autovalores. O niimero
A
c(A) = ] (2.17)
Al

¢ chamado nimero de condicdo da matriz simétrica nao-singular A que possui os
autovalores maior e menor, A\, e A\;, respectivamente.

Em termos de ¢(A), a desigualdade (2.16) toma a forma

|28l
ol

|Az|
2|~

c(A) (2.18)

Se o nimero de condigao ¢(A) for pequeno, entao (2.18) implica que um pequeno
erro relativo em b resulta em um erro pequeno na solucao z. Mas se ¢(A) for muito
grande, entao mesmo um erro relativo pequeno em b pode resultar em um erro

relativo grande na solugao x.
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Resumindo, dizemos que o sistema Az = b é mal-condicionado, se pe-
quenos erros em A e b resultarem em grandes erros na solugao; caso contrario, diz-se
que o sistema é bem-condicionado (bem-posto). Com isso conclui-se que um sis-
tema ¢ bem-condicionado quando sua solucao é “estavel” com relacao a pequenas

perturbacoes em A e b.

Quando um sistema for mal-condicionado, pouco ha a fazer para evi-
tar grandes erros na solu¢ao numérica, pois os pequenos erros de arredondamento
durante o processo de solucao podem ter o mesmo efeito que pequenas mudancas
no vetor b. Quando isso se verificar em um sistema, revelado por um nimero de
condicao grande, o usual é tentar reformular o problema para evitar um sistema
mal-condicionado. Vale ressaltar que o niimero de condicao, definido anteriormente,

levava em consideracao uma matriz A simétrica e nao-singular.

2.4 Meétodos iterativos estacionarios

Métodos iterativos que aparecem na forma simples, analisada anterior-
mente,

g* ) = Ma®) 4 ¢ (2.19)

(onde M e ¢ nao dependem do célculo da iteracdo k), sdo chamados de métodos
iterativos estacionarios. Analisaremos a seguir de forma mais pormenorizada alguns
desses métodos, como: o método de Jacobi, o método de Gauss-Seidel, o método da
Sobre-relaxacao Sucessiva SOR, e o método da Sobre-relaxacao Sucessiva Simétrica
SSOR. Serao analisados o comportamento de convergéncia de alguns desses métodos,

sua eficiéncia e condigoes de uso.
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2.4.1 O método de Jacobi

Segundo Barret [4] este método é extremamente simples, mas nos casos
em que a matriz nao é diagonalmente dominante?, deve-se considera-lo apenas como
uma introducao a métodos iterativos ou entao como um pré-condicionador em um

método nao estaciondrio. Este método se presta muito bem para a paralelizacao.

O método de Jacobi é facilmente derivado, se analisarmos separada-

mente cada uma de suas n equacoes. Se na i-ésima equacao de Az = b dada por
a;1T1 + Qjo%T2 + ... + QinTy, = bl

ou
n

E aijT; = b,

=1
nos isolamos o valor de z;, e assumimos que as outras entradas de x permanecem
fixas, obtemos
J#i
Isto leva a um método iterativo definido por

J#i

que representa o método de Jacobi. Segundo Barret [4], neste método a ordem na
qual as equacoes sao examinadas é irrelevante, pois sao tratadas independentemente.
Por esta razao este método é conhecido como método de deslocamentos simultaneos,

desde que a principio as atualizacoes sejam feitas simultaneamente.

Considerando o sistema linear Az = b, com a matriz A decomposta de
modo que

A=D-E-F,

3Uma matriz ¢ diagonalmente dominante se satisfaz as condi¢des seguintes |a;| >
n s
Zj:i,j;él |a,~j|,2 = 1,2, s N
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onde D é uma matriz diagonal e E' e F' sao matrizes triangulares inferior e superior,

respectivamente, com diagonais nulas. Assim, o sistema pode ser escrito na forma
(D-E—-F)r=b— Dx=(E+F)r+b.
Essa igualdade pode ser convertida em processo iterativo formando a recorréncia
g* ) = (DYE + F))z® + D71 — 20D = j2® 4 ¢ (2.22)

tal que, por (2.19), a matriz J = D™'(F + F') é a matriz de iteragao do método de
Jacobi, segundo Campos|7].

2.4.2 O método de Gauss-Seidel

Considere as equagoes em (2.20). Se assumirmos que as equagoes sao
examinadas separadamente, uma de cada vez, seqliencialmente, e os resultados uti-

lizados tao logo estejam disponiveis, obtemos o método de Gauss-Seidel:

xE’“’ = (bz’ - Z agja;®) — Z aijék_”) /aii. (2.23)

Jj<t J>i

Sobre 0 método de Gauss-Seidel dois fatos importantes devem ser anali-
sados. Primeiro, os calculos em (2.23) parecem estar em série. Pelo fato de que cada
componente da nova iteracao depende de todas as outras previamente calculadas,

as atualizacOes nao podem ser feitas simultaneamente.

Segundo, o *) da nova iteracao depende da ordem na qual as equacdes
sao examinadas. Por essa razao, o método de Gauss-Seidel é chamado de método
de deslocamentos sucessivos, pois indica a dependéncia das iteracoes ao ordenar.
Com essas ordenacoes, nao s6 as componentes da nova iteracao sao mudadas, mas

também a sua ordem.

Segundo Barret et al[4], estes dois pontos sao importantes, pois se A
é esparsa, a dependéncia entre cada componente da nova iteracao e a componente

anterior nao é absoluta. A presenca de zeros na matriz pode remover a influéncia
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de alguns dos componentes prévios. Usando uma ordenacao criteriosa das equacoes,
pode ser possivel reduzir tal dependéncia, restabelecendo assim a habilidade para
fazer atualizacoes a grupos de componentes em paralelo. De qualquer modo, reorde-
nando as equacoes se pode atingir a taxa na qual o método de Gauss-Seidel converge.
Uma escolha inadequada de reordenamento pode diminuir a taxa de convergencia;

uma boa escolha pode aumentar a taxa de convergéncia.

Considerando o sistema linear como no método anterior, Az = b, com
a matriz A decomposta como A = D — F — F, também segundo Campos[7], onde
D é matriz diagonal e E e F' sao matrizes triangulares inferior e superior, respecti-

vamente, com diagonais nulas. O sistema linear pode ser escrito
(D—F—-Flx=b— (D—-—FE)x=Fx+b
ou na forma de iteragao obtida da recorréncia
g* ) = (D — E)7'F)2® + (D — B) ™' — 2D = 520 4 @), (2.24)

Por (2.19), a matriz (D — E)~'F é a matriz de itera¢gao do método de Gauss-Seidel.

Algoritmo 2.2 Método de Gauss-Seidel
1. Escolha um valor inicial % para a solucdo .
2. Para k=1,2,...
3 Parai=1,2,...n
4. o=10
. Para 5=1,2,....,1 —1
6. o=0+ aiijg-k)
7. Fim
8 Para j =1+41,...n
90. oc=o0+ ai,jxg-k*l)
10. Fim
12. Fim
13. Cheque a convergéncia; continue se necessario
14. Fim
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2.4.3 Convergéncia dos métodos de Jacobi e Gauss-Seidel

O método de Gauss-Seidel usa atualizacoes imediatas dos dados e por
esse motivo, poderiamos esperar que a convergencia fosse mais rapida ao utiliza-lo.
Embora com certa freqiiéncia isto ocorra, nao se pode generalizar tal fato, pois em
certos casos, o método de Jacobi converge e o de Gauss-Seidel diverge. O método
de Jacobi, para o momento atual, tem sido mais atrativo, devido ao grande uso de

arquiteturas em paralelo para computacao.

A andlise de convergéncia dos métodos em questao, pode ser feita

colocando-os na forma geral dos métodos iterativos:
2* ) = Ba® 4 ¢ (2.25)

onde B é a matriz de iteracao. As matrizes de iteracao de Jacobi e Gauss-Seidel sao,

respectivamente:

B’=DYE+F) e B*=(D-E)'F. (2.26)

Nos dois métodos iterativos, a convergencia é estudada através dos
autovalores de B (dizemos que \;, i = 1 : n é autovalor da matriz B se Bv = \v
para algum v # 0). O teorema abaixo, conforme Cunha [10], estabelece a condi¢ao

necessaria e suficiente para a convergeéncia.

Teorema 2.2 O método iterativo ) = Bx®) + ¢, converge se e somente se

maxlgign\)\ﬂ < 1.

No entanto, como a determinacao dos autovalores de uma matriz, pode
ser uma tarefa mais trabalhosa que a solucao do sistema linear, a afirmacgao anterior
tem mais interesse tedrico que pratico. Porém, com ela podemos estabelecer algumas

condicoes de convergéncia mais simples de serem verificadas.

Os métodos iterativos de Jacobi e Gauss-Seidel convergem se uma das

condigoes a seguir for satisfeita:



17

i. a matriz de coeficientes A, em Az = b, é diagonalmente dominante;
ii. a matriz A é uma matriz positiva definida (isto é 27 Az > 0 Vz > 0).

Em alguns casos, mesmo que a matriz nao seja diagonalmente domi-
nante, o método de Gauss-Seidel pode, mesmo assim convergir, desde que a condicao
referente aos autovalores da matriz de iteracao B seja satisfeita. Em alguns casos,
reordenando adequadamente as equagoes, pode-se obter uma matriz diagonalmente

dominante.

2.4.4 O método de Sobre-Relaxagao Sucessiva (SOR)

O método de sobre-relaxacao sucessiva, ou SOR é uma técnica de a-
celeragdo da convergéncia dos métodos iterativos. Segundo Barret [4] o SOR é
utilizado aplicando extrapolacao ao método de Gauss-Seidel. Esta extrapolagao
leva a forma de uma média entre o valor 2(¥) obtido na iteracio (k) e o valor 2 +1),
que seria obtido pelo método de Gauss-Seidel. As iteracoes associadas ao parametro

w, chamado de parametro de sobre-relaxacao, sao definidas por

2P = w:fgk) +(1— w)a:z(kfl), (2.27)

)

onde T denota a iteracao de Gauss-Seidel. A idéia é escolher um valor para w que
acelerard a taxa de convergéncia do método iterativo para a solucao. O pseudo-

codigo para o algoritmo SOR, segundo [4], é dado pelo algoritmo 2.3:
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Algoritmo 2.3 O método SOR
1. Escolher um valor inicial 9 como solu¢do x
2. Para k=1,2,..
3. Para 1=1,2,....,n
4. oc=0
5 Para j=1,2,...,1—1
o o=0+ aijmgk)
7 Fim
8 Para j=1+1,..n
9. oc=0+ aijxgk_l)
10. Fim
11. = (b; — o/a
12. :rE): E )—I—w(a—x(k 1))
13. Fim
14. Cheque a convergéncia, continue se necessario
15. Fim

A escolha do valor de w. Quando o parametro de sobre-relaxacao w é igual a
1, o método SOR é simplesmente o método de Gauss-Seidel. Barret [4], usando
o teorema de Kahan, mostra que o SOR nao converge se w estd fora do intervalo
(0,2). A escolha 1 < w < 2, caracteriza métodos de sobre-relaxacao, ao passo que

os métodos de sub-relaxacao sao obtidos com valores de 0 < w < 1.

Pela pratica, os melhores resultados sao obtidos pela sobre-relaxacao.
Em geral, nao é possivel calcular antecipadamente um valor de w que seja 6timo
com respeito ao raio de convergéncia do SOR. Mesmo que fosse possivel calcular

esse valor 6timo de w, o custo computacional se tornaria proibitivo.

Se a matriz de coeficientes A, é simétrica e positiva definida, pode-se
garantir que a iteracao SOR converge para qualquer valor de w entre 0 e 2. No
entanto, a escolha de w afeta significativamente a taxa de convergéncia do SOR.
Uma implementagao mais sofisticada do algoritmo SOR (como por exemplo a en-
contrada no ITPACK [28]), emprega uma estimativa mais apropriada do parametro

w para melhorar a taxa de convergéncia da iteracao.
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Para matrizes de coeficientes A de uma classe especial chamada de
consistentemente ordenadas (veja [4, p.12]), que inclui certo ordenamento de ma-
trizes surgidas de discretizagoes de equagoes diferenciais parciais (EDP) elipticas, hé
uma relacao direta entre os espectros das matrizes de iteracao de Jacobi e SOR. A
principio, determinado o raio espectral? p da matriz de iteracao de Jacobi, pode-se

determinar a priori, teoricamente, um valor 6timo de w para o SOR

(2.28)

2
Wopt = —————
T 1= 2

O valor 6timo de w raramente é calculado, pois, para calcular o raio espectral da
matriz de Jacobi é necessario uma quantidade impraticavel de cédlculos computa-
cionais. Porém, podemos conseguir estimativas razoaveis para o valor 6timo de p
usando métodos menos sofisticados e de menor custo (por exemplo, os métodos de

Golub e Van Loan [23, p.351]).

2.4.5 O método de Sobre-Relaxagao Sucessiva Simétrica (SSOR)

Se assumirmos que a matriz de coeficientes A é simétrica, entao o
método de sobre-relaxacdo sucessiva simétrica (SSOR) combina duas varreduras
conjuntas do SOR de tal modo, que a matriz de iteracao resultante é semelhante a
uma matriz simétrica. Especificamente, a primeira varredura do SOR é realizada
como em (2.23), mas na segunda varredura do SOR os elementos sdo atualizados na
ordem inversa. Isto é, 0 SSOR representa uma varredura de SOR para frente, seguida
de outra varredura SOR para tras. A semelhanca da matriz de iteragao SSOR com
uma matriz simétrica, permite sua aplicacao como um pré-condicionador, para ou-
tros métodos iterativos em matrizes simétricas. De fato esta é a principal motivacao
para seu uso, ja que sua taxa de convergéncia, com um valor 6timo de w tem nor-
malmente taxa de convergéncia mais lenta que do SOR, também com um étimo w.

Em termos matriciais, o SSOR é expressado como segue:

¥ = By Bya® Y 4 (2 — w)(D — wU) " 'D(D — wL)™'b, (2.29)

40 maior valor absoluto dos autovalores de uma matriz A é chamado raio espectral e é denotado
por p(A): p(A) = max e, (a) |A|-
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onde

B, = (D —wU) '(wL + (1 —w)D),

By = (D — wL) ™ (wU + (1 —w)D).

Note que B, é a iteracao simples para SOR em (2.23) e que B; é similar, apenas

com os papéis de L e U invertidos. O algoritmo 2.4 é o pseudo-cédigo do SSOR.

Algoritmo 2.4 O método SSOR
1. Escolher um valor inicial 9 como solugdo x
2. Faga 23) = z(©
3. Para k=1,2,..
4. Para 1=1,2,...,n
d. c=20
0. Para j=1,2,...,1—1
(k—3%)
7. 0 =0+ a;T,
8. Fim
9. Para j=1+1,..n
10. o=0+a;zfY
1,7
11 Fim
12 o= (b;—0)/ai;
13. argk_%) = xf-kil) + w(o — a:(kfl))
14. Fim
15. Para 1 =n,n—1,...,1
16. oc=0
17. Para j=1,2,...,1 —1
(k—3)
18. o=0+a;z; *
19. Fim
20. Para j=1+1,...,n
21. o=0+ aijx§k)
22 Fim
23. :EZ(-k) = xl(-k_%) +w (0 — xz(-k_%))
24. Fim
25. Cheque a convergéncia, continue se necessdario
26. Fim.

O tratamento moderno de dados nos métodos iterativos, baseia-se no

método de relaxamento de Southwell [4, p.12], que foi o precursor do método SSOR.
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Entretanto, a ordem na qual as aproximacoes das incégnitas eram relaxadas variava
durante a computacao. Especificamente, a préxima incégnita era escolhida baseada
em estimativas de localizacao do maior erro na aproximacao atual. Por essa causa,
o método de relaxamento de Southwell foi considerado nao muito préatico para a
computacao automatizada. E interessante notar como a introducao de multiplas
instrugoes, miltiplos dados (MIMD?®) em computagio paralela, reacenderam o in-
teresse em métodos iterativos, denominados assincronos ou cadticos (ver Chazan
e Miranker , Baudet e Elkin [4, p.13]), que sao relacionados de perto ao método
original de relaxamento de Southwell. Em métodos cadticos, a ordem de relaxacao
é livre e elimina assim o custo de sincronizacao dos processadores. Entretanto, é

dificil predizer este efeito na convergeéncia.

A nocao de aceleracao e de convergéncia de um método iterativo através
da extrapolacao, antecede ao desenvolvimento do SOR. Realmente, Southwell usou
a sobre-relaxacao para acelerar a convergeéncia do método de relaxamento original.
Mais recentemente, o método SOR ad hoc, no qual um fator w de relaxamento é
usado para atualizar cada variavel, tem obtido bons resultados para alguns tipos de

problemas [21].

2.5 Métodos iterativos nao estacionarios

Analisaremos agora outros tipos de métodos iterativos, que sao classi-
ficados como métodos nao estacionarios, pois diferem dos estacionarios, devido ao
fato de que sua computacao envolve troca de informacoes a cada iteracao. Tipica-
mente, as constantes sao calculadas através do produto interno dos residuos, ou por

outros vetores, gerados a partir do método iterativo.

5do inglés Multiple Instruction Multiple Data que representa um dos modelos de computacio
paralela.
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2.5.1 Meétodo Gradiente Conjugado

A busca da solucao de sistemas, provenientes da discretizacao de equa-
¢oes diferenciais parciais, tem motivado o uso dos métodos gradientes conjugados.
Estes vém sendo estudados ja hd algumas décadas, viabilizados pela utilizacao de
computadores. Viarios autores, entre eles Cunha [10], citam o trabalho de Hestenes
e Stiefel, como precursores de tal estudo. Para apresentar o Método Gradiente
Conjugado, denotado por GC, admitiremos que a matriz dos coeficientes do sistema

linear é simétrica e positiva definida.

Métodos iterativos como o GC, sao normalmente utilizados em matrizes
esparsas. Isto porque, sendo A uma matriz densa, o trabalho para fatora-la e resolver
o sistema por retro-substituicoes, é bem mais economico do ponto de vista do fator

tempo, do que resolvé-lo iterativamente.

Os métodos tipo gradiente, para resolver sistemas de equacoes Az = b,

tém como idéia basica minimizar a fungao de z = (x1, xo, ..., T,,)

1
F(z) = ixTAa? —b' (2.32)

onde, denotamos o produto escalar de vetores

n
ww = (u,v) = Zuivi = ulw
i=1

Quando abrirmos a equacao matricial, para torna-la mais simples, usaremos n = 2,
pois seu desenvolvimento é o mesmo para um numero arbitrario de componentes.
Por exemplo, para verificarmos que F'(z) é uma fun¢do quadratica nas componentes

do vetor x, tomamos n = 2 em (2.32) e obtemos
1 2 2
F(.’L‘) = 5(0,111'1 + 2@121‘13?2 + a22$2) — blfL'l — bQZEQ,
usando a simetria da matriz A.

As curvas de nivel da fungao F'(x) sao definidas por F(z1, z5)= constan-

te e, portanto, sdo elipses. Assim, o grafico de F'(x) é um paraboléide e esta funcao
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tem um minimo, que é tinico. Da expressao (2.32), vemos que como F' é uma funcao
definida para vetores x = (z1,29,...,2,), com n componentes, o resultado é um
nimero real. Se A é uma matriz simétrica e positiva definida, pode-se mostrar que
F é uma fungao quadratica, das varidveis x1, s, ..., z,, (para efeito de visualizacao,
pode-se fazer uma analogia a um paraboléide no espago de dimensao n). Por outro
lado, sabemos do Célculo Diferencial que o ponto de minimo, que nao esteja no
limite da regiao de busca, é aquele que anula o vetor gradiente de F'. Como por
definicao as componentes do vetor gradiente sao as derivadas parciais de F', o ponto
de minimo é atingido no vetor x que anula o gradiente da funcao,

F _
St an® + a2 — by

gradF(zy,z5) = = = Az — b. (2.34)
2171 + A22%2 — by

ox2
Com isso, temos que gradF(xz) = 0 significa Ax = b, ou, a solu¢ao do sistema
de equacoes lineares minimiza a funcao quadratica e vice-versa. O vetor gradiente

aponta a direcao de crescimento maximo da funcao, portanto, é natural que, na

busca do minimo, se caminhe na dire¢ao contraria ao gradiente, ou seja,:
g * D = g8 _ g gradF (™). (2.35)

Assim, a partir da aproximacao num passo k, é calculada a aproximacao no passo
(k 4+ 1), na direcdo contraria ao gradiente. O parametro real s; regula o tamanho
do passo na k-ésima iteragao. Usando a equacao (2.34), temos a diregao de descida
como, —gradF(z®) = b — Az®) = r#) que é o residuo associado & aproximacio

k)

O parametro s, em (2.35), tamanho do passo, serd usado na mini-
mizacao do residuo associado a aproximacao que estd sendo calculada. Assim, para

calcularmos s que minimiza
1
F(x+sr) = E(x +sr) T A(z + sr) — b (z + s7), (2.36)

uma vez fixado x, diferencia-se a funcao com relacao a variavel s, aplicando as regras
da cadeia e diferenciagao do produto:
dF

1 1
%(x + sr) = irTA(x + s7) + 5(90 +sr)T Ar — b"r,
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Usando a distributividade nas operacoes e as propriedades de transposicao de vetores
e matrizes temos que 7 Ar = (Ar)"z = rT Az, uma vez que A é simétrica, e portanto

dF
%(x +s7) = srT Ar + 1T (Az — b) = srT Ar — rTr,

E finalmente, igualando a zero a derivada, obtemos o valor que minimiza a funcao

TTT

rT Ar’

Com este valor de s em (2.36) e como —gradF (z) = r*) o Método Gradiente pode

ser resumido no Algoritmo (2.5).

Algoritmo 2.5 Método Gradiente

1. Dados A, b, max, tol

2. 70 =0

3. Para k =0:max, faca

4. r=b-— Ax

5. S = T‘ZﬂTrr

6. LoD 2w gy

7. SerTr < tol

8. Saida com sol = k1)

2.5.1.1 Meétodo dos Gradientes Conjugados

O método do tipo gradiente mais utilizado é o Método dos Gradientes
Conjugados. Lembrando que trabalhamos com uma matriz A, simétrica e positiva

definida, temos como base do método, o resultado a seguir.

Propriedade: E possivel escolher n direcoes linearmente indepen-
dentes, vy, vs, .., v, €, por meio da minimizacao da funcio F(z*) +sv;,), em cada uma
das direcoes separadamente, construir uma seqiiéncia de aproximacoes que forneca o
minimo da fungao (2.32) apds n passos (n é o nimero de equagoes do sistema). Por

este método, cada novo vetor v; é gerado apés um ciclo completo de minimizagao.
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Detalhando mais o processo, a partir de uma aproximacao inicial z(9),
tomamos a primeira direcio v; = grad(F(z()).

Supondo conhecidas as diregoes vy, v, ..., v; € as aproximacoes M. 29 tomamos:

1. vj4 tal que vj Avj . = 0.

. 8i41 ¢ o nimero r ue minimiz x SViq), 1 5, 0 minim
2. 5541 €0 ero real que a F(29 + sv;,4), isto é, o o de

F a0 longo da reta que passa por 2\9) e tem a direcdo de Vi1

3. ZL‘(j+1) = l‘(J) + Sj+1Uj41-

Existem varias maneiras de construir vetores satisfazendo o primeiro item. No item
2 procede-se da mesma forma que para minimizar (2.36) e mostra-se que
T
T Vj+1

Sj+1 =
j T
j+1

2.37
i (2.37)

onde, 7; = b — AzU).

Algoritmo 2.6 M¢étodo Gradiente Conjugado
1. Dados A, b, max,tol
2.20 =0, r=b, v=>, aux=r"r
3. Para k=0: mazx, faca
4. z = Av
d. s = 9
6. w0 = (k) 4 gy
7. r=1r—82
8. auzl = rlr
9. Se auxl < tol, entdo
11 Saida com sol = x++1)
12. m = auzxl/eux; aur = auzl
13. v =17+ mv
14.Fim

Assim, o algoritmo 2.6, representa uma das formas do método dos gra-
dientes conjugados. O custo computacional em cada ciclo desse método envolve um

produto matriz vetor, dois produtos internos e trés somas de vetores.
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Conforme deixamos claro no inicio, este método sé é aplicavel para
sistemas cujas matrizes sao simétricas e positivas definidas. Para eliminar tal difi-

culdade, uma saida seria pré-multiplicar, o sistema linear Az = b por AT obtendo
AT Az = AT,

Assim, como AT A é uma matriz simétrica e positiva definida, pode ser usado o
método GC' neste sistema, que é equivalente ao inicial. Porém, esta forma nao é
recomendavel se a matriz for mal condicionada, pois neste caso seus autovalores es-
tariam num intervalo muito grande ou muito préximos de zero. Como os autovalores
de AT A sao os mesmos de A elevados ao quadrado, o problema com esse novo sis-
tema tem resolucao mais complexa. Para estes casos, existem outros métodos, como
GMRES, QMR, entre outros. Nao ha na literatura especializada, muito consenso em
que um determinado método seja melhor que outro, para este ou aquele problema.
Pode-se encontrar muitos deles em pacotes computacionais, como o MATLAB por

exemplo.

2.5.2 Método do Residuo Minimo Generalizado (GMRES)

O método do Residuo Minimo Generalizado (GMRES), descrito por
Saad e Schultz [41] e da Cunha [12], é um método iterativo para a solucao de

sistemas lineares, de n equagoes, nao simétricos e nao singulares,
Az =, (2.38)

considerado muito eficiente. O GMRES é uma modificacao do método de Or-
togonalizacao Completa [37], que utiliza o processo de Arnoldi. O método de
Arnoldi [38, p.147][41], baseia-se no método de ortogonalizagao de Gram-Schmidt
para calcular uma base ortonormal de vetores {vy, vs, ..., v} do subespago de Krylov

— 2 k—1
R = {Ul,A’Ul,A V1, ,A Ul}.

Becker [5], em sua dissertacao de mestrado, o descreve como uma mo-
dificacdo do método de ortogonalizacao que usa o processo de Arnoldi, citado ante-

riormente, para calcular uma base ortonormal do subespago de Krylov kg (A4, v;). A
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solucao ) é dada por (¥ + Vy®*) onde V é a matriz cujas colunas sao os vetores
ortonormais vy, calculados pelo processo de Arnoldi. O vetor y®) é a solucdo do
sistema HFy®) = ||7(0)]||,e1, onde r® = b — Az® H®) & a matriz de Hessenberg
superior k x k gerada durante o processo de Arnoldi e e; é o vetor da base canonica

(1,0,0,...,0)T de dimensao k.

O problema que muitas vezes aparece no uso do GMRES, é que o
nimero n de vetores que precisam ser armazenados cresce linearmente com £k, e
o numero de multiplicagoes cresce quadraticamente, necessitando para isso uma
grande quantidade de memoria. Em versoes reiniciadas do método GMRES, os cus-
tos de computacao e armazenamento sao limitados; este é o método implementado
no PIM [12][13]. Em vez de gerar uma base ortonormal de dimensao k, escolhemos
um valor ¢, ¢ € n, usualmente pequeno (10 < ¢ < 50) e geramos uma aproximagao
da solucgao, usando uma base ortonormal de dimensao ¢. Com isso, podemos estimar
a quantidade de armazenamento necessaria e escolher ¢ dentro dos limites estabele-
cidos. Em [11] (apéndice A) encontra-se uma descri¢cao detalhada do GMRES(c)
e [5], descreve o método iterativo GMRES em blocos dinamicos para a solu¢ao de

sistemas lineares em computadores paralelos, em sua forma nao reiniciada.

Embora a versao reiniciada do GMRES nao pare [41] (no sentido em
que nao ha divisao por zero), dependendo do sistema e do valor de ¢, pode produzir

uma seqiiencia estaciondria de residuos, e assim nao ocorrer convergencia.
Em relacdo as observacoes anteriores, Becker [5], cita em seu trabalho,
quatro caracteristicas importantes do GMRES:
1. O GMRES nunca para, a nio ser que tenha convergido [41, p.865,
proposi¢ao 2[; ou que tenha sido satisfeito um critério de parada.

2. Converge em no maximo n iteragoes [41, p.865, corolério 3J;

3. A convergéncia é monotonica, i. e. [|[r*tV]|, < ||r®)||5. Se o campo de

valores de A, definido por F' = {7 Az/z"z, = € CV}[35, p. 41], es-
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tiver contido no semi-plano direito, é possivel que haja monotonicidade

estrita.

4. O nimero de vetores de ordem n que precisam ser armazenados cresce

linearmente com k e o de multiplicagoes cresce quadraticamente.

Este tltimo item, justifica o uso da versao reiniciada do GMRES e também a escolha
do parametro c. Aumentar o valor de ¢ faz com que o raio de convergéncia aumente

ou permaneca constante.

A forma mais popular do GMRES é baseada no procedimento modi-
ficado de Gram-Schmidt com a versao reiniciada, para controlar exigéncias de ar-
mazenamento. Se nenhum passo de reinicializacao é usado, o GMRES (assim como
qualquer método do subespaco de Krylov ortogonalizado), convergira dentro de nao
mais do que n passos, assumindo uma aritmética exata. Porém, isto nao tem nenhum
valor pratico quando n for muito grande o que implica num nimero de iteragoes

também muito grande.

Saad e Schultz [41], provaram vérios resultados tteis. Em particular,
eles mostram que se a matriz de coeficientes A é real e positiva, o GMRES(c)
converge para qualquer z(%) desde que ¢ seja maior que um certo valor minimo.
Encontrar esse valor minimo envolve a determinacao da distribuicao dos autovalores

de A, e assim é usada somente em casos especiais.

A dificuldade esta, pois, em escolher um valor apropriado para c. Se ¢
é muito pequeno, o GMRES(¢) pode convergir muito lentamente, ou nao convergir
completamente. Um valor de ¢ maior que o necessario envolve trabalho excessivo (e
usa mais armazenamento). Infelizmente, ndo ha nenhuma regra definida e a escolha
de ¢ para reiniciar é uma questao de experiéncia. No entanto, quando c¢ for igual a

n, o GMRES(c) se equivale ao GMRES.

Para uma discussao do GMRES em computadores de memoria dis-

tribuida e nao compartilhada, ver Da Cunha [11][13].
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3 TECNICAS DE
PRE-CONDICIONAMENTO

A escolha de um bom pré-condicionador para resolver um sistema linear
esparso, € na maioria das vezes, uma combinacao de arte e ciéncia, na visao de
Saad [40]. Um pré-condicionador pode ser definido como uma modificacao de forma
implicita ou explicita, no sistema linear original, para facilitar a solucao em um
determinado método iterativo. Por exemplo, escalonar todas as filas de um sistema
linear para transformar os elementos diagonais em unidade, representa uma forma
explicita de pré-condicionamento. Outro exemplo, citado anteriormente, o sistema
resultante do método do subespago de Krylov pode vir a convergir em bem menos
passos que o sistema original em algumas vezes. Por outro lado, resolver o sistema

linear

M~'Az = M~

onde, determinar M ~! ¢, em alguns casos, um trabalho complexo, podendo envolver
calculos mais trabalhosos, também representa outra forma de pré-condicionamento.
Existe a possibilidade de que M e M !, nao possam ser calculadas explicitamente,

porém os processos iterativos operam com A e M ! sempre que houver necessidade.

Um dos modos mais simples e rapidos de se determinar um pré-condi-
cionador é fatorar a matriz original A de forma incompleta. A decomposicao é da
forma A = LU — R, onde L e U tém respectivamente a estrutura das partes inferior
e superior de A, e R representa o residuo ou erro na fatoracao. Esta fatoracao
incompleta, conhecida como ILU(0), normalmente é facil de calcular e seu custo
computacional é pequeno. Por outro lado, conduz freqiientemente a uma aproxima-
cao que pode resultar em uma aceleracao do subespaco de Krylov que precisa de

muitas iteragoes para convergir.

Geralmente, uma fatoracao I LU mais precisa, usada como pré-condi-

cionador associado ao método iterativo leva a uma convergéncia com um numero
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menor de iteragoes, porém seu custo computacional de pré-processamento dos fatores
é relativamente alto. Se, no entanto, uma tnica matriz é usada para resolver véarios

sistemas esse custo é amortizado.

3.1 Custo de implementacao

A utilizacao de um pré-condicionador em um método iterativo incorre
em algum custo extra, pela instalagao e a iteragdo ao aplica-lo. Ha uma troca (ou
relagdo custo-beneficio) entre o custo de construir e aplicar o pré-condicionador,
e o ganho na velocidade de convergéncia. Entretanto, alguns pré-condicionadores
nao apresentam um custo muito significativo em sua fase de construcao, como por
exemplo, o pré-condicionador SSOR. Mas em outros, tais como a fatoracao incom-
pleta, pode haver um trabalho substancial envolvido no processo. Esse custo inicial
pode ser amortizado em relacao as iteracoes, ou sobre o uso repetido do mesmo

pré-condicionador em sistemas lineares multiplos.

Para determinar a maioria dos pré-condicionadores o trabalho envolvido
¢ proporcional ao numero de variaveis. Isto implica em que o trabalho de cada
iteracao é multiplicado por um fator constante. Por outro lado, o niimero de iteragoes
para a convergencia, em funcao do tamanho da matriz, geralmente é melhorado

sensivelmente com o uso de pré-condicionadores.

Em maquinas paralelas hd uma troca razoavel entre a eficacia de um
pré-condicionador no sentido classico, e sua eficiéncia no método em paralelo. Muitos
dos pré-condicionadores tradicionais, conforme Barret et all [4, p. 40], tém um com-
ponente seqiiencial grande, o que pode prejudicar sua implementagao em maquinas

paralelas.
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3.2 Pré-condicionador de Jacobi e SSOR

O pré-condicionador mais simples é uma matriz diagonal definida por

1 . .
— Se 1=
a;j ‘7

mij:
0 seit#j

que é conhecida como pré-condicionador de Jacobi. E possivel usar este pré-con-
dicionador sem nenhum armazenamento extra, além daquele da prépria matriz.
Entretanto, algumas operagoes tém, geralmente, um custo relativamente alto. Como
dissemos anteriormente, uma iteracao para resolver um sistema linear Ax = b tem

a forma geral

g® ) = MINg® 4 A1, (3.3)

onde M e N representam a particao de A em

A=M - N. (3.4)
A iteracao acima é da forma
z* ) = Gz 4 f, (3.5)
onde
f=M"b (3.6)
e
G=M'N=M'M-A)=I-M"'A (3.7)

Para Jacobi e Gauss-Seidel, mostra-se que

Gja(A)=I-D'A (3.8)

Gas(A)=1—(D—E) A, (3.9)

onde A=D — FE — F é a particdo de A. A iteragdo (3.5) tenta resolver

(I-G)z = f, (3.10)
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que devido a expressao (3.7) para G, pode ser reescrita como
M~'Ax = M~ (3.11)

O sistema acima é o sistema pré-condicionado associado a particako A = M — N, e a i-
teragdo (3.3) é a iteragao de ponto fixo nesse sistema pré-condicionado. Para resolver
(3.11), pode-se usar uma versao de um pré-condicionador do subespago de Krylov,
por exemplo, o pré-condicionador GMRES. A existéncia desse pré-condicionador
genérico M, ou qualquer versao baseada numa particao geral na qual M é nao
singular, pode ser usada, sendo que na sua forma ideal M deve se aproximar de
A. De qualquer modo, o sistema linear em relacao a matriz M deve ser resolvido
em cada passo de iteracao. Em vista disso, este processo deve ser relativamente

economico.
O pré-condicionador SSOR é definido por
MSSOR = (D - (,UE)Dil(D - wF)
Quando a matriz M acima, é um pré-condicionador, nao é necessario uma escolha

criteriosa de w como base de iteracao de pontos fixos. Se w = 1, temos a iteragao

simétrica de Gauss-Seidel,
Msgs = (D — EYD™Y(D — F), (3.13)

onde podemos observar que D — E ¢ a parte inferior de A, incluindo a diagonal, e

D — F é, similarmente, a parte superior de A. Assim,
Msgs = LU,

com

L=(D-E)D'=I-ED' U=D-F,
onde L é matriz triangular inferior e U é matriz triangular superior.
Como podemos observar, a matriz pré-condicionadora SSOR ou SGS

é da forma M = LU, onde L e U sao partes de A. Se a matriz erro A — LU é

calculada, entao para SGS, por exemplo, encontramos

A-LU=D-E—-F—(I-ED YD-F)=—-ED'F (3.16)
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O inconveniente é que estes pré-condicionadores (Jacobi e SSOR, citados anterior-
mente) poderdo ser menos efetivos que os métodos de fatoragao incompletos, desde
que estes existam. A introducao de um parametro de relaxamento pode melho-
rar a eficiéencia do algoritmo, mas o calculo do parametro de relaxamento 6timo

normalmente é nao-trivial.

Na tentativa de encontrar L e U que produzam o menor erro possivel,
desenvolveu-se o estudo da fatoracao incompleta, na qual a matriz residuo A — LU
tem elementos zero onde A possui entradas nao nulas. Este é o estudo da fatoracao

ILU(0), que pretendemos desenvolver essencialmente no capitulo 4.

3.3 Pré-condicionador da fatoracao incompleta LU - ILU

O processo geral de fatoragao incompleta LU (ILU), onde A é uma
matriz esparsa de elementos a;;, 7,7 = 1,...,n, calcula a matriz triangular inferior
esparsa L e a matriz triangular superior, também esparsa, U, e gera uma matriz
residuo R = LU — A, com entradas nulas em algumas posi¢oes. O pré-condicionador
ILU (principalmente para M-matrizes') e a discussao da fatoragao ILU(0), estardo

pormenorizados no proximo capitulo.

3.4 Pré-condicionador Polinomial e o método do

Gradiente Conjugado

A associacao conveniente de pré-condicionadores no método do Gradi-
ente Conjugado representa, segundo Saad [38], uma poderosa técnica de solugao de
sistemas de equacoes lineares esparsos e simétricos positivos definidos. Alguns au-

tores, tais como, Concus, Golub e Meurant[9], Dubois, Greenbaum e Rodrigue [14] e

'H4 vérias definicdes equivalentes de uma M-matriz. Para nosso propésito, o mais conveniente
é que A é uma M-matriz se, sendo positiva definida tem elementos n&o positivos fora da diagonal.
Disto, segue que uma M-matriz tem elementos diagonais positivos.
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Johnson, Micchelli e Paul[25], tém trabalhado com algumas possibilidades que tem

se mostrado atrativas, com o uso de pré-condicionadores polinomiais.

O principio do pré-condicionador polinomial (em uma matriz SPD),
segundo Rutishauser, citado por Saad [38], consiste em resolver o sistema pré-
condicionado

s(A)Az = s(A)b, (3.17)

onde s é um polinomio de baixo grau. A escolha do polinomio é de tal forma que a
matriz s(A)A tenha uma distribuigao de autovalores favoravel ao método dos gradi-
entes conjugados, o que possibilita uma rapida convergencia. No contexto classico
da computacao escalar, pouco se justifica o uso do pré-condicionador polinomial,
visto que o método do gradiente conjugado é um processo 6timo. O nimero to-
tal de multiplicacoes matriz-vetor necessarias aplicadas ao sistema pré-condicionado
s(A)Azr = s(A)b, em alguns casos, serd mais elevado que o para o sistema nao pré-
condicionado Az = b. Porém, muitas vezes, o custo que incorre do grande nimero
de multiplicacoes matriz-vetor, compensa o pequeno numero de produtos internos

requerido quando o pré-condicionador polinomial for usado.

Johnson et al. [25] e Saad [38] apresentam métodos para determinagao
de polinémios 6timos a serem utilizados como pré-condicionadores no método dos
gradientes conjugados. Estes métodos dependem de uma estimativa do maior e

menor autovalor da matriz.
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Algoritmo 3.1 Método Gradiente Conjugado Pré-

Condicionado
1. Dados A, b, M (matriz pré-condicionadora) mazx, tol
2. 29 =0, r=b, v=M"1, y=M"'r, auzr=y"r
3. Para k=0:max, faca
4. 2= Av
d. s = 7
6. 2 = 2(k) 4 sv
7. r=r-—sz
8 y=M1r
9 Se rTr < tol entdo
Saida com sol = x*F+1)
10. aurl = y''r
11. m = auzl/aux; auxr = auzrl
12. =y+muv
13. Fim

3.5 Pré-condicionador da fatoracao incompleta de

Cholesky

O pré-condicionador obtido com a fatoracao incompleta de Cholesky
utiliza a fatoracao LU da proépria matriz A, ou seja, a matriz M correspondente a

este método é a fatoragao de Cholesky incompleta da matriz A.

Esta fatoracao se baseia no método de decomposicao de Cholesky para
solucao de um sistema de equacoes lineares, onde a matriz A é decomposta da
seguinte forma:

A=LL" (3.18)
onde L é uma matriz triangular inferior.
A fatoracao incompleta de Cholesky proposta por Meijerink e Van der

Vorst (1977) [32], representada na equagao (3.18) (ver no préximo capitulo), utiliza

o algoritmo da decomposi¢ao de Cholesky modificado para evitar a utilizacao de
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raiz quadrada para encontrar a fatoracao
A=LDL", (3.19)

onde D é uma matriz diagonal. L e D sao obtidas da seguinte forma:

(i-1)
Lz'z' = A]z — Z LgkszDkk para j == Z,Z + 1, ey N
k

1
I (3.20)

No processo de decomposicao, a matriz A perde o padrao de distribuicao de zeros,

ou seja, elementos nulos podem se tornar nao nulos apés a decomposicao.

Na fatoracao incompleta deve-se manter a mesma distribuicao de zeros
da matriz original. Isto se consegue fazendo com que os elementos nulos na matriz

original permanecam nulos na matriz fatorada.

Diversos autores apresentam estudos sobre os pré-condicionadores das

fatoracoes incompletas, assim como melhoramentos em sua implementacao.

Kershaw [27](1978), apresenta uma generaliza¢ao do método para solu-
cao de sistemas de equagoes diferenciais parciais implicitas. Manteuffel [31] (1980),
Munksgaard (1980) e Meijerink e Van der Vorst (1981) apresentam outras variagoes

destes métodos de pré-condicionamento, chamados de fatoragao incompleta.

3.6 Caracteristicas de um bom Pré-condicionador

Embora teoricamente, um algoritmo deva fornecer a solucao do sistema
apos realizadas n iteragoes, na pratica nem sempre isto ocorre, pois se a matriz é
mal-condicionada isto pode prejudicar os calculos, ampliando o efeito dos erros de
arredondamento. Isto ocorre quando os autovalores se distribuem num intervalo
muito grande ou existem autovalores muito préximos de zero. Segundo Cunha [10],
um dos casos em que o método dos gradientes conjugados pode nao convergir, é

para uma matriz de Hilbert (a;; = 1/(i+j — 1)), mesmo que sua dimensdo nao seja



37

tao grande, pois esta tem um nimero de condi¢ao muito elevado (por exemplo, para
uma matriz de dimensao 15, este é da ordem de 10'7, o que faz com que se percam

muitos algarismos significativos).

Em algumas situacoes, pode-se escolher uma matriz adequada, que mul-
tiplicada ao sistema, pode modificar tal distribuicao de autovalores, acelerando a

convergencia do método GC, como visto anteriormente.

Como antes, o pré-condicionamento consiste em substituir o sistema

original Az = b por um outro equivalente
M~YAzr = M~'p,

onde M é a matriz pré-condicionadora. Cunha [10], afirma que o bom pré-condicionamento

ocorre se M é uma matriz que “aproxima” A e satisfaz as propriedades:

1. M é simétrica positiva definida;
2. M~'A é bem condicionada;

3. a equacao Mx = b é de facil resolucao.

As pesquisas referentes ao assunto em questao, vém sendo realizadas nos ultimos
anos; entretanto, nao encontramos uma metodologia geral para determinar matrizes
pré-condicionadoras. Algumas sugestoes sao: usar M = D, no caso dos elementos
da diagonal variarem em grande intervalo, usar matrizes bloco-diagonais, fatoragao

de Cholesky incompleta ou fatoracao LU incompleta.

Por outro lado, se no sistema Axr = b a matriz A nao for simétrica e
positiva definida, os argumentos tedricos aqui apresentados, nao sao validos. Isto
porque nao existe algoritmo do tipo gradiente conjugado, que ao mesmo tempo
minimize o residuo e exija pouco trabalho por iteracao, que sao as qualidades basicas

do método. Algumas alternativas para sanar tais problemas, sao sugeridas por

Cunha [10]:
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i. Trabalhar com o sistema AT Az = ATb, que satisfaz a condicao de

simetria, e assim usar o algoritmo 2.6, ou 3.1;

ii. Procurar algoritmos simples que de alguma forma imitem as idéias

dos Gradientes Conjugados, tais como os métodos BCG e CGS.

Uma vez selecionada a matriz pré-condicionadora, Cunha sugere o al-

goritmo 3.1 para implementar o método.

Axelsson e Lindskog [1], também discutem a relagao entre a distribuicao
dos autovalores de uma matriz e a classe de métodos pré-condicionadores a ser
utilizada em cada problema. Os métodos sao baseados na fatoracao incompleta
da matriz A e incluem ambos “pointwise e blockwise” fatoragdo [1]. O estudo
da dependéncia entre o raio de convergencia do pré-condicionador do método do
gradiente conjugado, e a distribuicao de autovalores de M A, onde M é a matriz
pré-condicionadora, bem como os graficos referentes aos testes numéricos aplicados

aos métodos, podem ser encontrados no artigo citado anteriormente [1].
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4 METODOS DE FATORACAO
INCOMPLETA

Uma grande classe de pré-condicionadores baseia-se na fatoracao in-
completa da matriz de coeficientes. N6s chamamos de fatoracao incompleta, aquela
em que durante o processo de fatoracao, as posicoes em que na matriz original
sao ocupadas por elementos zeros, continuam desta maneira, ignorando-se qualquer
preenchimento que se daria pelos calculos de atualizacao. A fatoracao obtida ao
“descartar” certos elementos durante o processo é chamada de fatoracao incom-
pleta. Assim, uma fatoracao incompleta LU de uma matriz A, em geral, resulta
A # LU; como espera-se que uma fatoracao LU aproxime A e esta é justamente a
funcao do pré-condicionador num método iterativo, temos que procurar fazer uma
escolha para que tal objetivo seja alcancado. Para obtermos o pré-condicionador,
inicialmente determinamos uma fatoracdo da forma M = LU ~ A onde L e U
sdo matrizes respectivamente triangular inferior e superior. Barret et al [4], afirma
que a eficicia de um pré-condicionador depende de uma boa aproximacao M~! de
A~ onde M é a matriz pré-condicionadora, neste caso, construida através de uma

fatoracao incompleta.

4.1 Implementacao da fatoracao incompleta

As fatoracoes incompletas foram os primeiros pré-condicionadores en-
contrados para os quais ha uma fase de criagao nao-trivial. Segundo Eijkhout [17][18]
¢ necessario, a principio, definir alguns critérios sobre esses métodos de fatoracao,
tais como, existéncia, limitacao de memoria, e alguns problemas encontrados em
sua implementacao. Isto porque, segundo Eijkhout, as fatoragoes incompletas po-
dem apresentar alguns problemas durante o processo, podendo sofrer interrupgoes

(ao tentar dividir pelos pivos zeros) ou resultarem em matrizes indefinidas (pivos
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negativos), mesmo se a fatoragao completa da mesma matriz existe e resulta uma

matriz positiva definida.

Se a matriz original é uma M-matriz, pode-se garantir a existéncia da
fatoracao incompleta. Isto foi provado originalmente por Meijerink e Van der Vorst

[32] e mais tarde por Manteuffel [31].

Nos casos em que os pivos sao zeros ou negativos, algumas estratégias
sao propostas, como a substituicao destes pivos por um nimero arbitrario positivo
(ver Kershaw [27]), ou reiniciando a fatoracao com A+ «l para algum valor positivo
de o (ver Manteuffel [31]). Também Eijkhout [17],[18], sugere algumas estratégias

para minimizar esses problemas e relaciona alguns aspectos da fatoragao incompleta.

Uma consideracao importante sobre os pré-condicionadores dos métodos
de fatoracao incompleta é o custo do processo de fatoracao. Até mesmo se a fatoracao
incompleta existir, o nimero de operacoes envolvidas para cria-la é pelo menos o
mesmo que para resolver um sistema com tal matriz de coeficientes, assim, o custo

pode ser igual ao das iteracoes nos métodos iterativos.

Tais custos podem ser amortizados se o método iterativo leva a muitas

iteragoes, ou mesmo se o pré-condicionador for usado para varios sistemas lineares.

Para uma eficiente solucao de sistemas lineares esparsos Ax = b uti-
lizando um método terativo, é importante a escolha de um bom pré-condicionador.
Como dissemos anteriormente, tal pré-condicionador é a matriz M, que tenha cons-
trucao relativamente simples e cuja fatoragao se aproxime da matriz original A e
para a qual a solucao do sistema Mz = b tenha menor custo computacional ou que

melhore a taxa de convergéncia.

Como a matriz de coeficientes A é esparsa, espera-se que a matriz M =
LU =~ A também seja esparsa, o que nem sempre ocorre. A matriz M construida

como fatoracao incompleta, depende de alguns critérios relativos aos indices ou
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entradas, quando a atualizacao
-1
Qij < Q5 — Qi Q. O (41)

é feita. O que esperamos de uma fatoracao incompleta é que além da mesma existir,

possamos obter uma certa exatidao no processo.

4.1.1 Resolugao de um sistema com um método de fatoracgao
incompleta

Sobre o processo de resolucao de um sistema pelo método de fatoracao
incompleta, estes podem ser calculados de vérias formas. Se M = LU (onde L e U
sao matrizes triangulares nao-singulares), para fatorar A pode-se proceder de modo
habitual, como no algoritmo 4.1, mas freqiientemente fatoragoes incompletas sao
determinadas como M = (D + L)D~Y(D + U) (com D diagonal e L e U matrizes
estritamente triangulares inferior e superior, determinadas durante o processo de
fatoracao). Neste caso, poder-se-ia usar qualquer uma das seguintes formulagoes

equivalentes para Mz = y:
(D+Lz=y, (I+D'W)x=z (4.2)

ou

(I+LD Yz=y, (D+U)r=-z (4.3)

Em ambos os casos, os elementos diagonais sao usados duas vezes (nao trés vezes
como a férmula para M levaria a esperar), e como somente produtos por D! sdo

tad licit te D! ¢é is prati f; Pod -
executadas, armazenar explicitamente ¢ 0 mais pratico a fazer. Podemos ar
mazenar LD ! ou D 'U para diminuir o custo extra de armazenamento. Para
resolver o sistema usando a primeira forma ver o algoritmo 4.2. A segunda for-

mulac¢ao, segundo Barret et al [4], é mais dificil de implementar.
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Algoritmo 4.1 Pré-condicionador para solucao do
sistema Mx =y, onde M = LU

1. Faca M = LU ey conhecido
2. Para 1=1,2,...
5. 2= (Y = 2 lii%))
Parai=n,n—1,n—2,..
T; = u;l(zz — Zj>i Uijxj)
Fim
Fim

NS s

Algoritmo 4.2 Pré-condicionador para solucao do
sistema Mx =y, onde M = (D + LYD Y (D +U) =
(D+ L)(I + D~'U)

1. Faga M = (D + L)(I + D7'U) ey conhecido
2. Para 1=1,2,...

3. 2= i (yi — > i<ilijzg)

4. Parai=n,n—1,n—2,..

. Ty, = 2 — dii_l Zj>i Ujj T 5
0. Fim

7. Fim

4.1.2 Observacgoes sobre os métodos de fatoracao incompleta

A forma mais comum de fatoracdo incompleta consiste em adotar um
subconjunto S das posicoes da matriz, excluindo todas as posicoes de elementos
iguais a zero para proceder a fatoragao. A fatoracao resultante é incompleta quando

preenchimentos sao ignorados.

A escolha usual do conjunto S refere-se as posicoes (i, j) para as quais
a;; 7 0. Uma posicao que é zero em A mas nao o é em uma fatoracao exata, é
chamada uma posicao de preenchimento e se ela estiver fora de S, tal preenchi-
mento deve ser ignorado. Este tipo de fatoracao é chamada de fatoracao ILU(0):

fatoracao incompleta LU de nivel zero, ou seja, nao sao permitidos preenchimen-
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tos em posi¢oes que na matriz original continham elementos zeros. Barret et al [4]

descreve a fatoracao incompleta da forma a seguir

-1 . .
o Ajj — Qi Ok se (i,7) €S
para cada k,1,j > k:a; < a;; =
a;; Mo oulro caso

Meijerink e Van der Vorst [32], mostraram que se A é uma M-matriz,
a fatoracao existe para alguma escolha conveniente de S, e fornece uma matriz
simétrica e positiva definida se A é uma matriz simétrica e positiva definida. Al-
gumas normas para estabelecer niveis de preenchimento sao dados por Meijerink e

Van der Vorst [33].

4.1.3 Estratégias de preenchimento

Dentre as estratégias de aceitacdo ou descarte de preenchimentos [6]

[17], duas sao consideradas principais: estrutural e numérica.

A estratégia estrutural é a que aceita preenchimentos até um certo
nivel. Uma posicao zero (i, j) preenchida em A, possui um nivel de preenchimento
associado
fill(i, j) = 1+ max{ fill(i, k), fill(k,i)}. Se a;; # 0, o nivel de preenchimento nao

é modificado.

A estratégia numérica de preenchimento é a que apresenta “pequena
tolerancia”: ignora preenchimentos se os elementos sao muito pequenos, para uma
adequada definicao de “pequenos”. Embora tal definicao faca mais sentido ma-
tematicamente, ela é mais dificil de implementar na pratica, pois a quantidade
de armazenamento necessaria para a fatoracao é dificil de predizer. Para maior
discussao sobre formas de armazenamento e uso de pré-condicionadores usando tal

tipo de tolerancia ver [2][3].
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4.2 Casos simples: ILU(0) e ILU-D

Embora no método ILU(0), a fatoracao incompleta procure nao preen-
cher posicoes que na matriz original e esparsa A sao zeros, alguns preenchimentos
podem ser feitos. Mesmo assim o pré-condicionador, no pior caso, ocupa exatamente
o mesmo espaco de armazenamento que a matriz original A. Segundo Eisenstat [19],
uma simplificagdo da versao ILU(0), chamada D-ILU ou ILU-D (por Claude Pom-
merell, em, “Solution of large Unsymmetric Systems of Linear Equations, 1992”)

requer menos memoria.

Particionando a matriz de coeficientes A nas suas partes diagonal, tri-
angular inferior e triangular superior A = D4 + L4 + Uy, o pré-condicionador pode
ser escrito como M = (D+L,)D~'(D+U,) onde D ¢ a matriz diagonal que contém
os pivos gerados ou modificados. A construcao do pré-condicionador da fatoracao
incompleta ILU-D ¢ descrito no algoritmo 4.3, onde sao armazenados os inversos

dos pivos.

Algoritmo 4.3 Pré-condicionador da fatoragao in-
completa ILU-D

1. Fagca S o conjunto ndo nulo {(i,7) : a;j # 0}
2. Para 1=1,2,...

4. Parai1=1,2,...

6. Para j=1i1+1,1+2, ..

7. Se (i,j) € S e (j,i) € S, entao
8. djj = djj — ajidjjaij

No caso geral, preenchimentos podem ser aceitos ou descartados em

qualquer posicao. Se um parametro de entrada r é usado, por exemplo na operagao
) ~1
Se |aij| > rag Qij £ Q5 — Qig Q. Ay, (44)

chamamos a isto “estratégia numérica de eliminac¢do”, e o método de ILU(r).
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4.3 O método de Kershaw

Quanto ao surgimento de pivos zeros ou negativos no método de fa-
toracao incompleta, que podem levar & uma parada ou resultado indesejado (como
foi comentado no inicio desta secao), pode-se tomar algumas medidas, sugeridas
por Kershaw [17], substituindo um valor positivo arbitrario nas posicoes de zeros ou
pivos negativos. Enquanto trivialmente isto possa garantir a existéncia da fatoragao,

é provavel que esta conduza a um ntimero de condi¢do muito grande para M ~'A.

A escolha de tal valor arbitrario deve ser de forma “nao trivial”, ou
seja atendendo a um determinado critério pré-estabelecido. Se a escolha for um
valor muito pequeno, o processo poderd tornar-se instdvel, segundo Elman [20].
Assim, mesmo que o pré-condicionador seja SPD, o método iterativo podera divergir.
Superestimando o valor 6timo de conserto, este tornara o pré-condicionador “muito”
diagonal dominante, na pratica, transformando-o no método de Jacobi. A escolha
de Kershaw [17][p.6], para o pivo de conserto, é

mie = ) gl + D Imel,
i<k i>k
onde os m;; sao os elementos de M. Uma escolha similar
Mgk = Y [magl + Y Imugl,
j<k i>k

foi usada por Van der Vorst, motivado por consideracoes de estabilidade.

4.4 O método de Manteuffel

Desde que o principal problema com respeito a fatoracao incompleta
sejam pivos negativos, somando-se um nimero conveniente a diagonal da matriz,
pode-se obter uma fatoracao bem definida. Trivialmente, acrescentar tal valor para
obter a matriz diagonalmente dominante, é uma condicao suficiente, mas é provavel
que isto conduza a um sistema mal-condicionado. Mauteuffel [22] propos algumas

alternativas para encontrar um pequeno, mas conveniente valor de «, tal que A+al,
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possua uma fatoracao bem definida de M, e que nao resulte em um nimero de

condi¢ao muito grande em M~'A.

4.5 Fatoracao incompleta LU

Um algoritmo geral da fatoracao incompleta LU pode ser obtido através
da eliminacao Gaussiana e substituicao de alguns elementos em posicoes pré-deter-
minadas fora da diagonal. Para analisar este processo e estabelecer a existéncia da

fatoragao para M-matrizes, Saad [40, p.270] apresenta o seguinte teorema:

Teorema 4.1 Seja A uma M-matriz e seja Ay a matriz que se obtém apds o

primeiro passo de elimina¢dao Gaussiana. Entao Ay é uma M-matriz.

Prova Para uma matriz A ser uma M-matriz as seguintes condi¢oes sao necessarias:
1. a;; <0 para i#j, 4,j=1,...,n

2. A é nao singular.

3. At >0.

4. a; >0 para 1=1,...,n.

Saad mostrou [40, teorema 1.17, p.29] que as 3 primeiras condigbes sao

suficientes, ou seja, que elas implicam a propriedade 4.

Para mostrarmos que A4; é uma M-matriz, mostraremos que A; satisfaz
as propriedades 1, 2 e 3. Os elementos fora da diagonal de A; sdo dados por
;10715

= Q3 — .
a1

1

Como a;;, a;1, a1 sdo nao positivos e ay; € positivo, segue que a}j <0 para i#j,

0 que prova a propriedade 1.

O fato de A; ser nao singular vem da relacao entre A; e A.

A,
A= L1A1 onde L1 = |:—1, €2, €3, ...,€n:| . (45)

ai
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(e portanto A7' = A7'L; existe), o que prova a propriedade 2.

Finalmente, para provar que todos os elementos de A; ' sio nio negativos, conside-
ramos as colunas de A;".

A 1% coluna de A7' é dada por

1
Al_lel = —€ Z 0,
a1l

devido a estrutura de A; (que tem como primeira coluna [a;; 0... 0]T).

As demais colunas de A; ' sdo dadas por
A;lej = AilLlej = A’lej > 0.
(onde usamos a equagao (4.5) e a propriedade 3 para A).

Assim todas as colunas de A; ' sdo ndo negativas e portanto os elemen-

tos de AT' sdo ndo negativos, o que prova a propriedade 3.

Assim pode-se verificar que a matriz (n — 1) x (n — 1) obtida de A,

quando removemos a primeira linha e a primeira coluna também é uma M-matriz.

Assumimos que alguns elementos em posicoes fora da diagonal, sao
descartados durante o processo de eliminagao Gaussiana. Qualquer elemento descar-
tado é um elemento nao positivo que é transformado em zero. Assim a matriz
resultante A; é tal que,

A1:A1+R7

onde os elementos de R sao tais que, r; = 0, r;; > 0. Assim,
A <A

e os elementos que estao fora da diagonal de A, s30 nao positivos. Como A4; é uma
M-matriz, A; também é (ver Saad [40, teorema 1.18 p.30]). Repete-se este processo
para a matriz A(2 : n,2 : n), até que se obtenha a matriz da fatoracio incompleta de
A. Deste modo, pode-se verificar que a cada passo a matriz obtida é uma M-matriz

e 0 processo continua sem problemas.
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Para a escolha dos elementos a serem eliminados em cada passo do
processo, uma das maneiras é estabelecer um padrao de elementos nao nulos fora

da diagonal. Um padrao de zeros P sera um subconjunto de indices

Pc{i, )i #j; 1<4,j <n}, (4.6)
para os quais preenchimentos nao devem ser feitos. A fatoracao incompleta LU,

ILUp, pode ser calculada utilizando-se um determinado padrao P, conforme o

pseudo-cédigo do algoritmo 4.4.

Algoritmo 4.4 Padrao Geral ILU

Para k=1,...,n—1
Para i=k+1,..,n ese(i,k)¢ P
Qi = aik/akk
Para j=k+1,...n epara (i,j) ¢ P
Q5 = Qi — Qg A;
Fim
Fim

o NS A Lo~

=
3

No algoritmo 4.4, o lago da linha 4 ¢é interpretado da seguinte forma: para j =
k+1,...,n e somente para aqueles indices j que nao estao em P, execute a préxima
linha. Saad afirma que nao ha necessidade de examinar 5 de k4 1 até n, por existir
uma forma mais economica para identificar os elementos que estao no complemento

de P. Saad [40], usa estes argumentos para provar o teorema seguinte.

Teorema 4.2 Seja A uma M-matriz e P um dado padrao de zeros definido como

em (4.6). Entao o algoritmo 4.4 € possivel e produz uma fatoragdio incompleta,
A=LU - R (4.7)

que ¢ uma particio reqular de A'.

! Definimos wma particdo reqular de A como A = M — N, onde, se M € ndo-singular, M~ e N,
sao também nao-singulares
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A demonstracao deste teorema, dada a seguir, encontra-se em [40][p.271].
Prova.

A cada passo do processo, temos

Ap = Ap + Ry, Ap = LpAg
onde, usando 0 para denotar o vetor zero de dimensao k, e A, ; denota o vetor
de componentes a;;, com i = m, ..., n,

1 0
Qg A(l{] +1: n, k)

Temos portanto as relacoes
fik = A, + Ry = kaik—l + Ry.

Aplicando recursivamente esta relacao, com k variando de n — 1 até 1, obtemos

A, =L, y..,A+L, .LoR+..+ L, R, o+ R, ;. (4.8)
Chamando
L= (Lyp_y..L))"Y U=A,_,.
Temos,
U=L"'A+S
com

S - Lnfl...LgRl + ...+ Lnfan,Q + Rnfl.

Observe que no estagio k, os elementos sao eliminados somente na parte inferior

(n—k) x (n— k) de Ay. Portanto, as primeiras & linhas e colunas de Ry sao nulas e
Ly 1..Lg 1Ry = Ly_1...L1 Ry,
assim, S pode ser reescrito como
S=1L, 1.La(Ri + Ro+ ... + R, 1).
e representando por R a matriz

R: R1 —|—R2+...—|—Rn,1,
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obtemos

S=L'R, U=L'A+L 'R, LU=A+R

e portanto

A=LU-R,

onde (LU)™! = U 'L™! e R sdo matrizes nao negativas.

Considerando alguns aspectos praticos em relagao a implementagao da
fatoracao ILU com base no algoritmo 4.4, observa-se que sua implementacao nao é

tao simples, pois a cada passo k, todas as linhas de k£ + 1 até n sofrem modificacoes.

Como a fatoracao ILU depende da eliminacao Gaussiana usada, veri-
ficamos que estas estao relacionadas com a ordem dos trés lagos associados as trés
varidveis de controle 7, j e k£ no algoritmo. O algoritmo 4.4 é derivado da variante
k,u,7. Para fatoracoes LU incompletas a ordem ¢, k, 7 é a mais utilizada se os da-
dos forem armazenados por linha. Nesta versao a linha ¢ de L e U sao geradas

simultaneamente (ver Saad [38]).

A adaptacao desta variante para matrizes esparsas é obtida sem dificul-
dades, pois, as linhas de L e U sao geradas em sucessao. Tais linhas sao calculadas
uma de cada vez, e podem ser armazenadas em uma estrutura de dados “linha ori-
entada”, como o formato CSR?. A fatoracao incompleta ILU com as variantes i, k, j

nesta ordem aparece no algoritmo 4.5.

Zpara verificar esta forma de armazenamento de matrizes ver Saad [38, p.84]
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Algoritmo 4.5 Fatoracao Geral ILU versao IKJ

Para 1=2,....,n
Para k=1,..;i—1 ese (i,k) ¢ P
Qi = aik/alck
Para j=k+1,...,n epara (i,j) ¢ P
Qi = Qjj — Qi Qg
Fim
Fim

SN

3
3

As duas versoes sao equivalentes, no entanto, este ultimo algoritmo é de imple-

mentacao mais facil.

E 1til analisar o resultado de um passo de eliminacgao incompleta. De-
notando por [, u;x e a;, a i-ésima linha de L, U e A, respectivamente, entao o
laco £, na linha 2 do algoritmo 4.5, pode ser interpretado da seguinte forma. Ini-
cialmente, temos u;, = a;,; entao, cada passo da eliminacao é uma operacao da
forma

Ui = Ui — LijUps. (4.9)

Como esta operagao s6 é executada no complemento de P, isto significa que, na

realidade, o passo de eliminacao assume a forma

Ui = Ui — Ligtpe + 750 (4.10)

(k)

onde, r;;” é igual a zero, quando (i, j) ¢ P eigual a ljzukj, quando (i,j) € P. Assim,

(k)

a linha r;;” cancela os termos [l;;ug; que seriam de outra forma introduzidos no
padrao zero. Ao final, obtemos a seguinte relacao:

i—1

= U4y — ( ikUksx — T, )) . (411)
k=1

Observe que I, = 0 para (i, k) € P. Definimos

i—1
ri=y 1l (4.12)
k=1
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A linha r;, contém a soma de todos os elementos rff) do padrao P. Usando o fato

de que l; = 1, obtemos a relacao

i—1
k=1

E assim temos a seguinte proposi¢ao.

Proposigao 4.2. O algoritmo 4.5 produz fatores L e U tais que
A=LU - R,

na qual —R é a matriz dos elementos que sao descartados durante o processo de
eliminacao incompleto. Quando (7, j) € P, um elemento r;; de R é igual ao valor de

—a;; obtido ao final do lago £, no algoritmo 4.5. Caso contrario, r;; é nulo.

4.5.1 A fatoragao ILU(0)

A técnica de fatoracao incompleta LU sem o preenchimento de posicoes
nulas, denotado por ILU(0), consiste em tomar o padrao de zeros P, como sendo
exatamente o padrao de zeros de A. Denotaremos por b;, a i-ésima linha de uma

determinada matriz B, e por NZ(B), o conjunto de pares (i,5), 1 <i4,j < n, tal
que b;; # 0.

A fatoracao incompleta ILU(0) foi desenvolvida originalmente para ma-
trizes de 5-pontos e 7-pontos, relacionadas a discretizacao por diferencas finitas de

equacoes diferenciais parciais (EDPs) [40].

Saad [40][p.275] ilustra este exemplo considerando uma matriz A como
da figura 4.1, que representa uma matriz de 5-pontos de tamanho n = 32, que
corresponde a uma malha n, x n, = 8 x 4. Considera uma matriz L triangular
inferior, com a mesma estrutura da parte inferior de A, e uma matriz U, também
triangular, com a mesma estrutura da parte superior de A. Ao fazer o produto LU

obtém-se a matriz mostrada na parte inferior direita da figura 4.1.

Devido as diagonais extras, em geral o produto LU nao fornece exata-

mente a matriz A, para quaisquer L e U. Os elementos das diagonais extras sao
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L U
A LU

Figura 4.1: Fatoracio ILU(0) para matriz de 5 pontos

chamados de elementos de preenchimento. Porém, pode ser possivel achar L e

U de forma que o produto se iguale a A, nas outras diagonais, se ignorarmos estes
elementos de preenchimento. Teremos uma fatoracao ILU(0) se obtivermos um par
de matrizes triangulares L (inferior unitdria) e U (superior), de tal forma que os ele-
mentos de A — LU sao nulos nas localizagoes de NZ(A). Como geralmente podemos
determinar infinitos pares de matrizes satisfazendo tais exigéncias, estas restricoes
nao definem os fatores de ILU(0) unicamente. No entanto podemos definir ILU(0)
construtivamente no algoritmo 4.6, que usa o algoritmo 4.5 com o padrao P igual

ao padrao de zeros de A.
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Algoritmo 4.6 Fatoragao ILU(0)

Para 1=2,...,n
Para k=1,..,i—1 e para (i,k) € NZ(A)
Calcule ay, = a;r/agk
Para j=k+1,...,n epara (i,j) € NZ(A)
Calcule a;; = a;j — aii, * ag;
Fim
Fim

S I

=
3

Em alguns casos, é possivel escrever a fatoracao ILU(0) na forma
M= (D-E)D '(D-F), (4.14)

onde —F e —F sao as partes triangulares estritamente inferior e superior de A e D
¢ uma matriz diagonal, geralmente diferente da diagonal de A. Nestes casos é sufi-
ciente encontrar uma férmula recursiva para determinar os elementos de D. Como
se requer apenas uma diagonal extra de armazenamento, isto pode ser vantajoso

para esta forma de fatoragao ILU(0).

Esta forma de fatoragao incompleta sera equivalente a fatoracao incom-
pleta obtida com o algoritmo 4.6, quando o produto das partes estritamente inferior
e superior de A, for constituida somente por elementos diagonais e de preenchimento.
A matriz D pode ser definida por uma recursao de forma que a diagonal do produto
de matrizes (4.14), seja igual a diagonal de A. As matrizes L e U, juntas, em ILU(0),

devem ter o mesmo numero de elementos nao nulos que a matriz original A.

4.5.2 Nivel de preenchimento e ILU(p)

Fatoragoes incompletas que diferem um pouco de ILU(0), por admi-
tirem alguns preenchimentos em posicoes nulas, podem ser preferidas por serem
mais eficientes e mais confidveis por se aproximarem mais de A, ou por produzirem
uma taxa de convergéncia mais adequada. Uma destas seria a fatoracao ILU(1)

(Saad [40]), que conserva a “primeira ordem de preenchimentos”.
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Para ilustrar ILU(p), usando o exemplo da figura 4.1, a fatoragao ILU(1)
serd calculada tomando o padrao de zeros P como sendo do produto LU, onde L e
U sao obtidos a partir de ILU(0). Este padrao de zeros é mostrado na parte inferior
direita da figura 4.1. Os fatores L, e U; na fatoracao ILU(1) sao obtidos executando
a fatoracao ILU(0) na matriz com “padrao aumentado”, sendo este padrao chamado
NZi(A). As posicoes de preenchimento criadas neste produto pertencem ao padrao
“aumentado” N Z;(A), porém com valores reais nulos. O novo padrao da matriz A é
mostrado na figura 4.2, onde os padroes de Ly e U; sao ilustrados na parte superior
da figura 4.2. Esta nova matriz LU da figura 4.2 tem adicionadas duas diagonais

(uma na parte inferior e outra na parte superior).

L, U,
A aumentada LU,

Figura 4.2: Fatorag¢ao ILU(1)
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A construcao definida na ilustracao 4.2 nao se estende para matrizes
esparsas em geral, mas este método pode ser generalizado introduzindo o conceito

de “nivel de preenchimento”.

A cada elemento que é processado através da eliminacao Gaussiana é
atribuido um nivel de preenchimento e os descartes sao baseadas no valor do nivel
de preenchimento. Qualquer forma de eliminacao Gaussiana pode ser usada. O
algoritmo 4.5 é um dos exemplos usados como modelo. O nivel de preenchimento
indica o tamanho dos elementos: quanto maior o nivel, menor a magnitude dos ele-
mentos. Como exemplo, Saad [40][p.279], emprega um tamanho € é que é atribuido
a qualquer elemento cujo nivel de preenchimento é k, onde ¢ < 1. Um elemento
nao-nulo inicia com um nivel de preenchimento 1 e um elemento zero tem nivel de

preenchimento oo.
No algoritmo 4.5, um elemento a;; na linha 5, é atualizado pela férmula
Q5 = Q5 — Qi X Qg - (415)

Considerando lev;; como o nivel atual do elemento a;;, o modelo desenvolvido por

Saad [40] diz que o tamanho do elemento atualizado deve ser
aij = elevij _ Elevik % 6levkj — elevij _ Elevik—l—levkj. (416)

O tamanho de a;;, serd o maximo dos dois tamanhos elevii e elevintlev o assim

podemos definir o novo nivel de preenchimento como,
levij = min{lev;j, levy, + levg;}.

Na bibliografia especializada, usualmente os niveis de preenchimento sao translada-

dos por —1 e assim temos a defini¢ao.

Definicao: 4.1. O nivel inicial de preenchimento de um elemento a;; na

matriz esparsa A é definido por
0 sea;#0oui=j

lev,-j =
00 em outro caso
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A cada modificagao do elemento a;; (linhas do algoritmo) o nivel de

preenchimento é atualizado por
levi; = min{lev;j, levy, + levg; + 1}. (4.17)

Se a;; # 0 na matriz original A, entdo o elemento na posicao 7,; devera ter nivel
de preenchimento igual a zero em todo o processo de eliminagao. Esta observacao
se deve ao fato de que o nivel de preenchimento de um elemento nunca aumenta

durante a eliminagao.

Em ILU(p), todos os elementos cujo nivel de preenchimento nao exce-
dem p podem ser mantidos. Pela definigao anterior, o padrao de zeros para ILU(p)
¢ dado por

Pp = {(i, j)/levi; > p}

onde lev;; representa o valor do nivel de preenchimento apds feitas todas as atuali-

zagoes. O caso em que p = 0 representa a fatoragao ILU(0).

Para implementar a fatoragao ILU(p) é comum separar a fase simbdlica,
onde as estruturas dos fatores L e U sao determinados, da fase numérica, onde os
valores numéricos sao calculados. Embora em alguns casos, como descrito aqui, a

variante descrita nao separa estas duas fases.

Algoritmo 4.7 Fatora¢do ILU(p)

1. Para a;; #0, defina lev(a;;) =0

2. Para 1=2,...,n,

3. Para cada k=1,...i—1 epara lev(ay) <p

4. calcule ay, = a;p/agk

. calcule @z = Qi — Qi Qs

6. Atualize o nivel de preenchimento
dos elementos a;j # 0 , usando 4.17

7. Fim

8. troque cada elemento da linha 1

que tenha lev(a;j) > p por zero
9. Fim
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Saad [40] apresenta algumas desvantagens do algoritmo 4.7: em relacao a nao pre-
visibilidade da quantidade de preenchimentos e do trabalho computacional para
obter a fatoracao ILU(p), e ao elevado custo para calcular o nivel de preenchimento.
Assim, é possivel que o algoritmo descarte (ou substitua por zero) elementos de
magnitude significativa e resulte numa fatoracao incompleta inexata, no sentido que
R = LU — A nao seja pequeno. Algumas técnicas que serao descritas mais adiante,
procuram eliminar essas dificuldades, produzindo uma fatoracao incompleta com

pequeno erro R e controlando o nimero de preenchimentos.

4.5.3 Fatoracao incompleta modificada LU (MILU)

Em relacao ao que foi estudado até aqui, todos os elementos elimina-
dos durante o processo, foram simplesmente descartados. Algumas técnicas tentam
reduzir o efeito destes “descartes”, compensando as entradas descartadas. Saad,
[40] cita como exemplo, uma estratégia popular que consiste em somar os elemen-
tos abandonados ao final do k-ésimo laco do algoritmo 4.5 e a seguir subtrair esta
soma da entrada da diagonal correspondente em U. Esta estratégia de compensacao

diagonal representa a fatoragdo ILU modificada (MILU).

Assim, na equacao (4.11), a linha final u,,, obtida ap6s completar o

k-ésimo laco do algoritmo 4.5, passa a ter mais uma modificacao, ou seja,
Ui 7= wii — (Tie), (4.18)

onde r;, é definida pela equagao (4.12) e e = (1,1,...,1)". Observe que 7, é uma
linha, r;,e é a soma dos elementos desta linha. A equacao acima pode ser reescrita

na forma de linha como u;, = ug — (rine)el e a equagio (4.13) fica

i—1
Ui = Z Ligtgs + (rive)el — 1y, (4.19)
k=1
Observe que
i-1 i1
Q€ = Z Lixugse + (rise)el e — rie = Z Ligupee = LUe. (4.20)

k=1 k=1
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Como resultado, esta estratégia garante que a soma dos elementos de cada linha de
A é igual a soma correspondente de LU e assim Ae = LUe. Para alguns problemas
esta estratégia apresenta bons resultados, porém em outros, o algoritmo MILU, em

geral, nao apresenta melhores resultados que ILU.

4.5.4 Método ponderado de modificacao de Eijkhout

O método de Eijkhout [18], procura conservar as seguintes propriedades

da matriz ao fazer uma fatoracao incompleta:

1. Alguma simetria da matriz original é preservada. Note que isto nao é
trivial no caso de entradas descartadas, como pode ser observado na

equagao (4.4).

2. A fatoracao deveria ser bem-definida no sentido que, determinada ma-
triz com diagonal positiva deveria ter somente pivos positivos. Note que
esta é uma condicao mais forte, que pivos deveriam ser positivos para
matrizes que sao positivas definidas. Isto, com certeza, faz o método

ser potencialmente satisfatorio para certos sistemas indefinidos.

3. O espectro da matriz nao serd muito alterado, em particular, a es-
tratégia de descartes deveria reduzi-lo, ao menos para alguma versao

de fatoracdo modificada (MILU) em A -matrizes.

4. Aplicando a fatoracao em uma M-matriz deve resultar uma M -matriz.

Estas modificacoes sao completadas eliminando os elementos de preenchimentos fora
da diagonal nas posicoes (i,7) e (j, 1), a0 mesmo tempo combinando as somas deles

com os elementos (i,4) e (j, ) da diagonal.

i 4= aii — aij\[ @i/ (a5;/2),  aj; = a5 — aziyf aj;/(aii/2)- (4.21)
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Esta idéia basica é melhorada por alguns métodos e condicoes mais dinamicas para

omitir as modificagoes em certos casos. Para maiores detalhes ver [17]

4.5.5 A aproximacgao da fatoragao incompleta LU (ILUT)

As fatoragoes incompletas vistas até agora, por basearem-se principal-
mente nos niveis de preenchimento, nao levando em conta muitas vezes o valor
numeérico dos elementos, podem perder um pouco da precisao nos resultados. Esta
caracteristica, porém, pode nao ser adequada a muitos problemas praticos e por
este motivo alguns métodos alternativos baseados na eliminacao Gaussiana, procu-
ram durante o processo de eliminagao, considerar a magnitude dos elementos e nao

somente a sua posic¢ao.

Uma destas sugestoes talvez um pouco semelhante a ILU(0), porém
ignorando os elementos “pequenos” é o que Saad [39] denomina aproximacao da
fatoragao incompleta LU ou ILUT (algoritmo 4.8). Esta, a partir da versao [K.J
de eliminagao Gaussiana (algoritmo 4.5), aplica algumas regras para decidir quando
os elementos sao trocados por zeros e nao realmente atualizados. No algoritmo
citado, w é um vetor usado para acumular combinacoes lineares de linhas esparsas
na eliminacao, e wy é a k-ésima entrada deste vetor. Como antes, a;, denota a

7-6sima linha de A.
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Algoritmo 4.8 ILUT
1. Para 1=1,...,n
2. W = Gy
3. Para k=1,...,1—1 e quandowy # 0
4- Wy, = Wi/ A,
d. Aplica a regra de descarte a wy,
6. Se wy #0, entdo
7. W= W — WUk
8. Fim
9. Fim
10. Aplica a regra de descarte na linha w
11. lij=w; para j=1,..,1—1
12. uj =wj para j=1,..,n
13. w =0
14.Fim.

No algoritmo 4.8 observamos que a linha 7 é uma operacao de atualizacao esparsa.
Comumente usa-se um vetor cheio para w, e associa-se um ponteiro na direcao dos
elementos nao nulos. As linhas 11 e 12 sao operacoes de cépia de vetores esparsos.
Ao final de cada laco ¢, o vetor w é preenchido com alguns elementos nao nulos. Por
esse motivo, se faz necessario anular tais elementos ao final da eliminagao Gaussiana,

o que é feito na linha 13.

ILU(0) pode ser visto como um caso particular do algoritmo 4.8, onde
o critério de eliminacao se refere a descartar elementos que estao em posicoes nao

pertencentes a estrutura original da matriz.

Na fatoracao ILUT(p, 7), é usada a seguinte regra:

1. Na linha 5, um elemento wy é descartado, ou seja, substituido por zero,
se este for menor que uma tolerancia relativa 7;, obtida pela multipli-

cagao de 7 pela norma original da i-ésima linha (e.g., norma-2).

2. Na linha 10, um tipo de regra de eliminacao diferente é aplicada. Pri-
meiro, novamente eliminam-se todos os elementos da linha com mag-

nitude menor que a tolerancia relativa 7;. Entao, mantém-se s6 os p
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maiores elementos na parte L da linha e os p maiores na parte U da

linha, mais o elemento da diagonal, que é sempre mantido.

No segundo passo procura-se controlar o niimero de elementos por linha.
De maneira geral, p pode ser visto como um parametro usado para controlar o uso

de memoria, enquanto 7 é usado para reduzir o custo computacional.

4.5.5.1 Andlise do método

Os teoremas da existéncia da fatoracao ILUT sao semelhantes aos das
outras fatoracoes incompletas. Se a matriz original é diagonalmente dominante,
entao as matrizes transformadas (geradas durante a eliminacao), também serao di-

agonalmente dominantes.

O vetor linha w resultante da linha 4 do algoritmo 4.8, sera representado

por uf*“. Observe que para j < k, teremos uffl = 0. As linhas 3 a 10 no algoritmo,

envolvem uma seqiiéncia de operacoes da forma

2. se |l;| é suficientemente pequeno, faca l;; =0

3. caso contrario faca uktt = ufj — ligugj — re

1) YR j:k+1>"'an7

k

i; € um elemento

para k = 1,....i — 1, no qual inicialmente, u), = a;., e onde r
subtraido de um elemento de preenchimento que esta sendo descartado. Este 7; é

igual a zero quando ufj nao é descartado, ou igual a uf] — lixug; quando o elemento

k+1

Ul]

estd sendo descartado (transformado em zero). Ao término do i-ésimo passo
de eliminagao Gaussiana (lago externo do algoritmo 4.8), obtemos a i-ésima linha
de U,

Uiy = UL (4.22)

1—1,%
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e a seguinte relacao é satisfeita:

i
k=1
onde 7;, ¢é a linha que contém todos os preenchimentos.

Mais detalhes sobre a estratégia basica da implementacao da fatoragao
ILUT(p, 7), bem como algumas modificagoes, podem ser encontradas em Saad [40][p.

290]

Uma implementacao inadequada da fatoracao ILUT pode conduzir a
uma etapa de fatoracao cara e possivelmente a um algoritmo impraticavel. Entre as
dificuldades que podem causar ineficiéncias na implementacao da fatoracao ILUT

podemos citar.

1. Geracao das combinagdes lineares das linhas de A (linha 7 do algoritmo

4.8).
2. Selecao dos p maiores elementos em L e U.

3. Necessidade de acesso a elementos de L em ordem crescente de colunas

(na linha 3 do algoritmo 4.8).

Para resolver 1, uma alternativa seria gerar uma linha completa, acumulando nesta a
combinacao linear das linhas anteriores. A linha é zerada de novo, depois que o laco
é finalizado. A implementacao desta técnica assim como a solucao dos problemas 2
e 3, e forma de armazenamento dos dados podem ser encontrados em Saad [40][p

292].

4.6 A abordagem ILUTP

A abordagem ILUT pode falhar para muitas matrizes que aparecem em

alguns problemas de aplicagoes, por uma das seguintes razoes.
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1. O procedimento ILUT encontra um pivo zero;

2. O procedimento ILUT encontra uma condicao de overflow ou under-

flow, devido ao crescimento exponencial dos elementos dos fatores;

3. O pré-condicionador ILUT termina normalmente, mas o pré-condicio-

nador da fatoragao incompleta calculado é instavel.

Uma fatoracao ILU instdvel é aquela onde M~! = U~'L~!, tem uma norma muito
grande, ocasionando convergeéncia lenta ou divergéncia da iteragao externa. O caso 1
pode ser contornado de certo modo através da atribuicao de um valor arbitrario nao
zero, quando um elemento zero é encontrado na diagonal. Esta solucao pode nao
ser satisfatoria pois o pré-condicionador pode nao ser tao eficiente quanto deveria.
Nestes casos pode-se usar pivotamento, embora esta forma de fatoracao possa levar
a um algoritmo com custo e complexidade similar a ILUT. O pivotamento por linhas
nao é muito pratico, devido a estrutura de dados usada em ILUT, porém pode-se

facilitar a implementagao com o pivotamento por colunas.

A fatoracao denominada ILUTP, onde “P” significando pivotamento,
usa um vetor de permutacao perm que serve para armazenar a nova ordenacao das
variaveis, junto com o vetor de permutacao reverso. No passo ¢ do processo de
eliminacao, seleciona-se o maior elemento da linha que é definido como a i-ésima
nova varidavel. Atualizam-se entao os dois vetores de permutacao. Os elementos da
matriz L e U sao armazenados na sua forma original. Contudo, quando expandimos
a linha de L e U que corresponde ao i-ésimo passo externo da eliminacao GGaussiana,
os elementos sao armazenados segundo seus novos rétulos, usando o vetor perm para

a translacao.

A primeira opgao ao fim do processo é deixar todos os elementos ro-
tulados de acordo com a rotulagao original, nao sendo necessario nenhum trabalho
adicional devido as varidveis ja estarem nesta forma no algoritmo, mas as variaveis
devem ser permutadas a cada passo de pré-condicionamento. A segunda opcao é

aplicar a permutacao em todos os elementos de A assim como a L/U. A permutacao
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nao é feita a cada passo, mas esta deve ser permutada de volta ao término da fase

de iteragao.

A complexidade do procedimento ILUTP é virtualmente idéntica a
ILUT, porém, podem ser usadas algumas variacoes adicionais. Um parametro de
tolerancia chamado permtol pode ser incluido para auxiliar a determinar quando
permutar ou nao as varidveis. Um elemento a;; fora da diagonal deve ser permutado
somente quando tol X |a;;| > |a;|. Além disso, o pivotamento pode se restringir a
um bloco da diagonal mbloc de tamanho fixo. Um valor de mbloc > n indica que

nao ha restricoes ao pivotamento.
Para matrizes dificeis, algumas estratégias sao sugeridas:
1. Sempre aplica-se uma modificacao em todas as linhas (ou colunas) por

exemplo, de forma que suas norma-1 sejam todas iguais a 1; entao

aplica-se uma modificagdo nas colunas (ou linhas).

2. Usa-se uma pequena tolerancia de descarte (por exemplo, ¢ = 107 ou

e=107").

3. Emprega-se um parametro de preenchimento grande (por exemplo, [ fil =

20 ).

4. Nao se emprega um valor pequeno para permtol. Valores razoaveis

estao entre 0.5 e 0.01, sendo 0.5 o melhor em muitos casos.

5. Usa-se mbloc = n a menos que haja razao para um bloco de tamanho

justificavel.

4.6.1 Conclusoes sobre a fatoracao incompleta LU

A maioria dos pré-condicionadores ILU ja discutidos, sao baseados prin-
cipalmente na variante IKJ da eliminacao Gaussiana. De acordo com a forma

de eliminacao Gaussiana utilizada, podem ser obtidos diferentes tipos de ILUs.
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De acordo com Yogin e Timothy [44], o foco da construcao efetiva de um pré-
condicionador baseado na aproximagcao da fatoracao incompleta, consiste em encon-
trar um (ou o mais 1til) conjunto de elementos de descartes ( ou que sao mantidos)
na seqiiéncia do algoritmo de fatoracao. Foram desenvolvidos vérias alternativas
para os descartes, cada uma objetivando selecionar o conjunto maximo de entradas
a descartar procurando com isso produzir o pré-condicionador mais preciso. Estas
alternativas incluem descartes de valores, descartes de posicoes, descartes basea-
dos em economia de armazenamento, ou alguma forma hibrida das trés estratégias

prévias.

Ainda segundo Yogin e Timothy [44], a idéia bésica da estratégia de
descartes baseada nos niveis de preenchimento, é associar esse nivel a cada entrada
de coeficiente da matriz e atualizar esse nivel durante toda a fatoracdo. A maior
dificuldade na construcao do pré-condicionador estd em controlar, ou prever, a quan-

tidade de memoria que serd utilizada.

Saad em [40] cita ainda uma outra forma de fatoracao ILUT que nao
explora caracteristicas de simetria, pois em geral se A é simétrica, nem sempre
M = LU é simétrica. Em muitas aplicacoes, incluindo a dinamica dos fluidos
computacional e engenharia estrutural, as matrizes resultantes sao armazenadas
num formato (SSK) skyline esparso ao invés do formato padrao Linha Esparsa

Comprimida (“compressed sparse row”).

(Nesta estrutura, a matriz A é decomposta em
A=D+ L, +1I7,

na qual D é a diagonal de A e L; e Ly sdo matrizes estritamente triangulares inferi-
ores. Entao usa-se uma representacao esparsa de L e Ly na qual, tipicamente, L e
Ly sao armazenados no formato CSR e D é armazenado separadamente. Para ma-
trizes neste formato, pode-se no entanto desenvolver algumas técnicas de fatoracao
incompleta sem ter que converté-las para o formato CSR. Duas notaveis vantagens

desta abordagem sao



67

1. a economia no armazenamento para matrizes com estrutura simétrica,

2. o fato que o algoritmo gera um pré-condicionador simétrico quando a

matriz original é simétrica.

Como exemplo vamos considerar a seqiiéncia de matrizes

Ak Vg
Ak+1 -
Wg O

onde A, = A. Se A, é nao singular e sua fatoracao LDU
Ak = LkaUk

é calculada, entao a fatoracao LDU de Ay, é dada por

Ak+1: ’
Yk 1 0 dk+1 0 1
onde
2z, = DL oy (4.24)
yr = wpU, ' Dy’ (4.25)
dk—l—l = Ogy1 — ykaZk (426)

Desta forma, resolvendo dois sistemas triangulares inferiores unitarios e calculando
um produto interno escalonado, obtemos os tltimos pares linha/coluna da fatoragao.
Para utilizar esta técnica em matrizes esparsas, observando esta esparsidade e os

vetores envolvidos, os pares linhas/colunas wg, v”

sao armazenados em seqiiéncia,
como uma unica linha no modo esparso. Os elementos da diagonal sao armazenados
separadamente. Este formato é chamado Unsymmetric Sparse Skyline (USS). Cada
passo da fatoracao ILU baseado nesta técnica consiste na solucao de dois sistemas

lineares esparsos e num produto interno também esparso.

Com o objetivo de resolver o sistema de forma economica, uma escolha
é resolver os sistemas triangulares (4.24) e (4.25) exatamente, utilizando uma es-

tratégia numérica de eliminagao para eliminar os termos pequenos no final. No
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entanto, o custo total da fatoragdo ILU com esta estratégia é da ordem de O(n?)
operacgoes, no minimo, o que nao representa uma alternativa aceitavel para proble-
mas muito grandes. Como o que se quer é apenas uma solucao aproximada, Saad

sugere usar a série truncada de Neumann,
Zp = D,;llelvk = Dlzl(I + Ek —+ EI% + ...+ Eﬁ)?}k, (427)

onde Ey = I — L. De fato, segundo Saad [40], por analogia com ILU(p), nota-se que
as poténcias de Ej tendem a ficar menores com o crescimento de p. Detalhando o
exame da estrutura de E}vy, percebe-se uma semelhanca entre esta técnica e ILU(p)
para matrizes simétricas. Outra importante observacao, é que o vetor E,zvk pode ser
calculado no modo esparso-esparso, i.é., em termos de operacoes que envolvem pro-

dutos de matrizes esparsas por vetores esparsos. Sem isto, o custo total continuaria

sendo O(n?).

O procedimento GMRES(c) pode ser usado na solucao dos sistemas

triangulares em modo esparso-esparso. Técnicas similares sao mostradas em Saad

38).

4.7 Fatoracao incompleta de Cholesky

A fatoragao incompleta de Cholesky (IC) segundo Wang [43], é um
método amplamente conhecido e efetivo para acelerar a convergéncia dos métodos
iterativos, na solugdo de sistemas lineares simétricos positivos definidos (entre eles
o método do Gradiente Conjugado). Uma andlise mais detalhada da fatoracgao
incompleta de Cholesky, aplicada ao método do Gradiente Conjugado, pode ser

encontrada em Kershaw [27].

O pré-condicionador obtido na fatoracao incompleta de Cholesky é um
dos pré-condicionadores mais importantes e comumente usados em métodos ite-
rativos para resolver sistemas lineares grandes e esparsos. O problema principal
encontrado neste tipo de fatoracao, que diminui sua eficiéncia, vem do aparecimento

de pivos nao positivos. Para superar tais falhas, Wang, Bramley e Gallivan [42],
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sugerem alguns métodos modificados. Tais métodos usam as informagoes sobre os
elementos eliminados e alteram o processo de fatoracao para garantir a existéncia

do fator triangular R.

Em relacao aos pivos nao positivos, Wang, Bramley e Gallivan [43],
sugerem algumas estratégias que sao divididas em duas classes: estratégia numérica e
estratégia estrutural. A estratégia numérica, usa valores numéricos gerados durante
o processo de fatoracao para modificar a fatoracao. A estratégia estrutural, cujo
trabalho é atribuido a Coleman [8], seleciona um padrao de esparsidade para garantir

a finalizacdo do processo de fatoragao incompleta de Cholesky (IC).

Em aplicacoes onde cada matriz de coeficientes tem o mesmo padrao
de elementos nao nulos e servem para resolver uma seqiiéncia de sistemas lineares,
estas estratégias estruturais se fazem especialmente importantes. Isto pode ocorrer
na solugao de problemas de programagao linear, através do uso de métodos de pontos
interiores, ou na solucao de equacoes diferenciais parciais nao lineares discretizadas
em uma malha fixa [43]. Embora os valores possam variar a cada passo, o padrao
de esparsidade é fixo e este é usado para obter o pré-condicionador da fatoragao
incompleta de Cholesky, desde que a fatoracao exista e satisfaca certas condigoes

estruturais.

Alguns algoritmos especificos que modificam o padrao de esparsidade
foram propostos e testados por Wang, Gallivan e Bramley em 1993 e 1995 em [42][43].
Como as matrizes sao reais e simétricas positivas definidas, apenas a parte triangular
superior das matrizes precisa ser considerada, ja que as partes triangulares inferiores
sao especificadas por simetria. Consideramos P, = {(7,j)|1 < i < j < n} como
o conjunto de todas as possiveis posi¢oes nao nulas na matriz triangular superior

n X n. O padrao de esparsidade P(A) da matriz simétrica A é definido como

E importante observar que P(A) apenas considera as posi¢oes de elementos nao

nulos de A na parte triangular superior e P(A) C P,. Seja U o fator de Cholesky
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triangular superior de A, formado nao assumindo nenhum cancelamento, de forma

que A = UU"T. No que segue assumimos que P(U) denota o padrio de esparsidade

de U e P(U) C P,.

Na fatoracao incompleta de Cholesky da matriz A, usando o padrao
de esparsidade P, descartam-se imediatamente todas as entradas que ocorrem fora
do padrao de esparsidade especificado, e nao se faz nenhuma outra modificacao
numérica na matriz. Uma condicao imposta a todos os padroes P, para que a

fatoragao IC seja completada, é que todas as posigoes (i,4) da diagonal estejam em

P.

O algoritmo (4.9), descreve tal fatoracao IC, segundo Wang, Bramley
e Gallivan em [43].

Embora o algoritmo geralmente seja implementado copiando inicial-
mente A para R e utilizando a partir dai somente R, a forma mostrada no algoritmo
(4.9) é valida para padroes de esparsidade P ¢ P(A). Na pratica, as atualizagoes
nao seriam executadas em A de qualquer maneira, pois geralmente A precisa ser

utilizada no método iterativo que é pré-condicionado por R.

Algoritmo 4.9 Fuatoracaio Incompleta de Cholesky

[R]=[A,P]

1. Para k=1,...,n

2. Se agr > 0

3. Tkk = \/Okk

4. Para =k+1,k+2,...n

; {0 e
J akj/rkk (k,j) epP

6. Fim

7. Para 1 =k+1,k+2,....,n

8. Para j=1,14+1,...n

9. aij = aij — agiag; onde (i,7) € P,

(k,j) € Pe (ki) € P
12. Sendao

13. Pare (fatorag¢ao incompleta falhou)
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4.7.1 Analise do método da fatoragao incompleta de Cholesky

Lin e Moré [29] propoem uma fatoracao incompleta de Cholesky que

combina a fatoragao de Jones e Plassman [26] e a fatoracdo ILUT de Saad [39][40].

Dada uma matriz simétrica A e um padrao de esparsidade S, o fator

de Cholesky incompleto de A é uma matriz triangular inferior L, tal que
A=LL"+R, ;=0 se (i,j) &5, r;=0 se (i,j)€S. (4.28)

Estratégias de preenchimento pré-determinadas fixam o padrao S do fator incom-
pleto antes da fatoragdo. Meijerink e Van der Vorst [32][33], consideram duas esco-
lhas de S; a primeira como o padrao de esparsidade de A e uma outra que permita
mais preenchimentos. Pode-se, também definir S de forma que L seja uma matriz
banda, com largura de banda pré-determinada. Estas estratégias requerem uma
quantidade de memoria previsivel, mas sao independentes das entradas de A, pois

os elementos a serem eliminados dependem unicamente da estrutura determinada.

Um outro tipo de estratégia para descartar elementos é aquele que ira
manter elementos nao nulos se eles forem maiores que determinado parametro fixado.
Por exemplo, Munksgaard [34] descarta o elemento ag-c) durante o k-ésimo passo de
eliminacao se

lald| < ry/alal) (4.29)

onde 7 é a tolerancia estabelecida. Uma desvantagem deste tipo de estratégia, é o
fato de nao podermos prever a quantidade de memoria, pois isto depende de 7. Em
geral nao é possivel determinar o valor de 7 de forma que a quantidade de memoria
a ser usada para armazenar L esteja dentro de limites especificados. Se o valor de
7 for grande, entdo L terd poucos elementos nao nulos (e portanto a exigéncia de
memoria serd pequena), mas também podera tender a ser um pré-condicionador com

pouca eficiéncia.

Jones e Plassmann [26], em relagao a fatoragao incompleta de Cholesky,

propuseram uma fatoracao que procura reter apenas os n;—ésimos maiores elemen-
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tos na parte estritamente triangular inferior da k-ésima coluna de L, onde nj é o

numero de elementos na k-ésima coluna da parte estritamente triangular inferior de

A.

Em relagao ao problema de previsao de memoria, uma estratégia similar
4 citada anteriormente é a fatoragdo ILUT de Saad [39][40], que tem quantidade de
armazenamento previsivel e depende dos elementos de A. A fatoracao ILUT de
uma matriz A qualquer, depende de um parametro p relacionado a quantidade de
memoria e de uma tolerancia 7. Esta tolerancia é usada para descartar todos os
elementos em L e U, menores que 7, onde 7, ¢ definido como o produto de 7
pela norma-ly da k-ésima linha de A. A fatoracao ILUT mantém os p maiores
elementos, em magnitude, de cada linha de L e U. No entanto, a fatoracao ILUT
ignora qualquer simetria na matriz A. Mesmo que A seja simétrica, o padrao de
esparsidade de L e U' sao diferentes. Desta forma, o produto LU produzido pela

ILUT, nao sera em geral simétrico para uma matriz simétrica A.

Chih Lin e Moré em [29] apresentam outra implementagao da fatoragao
incompleta de Cholesky, baseada na versao jki da fatoracao de Cholesky que é
mostrada no algoritmo (4.10). Esta fatoragdo, na posicdo da j-ésima coluna de
L, reescreve a j-ésima coluna de A. Observa-se que os elementos da diagonal sao

atualizados a medida que a fatoracao é efetuada.

Algoritmo 4.10 Fatoragao de Cholesky
1 Paraj=1:n
2 aj; = +/(aj;)
3 Parak=1:5-1
4. Parai=j5+1:n
. Qi = Qjj — Qi Gk
0. Fim
7. Fim
8 Para 1=j5+1:n
9 (ij = aij/aj;
10. Qi; = Q45 — afj
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Como nao objetivamos discutir técnicas de fatoracao de Cholesky para

matrizes densas, um estudo mais abrangente pode ser encontrado em [30].

O algoritmo 4.11 apresenta a fatoracao incompleta de Cholesky com
limitacao de memoria. Neste, ao iniciar a j-ésima iteragao, foram calculadas as co-
lunas /4, ...,1;_; da matriz triangular inferior L e armazenado o i-ésimo componente

de I, em a(i, k) para i > k. Os elementos afi da diagonal, para i > j, de
7—1
Aj=A= Ll (4.30)
k=1

também foram calculados e armazenados em a(i,i), para i > j. Calculamos ;
combinando elementos em
A =4l + > I (4.31)
k=j+1

Como l;; = 0, para i <k, esta definicao de /; implica em

7j—1
la2‘j - “%)= Ljjliy = aij — Zlikljk, t> .
k=1

O algoritmo 4.11 calcula /;; e [;; a partir destas expressoes e retém os n; + p maiores
elementos em [;, onde n; é o nimero de elementos nao nulos na parte estritamente
triangular inferior da matriz original A. Os elementos da diagonal de A;;; podem
ser determinados por

G+D) _ 0 _ 2

Qj; = Ay ij

i>J.

O algoritmo (4.11), s6 retém elementos fora da diagonal se estes es-
tiverem entre os maiores elementos da coluna atual. Os elementos diagonais sempre
sao retidos. Particularmente, isto implica em que o padrao de esparsidade do fator

incompleto talvez nao inclua o padrao de esparsidade da matriz original A.

A implementagao sugerida por Chih Lin e Moré[29], e que segue a im-
plementagao de Jones e Plassman [26], tem como principais detalhes, as estruturas
de dados necessdrias para atualizar a;; através de a;; — a;,a;, por operagoes esparsas,
que s6 operam sobre elementos nao nulos, e o algoritmo usado para selecionar os

maiores elementos da coluna
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Algoritmo 4.11 Fatoragao Incompleta de Cholesky
1. Para j=1,...,n
2 aj; = sqrt(a;;)
3 col — len = tamanho(i > j : a;; #0)
4 Para k=1,.,7—1 e ajp;#0
3. Para i=j7+1,...,n e a;,#0
4- Ajj = Qjj — Qg Gk
d. Fim
0. Fim
7. Para i=j+1,.,n e a; #0
8 tij = @ij/aj;
9. Qi = Q4 — a?j
10. Fim
11. Retenha os maiores col-len + p
elementos em a(j + 1 : n, j).
12. Fim

Na apresentacao dada, ignoramos a funcao representada pelo ordena-
mento da matriz. E importante observar que o ordenamento da matriz afeta o
preenchimento da mesma, e conseqiientemente a fatoracao incompleta de Cholesky.
Sobre esta questao, Duff e Meurant [15] e Eijkhout [16] observaram que o nimero de
iteracoes no método do Gradiente Conjugado pode dobrar se o “grau de ordenamento
minimo” é usado para reordenar a matriz. Deve-se considerar que estas condicoes
nao foram estabelecidas para pré-condicionadores com limitacao de memoria e por

isto nao se pode dizer que valem para os mesmos.

Em algumas consideracoes sobre o algoritmo 4.11, observa-se que a
performance da fatoracao incompleta de Cholesky, depende da estratégia usada para
escalonar a matriz, pois isto afeta a escolha dos maiores elementos retidos durante
a fatoracdo. Ainda, se houver necessidade de controlar a ocorréncia de matrizes
positivas definidas em geral, ou matrizes indefinidas que invariavelmente surgem em

aplicacoes de otimizagao, o algoritmo (4.11) pode ser modificado.

Uma alternativa de contornar o problema é aumentar o tamanho dos

elementos da diagonal, até se obter uma fatoracao satisfatéria. Uma estratégia co-
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mum é aumentar qualquer pivo nao positivo para um limite positivo, e prosseguir
com a fatoragao. Porém, esta estratégia deve ser utilizada com cuidado. Por exem-

plo, considere a matriz

1 Y1 0
A= 71 1 Y2 ) Y1, V2 € (07 1)
0 Y2 1

Os calculos mostram que depois dos primeiros dois passos do algoritmo de Cholesky,

obtém-se a matriz triangular inferior

1
A= |~ 6 ;0 =4/1— 2, @:Z—f.
0 & 1—62

Assim, para calcular a fatoracao de Cholesky, seria preciso somar pelo menos d2—1 ao
elemento diagonal (3,3), uma perturbagao que nao é limitada quando 7, aproxima-se
de 1. Por outro lado, a fatoracao de Cholesky de A + af tem bons resultados para
uma pertubacao pequena « > 0. Assim, quando ; aproxima-se de 1, a matriz A

aproxima-se de

1 1 0
L1 %
0 Y2 1

que tem um autovalor unitario, e para v, € [0;0, 1], dois autovalores préximos a 2 e

—%722. Assim a fatoragio de Cholesky de A + oI, onde a > 73, pode ser efetuada.

O exemplo anterior, mostra claramente que precisamos modificar os
elementos da diagonal, para evitar encontrar pivos negativos. Esta observacao con-
duziu a varias propostas de modificagao na fatoracao de Cholesky da forma A + E,
onde F é uma matriz diagonal. Estas aproximagoes sao aplicaveis a matrizes in-
definidas em geral, mas somente quando sao retidos todos os elementos na fatoragao.

Assim, novamente, perde-se a vantagem de se ter armazenamento previsivel.

Vérias modificacoes foram propostas para a fatoracao incompleta de

Cholesky aplicavel a matrizes positivas definidas em geral. A fatoracao de Cholesky
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incompleta citada por Manteuffel [22], para a matriz modificada
A=D"'"2AD'? D = diag(a;),

requer o calculo de um a > 0 adequado, para o qual a fatoracao de Cholesky incom-
pleta de A+al é bem sucedida. Manteuffell usou uma fatoracao com preenchimento
fixo e mostrou que se A+ ol for uma H-matriz, entao a fatoragao incompleta de
Cholesky de A+ oI serd bem sucedida. Porém, nao recomendou um procedimento

para determinar um « satisfatério. Jennings e Malik [29, p.31] propuseram usar

k k k k B 1 %
agi) = agi) —+ U|al(-j)], ag.j) = ag-j) —+ glagj)|,

5 & aliminado d s A6 simétri
se a,;° ¢ eliminado durante o k-ésimo passo e provaram que se a matriz A é simétrica
e positiva definida, esta modificacao garante que a fatoracao incompleta é bem
sucedida para algum o > 0. Alguns autores sugerem o = 1. Outra sugestao seria

usar o parametro w € [0, 1] com

k k k k k k
az(i) — agi) +w|a§j)], ag.j) = ag.j) +w|a§j)|,

e usar um processo de procura para determinar um w apropriado.

Uma estratégia alternativa é proposta por Chih Lin e Moré em [29], no
algoritmo 4.12, onde inicialmente a matriz é escalonada em norma-2 pelas colunas
de A. Se A possui colunas de zeros, entao o algoritmo é aplicado as submatrizes

com colunas nao zeros.

Jones e Plassman [26], usam uma aproximagcao similar em matrizes
positivas definidas, mas com p = 0 no algoritmo 4.12. Nesta aproximacao a matriz
A é escalonada como no algoritmo citado e gera-se um ap que inicia com oy = 0,
incrementando oy pela constante (1072). Se a matriz A possuir elementos diagonais
negativos, a matriz resultante pode vir a ser mal-condicionada, e esse motivo leva a
sugerir que o processo seja modificado, principalmente quando tratar-se de matrizes
indefinidas em geral. Também observa-se que a estratégia de incrementar ay por

uma constante, nem sempre garante a eficiéncia do processo.
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Uma versao mais recente do algoritmo 4.12, que pode ser encontrado
em [29, p.31], utiliza oy = a5 se min(a;) < 0e ay = %||121||OO Esta estratégia conduz
a conclusdo em no méaximo duas iteragoes (desde que A, seja diagonal dominante),
mas também tende a gerar um «p grande, e assim uma fatoracao incompleta de

Cholesky, que pode vir a ser um pré-condicionador nao muito eficiente.

Algoritmo 4.12 Fatoragcao Incompleta de Cholesky
(icfm)

1. escolha a; >0 e p>0
Calcule A= D™'2AD™'2, D = diag(||Aeil|2)

3. Fize og =0, se min(ay;) > 0;

sendo oy = —min(a;) + ;.
4. Para k=0,1,...,
d. use algoritmo 4.11 em A=A+ apl;
Se consequir ap = o, € Saia.
6. Use a1 = maz(20y, as)

A escolha de ay = 0 é certamente razoavel se A é positiva definida ou de
forma mais geral, se A tem elementos diagonais positivos. Como fazer uma escolha
razoavel do valor inicial de ag nao é uma tarefa simples se a matriz A for indefinida,

mas esta escolha de oy é mais garantida se Ay tem elementos diagonais positivos.

A escolha de a; precisaria estar relacionada ao menor autovalor da sub-
matriz de A definida por S, mas esta informacao nao é facil de ser avaliada. Lin e
Moré usaram s = 102 nos resultados numéricos. Também testaram com oz = 10°°
e obtiveram resultados semelhantes. A principal desvantagem da escolha de um ay
pequeno é que o algoritmo 4.12, possa vir a necessitar um numero muito grande de

iteracoes.

Nos testes aplicados por Lin e Moré [29], verificou-se que o tempo com-
putacional para a fatoracao incompleta de Cholesky depende de p e do niimero de
iteracoes requerida pelo algoritmo 4.12. Se as matrizes possuem elementos diago-
nais positivos, entao o nimero de iteracoes [, é relacionado diretamente ao valor

final ap, pela relacio ap = 2'~2a, para | > 1. Assim, os resultados mostram que em
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muitos casos o nimero de iteragcoes é pequeno, com um nimero maior de iteragoes

ocorrendo para p = 0.

Lin e Moré [29], afirmam que a fatoracdo incompleta de Cholesky
definida pelo algoritmo 4.11 existe quando A é uma H-matriz. Lembrando que

A € R™™™ é uma H- matriz se a matriz associada

Qi se 1 =]
M(A) — | ZJ’ . . ,
—lai|  se i#j

¢ uma M-matriz; ou seja, a inversa de M(A) é uma matriz ndo negativa. Nos

resultados seguintes, serd importante saber que uma matriz A € R"*", com a;; < 0,
para ¢ # j, ¢ uma M- matriz se e s6 se, hda um =z > 0 em R” tal que Az > 0.
Estes resultados mostram, em particular, que uma matriz estritamente diagonal

dominante é uma H-matriz.

Meijerink e Van der Vorst [32] provaram que se A é uma M-matriz,
entao a fatoragao incompleta LU (Cholesky) existe para algum padrao de esparsidade
pré-determinado S, e Manteuffel [31] estendeu esse resultado para H-matrizes com
elementos diagonais positivos. Porém estes resultados nao se aplicam ao algoritmo

4.11, pois o padrao de esparsidade S é determinado durante a fatoracao.

Para provar a existéncia da fatoracao proposta por Meijerink e Van
der Vorst [32], citada acima, observa-se que a cada fase da fatoracao incompleta de
Cholesky, no algoritmo (4.11), procura-se calcular um vetor v que aparece na forma

matricial

A= ) (4.32)
v B

Deletando algumas entradas em v, e executando a decomposi¢ao de Cholesky de A,

temos

T 1/2 a1/2 0 0

v B a2y a2y 0 B-— éwa
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onde w é o vetor obtido deletando entradas em v, e

P [ 0 (v —w)” -|
[ (v —w) 0 J
é a matriz erro. Esta descricao da fatoracao incompleta de Cholesky concorda com
o algoritmo 4.11, se associarmos « com o elemento diagonal a;;, e o vetor v com os
elementos calculados no primeiro lago do algoritmo 4.11 e armazenados em @, 1.p, ;-
Esta descricao condiz completamente com a fatoracao produzida pelo algoritmo
citado, se no lago final de algoritmo fossem calculados os elementos diagonais do
complemento de Schur
Lo p

B — —ww
«

(4.33)

a partir dos elementos diagonais de B e os componentes de w. No entanto, o algo-
ritmo usa todos os componentes de v. Conseqiientemente, esta descricao concorda

com o algoritmo 4.11 se o complemento de Shur (4.33) é substituido por
1
B — —(ww" + diag{(v — w)?}), (4.34)
«

onde diag{(v —w)?} é a matriz diagonal com entradas (v; — w;)?, e a matriz erro F

que é substituida por

0 v—w)’ 1
E = ( ) + —diag{(v — w)*}.
(v —w) 0 o
Desde que w; € {0,v;}, os elementos diagonais da equagao (4.34) concordam com

os elementos diagonais do complemento de Schur da matriz original (4.32)

Ambas as versoes do algoritmo 4.11 sao interessantes. A versao baseada
em (4.33) tem elementos diagonais maiores, diminuindo assim, as chances de obter
um pivo negativo quando as outras colunas sao processadas. Também se nota que
a versao baseada em (4.33) tem uma matriz de erro local menor e s6 depende da
magnitude dos elementos que foram eliminados. A versdo baseada em (4.34) é a

fatoracao incompleta de Cholesky, proposta por Jones e Plassmann.

Os resultados numéricos apresentados por Lin e Moré [30][secao 6],

mostram que a versao baseada em (4.33) tem um melhor desempenho.
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5 RESULTADOS

5.1 Problemas teste

Para os problemas teste foram utilizadas matrizes extraidas do Matrix
Market, da colecao Harwell-Boeing'. Cada problema foi denominado segundo sua
matriz de coeficientes e foram utilizadas as matrizes: NOS4, NOS5 e NOS7, do con-
junto LANPRO?; BCSSTKO01, BCSSTMO01, BCSSTK02, BCSSTMO02, do conjunto
BCSSTRUC1?; BCSSTK?22, BCSSTM22, do conjunto BCSSTRUC3%.

Nos conjuntos BCSSTRUC1 e BCSSTRUCS3, as matrizes sempre vém
em pares, sendo que a matriz K, representa a matriz de rigidez e a matriz M

representa a matriz de massa para modelamento de estruturas.

A seguir serao apresentadas, brevemente, cada uma das matrizes uti-

lizadas e a tabela 5.1, que descreve suas caracteristicas.

1. LANPRO: Equacoes lineares em engenharia estrutural. Lanczos com

reortogonalizagao parcial.

(a) NOS4: Aproximagao de elementos finitos para uma estrutura de

vigas.

(b) NOS5: Relatérios de projetos de construgdes com torres interli-
gadas. Cada viga é modelada como uma aproximagao de diferencas
finitas para o operador bi-harmonico com um extremo livre e outro

fixo.

(c) NOS6: Aproximacao de diferencas finitas para a equacao de

Poisson numa regiao modelada, com condicoes de contorno.

Thttp://www.math.nist.gov/MatrixMarket /colletions /hb.html
http://www.math.nist.gov/MatrixMarket /data/Harwell-Boeing/lanpro/lanpro.html
3http://www.math.nist.gov/MatrixMarket /data/Harwell-Boeing/bcsstrucl /besstrucl.html
*http://www.math.nist.gov/MatrixMarket /data/Harwell-Boeing /besstruc3 /besstruc3.html
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2. BCSSTRUCI: Matrizes de engenharia estrutural BCS (matrizes de au-
tovalores). Estas matrizes representam anélise dinamica em engenharia

estrutural. Foram extraidas de varios pacotes de engenharia estrutural,

como GT-STRUDL, MSC/NASTRAN e BCS ATLAS.

Alguns dos problemas coletados demonstram o efeito de técnicas de
engenharia estrutural padrao, como condensacao estatica e formulagoes

“ massa agregada”.

(a) BCSSTKO1 e BCSSTMO1: Problema teste pequeno.

(b) BCSSTKO02 e BCSSTMO02: Equipamento de perfuracao de petréleo
- condensado de forma estatica. Do problema de autovalores ge-

neralizado Koz = A\Mz.

3. BCSSTRUC3: Matrizes de engenharia estrutural BCS (problemas de
autovalores). Estes autoproblemas simétricos generalizados foram ex-
traidos de varios pacotes de engenharia estrutural, como GT-STRUDL,
MSC/NASTRAN e BCS ATLAS. Representam problemas interessan-
tes encontrados depois que o primeiro conjunto de matrizes de enge-

nharia estrutural foi coletado.

(a) BCSSTK22 e BCSSTM22: Sistema destinado a tecelagem; do pro-

blema de autovalor generalizado Kx = AMz.

Tabela 5.1: Caracteristicas das Matrizes Teste

Matriz Tamanho | Entradas K Tipo
NOS4 100 x 100 347 2,7e+03 | SPD
NOS5H 468 x 468 2820 2,9e+04 | SPD
NOS6 675 x 675 1965 8,0e+06 | SPD

BCSSTKO1 | 48 x 48 224 1,6e+06 | SPD
BCSSTMO1 | 48 x 48 48 inf SPS-D
BCSSTKO2 | 66 x 66 2211 1,3e+04 | SPD
BCSSTMO02 | 66 x 66 66 8,8 SPD

BCSSTK?22 | 138 x 138 417 1,7¢e4+05 | SPI
BCSSTM22 | 138 x 138 138 9,4e+02 | SPD
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Figura 5.1: Matrizes NOS4 e NOS5

Figura 5.2: Matriz NOS6

O vetor solucao utilizado em todos os problemas foi o vetor
= (1,1,...,1)T, para que pudéssemos conferir o resultado. No método RGMRES
utilizamos 2(® = (0,0,...,0)” e os valores ¢ = 5° e ¢ = 10 para estabelecer uma
comparacao entre as bases ortonormais. Como critérios de parada utilizamos um

residuo minimo de 1,0 x 107'% ou o mdximo de 5000 iteracoes.

5.2 Resultados numéricos

Os cédigos foram implementados no MatLab 5.3 e executados num

computador Pentium IV 1.5Gz com 128 MB de memoria, sob sistema operacional

5¢ representa a dimensdo da base ortonormal para gerar uma aproximacdo da solucdo.
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Figura 5.3: Matrizes BOSSTK01 e BCSSTMO01

Figura 5.4: Matrizes BOSSTK22 e BOSSTM22

Windows 98. Foram avaliados os pré-condicionadores de Jacobi, da fatoracao incom-
pleta LU (LUINC) e da fatoragdo incompleta de Cholesky (CHOLINC), estes dois
ultimos do préprio MatLab, aplicados aos métodos RGMRES e Gradiente Conju-
gado. O algoritmo usado por cholinc para computar o fator de Cholesky incompleto
¢ incomum. Dada uma matriz simétrica A, o procedimento cholinc chama no Mat-
lab o procedimento luinc que usa uma fatoracao LU incompleta com pivotamento.
A referéncia é feita em Saad [40]. As colunas da matriz triangular superior de U
que se obteve de luinc sao modificadas pela raiz quadrada do valor absoluto do ele-
mento diagonal naquela coluna, e a matriz modificada é entdo o incompleto (superior

triangular) fator de Cholesky.
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Os parametros utilizados para andlise nos testes foram: numero de
iteragoes, norma de r (residuo) e o tempo de processamento das iteragoes. Nao
foi analisado neste trabalho, o tempo de construcao e de implementacao dos pré-

condicionadores.

Nas tabelas apresentadas a seguir, observamos alguns resultados que

passaremos a analisar.

Tabelas referentes aos resultados do pacote LANPRO.

Tabela 5.2: Conjunto LANPRO - Método RGMRES

Matriz  Pré-cond. ¢ Iteracoes Residuo Tempo
NOS4 - 5 464 1,5002e-010 1,3700
- 10 134 9,9719e-011 1,1600
Jacobi 5 150 2,8543e-011 1,5400
10 58 2,3851e-011 1,2000
LUINC 5 030 5,1549e-012 0,3300
10 8 3,6089¢-012 0,2200
CHOLINC 5 4 1,3207e-012 0,0500
10 2 1,8832e-012 0,0600
NOS5 - 5 5001 1,8362e-004 32,1400
10 5001 4,0960e-004 74,8700
Jacobi 5 348 8,2264e-006 18,1800
10 7 7,4870e-006 7,8500

LUINC 3 5001 1,6231e+0,06  973,9300
10 5001 1,5919e+0,06  1855,6600

CHOLINC 5 18 2,2313e-007 1,7100
10 6 7,6098e-008 1,0400
NOS6 - Y 5001 3,0732e+001  1720,3200

10 5001 2,3606e+001 78,6500

Jacobi 5 5001 2,2943e4001  1729,0600
10 5001 2,3055e+001  967,9000

LUINC 3 5001 2,6316e+001  757,2800
10 5001 2,7551e4+001  1456,2900

CHOLINC 5 5001 1,9191e-003 1711,8100
10 2 2,9754e-006 0,1700

Conforme as tabelas 5.2 e 5.3, referentes ao pacote de matrizes LAN-
PRO, no RGMRES, para a matriz NOS4 ocorreu convergéncia em todos os casos,

sendo que o mais eficiente foi o obtido com o uso do pré-condicionador CHOLINC.
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Tabela 5.3: Conjunto LANPRO - Método do Gradiente Conjugado

Matriz  Pré-cond. Iteracoes Residuo Tempo
NOS4 - 90 9,9998e-011 0,0600
Jacobi 82 4,8622e-011 0,1600
LUINC 25 3,2116e-011 0,1100
CHOLINC 13 9,0098e-012 0,0600
NOS5H - 530 7,2749e-011 0,9900
Jacobi 312 7,8459e-011 2,6900
LUINC 5001 5,2177e+006 166,8100
CHOLINC 37 5,9086e-011 0,5500
NOS6 - 2065 9,2206e-011 3,2400
Jacobi 159 6,7246e-011 2,0300
LUINC 51 4,5072e-011 1,3700
CHOLINC 21 9,2066e-011 0,1700

Para NOS5 o RGMRES apenas foi eficiente com os pré-condicionadores de Jacobi
e CHOLINC, sendo que nao houve convergéncia com LUINC e este resultado foi
ainda pior que para o RGMRES nao pré-condicionado. Quanto a matriz NOS6 no
RGMRES quando usamos ¢ = 5, o que estda abaixo do padrao considerado como
ideal 10 < ¢ < 50, realmente nao observamos um resultado satisfatério. O nimero
limite de iteracoes nao foi suficiente para que houvesse convergeéncia e o tempo foi
excessivamente grande. Ja com ¢ = 10 tivemos um resultado muito bom, tanto no
que se refere ao niimero de iteracoes como ao tempo de processamento das mesmas.
Este fato comprova o que foi discutido no método RGMRES (cap 3), de que um
valor inadequado na escolha de ¢ leva a produzir uma seqiiéncia estacionaria de

residuos e a nao ocorrer convergencia.

Nas outras duas matrizes, o valor de ¢ = 10 levou a um niimero menor
de iteracoes, embora o fator tempo nao tenha sofrido significativa alteracao, talvez
pelo fato de que as matrizes eram um pouco menores e entao este aumento em c

nao altere muito os calculos.

Quanto ao método do GC, este mostrou ser bem eficiente para todas
as matrizes citadas, embora o RGMRES com ¢ = 10, tenha apresentado melhores

resultados em termos de numero de iteragoes. Pode-se observar que CHOLINC
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levou a um nimero reduzido de iteracoes e tempo, mostrando-se o melhor para as
trés matrizes e que a associacao GC-LUINC nao foi nada eficaz na matriz NOS5,

embora esta apresente caracteristicas muito proximas das outras.

Nas matrizes do pacote BCSSTRUCO1, tabelas 5.4 e 5.5, observamos
uma sensivel diferenca entre as matrizes K e M. As primeiras, BCSSTKO01 e 02 apre-
sentam um comportamento oposto em relacao a utilizacao dos pré-condicionadores
LUINC e CHOLINC. A primeira nao converge com LUINC, mas tem um bom
resultado ao se aplicar CHOLINC, quer seja no RGMRES ou GC. J& a matriz
BCSSTKO02 no RGMRES converge com LUINC mas nao converge com CHOLINC ao
utilizar ¢ = 5, porém, ao utilizarmos ¢ = 10, o ganho de tempo e a redugao no niimero
de iteracoes é bastante significativo. Esta mesma matriz no GC tem o resultado
oposto ao anterior, convergindo com a utilizacao de CHOLINC, embora com um
tempo e iteragoes nao tao boas quanto no RGMRES. Novamente observa-se que o
numero de iteracoes, a norma do erro e o tempo de execugao foram sensivelmente

melhorados ao aplicarmos o método RGMRES usando ¢ = 10.

Nas matrizes M, observamos que qualquer dos dois métodos, RGMRES
ou GC, resolveriam facilmente mesmo sem uso de pré-condicionadores, diretamente
por se tratarem em geral de matrizes diagonais, cuja solucao pelo método direto é
muito eficiente. O tinico inconveniente ocorre com a matriz BCSSTMO1, onde Jacobi

nao pode ser aplicado, provavelmente devido a existéncia de zeros na diagonal.

As tabelas 5.6 e 5.7 apresentam os resultados obtidos com as matrizes
do pacote BCSSTRUC3. A matriz BCSSTK22 no RGMRES nao obteve bons resul-
tados sem o uso de pré-condicionador ou ao associar o pré-condicionador LUINC,
porém ao utilizarmos Jacobi ou CHOLINC obtivemos uma pequena melhora nos
resultados. Para estas matrizes, no método RGMRES e comparando a utilizacao de
¢ =5 e c = 10, nao se observa um ganho tao significativo, pelo fato de trabalharmos
com matrizes de tamanho relativamente pequeno. Ja com o método do Gradiente
Conjugado, GC, os resultados foram sensivelmente melhores, principalmente com

o uso do pré-condicionador CHOLINC, onde o nimero de iteragoes e o tempo das
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mesmas foi bastante reduzido. Porém, nao se obteve bom resultado com a utilizacao
do pré-condicionador LUINC, onde nao ocorreu convergéncia em nenhum dos casos.
Nesta ultima tabela, um fato que deve ser observado é em relacao ao tempo. O
sistema adotado no Matlab desconsidera resultados tao pequenos, abaixo de 10~ °s

o que leva ao valor 0,00000 na tabela.

Para a matriz BCSSTM22 o resultado pode ser considerado o mesmo
que para as matrizes M do pacote anterior onde se poderia deixar de lado o uso de
qualquer pré-condicionador, apesar de se observar que o uso destes poderia diminuir
ainda mais o numero de iteracoes e o tempo para tal. Também observamos que o

residuo melhorou sensivelmente com o uso de pré-condicionadores

Um fato que vale ser ressaltado é que o método do Gradiente Conjugado
para esse tipo especifico de matrizes é bastante eficaz, e mesmo que em alguns
casos 0 numero de iteracoes tenha sido maior, o tempo de processamento nao foi
proporcionalmente maior. Concluimos que para matrizes SPD, tanto o GC quanto
o RGMRES sao eficazes, pois resolvem o sistema. Porém o GC é mais eficiente que
o RGMRES por apresentar menor custo computacional. No entanto se matrizes de
coeficientes dos sistemas fossem indefinidas, entao o método RGMRES com certeza,

apresentaria melhor desempenho, ou seja, mais eficiéncia, pois resolveria o sistema.
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Tabela 5.4: Conjunto BCSSTRUC1 - Método RGMRES

Matriz Pré-cond. ¢ Iteracoes Residuo Tempo
BCSSTKO1 - 5t 5001 1,2240e+004 14,2300
10 5001 3,1982e+4-001 35,4300
Jacobi 5 209 2,7250e-002 1,2600
10 5001 4,0503e+000 64,3700
LUINC 5 5001 2,9061e+011 38,0100
10 5001 3,6950e+011 77,1700
CHOLINC 5 19 1,5965e-003 0,1700
10 642 6,6708e-011 10,4400
BCSSTMO1 - 5 1 2,2015e-013 0,0000
10 1 2,2015e-013 0,0500
Jacobi 5 0 7,7460e+-002 1,8100
10 0 7,7460e+-002 0,1100
LUINC 5 1 6,6046e-013 0,0000
10 1 6,6046e-013 0,0600
CHOLINC 5 1 6,8390e-013 0,0500
10 1 7,9378e-013 0,1100
BCSSTKO02 - 5t 5001 1,5334e-007 22,5200
10 5001 2,4052e-006 49,5400
Jacobi 5 195 3,2166e-007 1,8100
10 93 3,1542e-007 1,7000
LUINC 5 1 1,8066e-011 0,0600
10 1 1,7151e-011 0.0600
CHOLINC 5 5001 2.1105e+002 129,1300
10 11 5,9269e-007 0,5000
BCSSTMO02 - 5 7 2,1748e-011 0,0600
10 3 3,6087e-012 0,0000
Jacobi 5 1 5,4336e-016 0,0000
10 1 5,4336e-016 0,0500
LUINC 5 1 5,4826e-016 0,0000
10 1 5,4826e-016 0,0000
CHOLINC 5 1 4,3802e-016 0,0000
10 1 3,9245e-016 0,0000
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Tabela 5.5: Conjunto BOSSTRUC1 - Método do Gradiente Conjugado

Matriz Pré-cond. Iteracoes Residuo Tempo
BCSSTKO1 - 192 9,641e-011  0,0500
Jacobi 81 5,3750e-011  0,0500

LUINC 5001 1,0198e+010  6,0400

CHOLINC 36 1,2953e-011  0,0600

BCSSTMO1 - 2 2,7519¢-014  0,0600
Jacobi 1 - 0,3300

LUINC 1 0,0000e4-000  0,0000

CHOLINC 1 1,9691e-013  0,0000

BCSSTKO02 - 79 3,7576e-011  0,1100
Jacobi 64 5,0072e-011  0,1600

LUINC 5001 5,5634-002 33,1800

CHOLINC 28 3,3789%-011  0,1100

BCSSTMO02 - 12 2,6067e-015  0,0000
Jacobi 1 1,6997e-017  0,0000

LUINC 1 0,0000e+4-000  0,0000

CHOLINC 1 3,1277e-016 00,0000

Tabela 5.6: Conjunto BOCSSTRUCS - Método RGMRES

Matriz Pré-cond. ¢ Iteracoes Residuo Tempo
BCSSTK22 - 5 5001 2,1794e+001 25,2700
10 5001 1,5709e-002 39,7100
Jacobi 5 391 2,5324e-005 7,4700
10 104 5,8312e-005 2,6400
LUINC 5 5001 2,2445e+007 108,4200
10 5001 3,2489¢+006 155,5500

CHOLINC 5 9 1,8012e-006 0,1600

10 3 1,5020e-006 0.0600

BCSSTM22 - 3 192 9,56874e-011 0,6100
10 39 9,9597e-011 0,3300

Jacobi 3 1 1,4553e-017 0,0000

10 1 1,4553e-017 0,0000

LUINC 5 1 2,4558e-017 0,0500

10 1 2,4558e-017 0,0000

CHOLINC 5 1 7,7084e-018 0,0000

10 1 7,7084e-018 0.0000
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Tabela 5.7: Conjunto BOSSTRUCS - Método do Gradiente Conjugado

Matriz Pré-cond. Iteracoes Residuo Tempo
BCSSTK22 - 514 4,9452e-011  0,3300
Jacobi 145 9,2376e-011  0,3300

LUINC 5001 2,3674e+007 14,5000

CHOLINC 22 1,8852e-011  0,0000

BCSSTM22 - 59 8,9455e-011  0,0000
Jacobi 1 2,5378e-018  0,0000

LUINC 1 0,0000e4-000  0,0000

CHOLINC 1 4,1691e-018  0,0000
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6 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Com relacao ao método iterativo usado em cada tipo de problema, nao
verificamos, na bibliografia pesquisada, nenhuma regra que estabeleca qual deva ser
usado em cada um dos casos. A escolha do melhor método, ou seja o de menor custo
computacional, que necessite de um nimero menor de iteracoes para aproximar da
solucao exata é, muitas vezes, mais uma questao de experiéncia ou até mesmo de
sorte. Mesmo assim, em alguns casos especiais ¢ possivel estabelecerem-se alguns
critérios de comparacao entre os métodos e condicoes suficientes para a convergéncia,
de aplicacao relativamente simples e que facilitam a decisao prévia pelo melhor

método.

O uso de pré-condicionadores, associados aos métodos iterativos, que
podem vir a melhorar a eficiéncia dos métodos iterativos, também depende de certa
experimentacao anterior para que se possa definir qual deva ser usado em cada um

dos casos.

O que observamos neste trabalho, em relacao principalmente aos dois
métodos explorados, mais especificamente, o método do Gradiente Conjugado (GC)
e 0 método do Residuo Minimo Generalizado em sua versao reinicializada (RGM-
RES), utilizados nos testes, é que para sistemas cujas matrizes de coeficientes sao
simétricas e positivas definidas, o GC normalmente é mais eficaz. O RGMRES é
considerado muito eficiente para resolver sistemas nao simétricos e nao singulares,

por sua vez o GC nao os resolveria.

Sobre os pré-condicionadores das fatoragoes incompletas, aplicados em
matrizes principalmente esparsas, o principal problema observado pelos autores
pesquisados, foi o fato de no decorrer da eliminacao de certos elementos alguns
pivos encontrados serem nulos, o que podia interromper os calculos, devido a di-

visao por zero, ou negativos que nao resultavam em uma matriz também simétrica
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e positiva definida. Este fato em alguns casos, diminuiu a precisao dos calculos,

fazendo com que a convergencia esperada nao ocorresse.

Observamos que para matrizes SPD, tanto o GC quanto o RGMRES
sao eficazes, pois resolvem o sistema, mas o GC é mais eficiente, pois tem menor
custo computacional (o nimero de operagoes aritméticas de ponto flutuante por
iteragdo é menor que o do RGMRES). Para o caso de matrizes nao-simétricas, o
RGMRES ¢é mais eficaz, pois resolve o sistema, enquanto o GC, na maioria dos

casos nao é, pois nao consegue resolver o sistema.

Para os proximos trabalhos, julgamos que a aplicagao dos pré-condicio-
nadores obtidos com fatoracoes incompletas em sistemas cuja matriz de coeficientes
nao satisfacam as condigoes aqui analisadas, ou a aplicacao dos mesmos em com-
putadores com memoria compartilhada ou computacao paralela, poderiam resultar
em uma analise mais pormenorizada em relacao aos métodos que aqui procuramos

expor. Deste modo deixamos como sugestao para trabalhos futuros:

1. Fatoragoes incompletas em matrizes nao-simétricas.

2. A paralelizacao das fatoracoes incompletas LU e de Cholesky

3. A associagao dos pré-condicionadores das fatoragoes incompletas a ou-

tros métodos iterativos.
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