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RESUMO

Este trabalho ¢ uma contribui¢do para o conhecimento de metodologias de projeto de
estruturas de material composto, aplicando métodos de otimizagdo estrutural a cascas laminadas
e apresentando uma estratégia em dois niveis.

No primeiro nivel ¢é realizada a minimizacdo da flexibilidade da estrutura, tendo como
varidvel de projeto a orientagdo de cada ldmina da estrutura. Utiliza-se Programacdo Linear
Seqiiencial (SLP) e direcdo de tensdo principal para otimizacdo da orientacdo. No segundo nivel
minimiza-se o volume de cada lamina, usando a flexibilidade total da estrutura como restri¢do e
a densidade relativa como variavel de projeto, também através de SLP. Para evitar aparecimento
de areas com densidades intermediarias, utiliza-se um Método de Continuacao, dividindo o nivel
de otimizagdo topologica em duas ou mais etapas. As formula¢des desenvolvidas permitem a
solugdo de problemas com multiplos casos de carregamento.

Para a solugdo da equacao de equilibrio de casca laminada, utiliza-se um elemento finito
de casca degenerado de oito nds com integragdo explicita na dire¢do da espessura. A
implementagdo desse elemento ¢ feita de modo a facilitar a obtengdo das derivadas da matriz de
rigidez, necessarias na linearizacdo das fungdes objetivo e restrigdes. Evita-se assim o uso de
derivadas numéricas.

Resultados para vérios tipos de estrutura sdo apresentados, incluindo comparagdes entre
diferentes carregamentos, condigdes de contorno, nimero de laminas, espessuras, etc. As

solugdes obtidas, formas de andlise e possiveis aplicagdes sdo discutidas.
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ABSTRACT

“TWO-LEVEL OPTIMIZATION OF ORIENTATION AND TOPOLOGY OF
LAMINATED SHELLS”

This work is a contribution to the knowledge of design methods for composite structures,
applying structural optimization techniques to laminated shells. A two level strategy is presented.

The structure compliance is minimized in the first level, using the ply orientation as
design variable. Sequential Linear Programming (SLP) and the main stress directions are used to
optimize the orientation. In the second level the volume of each ply is minimized, using the
structure compliance as constraint and the relative density as design variable, also through SLP.
A Continuation Method is used to avoid the problem of intermediate densities, dividing the
topology optimization level in two or three steps. The formulation developed allows the solution
of multiple load cases problems.

An eight node degenerated shell finite element with explicit integration on the thickness
direction is used to obtain the solution of the laminated shell equilibrium equation. This
particular element was chosen to ease the calculation of stiffness matrix sensitivities, needed for
the objective function and constraints linearization, thus avoiding the use of numerical
differentiation.

Results for many types of structures are shown, including comparisons between different
loads, boundary conditions, number of plies, thickness, etc. The solutions obtained, analysis

approaches and possible applications are discussed.
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1. INTRODUCAO

As crises econdmicas que se sucedem no mundo inteiro nas ultimas décadas t€m
acelerado a busca de métodos e processos que venham a gerar a melhor relagdo custo-beneficio
nas mais diversas areas, tais como a econdmica, a produtiva, a administrativa, etc. Isso leva, por
exemplo, a construcdo de motores mais eficientes e menos poluentes, ao projeto de estruturas
com menores coeficientes de seguranga, ao desenvolvimento de materiais sintéticos que tenham
as propriedades especificas para cada aplicacdo as quais eles se destinam, e como conseqiiéncia,
ao desenvolvimento de métodos de projeto mais eficientes.

No campo dos novos materiais estdo a ganhar importancia os materiais compostos, em
que se combinam materiais com diversas propriedades. Estas, quando em conjunto, permitem
obter o melhor comportamento da estrutura para determinado tipo de aplicagdo. O uso de
materiais compostos ¢ uma das técnicas usadas pelo homem e que pode ser observada na
natureza. Através dos milhdes de anos de evolugdo das espécies animais e vegetais, pode-se
observar uma série de exemplos em que estruturas sdo feitas de materiais compostos, € que tém

suas propriedades definidas de acordo com a aplicagdo a que se destinam. Musculos, 0ssos,

fibras vegetais em bambus, etc. sdo exemplos claros de materiais compostos por fibras que tém
uma resisténcia maior na direcdo em que sdo mais solicitadas, e muito menores nas outras
diregoes.

Mas apesar de o homem usar materiais compostos por milhares de anos, apenas na ultima
metade do século XX ¢ que se viu o desenvolvimento de materiais compostos com alta
tecnologia [Tsai, 1992]. Filamentos de boro, por exemplo, foram desenvolvidos nos anos 60 em
programas da Forca Aérea Americana para promover o uso de materiais compostos em estruturas
aeronauticas. O estabilizador horizontal do F-14A foi o primeiro componente capacitado a uso
em voo [Dastin, 1979]. O emprego em outras aeronaves militares se seguiu, € nos anos 80 o
Boeing 767 apresentava aproximadamente 2 toneladas de material composto nas vigas do piso e
nas suas superficies de comando. O cargueiro soviético Antonov 124 tem um total de 5,5
toneladas de material composto na sua estrutura, sendo 2,5 toneladas de compostos de carbono.

Em 1986, a Voyager, uma aeronave totalmente feita de material composto, bateu um
record de volta ao mundo sem pousar. Seu principal projetista, Burt Rutan, se tornou conhecido
por este e varios outros projetos de aeronaves em material composto. As novas aeronaves leves
projetadas (destinadas a competi¢des, lazer e transporte de pequeno nimero de passageiros) tém

toda a estrutura ou grande parte dela fabricada em fibra de carbono ou fibra de vidro. Entre estas



podem-se citar o Cirrus SR-20/22, Lancair 300 Columbia ¢ Diamond Star DA40. Na area de
vdo-a-vela, o uso macigo desse tipo de material j4 ¢ comum ha muito tempo, e praticamente nao
se encontram mais planadores que ndo sejam fabricadas com material composto.

Dastin, em 1979, ja apresentava um valor tipico para a redu¢do de peso em aeronaves
militares na ordem de 20% devido ao emprego de material composto, além de apresentar
diversos exemplos de aplicagdo de material composto na aviagcdo. No final da década de 60 as
aplicacdes de material composto eram feitas quase que exclusivamente na indistria aeronautica,
como pode ser visto nos trabalhos apresentados na primeira ASTM Conference on Composite
Materials, em 1969 [Tsai, 1978]. J4 na quinta conferéncia, em 1978, aplicagdes automotivas
comecam a aparecer. Além disso, a tecnologia desenvolvida levou também ao emprego em
diversas outras areas, como na fabricagdo de equipamentos esportivos (raquetes, bicicletas de
alta performance, esquis, tacos de golf, pranchas de surf, entre outros).

E de se notar também que na década de 60, o projeto de estruturas de material composto
tinha uma caracteristica mais heuristica que cientifica, o que talvez se explique pela forma de
pensar dos projetistas, ainda acostumada a trabalhar com metais isotropicos. O projeto dessas
estruturas laminadas, portanto, era feita de maneira heuristica, muito rudimentar, ¢ dependendo
bastante da experiéncia do projetista. Essa maneira de projetar ndo permitia utilizar todas as
vantagens oferecidas pelos materiais compostos laminados.

Os métodos de otimizagdo estrutural sdo outra forma de melhorar a fase de projeto de
estruturas. Ao otimizar uma estrutura, o engenheiro deixa de apenas analisar um projeto na
tentativa de evitar que aconteca a falha no tempo de servigo especificado. Essa ferramenta de
projeto permite ndo apenas diminuir custos de fabricacdo, mas também diminuir custos de
operagdo, ao melhorar a performance dos componentes e sistemas sendo criados. A otimizagao
em geral ¢ uma ferramenta bastante flexivel pois € possivel melhorar o projeto em varios
sentidos, dependendo do que se escolhe como objetivo, restricdes, variaveis de projeto, etc.

A aplicacdo desses métodos encontra um campo muito fértil na area de materiais
compostos, devido a grande quantidade de parAmetros que estdo envolvidos no projeto. E
possivel, por exemplo, buscar a melhor orientacdo de cada lamina de material composto para
cada tipo de carregamento aplicado a estrutura, além de também buscar a melhor espessura de
cada camada, ou ainda a melhor seqiiéncia de laminagdo. Esse tipo de estudo ainda estd em
aberto, permitindo avangos em vdrias dire¢cdes. Diversos métodos de otimizagdo continuam
sendo desenvolvidos, disponibilizando muitas formas de aplicagdo ao projeto de materiais

compostos laminados.



O problema de reducao de peso de aeronaves foi enfrentado pelo autor durante o periodo
em que trabalhou na industria aerondutica, no desenvolvimento de uma aeronave de treinamento
feita de material composto. Isso motivou a realizagdo deste trabalho, que foi norteado pela
necessidade de que os métodos a serem desenvolvidos pudessem ser aplicados a problemas reais
encontrados na industria, € ndo apenas académicos.

Deve ser ressaltado também que este trabalho foi feito dentro de um grupo de pesquisa
em otimiza¢do topologica, pertencente ao GMAp, Grupo de Mecanica Aplicada, do
Departamento de Engenharia Mecanica da UFRGS. A parte de otimizag¢do topoldgica aqui
desenvolvida pode ser considerada como uma extensdo de trabalhos de outros pesquisadores do
GMAp, como os de Fonseca, 1997, Cardoso e Fonseca, 1999, Cardoso, 2000, Guilherme, 2001,
e Sant’Anna, 2002.

1.1. OBJETIVOS

Este trabalho tem como um objetivo geral contribuir para o conhecimento na area de
otimizacdo estrutural de cascas laminadas, através da determinagdo de estratégias alternativas
para tal. Os objetivos especificos podem ser entdo listados da seguinte maneira:

a) implementar um elemento finito para calculo de cascas laminadas que possa ser usado

em algoritmos de otimizagdo estrutural;

b) implementar a otimizagdo da orientagdo de cada lamina de uma casca laminada,

considerando multiplos casos de carregamento;

c) implementar a otimizagdo topoldgica de cada de cada ldmina de uma casca laminada,

também considerando multiplos casos de carregamento;

d) desenvolver uma estratégia de otimizagdo em dois niveis, onde cada nivel

compreende um dos dois itens acima;

e) testar os métodos desenvolvidos em diversos tipos de estruturas, comprovando assim

a eficiéncia da metodologia proposta.

Ao ter como objetivo a andlise de cascas, espera-se ser possivel com a mesma
metodologia analisar estruturas mais simples. Isto porque cascas podem apresentar
comportamento de estruturas como membranas e placas planas, sendo que uma metodologia que
possibilite o estudo de um campo mais amplo de estruturas € interessante para o projetista. Para a
solucao da equacao de equilibrio de casca laminada, ¢ utilizado o Método dos Elementos Finitos
(MEF), através de um elemento finito de casca degenerado com oito nds e com integracdo

explicita na espessura.



Sao discutidos aqui alguns métodos de otimizagdo, tanto dimensional como topologica,
permitindo que sejam desenvolvidas estratégias proprias para a busca de um projeto com o
menor volume possivel das laminas otimizadas, respeitando restri¢cdes de flexibilidade. Resolve-
se entdo o problema de otimizagdo da orientagdo e da topologia de cada lamina da casca
laminada. Para tanto foi implementada uma estratégia em dois niveis, com objetivos e varidveis
de projeto diferentes em cada nivel. Em um primeiro nivel minimiza-se a flexibilidade da
estrutura, permitindo que a minimiza¢do do volume no nivel seguinte seja mais eficaz, ao

considerar restrigdes de flexibilidade maxima desejada.

1.2. ORGANIZACAO DO TRABALHO

Este trabalho estd dividido basicamente em trés partes: a formulagao do elemento finito
de casca utilizado para a solugdo de equilibrio de cascas laminadas, a apresentacdo e
desenvolvimento dos métodos de otimizagao utilizados e a apresentacdo dos resultados.

No capitulo dois apresenta-se a formulagdo do elemento finito utilizado. Inclui uma
revisdo rapida de elasticidade linear infinitesimal, defini¢do dos sistemas de coordenadas e uma
revisdo sobre relagdes constitutivas para materiais ortotropicos.

No capitulo trés ¢ feita uma revisdo sobre otimizagdo estrutural, dando énfase a
otimizagdo topoldgica, com apresentacdo de conceitos basicos e de alguns dos métodos de
solugdo mais utilizados. E incluida também uma apresentacio de alguns problemas encontrados
na otimizagao topoldgica. No quarto capitulo esta o desenvolvimento dos diferentes métodos de
otimizagdo utilizados no presente trabalho, com desenvolvimento da formulacdo e obtencao das
diversas derivadas. Antes de passar a descri¢do das estratégias em si, uma pesquisa sobre
trabalhos relacionados com o assunto ¢ apresentada.

Os resultados obtidos estdo no capitulo 5, buscando mostrar a aplicagdo a varios tipos de
estruturas. Sao comparados valores obtidos para a redu¢do da flexibilidade e do volume, de
acordo com a variagdo de diversos parametros de calculo. Sdo também discutidos problemas
surgidos na analise e algumas maneiras de evita-los.

Nos apéndices estdo apresentados os resultados dos testes realizados para validagdo do
elemento finito implementado, assim como a forma de obtencdo dos diversos sistemas de
coordenadas envolvidos no célculo por elementos finitos e uma comparagdo com alguns

resultados de otimizagao topoldgica e da orientacao encontrados na literatura.



1.3. MATERIAL COMPOSTO LAMINADO

Materiais compostos podem ser considerados aqueles formados por dois ou mais
materiais ou fases de diferente constituicdo e com propriedades fisicas e mecanicas diferentes
entre si. Essas combinagdes sdo feitas de modo a se obter um material com um comportamento
resultante que ndo podem ser satisfeitas pelos materiais convencionais [Agarwal e Broutman,
1990]. Existem ligas metélicas que resultam da combina¢do de materiais metélicos diferentes,
mas estes possuem propriedades aproximadamente iguais. Alguns plasticos que sdo misturados
com aditivos por questdes de custos sO sdo considerados materiais compostos se suas
propriedade fisicas forem afetadas substancialmente.

Os compostos apresentam uma fase descontinua, chamada de reforco, embebida em uma
fase continua, chamada de matriz, e sua distribuicdo e interagdo vao determinar as propriedades
finais do material. Esses materiais normalmente sdo classificados de acordo com a geometria do
material de reforco, e diversas classificagdes semelhantes podem ser encontradas, como por
exemplo a de Callister, 1985 (citado por Tita, 1999), que os divide em compostos refor¢ados por
particulas, compostos reforcados por fibras e compostos estruturais. Uma subdivisdo desses
ultimos separa em compositos estruturais do tipo sanduiches e compositos estruturais laminados.
Agarwal e Broutman, 1990, dividem os materiais compostos em compostos reforcados por
particulas e compostos refor¢cados por fibras. Os materiais compostos laminados fazem parte
desse ultimo grupo. A classificagdo de Dietz, 1969 [Cardoso e Fonseca, 2000], separa os
materiais compostos em trés grupos, os materiais fibrosos, materiais particulados e materiais
laminados.

Sdo de interesse para este trabalho apenas os materiais compostos laminados, que
consistem de diversas laminas fibrosas simples onde a orientagdo e o material de cada uma varia
de acordo com o projeto estrutural. Em Jones, 1975, ha uma defini¢do da terminologia utilizada
no estudo de materiais compostos laminados refor¢ados por fibras. A lamina ¢ definida como
sendo um arranjo plano (ou curvo, no caso de cascas) de fibras unidirecionais ou tecidos em uma
matriz (Figura 1.1). Um laminado ¢ uma seqiiéncia de laminas com diversas orientagdes das
diregdes principais do material, como na Figura 1.2. Laminados podem ser compostos de
camadas de diferentes materiais ou camadas de diferentes laminas refor¢adas por fibras. Nesse
ultimo caso, as laminas sdo normalmente coladas juntas usando o mesmo material da matriz das
laminas. As fibras e as matrizes usadas em material composto podem ser tanto metélicas como
ndo-metalicas, sendo que as fibras normalmente usadas sdo metais como aluminio, cobre, ferro,

niquel, aco e titanio ou materiais organicos como vidro, carbono, béro e grafite [Reddy, 1997].
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Figura 1.1. (a) Lamina com fibras unidirecionais. (b) LaAmina em tecido com fibras transversais.

Os materiais compostos laminados tém grande aplicacdo na industria aeroespacial como
estruturas primarias ou secundarias devido a sua alta razdo resisténcia / peso. H4 uma relagao
entre a resisténcia e rigidez do material e a orientacdo e espessura de cada camada. Com um
projeto apropriado da seqiiéncia de laminagdo, ¢ possivel construir laminados que resistam da
melhor maneira possivel aos diversos carregamentos aplicados sobre determinado elemento
estrutural. Assim, os fatores de seguranca serdo menores, mais satisfatorios, e ndo havera sobra

de material na estrutura. Isso leva, portanto, a redu¢do de peso da estrutura em relacdo ao uso de

materiais isotropicos, como € o caso de metais.

.

Figura 1.2. Um laminado com liminas com diferentes orientacdes.

Os métodos e estratégias adotadas no restante do trabalho foram implementados com o
objetivo de trabalhar com materiais compostos laminados, tendo como uma de suas aplicagdes
mais comuns, as superficies aerodindmicas de uma aeronave. Estas sdo tipicamente cascas,
devido a sua curvatura. Entretanto, tudo pode ser estendido ao projeto de outros tipos de

estruturas, como placas ou vigas, e com materiais laminados com qualquer tipo de ldmina

ortotropica.



2. SOLUCAO DAS EQUACOES DE EQUILIBRIO

O M¢étodo dos Elementos Finitos (MEF) ¢ uma das formas de se solucionar as equagdes
de equilibrio da elasticidade linear infinitesimal, que é coberta por este trabalho. Para a
compreensdo do que estd sendo resolvido pelo MEF, ¢ necessario uma breve descri¢do das
equagdes de equilibrio e de sua obtencdo. Uma boa fonte de consultas a respeito da teoria de
Mecéanica dos Soélidos e elasticidade linear pode ser encontrada em Spencer, 1980 e Atkin e Fox,
1980. Em relagdo ao método dos elementos finitos, bons textos podem ser encontrados em

Hughes, 1987, Zienkiewicz e Taylor, 1991 e Bathe, 1995.

2.1. ELASTICIDADE LINEAR INFINITESIMAL

O problema de elasticidade linear infinitesimal pode ser identificado na Figura 2.1: um
corpo ocupando um dominio €2, sujeito a carregamento em tragdo t na sua superficie [, , com
condigdes de contorno determinadas em sua superficie I',, ¢ com for¢a de corpo b sendo aplicada
em todo o dominio Q, apresenta um campo de deformagao €, de tensdo ¢ e de deslocamento u.

As seguintes equagdes podem entao expressar as variaveis o corpo definido dessa maneira:

aG—”‘+ pb,=0 emQ
Xk

G, = Cijklgkl

 ou
g, =1 M, M oo , 2.1)
T2\ o, ox

ui(xl,xz,xS)zu? (xl,xz,x3), ‘v’(xl,xz,x3)e r

u

G,n; :ti(xl,xz,x3), ‘v’(xl,xz,x3)e I,

onde G ; sdo as componentes de o, que ¢ o tensor de tensdes de Cauchy, € ; sdo as componentes

de €, o tensor de deformacdes especificas, x; sdo as coordenadas de um ponto qualquer do corpo,
~ 0 ~

u; sdo as componentes de u, o vetor de deslocamento de um ponto no corpo, u; sdo o0s

componentes do vetor u’de deslocamentos prescritos em I, n; sdo as componentes de n, o vetor

normal a superficie em I',. A primeira equagdo em (2.1) ¢ a equagdo de equilibrio, a segunda
equacdo ¢ a relacdo constitutiva, a terceira ¢ a relacdo cinemadtica, e as duas ultimas sdo as
condi¢des de contorno. Como se estd considerando deformacgdes infinitesimais, ndo se faz

distin¢do entre as coordenadas de um ponto antes e depois da deformagao.



O principio dos trabalhos virtuais (PTV) fornece meios para a obtencdo de equacdes
governantes de sistemas estruturais, dados em (2.1). Para demonstrar isto, se multiplica a

equacdo de equilibrio por um deslocamento virtual du. Ao integrar no dominio, tem-se:

.[ aG_ik.,.pbi oudQ =0 , You. (22)
el ox,

Figura 2.1. Problema de elasticidade linear infinitesimal.

Aplicando integracdo por partes generalizada ao primeiro termo entre parénteses de (2.2),

de modo a baixar a ordem da derivada de o, obtém-se:
[ c:&sdQ=j b3udQ+ [ tdudl' , Vau (2.3)
Q Q r
onde o termo do lado esquerdo ¢ o trabalho virtual interno e o do lado direito ¢ o trabalho virtual

externo. Mostrando-se que ambos sdo iguais, o equilibrio ¢ satisfeito. Inserindo a relacdo

constitutiva e a relagao cinematica de (2.1) no primeiro termo de (2.3) chega-se a:

8uj

o, |
| Lpow e Lhou, dQ=[ b3udQ+ | tudl , You.  (24)
@2( ox;, ox 2 ox, O, Q r

Para a elasticidade anisotropica, aonde se consideram as diversas simetrias de Cyy , €

possivel simplificar a expressdo acima escrevendo-se:

RGO =[ bSudQ+|[ tdudl , Véu. (2.5)
Qox, " ox, Q r

Utilizando o MEF, o dominio ¢ dividido em elementos, cada um ocupando um dominio
Q°, e contendo um determinado numero de nds. Através do método de Galerkin [Zienkiewicz e
Taylor, 1991] o campo de deslocamentos reais u e virtuais du ¢ interpolado em funcao de seus

valores nos nos de cada elemento. Muitas vezes, entretanto as incognitas do problema nao sdo

apenas os deslocamentos nodais, mas podem ser também rotacdes definidas em cada nd, como ¢



o caso do elemento implementado neste trabalho. Entdo, no lugar de u ¢ du, passa-se a utilizar

aqui q e dq, sendo que o vetor de incognitas inclui as seguintes variaveis:
T
qz{ul,uz,u3,91,92} (2.6)
onde 0, ¢ 0 sdo as rotagdes no nods, definidas na se¢do 2.6.1.
As fungdes interpoladas sdo dadas entdo por:

0q~dq,,
onde o indice maiusculo “I” indica o ndé em questdo. A forma das fungdes ¢, chamadas de

funcdes de interpolagdo, dependem do tipo de elemento finito utilizado. Inserindo (2.7) e

eliminando dq, a equacao (2.5) fica simplificada para:

Ki[qujJ =1, (2.8)
onde Kj;; ¢ a matriz de rigidez do sistema, expressa por:
8d)zl C a(1)1(.1 dQ , (29)

thJ o ijkl
Ox; ox,
e fi; € o vetor de forcas aplicadas sobre o corpo, incluindo forcas externas e forgas de corpo:

f, = [ bo,dQ+] to,dT . (2.10)

Resolvendo-se a equacdo (2.8), obtém-se o campo de deslocamentos. A partir dai, €
possivel obter também os campos de deformacdo e de tensdo. O campo de deformacgdo de cada
elemento ¢ dado por:

£ =Bq°. (2.11)
onde B é a chamada matriz de transformagdo de coordenadas, calculada em cada elemento do
dominio. Essa matriz ¢ muito importante para a formulagdo de cada tipo de elemento finito, pois
¢ na sua montagem que estardo definidas as estratégias para uma boa performance do elemento,
como a aplicacdo de integracdo reduzida, seletiva, etc. [Hughes, 1987]. A montagem da matriz

utilizada neste trabalho esta na se¢do 2.6.2.

2.2. ELEMENTO FINITO DE CASCA LAMINADA

Os primeiros trabalhos sobre calculo de cascas apareceram ainda no século XIX, com
Love, 1944. Na formulagdo de sua teoria, varias hipoteses simplificadoras foram utilizadas,
como por exemplo: considerava-se que a casca ¢ fina, ou seja, que sua espessura ¢ muito
pequena em comparagdo com seu menor raio de curvatura; as deflexdes sao pequenas, de ordem

de grandeza menor que a espessura; as tensdes normais transversais sdo desconsideradas; as
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normais as superficie média permanecem normais e inextensiveis apds a deformacdo. Mais tarde,
na metade do século XX, Reissner, 1945, e Mindlin, 1951, apresentaram teorias na qual se
consideravam as tensdes normais transversais € as normais as superficies médias deixavam de
ser normais apds a deformagao.

Os primeiros elementos finitos de casca se basearam nas teorias de Love, mas estes se
mostraram limitados, se aplicando unicamente ao célculo de cascas finas, com cisalhamento
transversal desprezivel [Mourdo, 1991, Donea e Belytschko, 1992]. O principal problema ¢ que
Love utilizou equacdes de quarta ordem, o que implica na necessidade de derivadas de segunda
ordem nas relagoes deformagdo-deslocamento, exigindo fungdes de interpolagdo com primeira
derivada continua, ou seja, campos C'. No caso de elementos quadrilaterais, isso significa o uso
de polindmios de Hermite.

Uma classe de elementos, chamados de elementos discretos de Kirchhoff ( ou “discrete
Kirchhoff elements”) foi desenvolvido como alternativa para solucionar alguns desses
problemas. Nesses elementos, se assumem campos separados paras as curvaturas o e 3 (sendo o
igual a derivada da deflexdo em relacdao a x; e B a derivada da deflexdo em relagdo a x,) e as
restricdes sdo aplicadas apenas em determinados pontos, eliminando varidaveis nodais [MacNeal,
1998]. Alguns elementos bem sucedidos incluem triangulos (DKT, “discrete Kirchhoff
triangles™) [Strincklin et al., 1969] e quadrilateros (DKQ, “discrete Kirchhoff quadrilaterals™)
[Lyons, 1977, apud Hrabok e Hrudey, 1984], mas o mais conhecido ¢ o elemento semiloof de
Irons, 1976.

No final da década de 60 surgiu o conceito de andlise de cascas através de elementos
solidos degenerados, que permitem resolver muitos dos problemas acima citados, e também
conseguem evitar o uso de complexas teorias de casca. Ahmad et al., 1970, partiram de
elementos tridimensionais quadraticos e cuibicos e montaram elementos de 9 a 12 nds,
considerando ainda a hipétese de Love, em que as normais a superficie média permanecem
normais ap6s a deformacdo, e ndo ha tensdes normais transversais. Os resultados, entretanto,
ainda eram deficientes para cascas finas, resultando em excessiva rigidez e baixa taxa de
convergéncia.

Zienkiewicz et al., 1971, inseriu a integracdo reduzida do cisalhamento transversal,
utilizando um elemento de 8 nds, numa continuagdo do trabalho do Ahmad. A partir dai houve
um grande aumento de trabalhos tratando de elementos de casca, estudando diversos aspectos,
como nado-linearidade geométrica e material, controle de modos espurios e controle de
travamento de cisalhamento e de membrana. Pode-se citar Hughes et al., 1977, Tessler e

Hughes, 1983, e Stolarski et al., 1985.
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Outros trabalhos estenderam os conceitos acima para cascas laminadas. Panda e
Natarajan, 1991, utilizaram integracdo numérica tridimensional (2x2x2) em cada camada do
elemento. A matriz de rigidez de cada camada ¢ entdo somada para a obtencdo da matriz
completa do elemento e posterior sobreposi¢do para obten¢do da matriz global. Isto resulta em
um consideravel aumento no tempo computacional, o qual ¢ linearmente proporcional ao niimero
de camadas, fazendo com que esse método seja ineficaz quando o nimero de camadas ¢ grande.

Estruturas com grande niimero de camadas sdo bastante comuns, e portanto torna-se
atrativo o uso de esquemas de integragdo explicita na dire¢do da espessura. Isso torna-se possivel
através de uma aproximacdo das componentes do inverso do Jacobiano em relacdo a sua
variacdo através da espessura, que podem ser consideradas constantes ou que variem
linearmente. O nivel de aproxima¢do dependera de parametros geométricos, particularmente da
relacdo raio-espessura.

Milford e Schnobrich, 1986, consideraram uma variac¢ao linear do inverso do Jacobiano ¢
apresentaram a formulacao de integragdo explicita na direcdo da espessura. Eles aplicaram essas
formulagdo a casos isotropicos, homogéneos e a problemas ndo-lineares geométricos.
Vlachoutsis, 1990, estendeu a integracdo explicita para o caso de cascas de material composto
laminado. Para os exemplos numéricos, ele considerou o inverso do Jacobiano constante. Ele
comparou a performance de elementos baseados na integracao explicita com outros baseados na
formulagdo de Ahmad. Apesar de apresentar a formulacdo para cascas laminadas, ele nao
apresentou resultados para esses casos.

Yunus et al., 1989, estudou o mesmo problema quase simultaneamente, e apresentou
expressoes para matrizes de rigidez linear, ndo-lineares geometricamente, matriz de massa e
vetor de cargas térmicas, considerando variagdo linear do inverso do Jacobiano. A eficiéncia
computacional foi estudada através da comparacao de tempo de CPU para cada matriz de rigidez
obtida pela integracao explicita com o da integra¢ao numérica na dire¢ao da espessura.

No presente trabalho, serd apresentada a formulagao de Kumar e Palaninathan, de 1997.
Eles apresentaram trés modelos de célculo, fazendo consideragdes a respeito dos componentes
do inverso do Jacobiano na espessura. No primeiro modelo apresentado, considera-se que ha
variagdo linear, o que leva a decomposicdo da matriz de derivagdo simbolica B em trés
componentes, cada uma independente da coordenada da espessura. Ha a necessidade de calculo
do Jacobiano apenas nas duas superficies externas da casca. No segundo modelo apresentado,
considera-se que os componentes do inverso do Jacobiano sdo constantes, tornando necessario o
calculo do Jacobiano apenas na superficie de referéncia. A matriz B ¢ decomposta entdo em

apenas duas componentes, independentes da coordenada da espessura. Ha ainda um terceiro
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modelo, que ¢ uma simplificagdo do primeiro, através da desconsideragdo da terceira
componente de B, mas ainda com a necessidade de calculo do Jacobiano nas duas superficies
externas.

O segundo modelo ¢ o que apresenta melhor resposta em termos de eficiéncia
computacional, e em relacdo a eficiéncia numérica, mostra resultados muito satisfatorios.
Considerando o que ¢ proposto para o presente trabalho, que ¢ a andlise de problemas com
médias e grandes relacdes entre raio de curvatura e espessura total da casca discretizadas com
malhas grandes, essa formulagdo ¢ bastante satisfatoria.

Neste trabalho ¢ montado entdo um elemento de casca baseado em um elemento
1soparamétrico de 8 nos (serendipity). Pode-se dividir a formulagdo em duas partes: a parte da
casca em si, cuja formulagdo se baseia no elemento degenerado de Ahmad, e a parte do material
composto laminado, utilizando integragdo explicita na espessura.

O elemento degenerado de Ahmad ¢é construido partindo de um elemento tridimensional,
com nds posicionados nas superficies externas da casca. Passa-se a trabalhar com nos
posicionados na superficie de referéncia, normalmente a superficie média. Na Figura 2.2 esta a
representacdo desse elemento com a posi¢ao dos nos e a posicdo dos pontos de integracdo em
coordenadas paramétricas. Com essa premissa basica, define-se a cinematica do elemento. Uma
boa descricao desse elemento pode ser encontrada no artigo original de Ahmad et al., 1970, e em

livros posteriores, como Zienkiewicz, 1991.

&4
1|7 3
x X
6 -
+1 gl'_
X X
nE 2

Figura 2.2. Elemento de casca com posicio dos nés e dos pontos de integracao no plano.

Antes da formulacdo do elemento, ¢ necessario fazer uma descri¢do dos sistemas de

coordenadas, das relagdes constitutivas e das transformagdes de coordenadas envolvidas nesse
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trabalho. Sao informagdes importantes nao apenas para o MEF mas para os métodos de

otimizagdo aqui aplicados.

2.3. SISTEMAS DE COORDENADAS

Para a implementacdo apropriada de um elemento finito de casca, € necessario que se
defina os diferentes sistemas de coordenadas envolvidos na formulacdo da geometria e
cinemadtica desse elemento. Isso se torna ainda mais importante quando se esta calculando cascas
laminadas, com camadas ortotrdpicas. Por isso se apresenta aqui, antes da descri¢cdo das relagdes
constitutivas utilizadas (e para uma melhor compreensdo das mesmas), a descri¢do dos sistemas
de coordenadas utilizados no trabalho, que podem ser vistos na Figura 2.3. No APENDICE B se
descreve como se obtém esses sistemas partindo do vetor normal em cada n6 do elemento. Uma
notagdo semelhante a esta pode ser encontrada em Mourdo, 1991, sem a definicdo de um

sistema local da lamina.

Figura 2.3. Sistemas de coordenadas envolvidos na formulaciio do elemento neste trabalho.

Os sistemas definidos no presente trabalho sdo entdo os seguintes:

Sistema local da lAmina: definido a partir do vetor normal a superficie média da casca,
com origem em cada ponto de integracdo, mas rotacionado em torno do vetor normal,
segundo o angulo de orientacdo da dire¢do de maior modulo longitudinal do material da

lamina (chamado mais simplesmente de dire¢do da Ilamina). Os versores sao

{ef’”,eé’”,egm} e a definicdo desse sistema ¢ necessaria para a andlise de laminas de

material ortotropico.



14

Sistema local da casca: partindo do sistema local da lamina, com versores {ef",e’{,ef} :

Nesse sistema sdo apresentadas as tensoes e deformacdes na casca, de modo a facilitar a
compreensdo dos valores obtidos. A orientagdo de cada camada estd definida em relacao
a esse sistema de coordenadas.

Sistema global : define-se o sistema global de coordenadas com dire¢des x;, xz, x3, €

segundo os versores {e,,e,,e; | . E nesse sistema de referéncia que os deslocamentos sio

apresentados.
Sistema nodal: esse sistema tem origem em cada n6 do elemento, e ¢ definido partindo

do vetor normal a superficie média em cada né (v,;) e relacionando a normal com os

versores do sistema global de coordenadas. Os versores sdo {efV ) el } , obtidos através

dos vetores v;; € v; em torno dos quais sdo definidas as rotagdes em cada no.

Como os deslocamentos da estrutura, que sdo as incognitas do problema no elemento
finito aqui implementado, sdo apresentados no sistema de coordenadas global, ¢ necessario
determinar o sistema local e o sistema da lamina em fun¢do do sistema global, durante a rotina

de calculo da matriz de rigidez de cada elemento.

2.4. RELACOES CONSTITUTIVAS

No presente trabalho utiliza-se materiais ortotropicos em geral e elasticidade linear, e essa
escolha define o uso das relagdes constitutivas desenvolvidas a seguir. Parte-se entdo da relacao

constitutiva dada na equagdo (2.1):0; = C€,, . O tensor constitutivo de quarta ordem se aplica a

l

materiais anisotropicos em geral. No entanto, levando em consideracdo a simetria das tensdes,
chega-se a Cjw = Cjw; a simetria das deformagdes leva a Cj = Cjx. Essas consideragdes

possibilitam utilizar a seguinte notacdo compacta para a relagao constitutiva em (2.1):

Gy Cin G G CGis Gz G || &y

Q
Q)
N

2222 C2233 C2223 C22 13 C22 12 € 22

_ 3322 C3333 C3323 C3313 C3312 € 33 (2 12)
2322 C2333 C2323 C2313 C2312 28 23
1322 C1333 C1313 C1323 C1312 2813

G _C1211 Coyn Conn Cas G C1212_ 2¢,

Q a Qq
a N
a0 N

O tensor constitutivo acima tem 36 constantes independentes. A forma quadratica da

energia de deformag@o leva a mais uma simplificagdo, na qual C;, = C;; , 0 que permite deduzir

que o tensor constitutivo em (2.12) ¢ simétrico, com apenas 21 constantes elasticas

independentes. Materiais caracterizados por tensores dessa forma sdo considerados anisotropicos
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(triclinicos), por nao apresentarem planos de simetria de suas propriedades materiais. Para
simplicidade, serd utilizado nesse trabalho uma notacao contraida para o tensor constitutivo, da

seguinte maneira:

Cl 1 Cl 2 3
C22

O

wn
(=)}

3

W
N

a0
ann

a
Il

(2.13)

0

[
[

sim.

anNnNan
aO000nN

[

6

CG() i

Uma boa discussao sobre o uso e aplicacao desse tipo de notagdo pode ser encontrada em
Tsai, 1992. Se o material apresentar um plano de simetria em relagio a um dos eixos
coordenados, pode-se considerar que o material € monoclinico. Essa simetria pode ser
caracterizada pela cristalografia, ou entdo pela presenca de alguma microestrutura periddica ou
estaticamente peridodica. O tensor constitutivo para esse caso ¢ dado, havendo simetria em

relagdo a um plano 1-2 e em x3 = 0, por:

_Cll C12 C13 0 0 C16
C22 C23 0 0 C26
C= Co 00 G (2.14)
C44 C45 0
sim. Cs O
L C66 _

Se hé dois planos ortogonais de simetria para as propriedades materiais existird simetria
em relacdo a um terceiro plano ortogonal e o material ¢ dito ortotrépico, apresentando apenas 9
coeficientes elasticos independentes. O tensor constitutivo para a relagdo tensdo-deformagao na

direcdo principal do material ¢ dado por

_C11 ¢, G 0 0 0
C, C; O 0 O
¢, 0 0 O
C= (2.15)
¢, 0 O
sim. Cs O
L Cos

Ha dois casos particulares de ortotropia. Um deles ¢ formado por materiais
transversalmente isotropicos, caracterizados pela isotropia em um plano, com o tensor

constitutivo sendo dado por
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3

3

0
ann

3

S O O O

(2.16)

MQOOO

[

S O O O O

sim Cis

1
_(Cll _CIZ)
2

Nesse caso hd apenas 5 coeficientes elasticos independentes. Se o material apresentar
simetria com relagdo aos planos bissectores dos coordenados, o material apresenta simetria
cubica com trés coeficientes independentes.

No presente trabalho a formulagdo estard baseada em materiais ortotropicos em geral,
conforme expressdo (2.15), que representa bem as placas e cascas de material composto em
estudo. Os casos particulares podem ser obtidos através de uma apropriada definicdo das

propriedades da estrutura em analise.

2.4.1. TENSOES CISALHANTES TRANSVERSAIS

No presente trabalho, estdo sendo considerados também os efeitos das tensdes cisalhantes
transversais. O tratamento dos efeitos da tensdo cisalhante transversal em placas feitas de
material isotropico aparecem nos artigos classicos de Reissner, 1945, e Mindlin, 1951. Extensoes
da teoria de Reissner para placas de material ortotrépico se deve a Girkmann e Beer, 1958,
citados em Jones, 1975. A deformacdo normal pode ser determinada através da relacdo
constitutiva usando o tensor para o caso ortotropico, da seguinte maneira [Ashton e Whitney,
1970, apud Jones, 1975]:

1

833:C_(G33_C13811_C23822)- (2.17)
33

Isso servira para eliminar o €33 da relagdo tensdo-deformacdo, chegando-se a seguinte

expressao:
_611_ _Clhln Cll;n 0 0 o € |
G, Cro 0 0 0| ey
oy |= c" 0 0 |[|2,]. (2.18)
Gy sim Ct 0 || 2ey
(O] | Ces || 2615 |

Nesse caso continua nao havendo acoplamento entre as tensdes normais € as tensoes de
cisalhamento fora do plano. Considerando que o33 ¢ nula, a expressao (2.17) pode ser

simplificada para:
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1
€33 :_C_(C13811+C23822)- (2.19)

33

Em (2.18), o tensor constitutivo C™ é montado da seguinte forma:

Im Ci3Cj3 . .
C; =Cl.j— se i,j=1,2,
‘ Cs (2.20)

c"=C, se i,j=4,5,6.

i i

Essa formulagdo ¢ apresentada em Jones, 1975, e Hughes, 1987.

2.5. TRANSFORMACAO DE COORDENADAS

Para o célculo dos deslocamentos, que estao expressos no sistema global de coordenadas,
€ necessario inicialmente rotacionar o tensor constitutivo no plano de acordo com a orientacdo da
lamina (passando entdo do sistema local da lamina para o sistema local da casca) e a seguir
rotaciona-lo para o sistema global. Isso deve ser feito em cada um dos pontos de integracdo de
cada elemento. Para a primeira rotagdo ¢ necessario conhecer apenas o angulo de orientagao da
lamina. Essa ¢ uma rotacdo que se aplica também para o caso de elementos de placa, com
materiais ortotropicos. Ja as deformagdes serdo obtidas inicialmente no sistema de coordenadas
global. Mas ¢ necessario passar para o sistema de coordenadas local da casca, de modo que cada
componente possa ser interpretada facilmente. No caso de calculo de tensdes, o tensor
constitutivo precisa ser rotacionado apenas do sistema local da lamina para o sistema local da
casca. Todas essas rotacdes acima podem ser melhor compreendidas através da Figura 2.4.

A matriz de rotacdo do tensor constitutivo pode ser descrita como a matriz que muda o
tensor constitutivo de sistema de coordenadas de um sistema para outro. Por exemplo, ao se
passar do sistema definido por {v;, v, v3} para o sistema global {e;, e, e;}, os componentes da
matriz de rotacdo sdo entdo os componentes de v;, v, € vz no sistema global (ver Figura 2.5):

v, =le +me, +ne,
v, =Le +mye, +n,e,. (2.21)
v, =Le +mye, +nye,
A matriz de rotagdo tem entdo a seguinte forma, levando em conta a ordem dos

componentes do tensor constitutivo:

I m’ n’ mn, Ln, Lm,
IS m; n m,n, l,n, l,m,
Q=\2Ll; 2mymy 2mny myns+mgn,  Lng+ln,  Lmg+Lm, | (2.22)

2L, 2mm; 2nn, mnp,+min, Loy +hn Lmg+Lm,

| 2L, 2mm, 2nn, mn,+mn Ln,+Lng Lm,+Lm, |
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Essa matriz teria 6 linhas, mas a terceira linha ¢ retirada devido a hipodtese de que as
tensdes normais a superficie média sdo desconsideradas.

c q (sgl) B
[
slm—>sle £ (sal)
[e
c
£ (sle) (o
: [
C# B
| o (slc)
K

(b)

Figura 2.4. Fluxograma mostrando as transformacdes de coordenadas durante o processo de montagem da
matriz de rigidez para calculo dos deslocamentos (a) e do calculo das deformacgoes e tensdes (b).

e3
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Figura 2.5. Versores de dois sistemas de coordenadas cartesianos com orientacio arbitraria.

A rotagdo no plano estd representada na Figura 2.6. Os componentes do sistema da
lamina representados em func¢do do sistema local t€ém o seguinte valor:

Im __
ekl -

(cos®) e +(sind), ey

ey, =(—sind) e +(cosd) ey (2.23)
Im lc
€3 =€

Os vetores 1, m e n sdo dados entdo por:
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1={cos6, -sin®, O}
m = {sin6, cosO, O}T (2.24)
n={0 0 1}

e3
S
y; le Hhk
/e e
// .)E / _Séic
S NG elm ; 2

Figura 2.6. Representagdo do Angulo entre o sistema da lAmina e do sistema local da casca.

Substituindo os valores da equagdo (2.24) na matriz de rotacdo apresentada em (2.22), se

obtém a matriz de rota¢do no plano Q,:

c? s 0 0 0 cs
s ¢ 00 0 -—sc
Q,=| 0 0 0 ¢ -s 0 |, (2.25)
0 0 0 s ¢ 0
| —2¢s 2es 0 0 O c? —sz_

onde ¢ = cosO; e s = senB;. Como pode ser visto, a terceira coluna ¢é nula, e pode ser eliminada

dessa matriz, permitindo sua multiplicacdo pela tensor constitutivo C™, levando ao tensor cr

G G 0 0 G
Cor G 0 0 G
Ci::Q;Clmelkz 0 0 C5 Gs 0 | (2.26)

0 0 Gy Ciy O
G G 0 0 G

L. .. ~ 1 . . .
E interessante explicitar os termos ndo-nulos de C;°, pois ha economia de tempo de
calculo e para um futuro calculo da derivada desses termos em relagdo a 6. Esses termos tém o

seguinte valor:

lc __ 2 ~im 2 ~im 2 2 ~im 2 ~im 2 2 2 ~Ilm
G —_(c Gl +s°C )c +(c C, +s sz)s +4c7s°Cy ]k,
lc __ 2 ~im 2 ~im 2 2 ~im 2 ~im 2 2 2 ~im
Cio =[(s°Cly +&°Clr )+ (s°Cly + 7 ) s* — 4’5" Cyy ]k, (2.27)

CY, = (csCll’l” —csCly )02 +(CSCIIZ' —csCy )sz —2csCl (02 ~5 )] .

L k
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I (20 2im\ 2 2 i 2im\ 2 2 2l
C., =_(c Gl +s Clg”)s +(c C, +s CZ'Z”)C —4c’s C;g]k,
e _ (. 2p0m | 2.im\ 2 2im | 2 im 2 2 2 ~im
Cio =| (S°Cly +ECly )5 +(5°Cly +°C ) + 4’5"l l{, (2.28)
Cy, = _(csCll’l" —csClYy )52 +(csCll;” —csC )c2 +2csCl (c2 ~s’ )]k
Im __ 2 ~im 2 ~im Im __ Im Im
Ch= [c C,+sCs, Cj=-csC)j+csCy . 5 2
Clm | Clm+ Clm Clm _ 2Clm+ 2Clm ( ’ )
k3a T TOSCgy TOSLss, Ly =S5 Ly TCLss |
e _[{ 2p-im | 2-im 2im | 2 im m( 2 2
Cis —_(c Gl +s5°C; )cs—(c C, +s sz)cs—2csC66 (c -5 )]k,
e _[{.2im 2 ~im 2 ~im 2 ~im m( 2 2
Chs = _(s Cl +cC) )cs—(s C,) +c sz)cs+2csC66 (c -5 )]k , (2.30)
Ccl — i C™ _ csC™Ves +(esC™ — esC™ Ves + C™ (2 — 52
kss—_cs 1 —esCy Jes+(esCly —esCpy Jes+C (¢ —s L

Hé a necessidade de se realizar mais uma rotacdo, agora passando para o sistema de
coordenadas global a partir do sistema local {v,, v,, v;} estabelecido na superficie da casca. Os
versores desse sistema local representados no sistema global de coordenadas tém o seguinte
valor:

le _ e lc lc
€ =¢,6 T6,e, tee,

le _ e lc lc
e, =e,e +eyne, +e,e, (2.31)

le _ e lc lc
€5 = €3¢, )€, +6;;¢;
Os vetores 1, m e n s3o dados entdo por:
T
_ lc lc lc
1= {611 é, 313}

m={e o el (232)

r
_ lc lc lc
n= {631 € 633}

Basta entdo substituir os valores acima na matriz de rotagdo em (2.22) para se obter a

matriz de rotagdo no espacgo Q., representada pela seguinte expressao:

B 2 2 2 ]
Ic Ic lc lc lc le lc lc lc
(en) (ezl) (631) €19 €14, €163
2 2 2
Ic Ic lc le lc lc lc le lc
(elz ) (ezz ) (e32 ) €%, €26, €26
Q. ={ , s i : e e e e e e ey e e e e o e te |(2:33)

le lc le _lc le _le le lc le lc le lc le lc le _lc
2epe;  2ejney;  2eney;  epe ey 0,851 e5e, €56 150,

le lc le lc le lc le lc le _lc le lc lc lc le lc le _lc
2eje;  2eye; 2eje; €05 +€,6 € e te5e €8 56y

le lc le lc le lc le lc le lc le lc le lc le lc le lc
2eje, 2eey, 2e56, e6,tene; €€ tene €16y T€,6 |

A rotacdo ¢ representada entdo pela seguinte equagao:

CcY=Ql.CrqQ,,. (2.34)
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Como ¢ citado anteriormente, ha a necessidade de se representar a deformagdao nas
coordenadas do sistema local da casca para que seja possivel compreender seu significado fisico.
Para evitar a defini¢do do sistema global em funcdo do sistema local, utiliza-se a mesma matriz
de rotacao Q. definida em (2.33), da seguinte forma:

! lc
gf = QL8 - (2.35)

Invertendo entdo essa relagao, chega-se a:

g = Qg8 . (2.36)

ApOs essa rotagdo o calculo das tensodes ¢ feito sem necessidade de aplicar rotagdes.

2.6. FORMULACAO DO ELEMENTO

Nas se¢Oes abaixo ¢ apresentada a formulagdo do elemento, através da definicdo da
geometria e cinematica do elemento, dos elementos do Jacobiano, da matriz de rigidez do
elemento, da matriz de derivacao simbolica e dos vetores de for¢ca. Mostra-se como ¢ obtida a
solugdo do problema estatico, e como ¢ feito o célculo das deformacdes e tensdes. As
consideracdes a respeito de cada lamina sdo feitas na montagem da matriz de rigidez do

elemento, do vetor de forgas de corpo e no calculo da tensdo.

2.6.1. GEOMETRIA E CINEMATICA DO ELEMENTO

As coordenadas de um ponto qualquer de um elemento sdo dadas por:

X(E0808) =01 (8:8) %, + 2200, (81,8 Y, .37)

onde ¢, (&,,&,) sdo as fungdes de interpolagio para cada no, x; sdo as coordenadas de cada né do

elemento, representadas no sistema global, # ¢ a espessura total do elemento em cada nd, v,; ¢ o
vetor que dé a direcao da normal a superficie média do elemento em cada n6 (também no sistema
global), e &), & e &; sdo as coordenadas paramétricas. Os deslocamentos sdo entdo obtidos
através da diferenca entre a coordenada do ponto apos (indice sobrescrito 1) e antes (indice

sobrescrito 0) da deformacao:

u=x'-x"=¢, [u,+%t,(v}”—vg,)] (2.38)

A diferenga entre os vetores normais antes € depois da deformacao ¢ dada por

vV, =-v,0,, +v,0,. (2.39)

A defini¢do das rotagdes em torno de vi; e vy estdo apresentadas na Figura 2.7. A

expressao (2.38) pode ser representada entdo por
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ll:(j)1|:ll1+%ZI(V11611—V21621):| (2.40)

\/
/ /;/'ZZ

Figura 2.7. Definicdo das rotacdes nos nos do elemento.

Para fazer as devidas mudancas de coordenadas e mapeamento do elemento mestre, ¢

necessario o calculo do Jacobiano de cada elemento, que ¢ dado pela seguinte expressao:

Jo= (2.41)
i 8&]

Utilizando as definigdes para x; dadas na se¢do anterior, chega-se a:

- &) g o, &
(xll +?3t1vn11 a_aj X +?3tlvnll 8_&: ¢1 itlvnll
g od & od g
J= (le +?3t1v7121 aij Xor +?3t1v712[ 8(";: o, ?SIIVnZI 5 (2.42)
& o0 § o0 &
_(xz.] +?3t1vn31 act,j X3+ 23 LV 6&: o, ?Stlvnﬂ_

2.6.2. MATRIZ DE RIGIDEZ PARA CASCAS LAMINADAS

Na montagem da matriz de rigidez de um elemento de casca laminada ¢ necessario levar
em conta as propriedades de cada lamina. Isso pode ser feito de uma maneira simples do ponto

de vista analitico, bastando fazer uma mudanga de variaveis da seguinte forma:
1
dg;=h ;d(t:dk ) (2.43)

onde 4y € a espessura de cada lamina (ver notacao na Figura 2.8). O calculo da matriz de rigidez

do elemento ¢ feito da seguinte maneira:
1 el pl
K, =[ [ | B'CB|1|dg,de,de,. (2.44)
Inserindo (2.43) em (2.44) , se obtém:

UESENES h
Ko=2 [ [ [ OB e deads, (2.45)
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e faz-se entdo a integracdo numérica em cada uma das trés diregdes. Isso, no entanto, leva a um
grande custo computacional, uma vez que dependendo da quantidade de laminas, o nimero de

pontos em que deve ser calculado o valor das matriz de rigidez pode ser excessivamente grande.

T 7
AN \
gk | L=

!

|

]

z’

an Iy an£y+f

IR———

l
Bl |

Z,

Figura 2.8. Notacao utilizada no presente trabalho para definir as coordenadas na direcio da espessura da
base e do topo de cada lAmina.

No modelo apresentado por Kumar e Palaninathan, 1997, para computagdo de cascas de

material composto utilizando integragao explicita na espessura, z substitui (é’;3 / 2)t, em (2.40) e

se considera que os elementos do inverso do Jacobiano sdo constantes na direcdo da espessura.
Essas consideragdes permitem que a matriz de derivagdo simbolica seja decomposta em
componentes independentes da coordenada na direcdo da espessura. Assim, a integracdo na
espessura € calculada analiticamente de forma independente da integragdo numérica na
superficie de referéncia. A matriz B assume entdo a seguinte forma:

B=B,+:zB, . 2.46
1 2

A expressao para cada um dos componentes B, e B, acima ¢ dada por

_b4 0 0 blvll1 _b1V21|
0 b 0 b,v, L -b,v, L
0 0 b b,y -bv
B, - 6 Vi, 3Var ’ (2.47)
0 by by by, "'bsvu2 b,y — by,
by 0 b, bv, +bv, —bv, —byv,
_bs by 0 bv, +bv, bvy;, =byv,,
0 0 0 b, ~b,yv,, |
0 0 O byv,, ~byv,,
0 0 O b.v —b.v
B, - V11 6V ’ (2.48)
0 0 0 bsvu3 +l)6v“2 byv,, —bv,,
0 0 0 by I + b, 11 -b,v,, —bv,,
0 0 0 bwy, +bvy  —byy;, —bsvy,
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onde o sub-indice / indica que a matriz ¢ calculada em cada né do elemento. Os coeficientes que
aparecem nas expressoes acima sdo calculados da seguinte forma:

t

b = J1_31¢1 E )
q, t
J231¢1 Ea
g, t
by = J331¢1 _a
2.49
by a0 24)
og, g,
by = J2_1 84)1 +J2_2 5(1)[ ,
0g, g,
by = ‘]31l % Jszl 84)1
g, 0c,
Assim, a matriz de rigidez passa a ser calculada como segue
Ll T T T T 2
K, = L L (B/C,B, +B/C,B, +B]C,B, + B]C,B, )? || d&,dt, , (2.50)

onde |J | ¢ o determinante do Jacobiano e

nl
C=2.Ci(z-2),;

k=1

C, ZCI‘ (2 —zb) (2.51)

C, ZCIC(Z —zb)

O proximo passo apods a obtencao da matriz de rigidez de cada elemento ¢ a montagem da
matriz de rigidez global da estrutura. Isso ¢ feito através de uma rotina que sobrepde essa matriz
do elemento dentro da matriz global levando em consideracdo os nds de cada elemento e a

ordem dos graus de liberdade de cada no.

2.6.3. VETOR DE FORCAS

O célculo do vetor de forcas dependera do tipo de carregamento atuando sobre a
estrutura. No caso de forcas ou momentos concentrados atuando sobre a superficie da estrutura,
basta aplicar o valor equivalente na devida posi¢do dentro do vetor de forgas. J& no caso de
forgas distribuidas ou de forcas de corpo, ¢ necessario realizar a integracdo dentro de cada
elemento e posteriormente sobrepor essas cargas no vetor de forgas global.

O vetor forga de corpo ¢ definido através da seguinte equagao:
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f, = ijdQ : (2.52)

onde b representa a for¢a de corpo que atua em cada ponto do dominio. Para o caso de forga da
gravidade, b vale pg onde p ¢ a densidade do material e g o vetor da aceleracdo da forca de
campo (gravidade); b tem portanto dimensdo de forca por volume [kg(m/s®)/m’]. Como a
densidade varia de camada do elemento, a for¢a de corpo de cada elemento serd calculada da

seguinte forma:
nl
fe=>"p, jge gd Q) . (2.53)
k=1

No caso de cargas distribuidas na superficie da casca, o vetor for¢a distribuida ¢ dada por

f, = jr QodrT, (2.54)

onde Q ¢ a forca distribuida aplicada. Da mesma maneira que as for¢as de corpo, quando ha
carga distribuida aplicada sobre determinada estrutura, ha a necessidade de integrar essa carga
em cada elemento da regido carregada e entdo sobrepor no vetor forga distribuida global.

O vetor forga global ¢ finalmente dado por

f=f +f +f,, (2.55)

onde f. ¢ o vetor de forcas concentradas global, com carregamentos definidos em cada n6 da

malha para cada grau de liberdade.

2.6.4. SOLUCAO DO PROBLEMA

Tendo a matriz de rigidez global e vetor de for¢as global montados, deve-se aplicar as
condi¢des de contorno. Isso ¢ feito zerando a linha e a coluna da matriz de rigidez referente a
cada grau de liberdade, tornando o valor da diagonal principal igual a 1 e ainda fazendo o valor
no vetor de forcas global igual ao deslocamento prescrito.

Ap0s isso, basta resolver o seguinte sistema:

Kq=f. (2.56)

Existem diversos métodos possiveis para a solu¢do da equagdao acima, como eliminagao
de Gauss, Cholesky, gradientes conjugados, etc. Através da fatorizagdo por Cholesky, a solugao
¢ obtida através de duas etapas. A matriz de rigidez ¢ decomposta da seguinte forma

K=LL', (2.57)
onde L ¢ uma matriz triangular inferior, em que todos os elementos acima da diagonal principal
sdo zeros. Maiores detalhes sobre decomposicdo de matrizes podem ser encontrados no livro de

Bathe, 1995. Dessa forma, o problema se torna:

LL/q=f. (2.58)
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Na primeira etapa, resolve-se a seguinte equagao:
Ly=f. (2.59)
Com esse resultado, calcula-se finalmente o vetor deslocamento:

L'q=y. (2.60)

2.6.5. DEFORMACAO E TENSAO

Com a obten¢do do vetor de deslocamentos globais q, pode-se entdo efetuar o calculo da

deformagdo e da tensdo. A deformacao ¢ obtida da seguinte forma:
e=(B, +zB,)q. (2.61)

A deformacdo calculada dessa maneira esta apresentada no sistema global de
coordenadas. H4 a necessidade de se representar esse valores no sistema local da casca, o que ¢
feito através da expressao (2.36), para facilitar o calculo posterior da dire¢do de tensdo principal.
A tensdo ¢ dada entdo por:

¢ =Clg" . (2.62)

No presente trabalho, esse valores sdo calculados nos mesmos pontos de integracao
utilizados para a obtencdo da matriz de rigidez de cada elemento. Quanto a posi¢ao na direcdo da
espessura, o calculo pode ser feito fazendo z em (2.61) igual a qualquer valor entre z; e z, de cada
camada. Para fins de utilizacdo nas rotinas de otimizacdo, uma discussdo a respeito da obtencao

desses valores ¢ feita na secdo 4.3.2. Alguns testes deste elemento na analise de placas e cascas

sdo apresentados no APENDICE A.
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3. OTIMIZACAO ESTRUTURAL

A otimizagdo sempre esteve, mesmo que inconscientemente, presente na vida do homem,
através de palavras como “melhor”, “minimo”, “méaximo". Conceitos de otimiza¢do sdo
encontrados em diversos campos da ciéncia, como biologia, quimica, fisica, estatistica,
economia, etc. Na evolucao animal, uma espécie que ndo se adapta ao seu meio ambiente se
extingue, e segundo Darwin apenas as espécies que melhor se adaptaram as mudangas ocorridas
na geologia e clima da Terra sobreviveram [Ronan, 1991]. Critérios de minima energia estdo
presentes também em diversas teorias fundamentais da fisica e quimica, como no caso dos
modelos atomicos atualmente aceitos. Dentro de uma empresa, pode-se verificar a otimizacao
em diversos niveis, desde gerenciais, incluindo métodos e processos, até a otimizagao funcional
do proprio produto final, por exemplo.

A otimizagdo estrutural ¢ o enfoque principal desse trabalho, e neste capitulo serd
apresentado um breve historico a seu respeito, incluindo sua classificagdo principal e sua
utilizacdao. Alguns conceitos bésicos para melhor compreensdo dos capitulos subseqiientes sao
dados na secdo 3.2, os principais algoritmos de solucdo de problemas de otimizacdo estrutural
utilizados atualmente sdo discutidos, e uma descricdo da Programag¢do Linear Seqiiencial(SLP) ¢
feita com maiores detalhes. Por ultimo, discute-se a otimizacao topoldgica, incluindo conceitos,

formulacdes penalizadas e alguns problemas numéricos.

3.1. BREVE HISTORICO DA OTIMIZACAO ESTRUTURAL

O objetivo da otimizacdo estrutural consiste na busca dos melhores valores de certas
variaveis que levem a projetos 6timos ao mesmo tempo que todas as restricdes impostas sejam
satisfeitas [Cheng, 1992]. A determinagdo desses projetos 6timos ¢ feita de acordo com os mais
diversos critérios, utilizando leis matematicas e mecanicas originando estruturas completas ou
elementos estruturais. Dessa forma, a otimizagdo estrutural se torna uma ferramenta poderosa
para o engenheiro durante a fase de projeto de um produto.

Problemas de otimizagdo estrutural podem ser classificados de acordo com as seguintes
categorias tradicionais, baseado nas varidveis de projeto, e que diferem em seu grau de
complexidade: otimiza¢do dimensional, otimizacdo de forma e otimizagdo topoldgica (ver
Figura 3.1). Nos problemas de otimiza¢do dimensional a forma da estrutura ndo muda, e as
variaveis de projeto sdo propriedades da rigidez do elemento, como a area da se¢do transversal

de barras, espessura de placas, momentos de inércia ou propriedades do material (quantidade e
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direcdo da fibra). Nao ha modificacdo na topologia da estrutura ou na sua forma, sendo um
problema tipico a busca das areas 6timas de barras de uma estrutura para diminuir a flexibilidade
da mesma. Nos problemas de otimizagdo de forma, os limites e interfaces das estruturas sao
controlados como variaveis de projeto que geralmente sdo continuas. Problemas de otimizacao
de forma geralmente sd3o mais complicados do que otimizagcdo dimensional pois requerem
técnicas sofisticadas para geracdo de malha automatizada e derivadas bastante precisas para a
determina¢do da sensibilidade. A otimizacdo topoldgica introduz uma estrutura base de
elementos estruturais possiveis, e escolhe a melhor distribuicao possivel dentro desse universo.
Em estruturas do tipo trelicas a otimizacdo topoldgica se refere a determinagdo da seqiiéncia
espacial de componentes, através da determinagdo da sua dimensdo final, que pode ser nula. No
caso continuo, um dominio fixo ¢ dividido em varios elementos, e se determina quais deles

devem ser mantidos na estrutura.

(@) (b) (c)

Figura 3.1. Tipos de otimizacio: (a) otimizacdo dimensional, (b) otimizacao de forma, (c) otimizaciao
topolégica.

Geralmente se aceita que o primeiro trabalho no sentido de determinar a forma de uma
estrutura com base em sua resisténcia foi realizado por Galileu, 1638. O projeto de estruturas
com resisténcia uniforme foi estudado por varios pesquisadores, como Bernoulli (1687),
Lagrange (1770), Maxwell (1869) e Lévy (1875), entre outros. As primeiras estratégias de
otimizagdo estrutural podem ser encontradas na década de 1860, quando Maxwell achou os
principios fundamentais para a forma de estruturas de barra com peso minimo e maxima tensao
prescrita [Maute et al., 1999]. Michell, 1904, apresentou trabalhos no campo de otimizagao de
topologica de estruturas discretas (barras, vigas). Muito mais tarde, pesquisadores como Hemp,
1973, e Prager e Rozvany, 1977, estenderam o trabalho de Michell para problemas de otimizagao
mais complexos com restrigdes e carregamentos multiplos assim como a problemas de placa,

utilizando métodos analiticos.
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A disponibilidade de computadores digitais ¢ o desenvolvimento de otimizagdo de
componentes em estruturas aeronduticas levaram a aplicacdo de técnicas de programacao
matematica desenvolvidas por grupos de pesquisa envolvidos em projeto estrutural. Algumas das
primeiras aplicagdes numéricas podem ser encontradas no trabalho de Heyman, 1951, no qual
técnicas de programagao matematica foram aplicadas ao projeto de porticos no regime plastico.

Estudos mais modernos em otimizagdo topologica foram iniciados por Schmit, 1960,
introduzindo métodos de programacdo ndo—linear. O método de projeto estrutural proposto por
Schmit foi reconhecido depois que Fox, 1965, apresentou o conceito e analise de sensibilidade
[Min, 1997]. A andlise de sensibilidade ¢ um procedimento para obter derivadas da fungdo
objetivo e das restrigdes em relacao as variaveis de projeto.

Um grande avango em otimizagdo estrutural pode ser encontrado em um artigo sobre
projeto de forma 6tima de Zienkiewicz e Campbell, 1973. Até essa época, a otimizagdo estrutural
foi usada principalmente para determinar tamanhos de elementos estruturais como a espessura de
placas e parametros para a se¢do transversal de treligas. Estes pesquisadores estenderam a area
de aplica¢do de otimizagdo estrutural para o projeto de forma através do uso das coordenadas
nodais do modelo de elementos finitos como varidveis no problema de otimizagdo da forma de
uma turbina rotativa.

Nos anos 70, a otimizacdo estrutural foi largamente aplicada em muitos campos da
engenharia, mas ndo houve muito progresso por quase 10 anos. A razdo para isso foi que o
desenvolvimento do projeto 6timo era tdo primitivo que s6 podia ser aplicado a estruturas
simples. Enquanto isso, o MEF teve um desenvolvimento muito grande tanto na teoria como na
pratica, fornecendo a engenheiros programas para solu¢ao de problemas de carater geral. No
comeco dos anos 80, entretanto, sistemas de otimizagdo estrutural de carater geral associados
com o MEF foram desenvolvidos entre grupos de pesquisa europeus para otimizar tamanhos de
estruturas. O conceito de Computer-Aided Engineering (CAE) introduzido no inicio dos anos 80
teve um grande impacto no desenvolvimento de sistemas de otimizagdo estrutural [Min, 1997].
Nos anos 90, a otimizagdo estrutural foi bastante utilizada em aplicagdes praticas de projeto. Isso
trouxe de volta o interesse no projeto 6timo de estruturas de modo que problemas de otimizacao

estrutural previamente discutidos foram reexaminados para gerar formas e topologias 6timas.

3.2. ALGUNS CONCEITOS MATEMATICOS DE OTIMIZACAO

Ha diversos textos que apresentam conceitos basicos de otimizagdo estrutural, como
Haftka e Giirdal, 1992, ou Secchi, 2001. De uma maneira geral, um problema de otimizacao

com restri¢cdes pode ser descrito da seguinte forma:
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extremizar s(x)
sujeitoa g,(x)<0 , j=L.n,, (2.63)
h(x)=0, k=1l.n,
onde s ¢ o funcional a extremizar, g;sdo as restrigdes de desigualdade do problema, em niimero
de ng, hi sdo as ny, restrigoes de igualdade e x ¢ um vetor definindo as varidveis de projeto. Estas

podem ser de natureza discreta, assumindo valores pré-determinados dentro de um conjunto do

tipo {xeX ‘xz(xl,xz,x3,...,xn)} ou continua, assumindo quaisquer valores dentro de um

intervalo definido como {xe Xx, <x< xsup}. No caso do estudo deste trabalho, poderia se

inf —

desejar que a orientacdo de cada camada assumisse valores discretos, dentro de um conjunto do

tipo {9 € G)‘O = (—90",—45",0",45",900)} , ou entdo pode-se trabalhar com varidveis continuas,

permitindo que a orientagdo assuma qualquer valor no intervalo {6 e®|—90"£6 £90°}, por

exemplo.

A fungdo s(x) também ¢ chamada de funcdo objetivo. Em problemas de otimizagdo
estrutural, peso, deslocamentos, tensdes, freqiiéncias de vibragdo, cargas de flambagem,
flexibilidade, custo ou qualquer combinagdo dessas quantidades pode ser usada como fungao
objetivo e sua escolha tem papel fundamental na determinagdo e sucesso das estratégias a serem
seguidas para o processo de otimizacdo. Através de uma definicdo matematica apropriada dessa
fun¢do, o manejo das variaveis de projeto pode se tornar bastante facil e haverd conseqiiente
diminui¢do no tempo de computacao e diminui¢ao de erros.

A solugdo do problema (2.63) passa pela constru¢do do Lagrangiano aumentado:
L=s)+2 %[ g (x)+1 ]+ D wh (x) (2.64)
Jj=1 k=1

onde A; e p; sdo os multiplicadores de Lagrange associados as restrigdes de desigualdade e
igualdade, respectivamente, € ¢; sdo as variaveis de folga (slack), introduzidas para transformar a
restricdo de desigualdade em uma de igualdade [Cardoso, 2000]. Partindo de (2.64), as condi¢des
de 6timo de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) sdo as seguintes [Haftka e Giirdal, 1992]:

Vs(xX')+ A, VA(x )+ n,Vg(x')=0

h(x) =0

g(x)<0 . (2.65)
u, =0

K &m (X*) =0, m=1..ng
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Estas condi¢des estabelecem que em um ponto de otimo, a equagdo acima deve ser
satisfeita e os multiplicadores de Lagrange das restri¢gdes ndo ativas devem ser nulas nesse ponto.
A condicao KKT ¢ uma condi¢@o necessaria de primeira ordem para que o ponto seja extremo da
funcao objetivo[Cardoso, 2000]. Nas se¢des seguintes sdo mostradas entdo alguns dos métodos

para a obtencao desse ponto extremo.

3.3. METODOS DE SOLUCAO DO PROBLEMA DE OTIMIZACAO

Atualmente pode-se dizer que a literatura divide os algoritmos de otimizacdo estrutural
em dois métodos: Programagdo Matematica (PM) e Critérios de Otimo (CO) [Cheng, 1994]. Os
métodos de CO se originaram da filosofia heuristica de projeto de modo de falha simultaneo e no
projeto completamente tensionado (ou FSD - “fully stressed design™), e tentam explorar o
problema de otimizagdo indiretamente através da busca de um conjunto de solugdes possiveis
que satisfazem o critério de 6timo. Este critério pode ser baseado na intuigdo a respeito das
propriedades fisicas ou através de derivacdes matematicas, como as condigoes KKT, com
algumas consideragdes fisicas. O primeiro critério intuitivo para métodos de CO foi o FSD
usado por Michell, 1904, para estruturas discretas determinadas estaticamente. Prager e Taylor,
1968, e Sheu e Prager , 1968, estabeleceram os fundamentos teoricos para os métodos de CO,
mostrando que os critério de 6timo de problemas continuos simples podem ser definidas através
de equacgodes diferenciais, € que a solugdo dessas equagdes podem definir a forma de estruturas.

Meétodos de CO baseados no trabalho de discretizagdo de Prager e Taylor foram
largamente utilizados nos anos 70 e 80. Mais recentemente Zhou e Rozvany, 1992, 1993,
apresentaram as técnicas DCOC (Discretized Continuum-based Optimality Criteria), utilizando
uma formulacao de elementos finitos, o que permitiu a solu¢do de problemas com um grande
numero de varidveis de projeto. Posteriormente, estes autores reformularam o algoritmo [Zhou e
Rozvany, 1996], que apresentava problemas de convergéncia em alguns casos.

De um modo geral, para um problema de otimizagao nao linear com restri¢ao, os métodos
de CO podem ser aproximados pela transformacdo do problema primal em uma seqiiéncia de
problemas explicitos aproximados. O critério de 6timo pode ser entdo construido através do uso
das condi¢des de KKT. Adicionalmente, esse critério inclui a relagdo explicita entre as variaveis
de projeto e os multiplicadores de Lagrange.

Antes da introdug¢dao do método dual [Fleury, 1979, apud Cheng, 1994], este problema de
acoplamento entre as varidveis de projeto e os multiplicadores de Lagrange podiam ser
resolvidos iterativamente através da determinacdo do conjunto de restricdes ativas

antecipadamente, ¢ empregando um procedimento de atualizagdo para os multiplicadores de
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Lagrange. Uma vez que o numero de ciclos de andlise nos métodos de CO ¢ independente do
nimero de variaveis de projeto, estes métodos servem muito bem a problemas de larga escala.
Também h4, entretanto, pontos negativos nesses métodos, como por exemplo a deficiéncia na
generalidade, o que torna necessario montar critérios de 6timo especificos para cada problema
especifico, e a falta de fundamentacdo matematica, o que pode levar a problemas de
convergéncia ndo preditos. Uma extensa revisdo dos métodos de critério de 6timo pode ser
encontrada em Venkayya, 1978, e Khot, 1981, citados por Min, 1997.

J& os métodos de PM procuram obter a solucdo 6tima usando diretamente um método de
programacao nado-linear, e procurando a melhor direcdo de busca via uma técnica de busca em
1D. As vantagens proclamadas para os métodos de PM sao a fundamentagao solida, propriedades
de garantia de convergéncia e a capacidade de lidar com problemas genéricos. A otimizacao
estrutural foi formulada e resolvida através de Programagdo Matematica pela primeira vez por
Schmit, 1960. Ele introduziu a idéia de acoplar a anélise por elementos finitos com um método
de maior diregdo de descida (método de programagdo matematica ndo-linear) para criar uma
capacidade de projeto de 6timo automatizada.

O desenvolvimento inicial de métodos de PM foi lento devido a sua falta de capacidade
de lidar com problemas de larga escala, complicados e com muitas varidveis de projeto. Se o
numero de varidveis de projeto aumenta, entdo o numero de analises estruturais e as possiveis
direcdes de busca aumentam de forma correspondente. Além disso, a expansao de dire¢des de
busca implica dificuldade para que a solugdo permanega numa regido viavel uma vez que os
problemas de otimizagdo estrutural sdo em geral altamente ndo-lineares, com restrigdes nao-
lineares. Schmit e Farshi, 1974, sugeriram a transformagdo do problema nao-linear primal em
um conjunto de subproblemas aproximados baseados em derivagdo matematica ou em uma
consideracdo fisica para reduzir o nimero de analises estruturais.

Estes problemas aproximados podem entdo ser resolvidos no espago primal usando
método de programacdo ndo-linear. Mais tarde, esse conceito foi transformado em vérias
técnicas de aproximagao, como [Secchi, 2001]:

- programagdo linear: fungdo objetivo e restri¢des lineares;

- programagao quadratica: funcdo objetivo quadratica e restri¢des lineares;

- programagdo nao-linear: fungdo objetivo e/ou restrigdes nao-lineares;

- programacao inteira: variaveis de decisdo pertencem ao campo dos niimeros inteiros;

- programagao mista: ¢ uma combinacdo da programacao inteira com as demais.

Uma técnica de programagdo matematica muito utilizada e difundida na comunidade de

otimizacdo estrutural ¢ a programacao seqiiencial. Nesta técnica de programacao, a solugao do
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problema original de programagao nao-linear ¢ resolvido através de uma seqiiéncia de solucdes
de uma de programacgdo aproximada. A programacdo seqiiencial usualmente ¢ muito mais
simples e facil de resolver que a programacgdo nao-linear original. Dependendo do tipo de
aproximagao, tém-se programagdo linear seqiliencial, programacdo quadratica seqiiencial,
programacao seqiiencial convexa e método das assintotas moéveis. Modernos algoritmos de
otimizagdo, como o CONLIN, o MMA e o DDU, foram desenvolvidos para implementar estas
idéias [Cheng 1992].

A relagdo entre os métodos de PM e CO foram esclarecidos pela primeira vez por Fleury
e Geradin [1977] e Fleury e Sander [1977]. Na seqiiéncia, com o entendimento dessa relacao,
Sander e Fleury [1977] propuseram um método misto, que integrava ambos os métodos usando
um parametro de controle. Se os métodos de PM aplicam as mesmas técnicas de aproximagao
dos métodos de CO, e resolvem estas aproximagdes no espaco dual [Schmit e Fleury, 1980, apud

Cheng 1994], entdo ambos os métodos sdo obviamente idénticos.

3.3.1. PROGRAMACAO LINEAR

A programacao linear (ou LP — “linear programming’) trabalha com problemas em que a
funcdo objetivo e as restrigdes sdo funcdes lineares. O problema de otimizacdo para a
programacado linear pode ser definido na seguinte forma [Secchi, 2001, Cheng, 1992, Haftka e
Giirdal, 1992 ]:

min s(x) =c’x
" , (2.66)
s.a Ax=Db

onde x ¢ o vetor de varidveis de projeto, definido como x = {x;, x5, x3,..., x,,}T, e com cada x;

sup

podendo assumir qualquer valor no intervalo {xl. eX ‘(xinf )i <x, < (x )} . O vetor ¢ contém os

coeficientes que multiplica cada variavel de projeto, A é a matriz dos coeficientes das restri¢des,
tendo dimensao m x n, sendo m o nimero de restrigdes (considerando tanto de igualdade como
de desigualdade), e b ¢ o vetor de dimensdo m x 1.

As restricdes de desigualdades sdo transformadas em restricdes de igualdade pela
inclusdo das variaveis de folga (“slack” ou “surplus”). Ou seja, considerando uma restri¢do do
tipo:

ax<b, (2.67)
ao se inserir a variavel de folga /> 0, tem-se a igualdade:

ax+f=b, b=0. (2.68)
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A programacao linear ¢ uma programagao convexa, € seu minimo local ¢ também o
minimo global [Cheng, 1992]. O dominio viavel da programacdo linear ¢ um poligono de
dimensdo n e o contorno do objetivo ¢ um hiperplano de dimensdo n-1. O projeto 6timo esta
localizado ao menos em um de seus vértices. Um vértice do dominio viavel da programacao
linear corresponde entdo a uma solucao viavel basica sua. Portanto, a solucao 6tima de PL ¢ ao
menos uma de suas solucdes viaveis.

O método simplex ¢ um método da classe dos conjuntos ativos (“active set”) [Dantzig,
1963, apud Secchi, 2001], e ¢ um dos mais populares métodos de solucdo de problemas de
programacdo linear devido a sua eficiéncia e confiabilidade. Este método disponibiliza uma
maneira sistematica de busca no espago de projeto, movendo o projeto de um vértice a outro do
dominio vidvel, sempre mantendo vidvel o ponto de projeto e diminuindo gradualmente os
valores correspondentes da fungdo objetivo. Mover o projeto de um vértice para outro ¢
equivalente algebricamente a escolher outro conjunto de m incdgnitas e zerando o restante das
(n-m) incdgnitas ao invés das originais.

No presente trabalho, foi utilizado o MATLAB para resolver o problema de programagao
linear, através da fungdo /inprog. Para problemas de larga escala, o método de solugdo ¢ baseado
no LIPSOL (Linear Interior Point Solver [Zhang, 1995]), que é uma variante do algoritmo
preditor-corretor de Mehtotra [Mehtotra, 1992]. Este ¢ um método de ponto interior primal-dual,
o que quer dizer que ambos os problemas primal e dual sdo resolvidos simultaneamente. Antes
do inicio da iteragdo do algoritmo, s3o necessarios certos passos de pré-processamento, como por
exemplo, todas as varidveis sdo limitadas inferiormente por zero, todas as restricdes sdo
transformadas em igualdades, variaveis fixas, com limites inferiores e superiores iguais, sao

removidas, linhas de zeros na matriz A sdo removidas, etc.

3.3.2.  PROGRAMACAO LINEAR SEQUENCIAL

A convexidade da funcdo objetivo ¢ uma condi¢cdo que facilita a localizacdo e obteng¢do
das condigdes de 6timo. Isso, entretanto, € dificilmente encontrado nos problemas apresentados
em otimizacao estrutural, e os casos deste trabalho nao fogem a regra. A técnica mais direta para
resolver um problema de programacdo ndo-linear em geral ¢ a linearizagdo do problema e a
aplicacao de técnicas de programagdo linear [Secchi, 2001], tais como linearizar sucessivamente
o problema nao-linear na medida em que melhores solugdes viaveis sdo obtidas por métodos de

~ . i ~ y . L, . *
programacao linear. Utilizando expansdo em série de Taylor ao redor do ponto 6timo x, o

problema de otimizagdo apresentado em (2.63) assume a seguinte forma:



35

YA
extremizar s(x)=s(x")+ asx) (x—x")
dx
dg(x)|
. X s .
s.a g;,(x)=gx)+ ga’—x (x-x)<0 , j=l.n, (2.69)
By (x) = h(x")+ dh(x) (x-x)=0 , k=l.n,
Xinf SXSXsup

onde a ultima restricdo ¢ adicionada artificialmente pois a aproximag¢do de primeira ordem por
série de Taylor da bons resultados apenas na vizinhanga de x* [Cheng, 1992]. O conjunto (Xinf,
Xsup) € chamado de limite movel.

Com uma atualizagdo constante das varidveis de projeto, tem-se o método de
programacao linear seqiiencial (ou SLP — “sequential linear programming”). A atualizacdo das
variaveis € necessdria porque a linearizagdo ¢ uma aproximacao, € entdo ndo se garante a
obten¢do de um minimo global, mas apenas de um minimo local, dentro do espaco definido. O
espaco de solugdes definido varia entdo constantemente, através da atualizacdo dos limites
moveis. Os passos de solugdo através do SLP s3o entdo os seguintes:

1 - definem-se as variaveis de projeto iniciais x’;

2 - calcula-se a resposta estrutural, assim como as sensibilidades em relagdo as variaveis

de projeto;

3 - resolve-se o problema de programacdo linear e se obtém x", que é uma solugdo

aproximada do problema nao-linear original;

4 - verifica-se a convergéncia; se for satisfeita, X = x" e para o processo; se nio for

satisfeita, faz-se i=i+1 e x' = x" e volta-se a0 passo 2.

O grande problema associado ao uso da programagdo linear seqiiencial ¢ a escolha
adequada dos limites moveis [Cardoso, 2000]. Uma escolha equivocada pode acarretar a nao
convergéncia do algoritmo, independente do tamanho dos limites moéveis. Limites grandes
podem acarretar instabilidade, com a oscilagdo do ponto extremo, pois a solugdo do LP esta
sempre em um vértice do dominio viavel, e duas solu¢des adjacentes em seqiiéncia podem estar
associadas com dois vértices diferentes. Por outro lado, limites pequenos tendem a tornar o
algoritmo muito lento, talvez levando a uma convergéncia prematura. Uma boa estratégia ¢ entdo
comecar o processo com limites relativamente grandes e reduzi-los a medida que o processo
convirja.

Devido a sua importancia, o tratamento apropriado do limites mdveis recebeu a atengao

de diversos pesquisadores. Segundo Cheng, 1992, o sucesso do uso do SLP depende da
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experiéncia do usuario, e ¢ sabido em programa¢do matematica que mesmo algoritmos cuja
convergéncia ¢ provada ainda deixa alguns parametros para serem escolhidos pelo usudrio.
Chen, 1993, Wujek e Renaud, 1998a e 1998b, utilizaram algum critério matematico para a
determinagdo do limites moveis, incluindo gradientes da funcdo objetivo e restri¢des.

Outros autores como Petersson e Sigmund, 1998, Haftka e Giirdal, 1992, Fonseca, 1997,
Cardoso, 2000 e Sant’Anna, 2002, utilizaram métodos heuristicos para a determinagdo desses
limites. No presente trabalho ¢ utilizado um estratégia semelhante ao utilizado por Sant’Anna,
2002, baseada na historia das iteracdoes, aumentando ou reduzindo o valor dos limites
dependendo do comportamento das varidveis de projeto. Inicialmente se calcula a variagdo na
variavel nas trés ultimas iteracoes:

A= (=) 0.70)

Ay =(x_,—x.3)
onde A ¢ diferenca entre o valor da variavel de projeto obtido na iteracdo anterior(x; ;) ¢ o valor
obtido ha duas iteracdes (x;2) e A, é diferenga e entre o valor obtido ha duas iteragdes (x;,) € 0

valor obtido ha trés iteragdes (x;3), considerando que a iteragdo atual ¢ a iteragdo i. De acordo

com o valor do produto y entre essas diferencgas, o limite movel ¢ aumentado ou diminuido:

Yy =AA,
sey <0,/ =(1+08)., , (2.71)
sey >0,[,=(1-98),

onde J € o fator escolhido para a variagdo ( tipicamente 0,2 neste trabalho), e /; é o tamanho do
novo limite moével e /; ¢ o tamanho do limite movel utilizado na iteracdo anterior. Sao
determinados entdo os valores minimo e maximo que cada varidvel de projeto

independentemente pode assumir pelo LP na equacao (2.69) :
(xinf ),- =x,—|,

() = 41 (2.72)

onde x; é cada variavel de projeto, (xir )i € o valor inferior do limite associado a essa varidvel,
(sup)i € valor superior do limite.

Apesar dessa dificuldade no tratamento de limites moveis, os métodos de otimizagdo
utilizando SLP tém se mostrado bastante eficientes, € com o0 uso de novas técnicas de
programacao linear que vem sido desenvolvidas nos ultimos anos, também bastante rapidas se
comparadas com os métodos de critério de 6timo. Além disso, apresenta a grande vantagem da
generalidade. Especialmente no caso das estratégias implementadas no presente trabalho,

minimizagdo do volume com restricdo de flexibilidade [Sant’Anna, 2002] ¢ no caso de
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minimizacdo de flexibilidade considerando casos de multiplos carregamentos [Krog e Olhoff,
1997], as rotinas de programacao para o SLP sdo basicamente as mesmas. Essa facilidade de
implantacdo do método quando comparado a algum método de CO tornam o uso de SLP

preferivel.

3.4. OTIMIZACAO TOPOLOGICA

Em estruturas continuas, a otimizagdo topoldgica introduz entdo um universo de
elementos estruturais possiveis (“ground structure”) em um dado dominio, e escolhe a melhor
distribui¢do possivel de material dentro desse universo [Fonseca, 1997]. Na projeto da topologia
de estruturas continuas, a idéia de considerar a formulagao relaxada baseada em microestruturas,
surgiu na década de 70. Este trabalho foi realizado independentemente por varios grupos, e
alguns de seus representantes sdo Cheng e Olhoff , 1981 e 1982, Murat e Tartar, 1985, Lurie et
al., 1982, Ratium, 1979, e Kohn e Strang, 1986. Cheng e Olhoff, 1981, foram os primeiros a
tentar otimizar um continuo sobre topologias variaveis baseando-se em particdes macroscopicas
do dominio da estrutura em regides solidas e vazias. Eles descobriram que uma formulagdo do
tipo nervuras aparece na solucdo elastica se a espessura da placa for limitada por valores
minimos ¢ maximos e o numero de elementos finitos for suficientemente grande. Este resultado
levou a uma série de trabalhos de otimizagao topoldgica, através de uma formulagao relaxada por
exemplo com a introdug¢ao de compositos no dominio de projeto. Os trabalhos de outros grupos
de pesquisa citados eram orientados mais na direcdo de teoremas de existéncia do que na
computagdo do projeto 6timo.

A idéia de homogeneizacdo, na qual a propriedade efetiva de uma microestrutura
espacialmente periddica pode ser obtida [Bensoussan, et al., 1978, Sanchez-Palencia, 1980 e
Lions, 1981, apud Park, 1995], foi discutida para uso no projeto de topologia de estruturas por
Cea et al., 1973, ¢ Tartar, 1977. De um ponto de vista matematico, a teoria de homogeneizacao
¢ uma teoria limite que usa expansao assintdtica e o pressuposto de periodicidade para substituir
equagdes diferenciais com coeficientes de oscilacdo muito rdpida por outras equagodes
diferenciais cujos coeficientes sdo constantes ou variem lentamente de maneira que as solugdes
estejam proximas as iniciais [Hassani e Hinton, 1998]. Murat e Tartar, em 1985, sugeriram o
projeto 6timo de forma através da distribuicdo de dois materiais em um dominio fixo. Kohn e
Strang, 1986, introduziram uma formulagdo bem posta, relaxando o problema através do uso de
um material perfurado microscopicamente e homogeneizando as propriedades.

Um impulso grande na otimizac¢do topoldgica foi dado pelo trabalho de Bendsee e

Kikuchi, 1988, no qual a implementacao numérica da idéia de homogeneizacao foi descrita pela
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primeira vez em problemas genéricos de elasticidade bidimensional. Eles introduziram o tipo de
microestrutura retangular e quadrada para relaxar o problema 6timo, o que ¢ descrito como
relaxagdo parcial. Essas microestruturas continham furos retangulares e as variaveis de projeto
eram entdo as dimensdes dos furos e a orientagdo dos mesmos. Esse tipo de microestrutura ¢ rica
o suficiente para relaxar o problema, e apresentou resultados com pequenas areas compostas.

Suzuki e Kikuchi, 1991, estenderam o método para o caso de placas e a problemas
tridimensionais, considerando também casos de carregamentos multiplos. Diaz e Bendsee, 1992,
desenvolveram outra técnica para carregamentos multiplos, utilizando uma média das
flexibilidades. Varios outros trabalhos foram publicados nos anos seguintes estendendo o
trabalho a solugdo de problemas como autovalores, autovalores multiplos, flambagem, expansao
térmica, etc. Uma boa revisdo da teoria de homogeneizacdo e otimizagdo topoldgica pode ser
encontrada em Bendsge, 1995.

A relaxacdo do problema de otimizagdo topoldgica através da introdu¢do de uma
microestrutura parametrizada ¢ muito importante para a solucdo do problema, ao invés de se
trabalhar apenas com a distribuicdo de materiais basicos [Fonseca, 1997]. Muitos tipos de
microestruturas foram usadas, e uma rapida andlise mostra que um atrativo dos laminados do
tipo rank-n [Diaz et al., 1995, Jog et al., 1994] é a possibilidade de derivar as propriedades
analiticamente e nao fazer uso de homogeneizagdao numérica. Pode-se provar também que esse
tipo de microestrutura leva a solugdo 6tima para muitos casos, ja que ele produz mais areas de
densidade intermedidria do que a microestrutura com furo retangular. Exemplos de

microestruturas sao apresentadas na Figura 3.2.
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Figura 3.2. Alguns exemplos de microestruturas e seu parametros. Em (a) célula quadrada com furo
retangular, em (b) material laminado rank-2 e em (c) célula para microestruturas tridimensionais de
placa/casca [Min, 1997].
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A introdugdo de microestruturas trouxe alguns problemas. Um deles ¢ a presenga de areas

de densidade intermediaria na solugdo 6tima, o que pode vir a ser muito dificil de construir, se

ndo impossivel. Se a busca estd sendo feita por uma solugdo sem areas com mistura de dois

materiais, entdo ¢ necessario aplicar algum procedimento de penalizagdo. Esses procedimentos

buscam aumentar o custo de solugdes intermedidrias, de modo que o processo de otimizacao

evite a criacao dessas areas. Isto pode ser feito das seguintes maneiras [Fonseca, 1997]:

incluindo explicitamente expoentes de penaliza¢do na funcao custo [Rozvany, 1997];
escolhendo microestruturas que naturalmente evitem densidades intermediarias
[Suzuki e Kikuchi, 1991, Park, 1995];

aplicando fungdes de penalizacdo no perimetro [Haber et al., 1996, Ambrosio e
Butazzo, 1993].

otimizando o problema binario (existéncia ou inexisténcia com restricdo de

perimetro) [Beckers, 1997].

Para melhor entendimento dessa forma de colocagdo do problema de otimizagao

topoldgica e da forma de evitar densidades intermediérias, ¢ necessario mostrar a formulagado

matematica do problema. No projeto de topologia de uma estrutura, se deseja determinar da

melhor distribuicdo de um dado material isotropico no espago, ou seja, deve-se determinar

pontos aonde deve haver material e pontos que devem permanecer vazios (ver Figura 3.3).

porto com P':'ﬂt':f Seth
material thatetial

Figura 3.3. Problema de otimizacio topologica.

Restringindo o espago ao dominio de referéncia €2, deve-se determinar o subconjunto

6timo Q™ de pontos materiais. Isto implica que o conjunto de tensores constitutivos admissiveis

C.am € definido da seguinte forma [Bendsee, 1995]:
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0
Cpel

_ 0 _
Ci —1Qm Cl./.,d onde 1, =

, (2.73)
0 se xeQ\Q"

[1,.dQ=vol(Q") <V =vol(Q)

{1 se xeQ"

onde a ultima integral calcula a quantidade de material disponivel, considerando um dominio

inicial fixo, Cgk, ¢ o tensor constitutivo linear de quarta ordem, que define o material isotrépico

de base e L” é o espago das fungdes integraveis limitadas segundo Lebesgue, descartando as
fun¢des de medida zero [Sant’ Anna, 2002].

Ao introduzir um material de densidade relativa p através da constru¢do de um material
composto consistindo de um numero infinito de pequenos furos distribuidos periodicamente pelo
material base (dentro de cada célula de material), a natureza discreta do problema (um problema
0-1) ¢ evitada com a inser¢do dessa densidade relativa. Desse modo, p = 0 corresponde a
auséncia de material e p = 1 a presenca de material. Valores de p entre 0 e 1 correspondem ao
material composto poroso, com vazios num nivel microscopico.

Assim, sdo utilizadas dois tipos de varidveis: a densidade relativa do material e os
parametros geométricos da célula unitdria. Os tensores constitutivos sdo entdo parametrizados da

seguinte forma:

p(x): p a(x),b(x),...) , (2.74)

onde (a,b,...,0) sdo os pardmetros geométricos (como pode ser visto na Figura 3.2), C,, ¢ o

i
tensor constitutivo equivalente homogeneizado e p ¢ a densidade relativa de material na célula.
O problema colocado dessa forma, como falado anteriormente, tende a gerar muitas areas com
densidades intermediarias. Um exemplo de uma solug@o obtida com essa formulagdo para uma
casca cilindrica ¢ apresentada na Figura 3.4.

Uma das possibilidades para evitar as densidades intermediarias ¢ o uso da seguinte

relagdo [Bendsee, 1995]:

Cin (x) =p" (x) C;kl (2.75)
<
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onde p(x) passa a ser a funcdo de projeto, e n ¢ o expoente de penalizacdo. Ao escolher n > 1, as
densidades intermedidrias sdo desfavorecidas no sentido que a rigidez obtida é pequena
comparada com o custo do material. Entretanto, o uso de expoentes n» maiores que 1 tornam o
problema ndo-convexo, e valores elevados podem retornar ao problema de ndo-unicidade da
solugdo do problema discreto [Cardoso, 2000] . O uso de expoentes de pequeno valor sdo entdo

desejaveis do ponto de vista matematico. A representagdo dessa formulacdo € vista na Figura 3.5.

Figura 3.4. Exemplo de estrutura otimizada com muitas dreas com densidade intermediaria.
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Figura 3.5. Penalizacio da densidade.

Uma estratégia que permite contornar esses problemas ¢ o uso do “Método da
Continuacio” (a partir daqui chamado simplesmente de MC) [Rozvany et al., 1993, Rozvany et
al., 1995, Swan e Kosaka, 1997, Duysinx e Bendsee, 1998, ¢ Sigmund e Petersson, 1998, apud
Cardoso, 2000] Por este método, o problema de otimizacdo ¢ resolvido em duas etapas. O
problema ¢ iniciado com uma aproximacdo linear para a densidade, numa formulagdo que
garanta a unicidade do problema, mesmo que resulte em muitas dreas com densidades
intermediarias. A solucdo obtida ¢ entdo usada como ponto de partida para uma nova etapa de
otimizacao, utilizando uma formulagdo modificada como, por exemplo, aplicando algum tipo de
penalizagao.

Ao considerar uma aproximacgao linear para a densidade, o problema fica parametrizado

na forma da aproximacdo dada em (2.75), mas com o expoente n = 1:
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(1)< ()
Cu (x)=p (x) - (2.76)
J.P(X)dQSV; 0<p(x)<l, xeQ

Q
Para uma segunda etapa de otimizag¢dao pelo MC, uma possibilidade é a penalizagdo da funcao
objetivo. Cardoso e Fonseca, 1999, Cardoso, 2000, e Sant’Anna, 2002, penalizam a fun¢ao

objetivo através de uma relagdo exponencial da seguinte forma:

s(p)=[prdQ. (2.77)

onde p < 1. Na primeira etapa da otimizagdo faz-se p = 1, o que garante a existéncia de solugao,
ndo havendo diferenca entre a funcdo objetivo original e a penalizada. A partir do resultado
obtido, ao valor do expoente vai sendo reduzido, gerando novas topologias com cada vez menos

areas com densidades intermediarias. Umas forma de reforcar esta penalizag¢do ¢ a formulagao:

s(p)=[[p” +ap(1-p)]dQ. (2.78)

Q
onde o parametro o ¢ escolhido heuristicamente. Obviamente para a = 0 a expressao (2.78) ¢
igual a (2.77). Essa penalizagdo ¢ aplicada no caso de ser necessario “limpar” ainda mais a
topologia final. Na Figura 3.6 pode ser vista o comportamento da fun¢do objetivo em func¢do da
densidade para o caso da aplicacdo dessas penalizagdes. Maiores detalhes da aplicacdo desse

método no presente trabalho encontram-se na se¢ao 4.4.

Figura 3.6. A esquerda, penalizacio do volume conforme eq. (2.78) com oo =0 e a direita para diferentes
valores de o, com p =1/8.

3.4.1. PROBLEMAS NUMERICOS

Muitos problemas relativos a otimizagao topoldgica de estruturas vém sendo discutidos
por autores como Kirsch, 1989, que estudou estruturas discretas (trelicas e porticos) e Rozvany

et al.,, 1995, que fez uma excelente revisdo sobre varios aspectos pertinentes a otimizacao
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topologica. Bendsee, 1995, Sigmund e Petersson, 1998 e Rozvany et al, 1995, discutem
problemas decorrentes da modificagdo do problema bindrio (equagdo (2.73)) na forma
discretizada em (2.75) ou (2.76).

Um desses problemas ¢ a instabilidade xadrez (ou “checkerboards’), o aparecimento de
regides da malha que alternam elementos com material e sem material lado a lado, e que ¢
bastante comum na otimizacao topoldgica de estruturas continuas. Até pouco tempo atrés, suas
causas ndo eram muito conhecidas, mas o mesmo nao podia ser dito das suas conseqiiéncias, pois
se sabia que a topologia final na forma de um tabuleiro aumentava a rigidez da estrutura.

Provou-se que esse fendmeno ¢ decorrente da discretizagdo do modelo continuo, e
decorre principalmente devido a problemas numéricos na convergéncia do método dos elementos
finitos, sendo causado pelo mau-condicionamento das solucdes das equagdes de equilibrio [Diaz
e Sigmund, 1995; Jog e Haber, 1996]. O grande mérito desses trabalhos foi conjecturar que tanto
o método da homogeneizacdo quanto o uso de microestruturas artificiais estdo sujeitos ao
aparecimento de checkerboards. Estes autores mostraram também que o uso de elementos finitos
de alta ordem (como os quadrilateros de 8 e 9 nds, que € o caso elemento utilizado no presente
trabalho) podem prevenir esse fendmeno, devido ao enriquecimento do campo de deslocamentos

(se o expoente utilizado na parametrizagao do tensor constitutivo nao for muito elevado).

Figura 3.7. Resultado da otimiza¢do topolégica de uma placa com aparecimento de instabilidade de tabuleiro.

Outro problema comum na otimizagdo topoldgica ¢ a convergéncia do problema
discretizado (dependéncia da malha), que leva a diferentes solugdes finais para diferentes
discretizacdes. Esse problema surge justamente do fato de se discretizar o dominio.
Intuitivamente espera-se que quanto maior o refino da malha de elementos finitos, a topologia
otima deveria ser uma estrutura que descreva com maior fidelidade as condi¢des de contorno do

problema. Entretanto, ndo ¢ isso que ocorre. Em muitos problemas, malhas mais refinadas
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resultam em topologias mais detalhadas e qualitativamente diferentes de um modelo resultante
de uma malha mais grosseira. De acordo com Sigmund e Petersson, 1998, o problema da
dependéncia da malha pode ser dividido em duas categorias:

- obtengdo de topologias finais cada vez mais complexas a medida que a malha de
elementos finitos vai sendo refinada. Nesse caso, malhas mais refinadas produzem
estruturas “melhores” (ou seja, com valores cada vez menor na funcdo objetivo, se o
problema for a minimizacao do volume) quando comparadas com estruturas geradas a
partir de malhas menos refinadas;

- obtengdo de diversas solugdes Otimas com mesmo valor da fungdo objetivo. Este
problema aparece devido a ndo-unicidade da solugdo do problema discretizado e
ocorre, por exemplo, no projeto de uma estrutura uniaxial sob tensdo em uma dada
area.

Apesar de ndo existirem maneiras de resolver diretamente o problema da nao-existéncia
da solugdo Unica, uma restricdo na complexidade da topologia final pode minimizar a apari¢ao
desse fendmeno. Algumas solugdes normalmente utilizadas sdo a restri¢do global do gradiente
das densidades [Bendsge, 1995], restricdo local do gradiente das densidades [Niordson, 1983,
Petersson e Sigmund, 1998] e filtragem [Sigmund, 1994 e 1997]. Uma breve descri¢do dessas
solucdes € apresentada em Sant’ Anna, 2002.

Outro problema de natureza numérica que pode aparecer ¢ o caso de obtencdo de
solugdes em minimos locais. Isso se deve a ndo-convexidade das fungdes envolvidas no
processo de otimizagdo, no caso de ndo-linearidades da funcdo objetivo e das restricdes. O
problema ¢ extremamente sensivel a pequenas modificagdes em parametros como nimero de
elementos, limites moveis e geometria inicial, por exemplo. A experiéncia mostra que a
modificacdo do valor dos limites moveis no SLP pode levar a solugdes completamente
diferentes, ou mesmo causar a ndo convergéncia do problema, quando o problema em questao
for ndo-convexo.

Esse problema esta geralmente relacionado aos algoritmos utilizados, pois, buscando um
ponto de minimo, o algoritmo de programacdo convexa pode ignorar que o problema ¢ ndo-
convexo podendo existir um minimo “melhor” do que aquele encontrado pelo algoritmo. O uso
do MC parece evitar o problema dos minimos locais, geralmente convergindo para melhores

projetos finais [Sigmund e Petersson, 1998].
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4. ESTRATEGIAS IMPLEMENTADAS

Ao formular um problema de otimizacdo estrutural deve-se definir o método de andlise
estrutural, as variaveis de projeto, a funcdo objetivo e as restrigdes impostas ao projeto [Cheng,
1992]. O primeiro ponto ja esta definido, com a escolha do MEF para a solugdo da equagdo de
equilibrio de casca laminada. A defini¢do do restante e da estratégia geral de otimizacao foi feita
apds uma pesquisa sobre o que tem sido feito nessa area nos ultimos anos, o que ¢ apresentado
na se¢do 4.1 abaixo. Nas outras se¢des deste capitulo sdo apresentadas as estratégias utilizadas
para a resolugdo dos problemas de otimizacdo, assim como os métodos de otimizagdo

implementados.

4.1. HISTORICO

Os primeiros trabalhos de otimiza¢do de estruturas de material composto laminado
apareceram apenas no final da década de 60. Schmit e Farshi, 1973, citaram exemplos desses
trabalhos iniciais, como os de Foye, 1968, ¢ Waddoups, 1969, ambos ligados a construcao
aeronautica. Foye estudou o peso minimo de laminados com projeto 6timo para resisténcia e
rigidez, considerando carregamento multiplos no plano. Um método de busca aleatéria foi
utilizado para definir as orientagdes das camadas de modo que as restricdes fossem satisfeitas
com o menor numero de camadas. Waddoups obteve projetos com peso minimo considerando
restri¢des de resisténcia sob casos de carregamentos multiplos distintos, usando tanto o critério
de falha de maxima deformacdo ou de Tsai-Hill, e como varidvel de projeto a orientacdo da
camada. A busca, entretanto, ¢ muito lenta, pois testa todas as possibilidades.

Schmit e Farshi, 1973, apresentaram um método para obtengdo do projeto 6timo com
peso minimo para laminados de material composto simétricos sujeitos a carregamento multiplos
no plano. As variaveis de projeto eram as espessuras de cada camada, que apresentam orientagao
pré-determinada. O algoritmo de otimizac¢do usado era uma adaptagdao do chamado “método de
hiper-esferas inscritas”, e consistia numa seqiiéncia de programagao linear que leva a uma rapida
convergéncia. A cada iteracdo apenas as restricoes mais criticas sdo levadas em conta. Em 1977
Schmit e Farshi, dao continuidade ao trabalho de 1973, incluindo restrigdes de rigidez,
resisténcia e estabilidade eldstica. Uma andlise de flambagem era feita baseada em uma
aproximacao de placa ortotropica equivalente levando a dois problemas de autovalores

desacoplados para cada condi¢do de carregamento.
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Schmit e Mehrinfar, em 1982, apresentaram um trabalho de otimizagcdo multi-nivel de
estruturas com painéis reforcadores com material composto fibroso. Nesse trabalho, voltado
diretamente ao projeto de componentes estruturais de asas de aeronaves, os niveis de otimizacao
compreendiam o “sistema” e os “componentes”, em duas etapas distintas. Este método pode ser
interpretado  como uma decomposi¢ao heuristica, com a formulagdo sendo dada pelo
desacoplamento do comportamento estrutural dos componentes.

Kam e Lai, 1989, trabalharam com otimizacdo multi-nivel de placas de material
composto laminado, tendo como varidveis de projeto a espessura e a dire¢do das fibras de cada
camada, de modo a minimizar o volume das estruturas sujeitas a restrigdes de comportamento
assim como limites laterais. No primeiro nivel se procura a melhor orientacdo de cada camada
segundo a qual se maximiza a rigidez e a resisténcia da estrutura para determinadas condi¢des de
carregamento e além disso maximiza a freqiiéncia de vibragdo do primeiro modo. O problema
multi-objetivo era entdo transformado em otimizacdo escalar, através da criagdo de uma unica
func¢do objetivo total, com restricdes laterais apenas. No segundo nivel eram mantidas constantes
as orientacdes obtidas no nivel anterior e o objetivo era determinar a espessura de cada camada
de modo que o peso total da estrutura fosse minimizado e as restrigoes satisfeitas. Essas
restricdes podiam ser de deslocamento, critério de falha com deformacao, freqiiéncia do primeiro
modo e limites de espessura.

Um trabalho importante para o estudo da otimiza¢do da orientagdo das fibras de
estruturas feitas de material composto € o trabalho de Pedersen, 1989, que ¢ citado em diversos
trabalhos de otimizagdo posteriores. Ele extremizou a densidade de energia em estruturas feitas
de material ortotropico, trabalhando apenas com a orientacao das fibras. Resolvendo problemas
de elasticidade plana, concluiu que a orientagdo 6tima depende apenas da rela¢do entre as duas
deformagdes principais e de parametros adimensionais invariantes do material, dados por Tsai e
Pagano, 1968. Resultados analiticos completos sdo derivados, incluindo maximos ¢ minimos
locais e globais. A rigidez ao cisalhamento tem importante papel na definicdo da orientacao
Otima, e para um mesmo angulo pode-se ter energia maxima ou minima dependendo da relagao
entre a deformagao maxima e minima e dos parametros do material.

Em um artigo de 1990, o assunto acima foi retomado por Pedersen, € uma analise levando
em consideracdo o MEF foi feita. Através de uma mudanga no sinal no calculo da sensibilidade
da energia em relacdo ao angulo de orientacdo das fibras em cada elemento, os resultados se
invertem em relacdo ao artigo anterior. Uma tabela com resultados que podem ser utilizados
diretamente em processos de otimizagdo foi apresentada, aonde se verifica que para materiais

com relativamente baixa rigidez ao cisalhamento no plano, a rigidez méxima se obtém alinhando
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a dire¢ao de maior mddulo de elasticidade do material com a dire¢do de maior deformacao
principal (ver Tabela 4.1). Foi citado o trabalho de Banichuk, 1983, que obteve resultados

semelhantes em um trabalho independente, com uma formulagao praticamente paralela.

Tabela 4.1. Localizacio de extremos locais e globais pela otimizacido do parametro y [Pedersen, 1990].

angulo baixa rigidez a cisalhamento no alta rigidez a cisalhamento no
extremo plano o3>0 plano 0 > o;
14 0<y<l y>1 y<-1 -1<y<0
0° min. global min. global min. global max. local
90° min. local max. global maéx. global max. global
cos2y = -y max. global min. global

Outra extensao do trabalho de 1989 feito por Pedersen foi o artigo de 1991, aonde ele
incluiu a espessura como varidvel de projeto na otimizacdo de membranas laminadas. Ele
utilizou gradientes de primeira ordem da energia elastica total em um método de critério de
otimo. Como houve lenta convergéncia em relagdo as variaveis de projeto, derivadas de segunda
ordem foram incluidas, obtidas da andlise de sensibilidade de primeira ordem. Trabalhos
semelhantes foram citados, como os de Landriani ¢ Rovati, 1991, e Thomsem, 1991. Pedersen
concluiu que a otimizacdo da distribuicdo da espessura para materiais anisotrépicos nao ¢ mais
complicada do que para materiais isotropicos lineares.

Cheng, 1994, discutiu os resultados obtidos por Pedersen em relacao ao uso das direcdes
de deformacao principal para atualizar a orientagdo, e comparou com métodos apresentados por
Suzuki e Kikuchi, 1991, e por Diaz e Bendsge, 1992, onde se utilizam as dire¢des principais de
tensdo. O método de Pedersen apresenta um acoplamento entre a direcdo de deformacao
principal e a varidvel de projeto 0, enquanto que utilizando os métodos baseados na tensdo o
acoplamento com a variavel de projeto se torna mais fraco. No caso de Diaz ¢ Bendsee, era
possivel resolver problemas de carregamentos multiplos. Cheng apresentou entdao um método
melhorado baseado na tensdo, utilizando uma formulacdo com uma tensdo generalizada, e ndo
apenas as tensdes principais.

Mota Soares et al., 1995, apresentaram um modelo para a otimizagdo de estruturas do
tipo placa ou casca fina de material composto, usando também uma estratégia de dois niveis. No
primeiro nivel se procurava a minimiza¢do do deslocamento maximo ou a maximizacdo da
freqliéncia natural de determinado modo de vibragdo, utilizando como variaveis de projeto os
angulos de orientagdo de cada camada, sujeitas a restrigdes laterais. O objetivo do segundo nivel

era a minimizacao do volume do material sujeito a restricoes de deslocamentos, tensdes e/ou
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critério de falha de Tsai-Hill, freqiiéncias naturais de determinados modos de vibragdo e
constantes laterais. Nesse caso, as variaveis de projeto eram as espessuras de cada camada. Uma
outra contribuicdo desse trabalho foi um método de andlise de sensibilidade usando diferencas
finitas, sem apresentar instabilidade numérica.

Conceicdo Antonio et al. 1995, resolveram um problema de otimizacao de cascas e placas
laminadas usando também uma estratégia de dois niveis. Seu objetivo era obter uma estrutura
com o peso minimo e que fosse capaz de suportar um determinado conjunto de forcas estaticas
externas sem falha. Para isso o dominio era separado em macro-elementos, dentro de cada um
dos quais havia uma determinada seqiiéncia de laminagdo, orienta¢do e espessura das laminas e
propriedades dos materiais. Em um primeiro nivel se maximizava a eficiéncia da estrutura,
usando como varidvel de projeto a orientacdo de cada lamina e utilizando programacao
matematica. Em um segundo nivel se minimizava o peso da estrutura, usando como variavel de
projeto as espessuras das laminas dentro de cada elemento e critério de 6timo como método de
otimizacdo. O modelo apresentado diferia portanto de trabalhos como os de Weiji ¢ Boohua,
1986, e Watkins e Morris, 1987, porque nestes os dois niveis estavam relacionados com a
decomposicdo dos objetivos. Além disso, ndo havia restricdes adicionais ou variaveis
intermediarias.

Stok e Mihelic, 1996, trabalharam também na otimizagao de estruturas de casca em dois
niveis, identificando primeiramente regides aonde refor¢adores deviam ser localizados e num
segundo passo procurando por uma solugdo 6tima para o projeto da estrutura que foi reforcada.
Para evitar grande tempo de computacdo ao usar um método de programacdo matematica, esse
trabalho era baseado em um critério de 6timo discretizado, em que o tamanho do problema de
otimizagdo nao depende explicitamente do numero de variaveis de projeto.

Mota Soares et al., em 1997, otimizaram estruturas laminadas utilizando modelos de
deformacdo de alta ordem, com 7, 9 e 11 graus de liberdade por nd, incluindo varia¢do nao linear
do campo de deslocamentos, o que tornou possivel analisar estruturas de placa laminadas finas e
espessas. Um enfoque grande foi dado a apresentacdo da teoria estrutural e base da elaboragao
dos elementos finitos utilizados para a otimizagdo. O método das dire¢des viaveis foi utilizado
para a solugdo de problemas de otimizagdo estrutural com restri¢do ¢ o método BFGS (Broydon-
Fletcher-Goldfarb-Shanno) para os problemas sem restri¢do, tendo como fun¢do objetivo o peso
ou o volume estrutural, os deslocamentos generalizados em determinado nd, a energia de
deformacdo elastica, a freqiiéncia natural de um dado modo de vibragdo ou parametro de carga
de flambagem. Também se utilizou uma estratégia de dois niveis como a de Mota Soares ef al.,

1995, para a determinacao da orientagdo e espessura das camadas.



49

Outro exemplo de otimizagdo com uma estratégia de dois niveis foi dado por Mateus et
al., 1997, buscando a analise de sensibilidade de flambagem de estruturas laminadas finas. Eles
utilizaram um elemento de placa/casca triangular simples com 18 graus de liberdade. As
sensibilidades foram avaliadas analiticamente, semi-analiticamente e por diferengas finitas
globais, tendo como varidveis de projeto o angulo e a espessura de cada camada.

Maute e Ramm, 1997, apresentaram um trabalho sobre otimizagdo topologica adaptativa
de estruturas de cascas. Nesse trabalho, fez-se a otimizagdo de forma de cascas, e se aplicou
otimizacdo topologica para determinar a configuracdo bdésica, ou seja, inserindo ou eliminando
buracos na estrutura no dominio de projeto. Para resolver problemas de otimizag¢ao de cascas em
trés dimensdes, eles recomendaram modelar a estrutura em um espago paramétrico
bidimensional. As relacdes entre o espaco fisico e o paramétrico sdo afetadas apenas por duas
operacdes basicas: mapeamento de um vetor de um espago para o outro e vice-versa. Problemas
de méxima rigidez com restri¢des de massa foram discutidos, utilizando critérios de 6timo. No
calculo da energia de deformagdo, as contribui¢gdes de flexao, forgas de membrana e forcas de
cisalhamento transversais foram consideradas separadamente. Se verificou que no caso de cascas
finas, quando ocorria travamento por cisalhamento, a energia de deformagao por cisalhamento
transversal levava a formacao de checkerboards.

Kere e Koski, 1999, resolveram um problema de otimizacao multicritério da seqiiéncia
de laminag¢do para maxima margem de seguranga em relagdo a falha. Eles partiram de angulos
pré-estabelecidos para a orientagdo das camadas e procuraram uma seqiiéncia simétrica e
equilibrada com o numero minimo de camadas de modo que o fatores de reserva para falha
inicial devido a um conjunto de carregamentos aplicados ao laminado fosse maximizado.

Ramm et al., 2000, apresentaram a obtencdo da forma e otimizagdo de estruturas de
casca, comparando dois métodos numéricos para a obtengdo da forma de cascas, um deles
tradicional, baseado em métodos experimentais, e outro utilizando conceitos de otimizacao
estrutural, permitindo o uso de varios critérios de 6timo. Outros trabalhos nos ultimos anos
seguem uma linha de algoritmos genéticos de otimiza¢do, como Soremekum, 1997, Callahan e
Weeks, 1992, Nagendra et al., 1996 e Giirdal et al., 1994. Esse tipo de algoritmo, entretanto,
ainda ¢ extremamente caro computacionalmente, e foge do interesse do presente trabalho.

Com essa pesquisa bibliografica apresentada acima, tornou-se possivel delinear uma
estratégia utilizando métodos de otimizacao estrutural como SLP e otimizagdo multi-nivel. A

descri¢ao desses métodos ¢ feita na se¢do abaixo.
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4.2. DESCRICAO DOS METODOS UTILIZADOS

As variaveis de projeto utilizadas no presente trabalho sdo a orientacdo de cada lamina
em cada elemento e a densidade relativa de cada lamina. Com a escolha dessas duas varidveis, a
aplicacdo de uma otimizagdo em dois niveis ¢ uma boa opg¢ao. Esse tipo de estratégia permite
simplificar o processo de otimizagdo, evitando a implementacdo de otimizagdo multi-objetivo e
também leva a diminui¢do do nimero de variaveis de projeto durante o processo de otimizacao
[Concei¢do Antonio ef al., 1995].

Ao se trabalhar com a orientacdo, uma funcdo objetivo apropriada ¢ uma que esteja
relacionada com a energia de deformacao da estrutura, tal como a flexibilidade da estrutura. Ao
utilizar a flexibilidade, € possivel derivar expressdes em funcao da orientacdo de cada camada
tanto para a fung@o objetivo como para o caso de uso de restrigdes de tensdo, por exemplo. Ao
trabalhar com a densidade relativa, a escolha da fun¢do objetivo recai naturalmente sobre o
volume. Dando continuidade aos trabalhos de Sant’Anna, 2002, e Cardoso, 2000, escolhe-se a
minimiza¢do do volume de cada lamina a ser otimizada, o que permite utilizar como restri¢ao a
flexibilidade total da estrutura, a tensdo admissivel, ou algum critério de falha para material
composto, com o de Tsai-Hill [Jones, 1975]. No presente trabalho, entretanto, aplica-se apenas a
restricdo de flexibilidade.

Os dois niveis implementados sao entao:

- otimizacdo da orientacdo de cada camada do elemento no primeiro nivel, tendo como

funcdo objetivo a flexibilidade da estrutura;

- no segundo nivel, se otimiza a topologia da lamina em questdo, ¢ o objetivo ¢é a

minimizacao do volume, com restricao de flexibilidade.

Da maneira como o algoritmo foi implementado, qualquer dos niveis acima pode ser
utilizado individualmente, ou seja, pode-se aplicar apenas a otimizagdo topoldgica sem otimizar
a orientagdo, e vice-versa. Isto permite aplicar o algoritmo no calculo estruturas com material
isotropico, em que nao faz sentido otimizar a orientagdo, por exemplo.

Para simplificar o algoritmo, trabalha-se com estruturas tendo um unico tipo de laminacdo
(ou seja, seqliéncia de laminas com determinada orientacdo e espessura de cada uma), e
determina-se no arquivo de dados de entrada quais dessas ldminas devem ser otimizadas. Com
1ss0, 0 numero de variaveis de projeto (7g4esvqr) Sera igual ao numero de elementos (7..,) da
estrutura multiplicado pelo nimero de laminas que se deseja otimizar (Romyr).-

A insercdo de malhas com diferentes tipos de laminacdo, como em Concei¢do Antdnio et
al., 1995, traz uma série de problemas de organizagdo do algoritmo, que foram deixados para

uma continuacao desse trabalho. Outra simplificacdo adotada ¢ o fato de se considerar as
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espessuras das camadas fixas. Vale lembrar que no mercado sé existem determinadas espessuras
de tecido, o que limita naturalmente a escolha do projetista. A otimizacdo da espessura
considerando uma lista de possiveis espessuras para cada camada levaria a implementagdo de
algoritmos de programacdo inteira, € a uma estratégia totalmente diferente da implementada.

Além do mais, o uso da espessura de cada camada como variavel de projeto ja foi
bastante explorada em diversos trabalhos da area como por exemplo Schmit e Farshi, 1973 , Kam
e Lai, 1989, Mota Soares et al., 1995, entre varios outros. O mesmo se aplica ao caso da
orientacdo de toda uma camada, como os trabalhos de Foye, 1968 ¢ Waddoups ,1969, Kam e Lai,
1989, Haftka e Giirdal, 1992, etc. No sentido de se buscar uma nova contribui¢gdo para o
conhecimento, o estudo de diferentes estratégias de otimizacdo como as implementadas ¢ de
maior interesse.

Na Figura 4.1 ¢ mostrado um fluxograma simplificado da estratégia em dois niveis
implementada no presente trabalho. Da forma como esta apresentado, cada nivel de otimizagao
roda apenas uma vez. O segundo nivel, entretanto, estd dividido em duas ou mais etapas, pelo
uso do MC. Na primeira etapa do segundo nivel, o valor do expoente de penalizagdop ¢ 1eo
de o ¢ 0 sempre, e na segunda etapa esses valores sdo modificados, diminuindo o valor de p para
%, Va, 1/8, etc. e aumentando o para algum valor menor que 1, como 0,3 (ver equacdo (3.40) na
secdo 4.4). Na segundo nivel minimiza-se a funcdo s , ficando claro que ndo se trata da
minimiza¢do do volume simplesmente, mas do volume penalizado, como sera visto em detalhes
na secao 4.4.

Algumas pequenas variagdes do algoritmo mostrado neste fluxograma foram
implementadas, permitindo, por exemplo, que entre uma etapa e outra do segundo nivel a
otimizagdo da orientacdo fosse realizada. Nao se verificou, entretanto, ganho no valor do volume
final da estrutura com a utilizacdo dessa estratégia.

Também foram incluidas rotinas para registro dos resultados (deslocamentos,
deformacdes, tensdes, historico do valor das fungdes objetivo e restricdes, valor das variaveis de
projeto nas ultimas iteragdes, etc.) ocasionalmente durante o processo de calculo, permitindo
nao s6 o reinicio do processo apds alguma parada (involuntaria ou ndo) ou ainda o
acompanhamento da variacdo da orientacdo ou da topologia da estrutura. Da maneira como esses
registros foram elaborados, torna-se bastante facil modificar o processo sem a necessidade de
reinicio, podendo ser modificada a flexibilidade limite, critérios de convergéncia, etc., com base

no comportamento dos resultados obtidos a cada iteracao.
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Figura 4.1. Fluxograma da estratégia de otimizacio em dois niveis: no primeiro nivel é minimizada W ( a
flexibilidade) e no segundo nivel s (0 volume penalizado). Conv0 e convp sio “flags” que indicam se a
convergéncia da otimizagao de 0 ou p foi alcangada, e p é expoente de penalizacio de s. No alto a direita a
historia de interacdes de um caso otimizado com 3 etapas do MC.

4.3. MINIMIZACAO DA FLEXIBILIDADE

Ao minimizar a flexibilidade da estrutura trabalhando com a orientacdo como variavel de
projeto, algumas estratégias diferentes podem ser implementadas, além do SLP. Umas dessas

estratégias consiste em utilizar diretamente os resultados de Pedersen, 1989 e 1990, que
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apresentou um método analitico para a obtengdo da orientagdo 6tima em uma placa de material
ortotropico, considerando estado plano de tensdes e usando como fungdo objetivo a maxima
rigidez da estrutura. Isso foi feito por exemplo por Park, 1995, e Min, 1997.

A aplicagdo da diregdo principal de deformacgao (chamado a partir daqui de DPD) de em
cada elemento, entretanto, levou a resultados nao convergentes, devido ao seu acoplamento com
o angulo 0. Isso levou ao uso da dire¢do principal de tensao (ou DPT) como critério de
alinhamento da dire¢ao de maior modulo de elasticidade do material. Os resultados ndo foram
dos melhores, pois ainda ha um pequeno acoplamento entre a varidvel de projeto e a direcao de
tensao principal.

Uma formulagao utilizando a DPD foi implementada no presente trabalho, e os efeitos do
acoplamento se fazem notar claramente. Como pode ser visto na Figura 4.2 para um caso de
elasticidade plana, ocorre forte variacio na orientacdo da dire¢do de maior modulo de
elasticidade ao se considerar simplesmente a DPD, pois o que ¢ direcdo de maior deformacao
apds uma iteracao passa a ser direcdo de menor deformacao na iteragdo seguinte. Isso reflete no

grafico da flexibilidade relativa na Figura 4.3, com oscilagdo na flexibilidade.
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Figura 4.2. Acima, geometria basica e condicdes de contorno do problema. Abaixo, primeiras cinco iteragoes
da otimizacio da orientacdo de um problema 2D (malha 12x12 elementos), utilizando dire¢ao principal de
deformacio.

Também foi implementada a otimizagdo da orientacdo alinhando a orientacdo da direcao

de maior modulo de elasticidade do material com a DPT. Os resultados sdo muito mais

satisfatorios, mas ainda ocorre um certo acoplamento com a variavel de projeto, que nem sempre



54

¢ perceptivel. Na Figura 4.4 ¢ apresentado o campo de orientagdes nas iteragdes 3, 4 e 5,
podendo-se verificar a variagdo bastante grande na orientagdo em alguns elementos. Sdo poucos
elementos, mas o reflexo no valor da flexibilidade ¢ bastante grande, como se vé na Figura 4.5.
Entre a segunda e a quinta iteragdes ha uma oscilacdo no grafico da flexibilidade, que ocorre

devido a essa variagdo exagerada na orientagdao daqueles elementos.
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mimero de iteraciies

Figura 4.3. Grafico da flexibilidade relativa para o caso da otimizacio da orientaciio de um problema
bidimensional utilizando a direcio de deformagdo principal como critério para determinar a variavel 0.
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Figura 4.4. Campo de orientagdo nas iteracoes 3,4 e 5, em malha 16 x 16..

Uma estratégia intuitiva, mas muito eficiente foi introduzida por Suzuki e Kikuchi, 1991,
baseado no trabalho de Pedersen e no de Gibiansky e Cherkaev, 1988. Eles afirmam que a
orientacdo 6tima de um material ortotrépico com relativamente baixa resisténcia ao cisalhamento
(“low shear stiffness” - [Pedersen, 1990]) pode ser alinhada com sua dire¢cdo de maior tensao
principal. Esta estratégia intuitiva implica a consideragdo fisica de que, se o campo de tensodes ¢

constante com relagdo a variavel de orienta¢do, o eixo principal do material deveria estar
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alinhado com a DPT. Além do mais, ¢ relativamente simples de determinar a orientagdo 6tima
em comparagao com outros métodos (como o proprio Pedersen, 1989, ou Diaz e Bendsee, 1992).
Este método ¢ bastante eficiente, especialmente para casos em que as tensdes principais estao
disponiveis, como no problema de otimizagdo linear elastico tendo como fungdo objetivo a
flexibilidade. Este método, entretanto, carece de uma base matematica, e ndo pode ser estendido
para a solu¢do de problemas com carregamentos multiplos ou multi-modal, da mesma maneira

que a estratégia de Pedersen.

09y

08

06

0.4+

0.2k I I I
0 g 10 15 20 25

mimero de teragiies

Figura 4.5. Grafico da historia das iteragdes para o caso da Figura 4.4.

Uma extensao dos trabalhos de Pedersen e Kikuchi foi apresentada por Diaz e Bendsee,
1992 para o caso de otimizagdo linear elastico e com carregamento multiplo. Neste trabalho,
primeiramente foi obtida a sensibilidade da fun¢do objetivo (flexibilidade) em relacdo a variavel
de orientacdo 0 para um dado caso de carregamento em uma formulag¢do baseada em tensdo. As
diregdes de tensdo principal podem entdo ser determinadas com respeito a cada caso de
carregamento. Através da solugdo de uma média ponderada, que ¢ fungdo dessas dire¢des de
tensdo principal, eles obtiveram a orientagdo 6tima do material perfurado, que ¢ um material
ortotropico. Este método funcionou razoavelmente bem para o problema de otimizacdo com
carregamentos multiplos, mas ndo explica porque esta formulacio baseada na tensdo foi
aplicada.

No presente trabalho se buscou um método alternativo aos apresentados acima para a
minimizac¢ao da flexibilidade da estrutura usando como variavel de projeto a orientacao de cada
camada do elemento. E possivel expressar o problema de otimizagio da flexibilidade como um

problema simples de minimizagdo sem restri¢ao:
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min ¥ (8). (3.1)

Nao esta sendo considerando restricdo alguma pois o que se quer ¢ uma estrutura o mais
rigida possivel, uma vez que no segundo nivel de otimizagdo essa flexibilidade ira aumentar, ao
se minimizar o volume. E interessante a inclusdo de algum critério de falha como restri¢io, por
exemplo, o que ndo foi implementado no presente trabalho.

A flexibilidade total da estrutura ¢ dada por
W=q'Kq, (3.2)
onde q ¢ o vetor de deslocamentos globais e K ¢ a matriz de rigidez global. Utilizando

programacao linear para minimizar a flexibilidade, ha a necessidade de calcular a derivada da

flexibilidade em relagdo ao angulo O:

ow 0(d'Ka) oK _ , oq
_ g’ B2’ KN 33
20 T R (3-3)

A variavel de projeto 0 ¢ definida em cada camada de cada elemento. Ou seja, a derivada
da matriz de rigidez deve ser calculada a nivel de camada, de maneira semelhante ao que sera
feito nas equagdes (3.46) a (3.49) para obter a derivada da matriz de rigidez em relacdo a p.
Dessa forma, a derivada 0W/00 serd um vetor de dimensao Agesvar (= Hetem X Aprosm; NUMeEro de

elementos vezes o nimero de laminas a otimizar), sendo obtida da seguinte maneira dentro de

cada elemento:

dK,

do 6
!t [ er dCy, r dC,, r dC,, , dCs, ) s .
_J.IJ-I(BI do B, +B, 40 B, +B, WBVFBZ WBZ 7|J|d§1d§2

onde k varia de 1 até 7,0, ( nUmero de laminas a otimizar). Posteriormente cada dK, / do ¢

montado dentro de um vetor dK/d0 de dimensao ngesa As derivadas de Cyy, Cox € Csi s30

dadas por:
dC dCy
o PlETE) Ty
dC,, » o\ dCf
Lo _p(2-2), 2L (3.5)
dC}k _ 3 3 dcicc
w0 Pl -a) T

O tensor C) tem o seguinte formato:



Clﬁl C/iiz 0 0 C’SS
CI£C21 Ciiczz 0 0 C’?ZS
Ci=l 0 0 G4 Ca 0
0 0 (i Coy 0
L CII:SI Cllccsz 0 0 C’ZS -

(3.6)
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Cada componente de C; ¢ fungio de 0. A derivada de cada termo ndo-nulo de Cj é dada por:

b (o)t (s des) .
+(4cs - 4c3s) Ch, + (—SCS + 16035) Cies
dg—gﬂ = (46‘3S — 2cs) Ccl + (4CS - 86’35) City +

+(4c3s - 2CS) Ch + (86‘5 —16035) Cres

dCy,
a0
+(1-5¢ +4c*) Cln, +(~16¢* +16¢* ~2) Cl,

= (4c4 —3c2)C,i’;“1 +(—8C4 +8c? —1)C/i’1nz +

dCi5,
do
+(4c3s _2CS)C4'§ +(—16c3s+80S)Cé'2

= (4c3s - 2cs)C1”1” + (—8c3s + 4cs) Cly +

dCiy,
do
+(—4c3s)C,i’;'2 (160 s — 8CS)C]?26

=(—4c3s+4cs) 1 ( S_8CS)CII£12+

acg,

+(~4c* +3¢)Cln, +(16¢* ~16¢% +2) Clr,

% =(=2¢cs)Cln, +(2¢s) C)s
dg_é; =(-2¢* +1)Cly, +(2¢2 - 1) L
dj_gn =(-2¢* +1) G, + (27 1) Cl,

7 = (2cs) cl+ (—26’3) Cys

=(5¢" —4c* ~1) Yy +(8¢ 8" +1) Yy +

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)
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dC¥ m I
= (4¢* =367 G + (=8¢ + 8¢ 1) G + (3.17)
150 el + (166" 166 1)
lc
%:(502_404_1)@’1"] +(8c4—802+1)czi'{12+ (3.18)
+(-4c* +3¢7) G, +(16¢* ~16¢7 +1) G
lc
&ekss =(4c’s —2¢s ) Oty +(-8¢ s +4es ) O, + (3.19)

+(4c3s - 2cs)C,i'§2 +(16c3s + SC'S)C,i"g6
Agora ¢ calculada a derivada do deslocamento em relagao a 6. Ao se derivar a expressao:
q=K'f, (3.20)

se obtém:

-1
dq oK ¢ gt
00 00 00

(3.21)

A derivada do vetor forca externa em relacdo a 0 ¢ nula, eliminando o segundo termo da
direita. Nesse ponto ¢ importante utilizar uma importante propriedade da matriz de rigidez, pelo

fato de ser simétrica:

K'K=I. (3.22)
Isso leva a:
o(K'K -1
( )=8K K+K‘18—K=O, (3.23)
00 00 00
-1
K _ g Kg (3.24)
00 00
Inserindo (3.24) em (3.21), chega-se a:
a =-K" a—KK‘lf , (3.25)
00 00
ou, simplificando:
a =K K (3.26)
00 00
Finalmente, se inverte a relagdo acima, da seguinte forma:
oq oK
K—=—— 3.27
0 o0 (3.27)

Inserindo essa expressao em (3.3), chega-se a:
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=q —q+2q |——q (3.28)

ow 0(d'Kq) oK T[ oK j
20 20 o0 174 (75 1)

e portanto o calculo da derivada da flexibilidade em relagdo a 6 ¢ feito somente através da
derivada do tensor constitutivo nas coordenadas locais da casca:

oW __ oK

o _ 3.29
s L Bt (3.29)

A flexibilidade linearizada em relagdo a variavel de projeto 0 é dada entdo pela seguinte

o\ o\
wew—| ] g | 0, (3.30)
o0 o0

onde 0° ¢ o vetor da variavel de projeto com os valores da iteragio anterior, W’ e dW’/00 sio

expressao:

respectivamente o valor da flexibilidade e da derivada da flexibilidade calculada com 6 = 6°.
Pelo algoritmo de programacdo linear que estd sendo utilizado no presente trabalho, s6 ¢
necessario entdo o termo que multiplica 0. O primeiro termo € necessario apenas para calcular o

valor da flexibilidade apds a obten¢do do novo valor da variavel de projeto, ou seja, apds a saida

do LP.

43.1. CASOS DE CARREGAMENTOS MULTIPLOS

Ao se utilizar programacao linear para otimizar a orientacdo, surge a possibilidade de
resolver casos com carregamentos multiplos, ou seja, carregamentos aplicados a estrutura em
diferentes situacdes. Uma estratégia sugerida por Krog e Olhoff, 1997, ¢ a de minimizar a soma
ponderada das flexibilidades associadas a cada caso de carregamento independentemente. O
problema de otimizagao ¢ expresso entdo da seguinte maneira:

A{in wW., j=l.n

J?

(3.31)

casos *
onde w; ¢é o peso associado a cada caso j de carregamento, ; € a flexibilidade associada a cada
caso de carregamento € 7,505 € 0 numero de casos de carregamento aplicados sobre a estrutura.

Para defini¢ao desse pesos, apds o primeiro rodada do MEF ¢ calculada a flexibilidade associada

a cada caso, e divide-se esse valor pela soma do valor absoluto das flexibilidades:

w, =L (3.32)

aaaaaaa

Com isso, a forma linearizada do problema se torna:
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o (Y ol (oY
wW, =w,|W - W 0" [+w, 7 0. (3.33)

Para fins de aplicacdo do algoritmo de otimizacdo do MATLAB, so interessa o termo que
multiplica 6, que ¢ calculado da seguinte maneira:

8W} » 0K .
— | =—q, —(q,, semsomaemj, (3.34)
{ae , o

onde q; ¢ o vetor de deslocamentos calculado para cada caso de carga independente.

4.3.2. CALCULO DA DIRECAO PRINCIPAL DE TENSAO

Como discutido anteriormente, o uso apenas da direcdo principal de deformagao (DPD)
ou da direcdo principal de tensdo (DPT) para a minimizacdo da flexibilidade ndo apresenta
resultados satisfatorios. Foi implementada, entretanto, uma estratégia na qual se usa DPT para a
definicdo de uma primeira aproximacao para o angulo de orientagdo do material.

Por simplicidade, na implementagdo da otimizagao da orientagdo pela tensdo principal no
presente trabalho calculou-se a tensdo apenas no centro do elemento (situagdo (c) da Figura 4.6).
Se fossem utilizados quatro pontos de integracao, seriam quatro tensores de deformacao em cada
lamina a ser otimizada de cada elemento, o que levaria a necessidade de calcular uma tensao
média e s6 entdo calcular a orientacdo principal de deformagdo em cada elemento. Isso aumenta
bastante o tempo de calculo. Se as tensdes fossem calculadas em mais pontos na direcdo da

espessura da lamina, o aumento do tempo de célculo se tornaria mais critico.

()

Figura 4.6. Pontos de integracio para calculo da deformacio e da tensdo. Em (a), quatro pontos de integracio
no plano médio da camada, em (b) quatro pontos em um plano abaixo da superficie média e em (c) um ponto
de integracio no centro da superficie média.

Sao consideradas apenas as tensdes no plano paralelo a superficie média, e o tensor de
tensoes utilizado € o seguinte:

G, {G“ 0‘2} (3.35)

Gp Oy
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Resolvendo entdo o problema de autovalores abaixo, se obtera os valores das duas

tensdes principais e os vetores indicando a orientacdo de cada uma dessas tensdes.
(0, -2 1)@, =0, j=12., (3.36)

onde A; sdo os valores das tensdes principais, ®@; sdo vetores associados a tensdo principal j,
indicando sua direcdo e I ¢ a matriz de identidade. O proximo passo € a verificagdo de qual das
duas tensdes A; tem maior modulo. Na Figura 4.7 se vé um elemento com uma orientagdo
qualquer e com a representagdo das diregdes principais de tensdo no plano. A nova orientagdo da

camada sera dada pela direcdo do vetor de maior magnitude.

Figura 4.7. Vetores obtidos do calculo das tensdes principais em uma camada do elemento, com magnitudes
proporcionais aos valores das tensoes.

4.4. MINIMIZACAO DO VOLUME COM RESTRICAO DE FLEXIBILIDADE

O problema de otimizagdo para o caso de minimizacdo do volume com restrigao de
flexibilidade ¢ escrito como:
rnpin s ( p) =p'V
s.a W(p)-W,

. <0. (3.37)
0<p<l

onde Wy, ¢ a flexibilidade limite determinada para a solugdo final, o que no presente trabalho
determinou-se sempre como um fator da flexibilidade inicial da estrutura , W, (flexibilidade da

estrutura original, antes de qualquer passo de otimizagdo). O vetor ptem dimensao Agesvar ©

contém a densidade relativa p, de cada lamina a ser otimizada dentro de cada elemento. O vetor
V tem essa mesma dimensdo, € contem o volume de cada lamina a ser otimizada dentro de cada

elemento, calculado da seguinte forma:
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v, =] [J]aQ,, (3.38)

O calculo desse volume depende da forma como estd montada a rotina de elementos
finitos. No presente caso, o Jacobiano ¢ calculado apenas no meio do elemento para cada ponto

de integracdo, e a expressao (3.38) ¢ calculada da seguinte forma:

V=[] (z-2), Mgz, . (3.39)

onde z; e z; sdo os valores das coordenadas reais na direcdo da espessura da superficie superior e
inferior de cada camada. Essa integragao ¢ feita numericamente.
Ao penalizar a fungdo objetivo, conforme a expressao (2.78), o problema de otimizagao

em (3.37) passa a ser escrito como:

Mges var

min s(p)= [Pf +0tpn(1—Pn)]Vn

n=1

s.a W(p)—W <0 (3.40)

lim

0<p<l1

E necessario entdo linearizar a fungdo objetivo e as restricdes. A lineariza¢do da fungao

objetivo ¢ feita da seguinte maneira:

Os° ! Os’® !
s=s0—{$} p0+{g} p. (3.41)

onde s e 8s°/ dp sdo respectivamente o valor da funcio objetivo e sua derivada em relagdo a p

para p = p°. Partindo da expressio (3.40), se tem a derivada da fungdo objetivo, para inserir em

(3.41):

Se=[por va(1-20,)], (342)
Para linearizar a restrigdo, parte-se da equagdo de equilibrio
Kq=f (3.43)
com f sendo o vetor de forcas global, a equagao (3.2) pode ser reescrita como:
w=f'q. (3.44)
A derivada da flexibilidade ¢ dada entdo por:
%—ZV =%(qTKq) =q' Z—I:q- (3.45)

Aqui, torna-se necessario levar em conta que o calculo da matriz de rigidez ¢ realizada de
forma explicita, entdo deve-se abrir essa expressdo. A derivada da matriz de rigidez do elemento

deve estar expressa apenas em cada lamina otimizada, o que ¢ feito da seguinte forma:
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1 el 2
K, = L L(B{clkB1 +B/C,,B, +BIC, B, + B§C3kB2)7|J| deds,,  (3.46)
onde k varia de 1 até ny..;,» (nimero de camadas a otimizar) e

Ci= pCf (Zx —Z )k

C, =pCy (2 -2) (3.47)

=
lc 3 3
Gy =pC; (Zt ) )k
Ou seja, deixa de haver somatdrio nas camadas (o que ¢ feito na expressdo (2.51)) . Agora entdo

define-se a derivada de Ky em relacdo a variavel de projeto p:

de
=
i dC dC dcC dcC 2 (3.4%)
1 1
=j j (B{ B +B —%B,+B] —2%B, +B] — sz—|J|dglar§2
-1d-1 dp dp d dp t
onde
dcC .
d—p”‘:Ci (Zt—Zb)k
dCZk _ e 2 2
W_C" (2 -2), - (3.49)
dcC .
Coe_cp (2 -2)
dp k

As integracdes em (3.48) sdo feitas numericamente, nos mesmos pontos de integracao
utilizados do MEF. Da mesma maneira que na minimizacao da flexibilidade, na se¢do 4.3, cada

dK, /dp sera inserido dentro do vetor dK/dp , de dimensao ngesvar-

A expressdo linearizada da restricao ¢ finalmente escrita da seguinte maneira, para ficar

nos moldes da equacdo (2.66):

ow | ow' |
p=W. —W’+ p’. (3.50)
ap lim 8p

Um problema pratico surge da implementacdo do algoritmo através das consideracdes
acima. Ao se aplicar a otimizacdo topologica a todas as laminas, pode ocorrer que laminas
internas venham a sumir parcial ou totalmente, como no caso de placas em flexdo. Isso
implicaria em impossibilidade construtiva, pois haveria “buracos” internos, sem nada mantendo
a distancia entre as duas laminas externas, como se v€ na Figura 4.8. Se fossem eliminadas
camadas internas que atinjam densidade minima em todos os elementos, um outro problema

adviria disso, com a modificacdo brusca da distancia das camadas externas a superficie média e
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conseqiiente aumento brusco da flexibilidade. Assim, as camadas externas teriam seu volume

aumentado de modo a voltar a manter a flexibilidade limite determinada.

T

Figura 4.8. Possibilidade de aparecimento de buracos entre camadas, se a otimizacao topolégica for aplicada
a todas as camadas ao mesmo tempo.

Duas formas de tratar esse problema podem ser determinadas: uma ¢ a aplicacdo de
algum tipo de filtro ou controles de gradiente na dire¢do da espessura. A escolha de filtros ou
controles de gradientes requer que ao se determinar a densidade de determinada camada dentro
do elemento, sejam levadas em conta as densidades da camada inferior e da superior a camada
em questdo. Isso aumenta o tempo de andlise, especialmente para o caso de laminados com
grande quantidade de camadas.

Outra forma de resolver o problema buracos entre camadas ¢ aplicar a otimizacao
topoldgica apenas a determinadas camadas, mais especificamente as externas. Essa segunda
estratégia ¢ muito mais simples de implementar, pois requer apenas que se determine
antecipadamente quais camadas serdo otimizadas. Assim, a estratégia de otimizacdo topologica
implementada permite que se determine a topologia de reforcadores de estruturas de casca

laminada.

4.4.1. CASOS DE CARREGAMENTOS MULTIPLOS

A extensao do problema de otimizagdo do volume com restricdo de flexibilidade para
multiplos casos de carregamento ¢ feita de uma maneira bastante simples, atuando sobre as
restricdes. A expressdao (3.50) deve incluir os diversos casos de carregamento, da seguinte

maneira:

ow | e
P=Wi — W, + p. (3.51)
op / op

onde W/ e oW, /dp sdo respectivamente o valor da flexibilidade e a sua derivada em relagéo a

p para cada caso independente de carregamento j, calculadas para o vetor de variaveis de projeto

0 . .
p da seguinte maneira:
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W =flq;, semsomaem;

ap J ap J
Com isso, o problema de otimizagdo topoldgica com minimiza¢do do volume e restri¢cao

de flexibilidade, incluindo multiplos casos de carregamentos, ¢ expresso como:

ow | A
s.a | P=W =W+ ——| P s J=Ln,, (3.53)
op op
0<p, <1

O namero de restricdes ¢ dado entdo pelo nimero de casos de carregamento(#.,s0s), NA0

havendo modificagdo sobre a funcdo objetivo.
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5. RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo sdo apresentados resultados numéricos obtidos utilizando os métodos
desenvolvidos nos capitulos anteriores deste trabalho. Foram testados casos de elasticidade
plana, casos de placas com carregamento transversal e alguns casos tipicos de casca, como
cascas cilindricas e esféricas de pequena curvatura. Também casos de carregamento multiplo sao
apresentados, aplicando tanto otimizagdo topoldgica quanto otimizacao da orientagdo.

Os seguintes aspectos sao discutidos:

- vantagem da aplicacdo da otimizagdo da orientacdo em relagdo a diminui¢do do

volume final da estrutura;

- influéncia da orientacao inicial sobre a solu¢dao final para a orientagdo e para o

volume;

- comparacdo entre otimizacdo da orientacdo através de DPT apenas e através da

combinacao DPT-SLP;

- interpretagdo dos resultados da otimizagao topologica;

- aplicagdo do MC e comparacdo entre o uso de duas ou mais de suas etapas no

resultado final na otimizagao topolégica;

- influéncia do refino da malha sobre a topologia final;

- influéncia da defini¢ao da flexibilidade limite (#};,) sobre a solucdo final ao utilizar a

estratégia em dois niveis;

- comportamento do problema na otimizacdo de ldminas externas em uma estrutura

com varias laminas, utilizando a estratégia em dois niveis;

- comportamento do problema em casos de carregamentos multiplos.

Esses itens sdo apresentados dentro das seg¢oes 5.2 a 5.6. Com isso, procura-se validar os
métodos propostos através da discussdo das diversas possibilidades de aplicacio da estratégia em
dois niveis estabelecida no presente trabalho e de alguns problemas que apareceram durante os

testes realizados.

5.1. MODELOS E CASOS RODADOS

Cada tipo de modelo testado ¢ descrito nas subsecdes 5.1.1 a 5.1.3. As propriedades dos
materiais utilizados estdo apresentados na Tabela 5.1. Nesta tabela, Gr-Ep = grafite-epoxi
(AS/3501) e GI-Ep = fibra de vidro — ep6xi. Nos casos de otimizagdo de laminados, rodaram-se

casos com laminas de espessuras arbitrarias mas também casos com laminas de espessuras
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dentro do que pode ser encontrado na industria, especialmente na estrutura de aeronaves leves.
Algumas espessuras tipicas de laminas utilizadas foram: para Gr-Ep - 0,10mm, 0,13mm,
0,20mm; para - Gl-Ep: 0,25mm, 0,30mm, 0,35mm. Estas espessuras sdo mencionadas em sites
de fornecedores de material composto, como http://www.swiss-composite.ch, no manual de

manuten¢do da aeronave AMT-200 Super Ximango, ou por exemplo Soremekun, 1997.

Tabela 5.1: propriedades de alguns materiais [Reddy, 1997] convertidos para o SI (1 psi=6.895 E6 N/ m?).

Material

E,

E,

E;

G23

G13

G2 Va3 Vi3 Viz
[GPa/(psi)] | [GPa/(psi)] | [GPa/(psi)] | [GPa/(psi)] | [GPa/(psi)] | [GPa/(psi)]

Aluminio 73,087 73,087 73,087 23,305 23,305 23,305 0,33| 0,33| 0,33
(10,6) (10,6) (10,6) (3,38) (3,38) (3,38)

Aco 206,850 206,850 206,850 77,5 77,5 77,51 0,29 0,29| 0,29
(30,0) (30,0) (30,0) (11,24) (11,24) (11,24)

Gr-Ep 137,9 8,963 8,963 6,205 7,101 7,101| 0,49| 0,30| 0,30
(20,0) (1,3) (1,3) (0,9) (1,03) (1,03)

GI-Ep 53,78 17,927 17,927 3,44 8,963 8,963 | 0,34| 0,25| 0,25
(7,8) (2,6) (2,0) 0,5) (1,3) (1,3)

A flexibilidade limite da estrutura (Wj,) foi sempre determinada como um fator da
flexibilidade inicial da estrutura (W), calculada apds a primeira rodada do MEF. Os resultados
em relacdo a diminui¢do do volume sdo expressos em fun¢do do volume inicial (V)).

Nos testes realizados, procurou-se penalizar a fun¢do objetivo na segunda etapa de
otimizagdo topologica fazendo o expoente de penalizagdo p = 1/8, e o coeficiente o = 0 (ver
equacao (3.40)), salvo em alguns casos aonde se modificaram esses parametros, de modo a tentar
diminuir ainda mais a presenca de densidades intermediérias. O uso de valores menores para p
foi testado por Cardoso, 2000, que identificou resultados satisfatorios dentro da faixa de 1/6 a
1/12. Em relacdo a distribui¢do de densidades, utilizou-se sempre densidade uniforme unitaria
para a estrutura inicial. Ou seja, a estrutura inicial foi sempre uma estrutura “completa”, nao
sendo investigada a influéncia de diferentes distribui¢cdes de densidade inicial.

Para auxiliar na compreensao dos resultados obtidos, a Tabela 5.2 apresenta uma listagem
dos casos rodados cujas solugdes sdo discutidas neste capitulo. O carregamento indica a
quantidade de casos e a posicao da carga. A condi¢dao de contorno ¢ indicada para diferenciar
principalmente os problemas de placas e de casca cilindrica, que apresentam diferentes formas
de apoio, o que ¢ refletido na solucdo obtida para a topologia. A quarta coluna indica o nimero
de laminas em cada modelo, enquanto a descreve quais niveis de otimizagdo foram aplicados.

Finalmente, sdo indicadas as figuras com a solugdo obtida para cada caso.
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Tabela 5.2. Casos rodados com solucio apresentada no presente trabalho (N° lam. = niimero de laminas).

centro € nas bordas

Modelo Carregamento Condicio de N° Niveis de Figura ¢/
contorno lam. otimizacio solucio
Viga em balanco (Figura 5.1) | Unico, na ponta. Engaste 1 | S6 topoldgica Figura 5.6
Viga em balanco (Figura 5.1) | Unico, na ponta. Engaste 1 | Dois niveis Figura 5.6
Viga em balanco (Figura 5.1) | Unico, na ponta. Engaste 1 | Dois niveis Figura 5.8
Placa plana (Figura 5.2) Unico, no centro Apoio nos 4 lados 2 | So orientacdo Figura 5.9
Placa plana (Figura 5.2) Unico, no centro Apoio nos 4 lados 1 | S6 topoldgica Figura 5.10
Placa plana (Figura 5.2) Unico, no centro Apoio nos 4 pontas 1 | Dois niveis Figura 5.13
Figura 5.15
Placa plana (Figura 5.2) Unico, no centro Apoio nos 4 lados 2 | Dois niveis Figura5.23 ¢
Figura 5.24
Placa plana (Figura 5.2) Unico, no centro Apoio nos 4 lados 4 | Dois niveis Figura 5.29
Placa retangular ( Figura 5.3) | Dois casos, nas Engasteemum lado| 1 |Dois niveis Figura 5.30
pontas
Casca cilindrica (Figura 5.4) | Unico, no centro Membrananaborda | 1 | Dois niveis Figura 5.16
Casca cilindrica (Figura 5.4) | Unico, no centro Apoio nas 4 pontas 1 | Dois niveis Figura 5.18
Casca esférica ( Figura 5.5) | Unico, no centro Apoio nas 4 pontas 1 | So topologica Figura 5.12
Casca esférica ( Figura 5.5) | Unico, no centro Apoio nas 4 pontas 1 | Dois niveis Figura 5.19 ¢
Figura 5.20
Casca esférica ( Figura 5.5) | Unico, no centro Apoio nas 4 pontas 1 | Dois niveis Figura 5.21 ¢
Figura 5.22
Casca esférica ( Figura 5.5) | Unico, no centro Apoio nas 4 pontas 2 | Dois niveis Figura 5.25 ¢
Figura 5.26
Casca esférica ( Figura 5.5) | Unico, no centro Apoio nas 4 pontas 2 | Dois niveis Figura 5.27
Casca esférica ( Figura 5.5) | Dois casos, no Apoio nas 4 pontas 1 | Sé topologica Figura 5.31
centro e nas bordas
Casca esférica ( Figura 5.5) | Dois casos, no Apoio nas 4 pontas 3 | Dois niveis Figura 5.32

5.1.1.

ELASTICIDADE PLANA

Os casos de elasticidade plana sdo muito comuns na literatura que trata de otimizacdo

topologica. Devido a sua simplicidade, esses modelos foram utilizados durante a implementacao

das estratégias escolhidas para teste inicial do algoritmo a cada implementagéo de nova rotina. E

possivel comparar alguns resultados obtidos para casos de elasticidade plana com material

isotropico e ortotropico, comparando o volume final da estrutura com o volume inicial, testadas

apenas estruturas feitas de uma Unica ladmina. A viga em balango ¢ um dos testes padrdes em

otimizagdo topologica bidimensional e sua geometria pode ser vista na Figura 5.1 [Bendsee,

1995].
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Figura 5.1. Geometria e condi¢cdes de contorno dos problemas de viga engastada.

5.1.2.  PLACAS

A implementa¢do de um elemento finito de casca apresenta uma grande vantagem que ¢ o
fato de possibilitar também a solugdo de problemas de outros tipos de estruturas mais simples,
como ¢ o caso de elasticidade plana, citados acima, e o de placas planas. Os tipos de problemas
de placa aqui estudados sdo entdo os seguintes:

- placa quadrada apoiada nas quatro pontas;

- placa quadrada apoiada nos quatro lados;

- placa retangular engastada em um lado.

Entre um e outro modelo testado variou-se o tipo de laminagdo, incluindo diferentes
espessuras, orientacdes iniciais e materiais de cada lamina, além do tipo de carregamento,
incluindo também diversos casos de carregamento. A geometria das placas quadradas esta
apresentada na Figura 5.2. Apenas "4 da placa foi modelado nesse caso, aplicando simetrias nas
bordas internas. Entre os casos de carregamento multiplo rodados, estd o caso de uma placa
retangular engastada em um dos lados, vista na Figura 5.3. As forgas representadas na figura sdo

aplicadas separadamente sobre a estrutura.

Figura 5.2. Geometria de placa quadradas com um unico caso de carga. Em (a) apoio apenas nas pontas e em
(b) apoio simples em toda a borda.
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Figura 5.3. Geometria e condi¢cdes de contorno para placa retangular engastada, com comprimento igual a
1m e largura igual a 0,Sm, espessura variavel para cada caso testado.

5.1.3. CASCAS

A aplicacdo da estratégia de otimizagao em dois niveis aos casos de estrutura de casca
constituem o objetivo final do presente trabalho. Comparadas com outros tipos de estrutura, as
cascas sdo sindnimo de extrema eficiéncia. Se projetadas apropriadamente, elas podem suportar
grandes cargas em grandes vdos com pouco material na sua construcao. Este comportamento se
deve ao efeito de dupla curvatura, o qual, em contraste com arcos unidimensionais, pode suportar
diferentes casos de carregamento praticamente através apenas de esforcos de membrana e quase
nenhuma flexdo [Ramm et al., 2000]. No caso da casca esférica, apresentada abaixo, os efeitos
de flexdo que existem em uma placa plana de dimensdes semelhantes se transformam em
esfor¢os de membrana devido a curvatura da estrutura. Ja no caso da casca cilindrico, esforcos de
membrana aparecem muito mais fortemente proéximo as bordas livres, enquanto que proximo a
borda circular, efeitos de flexdo sdo mais pronunciados, devido a curvatura Unica, apenas em
torno do eixo x;.

Na Figura 5.4 esta a geometria e condi¢cdes de carregamento da casca testada, utilizando
condi¢des de contorno semelhantes ao caso do telhado de Scordelis-Lo [Vlachoutsis, 1990],
utilizado para verificagio da validade do elemento finito testado (APENDICE A).
Alternativamente, testou-se também um telhado com geometria semelhante, mas com condigdes
de contorno diferentes: apoios simples apenas nas pontas, restringindo apenas o deslocamento na
direcdo de x;. Também se variou a laminacao de cada modelo testado, buscando testar estruturas
de uma unica lamina isotrdpica, assim como com mais de uma lamina de material ortotropico,
otimizando entdo tanto orientagdo como topologia.

Outro dos problemas tipicos de casca rodados € o caso da casca esférica. Resultados de
otimizagdo desse tipo de estrutura foram apresentados por Maute e Ramm, 1997. Eles,

entretanto, usaram a otimizacdo topoldgica adaptativa, onde apds cada nivel de otimizagdo
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topoldgica foi aplicada uma otimizacdo de forma, com refinamento da malha a cada passo. A
geometria desse tipo de estrutura estd na Figura 5.5. Além do caso com carregamento Unico,
também foram rodados casos com mais de um caso de carregamento, o outro carregamento

consistindo em duas cargas concentradas aplicadas sobre o centro das bordas.

simétrico

simétrico

borda lvre

.S
o
o O

Figura 5.4. Geometria e condi¢cdes de contorno para o problema da casca cilindrica, em (a) com restriciao de
deslocamento de membrana na borda curva e em (b) apenas apoiado na pontas. L=300, R=300, h=3, o
angulo de abertura é de 40°, P=1e+6.

Figura 5.5. Geometria e condicées de contorno do caso de casca esférica. Apenas um quarto do modelo foi
simulado. Aqui, R=10m, a=Sm, P=1e3N. A espessura total é de 0,1 m.

5.2. OTIMIZACAO DA ORIENTACAO

Em um primeiro momento, mostra-se a vantagem de aplicar a otimizacdo da orientagdo
antes da otimizagdo topologica em estruturas feitas de material ortotrépico, com um caso de

elasticidade plana. Sdo comparadas solu¢des obtidas apenas com a otimizagdo topoldgica, e



72

solucdes obtidas com um nivel de otimizagao de orientagdo antes da otimizagdo topologica (ver
Figura 5.6 e Figura 5.7). Foi utilizado um fator de 2/, como restrigdo para a otimizacao
topologica, ou seja, a flexibilidade final da estrutura deveria ser menor ou igual a duas vezes a
flexibilidade inicial. O volume final obtido apenas com otimizagao topologica ficou em 45% do
volume original, enquanto que ao se otimizar a orientacdo, o volume baixou para 27% do volume

original.
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Figura 5.6. Topologia final da viga engastada para malha com 12x12 elementos. Material: Gr-Ep. (a) Apenas
otimizacgéo topoldgica (Vi = 0,45 V,).(b) Otimizando antes a orientacdo com DPT-SLP (V= 0,27V,).
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Figura 5.7. Grafico da historia de iteracdes para a otimizacio topolégica da viga engastada e malha 12x12.
Em (a) apenas otimizacio topoldgica e em (b) com otimizacio da orientacio antes da topologica.

As linhas verticais nos graficos da Figura 5.7 representam a separagdo entre os niveis de
otimiza¢do e entre as etapas do MC. No grafico a esquerda, como ha apenas um nivel de
otimizagdo (apenas otimiza¢do topologica), ¢ marcada a separagdo entre a primeira e a segunda
etapa do MC. O grafico da fungdo objetivo (s/s9) ¢ o mesmo do volume real da estrutura na
primeira etapa de otimizacao topoldgica, pois o fator de penalizagao p ¢ igual a 1. Na segunda
etapa, a fungdo objetivo ¢ penalizada com p = 1/8, e portanto difere do valor do volume da

estrutura. Também se verifica que na configuracdo final a flexibilidade se apresenta um pouco
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abaixo do valor limite, no caso o dobro da flexibilidade inicial. No grafico a direita, a primeira
parte do gréafico corresponde a otimizag¢do da orientacdo, com o volume da estrutura constante.
Como essas divisdes entre os dois niveis de otimizagdo e entre as etapas do MC sdo facilmente
identificaveis através do comportamento das curvas de flexibilidade e fungdo objetivo, nos
graficos apresentados a partir daqui nao serao utilizadas as linhas verticais tracejadas.

Na Figura 5.8 sdo apresentados resultados para o caso da viga em balango com carga na
sua ponta inferior direita. Foram aplicados métodos diversos para a otimizacdo da orientagdo, (a)
apenas DPT, (b) rodada inicial com DPT e o restante da otimizagao por SLP e (c) apenas SLP.

Na solugdo do caso (a), obteve-se um volume final de 33% do volume inicial e varios
elementos com densidade intermediaria. Nos casos (b) e (¢) o volume final foi praticamente igual
entre si, de aproximadamente 25% do volume inicial (em (b) Vy = 0,2459V, e em (c) Vy =
0,25087)), e a topologia igual. Ha algumas diferengas apenas na orienta¢do de alguns elementos.
Isso mostra que a solugdo dos dois casos ¢ equivalente para o caso bidimensional. A vantagem
de rodar a iteragdo inicial com a diregdo de tensdo principal ¢ que o numero de iteragdes
necessarias para atingir a convergéncia da flexibilidade ¢ menor: em (b) a convergéncia ocorreu
na 20? iteragdo e em (c) ocorreu na 24* iteracdo. Essa diferenga tende a ser maior no caso de
malhas mais refinadas e no caso de placas e cascas, como se verificou em diversos casos

rodados.
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Figura 5.8. Orientacdes e topologias obtidas para casos de viga em balanco com carga na ponta inferior
direita. Em (a), otimizacio da orientacdo apenas com a DPT, em (b) com DPT-SLP e em (c) apenas SLP.

5.2.1. INFLUENCIA DA ORIENTACAO INICIAL

Da mesma forma que no caso de elasticidade plana, foram comparados resultados para
diversas estratégias de otimizacdo da orientagao, sendo testado um caso de placa apoiada nos
quatro lados, feita de duas laminas de GIl-Ep, com solugdes apresentadas na Figura 5.9.
Otimizou-se a orientacdo da lamina superior, mantendo a orienta¢do da lamina inferior
constante, alinhada com a dire¢do x;. Ao aplicar a otimizagdo da orientagdo a placas e cascas

laminadas com material ortotrdpico, obteve-se um erro muito pequeno para o valor final da
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funcgdo objetivo, que € a flexibilidade, apesar se ter obtido solugdes levemente diferentes para a

orientacgao.

A A R S ANV R A L U
VUV LUV S0

(@)

Figura 5.9. Comparacio entre as orientacoes finais de uma placa com duas laminas, para diferentes

orientacgoes iniciais. Em (a) 6,=0°, em (b) 6,=30° e em (c) 6)=45°. Em (d), geometria e c.c. do problema.
No primeiro teste utilizou-se apenas DPT. Partindo de 6 = 0° (ou alinhado com x;) a
convergéncia foi obtida apods 8 iteragdes, chegando a uma flexibilidade de 85,3 % da inicial.
Partindo de 6 = 30°, a convergéncia foi obtida apds 9 iteragdes, com 77,21% de W,. Para 6 = 45°,
a convergéncia foi obtida também apos 9 iteragcdes, com 75,54% W,. Em um segundo teste,
utilizou-se o SLP, com rodada inicial pela DPT, partindo de 6 = 0° (ou alinha com x;). A
convergéncia foi obtida apos 16 iteragdes, chegando a uma flexibilidade de 85,17 % da inicial.

Partindo de 6 = 30°, a convergéncia foi obtida apos 21 iteragdes, com 77,11% de W). Partindo de
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0 = 45° a convergéncia foi obtida também apo6s 19 iteragdes, com 75,4 % de Wy. Todos os
valores de flexibilidade final, entretanto ficaram em torno de 0,29 N.m. Na Tabela 5.3 esta

apresentado um resumo destes resultados.

Tabela 5.3. Comparacdes entre resultados para diferentes orientacdes iniciais de placa laminada.

DPT DPT-SLP
0o iteracoes até | W;[N.m] W/ Wy iteracdes até | W;[N.m] Wi/ W
conv. conv.
0° 8 0,2982 85,30 % 16 0,2978 85,17%
30° 9 0,3041 77,21 % 21 0,2981 77,11%
45° 9 0,2984 75,54% 19 0,2978 75,40%

A orienta¢do final varia mesmo para o uso apenas de DPT, e que portanto ndo lineariza o
problema. A falta de simetria em relagdo ao centro da placa ¢ esperada, devido a presenca da
lamina inferior, a qual estd orientada na direcdo de x;. Ha influéncia também no numero de
iteracdes necessarias para a obten¢do da convergéncia, devido a proximidade entre as orientagdes
inicial e final.

A variagdo na razdo entre a flexibilidade final e inicial ¢ previsivel, uma vez que estdao
sendo comparados valores calculados com diferentes geometrias iniciais. O valor final da
flexibilidade, entretanto, ficou praticamente igual para todos os casos rodados, especialmente no
caso da aplicagdo do SLP. Com isso pode-se concluir que o 6timo do problema convexo de
otimizacdo da orientagao ¢ uma area plana [Cardoso, 2000, Sigmund e Petersson, 1998], pois

apresenta valores da funcao objetivo praticamente iguais para diferentes orientagdes finais.

5.3. OTIMIZACAO TOPOLOGICA - MC

Nesta se¢do sdo discutidos alguns aspectos relativos ao método de otimizagdo topoldgica
implementado, como interpretacao dos resultados, uso do MC e refinamento da malha. Como
pode ser visto nas figuras que apresentam a solug¢do para a topologia, o contorno dos furos
internos que aparecem apoOs a otimizagdo topologica ndo ¢ suave, e depende da malha de
elementos finitos utilizada [Sant’Anna, 2002]. Como isso implica em dificuldade, ou mesmo
impossibilidade, de construgdo da estrutura assim definida, ¢ necessario que se faca uma
interpretacdo dos resultados obtidos. Existem diversas maneiras de fazer isso, levando em
consideracdo que a densidade ¢ uma fun¢do continua, mas com seu valor calculado apenas no

centro de cada camada de cada elemento finito
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Alguns trabalhos [Papalambros e Chirehdast, 1990, Bendsee e Rodriguez, 1991, e Olhoff,
Bendsee e Rasmussen, 1992, apud Sant’Anna, 2002] aplicam uma otimizagdo de forma apos a
otimizac¢do topologica, conseguindo assim suavizar o contorno. Ramm et al., 1998, aplicam
sucessivamente otimizagdo topologica e otimizagdo de forma, com refinamento da malha entre
as etapas, chamando o processo de “otimizacdo topologica adaptativa”. A topologia final nao
apresenta nenhuma forma de serrilhado. Também ¢ possivel suavizar o contorno utilizando
programas especificos para isso, como o desenvolvido por Marsan et al., 1996, baseado nas
rotinas de Papalambros e Chirehdast, 1990. Este programa efetua a filtragem dos elementos com
densidades intermedidrias, eliminando elementos conectados por um tUnico n6 e elementos
isolados. O contorno ¢ suavizado utilizando splines. Outra maneira ¢ extrapolar as densidades
dos elementos para os nds, como ¢ feito por Hsu ef al., 2001, gerando um contorno suavizado
que respeita as restricdes impostas. No presente trabalho nenhum deste métodos foi aplicado,
ficando como uma sugestao para trabalhos futuros.

Na Figura 5.10 estdo resultados da otimizacdo de uma placa feita de material isotropico,
com forga aplicada no centro e apoiada em toda a borda. E possivel verificar que o resultado
final obtido para uma malhas de diferentes tamanhos ¢ bastante parecido, mas certamente sofreu
influéncia da linearizagdo do problema. A flexibilidade limite para ambos os casos foi de 1,5 W),
e para a malha com 10x10 elementos obteve-se um volume final igual a 58,65% do volume
inicial, e para a malha 16x16 o volume final foi de 57,83% do volume inicial, ou seja, uma
diferenga de menos de 1%.

Para a obtengdo do resultado em (b) foram utilizadas apenas duas etapas do MC, a
primeira etapa com p=1¢ o =0 ¢ nasegunda p = 1/8 e . = 0,3. Em (c) esta o resultado apds
cada uma das trés etapas do MC utilizadas, para a malha discretizada com 16x16 elementos no
quadrante. A convergéncia na primeira etapa foi obtida apos 22 iteragdes, parap=1ea =0, e se
verifica a simetria da topologia. A segunda etapa foi rodada com p = 1/8 ¢ o = 0,3, ¢ a
convergéncia foi obtida ap6s mais 50 iteragdes. Nao hd nenhuma diferenca visivel entre esta
topologia e a da apresentada mais a direita, equivalente ao final da terceira etapa, rodada com
parametros p = 1/12 e o = 0,5 tendo levado apenas 10 iteragcdes para convergir. Neste caso nao
se verificou entdo nenhuma influéncia do uso da terceira etapa do MC. O uso dessa terceira etapa
foi feita apenas em alguns casos mais especificos, como visto abaixo, mas de um modo geral a
penalizagdo com p = 1/8 e oo = 0 ou o = 0,3 se mostrou suficiente com apenas duas etapas do
MC. A histéria das iteracdes para este caso estd na Figura 5.11, aonde é possivel observar

claramente o comportamento da fung@o objetivo nas 3 etapas.
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Figura 5.10. Resultados para placa apoiada nos lados, feita de material isotrépico, com carga no centro. Em
(a), geometria do problema, em (b), resultado apés 2 etapas do MC para uma malha 10x10, e em (c), malha
16x16, com topologia apés final da 1° etapa do MC, apés final da 2° etapa e apos o final da 3® etapa.
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Figura 5.11. Histéria das iteracdes para a otimizacio topolégica de placa isotropica discretizada numa malha
16x16. Sao observados as 3 etapas do MC.

Na Figura 5.12 sdo apresentados resultados para a otimizacdo de uma casca esférica com

diferentes tamanhos de malhas, para uma carga aplicada no centro e apoio simples nas pontas. A

estrutura ¢ feita de apenas uma lamina de Gr-Ep, alinhada na horizontal e ndo foi aplicado o

nivel de minimizacdo da flexibilidade. Considerou-se um flexibilidade limite de 1,5/, A
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topologia da estrutura ndo apresentou diferencas, € mesmo o volume final variou menos de 1,5%
entre os trés modelos. Mesmo os elementos que ficaram com densidade intermediaria sdo bem

poucos, e ndo criam dificuldade para a interpretagdo da topologia.

(a) (b)
Figura 5.12. Influéncia do refino da malha sobre a solu¢ao final. Em (a) malha 08x08 em 1/4 do dominio (com

Vil Vy =0,6321), em (b) malha 12x12 ( V;/ V, = 0,6220), e em (c) malha 16x16 (V;/ V= 0,6178). O material é
ortotropico e a direcfio principal do material esta na horizontal. Geometria e c.c.: ver Figura 5.5.

5.4. OTIMIZACAO DE ESTRUTURAS COM UMA LAMINA

Sao discutidos aqui resultados obtidos para a otimizagdao da orientacdo e topologica de
estruturas feitas de apenas uma ldmina de material ortotropico. Como visto anteriormente para o
caso de elasticidade plana, o primeiro nivel de otimizagdo, compreendendo a minimizagdo da
flexibilidade, permite que a redugdo de volume no segundo nivel seja mais eficaz, como se vé a
seguir.

Na Figura 5.13 ¢ mostrada a topologia obtida na analise de uma placa plana feita de uma
lamina de Gr-Ep, com espessura de 0,01m (ou 0,5% da largura da placa). A flexibilidade limite
determinada foi de 1,5 vezes a flexibilidade inicial (W, = 488,473 N.m) e o volume final obtido
foi de 25,5% do volume inicial, para duas etapas do MC na parte da otimizagdo topoldgica (p =1
e p = 1/8), como pode ser visto no grafico da Figura 5.14. Ao otimizar um material ortotrépico,
conseguiu-se baixar a flexibilidade da estrutura até um valor de 86,156 N.m ao final do primeiro
nivel de otimizacao (ou menos de 20% do valor inicial). A restricdo imposta sobre a flexibilidade
foi de 1,50, , o que quer dizer que no segundo nivel a flexibilidade da estrutura deveria
aumentar mais do que sete vezes e meia (ou seja, igual a 1,5W, / 0,2W,). A otimizagao
topologica tenta entdo retirar muito material da estrutura tentando cumprir a restricdo, chegando
a um ponto limite em que a retirada de mais material deixard a estrutura hipo-estatica.

Densidades intermediarias acabam sendo necessarias para manter ainda alguma estabilidade na
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estrutura. Tentando resolver isto, o problema foi rodado novamente com a aplicacdo do
parametro de penalizacao a = 0,3 na segunda etapa do MC, juntamente com p = 1/8. A topologia

final, entretanto, foi muito semelhante ao caso com a = 0.

Figura 5.13. Orientacéo e topologia obtida para o caso de uma placa feita de uma tinica limina de material
ortotrépico (Gr-Ep ), com espessura de 0,01m, com W, = 1,5W;e V;=0,255V,. Malha 16x16 no quadrante.

1 1 1 1 1
0 20 40 50 80 100 120
nimero de iteracies

Figura 5.14. Grafico da histéria das iteracées do caso apresentado na Figura 5.13.

r

Uma conclusdo que se tira disso € que, ao se otimizar a orientagdo, ¢ recomendavel
verificar o quanto a flexibilidade da estrutura ird diminuir antes de determinar a flexibilidade
limite para a restricdo da otimizacdo topologica. No caso de um projeto real, em que se deseja
obter determinado valor de flexibilidade na estrutura final, ¢ necessario que o projetista utilize de

sua experiéncia para balancear a orientacdo final e a retirada de material da estrutura. Seria



80

possivel também aplicar uma restricdo de flexibilidade sobre a otimiza¢dao da orientagdo por
SLP. Ou seja, se determina que a flexibilidade a ser alcangada deve ser igual a um certo valor,
inserindo uma restricdo de igualdade no problema (3.1), que assumiria a seguinte forma:
min W (0
in 17(6)

4.1
S.a W(G)—W @D

min = 0,

onde W, ¢ a flexibilidade minima desejada para a estrutura, menor do que a inicial. Isso
permitiria controlar a diferenga entre a flexibilidade ao final do primeiro nivel de otimizacao e a
flexibilidade no final de todo o processo, dada por Wi, -Win.

Mantendo, entretanto, a formulagdo atual, sem restri¢ao para a otimizagao da orientagao,
mas determinando uma flexibilidade limite menor para a estrutura final, obteve-se uma topologia
mais limpa, com poucos elementos com densidade intermediaria, como pode ser visto na Figura
5.15. Neste caso, utilizou-se uma flexibilidade limite de apenas 0,4 vezes a flexibilidade inicial,

chegando a um equivalente a 65,3 % do volume inicial. A orientagdo de cada elemento ¢ a

mesma do caso anterior, pois o nivel de otimizagdo da orientacdo se mantém inalterado.

Figura 5.15. Resultado para o mesmo problema da Figura 5.13, mas com W, = 0,4 W,.

Na Figura 5.16 esta a solugdo final obtida para o caso de um telhado feito com uma tnica
lamina de material ortotropico (Gr-Ep), carga unica no centro e apoio do tipo membrana nas
bordas curvas. Aplicou-se a otimizacdo da orientacdo através da DPT-SLP e na otimizacao
topoldgica foram rodados duas etapas do MC, terminando com p = 1/8 e o = 0, com o grafico

sendo mostrado na Figura 5.17. O volume final obtido foi de 62,1% do volume inicial, utilizando
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como restricdo uma flexibilidade limite igual a flexibilidade inicial. Neste caso pode-se verificar
que, como ndo houve diminui¢do excessiva da flexibilidade durante o processo de otimizagdo da
orientacdo, o algoritmo ndo precisou tirar material demais da estrutura, praticamente ndo gerando
areas com densidades intermedidrias. Além disso, a flexibilidade final resultou muito préxima da
flexibilidade limite. Isso resulta em uma topologia bastante “limpa”, com furos bem definidos na

estrutura.

Figura 5.16. Topologia e orientacio final para caso com apenas uma camada de Gr-Ep, orientada
originalmente em direcéo paralela ao lado curvo, e otimizacdo da orientacdo apenas por DPT. A direita,
geometria e c.c.

. __J_ T
_ Al — |
0.4 V/VO ______
/W,
i Wi —— ‘

D 1 1 1 1 1
il 10 20 30 40 a0 G0 70 a0 30
mimerao de iteragies

Figura 5.17.Histéria das iteracdes para o caso da Figura 5.16.

Ao rodar um problema de telhado apoiado apenas nas pontas, também se obteve bons
resultados em relagdo a obtencdo de densidades intermedidrias e ao aparecimento de
chekerboards. Para a solugdo apresentada na Figura 5.18 otimizou-se a orientacdo através de
DPT-SLP. A flexibilidade limite determinada foi igual a flexibilidade inicial, e na segunda etapa
do MC utilizou-se p = 1/8 e a = 0,3. Com isso tudo, o volume final obtido foi de 76,6% do

volume inicial.
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a

Figura 5.18. Topologia interpretada para uma casca apoiada nas pontas e com carga central.

Na Figura 5.19 esta o resultado da otimizagdo topoldgica e na Figura 5.20 ¢ apresentada a
orientacdo em diversas iteracdes para uma casca esférica feita de uma s6 lamina de material
ortotropico. Na otimizacdo da orientacdo, foi utilizada apenas SLP, e na otimizagdo topologica,
duas etapas do MC, com p =1 e p = 1/8. O limite de flexibilidade escolhido foi o proprio valor
da flexibilidade inicial da estrutura, reduzindo o volume da estrutura a 32,05% do valor inicial.
Também aqui observou-se a influéncia da orientagdo inicial da lamina em relagdo a resposta
final, pois o resultado da orientacdo ndo ¢ simétrico como seria de se esperar. H4 também

influéncia do problema de fun¢do objetivo com uma area plana préximo ao 6timo na simetria da

solugdo da otimizagdo topologica.

JAY

Figura 5.19. Topologia interpretada para o problema de uma casca feita de apenas uma lamina de material
ortotrépico.
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Figura 5.20. Resultado da otimizacio por SLP da orientacio em um telhado esférico, referente a Figura 5.19.
Acima a esquerda a orientacao inicial, acima a direita a orientacdo apés 10 iteracdes, abaixo a esquerda apos
20 iteracdes e abaixo a direita apos a convergéncia na iteracio 30. Vista superior da malha com 16x16
elementos no quadrante.

A solug¢dao de um problema semelhante ao testado acima ¢ mostrado na Figura 5.21. A
orienta¢do inicial da lamina, entretanto, era 45°, e determinou-se uma flexibilidade limite menor,
de 0,4 Wy. O volume final resultou em 75,67% do volume inicial, tendo sido utilizadas trés
etapas no MC: p=1lea =0, p =1/8 e a = 0,3 e finalmente p = 1/12 ¢ o = 0,5. Essas
modifica¢des implicaram em grandes diferencas nos resultados obtidos, tanto para otimizagao da
orientacdo como topoldgica. Os novos parametros do MC ndo interferem na orientagdo, e
portanto a diferenca ai encontrada se deve unicamente a orientacdo inicial da lamina. A
orientacdo resultante, entretanto, influencia no resultado da topologia da ldmina. Mesmo com o
uso de mais uma etapa no MC ( ao invés de apenas duas etapas, com p =1 e p = 1/8), ndo foram
eliminadas todas as densidades intermedidrias. As que restaram, entretanto, sdo de valor bastante

baixo, proximo ao minimo, ¢ poderiam ser retiradas da estrutura em uma etapa de interpretacao

da topologia. Na Figura 5.22 ¢ apresentada a topologia em 3D para o mesmo problema.
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Figura 5.21. A esquerda, apenas orientacio final e, a direita, topologia e orientacio finais sobrepostas, para o
caso de uma casca feita de uma lamina material ortotréopico, com orientac¢fo inicial da camada a 45° no
quadrante e Wj;,,= 0,4W,.

Figura 5.22. Topologia interpretada em 3D do problema da Figura 5.21.

5.5. OTIMIZACAO DE ESTRUTURAS COM VARIAS LAMINAS

Aplicando as estratégias implementadas a placas com mais de uma lamina, pode-se obter
resultados equivalentes a topologia de 1aminas que podem ser encaradas como refor¢adores. Ou
seja, se aplica a otimizagdao apenas as camadas externas, ndo se preocupando com as camadas
internas. Na Figura 5.23 estd a solugdo obtida na otimiza¢do da ldmina superior de uma placa

apoiada no quatro lados e na Figura 5.24 esta a solugdo para a orientagao.
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Figura 5.23. Topologia obtida para a otimizacio da lAmina superior de uma placa feita de duas laminas de
material ortotrépico. Em (a) geometria e condicées de contorno, em (b) solu¢do apo6s a primeira etapa do MC,
com densidades intermediarias, e em (c) a solucio final.
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Figura 5.24. Orientacio 6tima obtida para o problema da Figura 5.23.

A estrutura ¢ feita de duas laminas de GI-Ep, alinhas inicialmente a 45° no quadrante,
com espessura de 3 mm cada uma, sendo que o lado da placa mede 2 m. Nesse tipo de problema,
o volume ¢ calculado apenas nas laminas otimizadas, o que resultou num volume final dessa
lamina de 55,05% do volume inicial, mantendo a flexibilidade da estrutura igual. A estratégia
aplicada foi de DPT-SLP para a otimizagdo da orientacdo e no MC utilizou-se p = 1 na primeira
etapa e p = 1/8, com a = 0,3 na segunda etapa. Verificando a solug@o obtida ao final da primeira
etapa do MC, ou seja, obtida com uma formulagdo convexa, a topologia da estrutura ¢ simétrica
em relacdo ao centro da placa. Mesmo considerando que a orientagdo da lamina inferior ¢
igualmente simétrica, isso demonstra a capacidade de solucdo do SLP. A solugdo final,

entretanto, ndo apresenta total simetria, resultado da convexidade do problema penalizado.
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Em relagdo a orientacdo, na Figura 5.24, observa-se também simetria em relagdo ao
centro da placa. Da mesma maneira que as solugdes apresentadas na Figura 5.9, ha influéncia da
orientagdo da lamina inferior, que ndo foi otimizada. Se esta lamina tivesse uma orientagao
diferente, o resultado da orientagdo da lamina superior seria diferente.

Na Figura 5.25 esta representado o resultado um caso de otimizagdo de um telhado
esférico com laminas de material ortotrépico, com a lamina inferior alinhada
perpendicularmente a lamina superior, sendo ambas as laminas feitas do mesmo material (Gr-
Ep). Para diferenciar bem uma lamina da outra, cada uma est4 apresentada em um tom diferente
de cinza, e todos os elementos acima da densidade minima foram considerados. Isso ndo
representa grande erro, pois como pode ser visto na Figura 5.26, ha pouquissimos elementos com
densidade intermediéria. Neste caso otimizou-se a orientagdo e topologia das duas laminas. Para
a otimizacdo da orientacdo utilizou-se apenas o método da direcdo de tensdo principal, e para a
otimizagdo topoldgica a flexibilidade limite estabelecida foi de 50% da flexibilidade inicial, com

duas etapas MC: p=1e p=1/8. O volume final obtido foi de 55,13% de V.

Figura 5.25.:Topologia interpretada de um telhado esférico (ver Figura 5.5), com duas liminas, com a
otimizacio da orientagdo e da topologia de ambas. A volume final é 55,15% do volume inicial, para metade
da flexibilidade inicial.

A construgdo de tal estrutura, entretanto, ndo ¢ tarefa trivial, pois determinadas 4reas da
camada superior ndo estardo “apoiadas” sobre areas da lamina inferior. A constru¢do de um
laminado assim exigiria, portanto, diversas etapas de lamina¢do. Esse ¢ um exemplo claro da
aplicacdo de otimizagdo a todas as laminas de determinada casca laminada, aonde problemas de

aparecimento de “furos” entre laminas pode vir a aparecer.
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Figura 5.26. Topologia e orientacio de cada lamina da Figura 5.25. Aqui se verifica que a quantidade de
elementos com densidade intermediaria é muito pequena, mesmo penalizando apenas com a=0e¢ p =1/8.

Na Figura 5.27 apresenta-se a solucdo para um problema com a mesma estrutura
otimizada da Figura 5.25, mas com a otimiza¢do apenas da lamina superior. O problema foi
rodado considerando uma flexibilidade limite de 0,8 . Uma vez que se estd otimizando apenas
uma camada, apoOs a otimizacdo da orientacdo a flexibilidade caiu para 56,77% da inicial. Para
que o processo de otimizagdo topoldgica tenha inicio € preciso que se estabeleca uma Wy, acima
desse valor. J4 valores muito elevados de W, fariam com que a lamina desaparecesse por
completo, pois o algoritmo iria retirar todo o material da lamina de modo a tentar alcancar um

alto limite de flexibilidade.

Figura 5.27. Topologia interpretada de um telhado esférico com duas lAminas, com a otimiza¢fo apenas da
lAmina superior.
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Na Figura 5.28 esta apresentada a historia das iteragdes para esse problema, e pode ser
observado o comportamento da fun¢do objetivo da minimizacdo do volume em cada etapa do
MC, com p =1, p = 1/4 e p = 1/8. O valor da funcdo objetivo varia bastante entre um nivel e
outro, mas a influéncia sobre o volume é pequeno no terceiro nivel, o que mostra que a
penalizagdo busca modificar apenas as densidades intermediarias, que neste ponto do processo ja
estdo proximas dos limites inferiores ou superiores. Assim, o volume final da lamina otimizada
foi reduzido para 50,36%. Mais uma vez pode-se notar a influéncia da camada inferior, ndo
otimizada na topologia da camada superior, que procura se alinhar com essa dire¢ao. Este tipo de
estrutura ¢ muito mais facil de construir, pois a ldmina superior estard sempre apoiada sobre a

lamina inferior.

1 1
il 10 20 30 40 a0 G0 0 a0 a0
mimero de iterages

] 1 1 1

Figura 5.28. Historia de iteracdes para a otimizaciio da lAmina superior de uma casca feita de duas l1Aminas
(Figura 5.27). As trés etapas do MC estdo bem definidas.

Na Figura 5.29 se apresenta a solucdo obtida para a orientacao e topologia de uma placa
apoiada nas quatro pontas, feita de quatro laminas de Gr-Ep, com espessuras 0,25mm, 0,35mm,
0,35mm e 0,25mm, respectivamente, e orientagdes alinhadas com x; (ou com a borda horizontal,
na figura). Foram otimizadas apenas as laminas externas, usando DPT-SLP na otimizac¢do da
orientacdo e duas etapas no MC (p = 1/8 ¢ a = 0,3 na 2 etapa). A flexibilidade limite
determinada foi de apenas 0,3 W.

O volume foi reduzido a 50,6% do volume inicial das laminas otimizadas. A reducdo de
volume foi bastante grande, apesar do pequeno fator utilizado para limitar a flexibilidade. Isso
porque a otimizacdo da orientacdo das laminas externas levou a uma grande diminuicdo da
flexibilidade total da estrutura, chegando a menos de 20 % de W). Isso é de se esperar, pois no

caso de flexao de placas, quanto mais longe a lamina estiver da superficie média da placa, maior
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serd sua contribuigdo para a rigidez da estrutura. A otimizagdo dessas duas camadas ja se

mostrou bastante eficiente tanto na modificacdo da flexibilidade quanto no volume da estrutura.

Figura 5.29. Orientacéo e topologia finais sobrepostas para (a) a limina inferior e (b) a limina superior de
uma placa laminada com 4 camadas. Em (c), geometria e c.c. As 2 1Aminas intermediarias estio orientadas
paralelamente a borda horizontal.

5.6. CASOS DE MULTIPLOS CARREGAMENTOS

Aqui sdo apresentados alguns problemas rodados com aplicagdo de mais de um caso de
carregamento. Nos problemas abaixo, sdo apenas dois casos diferentes de cargas concentradas,
mas isso ¢ suficiente para validar o método, tanto para a otimizagdo da orientagdo, em que se
aplica apenas SLP, como para a otimizacdo topoldgica. Neste tipo de problema, a flexibilidade
limite ¢ determinada sempre em fun¢do da maior flexibilidade inicial. Isso ndo necessariamente
quer dizer a maior forca aplicada, pois dependendo da geometria da estrutura, as deflexdes
podem ser maiores para cargas com relativamente pequeno modulo. Isso fica bastante evidente
no caso de vigas em balango, por exemplo, onde pequenas cargas na ponta causam maiores
deflexdes que cargas proximas ao engaste.

Para o caso de uma placa engastada com forgas iguais mas em diregdes contrarias
aplicadas nas pontas (ver Figura 5.3), a solucdo estd apresentada na Figura 5.30. O volume foi
reduzido a 53% do inicial, considerando flexibilidade limite de 2/¥, A orientacao foi otimizada
usando SLP e foram usadas duas etapas no MC, com p = 1/8 ¢ oo = 0,3 na segunda etapa. Como
a estrutura ¢ simétrica e as forcas aplicadas sdo de igual valor, a flexibilidade ¢ sempre igual para
ambos os casos de carregamento, ¢ a solucdo final reflete essa simetria, tanto na orientacao

quanto na topologia. Nao se verificaram problemas de checkerboard, ¢ os elementos com
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densidade intermedidria sdo poucos. Mais uma vez, ¢ bom frisar que a topologia obtida deve

receber um correto tratamento de suavizacao de contorno para que possibilite sua construgao.

Figura 5.30. Solucio do problema da placa engastada para problema com dois casos de cargas iguais nas
pontas. Em (a) a representacio em 3D da placa deformada sob cada um dos carregamentos e em (b) as
solucdes para a orientaciio e para a topologia sobrepostas.

O método foi aplicado também a problemas de casca esférica, com uma ou mais laminas.
Para o caso de apenas uma lamina, feita de Gr-Ep, a solu¢do aparece na figura Figura 5.31.
Nesse caso a orientagdo da lamina era de 45° com a horizontal, e aplicou-se apenas otimizagao
topologica a estrutura, determinando-se uma flexibilidade limite de 1,5 W), o volume reduziu-se
a 75,77% do volume inicial. Cada forca (F,) na borda vale 0,7 F;, mas o maior valor de
flexibilidade se deve a forga no centro. E ¢ a flexibilidade devido a essa for¢a que serve entdo de

principal restri¢do ao projeto, pois ela chega antes ao valor limite pré-determinado.
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(b)

Figura 5.31. Solucio para a otimizacio topolégica de uma casca submetida a dois casos de carregamento. Em
(a) vista superior mostrando a orientacio (45° no quadrante) e em (b) representacio em 3D indicando a
posicao das forcas concentradas (F; é maior do que F,).

Também ¢ apresentado aqui o resultado obtido para um problema semelhante a este
acima, incluindo dimensdes e forgas aplicadas, mas com trés laminas de Gr-Ep, sendo
otimizadas a lamina inferior e a superior, como pode ser visto na Figura 5.32. Como no nivel de
otimizacdo da orientacdo a flexibilidade associada a forca aplicada no centro chegou a cerca de
30 % do seu valor inicial, determinou-se uma flexibilidade limite de 40% de W,. Isso resultou
em um volume igual a 48% do volume inicial para as ldminas otimizadas, com p = 1/8 e o = 0,3
na segunda etapa do MC. A otimizagdo topoldgica levou a que cada lamina fosse responsavel
pela resisténcia a cada um dos carregamentos impostos, com a lamina inferior reforcando a
estrutura apenas nas bordas e com a lamina superior refor¢ando a estrutura para suportar a forga
no centro.

E interessante observar na histéria das iteragdes, na Figura 5.33, o comportamento da
flexibilidade associada a cada uma das forcas aplicadas independentemente. No nivel de
otimizagdo da orientagdo, o SLP faz com que ambas as flexibilidades diminuam sensivelmente.
Essa etapa ¢ bastante longa, como era de se esperar, pois o algoritmo precisa satisfazer a
minimiza¢do de uma fun¢do que leva em contar dois casos bem diferentes de deslocamento da
estrutura. No nivel de otimizagdo topologica, ambas as flexibilidades acabam atingindo o mesmo
patamar. Isso ocorre aqui porque se determinou um valor pequeno para a flexibilidade limite. Em
casos em que se determinam valores maiores, as menores flexibilidades atingem um patamar
maximo do qual ndo conseguem ultrapassar. A restricdo nesse nivel fica em fun¢do de apenas

um dos casos de carregamento, normalmente o associado a maior flexibilidade inicial.
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Figura 5.32. Representacio explodida em 3D de uma casca com 3 liminas de Gr-Ep, com otimizacio duas
lAminas externas. A direita, geometria e c.c, mostrando os dois casos de carregamento, semelhantes aos da
Figura 5.31.
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Figura 5.33. Historia das interacdes para o caso apresentado na Figura 5.32. Observar os graficos para as
flexibilidades associadas a cada um dos casos de carga.
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6. CONCLUSOES E SUGESTOES

6.1. CONCLUSOES

A determinagdo de estratégias alternativas para a otimizagdo de cascas laminadas ¢ o
objetivo geral deste trabalho. Isso incluiu a discussdo de diversos métodos ja conhecidos na
literatura, e a adaptacdo de alguns desses métodos para a montagem de uma estratégia que
resolvesse problemas praticos. Buscou-se entdo implementar um processo em dois niveis, sendo
o primeiro nivel a otimiza¢do da orientagdo de cada lamina de uma casca laminada e no segundo
nivel a otimizagdo topoldgica de cada uma dessas laminas, permitindo a solu¢do de problemas
com multiplos casos de carregamento.

A seguir, s3o comentados as conclusdes obtidas para os objetivos especificos listados na
secao 1.1:

a) a implementacdo de um algoritmo de elementos finitos para calculo de cascas
laminadas que possa ser usado em algoritmos de otimizacdo estrutural foi feita. O
elemento finito utilizado ¢ um elemento classico, que apresenta uma grande
vantagem que ¢ a facilidade para aplicar as derivadas analiticas na formulagdo da sua
matriz de rigidez, sem a necessidade de calculo por diferengas finitas, por exemplo.
Como ele nao apresenta complicados esquemas para evitar aparecimento de modos
espurios de energia ou travamento por cisalhamento, a tarefa de modificar a rotina de
montagem da matriz de rigidez para o céalculo das derivadas em relagdo as variaveis
de projeto se tornou bastante trivial. Para a solu¢do dos problemas apresentados aqui,

este elemento se mostrou bastante eficiente.

b) para a otimizacdo da orientagdo de cada lamina de uma casca laminada, considerando
multiplos casos de carregamento, buscou-se a obten¢do do angulo de orientacdo da
dire¢do de maior moddulo de elasticidade do material de cada lamina (ou
simplesmente chamado de direcdo da lamina) de modo a obter a menor flexibilidade
possivel da estrutura associada aos carregamentos aplicados. Para isso foram testados
métodos utilizando a direcdo de deformacao principal (DDP), a dire¢do de tensdo
principal (DPT) ou ainda a utilizagdo de um método de Programacdo Linear
Seqiiencial (SLP). Descartou-se o uso da DDP apenas, devido ao forte acoplamento

com a orientacdo original da lamina, o que impedia ou retardava muito a
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convergéncia da funcao objetivo. A utilizacdo da DPT ndo se mostrou totalmente
satisfatoria, apesar de exigir relativamente poucas iteracdes para atingir a
convergéncia, pois ainda se verificou um certo acoplamento entre a orientagdo
anterior da lamina e a atual e também por ndo permitir a inclusdo de varios casos de
carregamento. Escolheram-se entdo dois métodos para o nivel de otimizagdo
topoldgica: uma combinagcdo de DPT-SLP ou apenas SLP. No primeiro caso a
primeira iteragdo € feita por DPT e depois se aplica SLP até atingir a convergéncia.
Para rodar problemas com varios casos de carregamento, entretanto, deve-se aplicar

apenas SLP.

para a otimizagdo topologica minimizou-se o volume de cada ldmina, usando como
restricdo a flexibilidade total da estrutura, para cada caso de carregamento
independente. Utilizou-se apenas SLP nesse nivel de otimizagdo, penalizando a
funcdo objetivo. De modo a evitar areas com densidades intermediarias na solucao
final, um M¢étodo de Continuagdo (MC) foi aplicado. Através desse método, o nivel
de otimizagdo topoldgica pode ser dividido em duas ou mais etapas. Na primeira
etapa resolve-se um problema de otimizagdo convexo, que gera solugdes com muitas
areas com densidade intermediaria. Nas etapas seguintes modificam-se os
parametros de penalizacdo, tornando a formulagdo ndo-convexa, de modo a
“encarecer” estas areas de densidades intermediarias, e fazendo com que o algoritmo
busque solugdes contendo apenas areas com densidade minima ou maxima.
Verificou-se que apenas duas etapas do MC sao suficientes para a obtencdo de uma

solu¢do otima.

uma estratégia de otimiza¢do em dois niveis foi implementada, onde o primeiro nivel
compreende a otimizagao da orientagao e o segundo nivel compreende a otimizagao
topoldgica. A integragdo de ambos os niveis foi feita com eficacia, permitindo uma
grande reducdo do volume da estrutura, sempre respeitando os limites de
flexibilidade determinados como restri¢des de projeto. Cada nivel de otimizacao é
rodado apenas uma vez, pois ndo se verificou diminuicdo no volume ao rodar

novamente o primeiro nivel apds a convergéncia do segundo nivel.

as estratégias implementadas foram testadas em casos de elasticidade plana, placas e

cascas, com uma ou varias laminas ortotropicas, gerando resultados satisfatorios,
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tanto em relagdo a reducdo de volume como a facilidade de construgdo das
topologias e orientacdes obtidas. Estes testes permitiram também a discussdo de
alguns problemas surgidos da formulagdo e formas de contorna-los, como por

exemplo no caso de determinagdo de uma flexilibilidade limite (W;,,) muito grande.

Utilizou-se 0 MATLAB para a implementacdo do MEF e dos métodos de otimizagao,
principalmente devido as facilidades oferecidas por tal software. Entre elas, estd a
disponibilidade de rotinas para operagdes com matrizes (multiplicacdo, soma, inversdo, etc.),
rotinas como o fatoramento por Choleski (ckol), ou entdo rotinas de otimizagdo por programacao
linear (Ip, linprog), o que poupa muito trabalho de solu¢do de problemas montagem do cédigo. O
uso do MATLAB, entretanto, apresenta um ponto negativo muito grande que € a sua (relativa)
lentiddo para a solug¢do dos problemas, tornando dificil a solu¢do de casos com malhas muito
refinadas. E preciso levar em conta, entretanto, que se buscava a implantagdo de uma nova
estratégia de otimizagdo. Apds a comprovacao da capacidade dessa estratégia, um passo seguinte
pode ser a “tradu¢do” do codigo para alguma linguagem compilada, o que ja representaria um

grande ganho em velocidade.

6.2. SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Como este trabalho apresenta uma estratégia nova para a otimizagao de cascas laminadas,
muita coisa pode ser feita a partir disso. Neste primeiro momento, foi possivel preocupar-se
apenas com a montagem de um algoritmo funcional, e os passo seguintes devem levar a
aplicacdo pratica disso, estendendo a um maior nimero de problemas. Pode-se listar as sugestoes
da seguinte maneira:

- traduzir o cddigo para uma linguagem compilada, de modo a aumentar a velocidade
de processamento. Isso permitiria que se rodem casos com malhas mais refinadas,
com maior nimero de camadas e com maior numero de casos de carregamento.

- uma extensao natural desse trabalho, e muito necessaria para o caso de cascas
laminadas, ¢ a introdugdo de restrigdes considerando critérios de falha, como o de
Tsai-Hill. Pode-se dizer que esse passo ¢ de fundamental importancia para um uso
mais pratico dessa metodologia.

- aplicagdo a casos reais. Problemas de peso em estruturas aeronduticas sao muito

comuns, € uma aplica¢do em pequenas estruturas ¢ util do ponto de vista pratico.
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- a insercdo da otimizagdo de malhas com diferentes tipos de laminacao ¢ necessaria,
pois estruturas apresentando areas fabricadas com diferente nimero de laminas e
mesmo com tecidos diferentes sdo comuns.

- implementacdo da otimizagdo da espessura de cada lamina, trabalhando em um novo
nivel de otimizagdo, por exemplo.

- a aplicagdo de algum método de suavizacdo de contorno ¢ interessante para a
interpretacdo de resultados no caso de problemas reais.

- inclusdo da nao-linearidade, tanto geométrica quanto fisica. Este campo ja esta sendo
bem estudado no caso de materiais compostos laminados, ¢ a otimiza¢do desse
estruturas com este comportamento sera importante no futuro.

- inser¢do de outras fungdes objetivo, como a maximizacdo de determinados
freqliéncias de vibracdo, ou entdo a minimizagdo da flexibilidade com restri¢cao de
volume, o que pode ser acrescentado em futuros estudos.

Estas sugestdes foram ordenadas de acordo com o que o autor acredita serem de maior

importancia para a aplicagdo na pratica dos métodos desenvolvidos, € que motivaram a

realizacdo deste trabalho.
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APENDICE A. TESTES DO ELEMENTO FINITO IMPLEMENTADO

Para a verificacdo da precisdo do elemento finito implementado neste trabalho, alguns
testes foram realizados, baseados principalmente nos testes apresentados em MacNeal e Harder,
1985. O objetivo da implementagdo do elemento finito deste trabalho era apenas facilitar o
trabalho na implementagdo da parte de otimizacdo, de modo que alguns casos especificos
pudessem ser analisados, especialmente placas planas e cascas de pequena curvatura. Portanto
ndo se deu atencao excessiva a solucdo de alguns problemas normais a elementos de casca, como
o uso de malhas muito distorcidas, ou com grandes curvaturas.

Os resultados aqui apresentados sdo os do caso da viga reta, a viga curva, a placa plana
com carregamento concentrado no centro e carregamento distribuido uniformemente, o telhado

de Scordelis-Lo e o telhado esférico

A.1 VIGA RETA E VIGA CURVA

No caso dos testes das vigas, conforme as malhas apresentadas na Figura A.l, os

resultados normalizados sdo apresentados na Tabela A. 1.

Tabela A. 1. Resultados normalizados para os testes da viga reta e viga curva (ver MacNeal e Harder, 1985).

Tipo de carregamento VIGA RETA VIGA
malha “a” malha “b” malha “c” CURVA
Extensdo 0,9994 0,9996 0,9996 -
Cisalhamento no plano 0,9868 0,9667 0,9972 1,0077
Cisalhamento transversal 0,9925 0,9861 0,9850 0,9731
Torgao 1,054 1,0496 1,0496 -
|
Q | | | | | |
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®) —
3 B
3 |
(c)

Figura A.1. As diferentes malhas para o testes da viga reta.

Como pode ser visto pelos valores acima, o maior erro ocorre no caso de aplicagdao de
momentos em torno de x;, € os mesmos nao passam de 5,4%. Isso demonstra que o elemento

consegue captar os importantes modos de deformacdo, como variagdes lineares de deformagao e
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curvatura, € também combinagdes de cisalhamento no plano e transversal. Na viga curva também

¢ possivel verificar a influéncia de pequenas distor¢des no elemento.

Figura A.2. Problema da viga curva. Raio interno: 4,12, raio externo: 4,32, espessura: 0,1, E=1,0 x107, V=
0,25, carregamento: forcas unitarias na ponta [MacNeal e Harder, 1985].

A.2 PLACA PLANA

O teste da placa plana permite verificar os resultados do elemento para flexdo. Também
se verifica a convergéncia dos resultados em relacdo ao tamanho da malha. No caso de pequenas
espessuras, o elemento tende a travar. Na Figura A.3 apresentam-se os tipos de problemas a

serem resolvidos.

simétrico

simétrice

L

ry
ki

Figura A.3. Geometria do problema de placa plana, onde a razdo H=2, L=2 ou 10, a espessura vale 0,01,
E=1,7472¢7, v=0,3. A placa pode estar simplesmente apoiada ou engastada nas bordas. A carga pode ser
concentrada, valendo 4e-4, ou distribuida, valendo 1e-4.
Nas duas figuras abaixo estao os resultados obtidos para estes casos. A convergéncia para

placas com razao H/L=1 ¢ bastante rapida e boa. Isso acontece tanto para os casos de placa

apoiada, na Figura A.4, como engastada, na Figura A.5. Com uma malha de 8x8 elementos em
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um quarto da placa, o erro ¢ menor que 2% para todos os casos. Ja no caso da placa engastada, a

convergéncia ¢ obtida um pouco mais lentamente.

11 T T T T T T T T T
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1° de elementos

Figura A.4. Resultados normalizados, placa apoiada. “+”:H/L=1, carga concentrada; “*”: H/L=1, carga
distribuida; “0”: H/L=5, carga concentrada; “[1”: H/L=5, carga distribuida. Ver MacNeal e Harder, 1985.
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Figura A.5. Resultados normalizados, placa engastada. “+”:H/L =1, carga concentrada; “*”: H/L=1, carga
distribuida; “o0”: H/L=5, carga concentrada, “[1”: H/L=5, carga distribuida. Ver MacNeal e Harder, 1985.

A.3 TELHADO DE SCORDELIS-LO

O telhado de Scordelis-Lo ¢ uma casca de curvatura simples, cilindrica, que permite
visualizar resultados combinados de deformag¢des de membrana e flexdo. Também se verifica a
convergéncia dos resultados em razdo do refinamento da malha. A geometria de testes esta
apresentada na Figura A.6, e as dimensOes e resultados sdo os mesmos apresentados por
Vlachoutsis, 1990. Novamente apenas um quadrante ¢ analisado, devido a simetria do modelo.

Os valores estdo levemente abaixo do valor tedrico, mas com erro menor que 6% para o
caso do deslocamento vertical do centro do telhado, e apresentando convergéncia ja a partir da

malha com 6x6 elementos. Isso condiz com os resultados de Vlachoutsis para o caso de um



110

elemento com integragdo usando 2x2 pontos de Gauss no plano e integracdo explicita na

espessura.

stmétrico

borda lvre

KO
non
= =

Figura A.6. Geometria e condicdes de contorno do telhado de Scordelis-Lo. As dimensdes sdo: R=300, L=600,

h=3, E=3e6, v=0, q=0,625 [Vlachoutsis, 1990].
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Figura A.7. Resultados normalizados para o caso do telhado de Scordelis-lo. “+”:deslocamento vertical do

centro da borda livre; “[1”; deslocamento do ponto central do telhado. Ver Vlachoutsis, 1990.

A.4 CILINDRO PUNCIONADO

O ultimo caso testado para verificacdo da eficiéncia do algoritmo para calculo de cascas

foi o caso do cilindro puncionado (Figura A.8). Da mesma maneira que o telhado de Sordelis-Lo,

as dimensdes do cilindro e os resultados sdo os mesmos apresentados por Vlachoutsis, 1990,e

apenas um oitante ¢ modelado.

Os resultados para o caso do cilindro puncionado estdo apresentados na Figura A.9, para

o deslocamento axial do ponto “a” e para o deslocamento radial no ponto “b”. Como se v€, os
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resultados para os pontos “a” e “b” sdo muito bons, com convergéncia rapida em relagao a malha

utilizada.

stmétric o

simétrico

Figura A.8. Geometria e condicdes de contorno para o caso do cilindro puncionado. Os pontos a e b sio os
pontos de verificacio do deslocamento.
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Figura A.9. Resultados normalizados para o caso do cilindro puncionado. “+”:deslocamento axial do ponto a;
“0”: deslocamento radial do ponto b. Ver Vlachoutsis, 1990.
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APENDICE B. OBTENCAO DOS SISTEMAS DE COORDENADAS

Abaixo sdo apresentadas as formas de obtencdo do Sistema Local da Lamina, do Sistema
Local da Casca e do Sistema Nodal, que sdo sistemas de coordenadas envolvidos no calculo por
elementos finitos. Os dois primeiros sistemas tem importancia também na parte da otimizagao da

orientacdo, pois a variavel de projeto 0 ¢ igual ao angulo entre estes dois sistemas.

B.1 SISTEMA LOCAL DA LAMINA

Este sistema ¢ paralelo ao sistema local da casca, e apenas diferem pela rotagdo em torno
do eixo normal de acordo com o angulo 6 definido pela orientacdo da direcao principal do
material de cada lamina. Para a defini¢do do sistema local da lamina deve-se antes definir o

sistema local da casca e entdo aplicar uma rotagdo conforme apresentado na se¢do 2.5.

B.2 SISTEMA LOCAL DA CASCA

Em cada ponto de integracao ¢ montado um sistema de referéncia de modo que dois eixos
sejam tangentes a superficie média da casca, e o terceiro perpendicular 8 mesma. A primeira
coisa a fazer ¢ a obtencdo de dos vetores tangentes a superficies média da casca e paralelos aos

eixos &; e &,, os quais podem ser obtidos partindo do Jacobiano calculado no ponto em questao
(equacao (2.42)):
ox, 0Ox, Ox, '
Vo S\ o o
oG, 0 0%

{ ox, Ox, Ox, }T
Ve, =
a5, 0&, 05,

Esses vetores nao serdo necessariamente perpendiculares entre si, o que acontecera

(B.1)

apenas se o elemento for retangular. Eles ndo podem entdo ser usados com base de um sistema
de coordenadas e outros vetores precisam ser determinados para essa funcdo. Calcula-se entdo o

versor na dire¢do de cada um desses vetores acima:
€, =V /”vél”

) (B.2)

€, =V, /”V&z”

O vetor normal a esses dois sera o vetor normal a superficie média no ponto de integracao

em analise, calculado através do produto externo entre esses dois vetores:
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€, xe,,

e (B.3)

5 2 |
Jezi x|
O versor acima ¢ o mesmo versor perpendicular ao plano do sistema de coordenadas da

lamina, eé’”, e do sistema de coordenadas local, el;'. Os outros dois versores do sistema local da

casca serao dados por

(B.4)

onde

1
(e, +
. :M B5)

o H;(eéﬁeéz)

lc
€, Xe
eB :—?C a (B.6)
‘e3 xe,

Utilizando essa formulagio, o 4ngulo entre e/ e e;, (ou v,,) ¢ igual ao angulo entre ele

lc

e, (ou v,,) e entdo a base e ,ey ¢ a mais proxima possivel de e € e.,, conforme Hughes,

1987.

B.3 SISTEMA NODAL

Os sistemas determinados acima sdo utilizados para a determinagdo dos tensores
constitutivos de cada elemento adequadamente rotacionados e calcular a matriz de rigidez em
cada ponto de integragdo. E necessario ainda definir um sistema de coordenadas em cada né que
sirva de base para representar as rotagdes da superficie naquele n6 (dois dos cinco graus de
liberdade de cada no).

Esse sistema de coordenadas deve ser montado levando em conta a orientagdo dos eixos
&1 e & do elemento mestre e os versores do sistema global de coordenadas. Uma condi¢@o desse
sistema ¢ que um dos eixos deve coincidir com o vetor normal a superficie no ndé em questao.
Isso difere levemente de alguns textos, como Hughes, 1987, os quais falam da direcdo da fibra e
ndo da normal, o que ocorre no caso de se considerar cascas com espessuras variaveis, nao

cobertas no presente trabalho.
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Essas condigdes, no entanto, ndo sdao suficientes para definir uma base. Hughes, 1987,
apresenta um algoritmo que permite obter essa base. Considere-se entdo v, o vetor normal no né
e suas componentes no sistema global sdo descritas por v,;, com i=1,2,3. Faz-se:

1. Faz-se ;= |v,, 1=1,2,3.

2. =1,

3. Se a;>a3, entdo as = ay, e j=2.
4

Se a,>as, j:3.

5. vy, :(vnl xej)/‘

vaxe,|.
6. v, = (VZI = Vn])/”VZI XV ” .
A base ortonormal obtida {v,,,v,,,v,,} satisfaz a condi¢do de que se vy ¢ proxima a e

entdo v,,v,,,Vv,, serdo proximos a ej, €, 3, respectivamente.

Esse algoritmo, entretanto, ndo € robusto e pode levar a definicdo de vetores orientados e
maneira inversa a esperada na montagem do modelo. Uma possibilidade ¢ o uso de um vetor
definido pelo usudrio, no lugar de e; e, ou e;, como sugerido em Vlachoutsis, 1990. Neste
trabalho as duas estratégias foram utilizadas, e nos casos de geometrias simples, como as que
tiveram os resultados apresentados no capitulo 5, calculou-se antecipadamente os versores do

sistema nodal e se incluiu no arquivo de dados de entrada.
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APENDICE C. COMPARACAO DE RESULTADOS DE OTIMIZACAO

Durante a montagem do algoritmo de otimizacao, buscou-se aplicar os métodos a alguns
tipos de estruturas cujo resultado otimizado ja tinham sido apresentados em alguns trabalhos, de
modo ir corrigindo e ajustando o algoritmo. Isso foi necessario basicamente durante a
implementagdo da orientacdo topologica simples aplicada a uma camada apenas, € na
implementagdo da otimizacdo da orientagdo. Nao foram encontrados na literatura resultados para
casos semelhantes aos casos mais complexos aqui encontrados. Neste apéndice sdo apresentados
entdo alguns desses casos simples utilizados.

Inicialmente, apresenta-se na Figura C.1 o caso classico da viga engastada, com carga
aplicada na ponta. O resultado comparativo abaixo ¢ o apresentado por Hassani e Hinton, 1998c,
mas esse exemplo ¢ dado em diversas outras publicagdes, como em Bendsee, 1995. O material é
isotropico, diferentemente do caso com material ortotropico, cuja solugdo ¢ apresentada na se¢ao
5.2. No casos (a) estd a solugdo para um esquema de otimizagdo topoldgica chamado por Hassani
e Hinton de Esquema Suzuki-Kikuchi, e em (b) um esquema modificado. Essas duas primeiras
solugdo foram obtidas apos 120 iteragdes, enquanto que o resultado pela presente formulagao foi

obtido apos 63 iteragdes.

(b)

(d)

(©)

Figura C.1. Comparacio de resultados de otimiza¢io topologica de viga em balanco feita de material
isotropico: em (a) e em (b), resultado apresentado em Hassani e Hinton, 1998c. Em (c), resultado obtido no
presente trabalho para malha 16x16. Em (d), geometria e c.c.
Para a comparacdo da otimizacdo topologica de placas, na Figura C.2 sdo apresentadas

solugdes para o caso de placa simplesmente apoiada com carga transversal uniformemente

distribuida. Em (a) esta a solugdo para uma placa de Mindlin com uma microestrutura do tipo
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reforgada por vigas, com Amax/fimin = 5,0 € hmax/hunic = 2,0. Em (b), € utilizado um modelo de
placa laminada de Mindlin, com microestrutura do tipo rank-2 e com integracao da caracteristica
efetiva da microestrutura em elasticidade plana na espessura. Em (c) estd a solugdo utilizando a
presente formulagdo, para um material isotropico e utilizando apenas um quarto da malha na

analise. Mais uma vez nota-se a grande semelhanga entre os resultados obtidos para a topologia.

(©)

Figura C.2. Comparacio de resultados de otimizacio topologica de placas planas: em (a) e em (b), resultado
apresentado em Bendsee, 1995. Em (c), resultado obtido no presente trabalho. Em (d), geometria e c.c.

Os resultados para comparagdo da otimizagdo da orientagdo da dire¢do de maior moédulo
de elasticidade de materiais ortotropicos estdo apresentados na Figura C.3. Os resultados para
comparacdo forma tirados do trabalho de Pedersen, 1991, aonde ¢ realizada a otimizagdo da
espessura e da orientacdo de laminas de uma viga engastada em na ponta esquerda, com a ponta
esquerda livre e com carregamento uniforme na direcao x,. Escolheram-se, entretanto, resultados
apenas da orientagdo. Pode-se observar uma semelhan¢a de resultados entre a presente
formulacao, em (c), e os de Pedersen, especialmente para o caso (b), com malha de 720
elementos triangulares. O resultado do presente trabalho foi obtido com uma malha de 08x20

elementos retangulares.
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Figura C.3. Resultados para a otimiza¢io da orientaciio da dire¢do de maior médulo de elasticidade para
materiais ortotropicos. Em (a) solu¢do para malha com 72 elementos triangulares e em (b) para 720
elementos [Pedersen, 1991]. Em (c), presente formulacio e em (d), geometria e c.c.



