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Tese submetida ao Corpo Docente do Programa de Pós-Graduação em Engen-

haria Mecânica, PROMEC, da Escola de Engenharia da Universidade Federal do Rio Grande

do Sul, como parte dos requisitos necessários para a obtenção do T́ıtulo de
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RESUMO

Este trabalho visa realizar o estudo do comportamento dinâmico de um eixo

rotor flex́ıvel, modelado segundo a teoria de Euler-Bernoulli e caracterizar as respostas

periódicas de sistemas LTI (sistemas lineares invariantes no tempo) e sistemas fracamente

não lineares de ordem arbitrária. Para tanto, é utilizada a base dinâmica gerada pela

resposta impulso ou solução fundamental.

O comportamento dinâmico de um eixo rotor flex́ıvel foi discutido em termos

da função de Green espacial e calculada de maneira não-modal. Foi realizado um estudo

do problema de autovalor para o caso de um um eixo rotor biapoiado. As freqüências são

obtidas e os modos escritos em termos da base dinâmica e da velocidade de rotação.

As respostas periódicas de sistemas LTI, utilizadas nas aproximações com sis-

temas fracamente não lineares, são obtidas, independentemente da ordem do sistema, como

um operador integral onde o núcleo é a função de Green T -periódica. Esta função é car-

acterizada em termos das propriedades de continuidade, periodicidade e salto da função de

Green T -periódica, e da base dinâmica.

Simulações foram realizadas para sistemas concentrados, matriciais e escalares,

com o objetivo de mostrar a validade da metodologia desenvolvida com as propriedades

da função de Green T -periódica. Foi abordado um modelo não-linear para uma centŕıfuga

utilizada na indústria textil [Starzinski, 1977].
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ABSTRACT

TITLE: “PERIODIC RESPONSES IN NON-CRITICAL LINEAR AND

WEAKLY NON-LINEAR AND DYNAMIC BEHAVIOUR OF

ROTATIVE SYSTEMS WITH THE USE OF THE DYNAMICAL

BASIS”

This work seeks to study of the dynamic behavior of an axis flexible rotor, mod-

eled according to the theory of Euler-Bernoulli and to characterize the periodic responses of

systems LTI and weakly non-linear systems of order arbitrary. It is employed the dynamical

basis generated by the impulse response or fundamental solution.

The dynamic behavior of an axis flexible rotor was discussed in terms of the

spatial Green function and calculated in a non-modal way. It was considered the eigenavalue

problem for the case of an an supported rotor axis. The frequencies were obtained and the

modes written in terms of dynamical basis and the rotation speed.

The periodic responses of LTI systems, used in the approximations with weakly

non-linear systems, they are obtained, independently of the order of the system, as an in-

tegral operator where the kernel is a T -periodic Green function. This function is charac-

terized in terms of the continuity properties, periodicity and jump of the function of Green

T -periodic, and of the dynamical basis.

Numerical simulations were done concentrated systems, matrix and scalar ones,

with the objective of showing the validity of the methodology developed thorough the prop-

erties of the T -periodic Green functions. A non-linear model was considered for a centrifuge

used in the textile industry.
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ḣ(t) derivada temporal do operador resposta impulso

h′(z) derivada espacial de h(z)

ix



h(t, z, ξ) função de Green temporal

hi(t) componentes da base dinâmica matricial normalizada
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T peŕıodo

t tempo

U(t, z) vetor deslocamento

˜U(s, z) transformada de Laplace de U(t, z)
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Tabela 4.1 Valores dos parâmetros f́ısicos para o rotor . . . . . . . . . . . . . . . . 76

Tabela 4.2 - Componentes da 1a linha de Γ(t) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

Tabela 4.3 - Componentes da 2a linha de Γ(t) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

Tabela 4.4 - Componentes da 3a linha de Γ(t) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

Tabela 4.5 - Componentes da 4a linha de Γ(t) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

Tabela 4.6 - Componentes da diagonal de Γ̇(t) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

Tabela 4.7 - Componentes fora da diagonal de Γ̇(t) . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

Tabela 4.8 - Componentes fora da diagonal de Γ̇(t) . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

Tabela 4.9 - Componentes fora da diagonal de Γ̇(t) . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
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Tabela 5.1 - Gráficos de Γ(t) e suas derivadas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

xiv
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Tabela 6.2 - Componentes da parte real de h(t) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106
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1 INTRODUÇÃO

O objetivo deste trabalho é caracterizar a resposta periódica de sistemas LTI

(sistemas lineares invariantes no tempo) e sistemas fracamente não lineares de ordem ar-

bitrária bem como o estudo do comportamento dinâmico de um eixo rotor flex́ıvel modelado

segundo a teoria de Euler-Bernoulli com condições de contorno genéricas e desacopladas.

Para tanto, é utilizada a base dinâmica ge-rada pela resposta impulso ou solução funda-

mental [Claeyssen, 1990], [Claeyssen e Tsukasan ,1999], [Claeyssen, Gallicchio e Tamagna,

2001], [Claeyssen, Canahualpa e Jung, 1995], [Claeyssen, Moraes e Copetti, 2002].

O estudo da resposta forçada em sistemas dinâmicos, concentrados e distribúıdos,

é um assunto de permanente interesse na engenharia e na matemática aplicada. Por exem-

plo na análise e desenho de sistemas mecânicos tais como automóveis, aeronaves dentre

outros, é muito importante conhecer a resposta destes sistemas em condições de carrega-

mento dinâmico. Por outro lado, considerando que todo corpo vibra naturalmente em torno

de uma posição de equiĺıbrio, é essencial o estudo das vibrações. Neste sentido existe uma

vasta literatura sobre tema [Meirovitch, 1980, 1967, 1997], [Ginsberg, 2001].

Muitas vezes o carregamento dinâmico é introduzido pelo próprio sistema. Esta

situação é comumente encontrada na análise dinâmica de sistemas rotativos sendo ocasion-

ada pelo desbalanço residual do sistema, fato este comprovado experimentalmente [Starzin-

ski, 1977].

Sistemas rotativos tem ampla aplicação na área industrial tais como, motores

de combustão interna, turbo geradores, compressores centŕıfugos e rećıprocos com a finali-

dade de transmitir potência, turbinas a gás e a vapor, fresadeiras, máquinas de moagem e

máquinas retificadoras. Do ponto de vista prático pode-se citar as turbinas, presentes em

aeronaves supersônicas com o objetivo de propulsão ou nas hidrelétricas com a finalidade

de gerar energia elétrica. Tais sistemas são compostos por um conjunto de componentes

mecânicos, concentrados e distribúıdos tais como eixos rotativos flex́ıveis, discos ŕıgidos,

suportes (mancais) e engrenagens. Mais geralmente, o termo rotor é usado para designar os

componentes rotativos em turbomáquinas [Vance, 1987].
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A questão central, e de grande interesse prático no estudo de sistemas rotativos,

é o seu comportamento dinâmico. Neste sentido algumas questões devem ser analisadas

com a finalidade de manter o bom funcionamento do equipamento rotativo e, detectando-

se problemas, propor modificações no projeto inicial do equipamento. Tais questões são

enumeradas a seguir [Toresan, 2001], [Vance, 1987].

• Determinar as freqüências naturais e os modos de vibração associados.

• Determinar as velocidades cŕıticas e as freqüências de instabilidade dinâmica

do sistema.

• Determinar amplitudes das vibrações śıncronas causadas pelo desbalanço do

sistema rotor.

• Otimização do sistema para atingir a performance desejada.

Com a finalidade de estudar o comportamento dinâmico de sistemas rotativos,

muitas pesquisas têm sido desenvolvidas utilizando tanto técnicas anaĺıticas como numérico-

experimentais. No estudo da vibração de eixos flex́ıveis, vários métodos numéricos tem sido

usados tais como, Rayleigh-Ritz [Lalanne, 1990], método direto de rigidez [Eherich, 1992]

método dos modos assumidos [Lee, 1995], método de Galerkin [Yim, 1986], [Yun, 1993],

método dos elementos finitos [Nelson, 1976], [Kang, 1992] e método das matrizes de trans-

ferência [Kramer, 1993]. Recentemente [Toresan, 2001] propôs uma metodologia numérico-

experimental visando a análise de eixos rotativos de transmissão utilizando o método das

matrizes de transferência.

Paralelamente aos métodos numéricos, técnicas anaĺıticas tem sido desenvolvi-

das. O método clássico dos valores de contorno é utilizado no estudo das freqüências naturais

de uma viga de Timoshenko em rotação [Huang, 1967], [Zu, 1992] e no estudo das velocidades

cŕıticas de eixos rotativos flex́ıveis [Huang, 1967], [Eshleman, 1969 ]. Utilizando a análise

modal generalizada e, baseado na formulação de espaço de estado, [Lee, 1988] propõe uma

solução anaĺıtica para a resposta transiente de eixos rotativos flex́ıveis considerando vários

tipos de carregamento. Além disso, utilizando o método dos deslocamentos generalizados
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estimou as autosoluções de uma viga seccionada (steeped) em rotação. Utilizando o método

das matrizes de transferência com elementos distribúıdos [Lee, 1991] para uma viga rotativa

de Timoshenko contendo vários discos ŕıgidos e finos. Utilizando também o método das

matrizes de transferência, [Kang, 1997] faz um estudo sobre a instabilidade de um sistema

rotor-suporte assimétricos, isto é, eixo e suporte não-axisimétrico.

Utilizando o método das funções de transferência distribúıdas (DTFS), con-

ceito introduzido por [Butkovskiy, 1983], [Fang, 1998] com a finalidade de analisar dinamica-

mente sistemas rotativos, obtém uma solução anaĺıtica para o sistema. A idéia é decompor

o sistema rotativo em certo número de componentes concentradas e distribúıdas conectadas

por nós. A resposta de cada componente é obtida através da função de transferência e

em termos dos deslocamentos nodais. Após, estes componentes são conectados impondo-se

compatibilidade de deslocamentos e fazendo-se balanço de forças nos nós, obtendo-se uma

equação global de equiĺıbrio dinâmico. A partir desta, obtém a resposta do sistema rotativo

ao desbalanço bem como as velocidades cŕıticas.

Em [Lee, 1996] é feito um estudo sobre a estabilidade dinâmica de vigas uni-

formes com a seção transversal não simétrica para diferentes condições de contorno. O

modelo de Euler-Bernoulli é considerado e as velocidades cŕıticas são obtidas. Ainda são

estudados os efeitos do raio de aspecto sobre a estabilidade da viga para diferentes condições

de contorno.

[Parker, 1998] a partir da equação de um sistema giroscópico distribúıdo faz

um estudo, utilizando uma técnica de perturbação, sobre a estabilidade do sistema nas vi-

zinhança das velocidades, cŕıtica e zero. São apresentados exemplos de uma viga tensionada

em movimento axial, uma mola tensionada também em movimento axial e um corpo ŕıgido

em rotação. Como resultado apresentado, a solução é exata para os dois primeiros exemplos

estudados.

Em [Tan, 1995] é apresentado um método sistemático para a análise de eixos

com descontinuidade geométrica para diferentes condições de contorno. Os modelos de

Rayleigh a Timoshenko são considerados na análise. Efeitos dos parâmetros de forma do

eixo sobre a resposta são examinadas e discutidas. Mostra-se que, para diferentes condições
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de contorno, os modos precessionais, retrógrados e avançados tem diferentes formas para

um eixo simplesmente apoiado e que as diferenças entre estes modos acentuam-se com o

aumento da velocidade de rotação do eixo.

Em [Hong, 1997] é apresentado um método para a resposta desbalançada de

sistemas rotor-suporte de vários comprimentos. Um esquema melhorado sintetiza a sub-

estrutura é introduzido melhorando o cálculo e tornando posśıvel o cálculo da resposta

desbalançada do sistema pelo acoplamento das resposta desbalançada das subestruturas. Tal

método não causa erros e reduz drasticamente o tempo computacional (tempo de máquina).

[Castilho, 1998] estudou os problemas dinâmicos causados pelo aumento da ve-

locidade de rotação em um conjunto turbina-compressor. Baseado no método dos elemen-

tos finitos obteve uma equação discretizada com a finalidade de determinar as velocidades

cŕıticas em torção do conjunto, as instabilidades e a resposta desbalançada em flexão.

Para sistemas de primeira ordem, segundo [Godunov, 1997], [Daleckii e Krein,

1974], [Hale, 1969] a resposta periódica devido à uma carga periódica de mesmo peŕıodo é

dada por uma transformada integral com núcleo sendo a função de Green periódica. Isto

é considerado para sistemas conservativos de segunda ordem por [Starzinski, 1977]. Neste

trabalho, a função de Green para respostas periódicas será caracterizada, para sistemas de

ordem arbitrária, utilizando-se propriedades da função de Green tais como periodicidade e

continuidade e com o uso de uma base matricial adequada de soluções do problema. Como

conseqüência disto a resposta periódica será perfeitamente caracterizada em termos desta

base matricial de soluções.

No caṕıtulo 2 é considerado um eixo rotor flex́ıvel modelado segundo a teoria de

Euler-Bernoulli com condições de contorno genéricas desacopladas. O conjunto de equações

que governam os deslocamentos transversais do eixo são acopladas resultando num sistema

de equações de 2a ordem onde as matrizes massa, giroscópica e rigidez são formadas por

operadores diferenciais lineares espaciais. O método operacional é utilizado e, considerando

a comutatividade dos operadores envolvidos, o sistema é desacoplado em dois problemas de

contorno espaciais. Utilizando uma adequada mudança de variável, obtém-se uma fórmula

fechada para a resposta em freqüência em termos da função de Green espacial. É feito um
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estudo sobre as velocidades cŕıticas e a resposta ao desbalanço para os casos biapoiado e

fixo apoiado.

Considerando que muitas vezes a redução ao espaço de estado é utilizada nas

aplicações, no caṕıtulo 3 obtém-se a caracterização da resposta periódica para sistemas

matriciais de 1a ordem concentrados em termos de uma solução fundamental normalizada.

A função de Green é obtida com o uso de suas propriedades, quais sejam, periodicidade e

continuidade e de propriedades de semi-grupo [Claeyssen e Schuchmann, 1997], [Claeyssen

et al., 1997]. Ao final do caṕıtulo são apresentados os resultados das simulações referentes

ao comportamento dinâmico de aeronaves ŕıgidas sob a ação de forças oscilatórias [Moraes

2002]. São mostrados os gráficos das componentes da função de Green periódica e das

componentes da resposta periódica sob a ação de cargas oscilatórias sendo que estes últimos

comparados com a resposta em freqüência.

No caṕıtulo 4 é obtida a caracterização da resposta periódica para sistemas

matriciais concentrados de 2a ordem, de forma direta, usando a mesma metodologia apli-

cada à sistemas de 1a ordem. São estudados dois casos particulares: O caso conservativo,

devido a sua importância no estudo do comportamento dinâmico de estruturas e o caso

de sistemas com amortecimento do tipo Rayleigh, que apesar de ser uma conveniente sim-

plificação matemática tem grande importância teórica no estudo de sistemas amortecidos.

Para o caso conservativo, na obtenção da função de Green periódica são utilizadas, além

de suas propriedades, propriedades de semi-grupo. Para sistemas com amortecimento do

tipo Rayleigh utiliza-se a propriedade dos modos normais para obtenção de uma forma de-

sacoplada para a função de Green periódica. São apresentados os resultados das simulações

referentes à um eixo rotor flex́ıvel colocado sobre suportes ŕıgidos. Para tal considera-se o

modelo de Stodolla-Green.

No caṕıtulo 5 as idéias apresentadas nos caṕıtulos anteriores são generalizadas

para sistemas LTI, escalares e matriciais, de ordem N . São apresentados os resultados das

simulações para um sistema escalar de ordem 6.

No caṕıtulo 6 apresenta-se o modelo de uma máquina centŕıfuga bastante uti-

lizada na indústria téxtil sendo que as equações matriciais que regem o seu movimento são



6

fracamente não lineares [Starzinski, 1977]. Considera-se aqui que as partes, linear e não

linear, da carga são periódicas de mesmo peŕıodo. O método de Poincaré é aplicado e as

correções de ordem 0, 1 e 2 obtidas com a metodologia desenvolvida nos caṕıtulos anteriores

sendo comparadas graficamente com resposta em freqüência. São apresentados os gráficos

das componentes, da função de Green periódica e da expansão resultante do método de

Poincaré, para alguns valores do parâmetro ε.

Por fim, no caṕıtulo 6 são apresentadas as conclusões pertinentes e as perspec-

tivas de trabalhos futuros.
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2 EIXOS ROTORES FLEXÍVEIS

Muitos sistemas mecânicos encontrados na prática tais como turbinas, máquinas

de laminação e polimento, turbo geradores, motores de combustão interna, retificadoras e

fresadeiras, são compostos por um conjunto de componentes mecânicos, como por exem-

plo, eixos rotativos flex́ıveis, discos ŕıgidos, mancais e engrenagens. A figura (2.1) mostra

esquematicamente um sistema rotativo [Fang, 1998].

Figura 2.1 Sistema rotativo

Muitos pesquisadores têm estudado o comportamento dinâmico destes sistemas. A idéia é

decompor o sistema em um número de componentes, concentrados e distribúıdos, conectadas

por nós. A resposta de cada componente é obtida através da, função de transferência

distribúıda para o caso de sistemas distribúıdos e da matriz de transferência para o caso de

sistemas concentrados, em termos dos deslocamentos nodais. Após, estes componentes são

conectados impondo-se compatibilidade de deslocamentos e fazendo um balanço de forças

nos nós, obtendo uma equação global de equiĺıbrio dinâmico. A partir desta, são obtidas as

freqüências naturais, velocidades cŕıticas e resposta śıncrona ao desbalanço.[Fang, 1994].

Neste caṕıtulo obtém-se uma expressão anaĺıtica para a resposta em freqüência

de um eixo rotor flex́ıvel uniforme de forma direta posto que é de interesse conhecer a res-

posta do sistema rotativo nas freqüências excitadas pela força devido ao seu desbalanço.
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O eixo é modelado segundo a teoria de Euler-Bernoulli, isto é, uma seção transversal

plana, perpendicular a linha média do eixo, permanece plana e perpendicular a esta após a

deformação. Isto significa basicamente que os efeitos do cisalhamento e da inércia rotacional

são desprezados. Tais efeitos são considerados no modelo de Timoshenko [Inman, 1994].

2.1 Eixos Rotores Flex́ıveis Uniformes

Considere-se o eixo rotativo flex́ıvel uniforme mostrado na figura (2.2) [Fang,

1998].

Figura 2.2 Eixo rotor flex́ıvel

Salienta-se que um eixo rotor é dito flex́ıvel quando sua freqüência fundamental,

quando em vibração transversal, for menor que a sua velocidade de rotação [Vance, 1987],

[Ginsberg, 2001].

Considera-se que o eixo é isotrópico, ou seja, suas propriedades mecânicas são

iguais nas direções principais, regime elástico e deslocamentos infinitesimais. Fazendo-se o

balanço de forças nas direções x e y, os deslocamentos transversais u(t, z) e v(t, z), descritos

no sistema de coordenadas fixo OXYZ, são governados pelas equações diferenciais parciais,
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[Fang, 1998]

EI
∂4u(t, z)

∂z4 − 2ρIΩ
∂3v(t, z)
∂z2∂t

− ρI
∂4u(t, z)
∂z2∂t2

+ ρA
∂2u(t, z)

∂t2
= fx(t, z) (2.1)

EI
∂4v(t, z)

∂z4 + 2ρIΩ
∂3u(t, z)
∂z2∂t

− ρI
∂4v(t, z)
∂z2∂t2

+ ρA
∂2v(t, z)

∂t2
= fy(t, z) 0 ≤ z ≤ L (2.2)

sujeita as condições de contorno genéricas desacopladas

Bi(u) =
3

∑

k=0

αiku(k)(t, 0) +
3

∑

k=0

βiku(k)(t, L) = gi(t) i = 0 : 4 (2.3)

e

Bi(v) =
3

∑

k=0

σikv(k)(t, 0) +
3

∑

k=0

+ρikv(k)(t, L) = ri(t) i = 0 : 4 (2.4)

onde

• ρ - densidade volumétrica - (kg/m3)

• A - área da seção transversal - (m2)

• I - momento de inércia de área - (m4)

• Ω - a velocidade de rotação do eixo - (rd/s)

• fx(t, z) e fy(t, z) - forças externas - (N)

• E - módulo de Young - (N/m2)

• L - comprimento do eixo - (m)

O termo central nas equações (2.1) e (2.2) representam, respectivamente, os

efeitos giroscópico e centŕıpeto. O último termo representa as forças inerciais envolvidas no

problema .

As forças cortantes e os momentos fletores são dados por

Fx(t, z) = −ρI
∂3u(t, z)
∂z∂t2

− 2ρIΩ
∂2v(t, z)

∂z∂t
+ EI

∂3u(t, z)
∂z3 (2.5)
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Fy(t, z) = −ρI
∂3v(t, z)
∂z∂t2

+ 2ρIΩ
∂2u(t, z)

∂z∂t
+ EI

∂3v(t, z)
∂z3 (2.6)

Mx(t, z) = EI
∂2v(t, z)

∂z2 (2.7)

My(t, z) = −EI
∂2u(t, z)

∂z2 (2.8)

Os termos centrais que aparecem no segundo membro das equações (2.5) e (2.6)

representam a contribuição do efeito giroscópico.

Uma forma de encarar o problema definido pelas equações (2.1), (2.2), (2.5),

(2.6), (2.7) e (2.8) é aplicar a transformada de Laplace à estas equações e fazer uma redução

ao espaço de estado, onde o vetor de estado tem como componentes os deslocamentos u e

v , os giros ∂u
∂z e ∂v

∂z , os momentos fletores EI ∂2u
∂z2 e EI ∂2v

∂z2 e as forças cortantes ou de

cisalhamento ∂3u
∂z3 e ∂3v

∂z3 , nas direções x e y. A partir dáı tem-se um sistema de 1a ordem,

conhecido na literatura existente como equação de estado, que pode ser estudado através

da teoria de semigrupos e operadores lineares ou com o uso do conceito de função de trans-

ferência distribúıda, introduzido por [Butkovisk, 1983]. Obtém-se desta forma uma relação

entre força e deslocamento, e discretizando o eixo, os deslocamentos e forças internas podem

ser determinadas conhecendo-se os deslocamentos nodais. Utilizando, compatibilidade de

deslocamentos e balanço de forças nos nós, obtém-se uma equação de equiĺıbrio global [Fang,

1998].

Diferentemente deste enfoque, nesta seção trata-se o problema definido por

(2.1) e (2.2), de forma direta, sem a redução ao espaço de estado. Neste sentido as equações

(2.1) e (2.2) podem ser reescritas matricialmente como

MÜ(t, z) +GU̇(t, z) +KU(t, z) = f(t, z)

U(0, z) = U0(z) e U̇(0, z) = U̇0(z)

(2.9)

sujeita as condições de contorno genéricas

BiU =
3

∑

k=0

(

AikU(k)(t, 0) + BikU(k)(t, L)
)

= zi(t) i = 1 : 4 (2.10)
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com Aik e Bik matrizes diagonais e onde as matrizes massa, giroscópica e rigidez são dadas

por

M =





ρA− ρI d2

dz2 0

0 ρA− ρI d2

dz2





G =





0 −2ρIΩ d2

dz2

2ρIΩ d2

dz2





K =





EI d4

dz4 0

0 EI d4

dz4





Observe-se que os elementos das matrizes M, G e K são operadores diferenciais

espaciais atuando sobre funções que satisfazem certas condições contorno. Definindo-se o

produto interno

〈U,V〉 =
∫ L

0

[

u1 u2

]





v1

v2



 dz =
∫ L

0
UTVdz

mostra-se, utilizando integração por partes, queM é um operador simétrico e positivo sobre

funções U e V que satisfazem condições de contorno biapoiada e fixa apoiada, isto é

〈U,MV〉 =
∫ L

0

[

u1 u2

]





ρA− ρI d2

dz2 0

0 ρA− ρI d2

dz2









v1

v2



 dz =
∫ L

0
(MU)T Vdz = 〈MU,V〉

e

〈MU,U〉 = ρA‖U‖2 + ρI‖U′‖2 > 0

Analogamente mostra-se que K é um operador simétrico e positivo. Por outro, o operador

G é antisimétrico, ou seja,

〈U,GV〉 =
∫ L

0

[

u1 u2

]





0 −2ρIΩ d2

dz2

2ρIΩ d2

dz2









v1

v2



 dz =
∫ L

0

(

−2ρIΩu1v
′′

2 + 2ρIΩu2v
′′

1

)

dz
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donde segue, utilizando integração por partes e as condições de contorno, que

〈U,GV〉 =
∫ L

0

(

−2ρIΩu
′′

1v2 + 2ρIΩu
′′

2v1

)

dz =
∫ L

0

(

2ρIu′′2 −2ρIu′′1
)





v1

v2



 dz

Reescevendo-se a igualdade acima vem que

〈U,GV〉 =
∫ L

0

(

v1 v2

)





2ρIΩu′′2

−2ρIΩu′′1



 =

=
∫ L

0

[

v1 v2

]





0 2ρIΩ d2

dz2

−2ρIΩ d2

dz2









u1

u2



 dz = 〈V,−GU〉

Os vetores, deslocamento e força externa são dados, respectivamente, por

U(t, z) =





u(t, z)

v(t, z)



 e F =





fx(t, z)

fy(t, z)





A solução de (2.9), em termos do operador resposta impulso h(t), é dada por

U(t, z) = h0(t)U0(z) + h1(t)U̇0(z) +
∫ t

0
h(t− τ)f(τ)dτ (2.11)

onde h0(t) e h1(t) são definidos como

h0(t) = ḣ(t)M+ h(t)G (2.12)

e

h1(t) = h(t)M (2.13)

O operador resposta impulso h(t) atua sobre funções espaciais Φ = Φ(z) da

seguinte forma

h(t)Φ =
∫ L

0
h(t, z, ξ)Φ(ξ)dξ (2.14)
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onde h(t, z, ξ) é dita função de Green temporal. Dáı segue que o operador ḣ(t) é definido

como

ḣ(t)Φ =
∫ L

0
ḣ(t, z, ξ)Φ(ξ)dξ (2.15)

Além disso

U0(z) =





u0(z)

v0(z)



 e U̇0(z) =





u̇0(z)

v̇0(z)





onde U0(z) = U0(0, z) e U̇0(z) = U̇0(0, z) são as condições iniciais do problema e F(t)(z) =

F(t, z).

Aplicando-se a transformada de Laplace à (2.1) e (2.2) obtém-se

EI ∂4eu(s,z)
∂z4 − 2ρIΩs∂3ev(s,z)

∂z2 − ρIs2 ∂2eu(s,z)
∂z2 + ρAs2ũ(s, z) = q̃x(s, z)

EI ∂4ev(s,z)
∂z4 − 2ρIΩs∂2eu(s,z)

∂z2 − ρIs2 ∂2eu(s,z)
∂z2 + ρAs2ṽ(s, z) = q̃y(s, z)

(2.16)

com q̃x(s, z) e q̃y(s, z) definidos por

q̃x(s, z) = ˜fx(s, z) + ρAsu0(z)− ρIs
d2u0(z)

dz2 − 2ρIΩ
d2v0(z)

dz2 + ρAu̇0(z)− ρI
d2u̇0(z)

dz2 (2.17)

e

q̃y(s, z) = ˜fy(s, z) + ρAsv0(z)− ρIs
d2v0(z)

dz2 + 2ρIΩ
d2u0(z)

dz2 + ρAv̇0(z)− ρI
d2v̇0(z)

dz2 (2.18)

ou escritas matricialmente como

[

Ms2 +Gs +K
]

˜U(s, z) = ˜F(s, z) + [Ms +G]U0(z) +MU̇0(z) (2.19)

sujeita as condições de contorno

Bi
˜U = 0 i = 1, . . . , 4 (2.20)

onde

˜U(z, s) =





ũ(s, z)

ṽ(s, z)



 e ˜F(s, z) =





˜fx(s, z)

˜fy(s, z)







14

são os vetores, deslocamento do eixo composto pelas transformadas de Laplace dos seus

deslocamentos transversais e força composto pelas transformadas de Laplace das forças

externas aplicadas ao eixo, respectivamente, e

Ms2 +Gs +K =





L M

−M L



 (2.21)

com os operadores espaciais L e M definidos por

L = ρAs2 − ρIs2 d2

dz2 + EI
d4

dz4 (2.22)

M = −2ρIΩs
d2

dz2 (2.23)

Multiplicando ambos os membros de (2.19) pela matriz

Adj
(

Ms2 +Gs +K
)

=





L −M

M L





, dita matriz adjugada ou adjunta clássica, e utilizando o fato de que os operadores L e M

comutam, obtém-se os seguintes problemas de contorno desacoplados

(L2 + M2) ũ(s, z) = Lq̃x(s, z)−Mq̃y(s, z) = Qx(s, z)

Biũ = ˜Gi(s)

(2.24)

e
(L2 + M2) ṽ(s, z) = Mq̃x(s, z) + Lq̃y(s, z) = Qy(s, z)

Biṽ = ˜Ri(s)

(2.25)

onde q̃x(s, z) e q̃y(s, z) são definidos por (2.17) e (2.18).

A metodologia utilizada na resolução de (2.24) e (2.25) é a mesma. Sendo assim

será mostrada somente para (2.24).
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Observe-se que o operador espacial L2+M2 pode ser fatorado da seguinte forma

(

L2 + M2) = (L + iM) (L− iM) (2.26)

e assim, o problema (2.24) pode ser reescrito como

(L + iM) (L− iM) ũ(s, z) = Qx(s, z) (2.27)

Introduzindo a mudança de variável

(L− iM) ũ(s, z) = ũ1(s, z) (2.28)

obtém-se que

(L + iM) ũ1(s, z) = Qx(s, z) (2.29)

Considerando os operadores L e M, definidos por (2.22) e (2.23), respectiva-

mente, a equação (2.29) pode ser reescrita como

d4ũ1(s, z)
dz4 + p2d2ũ1(s, z)

dz2 − q4ũ1(s, z) =
Qx(s, z)

EI
(2.30)

onde

p2 = −ρIs2

EI
− i

2ρIΩs
EI

(2.31)

e

q4 =
ρAs2

EI
(2.32)

e sujeita a condições de contorno apropriadas a serem obtidas das equações transformadas

(2.16) e das condições de contorno genéricas transformadas dadas em (2.20). Resolvendo-se

o problema de contorno espacial (2.30) e utilizando-se (2.28) obtem-se o seguinte problema

de contorno
d4ũ(s, z)

dz4 + p2d2ũ(s, z)
dz2 − q4ũ(s, z) =

ũ1(s, z)
EI

Biũ = ˜G(s)

(2.33)
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onde

p2 = −ρIs2

EI
+ i

2ρIΩs
EI

e q4 definido como antes (veja-se (2.32)).

Note-se que (2.30) e (2.33) representam, no domı́nio freqüência, equações de

Euler-Bernoulli sujeitas a um carregamento axial. Em [Costa, 2001] e [Sodder, 2000] é

obtida a função de Green para este caso considerando variadas condições de contorno .

As soluções de (2.30) e (2.33) são dadas, respectivamente, por

ũ1(s, z) =
1

EI

∫ L

0
Gi(s, z, ξ)Qx(s, ξ)dξ + Ju

1 (2.34)

ũ(s, z) =
1

EI

∫ L

0
G−i(s, z, η)ũ1(s, η)dη + Ju

2 (2.35)

onde Gi e G−i são as funções de Green espaciais dos problemas (2.29) e (2.28), respectiva-

mente, e Ju
1 Ju

2 incluem os termos não homogêneos das condições de contorno no intervalo

[0, L]. Estas condições serão, em prinćıpio de natureza não homogênea, e denotadas por

˜B˜Ui = Pi(s) (2.36)

Substituindo-se (2.34) em (2.35) resulta que

ũ(s, z) =
1

(EI)2

∫ L

0

∫ L

0
G−i(s, z, η)Gi(s, z, ξ)Qx(s, ξ)dξdη+

+
1

EI

∫ L

0
G−i(s, z, η)Ju

1dη + Ju
2

(2.37)

Pode-se mostrar que

G−i = Gi
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e neste caso tem-se que

ũ(s, z) =
1

(EI)2

∫ L

0

∫ L

0
Gi(s, z, η)Gi(s, z, ξ)Qx(s, ξ)dξdη+

+
1

EI

∫ L

0
Gi(s, z, η)Ju

1dη + Ju
2

(2.38)

e a resposta em freqüência na direção x será dada por

ũ(iω, z) =
1

(EI)2

∫ L

0

∫ L

0
Gi(iω, z, η)Gi(iω, z, ξ)Qx(iω, ξ)dξdη+

+
1

EI

∫ L

0
Gi(iω, z, η)Ju

1dη + Ju
2

(2.39)

Na seção 2.4 serão feitas simulações para a integral que aparece em (2.39)

considerando os casos biapoiado e fixo apoiado e forças do tipo: constante, pulsos, triangular

e quadrangular e seno. Tal integral representa o deslocamento do eixo na direção x.

Seguindo um racioćınio análogo ao aplicado na obtenção de ũ(s, z), obtém-se

ṽ(s, z) dado por

ṽ(s, z) =
1

(EI)2

∫ L

0

∫ L

0
Gi(s, z, η)Gi(s, z, ξ)Qy(s, ξ)dξdη+

+
1

EI

∫ L

0
Gi(s, z, η)Jv

1dη + Jv
2

(2.40)

e dáı, tem-se que e a resposta em freqüência na direção y, será dada por

ṽ(iω, z) =
1

(EI)2

∫ L

0

∫ L

0
Gi(iω, z, η)Gi(iω, z, ξ)Qy(iω, ξ)dξdη+

+
1

EI

∫ L

0
Gi(iω, z, η)Jv

1dη + Jv
2

(2.41)

onde Jv
1 Jv

2 incluem os termos não homogêneos das condições de contorno no intervalo [0, L].
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2.2 Cálculo Não-Modal da Função de Green

Considere-se o problema de contorno definido pela equação

d4U(z)
dz4 + p2d2U(z)

dz2 − q4U(z) = F (z) (2.42)

sujeita as condições de contorno homogêneas gerais

Bi(U) =
3

∑

k = 0

[

αikU (k)(0) + βikU (k)(L)
]

= 0 i = 0 : 3 (2.43)

onde as constantes complexas p2 e q4 são dadas por

p2 = −ρIs2

EI − i2ρIΩs
EI

(2.44)

e

q4 = ρAs2

EI
(2.45)

Este problema pode ser escrito na forma

LU(z) = F (z) (2.46)

onde o operador espacial L atua sobre funções que satisfazem as condições de contorno

(2.43) e é definido como

L =
d4

dz4 + p2 d2

dz2 − q4

A solução de (2.46) sujeita as condições de contorno (2.43) é dada pelo operador

integral

U(z) =
∫ L

0
G(z, ξ)F (ξ)dξ (2.47)

onde G(z, ξ) é a função de Green espacial e expressa por

G(z, ξ) =
H(z, ξ)

∆
, (2.48)
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com

H(z, ξ) = det























h0(z) h1(z) h2(z) h3(z) g(z, ξ)

B1(h0) B1(h1) B1(h2) B1(h3) B1(g)

B2(h0) B2(h1) B2(h2) B2(h3) B2(g)

B3(h0) B3(h1) B3(h2) B3(h3) B3(g)

B4(h0) B4(h1) B4(h2) B4(h3) B4(g)























, (2.49)

∆ = det

















B1(h0) B1(h1) B1(h2) B1(h3)

B2(h0) B2(h1) B2(h2) B2(h3)

B3(h0) B3(h1) B3(h2) B3(h3)

B4(h0) B4(h1) B4(h2) B4(h3)

















e (2.50)

g(z, ξ) =
sign(z − ξ)

2W (ξ)
det

















h0(z) h1(z) h2(z) h3(z)

ḧ0(ξ) ḧ1(ξ) ḧ2(ξ) ḧ3(ξ)

ḣ0(ξ) ḣ1(ξ) ḣ2(ξ) ḣ3(ξ)

h0(ξ) h1(ξ) h2(ξ) h3(ξ)

















, (2.51)

para o Wronskiano definido por

W (ξ) = det

















...
h 0(ξ)

...
h 1(ξ)

...
h 2(ξ)

...
h 3(ξ)

ḧ0(ξ) ḧ1(ξ) ḧ2(ξ) ḧ3(ξ)

ḣ0(ξ) ḣ1(ξ) ḣ2(ξ) ḣ3(ξ)

h0(ξ) h1(ξ) h2(ξ) h3(ξ)

















. (2.52)

Os elementos da base dinâmica normalizada, obtidos através da relação

hj(z) =
N−j−1
∑

i=0

hi(z)aj+1+i para j = 0 : N − 1, (2.53)
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onde ak são os coeficientes da equação (2.42), são dados por

h0(z) = p2ḣ(z) +
...
h (z)

h1(z) = p2h(z) + ḧ(z)

h2(z) = ḣ(z)

h3(z) = h(z)

(2.54)

onde h(z) satisfaz o problema de valor inicial com condições iniciais impulsivas

dh4(z)
dz4 + p2dh2(z)

dz2 − q4h(z) = 0

h(0) = 0, ḣ(0) = 0, ḧ(0) = 0 e
...
h (0) = 1

(2.55)

ou seja, h(z) é dada por

h(z) =
δ sinh(εz)− ε sin(δz)

δε
(

ε2 + δ2) (2.56)

Os parâmetros ε e δ surgem a partir do cálculo das ráızes do polinômio carac-

teŕıstico

P (λ) = λ4 + p2λ2 − q4 (2.57)

associado ao sistema e cujas ráızes fornecem os autovalores λ dados por

λ1,2 = ±iδ e λ3,4 = ±ε, (2.58)

onde os parâmetros δ e ε, dados por

δ =

√

√

q4 +
p4

4
+

p2

2
e ε =

√

√

q4 +
p4

4
− p2

2
. (2.59)

são complexos pois, p e q são complexos e definidos por (2.31) e (2.32).

O caso de parâmetros δ e ε reais é discutido em [Soder, 2000], [Giareta, 2001].
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Utilizando as relações (2.54), tem-se que os elementos da base dinâmica nor-

malizada {h0(z), h1(z), h2(z), h3(z)} são dados por

h(z) =
δ sinh(εz)− ε sin(δz)

δε
(

ε2 + δ2)

ḣ(z) =
cosh(εz)− cos(δz)

(ε2 + δ2)

ḧ(z) =
ε sinh(εz) + δ sin(δz)

(ε2 + δ2)

...
h (z) =

ε2 cosh(εz) + δ2 cos(δz)
(ε2 + δ2)

(2.60)

A partir da fórmula (2.48) obtêm-se diferentes expressões para a função de

Green espacial, pois a mesma esta condicionada as condições de contorno do problema.

Para maiores detalhes, veja-se as referências [Naimark, 1967; Butkovskiy, 1983 ; Miller,

1963]. Para ilustrar este fato são apresentados a seguir as funções de Green para os casos de

um eixo, biapoiado e fixo-apoiado. Aqui tais funções são calculadas de maneira não modal

[Giareta, 2001], [Costa, 2001].

2.2.1 O Caso Biapoiado

Para o problema de contorno

d4U(z)
dz4 + p2d2U(z)

dz2 − q4U(z) = F (z) (2.61)

sujeito as condições de contorno de um eixo biapoiado, ou seja,

U(0) = U(L) = 0
d2U(0)

dz2 (0) =
d2U(L)

dz2 (L) = 0 (2.62)
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a função de Green G(z, ξ), associada a este é dada por

G(z, ξ) =







G1(z, ξ), 0 ≤ z ≤ ξ

G2(z, ξ), ξ < z ≤ L
(2.63)

onde

G1(z, ξ) = −sinh(εz) sinh(ε(L− ξ))
(δ2 + ε2)ε sinh(εL)

+
sin(δz) sin(δ(L− ξ))
(δ2 + ε2)δ sin(δL)

(2.64)

e

G2(z, ξ) = −sinh(ε(L− z)) sinh(εξ)
(δ2 + ε2)ε sinh(εL)

+
sin(δξ) sin(δ(L− z))
(δ2 + ε2)δ sin(δL)

(2.65)

Por outro lado considerando-se o problema de contorno

d4U(z)
dz4 + p2d2U(z)

dz2 − q4U(z) = F (z) (2.66)

onde p2 denota o complexo conjugado de p2 e sujeito as condições de contorno (2.62) tem-se

que a função de Green relacionado com este é dada por

G(z, ξ) =







G1(s, z, ξ), 0 ≤ z ≤ ξ

G2(s, z, ξ), ξ < z ≤ L
(2.67)

onde

G1(z, ξ) = −sinh(εz) sinh(ε(L− ξ))

(δ
2
+ ε2)ε sinh(εL)

+
sin(δz) sin(δ(L− ξ))

(δ
2
+ ε2)δ sin(δL)

(2.68)

e

G2(z, ξ) = −sinh(ε(L− z)) sinh(εξ)

(δ
2
+ ε2)ε sinh(εL)

+
sin(δξ) sin(δ(L− z))

(δ
2
+ ε2)δ sin(δL)

(2.69)

Observe-se que as funções de Green G(z, ξ) e G(z, ξ) estão associadas aos

operadores L + iM e L− iM, respectivamente.
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2.2.2 Caso Fixo-Apoiado

Considera-se agora o caso de um eixo fixo apoiado, ou seja, os problemas de

contorno
d4U(z)

dz4 + p2d2U(z)
dz2 − q4U(z) = F (z)

e
d4U(z)

dz4 + p2d2U(z)
dz2 − q4U(z) = F (z) (2.70)

sujeitos as condições de contorno

U(0) = 0 , U̇(0) = 0

U(L) = 0 , U̇(L) = 0
(2.71)

a função de Green espacial G(z, ξ) associada ao operador L + iM é

G(z, ξ) =







G1(z, ξ), 0 ≤ z ≤ ξ

G2(z, ξ), ξ < z ≤ L
(2.72)

onde

G1(z, ξ) = −ε2 sin(δ(−L + ξ)) sin(δz) cosh(εL) + sin(δ(z − L)) sinh(ε(L− ξ))
((ε cosh(εL) sin(δL)− δ cos(δL) sinh(εL))(δ2 + ε2)δε)

+

+
sinh(ε(−L + ξ)) cosh(εz) sin(δL) + sin(δ(−L + ξ)) cos(δz) sinh(εL)

((ε cosh(εL) sin(δL)− δ cos(δL) sinh(εL))(δ2 + ε2)δε)
+

−sinh(ε(z − L)) sin(δ(L− ξ)))δε + δ2 sinh(ε(−L + ξ)) sinh(εz) cos(δL))
((ε cosh(εL) sin(δL)− δ cos(δL) sinh(εL))(δ2 + ε2)δε)

(2.73)

e

G2(z, ξ) = −ε2 sin(δ(z − L)) sin(δξ) cosh(εL) + sinh(ε(z − L)) sin(δ(L− ξ))
((ε cosh(εL) sin(δL)− δ cos(δL) sinh(εL))(δ2 + ε2)δε)

+

+
sinh(ε(z − L)) cosh(εξ) sin(δL) + sin(δ(z − L)) cos(δξ) sinh(εL)

((ε cosh(εL) sin(δL)− δ cos(δL) sinh(εL))(δ2 + ε2)δε)
+

−sin(δ(z − L)) sinh(ε(L− ξ)))δε + δ2 sinh(ε(z − L)) sinh(εξ) cos(δL))
((ε cosh(εL) sin(δL)− δ cos(δL) sinh(εL))(δ2 + ε2)δε)

(2.74)
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e a função de Green espacial G(z, ξ) associada ao operador L− iM é

G(z, ξ) =







G1(z, ξ), 0 ≤ z ≤ ξ

G2(z, ξ), ξ < z ≤ L
(2.75)

onde

G1(z, ξ) = −ε2 sin(δ(−L + ξ)) sin(δz) cosh(εL) + sin(δ(z − L)) sinh(ε(L− ξ))

((ε cosh(εL) sin(δL)− δ cos(δL) sinh(εL))(δ
2

+ ε2)δε)
+

+
sinh(ε(−L + ξ)) cosh(εz) sin(δL) + sin(δ(−L + ξ)) cos(δz) sinh(εL)

((ε cosh(εL) sin(δL)− δ cos(δL) sinh(εL))(δ
2

+ ε2)δε)
+

− sinh(ε(z − L)) sin(δ(L− ξ)))δε + δ
2
sinh(ε(−L + ξ)) sinh(εz) cos(δL))

((ε cosh(εL) sin(δL)− δ cos(δL) sinh(εL))(δ
2

+ ε2)δε)

(2.76)

e
G2(z, ξ) = −ε2 sin(δ(z − L)) sin(δξ) cosh(εL) + sinh(ε(z − L)) sin(δ(L− ξ))

((ε cosh(εL) sin(δL)− δ cos(δL) sinh(εL))(δ
2

+ ε2)δε)
+

+
sinh(ε(z − L)) cosh(εξ) sin(δL) + sin(δ(z − L)) cos(δξ) sinh(εL)

((ε cosh(εL) sin(δL)− δ cos(δL) sinh(εL))(δ
2

+ ε2)δε)
+

− sin(δ(z − L)) sinh(ε(L− ξ)))δε + δ
2
sinh(ε(z − L)) sinh(εξ) cos(δL))

((ε cosh(εL) sin(δL)− δ cos(δL) sinh(εL))(δ
2

+ ε2)δε)

(2.77)

2.3 Velocidades Cŕıticas: Problema de autovalor

Quando uma das freqüências naturais do sistema é excitada pelo desbalanço

do rotor, a velocidade do eixo que coincide com tal freqüência é dita velocidade cŕıtica

[Vance, 1987], [Childs, 1993 ]. Isto significa que a força devido ao desbalanço, que é periódica,

esta em ressonância com o sistema. Neste sentido o conhecimento destas velocidades é

de fundamental importância na determinação do intervalo de velocidades de operação de

equipamentos rotativos.

Considerando, por exemplo, um eixo rotor colocado sobre suportes, o tipo de

suporte 1tem grande influência sobre a dinâmica do sistema, ou seja, freqüências naturais,

velocidades cŕıticas, resposta ao desbalanço e intervalo de velocidades em que os equipa-

1Os suportes mais comumente usados em equipamentos rotativos são: rolamentos, mancais, mancais
lubrificados. Para maiores detalhes veja-se [Vance, 1987], [Childs, 1993].
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mentos rotativos podem operar. Um estudo anaĺıtico- experimental sobre esta influência

considerando-se vários tipos de suportes é feito em [Vance, 1987] e [Childs, 1993].

A seguir é feito um estudo sobre o problema de autovalor relacionado a (2.9).

Considere-se a resposta livre do sistema

MÜ(t, z) +GU̇(t, z) +KU(t, z) = 0

U(0, z) = U0(z) e U̇(0, z) = U̇0(z)
(2.78)

com condições de contorno gerais dadas por (2.10) porém homogêneas.

Supondo soluções do tipo U(t, z) = eiωtΦ(z) para (2.78) obtem-se o seguinte

problema de autovalor

MΦiv(z) + G(ω)Φ”(z) +K(ω)Φ(z) = 0 (2.79)

onde as matrizes M, G(ω) e K(ω) são dadas por

M =





EI 0

0 EI



 G(ω) =





ρIω2 −2ρIΩωi

2ρIΩωi ρIω2



 K(ω) =





ρAω2 0

0 ρAω2





e o vetor Φ(z), dado por

Φ(z) =





Φx(z)

Φy(z)





satisfaz as condições de contorno genéricas homogêneas abaixo

BiΦ =
3

∑

k =0

(

AikΦ(k)(0) + B(k)
ik Φ(k)(L)

)

= 0 i = 1 : 4 (2.80)

As condições (2.80) podem ser escritas matricialmente como

B Θ = 0 (2.81)
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com o vetor Θ, de ordem 2n× 1 onde n é a ordem da derivada espacial, dado por

Θ =









































Φ(0)

Φ′(0)

Φ(0)′′

Φ(0)′′′

Φ(L)

Φ(L)′

Φ(L)′′

Φ(L)′′′









































e

B =

















A10 A11 A12 A13 B10 B11 B12 B13

A20 A21 A22 A23 B20 B21 B22 B23

A30 A31 A32 A33 B30 B31 B32 B33

A40 A41 A42 A43 B40 B41 B42 B43

















onde as matrizes Aik e Bik de ordem 2× 2 dependem das condições de contorno.

A solução do problema de contorno matricial

MΦiv(z) + G(ω)Φ”(z) +K(ω)Φ(z) = 0

B Θ = 0

(2.82)

é dada por

Φ(z) = Ψ1(z)C1 + Ψ2(z)C2 + Ψ3(z)C3 + Ψ4(z)C4 (2.83)

ou matricialmente

Φ(z) = ΨC (2.84)

onde

Ψ =
[

Ψ1 Ψ2 Ψ3 Ψ4

]



27

é uma base matricial de soluções para o problema de contorno descrito por (2.82) acima e

o vetor coluna

C =
[

C1 C1 C1 C1

]T

são constantes. Neste caso a matriz Ψ toma a forma

Ψ =









































Ψ1(0) Ψ2(0) Ψ3(0) Ψ4(0)

Ψ′
1(0) Ψ′

2(0) Ψ′
3(0) Ψ′

4(0)

Ψ′′
1(0) Ψ′′

2(0) Ψ′′
3(0) Ψ′′

1(0)

Ψ′′′
1 (0) Ψ′′′

2 (0) Ψ′′′
3 (0) Ψ′′′

1 (0)

Ψ1(L) Ψ2(L) Ψ3(L) Ψ4(L)

Ψ′
1(L) Ψ′

2(L) Ψ′
3(L) Ψ′

4(L)

Ψ′′
1(L) Ψ′′

2(L) Ψ′′
3(L) Ψ′′

4(L)

Ψ′′′
1 (L) Ψ′′′

2 (L) Ψ′′′
3 (L) Ψ′′′

4 (L)









































Tem-se então o sistema de equações lineares

B ΨC = 0 (2.85)

que admite soluções não nulas se, e somente se,

∆ = det(B Ψ) = 0

onde ∆ é o polinômio caracteŕıstico e suas ráızes os autovalores.

A grande questão é fazer com que a matriz Ψ seja a mais esparsa posśıvel, ou

seja, tenha o maior número de zeros posśıvel. A esparsividade desta matriz está intimamente

ligada a escolha da base matricial de soluções para (2.82).

Escolhendo-se

Ψ1(z) = h0(z), Ψ2(z) = h1(z), Ψ3(z) = h2(z) e Ψ4(z) = h3(z) (2.86)
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a matriz Ψ, de ordem 8n× 8n, toma a forma

Ψ =









































I 0 0 0

0 I 0 0

0 0 I 0

0 0 0 I

h0(L) h1(L) h2(L) h3(L)

h′0(L) h′1(L) h′2(L) h′3(L)

h′′0(L) h′′1(L) h′′2(L) h′′3(L)

h′′′0 (L) h′′′1 (L) h′′′2 (L) h′′′3 (L)









































onde h0(z), h1(z), h2(z) e h3(z) são os elementos da base dinâmica normalizada matricial,

isto é, satisfazem o problema matricial de valor inicial

Mhiv
i (z) + Gh′′i (z) +Khi(z) = 0

hi(0) = 0, h′i(0) = 0, h′′i (0) = 0 e h′′′i (0) = I
(2.87)

para i = 1 , 2 e 3.

Os elementos da base dinâmica matricial, h(z), h′(z), h′′(z) e h′′′(z) relacio-

nam-se com os elementos da base dinâmica normalizada por

[

h0(z) h1(z) h2(z) h3(z)
]

=
[

h(z) h′(z) h′′(z) h′′′(z)
]

















0 G 0 M

G 0 M 0

0 M 0 0

M 0 0 0

















(2.88)

donde segue que

h0(z) = h′(z)G + h′′′(z)M

h1(z) = h(z)G + h′′(z)M

h2(z) = h′(z)M

h2(z) = h(z)M

(2.89)
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Considere-se agora o caso de um eixo biapoiado, ou seja

MΦiv(z) + G(ω)Φ”(z) +K(ω)Φ(z) = 0

Φ(0) = 0, Φ′′(0) = 0

Φ(L) = 0, Φ′′(L) = 0

(2.90)

Para este caso, as matrizes quadradas de ordem 2 Aik e Bik são dadas por

i = 1 A10 = I , A10 = 0 A1k = B1k = 0 , k = 1, . . . , 3

i = 2 A22 = I A2k = 0 , k 6= 2 e B2k = 0 , k = 1, . . . , 3

i = 3 A3k = 0 , k = 1, . . . , 3 B30 = I e B3k = 0 , k = 1, . . . , 3

i = 4 A4k = 0 , k = 1, . . . , 3 B42 = I e B4k = 0 k 6= 2

e dáı decorre que

B =

































1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

































Assim

BΨ =

















I 0 0 0

0 0 I 0

h0(L) h1(L) h2(L) h3(L)

h0(L)′′ h1(L)′′ h2(L)′′ h3(L)′′

















onde h0(L), h1(L), h2(L) e h3(L) são blocos 2× 2

Resolvendo o sistema linear BΨC = 0, obtem-se imediatamente que C1 = 0 e

C3 = 0 ficando este reduzido à





h1(L) h3(L)

h′′1(L) h′′3(L)









C2

C4



 =





0

0



 (2.91)
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Observe-se que o sistema BΨC, inicialmente de ordem 4n, foi reduzido a um

sistema de ordem 2n (veja-se (2.91)). Esta é uma das vantagens obtidas com a utilização

da base dinâmica normalizada. Sob o ponto de vista computacional tem-se a redução do

esforço computacional, do tempo de máquina e, consequentemente, dos custos.

Os autovalores são as soluções da equação caracteŕıstica

det(h1(L)h
′′

3(L)− h
′′

1(L)h3(L)) = 0 (2.92)

Considerando os seguintes valores para os parâmetros f́ısicos do eixo rotor bi-

apoiado [Fang, 1998]

grandeza L E I ρ

valor (unidade) 1 m 2 1011 N/m2 7.854 10−8 m4 7800 Kg/m3

grandeza A Ω

valor (unidade) 3.142 10−4 m2 500 rd/s

Tabela 2.1 Parâmetros f́ısicos do eixo rotor

obtém-se, de forma aproximada 2, os quadrados das freqüências (rad/s) para o

caso de um eixo biapoiado e mostrados na tabela (2.2) abaixo

−4151436.8 + 4151749.9i 4151436.8− 4151749.9i

−4151436.8− 4151749.9i 4151436.8 + 4151749.9i

−16854.4 + 7849.1i 16854.4− 7849.1i

−16854.4− 7849.1i 16854.4 + 7849.1i

−17854.4 + 7849.1i 17854.4− 7849.1i

−17854.4− 7849.1i 17854.4 + 7849.1i

Tabela 2.2 Quadrado das freqüências do eixo biapoiado

2Os autovalores foram obtidos expandindo h1(z) e h3(z) e suas derivadas em série de Taylor truncando-as
no n-ésimo termo. Os valores de hk(z) (resposta impulso discreta) são obtidos de forma recursiva . Para
maiores detalhes veja-se [Copetti, 2002].
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Resolvendo-se o sistema (2.91) para C2, os modos são da forma

Φ(z) = h1(z)σ(ω) + h3(z) (2.93)

onde σ(ω) satisfaz

h
′′

1(ω, L)σ(ω) = −h
′′

3(ω,L) (2.94)

2.3.1 Resposta ao Desbalanço

Como visto na seção anterior, as velocidades cŕıticas ocorrem quando a carga

oscilatória, devido ao desbalanço do eixo rotor, excita uma das freqüências naturais de

vibração do sistema. Nestes casos os modos de vibração são amplificados.

A resposta de eixos rotores ao desbalanço tem sido exaustivamente estudada

por muitos pesquisadores pois afetam severamente o desempenho do equipamento rotativo

podendo leva-lo a sérios danos [Fang, 1998], [Lee, 1996], [Tang,1995], [Hong, 1997].

Quando um eixo, colocado sobre suportes, gira com uma determinada veloci-

dade Ω, devido ao efeito giroscópico e ao seu desbalanço, este executa uma órbita (rotação)

em torno do seu eixo de simetria. Este movimento de rotação, dita resposta ao desbalanço,

pode ser śıncrona, quando está no mesmo sentido da velocidade do eixo, ou retrógrada,

quando está em sentido contrário. As primeiras são as mais problemáticas pois causam

instabilidades dinâmicas.3.

Considere-se então o problema matricial de valor inicial definido por

MÜ(t, z) +GU̇(t, z) +KU(t, z) = ρeω2eiωtV(z)

U(0, z) = U0(z) e U̇(0, z) = U̇0(z)

(2.95)

3Matematicamente, as instabilidades dinâmicas são caracterizadas por autovalores do sistema complexos
com parte real positiva. As vibrações śıncronas podem ser subśıncronas ou ainda superśıncronas. Para
maiores detalhes veja-se [Vance, 1987], [Childs, 1993].
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munido de condições de contorno homogêneas onde e é a excentricidade do eixo e ω é a

freqüência da carga oscilatória devido ao desbalanço. Aqui V(z) é uma função representando

a distribuição do desbalanço do eixo rotor ao longo de seu comprimento z. Pelo método dos

coeficientes a determinar U(t, z) será da forma

U(t, z) = eiωtW(z) (2.96)

onde W(z) satisfaz o problema matricial de contorno

MWiv(z) + G(ω)W”(z) +K(ω)W(z) = ρ e ω2V(z)

BW = 0

(2.97)

e as matrizes M, G(ω) e K(ω) são as mesmas definidas na seção anterior (veja-se sec 2.3.1).

Em termos de operadores tem-se que

L(ω)W(z) = Q(z)

BW = 0

(2.98)

onde Q(z) = ρ e Ω2V(z) e L é o operador diferencial espacial definido por

L = M d4

dz4 + G(ω)
d2

dz2 +K(ω)

A solução para o problema de contorno (2.98) é dada por

W(z) =
∫ L

0
G(ω, z, ξ)Q(ξ)dξ (2.99)

onde G(z, ξ) é dita função de Green espacial para o problema de contorno (2.98). Salienta-se

que G(z, ξ) satisfaz as condições de contorno homogêneas, isto é

B G = 0
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e pode ser calculada com o uso de (2.48).

Assim a resposta ao desbalanço U(t, z) é

U(t, z) = ρeω2H(iω, z)V(z) (2.100)

onde H(iω, z) é dado por

H(iω, z) =
∫ L

0
G(z, η)V(ξ)dξdη (2.101)

Tendo então as freqüências naturais de vibração, relacionadas com o problema de autovalor

já discutido na seção anterior (veja-se sec. 2.3) e a resposta ao desbalanço pode-se fazer

uma estimativa do intervalo das velocidades de operação do equipamento rotativo.

Na próxima seção serão apresentados os resultados das simulações referentes a

integral dada por (2.37), que representa o deslocamento do eixo na direção x .

2.4 Simulações

Nesta seção são apresentados os resultados das simulações referentes a integral

dupla que aparece em (2.37) para eixos rotores, biapoiado e fixo-apoiado. Tal integral

representa o deslocamento na direção x. Consideram-se forçantes Qx(z) do tipo:

• constantes

Qx(z) = 10

• seccionalmente cont́ınuas

Qx(z) =















−2 ; 0 < z < 1/2

2 ; 1/2 < z < 1

– pulso triangular

Qx(z) =















z ; 0 < z < 1/2

1− z ; 1/2 < z < 1
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– pulso retangular

Qx(z) =



































0 ; 0 < z < 1/4

10 ; 1/4 < z < 3/4

0 ; 3/4 < z < 1

• senóide

Qx(z) = sin(2z)

usualmente encontrados em teoria de sinais e controle [Oppennheim e Schafer , 1998].

Para tal consideram-se os seguintes valores para os parâmetros f́ısicos [Fang,

1998]:

grandeza L E I ρ

valor (unidade) 1 m 2 1011 N/m2 4.23 10−8 m4 7800 Kg/m3

grandeza A Ω ω

valor (unidade) 7.2975 10−4 m2 1500 rd/s 100 Hz

Tabela 2.3 Valores dos parâmetros f́ısicos

Para um eixo biapoiado, com base nos valores dos parâmetros f́ısicos dados na

tabela (2.3) e no que foi exposto na seção anterior, as funções de Green espaciais G(z, ξ)

e G(z, ξ) relacionadas, respectivamente, com os operadores L + iM e L − iM são dadas
explicitamente por

G(z, ξ) =















































































−0.1195 sinh(1.6124z) cosh(1.6124ξ)+

+0.1294 sinh(1.6124z) sinh(1.6124ξ)+

+0.1198 sin(1.6086z) cos(1.6086ξ)+

+0.0454 sin(1.6086z) sin(1.6086ξ)

, 0 ≤ z ≤ ξ

−0.1195 sinh(1.6124ξ) cosh(1.6124z)+

+0.1294 sinh(1.6124z) sinh(1.6124ξ)+

+0.1198 sin(1.6086ξ) cos(1.6086z)+

+0.0454 sin(1.6086z) sin(1.6086ξ)

, ξ < z ≤ L

(2.102)
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e

G(z, ξ) =















































































−0.1195 sinh(1.6124z) cosh(1.6124ξ)+

+0.1294 sinh(1.6124z) sinh(1.6124ξ)+

+0.1198 sin(1.6086z) cos(1.6086ξ)+

0.0045 sin(1.6086z) sin(1.6086ξ)

, 0 ≤ z ≤ ξ

−0.1195 sinh(1.6124ξ) cosh(1.6124z)+

+0.1294 sinh(1.6124z) sinh(1.6124ξ)+

+.1198 sin(1.6086ξ) cos(1.6086z)+

+0.0045 sin(1.6086z) sin(1.6086ξ)

, ξ < z ≤ L

(2.103)

Para eixo fixo apoiado tem-se que

G(z, ξ) =















































































































































































0.1157 sin(1.6086z) cos(1.6086ξ) + 0.0438 sin(1.6086z) sin(1.60867ξ)+

+0.0155 sin(1.6086z) cosh(1.61242ξ)− 0.0168 sin(1.6086z) sinh(1.6124ξ)+

+0.0411 cos(1.6086z) cosh(1.6124ξ)− 0.0445 cos(1.6086z) sinh(1.6124ξ)−

−0.0411 cosh(1.6124z) cosh(1.6124ξ) + 0.0445 cosh(1.6124z) sinh(1.6124ξ)−

−0.0411 cos(1.6086z) cos(1.6086ξ)− 0.0015 cos(1.6086z) sin(1.6086ξ)−

−0.1155 sinh(1.6124z) cos(1.6086ξ)− 0.0043 sinh(1.6124z) sin(1.6086ξ)+

+0.1066 cosh(1.6124z) cos(1.6086ξ) + 0.0040 cosh(1.6124z) sin(1.6086ξ)−

−0.0040 sinh(1.6124z) cosh(1.6124ξ) + 0.0043 sinh(1.6124z) sinh(1.6124ξ)

, 0 ≤ z ≤ ξ

0.0043 sin(1.6086z) sin(1.6086ξ) + 0.1157 cos(1.6086z) sin(1.6086ξ)−

−0.0445 sinh(1.6124z) cos(1.6086ξ)− 0.0016 sinh(1.6124z) sin(1.6086ξ)+

+0.0411 cosh(1.6124z) cos(1.6086ξ) + 0.0015 cosh(1.6124z) sin(1.6086ξ)+

+0.0445 sinh(1.6124z) cosh(1.6124ξ)− 0.0411 cosh(1.6124z) cosh(1.6124ξ)−

−0.0015 sin(1.6086z) cos(1.6086ξ)− 0.0411 cos(1.6086z) cos(1.6086ξ)+

+0.0040 sin(1.6086z) cosh(1.6124ξ)− 0.0043 sin(1.6086z) sinh(1.6124ξ)+

+0.1066 cos(1.6086z) cosh(1.6124ξ)− 0.1155 cos(1.6086z) sinh(1.6124ξ)+

+0.0043 sinh(1.6124z) sinh(1.6124ξ)− 0.0040 cosh(1.6124z) sinh(1.6124ξ)

, ξ < z ≤ L

(2.104)
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G(z, ξ) =















































































































































































0.1157 sin(1.6086z) cos(1.6086ξ) + 0.0043 sin(1.6086z) sin(1.6086ξ)+

+0.0015 sin(1.6086z) cosh(1.6124ξ)− 0.0016 sin(1.6086z) sinh(1.6124ξ)+

+0.0411 cos(1.6086z) cosh(1.6124ξ)− 0.0445 cos(1.6086z) sinh(1.6124ξ)−

−0.0411 cosh(1.6124z) cosh(1.6124ξ) + 0.0445 cosh(1.6124z) sinh(1.6124ξ)−

−0.411 cos(1.6086z) cos(1.6086ξ)− 0.0015 cos(1.6086z) sin(1.6086ξ)−

−0.1155 sinh(1.6124z) cos(1.6086ξ)− 0.0043 sinh(1.6124z) sin(1.6086ξ)+

+0.1066 cosh(1.6124z) cos(1.6086ξ) + 0.0040 cosh(1.6124z) sin(1.6086ξ)−

−0.0040 sinh(1.6124z) cosh(1.6124ξ) + 0.0043 sinh(1.6124z) sinh(1.6124ξ)

, 0 ≤ z ≤ ξ

0.0043 sin(1.6086z) sin(1.6086ξ) + 0.1157 cos(1.6086z) sin(1.6086ξ)−

−0.0445 sinh(1.6124z) cos(1.6086ξ)− 0.0016 sinh(1.6124z) sin(1.6086ξ)+

+0.0411 cosh(1.6124z) cos(1.6086ξ) + 0.0015 cosh(1.6124z) sin(1.6086ξ)+

+0.0445 sinh(1.6124z) cosh(1.6124ξ)− 0.0411 cosh(1.6124z) cosh(1.6124ξ)−

−0.0015 sin(1.6086z) cos(1.6086ξ)− 0.0411 cos(1.6086z) cos(1.6086ξ)+

+0.0040 sin(1.6086z) cosh(1.6124ξ)− 0.0043 sin(1.6086z) sinh(1.6124ξ)+

+0.1066 cos(1.6086z) cosh(1.6124ξ)− 0.1155 cos(1.6086z) sinh(1.6124ξ)+

+0.0043 sinh(1.6124z) sinh(1.6124ξ)− 0.0040 cosh(1.6124z) sinh(1.6124ξ)

, ξ < z ≤ L

(2.105)

As figuras (2.3) e (2.4) a seguir mostram os deslocamentos obtidos com (2.39)

para uma freqüência de ω=100Hz considerando-se os casos, biapoiado e fixo-apoiado, e

forçantes Qx(z) descritos na pág.32 deste caṕıtulo.
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forçante deslocamento
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Figura 2.3 Deslocamento para ω=100Hz de um eixo biapoiado
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Figura 2.4 Deslocamento para ω=100Hz de um eixo fixo-apoiado
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Na figura (2.3), tem-se deslocamentos representativos para forçantes do tipo,

pulso quadrangular e oscilatório do tipo seno, no caso biapoiado. Para o caso fixo apoiado,

veja-se tabela (2.4), todos representam deslocamentos exceto para o forçante tipo onda

quadrada.
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3 OSCILAÇÕES EM SISTEMAS LINEARES NÃO RESSONANTES DE
PRIMEIRA ORDEM

Neste caṕıtulo obtém-se a resposta periódica para sistemas lineares de 1a or-

dem não ressonantes em termos da Função de Green T -periódica sendo que esta é

caracterizada em termos da base dinâmica normalizada obtida de uma solução fundamental

[Claeyssen, 1990].

O estudo para sistemas de 1a ordem deve-se ao fato de que, em muitos pro-

blemas encontrados na área de engenharia, utiliza-se a redução ao espaço de estado. Será

considerado neste trabalho o caso em que todos os autovalores são distintos entre si e da

freqüência da excitação externa (caso não ressonante).

3.1 Caracterização da Função de Green T -Periódica em Sistemas de 1a Ordem

Considere-se o sistema

Mq̇(t) + Aq(t) = f(t)

q(0) = q0

(3.1)

onde

• q(t) é um vetor n× 1

• M e A são matrizes n× n

• f(t) é um vetor n× 1 de funções cont́ınuas por partes e tal que f(t + T ) = f(t)

com peŕıodo T = 2π
ω onde ω é a freqüência de f(t).

Procuram-se soluções q(t) de (3.1) tais que

q(t + T ) = q(t) (3.2)
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isto é, soluções T - periódicas. Na literatura esta solução é definida como sendo [Gudonov,

1997], [Starzinski, 1977], [Daleckii, 1974],

q(t) =
∫ T

0
Γ(t− s)f(s)ds =

∫ T

0
Γ(t)f(t− s)ds (3.3)

onde Γ(t) é dita Função de Green T -periódica.

A função de Green T -periódica Γ(t) é caracterizada pelas seguintes propriedades:

• satisfaz a equação homogênea, isto é,

MΓ̇(t) + AΓ(t) = 0 (3.4)

• periodicidade, isto é,

Γ(T−) = Γ(0−) (3.5)

• condição de salto de Γ(t) em t = 0 , isto é,

M
[

Γ(0+)− Γ(0−)
]

= I (3.6)

onde I é a matriz identidade de ordem n

Suponha-se que Γ(t) seja definida como segue

Γ(t) =







h1(t)C ; 0 ≤ t ≤ Γ

h1(t)D ; −Γ < t < 0
(3.7)

onde, C e D são matrizes n × n constantes a serem determinadas utilizando-se as pro-

priedades (3.4), (3.5) e (3.6) e h1(t) é a solução dinâmica normalizada do problema (3.1).

Tal solução satisfaz o problema de valor inicial com condições iniciais impulsivas

Mḣ1(t) + Ah1(t) = ḣ1(t)M + h1(t)A

h1(0) = I
(3.8)
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ou seja, h1(t) é uma solução a direita e a esquerda de (3.1) . Logicamente {h1(t)} é uma

base para o conjunto das soluções de (3.1), dita base dinâmica normalizada . Esta

relaciona-se com {h(t)}, dita base dinâmica, por [Moraes, 2002]

h1(t) = h(t)M (3.9)

onde

h(t) = e−M−1AtM−1 (3.10)

satisfaz o problema

Mḣ(t) + Ah(t) = ḣ(t)M + h(t)A

Mh(0) = h(0)M = I
(3.11)

Assim das relações (3.9) e (3.10) decorre que

h1(t) = e−M−1At (3.12)

Além disso, de (3.10) e (3.12), decorre que h1(t) satisfaz a seguinte propriedade

de semi-grupo

h1(t + s) = h(t)Mh(s)M = h1(t)h1(s) = h1(s)h1(t) (3.13)

De (3.5) e (3.7) segue que

h1(T )C = D (3.14)

Por outro lado, de (3.6) decorre que

C−D = M−1 (3.15)

e dáı, utilizando (3.14) e (3.15), vem que

C = [I− h1(T )]−1 M−1 (3.16)
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onde [I− h(Γ)] é uma matriz inverśıvel (veja-se o apêndice A) pois, considera-se neste

trabalho o caso não ressonante. Nestas condições, (3.7) pode ser reescrita como

Γ(t) =



















h1(t) [I− h1(T )]−1 M−1 ; 0 ≤ t ≤ T

h1(t)h1(T ) [I− h1(T )]−1 M−1 ; −T < t < 0

(3.17)

ou, utilizando a propriedade de semigrupo (3.13) [Claeyssen, 1990], [Claeyssen; Schuchman,

1998]

Γ(t) =



















h1(t) [I− h1(T )]−1 M−1 ; 0 ≤ t ≤ T

h1(t + T ) [I− h1(T )]−1 M−1 ; −T < t < 0

(3.18)

Assim

q(t) =
∫ T

0
Γ(t− s)f(s)ds =

∫ T

0
Γ(t)f(t− s)ds (3.19)

vem a ser a solução T - periódica pois, considerando

q(t) =
∫ t

0
h1(t− s) [I− h1(T )]−1 M−1f(s)ds +

∫ T

t
h1(t− s)h1(T ) [I− h1(T )]−1 M−1f(s)ds

(3.20)

e derivando (3.20) com o aux́ılio da regra de Leibniz obtém-se [Gudonov, 1997]

q̇(t) = M−1f(t) +
∫ T

0
Γ̇(t− s)f(s)ds (3.21)

onde

Γ̇(t) =



















ḣ1(t) [I− h1(T )]−1 M−1 ; 0 ≤ t ≤ T

ḣ1(t + T ) [I− h1(T )]−1 M−1 ; −T < t < 0

(3.22)

Substituindo-se (3.20) e (3.22) em (3.1), obtém-se que

Mq̇(t) + Aq(t) = f(t) +
∫ T

0

[

MΓ̇(t− s) + AΓ(t− s)
]

f(s)ds = f(t) (3.23)
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pois Γ(t) satisfaz a equação diferencial matricial homogênea definida por (3.4). Sendo

assim, q(t) definida por (3.20) satisfaz a equação diferencial (3.1). Além disso, de (3.20) e

da propriedade (3.13) decorre que

q(0) =
∫ T
0 h1(−s)h1(T ) [I− h1(T )]−1 M−1f(s)ds =

=
∫ T

0 h1(T − s) [I− h1(T )]−1 M−1f(s)ds = q(T )

(3.24)

Por outro lado a função de Green T -periódica é única. De fato:

considere Γ1(t) e Γ2(t) duas funções de Green T -periódicas satisfazendo as propriedades

(3.4), (3.5) e (3.6) e definidas por

Γ1(t) =







h1(t)C1 ; 0 ≤ t ≤ T

h(t)1D1 ; −T < t < 0
(3.25)

Γ2(t) =







h1(t)C2 ; 0 ≤ t ≤ T

h1(t)D2 ; −T < t < 0
(3.26)

Usando a propriedade (3.5) para Γ1(t) e Γ2(t) obtém-se que

C1 = C2 = [I− h1(T )]−1 M−1 (3.27)

donde segue que

Γ1(t) = Γ2(t) (3.28)

ou seja, a função de Green T -periódica é única.

Observe-se que de (3.19) e (3.17), obtém-se uma perfeita caracterização da res-

posta Γ - periódica em termos da base dinâmica normalizada obtida a partir da solução

fundamental, ou resposta impulso, do problema (3.1). Salienta-se que tal solução é única

pois, o espectro da matriz A, usualmente denotado por σ(A), não contém a freqüência ω

da excitação externa, fato este que garante a inversibilidade de [I− h(T)]. Para maiores

detalhes veja-se [Daleckii, 1974], pág. 86.
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Na próxima seção é apresentada uma breve discussão sobre as condições iniciais

da solução T -periódica, definida através da relação (3.19) onde Γ(t) é definida por (3.17), e

sua relação com a resposta em freqüência de um sistema de 1a ordem (3.1).

3.1.1 Condição Inicial da Solução Periódica

A solução de (3.1), obtida utilizando-se variação de parâmetros e dada em

termos da solução dinâmica normalizada, é

q(t) = h1(t)M−1q0 +
∫ t

0
h1(t− s)M−1f(s)ds (3.29)

onde h1(t) satisfaz o problema

Mḣ1(t) + Ah1(t) = ḣ1(t)M + h1(t)A

h1(0) = I
(3.30)

Observe-se que

• Utilizando a fórmula de variação de parâmetros (3.29), tem-se que q(0) = q(T )

se, e somente se

q0 = M
∫ T

0
h1(T − s) [I− h1(T )]−1 M−1f(s)ds (3.31)

• Para a entrada harmônica simples

f(t) = eiωtV (3.32)

onde V é um vetor constante n×1 e ω a freqüência de entrada, tem-se a solução

periódica correspondente obtida pelo método dos coeficientes indeterminados

q(t) = eiωtH(iω)V com H(iω) = (iωM + A)−1 (3.33)
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onde H(iω) é a resposta em freqüência do sistema (3.1).

Então a condição q(0) = q(T ) implica na relação

H(iω)V =
(∫ T

0
[I− h1(T )]−1 h(T − s)eiωsds

)

V (3.34)

Observe-se que q(t) definida por (3.20) satisfaz a condição inicial do problema

(3.1), portanto satisfaz o problema de valor inicial (3.1).

Na próxima seção, são apresentados os resultados das simulações para o com-

portamento dinâmico de um modelo de aeronaves ŕıgidas. Considera-se para tal a formulação

desenvolvida nesta seção.

3.2 Simulações

Nesta seção apresentam-se os resultados gráficos das simulações referentes ao

comportamento dinâmico de aeronaves ŕıgidas sob ação de forças oscilatórias. Tal compor-

tamento pode ser modelado considerando-se a aeronave como um corpo ŕıgido que sofre ação

de forças do tipo gravitacional, aerodinâmica e de propulsão, como mostra a figura (3.1) à

seguir. Para maiores detalhes veja-se [Lyshevski, 2001], [Moraes, 2002].

Figura 3.1 Forças atuantes na aeronave

Considere-se então o modelo de espaço de estado

Ẋ (t) = AX (t) + F(t) (3.35)
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com o vetor de estado X (t) definido por

X (t) =
[

v α q θ β p r ϕ ψ
]T

(3.36)

onde

• v vetor velocidade - [m/s]

• α ângulo de ataque. Corresponde ao ângulo formado entre o vetor velocidade

do avião e o eixo x de orientação do seu corpo - [rad]

• β ângulo de deslizamento lateral - [rad]

• θ ângulo de inclinação longitudinal, formado entre o horizonte e o eixo x do

avião - [rad]

• ϕ ângulo de giro em torno do eixo paralelo ao eixo normal do avião - [rad]

• ψ ângulo de rolamento longitudinal - [rad]

• p, q e r respectivas variações dos ângulos θ, ϕ e ψ, conhecidos na literatura

como ângulos de Euler - [rad/s]

A matriz A e a carga oscilatória F(t), consideradas nas simulações são

A =

2666666666666666666664

−2.516 8.4 −0.9 −9.6 −1.5 −0.27 −0.086 0 0

−0.003 −3.7 1 0 0.08 0.062 0.009 0 0

−0.0001 3.9 −3.35 0 0.017 0.0038 0.04 0 0

0 0 1 −2.5 0 0 0 0 0

−0.003 0.15 0.02 0.97 −3.06 0.13 −0.91 0 0

0.00001 0.71 0.03 0.01 −48 −6.0 0.22 0 0

0.00001 −0.94 0.06 0.005 9.2 −0.028 −3.01 0 0

0 0 0 0 0 1 0 −2.5 0

0 0 0 0 0 0 1 0 −2.5

3777777777777777777775
(3.37)

e

F(t) = F1(t) + F2(t) + F3(t) (3.38)
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onde

F1(t) =
[

0 0 0 0 0 e10it e10it e10it e10it
]T

F2(t) =
[

0 0 0 0 0 1.5e30it 1.5e30it 1.5e30it 1.5e30it
]T

F3(t) =
[

0 0 0 0 0 3.5e−40it 3.5e−40it 3.5e−40it 3.5e−40it
]T

(3.39)

Para efeitos computacionais considerou-se conveniente deslocar o espectro da

matriz A.

São apresentados na tabela (3.1) a seguir os gráficos de algumas componentes

da função de Green T -periódica Γ(t) obtida utilizando-se

Γ(t) =



















h1(t) [I− h1(T )]−1 M−1 ; 0 ≤ t ≤ T

h1(t + T ) [I− h1(T )]−1 M−1 ; −T < t < 0

Os gráficos das demais componentes são apresentados no anexo B.
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Tabela 3.1 - Componentes de Γ(t)

Observa-se, da tabela (3.1), a periodicidade das componentes da matriz de

Green.

Na tabela (3.2) a seguir são apresentados os gráficos das componentes Γi i(t)

da diagonal da matriz de Green T -periódica.
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Tabela 3.2 - Componentes da diagonal de Γ(t)

Observa-se da tabela (3.2) que a condição de salto

M
[

Γ(0+)− Γ(0−)
]

= I (3.40)
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com M = I, é satisfeita para os elementos da diagonal da matriz de Green T -periódica.

Nas tabelas (3.3) e (3.4) são apresentados os gráficos comparativos entre as

partes real e imaginária da resposta T -periódica obtida utilizando-se

X (t) =
∫ T

0
Γ(t− s)F(s)ds

onde

Γ(t) =



















h1(t) [I− h1(T )]−1 M−1 ; 0 ≤ t ≤ T

h1(t + T ) [I− h1(T )]−1 M−1 ; −T < t < 0

designada pela linha verde cont́ınua e X (t) obtida utilizando-se

X (t) =
3

∑

i = 1

H(iωi)Fi(t) com H(iω) = (iωI−A)−1 (3.41)

designada pela linha pontilhada azul com Fi(t) definidas por (3.39).

A resposta X (t) possui componentes complexas devido ao fato de F(t) ser

oscilatória complexa, podendo ser escrita na forma polar

Xj(t) = ρj(t)eiθj(t), j = 1 : 9

onde

ρj(t) =
√

Re(Xj(t))2 + Im(Xj(t))2

e

θj = arctan
(

Im(Xj(t))
Re(Xj(t))

)

Devido a periodicidade de X (t) as componentes são curvas fechadas no plano. Além disso,

as amplitudes ρj(t) e as fases θj(t), são T -periódicas como mostra a figura a seguir.
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Re(v(t))× Im(v(t)) Re(ψ(t))× Im(ψ(t))
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Figura 3.2 - Gráficos das curvas Re(X )× Im(X ) para t de 0 a 4T
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Figura 3.3 - Gráficos da amplitude e da fase para v(t)

Em [Newland, 1989], é discutido a forma polar de autovalores complexos.
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Tabela 3.3 - Gráficos comparativos das partes reais de X (t)
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Tabela 3.4 - Gráficos comparativos das partes imaginárias de X (t)

Observa-se das tabelas (3.4) e (3.3) que as respostas T -periódicas obtidas uti-

lizando, a formulação desenvolvida na seção anterior, veja-se (3.17) e (3.3), e o descrito por

(3.41) coincidem. Isto significa que a função de Green T -periódica Γ(t), para um sistema
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matricial de 1a ordem , pode ser perfeitamente caracterizada em termos da base dinâmica

normalizada h1(t) considerando-se suas propriedades, veja-se (3.4), (3.5) e (3.6). Como

conseqüência imediata deste fato tem-se que a resposta T -periódica X (t) também esta per-

feitamente caracterizada em termos da base dinâmica posto que

X (t) =
∫ T

0
Γ(t− s)F(s)ds

Seguindo um racioćınio análogo, no próximo caṕıtulo a função de Green T -

periódica é obtida para sistemas matriciais de 2a ordem não ressonantes em termos da base

dinâmica matricial normalizada. Sob esta ótica, são estudados dois casos particulares, quais

sejam:

• O caso conservativo

• Caso amortecido com amortecimento do tipo Rayleigh

Salienta-se que esta é uma das contribuições deste trabalho.
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4 A FUNÇÃO DE GREEN T - PERIÓDICA EM SISTEMAS DE
SEGUNDA ORDEM

Considere-se o sistema matricial de 2a ordem

Mq̈(t) + Cq̇(t) + Kq(t) = f(t)

q(0) = q0 e q̇(0) = q̇0

(4.1)

onde

• M, C e K são matrizes quadradas de ordem n ditas matrizes, massa, amortec-

imento e rigidez, respectivamente.

• q(t) um vetor n× 1 de coordenadas generalizadas

• f(t) um vetor n × 1 cont́ınuo por partes e periódico, ou seja, f(t + T ) = f(t)

com T = 2π
ω onde ω é a freqüência da excitação externa

Nesta seção propõe-se obter a solução T - periódica como sendo

q(t) =
∫ T

0
Γ(t− s)f(s)ds (4.2)

onde, da mesma maneira que para sistema lineares de 1a ordem, Γ(t) é dita Função de

Green T - periódica. Será estabelecido, a seguir, que a função Γ(t) que permite obter a

caracterização (4.2) cumpre as seguintes propriedades

• Γ(t) satisfaz a equação diferencial matricial de 2a ordem homogênea

MΓ̈(t) + CΓ̇(t) + KΓ(t) = 0 (4.3)

• Γ(t) e Γ̇(t) são periódicas de peŕıodo T = 2π
ω , isto é

Γ(T−) = Γ(0−) (4.4)
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e

Γ̇(T−) = Γ̇(0−) (4.5)

• Γ(t) é cont́ınua para todo t, em particular, é cont́ınua em t = 0 , ou seja,

Γ(0+) = Γ(0−) (4.6)

• condição de salto na derivada 1a, isto é

M
[

Γ̇(0+)− Γ̇(0−)
]

= I (4.7)

onde I e a identidade de ordem n e M é a matriz massa

Utilizando as propriedades descritas acima obtem-se Γ(t).

4.1 Base Dinâmica

A função de Green periodica será determinada como o uso de uma base matricial

adequada de soluções de (4.1), aqui denotada por {φ1(t), φ2(t)}. Para tal suponha-se que

Γ(t) seja definida como segue

Γ(t) =



















φ1(t)P + φ2(t)Q ; 0 ≤ t ≤ T

φ1(t)R + φ2(t)S ; −T < t < 0

(4.8)

onde as matrizes constantes P, Q, R e S devem ser determinadas utilizando-se as pro-

priedades (4.4), (4.5),(4.6) e (4.7).

Serão consideradas duas bases matriciais geradas por uma solução fundamental

h(t) para o conjunto de soluções de (4.1). A primeira
{

h(t), ḣ(t)
}

, dita base dinâmica,
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onde h(t) satisfaz o problema de valor inicial

Mḧ(t) + Cḣ(t) + Kh(t) = 0

h(0) = 0 e Mḣ(0) = I
(4.9)

ou
ḧ(t)M + ḣ(t)C + h(t)K = 0

h(0) = 0 e ḣ(0)M = I
(4.10)

ou seja, h(t) é uma solução a direita e a esquerda para o problema de valor inicial com

condições impulsivas descrito acima.

A segunda {h0(t),h1(t)}, dita base dinâmica normalizada, onde h0(t) e

h1(t) satisfazem, respectivamente, os seguintes problemas de valor inicial [Claeyssen,1999]

Mḧ0(t) + Cḣ0(t) + Kh0(t) = ḧ0(t)M + ḣ0(t)C + h0(t)K

h0(0) = I e ḣ0(0) = 0
(4.11)

e
Mḧ1(t) + Cḣ1(t) + Kh1(t) = ḧ1(t)M + ḣ1(t)C + h1(t)K

h1(0) = 0 e ḣ1(0) = I
(4.12)

A base dinâmica e a base dinâmica normalizada estão relacionadas por [Moraes,

2002]
[

h0(t) h1(t)
]

=
[

h(t) ḣ(t)
]





C M

M 0



 (4.13)

donde segue que

h0(t) = ḣ(t)M + h(t)C e h1(t) = h(t)M (4.14)

Deve-se salientar que a solução dinâmica h(t) pode ser obtida aplicando-se o

método operacional ao problema (4.1). Recentemente [Copetti, 2002] obteve uma expressão

anaĺıtica para a matriz resposta impulso, utilizando a análise modal adjunta e considerando

sistema matriciais de 2a ordem não desacopláveis, concentrados e distribúıdos.
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Para o problema matricial adjunto, isto é

M∗q̈(t) + D∗q̇(t) + N∗q(t) = 0

onde D = G + C e N = K + H, tem-se que

h∗(t) = h∗(t)

com h(t) solução dinâmica do problema direto

Mq̈(t) + Dq̇(t) + +Nq(t) = 0

e h∗(t) a solução dinâmica do problema adjunto. Para matrizes M, D e N simétricas a

solução dinâmica h(t) é simétrica.

A solução dinâmica h(t) satisfaz as seguintes propriedades de semi-grupo [Claeyssen,

1999]

h(t + s) = h0(t)h(s) + h(t)Mḣ(s) (4.15)

e

ḣ(t + s) = ḣ0(t)h(s) + ḣ(t)Mḣ(s) (4.16)

onde, h0(t) é definida por (4.14) e ḣ0(t) é obtida por simples derivação desta.

Das propriedades (4.15) e (4.16) obtem-se as seguintes propriedades de semi-

grupo para h1(t)

h1(t + s) = h0(t)h1(s) + h1(t)ḣ1(s) (4.17)

e

ḣ1(t + s) = ḣ0(t)h1(s) + ḣ1(t)ḣ1(s) (4.18)
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4.2 Obtenção da Função de Green T - Periódica

Nesta seção obtém-se a função de Green T - periódica Γ(t) para um sistema

de 2a ordem sob a ação de uma força periódica em termos da base dinâmica normalizada.

Inicialmente, a função de Green Γ(t) será obtida para dois casos particulares, quais sejam, o

caso conservativo e e o caso de amortecimento do tipo Rayleigh. O procedimento adotado,

como se pode ver no decorrer desta seção, é geral, isto é, é válido para qualquer sistema

matricial de 2a ordem não ressonante. Usar-se-a, a partir desse momento, a base dinâmica

normalizada, isto é, Γ(t) será definida como

Γ(t) =



















h0(t)P + h1(t)Q ; 0 ≤ t ≤ T

h0(t)R + h1(t)S ; −T < t < 0

(4.19)

4.2.1 Caso Amortecido

Considere-se a equação diferencial matricial de 2a ordem

Mq̈(t) + Kq(t) = f(t)

q(0) = q0 e q̇(0) = q̇0

(4.20)

onde

• MT = M > 0, KT = K são matrizes quadradas de ordem n

• q(t) um vetor n× 1 de coordenadas generalizadas

• f um vetor n × 1 de funções cont́ınuas e periódicas de peŕıodo 2π
ω onde ω é a

freqüência da excitação externa.

Tal sistema de equações descreve aproximadamente o movimento de um con-

junto de massas conectadas por molas e sob ação de uma força oscilatória aplicada em uma
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das massas. Este modelo simplificado serve para simular o comportamento dinâmico de

estruturas ou da suspensão de um carro [Meirovitch, 1967], [Inman, 1994], [Ginsberg, 2001].

Neste caso, da relação entre a base dinâmica e a base dinâmica normalizada (veja-se (4.13)),

decorre que

h0(t) = ḣ(t)M = ḣ1(t) e h1(t) = h(t)M (4.21)

onde h(t), h0(t) e h1(t) satisfazem, respectivamente, os seguintes problemas matriciais de

valor inicial
Mḧ(t) + Kh(t) = 0 = ḧ(t)M + h(t)K

h(0) = 0 e Mḣ(0) = ḣ(0)M = I
(4.22)

e
Mḧ0(t) + Kh0(t) = 0 = ḧ0(t)M + h0(t)K

h(0) = I e ḣ(0) = 0
(4.23)

e
Mḧ1(t) + Kh1(t) = 0 = ḧ1(t)M + h1(t)K

h(0) = 0 e ḣ(0) = I
(4.24)

onde a solução dinâmica h(t), h0(t) e h1(t) são dadas, respectivamente, por

h(t) = sin(
√

M−1K t)
(√

M−1K
)−1

M−1 (4.25)

h0(t) = cos(
√

M−1K t) (4.26)

h1(t) = sin(
√

M−1K t)
(√

M−1K
)−1

(4.27)

Das propriedades de semi grupo (4.15), (4.16) e das relações (4.21), decorrem as seguintes

propriedades de semigrupo para o caso conservativo

h1(t + s) = h1(t)h0(s) + h1(t)h0(s) (4.28)

h1(t− s) = h1(t)h0(s)− h1(s)ḣ0(t) (4.29)

h0(t + s) = ḣ1(t)ḣ1(s) + h1(s)M−1Kh1(t) (4.30)

h0(t− s) = h0(t)h0(s) + h1(s)M−1Kh1(t) (4.31)
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Como estabelecido anteriormente, Γ(t) será definida como

Γ(t) =



















h0(t)P + h1(t)Q ; 0 ≤ t ≤ T

h0(t)R + h1(t)S ; −T < t < 0

(4.32)

Usando-se a condição de periodicidade de Γ(t) e Γ̇(t) (veja-se (4.4) e (4.5))

decorre o seguinte sistema de equações lineares 2n× 2n





R

S



 =





h0(T ) h1(T )

ḣ0(T ) ḣ1(T )









P

Q



 (4.33)

e, da condição de salto sobre Γ̇(t), definida em (4.7) e da continuidade de Γ(t) (4.6), segue

que

Q = S + M−1 e P = R (4.34)

resultando, dáı o sistema





I− h0(T ) −h1(T )

−ḣ0(T ) I− ḣ1(T )









R

S



 =





h1(T )M−1

ḣ1(T )M−1



 (4.35)

ou, considerando que ḣ1(t) = h0(t)





I− h0(T ) −h1(T )

−ḣ0(T ) I− h0(T )









R

S



 =





h1(T )M−1

h0(T )M−1



 (4.36)

Multiplicando ambos os membros de (4.36) pela adjugada da matriz dos coefi-

cientes, obtém-se
[

I− h0(T ) h1(T )

ḣ0(T ) I− h0(T )

][

I− h0(T ) −h1(T )

−ḣ0(T ) I− h0(T )

][

R

S

]

=

[

I− h0(T ) h1(T )

ḣ0(T ) I− h0(T )

][

h1(T )M−1

h0(T )M−1

]

(4.37)
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donde segue, utilizando-se as relações de comutatividade 1

h1(t)ḣ1(t) = ḣ1(t)h1(t) e h0(t)ḣ0(t) = ḣ0(t)h0(t)

que
[

(I− h0(T ))2 − h1(T )ḣ0(T )
]

R = h1(T )M−1 (4.38)

e
[

(I− h0(T ))2 − ḣ0(T )h1(T )
]

S =
[

ḣ0(T )h1(T ) + (I− h0(T ))h0(T )
]

M−1 (4.39)

Nestas condições as constantes matriciais T e W serão dadas por

R =
1
2

(I− h0(T ))2 h1(T )M−1 (4.40)

e

S = −M−1

2
(4.41)

Considerando-se que Q = S + M−1 resulta que

Q =
M−1

2
(4.42)

e utilizando-se (4.32), (4.40) e (4.41), a função de Green T -periódica pode ser reescrita como

Γ(t) =



















h0(t)h1(T )12 (I− h0(T ))−1 M−1 + h1(t)M
−1

2 ; 0 ≤ t ≤ T

h0(t)h1(T )12 (I− h0(T ))−1 M−1 + h1(t)M
−1

2 ; −T < t < 0

(4.43)

1Para funções anaĺıticas, isto é, que podem ser expandidas em série de potências, como é o caso de h(t)
para um sistema conservativo (veja-se equação (4.25)), é válida a seguinte relação Af(A) = f(A)A. Para
maiores detalhes veja-se [Claeyssen, 1989]
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Aplicando-se as propriedades de semigrupo definidas pelas relações (4.28), (4.29),

(4.30) e (4.31), Γ(t) toma a forma

Γ(t) =



















(I− h0(T ))−1 h0(t− T/2)h1(T/2)M−1 ; 0 ≤ t ≤ T

(I− h0(T ))−1 h1(T/2)h0(t + T/2)M−1 ; −T < t < 0

(4.44)

Observe-se que a condição de periodicidade Γ(T−) = Γ(0−) implica diretamente

que q(T ) = q(0), ou seja, a resposta do sistema (4.45), definida por (4.2), é periódica.

Por outro lado, q(t) dada por (4.2) onde Γ(t) é definida por (4.44), satisfaz a

equação diferencial matricial

Mq̈(t) + Kq(t) = f(t)

q(0) = q0 e q̇(0) = q̇0

(4.45)

De fato, considerando-se

q(t) =
∫ t
0 h0(t− s− T/2) (I− h0(T ))−1 h1(T/2)M−1f(s)ds+

+
∫ T

t h0(t + T/2− s) (I− h0(T ))−1 h1(T/2)M−1f(s)ds

(4.46)

Aplicando-se a regra de Leibniz à (4.46) obtém-se

q̇(t) =
∫ T

0
Γ̇(t− s)f(s)ds (4.47)

q̈(t) = M−1f(t) +
∫ T

0
Γ̈(t− s)f(s)ds (4.48)

Substituindo-se (4.46) e (4.48) em (4.45), obtém-se que

f(t) +
∫ T

0

[

MΓ̈(t− s)f(s)ds + KΓ(t− s)
]

= f(t) (4.49)
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pois a função de Green T -periódica satisfaz a equação diferencial homogênea

MΓ̈(t) + KΓ(t) = 0

Com isso, obteve-se uma caracterização da função de Green T -periódica em ter-

mos da base dinâmica normalizada e, conseqüentemente, a resposta T -periódica q(t) para

o caso conservativo (4.45). Em [Starzinski, 1977], a resposta T -periódica q(t), após a uti-

lização de algumas identidades trigonométricas matriciais 2 e as propriedades de semigrupo

definidas pelas relações (4.15) e (4.16), é dada em termos da solução dinâmica por

q(t) =
1
2

∫ T

0

ḣ(T/2)
h(T/2)

f(s)ds (4.50)

onde ḣ(T/2)
h(T/2) é conhecido na literatura como Núcleo de Dirichlet. Para maiores detalhes

veja-se [Gudonov, 1997].

4.2.2 Amortecimento do tipo Rayleigh

Considere o sistema descrito pela equação (4.51) abaixo e obtido utilizando-se

as equações de Lagrange

Mq̈(t) + Cq̇(t) + Kq(t) = f(t)

q(0) = q0 e q̇(0) = q̇0

(4.51)

com C = αM + βK onde α e β são constantes de proporcionalidade e, MT = M > 0 e

KT = K são matrizes de ordem n.

2As identidades trigonométricas matriciais referidas acima são as seguintes: I− cos(aT ) = 2 sin2(aT
2 ) e

sin(A)− sin(B) = 2 cos(A + B
2 ) sin(A−B

2 )
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Segundo [Gallicchio, 1999], embora se possa atribuir alguma interpretação

f́ısica a sistemas com atrito do tipo Rayleigh, tal hipótese é uma conveniente simplificação

matemática.

A solução dinâmica h(t) de (4.51) satisfaz os problemas de valor inicial

Mḧ(t) + Cḣ(t) + Kh(t) = 0

h(0) = 0 e Mḣ(0) = I
(4.52)

e
ḧ(t)M + ḣ(t)C + h(t)K = 0

h(0) = 0 e ḣ(0)M = I
(4.53)

Pelo teorema dos modos normais, existe uma matriz não singular Ψ, dita matriz

modal, tal que

ΨTMΨ = I e ΨTKΨ = Ω2 (4.54)

onde Ω2 é uma matriz diagonal de ordem n formada pelos autovalores de (4.51), conhecida

na literatura como matriz espectral [Caughey e O’Kelley, 1965], [Inmann, 1995], [Gallichio,

1999], [Copetti, 2002].

Nestas condições, aplicando-se a mudança de variável q(t) = Ψz(t) ao sistema

Mq̈(t) + Cq̇(t) + Kq(t) = 0 (4.55)

obtém-se o sistema homogêneo desacoplado

z̈(t) + Cż(t) + Ω2z(t) = 0 (4.56)

onde C = αI + βΩ2.

A solução de (4.56), dada em termos de sua base dinâmica normalizada
{

h0(t) , ḣ1(t)
}

é

z(t) = h0(t)z(0) + h1(t)ż(0) (4.57)
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onde h0(t) e h1(t) satisfazem, respectivamente, os seguintes problemas de valor inicial

ḧ0(t) + Cḣ0(t) + Ω2h0(t) = ḧ0(t) + ḣ0(t)C + h0(t)Ω2

h0(0) = I e ḣ0(t)M = 0
(4.58)

e
ḧ1(t) + Cḣ1(t) + Ω2h1(t) = ḧ1(t) + ḣ1(t)C + h1(t)Ω2

h1(0) = 0 e ḣ1(0) = I
(4.59)

Considerando h(t) = Ψz(t) obtém-se que z(0) = Ψ−1h(0) = 0 e z(0) =

Ψ−1ḣ(0) = Ψ−1M−1 = ΨT pois M−1 = ΨΨT . Destas relações obtém-se a seguinte relação

entre a solução dinâmica do sistema acoplado (4.55) e do sistema desacoplado (4.56)

h(t) = Ψh(t)ΨT (4.60)

com h(t) dada por

h(t) = e−ξΩt sinΩdt
Ωd

(4.61)

onde 2ξΩ = αI + βΩ2 e Ωd = Ω
√

I− ξ, sendo ξ uma matriz diagonal, cuja diagonal é

composta pelas razões modais de amortecimento ξk e, Ωd a matriz diagonal das freqüências

amortecidas [Copetti, 2002].

As bases, dinâmica
{

h(t) , ḣ(t)
}

e dinâmica normalizada
{

h0(t) , ḣ1(t)
}

, para

o problema desacoplado (4.56), relacionam-se por

h1(t) = h(t) e h0(t) = ḣ(t) + h(t)C (4.62)

De (4.14), (4.62) e (4.60) decorrem as seguintes relações entre as bases dinâmicas

normalizadas dos sistemas, acoplado (4.55) e desacoplado (4.56)

h0(t) = Ψh0(t)Ψ−1 (4.63)

e

h1(t) = Ψh1(t)Ψ−1 (4.64)
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Deve ser observado que, para o sistema desacoplado, h0(t) e ḣ0(t), h1(t) e ḣ1(t),

comutam pois são matrizes diagonais, isto é

h0(t)ḣ0(t) = ḣ0(t)h0(t)

h1(t)ḣ1(t) = ḣ1(t)h1(t)
(4.65)

Das relações (4.65) e de (4.60) decorrem diretamente as relações de comutativi-

dade
h0(t)ḣ0(t) = ḣ0(t)h0(t)

h1(t)ḣ1(t) = ḣ1(t)h1(t)
(4.66)

Nestas condições, utilizando (4.63), (4.64) e os fatos, ΨΨ−1 = I e Ψ−1M−1 =

ΨT , o sistema




I− h0(T ) −h1(T )

−ḣ0(T ) I− ḣ1(T )









R

S



 =





h1(T )M−1

ḣ1(T )M−1



 (4.67)

pode ser reescrito na forma

ΦAΦ−1X = ΦBΦT (4.68)

onde

Φ =





Ψ 0

0 Ψ



 , A =





I− h0(T ) −h1(T )

−ḣ0(T ) I− ḣ1(T )



 (4.69)

B =





h1(T ) 0

0 ḣ1(T )



 , X =





R

S



 (4.70)

A solução do sistema (4.68) será dada por

X = ΨA−1BΨT (4.71)

onde X é a solução do sistema (4.67), relacionado com o sistema desacoplado e A−1B é a

solução do sistema




I− h0(T ) −h1(T )

−ḣ0(T ) I− ḣ1(T )









Rd

Sd



 =





h1(T )

ḣ1(T )



 (4.72)
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relacionado com o sistema desacoplado. Tal sistema é obtido supondo-se que a função de

Green periódica Γd(t) do sistema desacoplado (4.56) é da forma

Γd(t) =



















h0(t)Pd + h1(t)Qd ; 0 ≤ t ≤ T

h0(t)Rd + h1(t)Sd ; −T < t < 0

(4.73)

e considerando convenientemente as propriedades (4.3), (4.4), (4.4) e (4.7).

Resolvendo (4.72) e considerando convenientemente propriedades de semigrupo

(4.15), (4.16) Γd(t) toma a forma

Γd(t) =



















h(t + T )K1(T )− h(t) [K2(T ) + I] ; 0 ≤ t ≤ T

h(t + T )K1(T )− h(t)K2(T ) ; −T < t < 0

(4.74)

onde

K2(T ) = ee−ξΩT (

e−2ξΩT − 2e−ξΩT cosΩdT + I
)−1

(4.75)

K2(T ) =
(

e−2ξΩT − 2e−ξΩT cosΩdT + I
)−1

(4.76)

Dáı e de (4.60) decorre que

Γ(t) = ΨTΓd(t)Ψ (4.77)

4.2.3 Caso Geral

Considere o sistema

Mq̈(t) + Dq̇(t) + Nq(t) = f(t)

q(0) = q0 e q̇(0) = q̇0

(4.78)

onde
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• D = C + G e N = K + H

• M = MT , CT = C e KT = K são matrizes quadradas de ordem n ditas

matrizes, massa, amortecimento e rigidez, respectivamente.

• G = −GT , HT = −H são matrizes quadradas de ordem n, conhecidas na lite-

ratura como, matriz giroscópica e matriz circulatória [Inmann, 1995], [Ginsberg,

2001].

• q(t) um vetor n×1 de coordenadas generalizadas. No estudo do comportamento

dinâmico de sistemas rotativos consideram-se como coordenadas generalizadas

os deslocamentos e os giros [Toresan, 2001].

• f(t) um vetor n × 1 cont́ınuo por partes e periódico, ou seja, f(t + T ) = f(t)

com T = 2π
ω onde ω é a freqüência da excitação externa

O sistema (4.78), conhecido na literatura como sistema giroscópico amortecido,

aparece em muitas situações práticas. Por exemplo, quando discretiza-se um eixo rotor

flex́ıvel colocado sobre suportes usando o Prinćıpio de Hamilton e o método de Galerkin

para discretizar a parte espacial [Meirovich, 1985].

Suponha-se que a função de Green T -periódica seja definida por (4.32), isto é

Γ(t) =



















h0(t)P + h1(t)Q ; 0 ≤ t ≤ T

h0(t)R + h1(t)S ; −T < t < 0

(4.79)

onde h0(T ) e h1(T ) são os componentes da base dinâmica normalizada e satisfazem, respec-

tivamente, os seguintes problemas matriciais de valor inicial

Mḧ0(t) + Dḣ0(t) + Nh0(t) = ḧ0(t)M + ḣ0(t)C + h0(t)K

h0(0) = I e ḣ0(0) = 0
(4.80)
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e
Mḧ1(t) + Dḣ1(t) + Nh1(t) = ḧ1(t)M + ḣ1(t)C + h1(t)K

h1(0) = 0 e ḣ1(0) = I
(4.81)

Os elementos da base dinâmica normalizada relacionam-se com os elementos

da base dinâmica h(t) e ḣ(t) por

h0(t) = ḣ(t)M + h(t)D e h1(t) = h(t)M (4.82)

Das propriedades da função de Green Γ(T ), veja-se (4.4), (4.5), (4.6) e (4.7),

resulta o seguinte sistema de equações lineares de ordem 2n





I− h0(T ) −h1(T )

−ḣ0(T ) I− ḣ1(T )









R

S



 =





h1(T )M−1

ḣ1(T )M−1



 (4.83)

Observe-se que a matriz dos coeficientes do sistema (4.83) é exatamente a ex-

ponencial matricial I−eΓA, onde A é a matriz companheira de (4.78), isto é [Claeyssen,1999]

I− eΓA =





I− h0(T ) −h1(T )

−ḣ0(T ) I− ḣ1(T )





onde

A =





0 −I

−M−1D −M−1N





O sistema (4.83) tem solução única pois considera-se neste trabalho o caso não

ressonante, ou seja, ω /∈ σ(I− eΓA), implicando que det(I− eΓA) 6= 0. Uma prova deste fato

é apresentada no apêndice A.

A questão então passa a ser como inverter a matriz I− eΓA. Para tal suponha

que

I− eΓA =





α β

γ δ



 (4.84)



72

onde
α = I− h0(T )

β = −h1(T )

γ = −ḣ0(T )

δ = I− ḣ1(T )

(4.85)

e que ḣ0(T ) seja inverśıvel. Definindo
(

I− eΓA)−1 como

(

I− eΓA)−1
=





A1 B1

C1 D1





segue da definição de inversa que os coeficientes matriciais A1, B1, C1 e D1 satisfazem o

seguinte sistema de equações






























A1α + C1β = I

B1α + D1β = 0

A1γ + C1δ = 0

B1γ + D1δ = I

(4.86)

cuja solução é dada por

A1 = −γ−1δC1 (4.87)

B1 = γ−1 − γ−1δD1 (4.88)

C1 =
(

β − αγ−1δ
)−1 (4.89)

D1 = −C1αγ−1 (4.90)

Pode ser verificado que para os valores de A1, B1, C1 e D1 obtidos acima, veja-

se(4.87), (4.88), (4.89) e (4.90), a matriz
(

I− eΓA)−1 é a inversa de I− eΓA. Por outro lado,

pode-se garantir que a matriz C1 é inverśıvel utilizando o método de Gauss generalizado

[Gudnov, 1980].

Assim a solução do sistema (4.83) será

R =
[

A1h1(T ) + B1ḣ1(T )
]

M−1 (4.91)
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e

S =
[

C1h1(T ) + D1ḣ1(T )
]

M−1 (4.92)

e a função de Green T -periódica Γ(t) pode ser reescrita como

Γ(t) =



















h0(t)R + h1(t) (S + M−1) ; 0 ≤ t ≤ T

h0(t)R + h1(t)S ; −T < t < 0

(4.93)

Desta forma, a função de Green T -periódica está perfeitamente caracterizada

em termos da base dinâmica normalizada e, conseqüentemente, a resposta T -periódica será

dada por

q(t) =
∫ T

0
Γ(t− s)f(s)ds (4.94)

A verificação de que q(t) satisfaz a equação diferencial matricial (4.78) segue o

mesmo racioćınio aplicado nas seções anteriores e não será repetido aqui.

4.3 Simulações

Nesta seção apresentam-se os resultados das simulações numéricas referentes a

resposta de um rotor colocado sobre suportes ŕıgidos devido a seu desbalanço.

Considera-se para tal o modelo de Stodolla-Green 3. mostrado esquematica-

mente na figura (4.1.a) abaixo. Na figura (4.1.b) são mostradas as posśıveis rotações para

este modelo.

3No estudo da dinâmica de equipamentos rotativos tais como, giroscópicos utilizados na orientação
de aeronaves e turbinas para geração de potência, os modelos mais usados na simulação de fenômenos
vibratórios que acontecem nestes são: O modelo de Jeffcott e o modelo de Stodolla-Green. O primeiro
mais utilizado na simulação dos efeitos da resposta ao desbalanço e o segundo, além destes efeitos, simula
o efeitos giroscópicos. Para maiores detalhes veja-se [Ginsberg, 2001], [Vance, 1987] e [Childs, 1997]
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Figura 4.1 Posśıveis rotações do rotor alinhado com o eixo flex́ıvel e com velocidade de

rotação ω

Utilizando-se as equações de Lagrange e algum método para discretizar a parte

espacial que pode ser por exemplo Galerkin ou elementos finitos, obtém-se a seguinte equação

matricial discretizada para o movimento do rotor

Mq̈(t) + (C + G) q̇(t) + Kq(t) = f(t) (4.95)

onde

• q(t) =
[

Yc Zc βY βZ

]T
com

– Yc e Zc deslocamentos do centro geométrico C nas direções Y e Z com

relação ao referencial fixo XY Z

– βY é o ângulo entre o eixo X e a projeção do eixo x sobre o plano XZ

– βZ é o ângulo entre o eixo X e a projeção do eixo x sobre o plano XY

• M é a matriz massa e definida por

M =

















m 0 0 0

0 m 0 0

0 0 Iyy 0

0 0 0 Iyy
















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onde m é a massa do rotor e Iyy é o momento de inércia de massa em torno do

eixo que tem a origem G perpendicular ao eixo x

• G é a matriz giroscópica definida por

G =

















0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 2Ixxω

0 0 −2Ixxω 0

















onde Ixx é o momento de inércia de massa do rotor em torno do eixo que tem

a origem G paralelo ao eixo x e ω a velocidade de rotação do rotor

• C é a matriz de amortecimento definida por

C =

















cω 0 0 0

0 cω 0 0

0 0 cβ 0

0 0 0 cβ

















onde cω e cβ são os coeficientes de amortecimento

• a matriz rigidez K é definida como

K =

















kωω 0 0 kωβ

0 kωω −kωβ 0

0 −kωβ kββ 0

kωβ 0 0 kββ

















onde kωω, kωβ e kββ são os coeficientes de rigidez

• f(t) = mεω2
[

cos ωt sin ωt 0 0
]T

é a força centŕıpeta devido ao desbalanço

do rotor onde m é a massa do rotor, e é a excentricidade e ω é a velocidade de

rotação do rotor
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Consideram-se os seguintes valores para os parâmetros f́ısicos do problema

[Ginsberg, 2001].

e (m) m (kg) ω (rad/s) kωω (N/m) kωβ (N/m)

0.001 20 523.5 0.125 109 0.25 108

kββ (N/m) cω (Ns/m) cβ (Ns/m) Ixx (Kg.m2) Iyy −Kg.m2

0.15 108 10.47 8.48 0.045 0.045

Tabela 4.1 Valores dos parâmetros f́ısicos para o rotor

Nas tabelas (4.2), (4.3), (4.4) e (4.5) a seguir mostram-se os gráficos das com-

ponentes da matriz de Green Γ(t)
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Γ(1, 1) Γ(1, 2)

–3e–05

–2e–05

–1e–05

1e–05

2e–05

3e–05

–0.01 –0.005 0.005 0.01
t

–2e–06

–1e–06

1e–06

2e–06

–0.01 –0.005 0.005 0.01
t

Γ(1, 3) Γ(1, 4)

–0.0002

–0.0001

0.0001

0.0002

–0.01 –0.005 0.005 0.01
t

–0.0002

–0.0001

0.0001

0.0002

–0.01 –0.005 0.005 0.01
t

Tabela 4.2 - Componentes da 1a linha de Γ(t)
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Γ(2, 1) Γ(2, 2)

–2e–06

–1e–06

1e–06

2e–06

–0.01 –0.005 0.005 0.01
t

–3e–05

–2e–05

–1e–05

1e–05

2e–05

3e–05

–0.01 –0.005 0.005 0.01
t

Γ(2, 3) Γ(2, 4)

–0.0002

–0.0001

0.0001

0.0002

t

–0.0002

–0.0001

0.0001

0.0002

–0.01 –0.005 0.005 0.01
t

Tabela 4.3 - Componentes da 2a linha de Γ(t)
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Γ(3, 1) Γ(3, 2)

–0.0002

–0.0001

0.0001

0.0002

–0.01 –0.005 0.005 0.01
t

–0.0002

–0.0001

0.0001

0.0002

t

Γ(3, 3) Γ(3, 4)

–0.04

–0.02

0.02

0.04

–0.01 –0.005 0.005 0.01
t

–0.04

–0.02

0.02

0.04

–0.01 –0.005 0.005 0.01
t

Tabela 4.4 - Componentes da 3a linha de Γ(t)
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Γ(4, 1) Γ(4, 2)

–0.0002

–0.0001

0.0001

0.0002

–0.01 –0.005 0.005 0.01
t

–0.0002

–0.0001

0.0001

0.0002

–0.01 –0.005 0.005 0.01
t

Γ(4, 3) Γ(4, 4)

–0.04

–0.02

0.02

0.04

–0.01 –0.005 0.005 0.01
t

–0.04

–0.02

0.02

0.04

–0.01 –0.005 0.005 0.01
t

Tabela 4.5 - Componentes da 4a linha de Γ(t)

Das tabelas (4.2), (4.3), (4.4) e (4.5) observa-se a periodicidade e a continuidade

das componentes da função de Green Γ(t).

Na tabela (4.7) a seguir apresentam-se os gráficos das componentes da diagonal

da derivada Γ̇(t) da função de Green. A partir destes pode ser observado que a condição de

salto

M
[

Γ̇(0+)− Γ̇(0−)
]

= I

é satisfeita para os elementos da diagonal de Γ̇(t).
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Γ̇(1, 1) Γ̇(2, 2)

–1.6

–1.4

–1.2

–1

–0.8

–0.6

–0.4

–0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

–0.001 –0.0005 0.0005 0.001
t

–1.6

–1.4

–1.2

–1

–0.8

–0.6

–0.4

–0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

–0.001 –0.0005 0.0005 0.001
t

Γ̇(3, 3) Γ̇(4, 4)

35

36

37

38

39

40

–1e–05 –5e–06 0 5e–06 1e–05
t

35

36

37

38

39

40

–1e–05 –5e–06 0 5e–06 1e–05
t

Tabela 4.6 - Componentes da diagonal de Γ̇(t)

As tabelas (4.7), (4.8) e (4.9) a seguir apresentam os gráficos das componentes

de Γ̇(t) que estão fora da diagonal principal. Pode-se observar a continuidade destas com-

ponentes.
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Γ̇(1, 2) Γ̇(1, 3)

–2e–06

–1e–06

1e–06

2e–06

–0.01 –0.005 0.005 0.01
t

–0.0002

–0.0001

0.0001

0.0002

–0.01 –0.005 0.005 0.01
t

Γ̇(1, 4) Γ̇(2, 1)

–0.0002

–0.0001

0.0001

0.0002

–0.01 –0.005 0.005 0.01
t

–2e–06

–1e–06

1e–06

2e–06

–0.01 –0.005 0.005 0.01
t

Tabela 4.7 - Componentes fora da diagonal de Γ̇(t)
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Γ̇(2, 3) Γ̇(2, 4)

–0.0002

–0.0001

0.0001

0.0002

t

–0.0002

–0.0001

0.0001

0.0002

–0.01 –0.005 0.005 0.01
t

Γ̇(3, 1) Γ̇(3, 2)

–0.0002

–0.0001

0.0001

0.0002

–0.01 –0.005 0.005 0.01
t

–0.0002

–0.0001

0.0001

0.0002

t

Tabela 4.8 - Componentes fora da diagonal de Γ̇(t)
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Γ̇(3, 4) Γ̇(4, 1)

–0.04

–0.02

0.02

0.04

–0.01 –0.005 0.005 0.01
t

–0.0002

–0.0001

0.0001

0.0002

–0.01 –0.005 0.005 0.01
t

Γ̇(4, 2) Γ̇(4, 3)

–0.0002

–0.0001

0.0001

0.0002

–0.01 –0.005 0.005 0.01
t

–0.04

–0.02

0.02

0.04

–0.01 –0.005 0.005 0.01
t

Tabela 4.9 - Componentes fora da diagonal de Γ̇(t)

Os gráficos comparativos entre as respostas q(t), devido ao desbalanço f(t) =

meω2
[

cos ωt sin ωt 0 0
]T

obtidas por

q(t) =
∫ T

0
Γ(t− s)f(s)ds

onde Γ(t) é definida por (4.93) (linha verde cont́ınua) e

q(t) = H(iω)f(t) onde H(iω) =
[

(iω2)M + iω (G + C) + K
]−1
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(linha pontilhada azul), são mostrados a seguir.

Re(q(1)) Re(q(2))

–2e–06

–1e–06

1e–06

2e–06

–0.06 –0.04 –0.02 0.02 0.04 0.06
t

–2e–06

–1e–06

1e–06

2e–06

–0.06 –0.04 –0.02 0.02 0.04 0.06
t

Re(q(3)) Re(q(4))

–4e–06

–2e–06

2e–06

4e–06

–0.06 –0.04 –0.02 0.02 0.04 0.06
t

–4e–06

–2e–06

2e–06

4e–06

–0.06 –0.04 –0.02 0.02 0.04 0.06
t

Tabela 4.10 - Gráficos comparativos da parte real de q(t)
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Im(q(1)) Im(q(2))

–2e–06

–1e–06

1e–06

2e–06

–0.06 –0.04 –0.02 0.02 0.04 0.06
t

–2e–06

–1e–06

1e–06

2e–06

–0.06 –0.04 –0.02 0.02 0.04 0.06
t

Im(q(3)) Im(q(4))

–4e–06

–2e–06

2e–06

4e–06

–0.06 –0.04 –0.02 0.02 0.04 0.06
t

–4e–06

–2e–06

2e–06

4e–06

–0.06 –0.04 –0.02 0.02 0.04 0.06
t

Tabela 4.11 - Gráficos comparativos das partes imaginárias de q(t)

Das tabelas (4.10) e (4.11) observa-se que:

• a resposta q(t) é T -periódica pois as partes real é imaginárias são T -periódicas

• as partes, real e imaginária, da resposta coincidem pelas duas formulações uti-

lizadas

Da mesma forma que para sistemas de 1a ordem, obteve-se uma caracteriza-

ção para a função de Green T -periódica em termos da base dinâmica normalizada ma-
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tricial observando-se suas propriedades. Isso possibilita caracterizar também a resposta

T -periódica q(t) em termos da base dinâmica normalizada matricial.

À seguir esta idéia é generalizada para sistema escalares e matriciais de ordem

N .
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5 A RESPOSTA PERIÓDICA EM SISTEMAS DE ORDEM N

Neste caṕıtulo serão considerados sistemas de ordem N , escalares e matriciais.

A função de Green T - periódica é obtida, de forma direta, considerando-se propriedades

de, periodicidade e continuidade, tanto de Γ(t) como de suas derivadas até orden N − 2, e

a propriedade do salto na derivada de ordem N − 1. Esta metodologia é aplicada para um

sistema escalar de ordem N e, após, generalizada para sistema matriciais de ordem N .

5.1 Caso Escalar de Ordem N

Considere o sistema

N
∑

j = 0
bj

d(j)q(t)
dtj

= f(t)

q(0) = q0, q̇(0) = q̇0 , . . . , q(N−1)(0) = q(N−1)
0

(5.1)

onde, f(t) é uma função periódica de peŕıodo T = 2π
ω e bj escalares.

Do método operacional, resulta que a resposta do sistema (5.1), em termos da

resposta impulso, é dada por

q(t) =
∫ t

0
h(t− s)f(s)ds +

N−1
∑

j = 0

hj(t) q(j)
0 (5.2)

onde h(t) satisfaz o problema de valor inicial com condições iniciais impulsivas

N
∑

j = 0
bj

d(j)h(t)
dtj

= 0

h(j)(0) = 0; j = 1 , . . . , N − 2 e bNh(N−1)(0) = 1

(5.3)
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A base dinâmica normalizada {hj(t)}N−1
j = 0 relaciona-se com a base dinâmica

{

h(j)(t)
}N−1

j = 0 por [Moraes, 2002]

hj(t) =
N

∑

i = j+1

h(i−j−1)(t) bi ; j = 0, . . . , N − 1 (5.4)

onde hj(t) satisfaz o problema de valor inicial

N
∑

k = 0
bk

d(k)hj(t)
dtk

= 0 =
N
∑

k = 0

d(k)hj(t)
dtk

bk

d(k)hj(0)
dtk

=







0 ; se k 6= j

1 ; se k = j

(5.5)

para k = 1, . . . , N e j = 0, . . . , N − 1.

Suponha-se que a função de Green T - periódica Γ(t) seja definida como

Γ(t) =































N − 1
∑

j = 0
hj(t) Aj ; 0 ≤ t ≤ T

N − 1
∑

j = 0
hj(t) Bj ; −T < t < 0

(5.6)

onde Aj e Bj são escalares a serem determinados utilizando-se as seguintes propriedades da

função de Green T -periódica, Γ(t)

• periodicidade de Γ(t) e de suas derivadas até ordem N − 1, isto é,

Γ(j)(Γ−) = Γ(j)(0−), j = 0 . . . , N − 2 (5.7)

• continuidade de Γ(t) e de suas derivadas até ordem N − 2 em t = 0, isto é

Γ(j)(0+) = Γ(j)(0−), j = 0 . . . , N − 2 (5.8)
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• condição de salto na derivada de ordem N − 1

bN
[

Γ(N−1)(0+)− Γ(N−1)(0−)
]

= 1 (5.9)

Da periodicidade de Γ(t) e de suas derivadas até ordem N − 2, veja-se (5.7),

segue que
N − 1
∑

j = 0
h(l)

j (Γ) Aj = Bl , l = 0, . . . , N − 1 (5.10)

Da continuidade de Γ(t) e de suas derivadas até ordem N − 2 (5.8) resulta que

Aj = Bj j = 0, . . . , N − 2 (5.11)

e da condição de salto imposta sobre ΓN−1(t) (5.9) obtem-se que

AN−1 = BN−1 + b−1
N (5.12)

É importante salientar o que na obtenção das relações (5.10), (5.11) e (5.9)

usa-se fortemente as propriedades da base dinâmica normalizada (veja-se (5.3) e (5.24)).

Nestas condições, usando-se (5.10), (5.11) e (5.12), ve-se que os coeficientes

Bj ; j = 0, . . . , N − 1 satisfazem o seguinte sistema de equações N ×N

















1− h0(T ) −h1(T ) . . . −hN−1(T )

−ḣ0(T ) 1− ḣ1(T ) . . . −ḣN−1(T )
...

...
...

...

−h(N−1)
0 (T ) −h(N−1)

1 (T ) . . . 1− h(N−1)
N−1 (T )

































B0

B1
...

BN−1

















=

















hN−1(T )b−1
N

ḣN−1(T )b−1
N

...

h(N−1)
N−1 (T )b−1

N

















(5.13)

Observa-se, da mesma forma que para sistemas de 2a ordem, que a matriz dos

coeficientes do sistema (5.13) é exatamente I − eΓA. Supondo que ω /∈ σ(I − eΓA), isto é,
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seja inverśıvel, tem-se que

Γ(t) =































N − 2
∑

j = 0
hj(t) Bj +

(

BN−1 + b−1
N−1

)

hN−1(t) ; 0 ≤ t ≤ T

N − 1
∑

j = 0
hj(t) Bj ; −T ≤ t ≤ 0

(5.14)

e dáı a única solução de (5.1) T - periódica é dada por

q(t) =
∫ Γ

0
Γ(t− s)f(s)ds (5.15)

Assim obteve-se uma caracterização da função de Green T -periódica Γ(t) em

termos da base dinâmica normalizada , e conseqüentemente a resposta T -periódica q(t),

para sistemas escalares de ordem n.

Com o objetivo de ilustrar a metodologia desenvolvida nesta seção e mostrar

sua validade, apresentam-se a seguir os resultados das simulações para um sistema escalar

de ordem 6.

5.1.1 Simulações

Considere-se o seguinte sistema acadêmico

d4q
dt4

(t) + 25
d3q
dt3

(t) + 281
d2q
dt2

(t) + 1639
dq
dt

(t) + 4096q(t) = f(t) (5.16)

Para o sistema (5.16) acima, a resposta impulso (solução dinâmica ou solução

fundamental) do sistema é dada por

h(t) = 0.00204e−7.2568t cos(2.1341t) + 0.01034e−7.25679t sin(2.1341t)−

0.00204e−5.24320t cos(6.6406t)− 0.00271e−5.24320t sin(6.6406t)
(5.17)
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De (5.17) e (5.4) segue que os elementos da base dinâmica normalizada hj(t)

são
h0(t) = 1639h(t) + 281ḣ(t) + 25ḧ(t) +

...
h (t)

h1(t) = 281h(t) + 25ḣ(t) + ḧ(t)

h2(t) = 25h(t) + ḣ(t)

h3(t) = h(t)

(5.18)

onde hj(t) satisfaz (5.24) para j = 1 . . . , 3.

Na tabela (5.1)a seguir são apresentados os gráficos de Γ(t) e suas derivadas

até ordem 3.

Γ(t) Γ̇(t)

0.0001

0.0002

0.0003

0.0004

0.0005

–0.6 –0.4 –0.2 0.2 0.4 0.6
t

–0.0016

–0.0014

–0.0012

–0.001

–0.0008

–0.0006

–0.0004

–0.0002

0.0002

0.0004

0.0006

0.0008

0.001

0.0012

0.0014

0.0016

0.0018

0.002

0.0022

–0.6 –0.4 –0.2 0.2 0.4 0.6
t

Γ̈(t)
...
Γ(t)

–0.01

0.01

0.02

0.03

–0.6 –0.4 –0.2 0.2 0.4 0.6
t

–0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

1

–0.6 –0.4 –0.2 0.2 0.4 0.6
t

Tabela 5.1 - Gráficos de Γ(t) e suas derivadas



93

Observa-se da tabela (5.1) a periodicidade da função de Green Γ(t) e de suas

derivadas até ordem 3 bem como a sua continuidade e de suas derivadas até ordem 2. A

derivada de ordem 3, Γ(3)(t), apresenta uma descontinuidade do tipo salto, com magnitude

unitária em t = 0.

Na simulação da resposta T -periódica q(t) considera-se f(t) = e10it + 20e20it +

3e40it sendo esta obtida utilizando-se:

• q(t) =
∫ Γ

0 Γ(t− s)f(s)ds onde Γ(t) é definida por (5.14) e designada pela linha

cont́ınua verde

• q(t) = H(iω)f(t) onde a resposta em freqüência é

H(iω) =
[

(iω)4 + 25(iω)3 + 281(iω)2 + 1639(iω) + 4096
]−1

e designada pela linha pontilhada em azul

Re(q(t)) Im(q(t))

–0.00016

–0.00014

–0.00012

–0.0001

–8e–05

–6e–05

–4e–05

–2e–05

2e–05

4e–05

6e–05

8e–05

0.0001

0.00012

0.00014

t

–0.00016

–0.00014

–0.00012

–0.0001

–8e–05

–6e–05

–4e–05

–2e–05

2e–05

4e–05

6e–05

8e–05

0.0001

0.00012

0.00014

t

Tabela 5.2 - Gráficos das partes real e imaginária de q(t)

Observa-se da tabela (5.2) acima o caráter periódico da resposta q(t). Vê-se

também que as respostas obtidas pelas duas formulações são coincidentes.
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Na próxima seção obtém-se a função de Green periódica para sistema matriciais

de ordem N .

5.2 Sistema Matricial de Ordem N

Considere o sistema matricial de ordem N descrito por

N
∑

j = 0
bj

d(j)q(t)
dtj

= f(t)

q(0) = q0, q̇(0) = q̇0 , . . . , q(N−1)(0) = q(N−1)
0

(5.19)

onde

• bj j = 0, . . . , N são matrizes constantes de ordem n

• f(t) é um vetor n × 1 periódico de peŕıodo Γ = 2π
ω , onde ω é a freqüência de

entrada

• q(t) é um vetor de ordem n de coordenadas generalizadas

Do método operacional, resulta que a resposta do sistema (5.19), em termos da

resposta impulso matricial, é dada por

q(t) =
∫ t

0
h(t− s)f(s)ds +

N−1
∑

j = 0

hj(t) q(j)
0 (5.20)

onde, h(t) satisfaz o problema matricial de valor inicial com condições iniciais impulsivas

N
∑

j = 0
bj

d(j)h(t)
dtj

= 0

h(j)(0) = 0; j = 1 , . . . , N − 2 e bNh(N−1)(0) = I
(5.21)

e os elementos hj da base dinâmica normalizada {hj(t)}N−1
j = 0, são definidos como

hj(t) =
N

∑

i = j+1

h(i−j−1)(t) bi ; j = 0, . . . , N − 1 (5.22)
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Estes relacionam-se com os elementos da base dinâmica
{

h(j)(t)
}N−1

j = 0 por

hj(t) =
N

∑

i = j+1

h(i−j−1)(t) bi ; j = 0, . . . , N − 1 (5.23)

onde estes hj(t) satisfazem os problemas matriciais de valor inicial

N
∑

k = 0
bk

d(k)hj(t)
dtk

= 0 =
N
∑

k = 0

d(k)hj(t)
dtk

bk

d(k)hj(0)
dtk

=







0 ; se k 6= j

I ; se k = j

(5.24)

para k = 1, . . . , N e j = 0, . . . , N − 1.

Suponha-se que a função de Green T - periódica Γ(t) seja definida como

Γ(t) =































N − 1
∑

j = 0
hj(t) Aj ; 0 < t < T

N − 1
∑

j = 0
hj(t) Bj ; −T < t < 0

(5.25)

onde Aj e Bj são matrizes constantes n×n a serem determinadas utilizando-se as seguintes

propriedades da função Γ(T ):

• periodicidade de Γ(t) e de suas derivadas até ordem N − 1, isto é,

Γ(j)(Γ−) = Γ(j)(0−), j = 0 . . . , N − 2 (5.26)

• continuidade de Γ(t) e de suas derivadas até ordem N − 2 em t = 0, isto é

Γ(j)(0+) = Γ(j)(0−), j = 0 . . . , N − 2 (5.27)

• condição de salto na derivada de ordem N − 1

bN
[

Γ(N−1)(0+)− Γ(N−1)(0−)
]

= I (5.28)
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onde I é a matriz identidade de ordem n

Considerando a periodicidade de Γ(t) e de suas derivadas até ordem N − 1 (5.26) segue que

N − 1
∑

j = 0
h(l)

j (Γ) Aj = Bl, l = 0, . . . , N − 1 (5.29)

Da continuidade de Γ(t) e de suas derivadas até ordem N−2 (5.27) resulta que

Aj = Bj; j = 0, . . . , N − 2 (5.30)

Da condição de salto (5.28) imposta sobre ΓN−1(t) vem que

AN−1 = BN−1 + b−1
N (5.31)

Nestas condições, usando-se (5.29), (5.30) e (5.31) ve-se que os coeficientes

Bj ; j = 0, . . . , N − 1 satisfazem o seguinte sistema de equações nN × nN

















I− h0(T ) −h1(T ) . . . −hN−1(T )

−ḣ0() I− ḣ1(T ) . . . −ḣN−1(T )
...

...
...

...

−h(N−1)
0 (T ) −h(N−1)

1 (T ) . . . I− h(N−1)
N−1 (T )

































B0

B1
...

BN−1

















=

















hN−1(T )b−1
N

ḣN−1(T )b−1
N

...

h(N−1)
N−1 (T )b−1

N

















(5.32)

Observa-se que a matriz dos coeficientes do sistema (5.32) é exatamente I−eΓA.

Supondo que ω /∈ σ(I− eΓA), isto é, seja inverśıvel, tem-se que

Γ(t) =































N − 2
∑

j = 0
hj(t) Bj +

(

BN−1 + b−1
N−1

)

hN−1(t) ; 0 ≤ t ≤ T

N − 1
∑

j = 0
hj(t) Bj ; −T ≤ t ≤ 0

(5.33)

e dáı a única solução de (5.19) T - periódica é dada por

q(t) =
∫ Γ

0
Γ(t− s)f(s)ds (5.34)
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onde os coeficientes matriciais Bj , j = 1, . . . , N − 1, definidos em (5.33) satisfazem o

sistema (5.32).

5.3 Condições Iniciais da Solução Periódica

Para o problema descrito por (5.19) a solução T - periódica é dada por (5.34)

onde hj é definido em (5.22).

Supondo-se que f(t) = ei ω tV, pelo método dos coeficientes a determinar, tem-

se que q(t) = ei ω tU onde V e U são vetores constantes n × 1. Substituindo-se f(t) e q(t)

em (5.19), vem que

q(t) = H(i ω)Vei ω t (5.35)

onde

H(i ω) =

(

N
∑

j = 0

(i ω)jbj

)−1

(5.36)

é a resposta em freqüência do sistema (5.19). De (5.35) decorre que

q(0) = q0 = H(i ω)V (5.37)

Derivando k vezes (5.37) e substituindo-se em (5.20) vem que

q(t) =
∫ t

0
h(t− s)ei ω sds +

N−1
∑

k = 0

(i ω)khk(t) H(i ω)V (5.38)

onde hk é dado por (5.22).

Por outro lado

q0 =
∫ Γ

0
Γ(−s)ei ω sVds (5.39)

donde vem, por simples diferenciação de (5.34), que

q(k)
0 =

∫ Γ

0
Γ(k)(−s)ei ω sVds (5.40)
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Substituindo-se (5.40) em (5.20) obtém-se

q(t) =
∫ t

0
h(t− s)ei ω sds +

N−1
∑

k = 0

hk(t)
∫ Γ

0
Γ(k)(−s)ei ω sVds (5.41)

Por outro lado, substituindo-se (5.34) em (5.19) e integrando por partes, obtém-

se que
(∫ Γ

0
Γ(t− s)ei ω sds

)

V = H(i ω)ei ω tV (5.42)

donde, para t = 0, tem-se que

(∫ Γ

0
Γ(−s)ei ω sds

)

V = H(i ω)V (5.43)

Observe-se então que a resposta em freqüência será dada por

∫ Γ

0
Γ(−s)ei ω sds = H(i ω) (5.44)

ou mais geralmente

∫ Γ

0
Γ(k)(−s)ei ω sds = (i ω)kH(i ω) k = 0, . . . , N − 1 (5.45)

ou seja,

H(i ω) =
1

(i ω)k

∫ Γ

0
Γ(k)(−s)ei ω sds k = 0, . . . , N − 1 (5.46)

Obteve-se aqui uma fórmula fechada para o cálculo da resposta em freqüência

em termos da função de Green T -periódica, de suas derivadas e de uma força oscilatória.

Esta independe da ordem do sistema. Para excitações gerais veja-se [Claeyssen, 1999] e

[Claeyssen, Garibotti, Tsukasan, Costa, 2003].
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6 O PROBLEMA DA CENTRı́FUGA

Máquinas centŕıfugas são largamente utilizadas na indústria téxtil, mais especi-

ficamente, na produção de fios sintéticos. A figura abaixo mostra esquematicamente uma

dessas máquinas [Starzinski, 1977].

Figura 6.1 máquina centŕıfuga

A centŕıfuga é uma combinação de um eixo acionado elétricamente e um recipi-

ente misturador colocado na extremidade de um eixo vertical em balanço. Segundo [Starzin-

skii, 1977], dados experimentais sobre o funcionamento destas máquinas, demonstram que as

vibrações forçadas devido ao desbalanço do eixo rotor correspondem exatamente as soluções

periódicas.

Neste caṕıtulo será feita a apresentação da equação matricial que rege o movi-

mento da centŕıfuga. Tal equação é fracamente não linear e a obtenção da solução periódica

é obtida utilizando-se o método de Poincaré, método este, originário da teoria de pequenas

perturbações em mecânica celeste. Existe uma vasta literatura sobre métodos perturbativos

com a finalidade de estudar problemas oscilatórios com linearidades fracas, dentre os quais

pode-se citar, expansão direta, média (averaging), renormalização, múltiplas escalas, dentre

outros [Bogoliubov, 1961], [Nayfeh, 1973], [Nayfeh, 1981], [Kevorkian, 1985] e [Murdock,

1991].
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Além disso, apresentam-se os resultados das simulações da resposta ao des-

balanço do eixo rotor da centŕıfuga, obtidos com o uso da função Γ(t) definida por (4.93) e

estes comparados com resultados anaĺıticos existentes na bibliografia, mais especificamente

em [Starzinski, 1977].

6.1 Equação do Movimento

Suponha-se que o eixo rotor é flex́ıvel, isto é, a freqüência fundamental das

vibrações transversais é menor que sua velocidade de rotação.

Considere-se o sistema fracamente não linear descrito pela equação

Mq̈(t) + Gq̇(t) + Kq(t) = f(t) + εg(t, q, q̇, ε) (6.1)

onde

• M, G e K são matrizes reais, constantes n× n e tais que

M = MT , G = −GT e K = KT

• f(t) é um vetor n × 1 com componentes cont́ınuas por partes, integráveis de

peŕıodo Γ = 2 π
ω

• g(t, q, q̇, ε) é um vetor n× 1 formado por funções anaĺıticas na variável ε, para

ε = 0, sendo que Γ é periódica em t e tendo quantas derivadas forem necessárias

com relação a q e q̇

• ε uma parâmetro pequeno, ε � 1, geralmente relacionado com a amplitude de

vibração do sistema [Moura, 2001]

Salienta-se que para ε = 0, tem-se o sistema

Mq̈(t) + Gq̇(t) + Kq(t) = f(t) (6.2)
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dito problema não perturbado, ou seja, o problema (6.1) é obtido do problema (6.2) por

uma pequena perturbação.

Para o sistema em questão as matrizes M, G, K e os vetores f(t) e g(t) estão

definidos como segue [Starzinski, 1977]

M =











m 0 0

0 k1

0 0 A











, G =











0 0 0

0 −i ω k0 0

0 0 0











, K =











c11 −c12 −c13

−c12 c22 c23

−c13 c23 c0
33 + f











e

f =











m e ω2 ei ω t

0

0











, g(t) =











g1

g2

g3











onde g1, g2 e g3 são definidos como segue

g1 = m [u̇1 + i ei ω t] (χ0 + χ1|u̇1|2) + h c11 (u̇1 − i ω u1)−

−h c12 (u̇2 − i ω u2)− h c13 (u̇3 − i ω u3)
(6.3)

g2 =
(

1
2i ω k0 + c21 u1 − c22 u2 − c23 u3

)

|u̇2|2−

− (iω k0 − 2k1u̇1) Re (u2u̇2) + +h c21 (u̇2 − i ω u2)−

−h c22 (u̇2 − i ω u2)− h c13 (u̇3 − i ω u3)

(6.4)

g3 = h c31 (u̇2 − i ω u2)− h c31 (u̇1 − i ω u1)−

−h c32 (u̇2 − i ω u2)− h c0
33 (u̇3 − i ω u3)− A χ2u̇3

(6.5)

Os parâmetros f́ısicos do problema são

• m - massa do rotor - (Kg)

• ω - velocidade de rotação do eixo rotor - (rad/s)

• e - excentricidade linear, neste problema considerado pequeno em relação aos

demais termos da equação diferencial - (m)

• k0 - momento de inércia de massa polar do rotor (kg.m2)
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• k1 - momento de inércia de massa equatorial do rotor (kg.m2)

• χ0, χ1 e χ2 coeficientes das forças dissipativas externas - (N.s/Kg.m)

• h - coeficiente de atrito interno para o material do eixo (N.s/m)

• ckj = cjk e c0
33 parâmetros de projeto do sistema mecânico

• f - rigidez do absorvedor (2) relativo ao deslocamento angular do mancal do

eixo (1)

As componentes do vetor q(t), u1, u2 e u3 são definidas como segue

u1 = η + i ξ u2 = α1 + i β1 u3 = ψ + i ϕ (6.6)

onde

• η e ξ coordenadas do centróide do elemento ŕıgido do rotor (5) e do recipiente

misturador (3)

• α1 e β1 ângulos de Résal caracterizando a direção tangente do eixo vertical

elástico em balanço (4) no ponto onde a porção ŕıgida do rotor é montada

• ψ e ϕ ângulos de desvio entre o mancal do eixo flex́ıvel com o eixo fixo x

Por outro lado, supondo que f = f1 + i f2, g = gR + i gIm e f = q1 + i q2, obtém-se







Mq̈1(t) + Gq̇1(t) + Kq1(t) = f1(t) + εg1(t, q, q̇, ε)

Mq̈2(t) + Gq̇2(t) + Kq2(t) = f2(t) + εg2(t, q, q̇, ε)
(6.7)

ou seja, tanto a parte real como a imaginária satisfazem (6.1), onde

q1 =











η

α1

ψ











q2 =











ξ

β1

ϕ











(6.8)
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f1 =











m ω2 e cos(ω t)

0

0











f2 =











m ω2 e sin(ω t)

0

0











(6.9)

e

gR = Re (g (t,q, q̇)) gIm = Im (g (t,q, q̇)) (6.10)

Esta formulação alternativa faz com que os coeficientes matriciais envolvidos

dupliquem o seu tamanho aumentando a complexidade computacional e, conseqüentemente,

o tempo de máquina acarretando um maior custo computacional.

Na próxima seção, será aplicado o método de Poincaré ao sistema (6.1) para

obter sua resposta periódica. Usar-se-a o que foi desenvolvido no caṕıtulo anterior, ou seja, a

resposta periódica será escrita em termos da função de Green Γ-periódica obtida no caṕıtulo

precedente.

6.2 O Método de Poincaré

O método de Poincaré, assim como os demais métodos perturbativos já citados

neste trabalho, procura expansões da forma

q(t, ε) = q(0)(t) +
∞

∑

i = 1

εiq(i)(t) (6.11)

onde

• q(i)(t) é dita perturbação de ordem i, ou de ia ordem, ou ainda correção de

ordem i

• q(t, ε) é a resposta perturbada

• q(0) a resposta não perturbada, ou seja, satisfaz a equação (6.1) para ε = 0

• ε um parâmetro pequeno, ou seja, ε � 1, geralmente relacionado com a ampli-

tude de vibração do sistema.
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O número de correções a serem calculadas depende da natureza do problema

estudado. Na prática são necessárias apenas as correções de baixa ordem.

A idéia é procurar expansões do tipo (6.11), que sejam anaĺıticas e uniformes

numa vizinhança da posição de equiĺıbrio. Uniforme significa que as correções obedeçam a

seguinte relação de ordem

O(q(0)(t)) > O(q(1)(t)) > . . .

ou seja, as correções calculadas não devem crescer tanto, a medida que t aumenta, de modo

a ficar com ordem idêntica ou maior a ordem de q(0)(t). Neste caso, a expansão (6.11) é

válida teoricamente para todo t.

A não uniformidade da expansão (6.11) deve-se, em grande parte, ao apareci-

mento de termos seculares 1. Estes fazem com que a expansão deixe de ser válida para todo

t e passe a ser válida para tempos da ordem de ε−1. Neste caso, a eliminação dos termos

seculares é fundamental para a uniformidade da expansão (6.11).

Expandindo o 2o membro de (6.1) em série de Taylor em torno da posição de

equiĺıbrio (q(0), q̇(0), 0), substituindo (6.11) em (6.1) e igualando os termos de mesma ordem,

isto é, mesma potência de ε, obtém-se

Mq̈(0)(t) + Gq̇(0)(t) + Kq(0)(t) = f(t) (6.12)

Mq̈(1)(t) + Gq̇(1)(t) + Kq(1)(t) = g(t,q(0), q̇(0), 0) (6.13)

Mq̈(2)(t) + Gq̇(2)(t) + Kq(2)(t) =
(

∂g
∂q

)

(0)
q(1) +

(

∂g
∂q̇

)

(0)
q̇(1) +

(

∂g
∂ε

)

(0)
(6.14)

onde
(

∂g
∂q̇

)

(0)
e

(

∂g
∂ε

)

(0)
são, respectivamente, as matrizes Jacobiana e Hesseana do vetor

g(t) calculadas na posição de equiĺıbrio (q(0), q̇(0), 0).

1Matematicamente, estes termos são caracterizados como produtos do tipo εtn sin(ωt) ou εtn cos(ωt).
Em aplicações na área de astronomia, mais especificamente no movimento de planetas, o parâmetro ε é
tomado pequeno e o efeito destes termos só pode ser sentido após longos peŕıodos, da ordem de um século.
Para maiores detalhes veja-se [Kervokian, 1981], [Nayfeh, 1973], [Nayfeh, 1981].
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A solução Γ-periódica de (6.12) e as correções de 1a e 2a ordem são dadas,

respectivamente, por

q(0)(t) =
∫ T

0
Γ(t− s)f(s)ds (6.15)

q(1)(t) =
∫ T

0
Γ(t− s)g(s,q(0)(s), q̇(0)(s), 0)ds (6.16)

q(2)(t) =
∫ T

0
Γ(t− s)

[

(

∂g
∂q̇

)

(0)
q(1)(s) +

(

∂g
∂ε

)

(0)
q̇(1)(s) +

(

∂g
∂ε

)

(0)

]

ds (6.17)

onde a função de Green Γ-periódica é dada por (4.93). Então a resposta do sistema pertur-

bado (6.1) é dada por

q(t, ε) = q(0)(t) + εq(1)(t) + ε2q(2)(t) (6.18)

onde q(0)(t), q(1)(t) e q(2)(t) são dadas, respectivamente, por (6.15), (6.16) e (6.17). Para a

convergência do método de Poincaré veja-se [Hale, 1969], Teor. 2.1, sec. IV., pág. 139-156.

Na próxima seção serão apresentados os resultados das simulações utilizando-se

a formulação desenvolvida e descrita nas seções anteriores (veja-se seção 4.2.3).

6.3 Simulações

Considerando-se o problema descrito por (6.1), a solução Γ-periódica do prob-

lema não perturbado descrito por (6.2) e as correções para a obtenção da solução Γ-periódica

do problema perturbado são dadas por (6.15), (6.16) e (6.17).

Os valores dos parâmetros f́ısicos considerados nas simulações numéricas estão

mostrados na tabela (6.1).

grandeza m ω e A ξ0 ξ1 ξ2 h c11

valores 10 300 0.0001 0.004 0.2 0.3 0.4 1 700

grandeza c12 c13 c22 c23 c33 c0
33 f k0 k1

valores 10000 30000 75000 20000 60000 50000 50000 0.04 0.002

Tabela 6.1 - Valores dos parâmetros f́ısicos para a centŕıfuga
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A seguir, nas tabelas (6.2) e (6.3), são apresentados os gráficos das partes, real

e imaginária, das componentes da matriz resposta impulso h(t).

Re(h(1, 1)) Re(h(1, 2) Re(h(1, 3)

–0.001

–0.0005

0

0.0005

0.001

2 4 6 8 10
t

–8e–05

–6e–05

–4e–05

–2e–05

0

2e–05

4e–05

6e–05

8e–05

2 4 6 8 10
t

–0.0003

–0.0002

–0.0001

0

0.0001

0.0002

0.0003

2 4 6 8 10
t

Re(h(2, 1)) Re(h(2, 2)) Re(h(1, 1))

–8e–05

–6e–05

–4e–05

–2e–05

0

2e–05

4e–05

6e–05

8e–05

2 4 6 8 10
t

–0.06

–0.04

–0.02

0

0.02

0.04

0.06

2 4 6 8 10
t

–0.02

–0.01

0

0.01

0.02

2 4 6 8 10
t

Re(h(3, 1)) Re(h(3, 2)) Re(h(3, 3))

–0.0003

–0.0002

–0.0001

0

0.0001
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2 4 6 8 10
t

–0.02

–0.01

0

0.01

0.02

2 4 6 8 10
t

–0.04

–0.02

0

0.02

0.04

2 4 6 8 10
t

Tabela 6.2 - Componentes da parte real de h(t)
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Im(h(1, 1)) Im(h(1, 2) Im(h(1, 3)
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–2e–05
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0

5e–06
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–0.01

0

0.01
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2 4 6 8 10
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–0.02

0

0.02

0.04

2 4 6 8 10
t

Tabela 6.3 - Componentes da parte imaginária de h(t)

A seguir são mostrados os gráficos da parte real da função de Green T -periódica

obtida utilizando (4.93). Observa-se a continuidade e a periodicidade de Re(Γ(t)).



108

Re(Γ(1, 1)) Re(Γ(1, 2)) Re(Γ(1, 3))
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Tabela 6.4 - Componentes da parte real de Γ(t)

Os gráficos a seguir mostram a parte imaginária da função Γ(t). Nestes também

verifica-se a continuidade e a periodicidade de Im(Γ(t)).



109

Im(Γ(1, 1)) Im(Γ(1, 2)) Im(Γ(1, 3))
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–0.02

–0.01

0.01

0.02

0.03

0.04

–0.02 –0.01 0.01 0.02
t

–0.06

–0.04

–0.02

0.02

0.04

0.06

–0.02 –0.01 0.01 0.02
t

Tabela 6.5 - Componentes da parte imaginária de Γ(t)

A seguir apresentam-se os gráficos das componentes das partes real e imaginária

de Γ̇(t).
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Re(Γ̇(1, 1)) Re(Γ̇(1, 2)) Re(Γ̇(1, 3))

–0.4

–0.2

0.2

0.4

–0.02 –0.01 0.01 0.02
t

–0.018

–0.016

–0.014

–0.012

–0.01

–0.008

–0.006

–0.004

–0.002

0.002

0.004

0.006

0.008

0.01

0.012

0.014

0.016

0.018

–0.02 –0.01 0.01 0.02
t

–0.04

–0.02

0.02

0.04

–0.02 –0.01 0.01 0.02
t

Re(Γ̇(2, 1)) Re(Γ̇(2, 2)) Re(Γ̇(2, 3))

–0.018

–0.016

–0.014

–0.012

–0.01

–0.008

–0.006

–0.004

–0.002

0.002

0.004

0.006

0.008

0.01

0.012

0.014

0.016

0.018

–0.02 –0.01 0.01 0.02
t

–1

–0.5

0.5

1

–0.001 –0.0005 0.0005 0.001
t

–180

–160

–140

–120

–100

–80

–60

–40

–20

20

40

60

80

100

120

140

160

180

–0.02 –0.01 0.01 0.02
t

Re(Γ̇(3, 1)) Re(Γ̇(3, 2)) Re(Γ̇(3, 3))

–0.04

–0.02

0.02

0.04

–0.02 –0.01 0.01 0.02
t

–180

–160

–140

–120

–100

–80

–60

–40

–20

20

40

60

80

100

120

140

160

180

–0.02 –0.01 0.01 0.02
t

–1

–0.5

0.5

1

–0.001 –0.0005 0.0005 0.001
t

Tabela 6.6 - Componentes da parte real de Γ̇(t)
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Im(Γ̇(1, 1)) Im(Γ̇(1, 2)) Im(Γ̇(1, 3))

–2e–06

2e–06

4e–06

–0.02 –0.01 0.01 0.02
t

–0.016

–0.014

–0.012

–0.01

–0.008

–0.006

–0.004

–0.002

0.002

0.004

0.006

0.008

0.01

0.012

0.014

0.016

0.018

0.02

–0.02 –0.01 0.01 0.02
t

–0.04

–0.02

0.02

0.04

–0.02 –0.01 0.01 0.02
t

Im(Γ̇(2, 1)) Im(Γ̇(2, 2)) Im(Γ̇(2, 3))

–0.016

–0.014

–0.012

–0.01

–0.008

–0.006

–0.004

–0.002

0.002

0.004

0.006

0.008

0.01

0.012

0.014

0.016

0.018

0.02

–0.02 –0.01 0.01 0.02
t

–800

–600

–400

–200

200

400

600

800

–0.02 –0.01 0.01 0.02
t

–200

–180

–160

–140

–120

–100

–80

–60

–40

–20

20

40

60

80

100

120

140

160

180

t

Im(Γ̇(3, 1)) Im(Γ̇(3, 2)) Im(Γ̇(3, 3))

–0.04

–0.02

0.02

0.04

–0.02 –0.01 0.01 0.02
t

–200

–180

–160

–140

–120

–100

–80

–60

–40

–20

20

40

60

80

100

120

140

160

180

t

–300

–200

–100

100

200

300

–0.02 –0.01 0.01 0.02
t

Tabela 6.7 - Componentes da parte imaginária de Γ̇(t)

Observa-se na diagonal da tabela (6.6) que o salto ocorre justamente na parte

real de Γ̇(t) e satisfaz a propriedade (4.7), fato este facilmente verificável analiticamente
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pois

M
[

Γ̇(0+)− Γ̇(0−)
]

= I

onde I é a identidade de ordem n. Mas

Γ̇(t) = Re(Γ̇(t)) + iIm(Γ̇(t))

donde segue, por igualdade de números complexos, que

M
[

Re(Γ̇(0+))−Re(Γ̇(0−))
]

= I

A continuidade de Γ(t) em t = 0 implica na continuidade de Re(Γ(t)) e

Im(Γ(t)) neste ponto, como pode ser visualizado nos gráficos apresentados nas tabelas

(6.4) e (6.5). Anaĺıticamente tem-se que

lim
t−>0+

Γ(t) = lim
t−>0−

Γ(t)

ou seja

lim
t−>0+

Re(Γ(t)) = lim
t−>0−

Re(Γ(t))

e

lim
t−>0+

Im(Γ(t)) = lim
t−>0−

Im(Γ(t))

A seguir compara-se a de resposta do sistema (6.12) de duas maneiras: uti-

lizando (6.15) (linha continua verde) e a resposta em freqüência (pontilhado azul), ou seja,

q(0)(t) = H(i ω)Vei ω t (6.19)

onde

H(i ω) =
[

(iω)2M + (iω)G + K
]−1
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Re(q(0)
1 (t)) Re(q(0)

2 (t)) Re(q(0)
3 (t))

–0.0001

–5e–05

0

5e–05

0.0001

0.05 0.1 0.15 0.2
t

–6e–06

–4e–06

–2e–06

0

2e–06

4e–06

6e–06

0.05 0.1 0.15 0.2
t

–2e–05

–1e–05

0

1e–05

2e–05

0.05 0.1 0.15 0.2
t

Tabela 6.8 - Comparação entre as partes reais das componentes das respostas obtidas com

a desenvolvida e a resposta em freqüência

Im(q(0)
1 (t)) Im(q(0)

2 (t)) Im(q(0)
3 (t))

–0.0001

–5e–05

0

5e–05

0.0001

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
t

–6e–06

–4e–06

–2e–06

0

2e–06

4e–06

6e–06

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
t

–2e–05

–1e–05

0

1e–05

2e–05

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
t

Tabela 6.9 - Comparação entre as partes imaginárias das componentes das respostas obtidas

com a resposta em freqüência

Considerando (6.16) obtem-se a correção de 1a ordem para o problema descrito

por (6.1). A seguir são mostrados os gráficos comparativos entre a resposta em freqüência,

isto é

q(1)(t) = H(i ω)g
(

t,q(0)(t), q̇(0)(t), 0
)

(6.20)
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Re(q(1)
1 (t)) Re(q(1)

2 (t)) Re(q(1)
3 (t))

–4e–09

–2e–09

0

2e–09

4e–09

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
t

–2e–10

–1e–10

0

1e–10

2e–10

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
t

–1.4e–09

–1.2e–09

–1e–09

–8e–10

–6e–10

–4e–10

–2e–10

0

2e–10

4e–10

6e–10

8e–10

1e–09

1.2e–09

1.4e–09

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
t

Tabela 6.10 - Comparação entre as partes reais das componentes das correções de 1a ordem

obtidas com (6.16) e (6.20)

Im(q(1)
1 (t)) Im(q(1)

2 (t)) Im(q(1)
3 (t))

–4e–09

–2e–09

0

2e–09

4e–09

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
t

–2e–10

–1e–10

0

1e–10

2e–10

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
t

–1.4e–09

–1.2e–09

–1e–09

–8e–10

–6e–10

–4e–10

–2e–10

0

2e–10

4e–10

6e–10

8e–10

1e–09

1.2e–09

1.4e–09

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
t

Tabela 6.11 - Comparação entre as partes imaginárias das componentes das correções de

1a ordem obtidas com (6.16) e (6.20)

Nos gráficos a seguir, as partes real e imaginária, da correção de 2a ordem, dada

por (6.17), serão comparadas com as partes real e imaginária de

q(2)(t) = H(i ω)

[

(

∂g
∂q̇

)

(0)
q(1)(s) +

(

∂g
∂ε

)

(0)
q̇(1)(s) +

(

∂g
∂ε

)

(0)

]

(6.21)
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Re(q(2)
1 (t)) Re(q(2)

2 (t)) Re(q(2)
3 (t))

–4e–09

–2e–09

0

2e–09

4e–09

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
t

–1e–08

–5e–09

0

5e–09

1e–08

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
t

–4e–10

–2e–10

0

2e–10

4e–10

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
t

Tabela 6.12 - Comparação entre as partes reais das componentes das correções de 2a ordem

obtidas com (6.17) e (6.21)

Im(q(2)
1 (t)) Im(q(2)

2 (t)) Im(q(2)
3 (t))

–4e–09

–2e–09

0

2e–09

4e–09

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
t

–1e–08

–5e–09

0

5e–09

1e–08

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
t

–4e–10

–2e–10

0

2e–10

4e–10

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
t

Tabela 6.13 - Comparação entre as partes imaginárias das componentes das correções de

2a ordem obtidas com (6.17) e (6.21)

A seguir apresentam-se os gráficos das partes, real e imaginária, das compo-

nentes da solução T -periódica de (6.1) considerando-se (6.18) para diferentes valores do

parâmetro ε. A comparação é feita com q(0). Considera-se o vermelho para q(0), o preto

para ε = 10 e o verde para ε = 0.1. O valor ε = 10 foi considerado com a finalidade de

mostrar o afastamento do problema não perturbado devido ao efeito da não linearidade.
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Re(q(0)(1))×Re(q(1)) Re(q(0)(2))×Re(q(2)) Re(q(0)(1))×Re(q(3))

–0.0001

–5e–05

0

5e–05

0.0001

0.16 0.18 0.2 0.22 0.24 0.26
t

–6e–06

–4e–06

–2e–06

0

2e–06

4e–06

6e–06

0.16 0.18 0.2 0.22 0.24 0.26
t

–2e–05

–1e–05

0

1e–05

2e–05

0.16 0.18 0.2 0.22 0.24 0.26
t

Tabela 6.14 - Comparação entre as partes reais das componentes da resposta perturbada,

dada por (6.18), com q(0)

Im(q(0)(1))× Im(q(1)) Im(q(0)(2))× Im(q(2)) Im(q(0)(3))× Im(q(3))

–0.0001

–5e–05

0

5e–05

0.0001

0.16 0.18 0.2 0.22 0.24 0.26
t

–6e–06

–4e–06

–2e–06

0

2e–06

4e–06

6e–06

0.16 0.18 0.2 0.22 0.24 0.26
t

–2e–05

–1e–05

0

1e–05

2e–05

0.16 0.18 0.2 0.22 0.24 0.26
t

Tabela 6.15 - Comparação entre as partes imaginárias das componentes da resposta per-

turbada, dada por (6.18), com q(0)
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7 CONCLUSÕES

Neste trabalho obteve-se uma caracterização para resposta periódica de sis-

temas LTI (sistemas lineares) e sistemas fracamente não lineares de ordem arbitrária com o

uso da base dinâmica normalizada obtida a partir da resposta impulso. Uma das vantagens

na utilização da base dinâmica normalizada se deve ao fato de ser bem condicionada. Outra

vantagem é que tal caracterização foi obtida no próprio espaço f́ısico do problema, ou seja,

sem a redução ao espaço de estado. Convém salientar que a redução ao espaço de estado

obscurece propriedades do sistema tais como a simetria ou a positividade, entre outras,

dificultando sua análise.

No estudo do comportamento dinâmico do eixo rotor flex́ıvel, obteve-se uma

fórmula fechada para a resposta em freqüência. No cálculo das velocidades cŕıticas, associado

ao problema de autovalor, o uso da base dinâmica normalizada possibilitou uma redução

na ordem do determinante a ser calculado para a obtenção das freqüências naturais nos

dois casos particulares estudados, ou seja, biapoiado e fixo-apoiado. Com esta redução

diminuem-se, o esforço computacional e o tempo de máquina.

A resposta periódica para os sistemas aqui considerados é caracterizada como

um operador integral cujo núcleo é uma função de Green periódica, sendo arbitrária a

ordem do sistema. Por outro lado, para o cálculo da função de Green periódica, escrita

como uma combinação linear dos elementos da base dinâmica normalizada, utilizou-se suas

propriedades de periodicidade e continuidade, bem como as propriedades da base dinâmica

normalizada. O sistema obtido para o cálculo dos coeficientes da combinação linear adquire

uma forma padrão com o uso de tais propriedades onde a matriz dos coeficientes depende

unicamente do valor dos elementos da base dinâmica normalizada calculadas no peŕıodo T .

Sob este ponto de vista, a metodologia desenvolvida é abrangente e compacta, podendo ser

aplicada à problemas fracamente não lineares.

Observou-se, em todas as simulações numéricas realizadas, uma boa concordância

entre as resposta periódica obtida através do operador integral com a resposta em freqüência.
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Além disso, as funções de Green T - periódicas obtidas, satisfazem as propriedades de peri-

odicidade e continuidade.

Para o problema fracamente não linear da centŕıfuga foi utilizado o método

de perturbação de Poincaré numa versão matricial. Com a metodologia desenvolvida no

caṕıtulo 3 foram obtidas as correções de ordem 1 e 2 e comparadas com a resposta em

freqüência utilizado por [Starzinski, 1977]. Com base nas simulações apresentadas, observa-

se a concordância entre as respostas periódicas obtidas das duas maneiras. Obteve-se

também a resposta periódica para o sistema fracamente não linear sendo que a convergência

da expansão obtida com aplicação do método de Poincaré é garantida em [Hale, 1969],

Teor. 2.1, Sec IV.2, pg., 159-156. A expansão foi obtida e os gráficos de suas componentes

mostrados para diferentes valores do parâmetro ε.

Como possibilidades de continuidade do trabalho tem-se:

• Com relação ao estudo do comportamento dinâmico de sistemas rotativos pretende-

se considerar condições de contorno acopladas.

• No estudo de respostas periódicas para sistemas pretende-se abordar o caso

ressonante.

• Extensão, para sistemas distribúıdos, da metodologia utilizada na caracte-

rização de respostas periódicas de sistema concentrados.
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Adams, M.L., 1980. “Non-Linear Dynamics of Flexible Multi-Bearing Rotors”,

Journal of Sound and Vibration, vol. 71(1), pp. 129-144.

Adams, M.L., Padovan, J., 1981. “Insights Into Linearized Rotor Dynamics”,

Journal of Sound and Vibration, vol. 76(1), pp. 129-142.

Adams, M.L., 1987, “Insights Into Linearized Rotor Dynamics, Part 2”, Jour-

nal of Sound and Vibration, vol. 112(1), pp. 97-110.

Bauer, H.F., 1980. “Vibration of Rotating Uniform Beam, Part I: Orientation

in the Axis of Rotation”, Journal of Sound and Vibration, vol. 72(2), pp. 177-189.

Bidel, A.C.L., 1995. Estabilidade de Sistemas Giroscópicos Conserva-
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Matemática, UFRGS, Porto Alegre.

Claeyssen, J.C.R., 1988. “Introdução as Funções Matriciais”, Bol. Soc.

Paran. Mat., 2a ed., vol. 9, pp. 59-76.



121

Claeyssen, J.C.R., 1990. “On Predicting the Response of Non-Conservative

Linear Vibrating Systems by Using Dynamical Matrix Solutions”, Journal of Sound and

Vibration, vol. 140(1), pp. 73-84.

Claeyssen,J.C.R., Tsuhazan, T., 1997. “Dynamical Solutions of Linear Matrix

Differential Equations”, Quarterly of Applied Mathematics, vol. XLVIII, N0 1.

Claeyssen, J.C.R., Gallicchio, E., Vilhena, M.T., 1990. “Inversion of Higher

Matrix Difference and Differential Equations through their Dynamical Solutions”, Journal

of Mathematical Analysis and Applications, vol. 149(2), pp. 369-376.

Claeyssen, J.C.R., 1995.“Time and Frequency Response, ICIAM 95, Ham-

burgo.

Claeyssen, J.C.R., 1999. “ The Matrix Impulse Response in Vibrating Sys-

tems”, Nonlineac Dynamics, Chaos, Control and their Applications to Engineer-
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APÊNDICE A INVERSIBILIDADE DE I− ETA

Considere-se o sistema descrito por (3.1) com f(t) um vetor tal que f(t + T ) =

f(t) onde T = 2π
ω , ω a freqüência.

Mostra-se neste anexo a inversibilidade da matriz I−h(t), onde para (3.1), h(t)

é dada por

h(t) = e−M−1AtM−1

Para tal suponha-se que det(I− e−M−1AtM−1) = 0.

Dáı segue existe v 6= 0 talque
(

I− etA
)

v = 0 ⇐⇒ etAv = v

ou seja, λ = 0 é um autovalor de I− etA

Por outro lado, tem-se que

Av = λv ⇐⇒

TAv = λTv ⇐⇒
(TA)k

k v = (λT )k

k v ⇐⇒
(

∞
∑

k = 0

(TA)k

k

)

v =

(

∞
∑

k = 0

(λT )k

k

)

v ⇐⇒

eTAv = eλTv ⇐⇒

eλT = 1 ⇐⇒

λ = 2kπ
T i k = ±0,±1, . . .

(A.1)

ou seja, I− etA é inverśıvel para λ 6= k ω i que é justamente o caso não ressonante.
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APÊNDICE B GRÁFICOS DAS COMPONENTES DA MATRIZ DE
GREEN T -PERIÓDICA

Neste anexo são apresentados os gráficos das componentes da matriz de Green

T -periódica Γ(t) obtidas nas simulações numéricas da seção 1.1.2.
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Tabela B.1 - Componentes de Γ(t)
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Tabela B.2 - Componentes de Γ(t)
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