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Resumo

Neste trabalho, estudamos a interacao de ions com um conjunto quase-monocromatico de
ondas eletrostaticas de freqiiéncia na faixa das freqiiéncias hibridas inferiores, propagando-se
perpendicularmente a um campo magnético uniforme. Consideramos que as fases das ondas
sao aleatoriamente distribuidas (ondas incoerentes), tratando o caso de ondas de fases coeren-
tes (ondas coerentes) como um caso particular. Derivamos o Hamiltoniano adequado a esse
sistema, e deduzimos as equagoes de movimento, cujas solucoes sao analisadas numericamente,
mostrando a ocorréncia de difusao estocastica no espaco de fase angulo-acao, para amplitudes
de onda suficientemente grandes. Também fazemos estimativas sobre a amplitude minima
(threshold) para o aparecimento de ilhas de primeira ordem no espago de fase. Estimamos,
também, o limiar para as ilhas de segunda ordem e de ordens maiores, bem como o limiar de
estocasticidade.

A anélise mostra que para o caso de varias ondas o comportamento estocastico ocorre antes
do limiar de estocasticidade comparado com o caso de uma onda. No caso de ondas coerentes,
observa-se que o limiar de estocasticidade diminui com o aumento do nimero de ondas que
compoem o conjunto de ondas, proporcionalmente ao inverso da raiz quadrada deste nimero,
portanto, tendendo a ser nulo no limite em que o niimero de ondas no pacote tende a infinito.
No caso de ondas incoerentes, observa-se também uma diminuicao do limiar de estocasticidade
com o aumento do nimero de ondas, mas nesse caso, saturando com valor até um terco do
valor do limiar de estocasticidade para o caso de uma onda. Observa-se também que o limite
superior da regiao de estocasticidade no espago de fase aumenta com o aumento do nimero de
ondas. No caso de ondas coerentes, esse aumento é proporcional a raiz ctibica do nimero de
ondas que compoem o conjunto de ondas. No caso de ondas incoerentes o limite superior da
regiao de estocasticidade tém um aumento de até o dobro em relacao ao caso de uma onda.

A andlise também mostra que o mecanismo da estocasticidade para o caso de varias ondas é
diferente do mecanismo atuante no caso de uma onda. No caso de uma onda, a estocasticidade
ocorre por superposi¢ao de ilhas de ordens maiores do que um, com o aumento da intensidade
da onda. No caso de varias ondas, a presenca de ondas de freqiiéncias proximas a freqiiéncia de
ressonancia causa pequenas perturbacoes na trajetéria principal das particulas, causada pela
onda central, espalhando-a pelo espaco de fase de forma mais eficiente que o mecanismo de

estocasticidade para o caso de uma onda.



Abstract

In this work we study the interaction of ions by a quasi-monochromatic set of electrostatic
waves with frequencies in the lower hybrid range, propagating perpendicularly to a uniform
magnetic field. We consider that the phases of waves are randomly distributed (incoherent
waves), treating the case of wave with coherent phases (coherent waves) as a particular case. We
derive the appropriate Hamiltonian for this system, and deduce the equations of motion, whose
solutions are numerically analyzed, showing the occurrence of stochastic diffusion in the action-
angle phase space, for sufficiently great amplitudes of the waves. We also estimate the minimum
amplitude (threshold) for appearing of first order islands in phase space. Thresholds for second
order and higher order islands are also estimated, as well as the threshold for stochastic diffusion.

The analysis shows that for the case of several waves the stochastic behavior occurs before
of stochastic threshold for the one wave case. In case of coherent waves, the stochastic threshold
decreases with increase of the number of waves that compose the set of waves, proportionally
to the inverse of the square root of this number, therefore tending to be null when the number
of waves tends to infinity. In case of incoherent waves, we also obtained a decrease of the
stochastic threshold with the increase of the number of waves, with the stochastic threshold
saturating in a value about one-third of the value of the stochastic threshold for the one wave
case. It is also observed that the upper limit of the stochastic region in phase space increases
with increase of the number of waves. In case of coherent waves, this increase is proportional
to the cubic root of the number of waves composing the set of waves. In case of incoherent
waves the upper limit of stochastic region may increase to about the double of the value in the
one wave case.

The analysis also shows that the mechanism for stochasticity in the case of several waves is
different of the mechanism in the one wave case. In the one wave case, the stochasticity occurs
because of superposition of higher order islands, with the increase of the wave intensity. In case
of several waves, the presence of waves with frequencies close to the resonance frequency causes
small perturbations in the main trajectory of particles, caused by the central wave, spreading
the trajectories along phase space more efficiently than occurs due the stochastic mechanism

in the one wave case.
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Capitulo 1

Introducao

A dinamica da interacao onda-particula é muito importante na astrofisica e na fisica de
plasmas em geral, particularmente em situacoes envolvendo aceleracao de fons e na pesquisa
da fusao nuclear controlada. Por exemplo, na astrofisica, podemos destacar o fenomeno de
aceleragao dos fons devido a intera¢ao com ondas do tipo hibrida inferior (lower hybrid ou LH)
transversais ao campo geomagnético da Terra, na camada externa da ionosfera. Recentemente
esse tipo de mecanismo de aceleragao dos fons [3], foi proposto como um mecanismo promissor

12 Na 4rea de

de energizacao das particulas para sistemas de propulsao utilizando plasma
pesquisa de fusao nuclear, temos proposicoes similares, como mecanismos para aceleragao e
energizacao de ions e para geracao de correntes nao indutivas [4], como meio de tentar controlar
e/ou otimizar o confinamento do plasma.

Entre as abordagens utilizadas na pesquisa que visa a fusao nuclear controlada, encontra-
mos aquelas que fazem uso do chamado confinamento magnético, em que campos magnéticos
sao utilizados para confinar o plasma, buscando atingir densidades e temperaturas suficientes

para que ocorram reagoes nucleares que resultem em producao de mais energia que aquela

utilizada para criar e manter o plasma. O tokamak é um destes esquemas de confinamento

LCHOUEIRI, E. Y.; SPEKTOR, R.

Coherent ion acceleration using two electrostatic waves

In: 36th ATAA/ASME/SAE/ASEE Joint Propulsion Conference,
ATAA-2000-3759, Huntsville, AL, July 16-20, 2000.

2SPEKTOR, R.; CHOUEIRL E. Y.
Ton acceleration by beating electrostatic waves: Domain of allowed acceleration
In: 27th International Electric Propulsion Conference,

IEPC-01-209, Pasadena, California, Oct. 14-19, 2001.
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magnético, sendo possivelmente a configuracao que mais avangos tem mostrado no sentido da
meta desejada. Dependendo de sua razao de aspecto (razao entre o raio externo e o raio interno
de um sistema toroidal) temos vérios tipos de denominagoes para tokamaks. Por exemplo, para
uma razao de aspecto pequena, que caracterizam um tokamak bastante compacto, temos os
dispositivos conhecidos como tokamaks esféricos (spherical tokamak), que também tém se mos-
trado bastante promissores [1]. O tokamak é um sistema de configuragao toroidal, em que uma
corrente toroidal é indutivamente gerada no plasma. Por sua prépria natureza, é um dispositivo
pulsado, que opera por meio de descargas. Diferentes mecanismos tém sido propostos para es-
tender o tempo de duragao da descarga e melhorar o confinamento da energia no plasma, bem
como para aumentar sua temperatura (injecao de particulas neutras, injecao de fons, injecao
de ondas eletromagnéticas, etc...). Uma das possiveis alternativas para a geragao de corrente
nao indutiva é a injecao de ondas na freqiiéncia hibrida inferior que, absorvidas pela populacao
eletronica, aumentam a velocidade dos elétrons de alta energia (elétrons rapidos) localizados
na cauda da funcao de distribuicao, sendo portanto menos suscetiveis a colisoes e capazes de
transportar corrente por tempo mais longo [4]. Essa absor¢ao da onda ocorre através do amor-
tecimento de Landau na direcao paralela ao campo magnético ambiente, todas as vezes que a
condicao de ressonancia onda-particula é satisfeita. Esta condicao é satisfeita para particulas
cuja velocidade paralela a diregao do campo magnético coincide com a componente paralela da

velocidade de fase da onda.

Em vista da importancia do tema, como visto nos exemplos citados anteriormente, muitos
esforgos tém sido feitos para a compreensao da dinamica que envolve a interacao de ondas ou
pacotes de ondas com as particulas em um campo magnético. Smith e Kaufman [5] descobriram
que € possivel aumentar a energia dos ions localizados na cauda da funcao distribuicao pela acao
de uma onda de freqiiéncia igual a varias vezes a freqiiéncia de ciclotron, se a amplitude da onda
¢ acima de um certo valor critico. Fukuyama et al [6] estudaram o problema da interagdo de uma
particula com uma onda propagando-se perpendicularmente ao campo magnético, propondo que
0 aquecimento estocastico pode ser responsavel pela formacao da cauda na funcao distribuicao
dos ions associada com o aquecimento devido a resonancia hibrida inferior, como observado
nos experimentos de fusao com tokamak. Para onda com freqiiéncia proxima da freqiiéncia de
ciclotron ionica, foi mostrado que a energia dos fons pode ser aumentada até valores elevados
quando a amplitude da onda é maior que um limiar de estocasticidade. Karney [7, 2, 8] es-

tudou o efeito no aquecimento dos ions de uma onda com componentes super-harmonico ou
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sub-harmonico da freqiiéncia da onda LH (onde a nomenclatura de super-harménico é conhe-
cida como on-resonance, quando sao considerados multiplos inteiros da freqiiéncia de ciclotron
para a freqiiéncia da onda, e sub-harmonico ou off-resonance quando sao considerados va-
lores fraciondrios da freqiiéncia de ciclotron), encontrando que, quando uma onda puramente
super-harmonica interage com o ion, aparece uma ilha de primeira ordem no espago de fase
angulo-acao, para uma amplitude moderada de onda perturbativa. Com o aumento da inten-
sidade da perturbagao, ilhas de segunda ordem aparecem dentro de ilhas de primeira ordem.
O movimento se torna estocastico se essas ilhas de segunda ordem se sobrepoem. Foi veri-
ficado, também, que uma onda sub- harmonica pode produzir ilhas de ordem mais alta que
se sobrepoem e induzem estocasticidade, quando ¢ ultrapassado um certo limiar da amplitude
de onda perturbativa. Karney também fez uma estimativa aproximada do tamanho das ilhas
que podem se sobrepor e consequentemente, um método para computar a fracao do espaco de
fase que é estocastico. Ha, também, uma abordagem onde se estudou o efeito da modulacao
da freqiiéncia LH para melhoramento do aquecimento. Riyopoulos [9] investigou o efeito da
modulagao da freqiiéncia de ciclotron ionica devido a variagao do campo magnético que ocorre
nos tokamaks, e também a modulagao imposta externamente na freqiiencia de ondas LH, onde
observou que uma pequena quantidade de modulacao produz uma reducao significativa do li-
miar da estocasticidade em relacao ao caso de freqiiéncia constante, isto é, um aumento do
aquecimento. Zaslaviskii et al [10, 11] também demonstraram que a trajetéria de espago de
fase de particulas movendo-se em uma onda harmonica ou pacote de ondas transversais ao
campo magnético pode exibir uma estrutura de rede estocastica conectando regides de baixa e
alta energia. A particula cuja posicao e velocidade iniciais encontram-se dentro do contorno da
rede estocastica pode mover-se livremente através dessa rede e, em principio, ser aquecida até
alta energia. Além disso, a estrutura de rede exibe uma estrutura simétrica ou quasi-simétrica

[10, 11, 12].

Temos, também, resultados experimentais que reforgam os resultados teéricos. McChesney
et al [13] observaram nos seus experimentos de geragao de corrente utilizando ondas Alfvén,
aquecimento estocastico de ions causado por ondas de grande amplitude. Na simulacao de
particula ajustada ao modelo da configuragao experimental, foram encontradas razoes de aque-
cimento de fons que concordam com a razao de aquecimento observada experimentalmente. Em
experimentos de geragao de corrente utilizando ondas hibridas inferiores realizados no JET, de

Andrade et al [14] também encontraram aquecimento estocéstico de fons. Experimento similar
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mais recente nesse sentido foi realizado por Testa et al [15], encontrando resultados que reforgam
os resultados tedricos. Ha, também, séries de trabalhos que estudaram a interacao de multiplas
ondas discretas. Benkadda et al [16] estudaram a dinamica das particulas carregadas em um
plasma magnetizado, utilizando duas ondas monocromaticas, observando que para propagacao
obliqua geral ocorrem efeitos sinergéticos que diminuem o limiar de estocasticidade. Ou seja,
observou reducao da amplitude do campo elétrico necessario para aplicagoes de aquecimento

do plasma.

A partir da década de 90, observa-se o uso de uma nova abordagem para o estudo de siste-
mas fisicos de interacao onda-particula em um campo magnético. Um sistema desse tipo pode
ser descrito por meio de um Hamiltoniano, que muitas vezes leva a equacoes diferenciais que
nao sao soluveis analiticamente. Consequentemente, podem resultar em integragoes numéricas
cada vez mais complexas, que consomem muitos recursos computacionais, e que na maioria das
vezes nao levam em conta a natureza Hamiltoniana das equacgoes, ou seja, que nao preservam a
hierarquia de invariantes globais conhecidas que existem nesses sistemas. Esse é o caso de esque-
mas de integracoes populares, incluindo a classe de algoritmos Runge-Kutta. Muitos estudos
que utilizam método de perturbacao classico para resolucao desse tipo de sistema fisico, tanto
na analise numérica e/ou andalise qualitativa, ndo apresentam resultados satisfatérios quando
consideramos uma evolugao temporal longa, ou por nao apresentarem detalhes de invariantes
canonicas, ou por apresentarem resultados seculares. Para evitar esses tipos de problemas,
comecaram a ser utilizadas teorias de perturbacao mais eficientes que utilizam a estrutura
natural das transformacoes canonicas. Candy e Rozmus derivaram um algoritmo para inte-
grar numericamente as equagoes derivadas das fung¢oes Hamiltonianas separaveis, conhecido
como algoritmo de integracao simplética (SIA) até quarta ordem, que preserva exatamente
as invariantes integrais de Poincaré-Cartan com a topologia do fluxo da fase, tendo estudado
varios sistemas de fungoes Hamiltoniano separaveis, inclusive de um oscilador harmonico per-
turbado por uma onda plana, que descreve a interagao onda-particula [17]. Em outro trabalho
os mesmo autores aplicaram o método de Deprit para resolver o mesmo problema, obtendo
curvas invariantes (o contorno em que o Hamiltoniano é invariante no espago de fase) para
perturbagoes sub-harmonicas [18]. Eles encontraram que para qualquer freqiiéncia de onda ra-
cional (v = /s, onde r e s sd0 nimeros primos inteiros), a separagao entre as cadeias de ilhas
adjacentes diminui significantemente com o aumento de s. Em um trabalho mais amplo, Chia

et al [19] também estudaram a dinamica de particulas em um campo magnético perturbado por
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multiplas ondas eletrostaticas discretas separadas por valores inteiros da freqiiéncia de ciclotron
propagando-se transversalmente ao campo magnético, tendo descoberto que, dependendo do
nimero de ondas, da magnitude da perturbacgao e da freqiiéncia de perturbacao, o movimento
das particulas pode exibir ou um pequeno desvio do movimento de ciclotron simples ou um
movimento estocdstico sobre o espago de fase. O 1ltimo caso corresponde a aquecimento de
particulas e transporte anomalo. Encontramos também alguns trabalhos interessantes abor-
dando a interacao de multiplas ondas discretas utilizando os resultados do trabalho de Chia
et al [19]. Em seu trabalho, Bénisti et al [20, 21| investigaram a interagao de particulas com
multiplas ondas super-harmonicas propagando-se perpendicularmente ao campo magnético, e
descreveram o fenomeno novo de aceleragao coerente dos ions, que permite a energizacao dos
ions cuja energia inicial corresponde a regiao da velocidade de fase que esta abaixo do dominio
cadtico. Quando o espectro de onda contém no minimo duas ondas super-harmonicas, verifica-
se que a energizacao dos ion é realcada, mesmo quando o movimento dos ions nao é coerente.
A orbita de um fon permanece proxima das orbitas encontradas da analise de perturbacao de
primeira ordem, implicando que diferentemente do caso de uma onda, o fon pode alcancar altas
energias apesar da pequena amplitude da onda. Essas caracteristicas sao propostas como um

método promissor de energizagao para propulsao a plasma.

No presente trabalho, analisaremos a interacao de um espectro de ondas de faixa de freqiiéncia
estreita propagando-se perpendicularmente ao campo magnético onde estao imersas as particulas.
Consideraremos que as freqiiéncias das miltiplas ondas sao proximas umas das outras e consi-
deraremos também que as fases das ondas sao aleatoérias, de modo a simular o efeito do espectro
estreito de uma onda. Em uma experiéncia real, mesmo considerando teoricamente uma onda

interagindo com as particulas, sempre ha fenomenos que acabam alargando o espectro.

O fato é que experimentos tém mostrado a ocorréncia de difusao estocdstica de fons, sob
acao de ondas do tipo hibrida inferior [14]. Andlises tedricas mostraram que em muitos casos os
parametros do experimento nao satisfazem a condig¢ao de limiar de ocorréncia de estocasticidade,
se for considerada a presenga de apenas uma onda, com freqiiéncia bem definida [22, 23]. Pode-
se conjeturar que a presenca de diversas ondas, com freqiiéncias préximas entre si, ou do
caso limite de um espectro continuo de ondas, deve contribuir para diminuicao do limiar de
estocasticidade, de modo que explique a difusao observada. Essa conjetura fornece a motivacao

do presente trabalho.

O trabalho serd estruturado da seguinte forma: No capitulo 2 derivaremos o Hamiltoniano
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e as equacoes do Hamiltoniano para um sistema onde ocorre a interagao de um espectro de
ondas de faixa de freqiiéncia estreita, formado por conjunto de ondas do tipo hibrida inferior
de freqiiéncias préximas, propagando-se perpendicularmente ao campo magnético onde estao
imersos as particulas, onde analisaremos as equacoes do Hamiltoniano por meio de simulagoes
numeéricas, e estimaremos o limiar para ilhas de primeira ordem no espago de fase angulo-acao.
Para o estudo do comportamento estocastico do sistema descrito no capitulo 2, é necessério
também analisar o limiar para as ilhas de segunda ordem e de ordens maiores no espaco de
fase. Na estimativa das ilhas, calculamos a média temporal das equacoes do Hamiltoniano. No
sistema considerado no capitulo 2 temos problema quando tentamos encontrar ilhas de ordem
maior que um, pois o Hamiltoniano em questao nao possui termos que nao se anulem na média,
em ordem mais baixa da intensidade de perturbacao, para ilhas de ordem maior que um. Tal
problema ¢ resolvido utilizando-se teorias de perturbacao para expandir o Hamiltoniano em série
de poténcias de acordo com a intensidade da perturbacao, de modo que termos com dependéncia
angular sejam da segunda ordem do parametro da intensidade da perturbacao. No capitulo 3
discutiremos a teoria de perturbacao de Lie para sistemas Hamiltonianos e veremos o método
de Deprit que é usado para expandir o Hamiltoniano em série de poténcias de acordo com a
intensidade da perturbagao. No capitulo 4 aplicaremos o método de Deprit para o Hamiltoniano
obtido no capitulo 2 e obteremos a forma geral do novo Hamiltoniano até a segunda ordem da
amplitude da sua perturbacao. No capitulo 5 faremos uma analise dos resultados do capitulo 4
a fim de estimar as ilhas de segunda ordem e também do limiar de estocasticidade. Finalmente,

no capitulo 6, resumiremos os resultados do trabalho, discutindo suas conclusoes principais.
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Capitulo 2

Tratamento Hamiltoniano da dindmica de ions sujeitos a
ondas eletrostaticas propagando-se em campo magnético

uniforme.

2.1 Introducao

A possibilidade da difusao estocdstica de fons por ondas do tipo hibrida inferior (LH) foi
proposta e explicada ha mais de duas décadas, tendo sido mostrado que o movimento de um ion
em um campo magnético uniforme se torna estocastico na presenca de uma onda eletrostatica
coerente propagando perpendicularmente ao campo magnético, se a amplitude da onda exceder
um certo limiar [2, 8]. Quando o critério de estocasticidade é satisfeito, os fons difundem no
espago de velocidade e é possivel derivar uma equacao de difusao para descrever a evolucao
temporal da fungao distribuicao dos ions. Tal mecanismo de difusao pode ter conseqiiéncias
importantes, como indicado em experiéncias recentes, que tém obtido evidéncia de interagao

entre ondas LH e {ons energéticos em grandes tokamaks [14, 15].

Nesse capitulo, investigaremos a transi¢ao entre duas situagoes, ou seja, a transicao entre
a situacao em que existe uma onda monocromatica atuando no sistema e a situacao em que
existe um espectro continuo de ondas, e consideramos o aparecimento da estocasticidade ao
longo dessa transigao [24]. A transigao é acompanhada através da generaliza¢ao da proposi¢ao
dos trabalhos de Karney [7, 2] para o caso em que hd um ntumero finito de ondas presentes no

sistema.

A estrutura desse capitulo serd a seguinte: Na secao 2.2 revisaremos a situacao de uma onda
eletrostatica utilizando o formalismo usado por Karney [2, 8]; a seguir, na se¢ao 2.3, faremos a

generalizagao da proposicao da secao 2.1 para a situacao de espectro de ondas com um nimero
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finito de ondas; na secao 2.4 apresentaremos os resultados da transicao de uma situacao a
outra, ilustrando o aparecimento da difusao estocastica em um sistema devido a presenca de
um conjunto de ondas LH, considerando o caso particular de ondas coerentes e o caso mais
geral de ondas com fases aleatérias (ondas incoerentes); na se¢ao 2.5 derivaremos as ilhas de

primeira ordem e finalmente, na secao 2.6, sumarizaremos os resultados principais.

2.2 O Hamiltoniano para o caso de ions sujeitos a uma onda eletros-
tatica propagando-se perpendicularmente a um campo magné-

tico uniforme.

Seguiremos a nomenclatura de Karney para derivagao do Hamiltoniano para o caso de
uma onda. Temos um sistema onde um ion de massa m, carga ¢ e velocidade ¥, em um
campo magnético uniforme B, interage com uma onda eletrostitica E que se propaga em
direcao perpendicular ao campo magnético. Sem perda da generalidade, podemos orientar o
campo magnético ao longo do eixo z do sistema de coordenadas cartesianas e o vetor da onda
eletrostatica ao longo do eixo y,

—

B = BQG_;,
E = Eycos(ky — wt)é;). (2.1)

Esses campos sao dados pelos seus respectivos potenciais, e supondo o calibre de Coulomb

temos:

o= —@ sin(ky — wt), (2.2)

com Fy, w e k = 2w /X denotando a amplitude, a freqiiéncia e o ntimero de onda, respectiva-
mente.
A energia potencial, U, do fon em tais campos é dependente da velocidade, e é dada por
[25]
U=qp—qv-A. (2.3)
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O Lagrangiano, L, desse sistema pode ser escrito como

2 -2

onde o ponto representa a derivada no tempo. O L pode ser usado para definir os momenta
canonicos generalizados p, e p,
oL
e =5 q (2.5)

oL
py:aiy:

com p,(t = 0) = 0, que implica em p,(t) = 0, visto que o fon nao acelera ao longo do campo

my. (2.6)

magnético. As duas ultimas equacoes podem ser invertidas, originando
T = (pa: - qAx)/m>

y = py/m (2.7)

que podem ser interpretadas como derivadas no tempo das coordenadas conjugadas generali-

zadas necessarias para calcular o Hamiltoniano, h, do movimento

onde a somatdria é sobre o nimero de coordenadas generalizadas (i = z,v) ¢; (¢ =, g, = V),
e momenta generalizados p;. Usando a Eq.(2.7) na equacao acima, o Hamiltoniano resultante

é:

1
h=5— (e — gAL)* + 1)) + 49 (2.9)
Notando que A, = —yBy e usando ¢ como explicitamente expresso na Eq.(2.2), temos
1 2 2 By
h = o [(pz + qyBo)* + py} — a5 sin(ky — wt). (2.10)
Notamos que esse Hamiltoniano nao depende da coordenada x, ou seja, 0h/0x = 0, o
que implica que p, = —0h/0x = 0, resultando que p, é uma constante de movimento. O

Hamiltoniano (2.10) é agora uma funcao explicita de uma coordenada generalizada, de dois
momenta generalizados, e do tempo, isto é, h = h(y, ps, py, t).

Definimos agora parametros nao dimensionais, normalizando a freqiiéncia da onda w pela
freqiiéncia de ciclotron w,

: (2.11)



o tempo t pelo periodo de ciclotron ¢,

t 1
= t.=—, 2.12
T=ET o (2.12)
as coordenadas generalizadas ¢; pelo inverso do nimero de onda k,
/ qi 27
=—, k= —, 2.13
os momenta generalizados p; pelo momentum caracteristico da onda de ciclotron p,,,
/ Di mwe
=, P, = , 2.14
Pi= P . (2.14)
e o Hamiltoniano h pela energia caracteristica da onda de ciclotron h,,,
h mw?
nN=-—, h,=—-"-° 2.15
hy,’ k2 ( )
Em termos desses parametros normalizados, o Hamiltoniano b’ = b'(y', pl,, pi,, 7) €
1 .
h = 3 [(p; + ) + (p;)2] — asin(y’ — v7) (2.16)

onde o parametro nao dimensional a é dado pela normalizacao da amplitude da onda Ej pela
amplitude caracteristica da onda de freqiiéncia de ciclotron, e também pode ser expresso como

a razao das velocidades caracteristicas,

Ey _ Eo/Byg

“ mw?/gk ~ we/k

(2.17)

O estudo do Hamiltoniano pode ser simplificado se tratarmos a variavel tempo como qual-
quer uma das coordenadas generalizadas ou momenta generalizados. Em outras palavras, bus-

camos uma transformacao canonica
W="ny, o, p,) — H=HX,Y, P, P,) (2.18)

onde X e Y sao as novas coordenadas generalizadas com P, e P, sendo seus momenta conju-
gados. A transformagao candnica pode ser efetuada usando uma funcao geratriz de “segundo
tipo” [25, 26], isto é, a que mistura as coordenadas antigas (2’,y’) com os novos momenta (P,

P,), que é Fy, = Fy(2', v/, P,, P,). Se a seguinte funcao geratriz for escolhida
Fy= (P, —vr)a' + P)(y — vt + Py), (2.19)

as equagoes de transformacao canoénica sao, respectivamente, (definindo @, = X,Q, =Y)

. OF,

_ 912 2.20
V= Bg (2.20)
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oF;,

P = ——, 2.21
OF:
K=h+-22 (2.22)
or
que resultam em
X =124+ P,
Y=y —vr+ P, (2.23)
p/q; = P:C — T,
P, = P, (2.24)
e
K=W-vX. (2.25)

resultando também as relagoes tteis
Y=y +p,, X=1+p,
e, lembrando que p!, = p,/p, = cte,
p., = P, — vt = cte.

Portanto, como tinhamos pretendido, a variavel tempo é agora transformada em um mo-

mentum generalizado. O novo Hamiltoniano resultante da transformagao canonica é

1
_ 2 2 .
K = §(Y + P)) —asin(Y - P,) —vX. (2.26)
Veremos agora uma outra transformagao que ird expressar o Hamiltoniano em termos das
varidveis angulo-agao [26] que tém uma conexao mais natural com as dinamicas representadas.

Buscamos agora uma transformagéo canonica
K:K<X,}/’Px,Py>—>H:H([1,W1,IQ,CL)2) (227)

onde (I1,wr, Is,wy) sdo as varidveis angulo-acao. Para efetuar essa transformacao usaremos
uma funcdo geratriz de “primeiro tipo”, isto é, a que mistura as coordenadas antigas (X, Y)
com as novas coordenadas (wq, ws), genericamente representada por F; = Fi(X,Y,wy,ws). Se
escolhermos

1
I = §Y2 cot(wy) + Xwo (2.28)
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as equacoes de transformacao canonica sao respectivamente

O
- 0Qi’
OF,

6&)1‘

P,

L=

0F;
H=K 21
or

(2.29)

(2.30)

Nota-se que, como a funcao geratriz F; é independente do tempo, o novo Hamiltoniano

continua sendo igual ao anterior, mas com as coordenadas e momenta antigos expressos em

termos dos novos

L = ;Y2cosec2(w1) — Y = (21)Y? cos(w1 ),
I, =-X
Py = wy,
P, =Y cot(w)) — P, = (21,)"/?sin(wy).
O Hamiltoniano, utilizando o formalismo adotado por Karney, é

H=1,+vl, — «asin {(2]1)1/2 sin(wy) — wg} )

As equacoes do Hamiltoniano sao facilmente obtidas:

oH —; _ _OH
8[/ e &ui’

w; =

W =1-— sin(wl)}l%a cos(Rsin(wy) — wy),
Wy = U,
I = cos(wq ) Ra cos(Rsin(wy) — ws),
I, = —acos(Rsin(w;) — ws),

onde R = (21,)"/2.

(2.31)

(2.32)

(2.33)

Na tabela 2.1 sumarizamos as relacoes entre todas as coordenadas e momenta dimensionais,

nao-dimensionais, originais e as transformadas.

Discutiremos agora o significado fisico das variaveis angulo-agao. J& tinhamos notado que

pl, = cte é uma constante de movimento e portanto a coordenada Y difere de y' por uma
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Dimensional | Nao-dimensional | Original | Transformado
P, P, :ﬂ“ (21,)"/? cos(w;)
P, Pl +uT T%i + wt | wy

Y P, +y T%i +yk | (21)Y? sin(w;)
X Py, + :ﬁf +ak | -1,

Tabela 2.1: Relagoes entre as coordenadas e momenta dimensionais, nao-dimensionais, originais

e transformadas.

constante p/,. Notamos também que a equacao de Hamiltoniano wy = 0H/0I; = v é trivial-
mente integrada resultando em wy = v7+cte = v7+p,. Podemos escolher o valor da constante
pl, = 0 sem perda de generalidade, significando que estamos no sistema de referéncia no centro
de guia do movimento de ciclotron e que o angulo ws = (v7)(mod27) é a fase da onda.
Para encontrar o significado fisico da agao [, podemos ver das relagoes que aparecem na
tabela 2.1:
P, =yp, = (211)2 cos(wy ), (2.34)

Y =9 = (21,)"?sin(wy), (2.35)

que mostram que %(plyQ +1?) = I, é a medida da energia dos fons.
As varidveis de posigao normalizadas 2’ e y' sdo dadas, para p/, = 0, a partir das relagoes
da tabela 2.1:
y = (21,)?sin(wy), (2.36)

v’ = —I, — (21))"? cos(wy ), (2.37)
e a partir da relagao de raio de Larmor normalizado
p= (2% 44" (2.38)
podemos relacionar também a acao [; com o raio de Larmor normalizado. Se
R* = (2I)) = p* (2.39)

temos

(2L) =22 +9* =2 — 2(2]1)1/2 cos(wq) Iy + 214, (2.40)

resultando duas solugoes para a acao I5: a solugao trivial

I, =0, (2.41)
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e a nao trivial

I = 2(21,)Y? cos(wy). (2.42)

A relacao do angulo w; com as coordenadas e momenta P, e Y é

Y
wy = tan"* 5 ) (2.43)

y
que representa o angulo de Larmor.

Resumindo os resultados fisicos, é 1util considerar o estado do sistema como sendo dado
por trés varidveis: o raio de Larmor R = (21;)"/2, o angulo de Larmor w;, e a fase da onda
wy = (v7)(mod27). Visto que duas dessas variaveis sao angulos, e wy é uma variavel ciclica, de
forma que sé ha sentido em descrevé-la dentro do intervalo de [0, 27], é conveniente visualizar
as trajetorias das particulas em coordenadas toroidais. No limite em que o sistema nao é per-
turbado por onda eletrostética (o = 0), o fon espirala ao redor do campo magnético constante
com um raio constante, o que significa que na superficie de um torus na coordenada toroidal,
o ion espirala ao redor do raio menor do torus com raio constante, R, dando v voltas no raio
menor para cada volta no raio maior do torus. Nesse processo, o ion mapeara toda a superficie
do torus se v for irracional. As trajetérias dos fons sao analisadas em uma secao de Poincaré
>, definida por w; = 7. Assim a trajetéria do fon aparecera como uma série de pontos em Y

como esquematizado na figura 2.1.

As trajetérias regulares (periédicas) dos fons aparecem na se¢ao de Poincaré de forma bem
definida como uma espécie de ilhas, e sao classificadas em termos dos pontos fixos de ordem
p, cuja definicao serd apresentada na secao 2.5. Para a = 0 as ilhas sao de ordem zero, e no
espago de fase (R,wsy) aparecem como linhas retas horizontais em relagdo a coordenada ws,
isto ¢, os fons espiralam ao redor do campo magnético com raio de Larmor R constante. Para
a # 0, surgem ilhas de diversas ordem, as quais podem formar estruturas complexas do tipo
correntes de ilhas ou cadeias de ilhas separadas por separatrizes que parecem redes no espaco
de fase [2, 27]. Na medida que se aumenta a intensidade da onda (o aumenta), as ilhas vao se
sobrepondo, formando uma regiao no espaco de fase onde o movimento dos ions é estocastico,
regiao essa conhecida como regiao de estocasticidade. Acima de um certo limiar da intensidade
da onda (limiar de estocasticidade), a regiao de estocasticidade é dominante no espago de fase,

e a absorcao da onda pelos ions é mais efetiva.
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Figura 2.1: Representacao das trajetérias das particulas em termos das coordenadas toroidais
(R,w1,ws), onde R = (21;)"/? é o raio de Larmor, w; é o angulo de Larmor e wy = (v7)(mod27)
é a fase da onda [2]. As trajetérias dos fons sdo analizadas em uma se¢ao X, conhecida como

secao de Poincaré.
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Escreveremos agora o Hamiltoniano em termos das diferentes componentes de Fourier. Va-
mos usar a funcao geratriz

exp((R/2)(t —1/t) = 3 t"Jm(R), t#0, (2.44)

onde J,,(R) é a funcao Bessel de ordem m e argumento R. Se substituirmos ¢ = exp(iw,),

temos

cos(Rsin(wy)) Z Jm(R) cos(mwy), (2.45)

m=—0oQ

sin(Rsin(wy)) Z I (R) sin(mwy ), (2.46)

m=—00

portanto a fungao seno do Hamiltoniano Eq.(2.33) pode ser escrita como

sin(Rsin(wy) — wo) Z I (R) sin(mwy — ws), (2.47)

m=—0oQ
resultando

H(Il,u)l,lg,u)g> = Il + V[Q — Z Jm(R) sin(mw1 — w2>. (248)

m=—0oQ

2.3 O Hamiltoniano para o caso de ions sujeitos a um grupo de
ondas eletrostaticas propagando-se perpendicularmente a um

campo magnético uniforme.

Consideraremos o seguinte sistema magnetizado:
g = Boe_;, E = Z E,(wz) cos[ki(wi)y - wit - @1]6_?; (249)

Os w;’s que aparecem na somatdéria da expressao acima sao as freqiiéncias angulares de cada
onda individual do conjunto de n, ondas, os F;(w;)’s sdo as amplitudes de cada onda, e os ¢;’s
sao as suas fases.

Esses campos sao dados pelos seus respectivos potenciais, supondo o calibre de Coulomb,
B=VxA, E=-Vo¢,
E;(w

A= —Bywé,, ¢=— Z kié%)) sin(k;(w;)y — wit — ¢;), (2.50)

Seguindo os mesmos passos que levaram da Eq. (2.3) a Eq. (2.8), obtemos

h— L [(px +qyB,)? +p§} Y Ei(w;) sin(k; (w)y — wit — ;). (2.51)
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Supomos que n,, seja um ntimero impar, por simplicidade, e que as n,, ondas sejam espacadas
igualmente em freqiiéncia. Denotando a amplitude, a freqiiéncia angular e a fase da onda central
desse grupo de ondas por E, @ e @, supomos como condicdo inicial que a fase da onda central
é zero (¢ = 0). Utilizamos as mesmas defini¢oes de parametros nao-dimensionais dadas pelas
Egs. (2.12) a (2.15) e os parametros normalizados

%

i = 2.52
v="" (252)
k;
Ez(w,)
= 2.54
TEZ EO Y ( 5 )
a= By _ Eo/Bo (2.55)

mw?/qk  wo/k
onde k = k;(w; = w).
O Ej representa o valor médio da amplitude do campo elétrico do pacote de ondas, obtido

da seguinte condicao de normalizacao

Ey= (2 < (Z B, cos(@z-)e‘;> . (2]: E, cos(@j>e;) >) " (2.56)

onde ©; = (k;y — wit — ;) e o simbolo < ... > significa média temporal sobre um intervalo
de tempo suficientemente longo de modo que a média seja feita em um multiplo inteiro dos
periodos de todas as ondas que aparecem no pacote de ondas.

A razao das amplitudes rg,, satisfaz portanto o seguinte vinculo

Nw ney—1 1
Y orh <cos?(0;) > 42 Y > rprE, < cos(6;)cos(0;) >= 3" (2.57)
i=1 =1 j>i

Depois de realizarmos a média temporal (apéndice A), obtemos < cos?*(0;) >= 0.5 e <

cos(0;) cos(0;) >= 0.0 e portanto a Eq. (2.57) fica reduzida a seguinte relagéo
dory =1 (2.58)

Caso as n,, ondas do pacote de ondas no espaco k tenham a mesma amplitude (rg, = rg
para qualquer indice 7), obtemos

re = (ny,) Y2 (2.59)

Como conseqiiéncia dessas definigdes , o Hamiltoniano h' = h'(y/, pl,, p;,, 7) é

2} sin(ry,y — viT — @;) (2.60)
Tkz-

=

N | —

(09 + )] —a
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Consideramos também que o grupo de ondas forma um espectro estreito em freqiiéncia, no

intervalo entre @ — dw a W + dw, onde @ é a freqiiéncia central do espectro. Definindo
ry, = = (2.61)

teremos o pacote distribuido entre r,, =1 —Aer, =1+ A, onde A = dw/W, uma vez que
supusemos que as ondas que formam o pacote sao espagadas igualmente na freqiiéncia. E ttil

definir um novo indice inteiro ¢, que varia entre —n; e n;, onde 2n; + 1 = n,,, e escrever
Ty, = L4+iA', —n; <i<mn,, (2.62)

onde A" = A/n;.
Se o pacote de onda no espago ké estreito, podemos supor também, por simplicidade, que
ele nao apresenta dispersao, ou seja, que as ondas constantes do pacote tenham todas a mesma

velocidade de fase,

2~ (263)
onde V' é uma constante. Como conseqiiéncia,
w Vkl (wz) kl (w,)
W = — = = — = Sy 264
TG V() k T (2:64)
e portanto
vi=al 7, (2.65)
W We
onde
w
=" (2.66)

Utilizando as relagoes (2.64) em (2.65) e substituindo no Hamiltoniano (2.60), obtemos

B — [(pm +y)? + (¥,) } - az Lsin(ry, (v — 7)1 — ;) (2.67)

l\D\»—t

Seguindo os mesmos procedimentos de transformagoes candnicas dados pelas Eqgs. (2.18) a
(2.37), aplicadas no caso de onda tnica, para o caso de um grupo de ondas, chegamos finalmente
ao Hamiltoniano

H=L+7—-« Z sm{rw [(21)Y? sin(w;) — wa] — s }. (2.68)

As equagbes do Hamiltoniano sao obtidas das relagoes (2.40) e (2.41), resultando em

Z rE, cos(ry,0 — v;), (2.69)

i=—n;

Wi =1 —sin(w)

R
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wgzv,

I = cos(wi)Ra Y. rp, cos(r,0 — ¢;), (2.70)

I, = —a ) rp cos(ry,0 — ¢;),
onde

0 = (21)"?sin(w) — wy. (2.71)

Com o intuito de simplificar mais ainda a notacao podemos definir um simbolo para o

argumento das fungoes trigonométricas,

Essa notacao sera utilizada posteriormente, no préximo capitulo.
Para analise do Hamiltoniano e das correspondentes equagoes de movimento, é conveniente
fazer uma expansao utilizando a relagao
o

= (1+4iA) " =D (A, (2.73)

Tw; k=0

e utilizando a propriedade de soma de angulos nas fungoes trigonométricas co-seno e seno,

H=L+vh—a) zz: 1, (—iA") [cos(iA'0) sin(0 — ¢;) + sin(iA'0) cos(0 — ¢;)],  (2.74)

J=0i=—n,
1 i
wp=1-— ap sin(wi) Y rg, [cos(iA'G) cos(0 — ;) — sin(iA'0) sin(6 — ;)] , (2.75)
i =7,
I = aRcos(w) Y. rp [cos(iA'0) cos(f — ¢;) — sin(iA'0) sin(6 — ;)] (2.76)

L =—a) rg [cos(iA'0) cos(f — ¢;) — sin(iA'0) sin(6 — ;)] .

Essas equagoes, (2.74)-(2.76), sdo completamente equivalentes as Eqgs. (2.68)-(2.70).

Um caso limite interessante pode ser obtido dessas relagoes (2.74)-(2.76), quando considera-
mos a quantidade (A’f) muito pequena, o que ocorre para tempos iniciais no caso do espectro
de ondas estreitas (lembrando que 6 é uma funcao linear do tempo adimensional 7). Nesse

caso, as fungoes trigonométricas podem ser expandidas, de acordo com as seguintes relagoes

cos(1A0) Z ZA )

> ) g (2.77)
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< GAP

sin(iAf) = ;(—1) @l

Usando essas espansoes e desprezando termos de ordem maior do que (A’6), obtemos o

(2.78)

Hamiltoniano e as equagoes de movimento aproximadas,

H=1+7l -« i rE, sin(0 — ¢;), (2.79)

w =1-— 04]1% sin(wy ) i rE, cos(0 — ¢;), (2.80)
B

I = aR cos(w:) i TR, cos(0 — ¢;), (2.81)

I, = —a > 1 cos(0 — ;).
i
Para um caso particular em que todas as ondas do espectro tenham a mesma fase que a

onda central (¢; = ¢ = 0), isto é, o espectro seja de ondas coerentes, o Hamiltoniano e as

equacoes de movimento tém a seguinte forma

H =1, + Ul — aggsin(0), (2.82)

1
w=1- off 15 sin(wy ) cos(#), (2.83)
I = aefplR cos(wy) cos(), (2.84)

I, = — gy cos(0).
onde temos o « efetivo

Aeff =C ) T, (2.85)

i=—n

As Egs. (2.82)-(2.84), tém a mesma forma derivada para o caso de uma onda, conforme
se vé pelas Eqs.(2.33) e (2.34). A tnica diferenca é que, no caso de ondas coerentes, para
A'f << 1, temos uma equacao com g ao invés de simplesmente a. Particularmente, caso

todas as ondas do espectro coerente tenham a mesma amplitude, obtemos
Qoff = ang)Y?. (2.86)

Depois do estagio inicial, a evolucao subseqiiente obedece as equacoes nao expandidas, Eqgs.
(2.74)-(2.76), em vez das Eqgs. (2.82)-(2.84). O comportamento do sistema no caso mais geral
de espectro de ondas incoerentes (fases ¢; aleatérias), é mais complicado, sendo dificil fazer
uma andlise analoga aquela feita no caso de espectro de ondas coerentes. Resultados podem
ser obtidos por meio de analise numérica, como aqueles apresentados nas secoes seguintes, ou

por meio de aproximagoes por teoria de perturbacao, como apresentados no capitulo 3.
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2.4 Resultados numéricos.

Para a solugao numérica das equacoes de movimento, supomos um dado niimero de particulas
(n,), nimero de ondas (n,) e parametros o e 7. Supomos também um valor de A e a distri-
buicao de razoes de amplitudes de onda 7g,.

Como procedimento inicial de carga dos dados para os cédlculos numéricos, consideramos
inicialmente o seguinte caso: Damos os valores para os parametros I{, ag, e para o Hamiltoniano

inicial H, e atribuimos para as n, particulas, valores de I}, w; e wy, regularmente espacados:

1 2
Il :[?—I—niaOaI?-}_niaOa"'r[?—'—aOv

p p
1 2
wy =2m—, 27— -+, 2m,
T Ny
1 2
wo = 2m— ., 27— - -+, 2m,
T Ny
L=H-1L+8)/v (2.87)

onde

S=a)’ T8 sin{ry, [Rsin(w;) — wa] — @i}

% Wi

Em outras palavras o procedimento inicial de carga dos dados supoe valores iniciais para
I, wy,wo, e avalia Iy de tal forma que todas as particulas tenham o mesmo Hamiltoniano inicial
(H), para o qual supomos arbitrariamente o valor H = I +7I?, pois desprezamos as interagoes
mutuas entre particulas. Conhecendo os valores iniciais de wy,ws, I1 € I5, é possivel avaliar o
valor do produto Af para todas as particulas.

Quando supomos o valor inicial de I; para cada particula, supomos simplesmente o valor
inicial do momentum canonico perpendicular das particulas, visto que revertendo as trans-

formagoes candnicas obtemos

-—2 -2
1 k . ) 1k
[(my)? + (mi — qA,)?] = 5@”17

[

L=-——
2 m2w?

onde mi e my sao os componentes x e y do momentum das particulas (ndo confundir com os
momenta candnicos).

Na figura 2.2 mostramos os valores iniciais de Af para n, = 1000 particulas, supondo
I =1,25%10%, ap = 400 e A = 1,0x 1072. Vemos que a quantidade Af é menor que a unidade
para todas as particulas, o que significa que as equacoes de movimento no estagio inicial da
evolugao temporal podem ser aproximadas pelas relagoes (2.82)-(2.85), no caso particular de

ondas coerentes.
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Figura 2.2: Valores iniciais de Af vs. indice de particula ¢, para n, = 1000 particulas, supondo
I, = 1,25 x 103, ay = 400, e A = 1,0 x 1072, As condicoes iniciais para as particulas sao
atribuidas de modo que w; e wy sao entre 0 e 27 e I; entre I} e I} + ag, e I avaliado sob a

restrigdo de que todas as particulas tém o mesmo valor do Hamiltoniano (H).
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Com essa escolha de parametros I{ e ag, os valores dos momenta perpendiculares das
particulas sao distribuidos na regiao 50,0 < R < 57,4, onde R = (2[1)1/2. Supondo, por
exemplo, 7 = 30,0 e intensidade de onda nula (o = 0), a quantidade (215)'/? satisfaz 49,7 <
(21,)'/? < 50,0, tendo valores ligeiramente diferentes no caso de « finito. Essa regido dos
parametros ¢ similar aquela utilizada em estudos anteriores do caso de uma onda |2, 8], que
usamos para comparar com o presente caso de varias ondas e espectro estreito.

De acordo com os resultados originados do estudo do caso de uma onda e valores inteiros
de 7, para pequena amplitude o da onda eletrostatica o espago de fase ¢ dominado por grandes
ilhas de primeira ordem. Para valores intermediarios da amplitude da onda, comeca a aparecer
movimento estocastico perto da separatriz entre as ilhas. Para amplitudes grandes, o tamanho
da regiao estocastica aumenta, e o limiar para estocasticidade é definido como a amplitude da
onda para qual a fracao do espago de fase ocupado pelas ilhas é apreciavelmente diminuida
em comparagao com o tamanho da regiao estocastica [2]. Os limites da regiao estocéstica sao
aproximadamente os seguintes [2]:

Ryin 7 —+a, (2.88)
Rinaz ~ (4a1)?3(2/m)V/3, (2.89)

Uilizando as Eqgs. (2.88) e (2.89) para a = 2,0, e v = 30,0 a estocasticidade deve entao
ocorrer na regiao entre 28,6 < R < 33,2. Para a = 4,0, naregiao entre 28,0 < R < 43,5, e para
a = 6,0, na regiao entre 27,5 < R < 69,0. Portanto, para nossa escolha dos parametros, no
caso de uma onda esperamos uma pequena estocasticidade para a = 2,0, visto que as particulas
ocupam a regiao entre 50,0 < R < 57,4, muito longe da regiao para que ocorra movimento
estocastico. Para a = 4,0 ja deve ocorrer um apreciavel quantidade de estocasticidade. Para
amplitudes maiores, como no caso de a = 6,0, com os parametros escolhidos a regiao ocupada

pelas particulas fica totalmente imersa na regiao estocastica.

2.4.1 O caso de uma onda

Iniciaremos considerando o caso de uma onda, a situagao considerada nas referéncias [2, 8.

Para ilustrar o efeito do aumento da intensidade da onda, apresentamos na Fig. 2.3 a

quantidade (213)'/? vs wy(mod27), para caso de trés particulas e uma onda, com a = 2,2; 3,0;
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Figura 2.3: y/2I; como uma fungao de wy (mod. 27), para trés particulas,
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7 =30,0; ¢ (a) a= 2,2; (b) a= 3,0; (c) a= 3,8; ¢ (d) a= 4.6.
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Figura 2.4: \/2I; como uma fungao de wy (mod. 27), para 50 particulas, uma onda (n, = 1),

7=230,¢e (a) a= 2,2; (b) a=3,0; (¢c) a = 3,8; e (d) a = 4,6.

3,8; e 4,6; usando IV = 1,25 x 10, ap = 400, e 7 = 30,0. A seqiiéncia de painéis ilustra a
modificagao gradual das trajetorias causada pelo aumento da intensidade da onda. Na Fig.
2.4 apresentamos a mesma quantidade (25)'/? vs wy(mod27), para o caso de 50 particulas e
a = 2,0, usando os mesmos parametros e condigoes iniciais usadas para a Fig. 2.3. Vemos o
aparecimento gradual da superposigao (overlap) das 6rbitas das particulas, que correspondem

a ocorréncia de difusao estocastica no espaco de velocidade.

2.4.2 O caso de varias ondas com a mesma fase

Consideraremos agora a presenca de mais de uma onda, com diferentes freqiiéncias, todas
com a mesma fase da onda central (¢ = 0). Por simplicidade, supomos que todas as ondas

—-1/2

tem a mesma amplitude tal que rg = (n,,) , e mesma energia < E2 > do caso de uma onda.

Essa simples limitagao do caso mostra varios efeitos devido ao aumento do nimero de ondas,
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Figura 2.5: /2[5 como uma func¢ao de wy (mod. 27), para trés particulas e ondas coerentes,

a=2,0; 7=30, A =1,0 x 1072, e ntimero de ondas (a) 1, (b) 3, (¢) 5, e (d) 7.

a ser comparado com o caso mais geral de um conjunto de ondas incoerentes discutido no final
da secao presente.

A Fig. 2.5 mostra o caso de (215)"/? vs wy(mod27), considerando trés particulas e a = 2.0,
para vérios valores do nimero de ondas (1, 3, 5 e 7), usando A = 1,0 x 1072 e os mesmos
parametros e condigoes iniciais utilizadas para a Fig. 2.3. Vemos que o aumento do ntimero de
ondas produz modificagoes nas trajetorias das particulas que sao reminescentes das modificagoes

causadas pelo aumento na intensidade da onda, como mostradas na Fig. 2.3.

O efeito do aumento no nimero de ondas coerentes em um sistema de grande nimero de
particulas é mostrado na Fig. 2.6, onde apresentamos (215)'/? vs wy(mod27) para caso de 50
particulas e « = 2, 0; para vérios valores do nimero de ondas (1, 3, 5 e 7). Nessa figura, usamos

também os mesmos parametros e condigoes iniciais utilizadas para obter a Fig. 2.5.

35



(21,12

e +

(21,2

¥
. ¥ :
W + iy
% pA t}tﬁ} e

%& %}%ﬁ%ﬁw et .
| oy + i g A

it

0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6

02 w2

Figura 2.6: /25 como uma fungao de wy (mod. 27), para 50 particulas e ondas coerentes, a=

2,0; A =1,0 x 1072, e nimero de ondas (a) 1, (b) 3, (c) 5, e (d) 7.
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Para obtermos mais informacoes sobre o comportamento do sistema, consideramos na Fig.
2.7 o caso em que cinco ondas sao presentes no sistema, considerando varios valores da amplitude
da onda (o = 0,25; 0,5; 1,0 € 2,0), e A = 1,0 x 1072, Como nas figuras prévias, a Fig. 2.7
representa (25)'/? vs wy(mod27). O procedimento de carga (estabelecimento das condicdes
iniciais) e outros parametros sao os mesmos das figuras prévias. Como esperado, a presenca
de mais que uma onda nao é suficiente para garantir a ocorréncia da difusao estocastica, mas
o limiar da intensidade da onda para o comeco da estocasticidade é reduzido em comparacao
com o caso de uma onda, em que ele ocorre para a &~ 2,2. Visualmente, esse comego parece
ocorrer entre o caso de a = 0,5, onde as orbitas das particulas obtidas sao similares ao que
aparece no primeiro painel da Fig. 2.6 (caso de uma onda com « = 2,0), e o caso de a = 1, 0.
Isto est4 de acordo com a Eq. (2.86), que prediz @ = aiwave/(1w)"? (que no presente caso é

2,2/(5)1/% =~ 0,98).

2.4.3 O caso de varias ondas com fases aleatdrias

Consideraremos agora a presenca de mais que uma onda, com diferentes freqiiéncias e fases
aleatdrias, supondo a fase da onda central nula (¢ = 0). As fases aleatérias s@o obtidas a partir
de um gerador de numeros aleatérios que inicia com uma semente numérica, e seus valores
ficam restritos ao intervalo de 0 a 2w. Todos os resultados que serao apresentados, a menos que
seja explicitamente dito o contréario, sao gerados usando a mesma semente para o gerador de
niumeros aleatorios. Considerando as amplitudes no conjunto de ondas, supomos que sao todas
iguais, tal que 75 = (n,) /2.

A Fig. 2.8 mostra o caso de (215)"/? vs wy(mod27), considerando trés particulas e a = 2,0,
para vérios valores de niimero de ondas (1, 3, 5, e 7), usando A = 1,0x 1072 e outros parametros
como na 2.3. Exceto pelas fases aleatorias, as condigoes utilizadas sao exatamente as mesmas

usadas para gerar a Fig. 2.5. As modificagbes nas trajetorias das particulas sao similares mas

mais impressionantes que as causadas pelas ondas coerentes, vistas na Fig. 2.5.

O efeito do aumento no nimero de ondas incoerentes em sistemas com mais particulas é

1/2

visto na Fig. 2.9, onde apresentamos (213)'/? vs wy(mod2m) para o caso de 50 particulas e
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Figura 2.8: /2[5 como funcao de wy (mod. 27), para trés particulas e ondas com fases aleatérias,

a=2,0,7=230, A=1,0x 1072, e ntimero de ondas (a) 1, (b) 3, (c) 5, and (d) 7.
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Figura 2.9: /25 como uma fungao de wy (mod. 27), para 50 particulas e ondas com fases

aleatérias, a= 2,0, A = 1,0 x 1072, e ntimero de ondas (a) 1, (b) 3, (¢) 5, e (d) 7.

a = 2,0, para véarios valores do niimero de ondas (1, 3, 5, e 7). Nessa figura, usamos os mesmos
parametros usados para obter a Fig. 2.8. A Fig. 2.9 claramente mostra que a presenca de
ondas com fases aleatérias causa um completo espalhamento das orbitas das particulas que

eram visiveis no caso de uma tnica onda, para o mesmo valor de «.

Como no caso das ondas coerentes, cujos resultados sao mostrados na Fig. 2.7, na Fig. 2.10
mostramos /2[5 como funcao de wy(mod27) para o caso em que cinco ondas sdo presentes
no sistema, considerando vérios valores da amplitude da onda (o = 0,25;0,5;1,0, e 2,0), e
A = 1,0 x 1072, e ondas com fases aleatérias. O procedimento de carga e outros parametros
utilizados sao os mesmos utilizados nas figuras prévias. Observamos visualmente que o grau de
estocasticidade, para o mesmo ntmero de interagoes , decresce gradualmente quando a energia
da onda ¢é reduzida, mas mesmo no caso de o = 0,25 o grau da estocasticidade é maior que

obtido no caso de uma onda e a = 2,0, visto no primeiro painel da Fig. 2.6 e no primeiro
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Figura 2.10: /215 como fungao de ws (mod. 27), para 50 particulas e ondas com fases aleatérias,

A=1,0x10"2n,=5,¢ (a) a= 0,25, (b) a= 0,5, (c) a= 1,0, e (d) a= 2,0.

painel da Fig. 2.9. Entretanto, enquanto no caso de ondas coerentes usamos a Eq. (2.86) para
relacionar a amplitude requerida para o inicio da estocasticidade com a amplitude requerida
para produzir o efeito similar no caso de uma onda, nao desenvolvemos uma abordagem tedrica

equivalente para o caso de ondas com fases aleatérias.

A Fig. 2.10(a) mostra também um grau mais alto de estocasticidade que a Fig. 2.7(a),
sendo que a unica diferenca é que a Fig. 2.10(a) foi obtida supondo ondas com fases aleatérias,
enquanto a Fig. 2.7(a) foi obtida supondo que todas as ondas tém a mesma fase (¢ = 0). Na
andlise que aparece na préxima secao, iremos observar similarmente comportamento difusivo
para tempos longos mais pronunciado no caso de ondas com fases aleatdrias que no caso de

ondas de mesma fase.
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Figura 2.11: (613); como fungao do tempo normalizado, para n, = 1, I = 1,25 x 103, ay = 400,
7 = 30,0, e &« = 2,0 (linha cheia), 4,0 (linha quebrada), e 6,0 (linha pontilhada). (a) evolugao

temporal de curto prazo; (b) evolucao temporal de longo prazo.

2.4.4 Analise comparativa do caso de uma onda e do caso com varias ondas,

coerentes e incoerentes

A presenca do comportamento estocastico pode também ser investigada pelo comporta-
mento temporal da seguinte quantidade:
| 1/2
oty ={ L 30 - LoPf (2:90
My =1
onde j = 1,2. No gréfico de (01;); vs. t, a inclinacao de (1), relativa ao eixo t é a medida do
coeficiente de difusao no espago de velocidade [28].

Na Fig. 2.11 mostramos (/;); como uma fungao do tempo normalizado para o caso de uma
onda (n, = 1), I{ = 1,25 x 103, ag = 400, 7 = 30,0, e a = 2,0; 4,0; e 6,0. O painel (a) da
Fig. 2.11 mostra a evolucao até o tempo normalizado t ~ 120, e o painel (b) mostra a evolucao
estendida até ¢ ~ 1200. Para essa figura, consideramos n, = 1000, que resulta em estatistica
muito melhor do que obtida com n, = 50. A figura mostra claramente o comportamento
difusivo para longos tempos, medido pela inclinacao da curva relativa ao eixo t, é ausente para

o caso a = 2,0, j& é presente no caso a = 4,0, e é mais pronunciado no caso a = 6,0 [2, 8.

Na Fig. 2.12 mostramos (61;); como fun¢ao do tempo normalizado, para I = 1,25 x 103,
ag = 400, 7 = 30,0, e a« = 2,0, para n, = 1,5, e 9, considerando o caso de ondas coerentes.

O painel (a) da Fig. 2.11 mostra a evolucao até o tempo normalizado t ~ 120, e o painel (b)
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Figura 2.12: (d15); como fungao do tempo normalizado, para o caso de ondas coerentes, para
I? =1,25 x 103, ag = 400, 7 = 30,0, e a = 2,0, para n,= 1 (linha cheia), 5 (linha quebrada),
e 9 (linha pontilhada). (a) evolugao temporal de curto prazo; (b) evolugdo temporal de longo

prazo.

mostra a evolugao estendida até ¢t ~ 1200. A Fig. 2.12 mostra também aparecimento da difusao
no sistema, mas a curva que mostra o aumento de (6/3); com o tempo exibe menor inclina¢ao
média que no caso correspondente a uma onda com o = 2,0, aparecendo na Fig. 2.11. E
também evidente a alternancia de regioes onde a curva descrevendo (d15); aumenta com tempo
e regioes onde é quase constante e paralela ao eixo horizontal. Essa seqiiéncia de saltos nao é

evidente no caso de uma onda na Fig. 2.11.

Na Fig. 2.13 mostramos (61;); como fungao do tempo normalizado para I} = 1.25 x 103,
ap = 400, 7 = 30,0, e « = 2,0 para n, = 1,5, € 9, para o caso de ondas com fases aleatérias.
Como na Fig. 2.12, o painel (a) mostra a evolugdo até o tempo normalizado t ~ 120, e o
painel (b) mostra a evolucao estendida até t ~ 1200. Na Fig. 2.13, a evolugao inicial de (01),
apresenta pequena inclinacao com respeito ao eixo ¢, comparando com o caso correspondente
para ondas coerentes, que aparece na Fig. 2.12. Mas a evolugao de longo prazo que aparece
na Fig. 2.13(b) mostra difusdo continua, sem o aparecimento dos ”saltos” que ocorrem na Fig.
2.12, no caso de ondas coerentes, resultando que a quantidade (d15); atinge valores maiores
no caso da Fig. 2.13(b) do que no caso que aparece na Fig. 2.12(b). Outra caracteristica
interessante que aparece na Fig. 2.13(b) é que os casos de n, = 5 e n,, = 9 com fases aleatdrias
exibem caracteristicas similares de longo prazo (no comportamento de (d13);), comportamento

diferente do comportamento aparecendo na Fig. 2.12 para o caso de ondas coerentes.

43



(3l,)t

(3l
O FRP N W H» 01 OO N 0 ©

0 | | | | | |
0 20 40 60 80 100 120 140 0 200 400 600 800 1000 1200 1400

t t

Figura 2.13: (0l); como fungdo do tempo normalizado, para o caso de ondas com fases
aleatérias, para I? = 1,25 x 103, ap = 400, 7 = 30,0, e a = 2,0, para n,= 1 (linha cheia), 5
(linha quebrada), e 9 (linha pontilhada). (a) evolugdo temporal de curto prazo; (b) evolugao

temporal de longo prazo.

O estdgio bem inicial da evolugao temporal é mostrado na Fig. 2.14, que mostra (613); vs.
tempo normalizado ¢ para os casos n, =1 e a = 6,0, n, =9 e a = 2,0 para ondas coerentes
en, =9ea =20 para ondas com fases aleatérias, supondo I = 1,25 x 103, ay = 400,
e 7 = 30,0 e t até 20. De acordo com a Eq. (2.86), os dois casos devem ter caracteristicas
similares no inicio da difusao, uma predicao que é corroborada pelos resultados mostrados na
Fig. 2.14. Considerando os resultados no caso de ondas aleatorias, a inclinacao inicial da
curva para (d3); é menor que nos casos do conjunto de ondas coerentes, embora observemos
uma difusao mais continua e significativa para evolucao para tempos longos, de acordo com a

comparacao entre as Figs. 2.12 e 2.13.

Os resultados apresentados nas Figs. 2.11, 2.12 e 2.14 mostram que a difusao estocastica
causada por vérias ondas coerentes de fato inicia com o nivel de onda predito pela Eq. (2.86),
mas prossegue a uma taxa menor do que o caso correspondente com somente uma onda. Esses
resultados podem ser esclarecidos pela consideracao de varias caracteristicas das equacoes do
movimento. Iremos considerar, por exemplo, a média sobre todas as particulas da quarta
equagao do movimento, que aparece nas Egs. (2.75) e (2.76),

£ = nl S hh= -3 Y [cos(i'0) cos(0 — ;) — sin(iA'0)sin(0 — )], (2.91)

P j=1 D j=1 i
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Figura 2.14: Estégio inicial da evolu¢ao do (d13); como uma fungao do tempo normalizado,
para n, = 1 e a= 6,0 (linha cheia), e n,= 9 e a= 2,0, ondas coerentes (linha quebrada), e
para n,= 9 e a= 2,0, ondas com fases aleatérias (linha pontilhada), supondo I? = 1,25 x 103,

ap = 400, e 7 = 30, 0.
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que pode ser examinada como uma representacao do comportamento do sistema. Na Fig. 2.15
mostramos o grafico de & vs. t para a = 2.0 e n, = 1,5, e 9, supondo ondas coerentes,
I9 = 1,25 x 103, ag = 400, e 7 = 30,0. As curvas que aparecem nos trés painéis a esquerda da
Fig. 2.15 devem ser comparadas com as curvas que aparecem nos painéis do lado direito, onde

mostramos uma quantidade auxiliar

(52)aux = _ij Z_p:la[erl} COS(H), (292)

que simplesmente é a média sobre todas as particulas da equagao de movimento que deveria
governar a evolucao de I, se Af pudesse ser considerada uma quantidade muito pequena ao
longo de todo o intervalo de tempo mostrado na figura. Nesse caso, a estocasticidade deve
ocorrer como no caso de uma onda, com Qpr = Y ; T,

A comparacao entre os correspondentes painéis esquerdo e direito da Fig. 2.15 mostra que a
quantidade (£2)qu: ¢ uma quantidade flutuante de magnitude significativa ao longo da evolucao
temporal, enquanto & para ondas coerentes é uma quantidade flutuante que no caso de n, > 1
(painéis (b) e (c)) exibe ao longo do lapso de tempo considerado no célculo uma magnituce
média muito menor do que aquela de ()44, com saltos periédicos (bursts) de amplitude.
Essa modulagao da evolugao temporal da quantidade &, que ocorre devido ao fator cos(iA’0)
aparecendo na equacao de movimento, explica a pequena quantidade de difusao no espaco de
velocidade, comparada com a difusao que deve ocorrer sem a presenca da modulacao, para os

mesmos parametros.

Os maximos da quantidade &, que aparecem periodicamente na Fig. 2.15, podem ser
facilmente explicados. A periodicidade origina-se através do fator Y, rg, cos(iA'6), que no caso

de ondas com amplitudes iguais pode ser escrito como

n; g sin (nwAf)
> 1 cos(iANO) = rg, > cos(iAf) = rg,—— "L
i=—n; 1=—n; S1n (nwfl)

Os méaximos dessa quantidade para n, > 1 sao localizados em |0| = (kw/A)(n, —1), onde k
¢ um inteiro positivo. Visto que a média de 6 sobre todas as particulas é 6 ~ —7t, os maximos
ocorrem em t = km(n, — 1)/(FA). Para nossos parametros, o primeiro maximo ocorre para
t =~ 40 e t = 80, respectivamente, para n, = 5 e 9. Os maximos seguintes ocorrem nos multiplos

desses valores. Essas caracteristicas sao vistas na Fig. 2.15 e explicam a seqiiéncia de saltos
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Figura 2.15: Painel esquerdo: A quantidade & como fun¢ao do tempo normalizado, no caso de
ondas coerentes, para a = 2,0 e (a) n,= 1, (b) n,= 5, e (¢) n,=9, supondo I{ = 1,25 x 103,
ap = 400, e 7 = 30, 0. Painel direito: A quantidade [{3]aux como fungao do tempo normalizado,

para os mesmos parametros usados no painel esquerdo. (d) n,= 1, (e) n,= 5, e (f) n,= 9.
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difusivos exibidos na Fig. 2.12. Uma conseqiiéncia dessa caracteristica de difusao por saltos
periédicos é que, embora o limiar para o inicio da difusao estocéastica diminua pela presenca de
um conjunto de ondas coerentes com freqiiéncias proximas, se comparado com o caso de uma
onda, como predito pela Eq.(2.86), a difus@o total é limitada pelo intervalo de tempo entre os
episodios difusivos, que se torna grande com o aumento no nimero de ondas.

Na Fig. 2.16, por outro lado, tracamos & vs. t para a = 2.0 e n,, =1, 5, e 9, supondo
ondas com fases aleatérias, IY = 1,25 x 103, ag = 400 e 7 = 30,0. Como no caso da Fig. 2.15,
as curvas que aparecem nos trés painéis a esquerda da Fig. 2.16 devem ser comparadas com
as curvas que aparecem no lado direito, onde a quantidade auxiliar (£2)q4, ¢ mostrada como
funcao do tempo normalizado t.

A comparacao entre os painéis do lado esquerdo e direito da Fig. 2.16 mostra que a quanti-
dade (&)4uz € uma quantidade flutuante cuja amplitude ao longo do evolugao temporal depende
da fase das ondas compondo o pacote de onda no espaco k. Para a semente usada na geracao
das fases aleatérias, observamos que a amplitude de (£3)qu 10 caso de n, = 5 é menor que no
caso de n, = 1 ou 9, enquanto & é uma quantidade flutuante que nao mostra o aparecimento
regular de maximos e minimos que vemos na Fig. 2.15, no caso de ondas coerentes. A auséncia
da modulacao regular no caso de ondas com fases aleatorias explica a auséncia dos saltos di-
fusivos que ocorrem para ondas coerentes, e explica a difusao continua e relativamente regular

causada pelas ondas com fases aleatérias, vista na Fig. 2.13(b).

A influéncia das fases aleatdrias no caso de um nimero finito de ondas é ilustrada na Fig.
2.17, que mostra as quantidades & e (&2)que para caso de n, = 5, com outros parametros
como na Fig. 2.16, e trés diferentes conjuntos de fases aleatérias, geradas com trés diferentes
sementes numéricas para o gerador de niimeros aleatérios. O painel (a) da Fig. 2.17 corresponde
ao caso do painel (b) da Fig. 2.16. O painel direito mostra diferentes amplitudes para a
quantidade (&2)auz, que ilustra a dependéncia nas fases. O painel esquerdo exibe a diferenca
mas tem em comum o aparecimento irregular dos maximos e minimos de amplitudes similares
nos trés casos mostrados. Como uma conseqiiéncia, o comportamento difusivo causado pelas
ondas é aproximadamente similar para os trés casos, como mostrado na Fig. 2.18, que exibe
a caracteristica de (d12); para tempos curtos, para trés casos de diferentes conjuntos de fases

aleatorias usadas para obter a Fig. 2.17. Apesar da débvia diferenca entre as trés curvas
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Figura 2.16: Painel esquerdo: A quantidade & como fungdo do tempo normalizado, no caso
de ondas com fases aleatérias, para a = 2,0 e (a) n,= 1, (b) n,= 5, e (¢) n,= 9, supondo
I? = 1,25 x 103, ag = 400, e 7 = 30,0. Painel direito: A quantidade [£;]aux como uma funcao
do tempo normalizado, para os mesmos parametros usados no painel esquedo. (d) n,= 1, (e)

n,= 5, e (f) n,= 9.
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obtidas, a inclinacao relativa ao eixo t é aproximadamente a mesma nos trés casos, indicando
um comportamento difusivo médio similar. Uma investigacao mais exaustiva requer um uso
mais intensivo de calculos numéricos, considerando um grande nimero de conjunto de fases
aleatérias, mas acreditamos que tal estudo nao conduziria a uma modificagao significativa na
tendéncia geral exposta na Fig. 2.18. E esperado que o comportamento médio obtido com
diferentes conjuntos de fases aleatdrias tenda a ser mais e mais similar com o aumento do
nimero de ondas, tal que no limite de infinito niimero de ondas a difusao causada pelas ondas

deve ser independente do conjunto particular de fases aleatdrias utilizado nos calculos.

2.4.5 Um exemplo com diferentes condigoes iniciais

A regularidade das condicGes iniciais utilizadas para as particulas para obter os resultados
apresentados nas secoes anteriores foi ttil para gerar os mapas de Poicaré que aparecem nas
Figs. 2.4(a), 2.6(a) e 2.9(a). Entretanto, é necessario investigar se resultados similares podem
ser obtidos mesmo para diferentes condigoes iniciais ou se as condicoes iniciais tratadas até
aqui foram peculiares. Portanto consideramos aqui outro exemplo, que supoe para as particulas
valores de I; distribuidos aleatoriamente entre I {) el ? +agp, € wy e wy distribuidas aleatoriamente
entre 0 e 27, com a quantidade I3 sendo calculada de acordo com a Eq. (2.87), sujeita a condic¢ao
que o valor do Hamiltoniano (H) é a mesmo para todas as particulas.

A aleatoriedade das condigoes iniciais nesse caso pode ser apreciada na Fig. 2.19, onde
mostramos os valores iniciais de Af para n, = 1000 particulas, supondo I; = 1,25 x 10?,
ap = 400, e A = 1,0 x 1072, Como na Fig 2.2 vemos que a quantidade Af ainda continua

menor que a unidade para todas as particulas.

Na Fig. 2.20, apresentamos para essas condigdes iniciais a quantidade (6/3); como funcao
do tempo normalizado para o caso de uma onda (n, = 1), I = 1,25 x 103, ag = 400, 7 = 30,0
e o = 2,0, 4,0, e 6,0, considerando n,, = 1000. O painel (a) da Fig. 2.20 mostra a evolucao
até t ~ 120, e o painel (b) mostra a evolugao estendida até ¢ ~ 1200. Similarmente ao que

obtivemos na Fig. 2.11 para o caso de um conjunto regular de condicoes iniciais, a Fig. 2.20
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Figura 2.17: Painel esquerdo: A quantidade & como fungao do tempo normalizado, no caso de
ondas com fases aleatorias, para n, = 5 e a= 2,0, com trés diferentes conjuntos de fases
aleatorias, obtidas com diferentes sementes para a avaliagao numérica das fases, supondo
I? = 1,25 x 103, ap = 400, e 7 = 30,0. Painel direito: A quantidade [{5]aux como funcao

do tempo normalizado, para os mesmos parametros usados no painel esquerdo.
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Figura 2.18: Evolugao temporal de curto prazo da quantidade (415); como fungao do tempo
normalizado no caso de ondas com fases aleatérias, para n, = 5 e a= 2,0, com trés diferentes
conjuntos de fases aleatérias, obtidas com diferentes sementes para a avaliagao numérica das

fases, supondo I¥ = 1,25 x 103, ay = 400, e 7 = 30, 0.
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supondo I; = 1,25 x 103, ag = 400, e A = 1,0 x 1072, As condicoes iniciais para as particulas
sao atribuidas aleatoriamente, tal que w; e wy sdo entre 0 e 27 e I; entre IV e IY + ag, com
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Figura 2.20: (0Iy); como fungao do tempo normalizado, para n, = 1, I = 1,25 x 103,

ap = 400, 7 = 30,0, e « = 2,0 (linha cheia), 4,0 (linha quebrada), e 6,0 (linha pontilhada). (a)
evolugao temporal de curto; (b) evolugao temporal de longo prazo. As condigdes iniciais para
as particulas sao atribuidas aleatoriamente, tal que w; e wy sdo entre 0 e 27 e I; entre IV e
I? + ag, com I, calculado sob a restrigao de que todas as particulas devem ter o mesmo valor

do Hamiltoniano (H).

mostra claramente que o comportamento difusivo de longo termo estd ausente no caso de

a = 2,0, ja é presente no caso de a = 4,0, e é mais impressionante no caso de a = 6, 0.

Na Fig. 2.21 mostramos (J15), como fungao do tempo normalizado para I{ = 1,25 x 103,
ap = 400, 7 = 30,0, e a = 2,0 para n, = 1, 5, e 9, para o caso de ondas coerentes. O
painel (a) mostra a evolucao até t ~ 120, e o painel (b) mostra a evolucao até ¢ ~ 1200. A
Fig. 2.21 mostra também o aparecimento progressivo da difusao no sistema, mas as curvas
que mostram o crescimento de (§/3); com o tempo exibem uma inclinagdo média menor que
no caso correspondente a uma onda e a = 2,0, que aparece na Fig. 2.20. Também ¢ evidente
a alternancia de regides onde a curva descrevendo (d1;); aumenta com o tempo e regidesonde
é aproximadamente constante e paralela ao eixo horizontal. Essa seqiiéncia de saltos nao é

evidente no caso de uma onda na Fig. 2.20.

Na Fig. 2.22 mostramos (d15), como fungao do tempo normalizado para I{ = 1,25 x 103,

ap = 400, 7 = 30,0, e « = 2,0 para n, = 1, 5, e 9, para o caso de ondas com fases aleatérias.
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Figura 2.21: (415); como fungao do tempo normalizado, para o caso de ondas coerentes, para
I? =1,25 x 103, ag = 400, 7 = 30,0, e a = 2,0, para n,= 1 (linha cheia), 5 (linha quebrada),
e 9 (linha pontilhada). (a) evolugao temporal de curto prazo; (b) evolugdo temporal de longo
prazo. As condigoes iniciais das particulas s@o as mesmas atribuidas para obtencao da Fig.

2.19.

O painel (a) mostra a evolugao até t ~ 120, e o painel (b) mostra a evolugao até ¢ ~ 1200.
Vemos que a evolucao inicial de (d15); mostra menor inclinagdo com respeito ao eixo t que o
caso correspondente de uma onda que aparece na Fig. 2.21. Mas a evolucao de longo prazo
que aparece no painel (b) mostra uma difusdo continua, sem os saltos visiveis que aparecem na
Fig. 2.21 para o caso de ondas coerentes, resultando que a quantidade (§13); alcanca valores
maiores no caso da Fig. 2.22(b) que no caso que aparece na Fig. 2.21(b). Outra caracteristica
interessante que aparece na Fig. 2.22(b) é que os casos de n,, = 5 e n,, = 9 com fases aleatdrias
exibem um comportamento de longo prazo similar para (d/5)¢, diferente do comportamento que

aparece na Fig. 2.21 para o caso de ondas coerentes.

Os resultados que aparecem nas Figs. 2.20 - 2.22 sao quantitativamente muito similares aos
que aparecem nas Figs. 2.11 - 2.13 indicando que os resultados obtidos na se¢ao 2.4.3 nao sao
peculiaridades do conjunto particular de condicoes iniciais utilizadas nessa secao.

Finalmente a Fig. 2.23(a) mostra a evolugao de curto prazo da quantidade (§13);, para trés
diferentes conjuntos de fases aleatérias, para n, = 5, I = 1,25 x 10, ag = 400, e 7 = 30, 0.
Como na Fig. 2.18, observamos que, mesmo que as trés curvas sejam diferentes entre si, o
comportamento é qualitativamente o mesmo no trés casos. A Fig. 2.23(b) mostra a evolucao

para longo prazo, para os mesmos parametros. A inclinagao da curva (dl3); é similar nos
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Figura 2.22: (0l); como fungdo do tempo normalizado, para o caso de ondas com fases
aleatérias, para I? = 1,25 x 103, ap = 400, 7 = 30,0, e a = 2,0, para n,= 1 (linha cheia), 5
(linha quebrada), e 9 (linha pontilhada). (a) evolugdo temporal de curto prazo; (b) evolugao
temporal de longo prazo. As condigoes iniciais das particulas s@o as mesmas atribuidas para

obtencao da Fig. 2.19.

trés casos, indicando que elas podem ser representantes do comportamento médio a ser obtido
se uma média de ensemble fosse feito considerando um grande ntimero de conjuntos de fases
iniciais. A Fig. 2.23(b) mostra também a curva obtida para o caso de cinco ondas com a mesma
fase (¢ = 0), que exibe uma inclina¢do menor, e portanto indica comportamento difusivo de

longo prazo menos pronunciado.

2.5 As ilhas de primeira ordem.

Aqui se esta interessado em determinar analiticamente o limiar de estocasticidade, ou pelo
menos fazer uma estimativa a seu respeito. Neste intuito, pode-se comegar encontrando as
ilhas de ordem p. Para isto, precisa-se determinar, antes de mais nada, pontos fixos de p-ésima

ordem. Estes podem ser encontrados fazendo estimativa da expressao [2]

<w2>:g (2.93)
<w > p '

onde ¢ e p sao nuimeros inteiros e as médias sobre w; e wy sao médias temporais tomadas sobre
p 6rbitas de ciclotron (ou, equivalentemente, ¢ periodos de onda). Quando p =1, ¢ = n e

quando p =2, ¢ = 2n + 1 [2]. No caso geral ¢ = p(n + 1) — 1 para dado p.
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Figura 2.23: (dl3); como fungdo do tempo normalizado para o caso de ondas com fases
aleatérias, para n, = 5 e a = 2,0, com trés conjuntos de ondas com fases aleatdrias, obti-
das com diferentes sementes para avaliacio numérica das fases. Supondo IV = 1,25 x 103,
ap = 400, e 7 = 30,0. (a) evolugao temporal de curto prazo; (b) evolucao temporal de longo
prazo. O painel (b) também mostra, abaixo das outras trés, a curva obtida considerando as
cinco ondas com a mesma fase (¢ = 0). As condigoes iniciais das particulas sao as mesmas

atribuidas para obtencao da Fig. 2.19.

Como ja visto, wy = 7, de forma que < wy >= 7; isto leva a que

v _1 (2.94)
< wp > p

Uma particula que satisfizer a relagao (2.94) completard exatamente ¢ periodos de onda em
p orbitas de ciclotron. Inicialmente vamos analisar as ilhas de primeira ordem. Neste caso,

p=1e g =mn e portanto, a relacao (2.94) assume a forma

v

=n. 2.95
<wp > " ( )

O valor de w; é calculado a partir da expressao que aparece logo depois da (2.33).

: OH

Wy = —.
Lol

E conveniente expressar o segundo termo do Hamiltoniano (2.68) em termos de componentes

de Fourier, utilizando o mesmo procedimento empregado no caso de uma onda. Usando as Egs.

(2.44), (2.45) e (2.46), temos

H=1,+7vl;, —« Z I Z I (13) sin(mwy — ry,we — @), (2.96)

i=—n, T‘Ui m=—00
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onde

Ty, = 14+ 1A" (2.97)

K3

ri =1y, (20)"?, (2.98)

—-1/2

Consideraremos o caso em que rg, = g = (n,,)” /*, uma constante, conforme a Eq. (2.59),

onde n, é o namero de onda.

As equagoes do Hamiltoniano sao respectivamente

o = 1-— oz(nw)_l/Q zz: i Z (881 (ﬁ)) sin(mwy — ry,wa — ©;),
1

i=—n; T"Ji m=—00
Wy = v,
. R P
I, = a(nw)_m Z i Z I ()M cos(mwy — ry,ws — i),

i=—n; Wi m=—00

L = —an,) ™3 3 Ju(r) sin(mw — rp,ws — @). (2.99)

t=—n; M=—00

Utilizando a relagao (2.98), temos

0 (0T m(1) ori\  Tu
a[l‘]m(”)_< or; ><611> =g mlr) (2:100)
onde
T (ri) = ajgyi) (2.101)

Utilizando essas relagoes (2.100) e (2.101), temos

<w; >=1-a(ny,) 121 Z Z J!(r;) < sin(mw; — 1y, we — ;) > . (2.102)

'L—fnZ m=—00

Da expressao para I, eq. (2.99), nota-se que se pode considerar [; ~ constante até ordem
a, ja que I, é da ordem de «, em mais baixa ordem. Para se calcular < w; > correto até a
ordem «, vé-se que [; ~ constante é uma aproximagao consistente.

Quando consideramos a freqiiéncia da onda eletrostatica do tipo hibrida inferior, estamos
considerando 7 > 1. Nesse regime, podemos aproximar o valor de 7 por um ntimero inteiro n

de valor proximo

vxn, parav> 1. (2.103)

Caso o valor de 7 nao seja inteiro, a diferenca entre 7 e n serd chamada de ¢,

>
||I

(2.104)



Da expressao para wq, eq. (2.99), nota-se que se

w =1+ 0(a). (2.105)
Podemos multiplicar por n essa rela¢ao (2.105), resultando em

nw; =n+ O(a), (2.106)

e utilizar a aproximagao considerada na eq. (2.103) e a relacdo we = 7 da eq. (2.99) para

obtermos a seguinte aproximagcao
nwi; = (n) + O(a) = (7) + O(a) = (we) + O(),

que resulta em

nwy = ws + ¢+ O(a), (2.107)

onde ¢ é uma fase constante.

Multiplicando por 7, da eq. (2.97) na eq. (2.107) obtemos
T MWy = Ty, wa + T, + O(av). (2.108)
Estamos considerando n ~ 7 > 1, e podemos aproximar 7,,n ~ n
nwy & Ty,we + Ty ¢ + O(a), (2.109)
e desta forma obtemos a relagao
nwy — Ty,We & Ty = ¢, (2.110)

para o em mais baixa ordem.
Utilizando a relacao (2.110) podemos estimar a média < sin(mw; —r,, — ¢;) > que aparece

na eq. (2.102)

< sin(mwy — ry,wa — ;) >=< sin(mw; — ry,wa) > cos(p;)— < cos(mwy — r,,ws) > sin(y;).
(2.111)

Desta forma, se m = n, nw; — r,,ws = ¢;. Considerando todos os valores de m temos,

. sin(¢;) se m = n,
< sin(mwy — ry,ws) >= (2.112)
0 se m#n,
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cos(¢;) se m =n,
< cos(mwy — ry,wa) >= (2.113)
0 se m #n.

Desta forma, pode-se escrever as médias em (2.111) como sendo
< sin(mwy — ry,wa) >= Oy sin(¢;), (2.114)

< cos(mwy — ry,wa) >= Oy cos(d;), (2.115)

onde 9y, ¢ a fungao delta de Kronecker.
No célculo de < wy >, a fungao delta de Kronecker eliminara todos os termos da soma sobre

m, exceto o termo m = n. Isto significa que < w; > pode ser escrito como

T
<uy>=1- a(nw)l/QE, (2.116)
onde
T=3Y J (rp S0 0) (2.117)
(&
i = ¢ — i

Pode-se substituir o resultado (2.116) em (2.95) para encontrar os pontos fixos das ilhas de

primeira ordem
y —_—
1 —a(n,)2Y/R

Podemos acompanhar como os pontos fixos das ilhas de primeira ordem variam de acordo

n. (2.118)

com a variacao da intensidade de perturbacao da onda eletrostatica, relacionada com o parametro
a pela eq. (2.55), lembrando que por definigdo o é um valor positivo, o > 0. Utilizando a eq.
(2.118), podemos determinar essa relagao

ig(nw)—l/2
n T '

o =

(2.119)

O limiar procurado é o menor valor de «, e conseqientemente o menor valor de Fy, Eq.
(2.56), que satisfaz a condi¢ao de existéncia das ilhas de primeira ordem. Isto significa tomar
os valores extremantes de |T|, determinado por max(|Y|), desta forma o limiar para formagcao
de ilhas de primeira ordem ¢é determinado por

RS

n

(nw>—1/2

ayp(n, ondas) = max (1))’

(2.120)

Analisaremos agora os casos de uma onda e de varias ondas, nas sub-se¢oes a seguir.
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2.5.1 O caso de uma onda.

Para o caso de uma onda (n, = 1), temos r,,, = 1, 7o = R e g = ¢, grandezas que utilizadas

na defini¢do dada pela eq. (2.117) implicam em
7] = |/, (R) sin(¢)| — max(|T]) = [J,(R)| max(|sin(¢)]) = [J;,(R)] (2.121)

Utilizando essa eq. (2.121) na eq. (2.120) obtemos o resultado obtido por Karney na Ref.

2],

nJ!(R)|

Nessa subsecao, apresentaremos os principais resultados obtido por Karney nas Refs. [7, 2]

am(ng =1) = (2.122)

R(S‘

e analisaremos o limiar de estocasticidade para R ~ 7 > 1. Discutindo sobre a estocasticidade,
Karney encontrou que, quando uma onda puramente super-harmoénica interage com os ions,
aparece uma ilha de primeira ordem no espacgo de fase angulo-acao, para uma amplitude mo-
derada de onda perturbativa. Com o aumento da intensidade da perturbacao, ilhas de segunda
ordem aparecem dentro de ilhas de primeira ordem. O movimento se torna estocéstico se es-
sas ilhas de segunda ordem se sobrepoem [26, 27]|. Foi verificado também que uma onda sub-
harmonica pode produzir ilhas de ordem mais alta que se sobrepoem e induzem estocasticidade,

quando é ultrapassado um certo limiar da amplitude de onda perturbativa dado pela relagao
o > R\ (R)] 7 £ (5), (2.123)

onde H(V(R) é a funcdo de Hankel de primeira espécie, e f(§) é uma fracdo que foi estimada
numericamente na Ref. [2] (tabela (2.2)), sendo verificado que ela varia de no maximo 20% em
torno de um valor constante. Foi observado também que o limiar de estocasticidade é bastante
insensivel a variacdo do valor de ¢, na faixa entre —1/2 e 1/2.

Utilizando f(0) ~ 1/4 na eq. (2.123), é obtido o seguinte limiar para a estocasticidade,
Lo @yt
Qg > ZRMHU (R)|]. (2.124)

E particularmente interessante encontrar o limiar para estocasticidade para um dado valor
de 7 a uma certa energia dos fons. A energia dos fons é medida pela acao [, que é relacionada
com o raio de Larmor normalizado R, conforme Eq. (2.39).

Para R ~ 7 > 1, utilizando expansoes da fun¢ao de Henkel na eq. (2.124), se encontra [2],

PQ/?)
gt Z T (2125)
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0 f(5)
~0,38 0,26
—0,03 0,24

0 0,26
0,11 0,23
0,23 0,25
0,28 0,23
0,42 0,19

Tabela 2.2: Valores de f(d) encontrado na Ref. [2] pela determinacdo do limiar de estocastici-

dade para 29% <7V < 30% para R ~ 47,5.

Por outro lado, utilizando na eq. (2.122) valores aproximados das fung¢oes de Bessel para
Rrv~n>1]29],
Jy(7) ~ (7)7Y3, (2.126)

JL(w) =~ (7)73, (2.127)

e utilizando |0| ~ 1/4, podemos ver que o limiar para ilha de primeira ordem fica dado por

2/3
up (2.128)

Isso significa que para valores R =~ 7 ~ n > 1, o limiar de estocasticidade j& acontece desde
o nivel de intensidade de perturbacao do limiar da ilha de primeira ordem
72/3

ag(ny =1) > ay(n, =1) = i (2.129)

e nesse caso as ilhas de ordem maior que um nao influem muito para a determinacao do limiar
de estocasticidade.
Para R < 7, a particula nunca entra em ressonancia com a onda, e o limite inferior da regiao

estocdstica é dado aproximadamente por [2]
Riny =7 — a2 (2.130)

A estocasticidade para R > 7 acontece com a sobreposicao de ilhas de segunda ordem e
ilhas de ordens maiores, e ocorre quando é ultrapassada a amplitude definida na eq. (2.124).

A estimativa de ilhas de ordem maior que um sera conduzida no capitulo 5.
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Figura 2.24: Regiao de estocasticidade, para o caso de uma onda, como uma func¢ao de v e R

para 7 = 30,0. A regido ¢é limitada pelas eqs. (2.129), (2.130) e (2.131).

Para R > 7, temos o limite superior para a regiao estocastica, obtido a partir da expansao

da eq. (2.124) para R > 7 [2],
Ry = (400)*3(2/m)Y/3. (2.131)

Na fig. (2.24) é apresentada a regiao onde acontece a estocasticidade, para o caso de uma

onda, como uma funcao de a e R, para um valor de 7 fixo.

2.5.2 O caso de varias ondas.

Consideraremos agora, o caso de varias ondas. Vimos que para o caso de uma onda, a
estocasticidade ja acontece desde o nivel de intensidade de perturbacao do limiar da ilha de
primeira ordem quando R ~ 7 =~ n > 1. Faremos uma analise detalhada para esse caso, para

determinar o comportamento do limiar de estocasticidade no caso de varias ondas.
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E razoavel supor que a estocasticidade para o caso de varias ondas, quando R ~ 7 ~ n > 1,
acontece a partir de

ast(ny, ondas) > oy (n, ondas). (2.132)

A fim de compararmos diretamente com o caso de uma onda, utilizando as eqs. (2.120) e

(2.122), definiremos a seguinte razao

aun(ng ondas)  (ng,)~?

To = (s = 1) = max(E])’ (2.133)
onde
i T _ 1 o~ sin(y)
max(|Z]) = max (’ TR D = max ( TR Zz_:m J (1) i ) . (2.134)

Utilizando a Eq. (2.133), podemos expressar a Eq. (2.132) da seguinte forma
as(ny ondas) > roog(ng, = 1). (2.135)
Podemos agora utilizar a seguinte aproximacao,
ri =71y, R~ R. (2.136)

Dessa maneira, temos

Jn(ri) = Iy (R), (2.137)

0 que resulta em

i sin (1)

i=—n; w

max(|=]) ~ max (

) . (2.138)

Utilizando a eq. (2.138), obtemos o valor aproximado de 7,

(nw)_l/Q
max(| S sin(¥;) ) '

i=—n; n,

~
~

«

(2.139)

Quando consideramos o caso de ondas coerentes (fases iguais), temos

Zi: sin ()

) =1, (2.140)

que resulta em

ra(ne, coerentes) = (n,) /2. (2.141)

Para o caso de ondas incoerentes, estimamos o valor de r, mediante simulacoes. Nesse
caso, consideramos 10000 conjuntos de fases aleatdrias para cada quantidade de ondas n,,

para determinar numericamente o valor maximo de =, de acordo com a Eq. (2.134), e assim
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Ny | Ta(n,, coerentes) | ro(ny, incoerentes (A)) | ro(n,, incoerentes (B))
3 0,57735 0, 60998 0,57790
) 0,44721 0,48017 0,46134
7 0,37796 0,41919 0,40636
9 0,33333 0,37023 0, 35889

Tabela 2.3: Estimativa dos valores de r, para numero de ondas n, pequeno, para
R =7 =mn = 30,0. Consideramos para cada valor n,, 10000 conjuntos de fases aleatdrias, e
calculamos r,, usando a Eq. (2.133). A coluna indicada por r,(n,, coerentes) apresenta r, para
o caso de ondas coerentes, usando a Eq. (2.134) para calcular o denominador da Eq. (2.133).
Na coluna indicada por r,(n,, incoerentes (A)) temos r, para o caso de ondas incoerentes,
também usando a Eq. (2.134). Finalmente, na coluna indicada por r,(n,, incoerentes (B))

temos o caso de ondas incoerentes, usando a forma aproximada dada pela Eq. (2.139).

calcular o valor da Eq. (2.133), que é o caso geral. Calculamos também um valor aproximado,
determinando numericamente a Eq. (2.138) para calcular o valor da Eq. (2.139). Para valor
pequeno de n,, obtemos os valores apresentados na tabela (2.3).

Podemos ver que as aproximagoes utilizadas, Eq. (2.136) e Eq. (2.137), sao adequadas.
A vantagem de utilizar as aproximacoes é que podemos fazer simulacoes mais rapidas do que
quando consideramos o célculo exato dado pela Eq. (2.134), além de nao depender mais do
parametro R, que é relacionado com a energia dos fons.

Na tabela (2.4) apresentamos os valores de ag para os quais comega a estocasticidade.
Para o caso de uma onda o célculo é feito usando a Eq. (2.129), e para o caso de varias ondas

utilizamos os valores de r, apresentados na tabela (2.3) para calcular a Eq. (2.135).

n, | as(n,, coerentes) | ag(ny,, incoerentes)
1 2,42 —

3 1,40 1,40

5) 1,08 1,12

7 0,91 1,00

9 0, 80 0,87

Tabela 2.4: Estimativa dos valores de «, para ondas coerentes e incoerentes, para

R=1v=30,0.
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A estimativa dos valores de ay para R = 7 pode ser averiguada analisando a quanti-
dade (01); definida na eq. (2.90) em funcdo do tempo normalizado. Para essa anélise,
consideramos 7 = 30,0 e n, = 1000 particulas, distribuidas na regiao 30,0 < R < 36,0
(I; = 4,50 x 10% e ag = 198) e A = 1,0 x 1072, Para cada valor de n,, (ntimero de ondas no pa-
cote), consideramos quatro valores de a(n, ondas), dados por a(n, ondas) ~ ag(n, ondas)/2,
a(n,ondas) ~ ag(n,ondas), a(n,ondas) > ag(n,ondas) e a(n, ondas) ~ 2a4(n, ondas),
onde 0s ag sao os valores apresentados na tabela (2.4). Esses valores de «, utilizados nas

simulagoes, sao apresentados na tabela (2.5).

Ny |a<ag/2 | a=ag | a>ag | a>2ag
1(e) | 1,00 2,42 | 3,00 | 5,00
3(1) | 0,61 1,40 | 1,83 | 3,05
5() | 0,48 1,12 | 1,44 2. 40
()| 0,42 1,00 | 1,26 | 2,09
9(i) | 0,37 0,87 | 1,11 | 1,85

Tabela 2.5: Valores de a para ondas coerentes (c) e incoerentes (i), para R = 7 = 30,0,

utilizados na simulagao.

Os resultados para o caso n, = 1 sdo apresentados na Fig. (2.25). Na Fig. (2.26) sao
mostrados os resultados obtidos para o caso de n,, = 3, ondas incoerentes. Na Fig. (2.27) temos
os resultados obtidos com n, = 5 ondas incoerentes, na Fig. (2.28) os resultados obtidos com
n, = 7 ondas incoerentes, e na Fig. (2.29) os resultados obtidos com n, = 9 ondas incoerentes.
Esse conjunto de figuras, de (2.25) a (2.29), mostra que sao adequadas as estimativas dos valores

de a apresentadas na tabela (2.4).
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Figura 2.25: (d15); como fungdo do tempo normalizado, para caso de uma onda, para
30,0 < R < 36 (I} = 4,5 x 10* e ap = 198), n, = 1000, A = 1072, v = 30,0, e (a)
a=1,00, (b) a=2,42, (¢) a = 3,00, e (d) a = 5,00.
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Figura 2.26: (§13); como fungao do tempo normalizado, para caso de n, = 3 ondas incoerentes,
para 30,0 < R < 36 (IY = 4,5 x 10* e agp = 198), n, = 1000, A = 1072, 7 = 30,0, e (a)
a=0,61, (b) a=1,40, (c) « =1,83, ¢ (d) a = 3,05.

68



12 T T T T T

(d)

0 200 400 600 800 1000 1200

Figura 2.27: (§13); como fungao do tempo normalizado, para caso de n,, = 5 ondas incoerentes,
para 30,0 < R < 36 (IY = 4,5 x 10* e agp = 198), n, = 1000, A = 1072, 7 = 30,0, e (a)
a=0,48, (b) a=1,12, (¢c) a =1,44 e (d) a = 2,40.
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Figura 2.28: (§13); como fungao do tempo normalizado, para caso de n,, = 7 ondas incoerentes,
para 30,0 < R < 36 (IY = 4,5 x 10* e agp = 198), n, = 1000, A = 1072, 7 = 30,0, e (a)
a=0,42, (b) a=1,00, (c) a =1,26 e (d) a = 2,09.
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Figura 2.29: (§13); como fungao do tempo normalizado, para caso de n, = 9 ondas incoerentes,

para 30,0 < R < 36 (IY = 4,5 x 10* e agp = 198), n, = 1000, A = 1072, 7 = 30,0, e (a)
a=0,37,(b) a=0,87, (c) a=1,11e (d) a =1, 85.

71



09 | -
0.8 | _
0.7 | -

ro(ngy. incoerentes (B))
05 -

ra

0.4 Rl ro(ngy. incoerentes (A))

0.3 i
02 F\ .

0.1 _
ro(ng,). coerentes)

0 | | | | |
0 200 400 600 800 1000 1200

nw

Figura 2.30: Grafico dos valores de r, para nimero de ondas no pacote (n,,) variando entre 1
e 1001, para R =7 = n = 30,0. Para cada valor n,,, foram levados em conta 10000 conjuntos
de fases aleatérias. (a) r4(n,, coerentes): Egs. (2.133) e (2.134) considerando ondas coerentes
(o que equivale a usar a Eq. (2.141)); (b) r(n,, incoerentes (A)): Egs. (2.133) e (2.134)
considerando ondas incoerentes (sem aproximagao acerca de 7;); (¢) ro(ny, incoerentes (B)):
Eqgs. (2.133) e (2.138) considerando ondas incoerentes, usando a aproximagao r; ~ R (o que

equivale a usar a Eq. (2.139)).
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Para completar os resultados numéricos apresentados nesse capitulo, complementamos as
estimativas de valores de r, apresentadas na tabela (2.3), mostrando na Fig. (2.30) os valores
de r, obtidos para valores de n,, variando de 1 a 1001. Assim como na tabela (2.3), os valores
de r, mostrados na Fig. (2.30) foram obtidos considerando o valor maximo de Z, entre os
valores obtidos considerando 10000 conjuntos de fases aleatérias. Da Fig. (2.30) podemos ver
que o valor de r, para ondas coerentes varia com o nimero de ondas com (n,)~"/2, conforme
previsto pela Eq. (2.141). No caso de ondas incoerentes, a Fig. (2.30) mostra que o valor de

ro € aproximadamente constante, dado por

1 :
— < 1o(nw, incoerente) <

3 para n, > 1. (2.142)

1
57
Para estimar a estocasticidade para R > 7 > 1 é necessério fazer estimativas acerca do

valor limiar para formacgao de ilhas de ordens mais altas. Essa estimativa é feita no capitulo

(5).

2.6 Observacoes finais.

Nesse capitulo generalizamos a discussao sobre a dinamica estocéastica de fons energéticos por
ondas do tipo hibrida inferior, considerando casos onde um conjunto de ondas com freqiiéncias
similares esta presente no sistema. A tarefa foi realizada por generalizagao dos procedimentos
utilizados nas Refs. [7, 2, 8], restringindo a andlise para o caso de espectro suficientemente
estreito, tal que se possa considerar que todas as ondas presentes no sistema tém a mesma
velocidade de fase. A formulagao utilizada leva em conta que cada onda pode ter fases aleatorias,
com o caso de ondas coerentes como um caso particular.

A anélise tedrica do sistema mostrou que o estdgio inicial da evolucao temporal no caso
de ondas coerentes é governado por um Hamiltoniano similar aquele que aparece nas Refs.
2, 8], mas com o limiar para comportamento estocéstico no estégio inicial menor que o limiar
correspondente obtido para o caso de apenas uma onda. No caso limite de espectro continuo,
com numero infinito de ondas coerentes, nossa analise mostrou que o limiar tende a desaparecer
e que o comportamento estocastico nos estagios iniciais deve ocorrer para qualquer valor da
intensidade da onda.

Comparando o caso de apenas uma onda com o caso de nimero finito de ondas coerentes,
para razao de difusao inicial similar, mostramos que no caso de multiplas ondas a difusao ocorre

em picos periddicos, o que reduz a eficiéncia do processo difusivo.
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Considerando a situacao mais geral em que as ondas tém fases aleatoriamente distribuidas,
a difusao obtida para tempos mais longos se mostrou mais significativa do que no caso de
ondas coerentes, para o mesmo numero de ondas. Enquanto que no caso de ondas coerentes o
comportamento difusivo ocorre em picos periédicos, o comportamento difusivo obtido para o
caso de fases aleatorias ocorre continuamente ao longo da evolucao temporal. Esse resultado é
de particular interesse, visto que o caso de ondas com fases aleatdrias é mais representativo do
ponto de vista de investigacao, com um conjunto finito de ondas, do efeito de largura finita do
pacote de ondas, como os que se encontram em experimentos de interacao onda-particula em
tokamaks. Uma representacao mais proxima pode ser obtida pela aplicacao de uma média de
ensemble sobre o conjunto inicial de fases aleatdrias, um procedimento que pode ser bastante
custoso do ponto de vista de recursos numéricos, e aparentemente nao parece ser necessario para
obter as caracteristicas gerais do comportamento difusivo que pode ser o resultado da interacao
onda-particula. Uma alternativa a esse procedimento de média de ensemble pode ser o calculo
da evolucao temporal da interacao onda-particula considerando ondas incoerentes com fases
aleatoriamente escolhidas, que mudam também aleatériamente ao longo do tempo, pois a regiao
caotica tém propriedade ergddica. Calculos feitos considerando alguns conjuntos de condicoes
iniciais levaram a resultados qualitativamente muito similares aos resultados apresentados na

presente tese, dando suporte as conclusoes aqui apresentadas .

Fizemos, também, uma estimativa analitica das posicoes das ilhas de primeira ordem, e
do limiar para ilhas de primeira ordem e para a estocasticidade para o caso R ~ 7 > 1.
Observamos a reducao do limiar de estocasticidade com o aumento em nimero de ondas para

~1/2 Observamos também, para grande

caso de ondas coerentes, proporcional a razao (n,,)
nimero de ondas incoerentes, uma redugao de 1/3 & 1/2 do limiar de estocasticidade em relacao

com o limiar de estocasticidade para caso de uma onda.

Para uma analise mais completa, precisamos considerar o caso R > 7 > 1, e nesse caso é
importante encontrar o limiar para as ilhas de ordem maior que um. No sistema considerado
nesse capitulo 2, temos problema quando tentamos encontrar ilhas de ordem maior que um,
pois o Hamiltoniano em questao nao possui termos que nao se anulem na média, em ordem
mais baixa da intensidade de perturbacao, para ilhas de ordem maior que um. Tal problema

é resolvido utilizando-se teorias de perturbacao para expandir o Hamiltoniano em série de

'TOZAWA, L. M.; ZIEBELL, L. F. Stochastic diffusion of ions due to incoherent lower hybrid waves.
Braz. J. Phys., Sdo Paulo, aceito para publicacao, 2003.
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poténcias de acordo com a intensidade de perturbagao, até segunda ordem do parametro da
intensidade da perturbagao. Calculos nesse sentido serao apresentados nos capitulos 3 e 4, que

permitirao encontrar o limiar para as ilhas de ordem maior do que um, no capitulo 5.
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Capitulo 3

Teoria de perturbacao para sistemas Hamiltonianos

usando transformadas de Lie.

3.1 Introducao

Nos ultimos quarenta anos houve um grande avanco no estudo da mecanica classica que
levou ao desenvolvimento da teoria de perturbacao para o estudo de sistemas onde a teoria de
perturbacgao classica falhava, e também ao desenvolvimento de métodos mais eficientes para
sistemas em que a teoria de perturbacao cldssica funcionava. Uma revisao bastante abrangente
pode ser encontrada nos artigos de revisao de Cary [30] e de Chirikov [27].

Os métodos de perturbacao seguem um padrao basico. Para analisar um sistema com-
plicado, primeiro desprezamos efeitos até que o sistema seja simples o suficiente, para que
possamos descreve-lo exatamente. Entao os efeitos desprezados sao restaurados, e a diferenca
de movimento entre o sistema simples e o sistema mais complicado é calculada como uma série
de perturbacoes dependendo da intensidade do efeito. Por exemplo, em um problema classico
do movimento da Terra no campo gravitacional do Sol e dos planetas, primeiro ignoramos os
efeitos dos outros planetas e resolvemos o problema do movimento da Terra no campo gravita-
cional do Sol. Entao o efeito dos campos gravitacionais fracos de outros planetas, como Jupiter
ou Saturno, é calculado como uma série perturbativa.

Para a teoria da perturbacao secular, a transformada utilizada é a diferenca entre a trans-
formada de evolucao temporal do sistema simples e a do sistema perturbado. Como resultado,
as coordenadas transformadas pelo sistema perturbado evoluem exatamente como feito pela
coordenada original do sistema nao perturbado. Esse método funciona bem para tempos cur-
tos, mas em geral, os termos seculares, que nao sao limitados no tempo, causam a divergéncia

da solucao perturbada em relagao a solugao verdadeira, para tempos longos.
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Essa falha primaria da teoria de perturbacao secular nao estd presente nos métodos de per-
turbagao de Poincaré e Von Zeipel [31, 32]. Nesse ultimo método procura-se uma transformacao
que descreve somente a parte oscilatéria da diferencga entre os conjuntos de duas variaveis. Por
esse meio, o sistema perturbado é transformado para um sistema que é simples e solivel, mas
nao ideéntico ao sistema nao perturbado.

A teoria de transformacao usada no método de perturbagao é a teoria de Hamilton-Jacobi
[31, 25, 33]. Nessa teoria, a transformagao canonica é especificada pela fungao geratriz global,
F(q, P,t,€), de varidveis mistas. O método de perturbacao consiste de uma expansao a “forca
bruta” das equagoes de Hamilton-Jacobi, K(Q, P,t) = h(q,p,t) + F(q, P,t), na varidvel dife-
renca ¢ — Q = eq1(Q, P,t) + 2q2(Q, P,t) + .... Esse método é rudimentar pois nao utiliza a
estrutura natural das transformagoes canonicas infinitesimais.

Métodos de perturbacao mais eficientes utilizando a estrutura natural das transformacoes
canonicas foram introduzidos somente nos ultimos vinte anos. As transformacoes envolvidas
foram agrupadas sob um nome genérico de transformadas de Lie. Garrido [34] formulou a trans-
formacao de desenvolvimento temporal e a teoria de perturbacao secular como transformadas de
Lie. Hori lintroduziu a transformada de Lie como uma exponenciacao do operador parénteses
de Poisson. Deprit [35] aperfeicoou a idéia de Hori pela redefini¢ao da transformacao de modo
a obter uma teoria dependente do tempo mais natural, obtendo relacoes de recorréncia para os
termos na série de perturbacao. O método de perturbacao de Lie-Deprit é mais eficiente que
o método de Poincaré-Von Zeipel, pois nao ha necessidade de ficar invertendo as séries para
isolar as variaveis.

O desenvolvimento das transformadas de Lie serviu como guia para um novo ataque aos
problemas antigos e para geracao de novas idéias. Schmidt [36] e Cheng [37] usaram as trans-
formadas de Lie para discutir problemas em mecanica celeste. McNamara [38] usou as trans-
formadas de Lie para gerar invariancias para altas ordens mesmo na presenca de denominador
ressonante. Cary e Kaufman [39, 40] e Johnston e Kaufman [41] mostraram que as transfor-
madas de Lie levam a relacionamento nao esperado entre a forca ponderomotiva e a resposta
linear de um plasma. Mynick [42] e Littlejohn [43] usaram as transformadas de Lie para anali-
sar o movimento de centro de guia, para particulas carregadas sujeitas a um campo magnético.
Candy e Rozmus [18] usaram as transformadas de Lie para examinar a estrutura de ressonancias

que ocorrem em um oscilador linear perturbado por uma onda plana. Chia et al [19] fizeram

'HORI, G. Pub. Astron. Soc. Jap., v. 18, p. 287, 1966.
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um estudo similar ao de Candy e Rozmus, mas com a presenca de multiplas ondas planas.
Benisti et al [20, 21] e Choueiri e Spektor 2 3 estudaram o fendomeno da aceleragio coerente e
o aperfeicoamento da aceleracao dos fons em plasma magnetizado perturbado por duas ondas
eletrostaticas, utilizando as transformadas de Lie.

O objetivo desse capitulo, que estd baseado no artigo de revisao de Cary [30], é revisar
a teoria de perturbacao usando transformadas de Lie. A secao 3.2 consiste de revisao sobre
varios elementos basicos da mecanica classica. A secao 3.3 apresenta uma discussao da teoria
de transformacao geral de Dewar. A se¢ao 3.4 ilustra como o método de Deprit surge da teoria

de transformagao de Dewar (historicamente o desenvolvimento foi na ordem inversa).

3.2 Mecanica Hamiltoniana

3.2.1 Equacgoes Hamiltonianas, parénteses de Poisson e transformacgoes candnicas

Na mecanica Hamiltoniana, o estado de um sistema é determinado por um vetor z" de
dimensao 2N. Os componentes desse vetor sao de dois tipos, coordenadas, qi,qo,...,qn =
21,22, -y ZN, € MOMenta, p1, Pa, ..., PN = ZN11, ZN12, ---, 2on- A evolucao desse estado é determi-

nada por uma fungao simples, o Hamiltoniano h(Z2t), de acordo com as equagoes de Hamilton:

. oh
q; = 8791-’ (3-1)
) oh

As equagoes de Hamilton e muito da teoria Hamiltoniana podem ser expressas engenhosa-

mente em termos de parénteses de Poisson. O paréntese de Poisson é uma operacao que a partir

2CHOUEIRL E. Y.; SPEKTOR, R.

Coherent ion acceleration using two electrostatic waves

In: 36th ATAA/ASME/SAE/ASEE Joint Propulsion Conference,
ATAA-2000-3759, Huntsville, AL, July 16-20, 2000.

3SPEKTOR, R.; CHOUEIRL E. Y.
Ton acceleration by beating electrostatic waves: Domain of allowed acceleration
In: 27th International Electric Propulsion Conference,

IEPC-01-209, Pasadena, California, Oct. 14-19, 2001.
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de duas fungoes de 2" constréi uma terceira fungao de Z, de acordo com a seguinte definigao,

of 0g  Of Jg
. 3.3
.93 = Z 1 0q; Op; 3]% 0y (3:3)
O paréntese de Poisson também pode ser reescrito da forma seguinte
2N 2N dg
(fay =23 5l (3.4)
i=1j= 1
onde os v;; sao dados por
1, para j =i+ N,
vij =4 —1, para i =j+ N, (3.5)
0, em todos os outros casos.
Em termos de parénteses de Poisson as equagdes de Hamilton (3.1) (3.2) sao
Uma propriedade dos parénteses de Poisson é que satisfazem a identidade de Jacobi
{19t h} +{{h. f}. gt + {{g, h}, f} =0, (3.7)

essa propriedade garante que o espago de funcoes seja uma algebra de Lie, mas tal discussao
esta fora do objetivo da tese, mas pode ser encontrada na referencia [30].

Outro conceito que deve ser introduzido é o conceito de transformacao canonica. Uma
transformacao geral é um conjunto de relagoes entre o novo conjunto de coordenadas, 7 (Z,1),
e o conjunto das antigas coordenadas, z. Tal transformacao é candnica se ela preservar os

parénteses de Poisson, isto é, se

{Zs, Z;} = {2, 2} (3.8)
ou
07, 07,
%l: LD (3.9)

Transformacgoes candnicas sao importantes porque preservam a natureza Hamiltoniana do

sistema. Isto é, existe um novo Hamiltoniano K tal que

T = {Zm, K(Z(Z,1),1)}. (3.10)
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As equagoes acima sao convenientemente expressas em termos da notagao de Dewar [44]
para operadores. Para parénteses de Poisson, introduzimos a notacao L(f) para denotar o

operador paréntese de Poisson associado com f. Portanto,

L(f)g=1{f g} (3.11)

Com essa escolha, a identidade de Jacobi assume a forma

[L(f), L(9)] = L({f, 9}), (3.12)

onde [A, B] representa o comutador entre dois operadores A e B.
Similarmente, identificamos um operador transformacao canénica 7' com uma transformagao

canbnica Z(Z,t) de acordo com

(TF)(Zt) = f(Z(Z,1)). (3.13)

A acao desse operador é avaliar a funcao no ponto mapeado. Em particular, temos

(T2)(Z,1) = Zn(Z,1). (3.14)

Para ilustrar o uso dessa notagao operacional, consideramos a afirmacao de que os parénteses

de Poisson sao preservados pela transformacgao canonica. Na notacao usual essa afirmacao é

{f[Z<Z> t),t],g[Z(Z, t)vt]} = {f, gHZ(E,t),t’ (315>

onde a notagao do lado direito significa o seguinte: primeiro determinamos o paréntese de

Poisson das duas funcgoes, depois usamos 7 (Z,t) em lugar de Z. Nessa notacao de operador, a
eq. (3.15) fica dada por
TL(f)g = L(Tf)Ty. (3.16)

De fato, como a eq. (3.16) é verdadeira para todo g, temos a relagao entre operadores,

TL(f)T™' = L(Tf). (3.17)

3.2.2 A transformacgao de evolugao temporal

O objetivo da mecanica Hamiltoniana é obter as trajetérias de um Hamiltoniano, isto é,

a funcdo vetorial Z(t) que satisfaz as equagdes de Hamilton (3.6). O conhecimento dessas
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trajetérias permite-nos definir um mapeamento 5 (Z,t,1'), que fornece a posi¢ao no tempo ¢, da

particula que estava em 2 no tempo t’. Esse mapeamento é definido por

agz B oh
Z%a 5, e (3.18)
€
G(Z 1) = 2. (3.19)

Esse mapeamento, que é canonico, é conhecido como mapeamento de evolugao temporal. O

operador transformagao da evolugao temporal, S(¢,t'), é definido via

—

(St N(Z 6t = fC(Zt,1),1). (3.20)
O efeito do operador S é fazer evoluir os observaveis no tempo. Como um exemplo, su-

ponhamos que tenhamos a energia potencial V(Z,¢) no tempo ¢, como fungao da posigdo da

particula no tempo t. Pela aplicacao de S, obtemos uma nova funcao,

—

VI(Z t,t) = (St V) = V(C(Z,t,1),1),

que € a energia potencial no tempo ¢, de uma particula que estava em Z no tempo t'.

A partir dessa definicao, o mapa S é visto como tendo a propriedade de conectividade,
S(t,t') = S(t,t")S(t",t). (3.21)

Além disso, o inverso de S é dado por

STt ) = S(t',t). (3.22)

Como o mapeamento 5 (Z,t) relaciona-se com h pela eq.(3.18), esperamos que a derivada
temporal de S esteja relacionada com h. A derivada temporal de S é definida na maneira usual,
oS S(t+r7,t)g— S(t,t)g

T —g = l—»o . , (3.23)

onde g é uma funcao arbitraria de 2t e t'.

Por célculo direto obtemos

0

aS(t,t/) = _S(tvt/)L(h(t))a (324)

e usando a relagao S(¢,¢')S(¥',t) = I, onde I é a identidade, obtemos
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aat,su #) = L(h(t)S(t, ). (3.25)

No caso especial em que h ¢é independente do tempo, muitos desses resultados ficam simplifi-
cados. Por exemplo, o operador de evolucao temporal deve ser um invariante frente a translacao

temporal,
S(t,t)y =St —1,0).

Em tais casos omitiremos a segunda varidvel temporal. Além disso, L(h) e S comutam

nesse caso,

L(h)S(t) = S(t)L(h). (3.26)

Para ver isso, usamos o fato que a transformacao de evolucao temporal preserva o Hamil-
toniano, S(t)h = h, se h é independente do tempo. Isso implica em que L(S(t)h) = L(h) que,
junto com a eq. (3.17) implicam a eq. (3.26).

O conhecimento das trajetorias, ou equivalentemente, do operador de evolugao temporal S,

permite resolver imediatamente a equacao de Liouville nao homogénea,

af +{f.9} =y, (3.27)

que ocorre repetidas vezes na teoria de perturbacao Hamiltoniana. Para encontrar sua solugao,

introduzimos uma nova funcao f’ que satisfaz

F(t) = S, ) (t,1). (3.28)

Combinando as eqgs. (3.24-3.27), encontramos

0

P "(t, 1) = ST, t)g(t), (3.29)

da qual uma integracao simples fornece

/ At SNt 1) g(t) + f'(to, ). (3.30)

Usando a definigao (3.28), obtemos
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t t
ft) =St /to Aty STHE 1) g(th) + S 1) f(t, 1) = t dtyS™ (it t)g(th) + STt o) f (to)-
0
(3.31)
Esse método de solucao é conhecido como “encontrando f pela integracao de g ao longo das

trajetorias de h”.

3.3 Familias continuas de transformacgoes candnicas

Consideraremos agora um mapeamento canonico que depende de um parametro adicional
0. Isso é, o mapeamento A (Z,t,0) é candnico para todos os valores de ¢ e para 6 em algum
dominio. Além disso, requeremos que A (Z,t,0) seja continuo, e duas vezes diferencidvel em
todas as varidveis, simultaneamente. Chamamos esse conjunto de mapeamentos (todos os
valores de ) uma familia continua de transformagoes candnicas.

O Jacobiano da transformacao 7 (Z,t,0) nao se anula, pois a transformagao é candnica.
Assim, Z(Z,t,@) é localmente inversivel com inversa Z_)*l(,?,t,@). Supomos que Z=1 é bem
definida em toda a regiao de interesse.

Nessa secao examinaremos as conseqiiencias da dependéncia paramétrica de 7 (z,t,0). Pri-
meiro estabeleceremos o fato que o mapeamento pode ser especificado por uma fungao simples
w(Zz,t,0), no lugar das 2N fungdes A (Z,t,0). Na segunda subsecdo, derivamos a expressao para
o sistema transformado para o caso onde w é uma série de poténcias em 6, o que foi feito
primeiramente por Deprit [35]. Cronologicamente, Dewar [44] encontrou a expressao geral para

o novo Hamiltoniano, quando w nao é uma série de poténcias em ¢ depois de Deprit [35].

3.3.1 A funcao geratriz local

Uma propriedade importante das transformagoes canonicas é que elas podem ser especi-
ficadas por uma funcao unica. Essa propriedade é bastante 1til, pois significa que podemos
trabalhar com uma tnica funcao ao invés de trabalhar com 2N funcdes Z (Z,t). Na teoria de

—

Hamilton-Jacobi essa fungao é F(q,p,t), a fungao geratriz global. Para familias continuas de
0

transformacoes canonicas, 7 (Z,t,0), existe uma fungao w(Z,t,0) que satisfaz [31]
0Z; > ow
o6 = {Zla U}(Z(Z, t? Q)a t: 0)} = Z ,71]672:] |2(Z,t,6’),t,0' (332)
j
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Se w tem propriedades apropriadas podemos especificar A (Z,t,0) como a tunica solugao de
(3.32) para dadas condicoes iniciais. Nesse trabalho requereremos sempre que o mapeamento

se reduza a identidade quando 6 = 0:

Z(Z,1,0) = 7. (3.33)

Notamos que a eq. (3.32) é anédloga a eq. (3.18). Exatamente como o Hamiltoniano h gera
o mapeamento de evolucao temporal 5 na variavel ¢, a funcao w gera o mapeamento 7 (z,t,0)
na variavel f. Seguindo essa analogia, introduzimos a transformacao canonica 7' obtida através
do mapeamento 7, exatamente como S surge, a partir do mapeamento E . Da eq. (3.24) vemos

que T deve satisfazer

or

— = —TL(w). .34
= —TL(w) (334)
Notamos também que T~! deve satisfazer
or™ L(w)T™* (3.35)
— = L(w .
ol ’

que é analoga a (3.25). Finalmente, qualquer fungao f satisfazendo

0
O, ot - o0
pode ser resolvida usando
FO)=T76) [ doT(@)9(0") + T OT (680 (0 (3.37)

que ¢ analoga a eq. (3.31).

3.3.2 O novo Hamiltoniano

A razao de introduzirmos a teoria de transformagao é que esperamos que seja possivel trans-
formar o problema em consideragao, para um novo sistema, onde o Hamiltoniano tenha uma
forma mais simples. Depois de resolver as equacoes no sistema simples, podemos transformar
de volta para obter as solugoes no sistema original.

O novo Hamiltoniano K deve ter a propriedade de fornecer as equagoes de movimento para

as varidveis transformadas Z(Z,t,0):
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Z; ={Z;, K(Z(Z,1,0),t,0)}. (3.38)

Nessa equagao, o ponto se refere a derivada temporal ao longo da trajetéria usando o Hamilto-

niano antigo h(zt)

dz; 07; .
= ) (Z, t)}

dt ot

Introduzindo a funcio H(Z,t,0) = h(Z~'(Z,t,0),t), podemos escrever a (3.38) na forma

ZiE

. 0Z;
Z. ey
Lot

Portanto precisamos encontrar somente uma funcao R tal que

1 Z H(Z(Z,1,0),1,0)). (3.39)

0Z;
ot

Entao o novo Hamiltoniano K ¢é dado por K = H + R.

— {Zi, R(Z(Z,1,0),1,0)}. (3.40)

O fato de R existir é evidente a partir das consideracoes seguintes. 7 (Z,t,0) é uma trans-
formacgao canonica para todo t e . Uma vez que ela é canonica para todo 6, somos capazes
de concluir que existe w satisfazendo a eq. (3.32). Igualmente, visto que A (Z,t,0) é candnica
para todo ¢, concluimos que existe uma func¢ao R satisfazendo (3.40). Sabendo que R existe,
podemos ficar mais seguros acerca de encontra-la.

Para encontrar R, consideraremos as egs. (3.32) e (3.40) escritas na forma de operadores,

oT
oT
5 = TLR). (3.42)

Igualaremos agora as derivadas segundas de T' calculadas a partir das duas equagoes ante-

riores,

orT ow\ IT
ot ot ) 00

Usando as relagoes (3.41) e (3.42) temos

9 L(w) + TL ( LRy 4+ TL (aza) (3.43)

06

2 (20) s b - £ (%), »

Da equagao acima deduzimos que
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OR ow

onde g é qualquer fun¢ao independente de Z. Entretanto, podemos igualar a funcao g a zero,
ja que R tem relevancia somente através das suas relagoes de parénteses de Poisson, como em
(3.40). A adigdo de uma funcao independente de 2’ a R, nao afeta nenhuma rela¢ao envolvendo

os parénteses de Poisson. Temos entao

OR ow

Seguindo a discussao da tltima subsecdo, essa equagao pode ser integrada usando (3.37).
Usaremos 6y = 0, j& que T' se reduz a identidade, implicando que R(fy = 0) anula-se. Isso da
o seguinte resultado para R:

R(6) = T1(9) /0 ' d@’T(@’)%f(e'). (3.47)

Se usarmos agora K = H + R, obteremos o novo Hamiltoniano,

K(0) =T~ @0)h+T"'(6) /0 ' d@’T(@’)%;(O’). (3.48)

Esse resultado foi obtido por Dewar, na Ref. [44].
Para comparar a eq. (3.48) com equagoes mais familiares, consideraremos o caso em que a

transformagao é independente do tempo. Nesse caso dw/0t = 0, de modo que

K(6) =T (6)h. (3.49)

Usando a definicao de T, isso pode ser reescrito como

K(Z(Z,t,0),t,0) = h(Z,1,0), (3.50)

que simplesmente diz que o novo Hamiltoniano, calculado na posi¢ao mapeada, ¢é igual ao antigo
Hamiltoniano calculado na posicao antiga.

No caso em que a transformacao é dependente do tempo, a funcao restante R deve ser igual
a JF/0t, a derivada temporal da funcao geratriz das varidveis misturadas, que aparece na teoria
de Hamilton-Jacobi. Usando esse fato, podemos derivar a relacao entre w e F'. A relacao entre

w e F foi primeiramente encontrada por Dewar [45].
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3.4 Teoria de perturbacao de Deprit

Nessa secao mostraremos como construir uma teoria de perturbacao a partir da teoria de
transformacao geral da secao anterior. Historicamente o desenvolvimento ocorreu na ordem in-
versa. Deprit construiu representacoes em série de poténcias da transformacao e posteriormente
Dewar obteve uma representacao geral de transformagoes nao analiticas.

O pré-requisito da teoria de perturbacao é que o Hamiltoniano consista de termos soliveis
mais termos nao soliveis, que sao ordenados de acordo com um parametro pequeno. Igualamos
esse parametro pequeno ao parametro 6 da transformada de Lie, que sera determinada. Ex-
pandimos, entao, a transformada de Lie em poténcias do parametro 6, e usamos a expansao da
eq. (3.48). Terminamos com uma equagao para cada ordem, relacionando o novo Hamiltoniano
com a transformacao e o Hamiltoniano antigo.

A proxima etapa € escolher a transformacgao, assim escolhendo a forma do Hamiltoniano
novo. Idealmente gostariamos de escolher transformacoes que fazem com que K se anule em
todas as ordens mais altas. Entretanto, essa escolha nao é sempre a melhor, visto que pode levar
a termos seculares ou a denominadores pequenos na transformacao, tornando-se pouco 1til para
uma discussao de efeitos em tempos longos. O esquema adotado entao, é descartar-se de tantos
termos quanto possivel. Os termos que variam lentamente, que dao origem a secularidades e
denominadores pequenos, devem permanecer no novo Hamiltoniano. Esse método usualmente
simplifica a andlise em algum grau, uma vez que ao menos os termos variando rapidamente
sao descartados. Ocasionalmente esse método resolve o problema, quando os termos variando
lentamente dependem somente dos momenta. Uma boa caracteristica da teoria de perturbacao
de Deprit, é que podemos usar qualquer método para escolher a transformacao. O critério
essencial é escolher a transformacao tal que o novo Hamiltoniano seja tao facil de analisar

quanto possivel.

3.4.1 Relagoes nas séries perturbativas de Deprit

Essa teoria de perturbagao baseia-se em expansoes em série de poténcias da transformada
de Lie. Supomos que o Hamiltoniano h é ordenado em um parametro que igualamos com o
parametro da transformada de Lie. Inserimos, entao, as expansoes em série de poténcias na eq.

(3.48) para obter a expressao para o termo de ordem n no novo Hamiltoniano.

O ponto de partida é supor que os objetos h, w, K e T podem, todos, ser expandidos em
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série de poténcias. Para h, K e T' temos

hZ,t,0) = 60"h,(Z,1) (3.51)
n=0

K(Z10) =S 07K, (Z,1), (3.52)
n=0

T(t,0) =Y 0"T,(t). (3.53)

n=0

Entretanto para w supomos uma forma um pouco diferente,
o0
w(Z,t,0) =Y 0 "w,i1(2,1) (3.54)
n=0

A razdo para esta escolha é que w encontra-se em (3.48) juntamente com uma integral em
df que efetivamente sobe a ordem de w por 1, em todas as equacgoes.

Também supomos que a transformacao é proxima da identidade. Isso é necessario para a
teoria de perturbacao funcionar e implica que Ty = Z, onde Z é o operador identidade, colocando
0 = 0. Implica, também, Ky = hg, visto que em (3.48) a integral é no minimo de ordem 6.

Primeiro encontramos a forma para o operador 7' em todas as ordens. Iniciamos com a

relacao

or _
00

Para usar essa relagao necessitamos saber a série para L(w). J& que o mapa g — L(g) é

—TL,. (3.55)

linear, temos

L(w) = i 0" L(wyy1). (3.56)

n=0

Abreviamos o operador L(w,) por L,. Agora simplesmente pegamos as representacoes em
série para L(w) e T, e inserimos em (3.55). Como resultado calculamos a seguinte relacdo
recursiva:

1 n—1

Ty=—S Tl m (3.57)
n m=0

Pela iteracao dessa relacao chegamos a

T, = 3 <_1) <_1> <_1) L. -+ Ling—ms Loy —my L, - (3.58)

(ml,"',mr);(n>m1>m2>--->mr>0) n mq my
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A soma é sobre todos os conjuntos de inteiros (myq, - -, m,) satisfazendo n > my; > mgy >
s >my > 0.

Da expressao 9T~ /90 = L, T~', podemos derivar uma relagio similar para 7. O resul-
tado ¢é o seguinte

1 n—1

T,'==> L,,T,' (3.59)
n m=0

que resulta em

Tn—l - Z (1) <1> (1> Loy Lony—my *+* Lim, - (3.60)

(m1,,my);(n>m1 >m2>-->m,. >0) n my my

Para encontrar a expressao K, multiplicamos (3.48) a esquerda por 7', e diferenciamos em

relacao a 6, para obter

oT 0K  oh 0w
gt T =25+ T (3.61)

Usando (3.41), e multiplicando & esquerda por 7!, encontramos

ow 0K L oh

Inserindo as expressoes das séries para K, T' e h, obtemos (em n-ésima ordem)

ow,,

ot

n—1 n
=nK, — > Ly-wkKpm — Y Tt mh,. (3.63)
m=0 m=1

A expressao anterior pode ser escrita como

a " n—1
g;ﬁ + {wy, ho} = nK, —nh, — Z (L K + T ). (3.64)
m=1

Essa é a forma com que trabalhamos quando fazemos teoria de perturbacao em n-ésima
ordem. Depois de calcular até ordem n — 1, conhecemos todas as quantidades nas somas das
equacoes anteriores. Também conhecemos h. Em seguida, escolhemos K,, como a média tempo-
ral nao nula de h,, ao longo de uma trajetéria. Finalmente encontramos w,,, pela integracao do
lado esquerdo da eq. (3.64) ao longo de uma trajetéria. Nesse ponto todas as quantidades sao
conhecidas até a n-ésima ordem, e conhecemos o movimento até ordem n e podemos calcular a

ordem (n + 1).
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Para futura referéncia, as férmulas até quarta ordem das varias quantidades sao:

Notamos que T,

7

_Ll

1 1

——Ly+ =12

2
L4 —Loly + ~L{Ly — L3
3 3+6 2 1+3 1L gl
1 1 1 1
—ZL4+EL3L1+§L§+ZL1L3—
T

Ly

1 1

"Ly 4+ — L2

gtz gt

1 1 1 1
—Ly+ ~LLy+ —LoL; + L3
33+612+321+61
1 1

1 1

ﬂL2L§ —plileln -

1
8

1
“LiLy + —Lj
2+ 2 (3.65)

1 1 1 1 1 1
“Ly+ —L1Ls+ L34 ~LsLy + —L?Lo + — L LoLy + 8L2L2 + — L7 (3.66)

4 12 8 4

24 12

24

= T, onde o sfmbolo t indica hermitiano conjugado. Para encontrar o

hermitiano conjugado de um produto de operadores, revertemos a ordem do produto, e entao

tomamos o hermitiano conjugado de cada multiplicador,

Visto que Lf =

(AB)T = BT AT

(3.67)

—L, (L, é um operador anti-hermitiano), vemos que T, ! = T é verdadeiro

m (3.66). Esse fato é demonstrado em geral, reparando que as equagoes diferenciais para 1" e

T—l

As equagoes para K, até quarta ordem sao:

sao o hermitiano conjugado uma da outra.

KO = ho
Ot | et = Ky —h
8t 1,140 - 1 1
ow
8752 +{wa, ho} = 2(Ky— ho) — Li(K; + h)
ow 1 1
5 ;’ +{ws, ho} = 3(Ks — hs) = Li(Ky + 2ha) — Lo(Ky + Shi) = S Lihs
ow 1
8t4 —f- {w4, ho} = 4(K4 — h4> — Ll(Kg + 3h3) — LQ(KQ —I— hg) — L%hg — L3(K1 + ghl)

1
—g(LiLe +2L0 Ly + L) .

90

(3.68)



Capitulo 4

Método de Deprit para o estudo da interacao de

onda-particula.

4.1 Introducao

Nesse capitulo, a teoria de perturbacao de Deprit, a qual faz uso de transformadas de
Lie e sobre a qual foi feita uma revisao no capitulo 3, serd utilizada para examinar a estru-
tura das ressonancias que ocorrem na interacao de fons com um grupo de ondas eletrostaticas
propagando-se perpendicularmente a direcao de um campo magnético uniforme, discutida no

capitulo 2.

A estrutura desse capitulo sera a seguinte: Na secdo 4.2 revisaremos o Hamiltoniano e
as correspondentes equacoes de movimento para o sistema fisico em questao, adaptando a
notagao para tornar compativel a resultados tedricos bastante recentes. A seguir, na se¢ao 4.3
aplicaremos o método de Deprit até a segunda ordem para analisar a estrutura das ressonancias

que ocorrem nesse sistema.

4.2 Revisao sobre as equacoes de movimento do sistema.

O Hamiltoniano e as correspondentes equacoes de movimento que descrevem a interacao
de ions com um grupo de ondas eletrostaticas propagando-se perpendicularmente um campo
magnético uniforme sao as equagoes (2.68)-(2.72), que em forma compacta podem ser escritas

COINoO:

H=L+7hL-a Y “Zsin(®,), (4.1)

. Ty,
i=—n; Wi
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1 L
d)l =1- sin(wl)ﬁa Z TE; COS(@Z‘), (42)

d)g - P, (43)
I, = cos(w)Rax Z g, cos(6;), (4.4)
Ly=—a Y rgcos(6,), (4.5)
onde
O, = r,,(Rsin(w;) —w2) — ¢;, (4.6)
R = (21)Y2. (4.7)

No intuito de compararmos diretamente com os artigos recentes que tratam de sistema fisico
semelhante [18, 19, 20, 21], reescreveremos o Hamiltoniano e consequentemente as equagoes
de movimento de forma mais adequada. Esse procedimento nao altera a esséncia fisica do
problema, visto que a alteracao somente se da na definicao da funcao trigonométrica a ser
utilizada para a representacao do grupo de ondas eletrostaticas e do sistema de referéncia. Dessa
forma, consideraremos que para a representacao da oscilacao da amplitude da onda eletrostatica
seja utilizada a funcao seno, em vez da fungao coseno, e consideraremos no sistema de referéncia
do centro-guia do movimento de ciclotron dos fons. Nesse sistema de referéncia do centro-guia,
é util e intuitivo relacionar a acdo I; com o raio de Larmor normalizado R = (2I})'/2 = p,
o que leva a fazer uma escolha de uma das solugoes para I,. Nesse caso, por simplicidade
escolheremos Iy = 0 (eq.2.41). Dessa forma o Hamiltoniano para o caso de uma onda é dado
por

H(Il, w1, u)g) = 11 + OéCOS(R SiIl(Wl) - WQ), (48)

que em termos de diferentes termos de Fourier, e utilizando o fato que wy, = v7 + cte, conforme

a Eq. (4.3), pode ser escrito na forma seguinte,

HI,w,7) =14« i Im(R) cos(mw — vT), (4.9)

m=—0o0

onde os sub-indices foram omitidos. Para o caso mais geral de multiplas ondas com fases

aleatdrias temos

HI,w,7)=1+« Z L2} Z I (1) €08 O (4.10)

i=—n; Wi m=—00
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onde

Oim = Mw — VT — ; (4.11)
ri =1y, R, v =r1,T. (4.12)

Dessa maneira, reduzimos o numero de equagoes de movimento a serem resolvidas, nesse caso
de quatro para duas, sem perder a generalizacao do problema. Podemos agora nos concentrar
na analise do problema. Analisaremos nesse capitulo a estrutura de ressonancias que ocorrem
no caso de multiplas ondas, principalmente em funcao de 7, a freqiiéncia central do grupo de
ondas, normalizada pela freqiiencia de ciclotron. Para denotar a ressonancia explicitaremos
pela expressao

v="=" (4.13)

We S
onde r e s sa0 nimeros primos entre si, uma forma simplificada de representar se o valor de
7 é inteiro ou fracionario. Nesse caso, para representagao de niimeros inteiros, o nimero s no

denominador sera a unidade, e para representagao de nimeros fracionarios, s sera maior ou

igual a 2.

4.3 Estrutura de ressonancias.

Nessa secao analisaremos separadamente a estrutura de ressonancias. As freqiiéncias nor-

malizadas do grupo de ondas de freqiiéncias proximas sao dadas por

_ w T
yl- = rwiy = Twi— = TWi;’ (414)
C

onde a quantidade r,, é dada pela expressao (2.62).

Na literatura referente ao caso de uma onda, s = 1 é conhecido como caso super-harmonico
ou on-resonance e o caso de s > 2 é conhecido como sub-harmonico ou off-resonance. Para o
caso de multiplas ondas de freqiiéncias proximas precisamos fazer algumas consideracoes para
utilizarmos nomenclatura similar. No caso de ondas sub-harmonicas, consideramos que os v;
sao numeros nao inteiros, para todos os indices 7; no caso super-harmonico consideramos que a
onda central do espectro 7 esteja em ressonancia (vy = ¥), para simplificar o problema, e que
nenhuma das outras ondas do grupo esteja em ressonancia.

Em termos da ordem da perturbacao, com a como parametro pequeno, o Hamiltoniano é
escrito da seguinte forma:

H:HO—FOéHl, (415)
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onde

Hy=1, (4.16)

Hi= > 2. > Tin(ri) cos O . (4.17)

i=—n;  “Yi m=—00

4.3.1 Ondas sub-harmonicas.

Consideramos que todas as ondas do espectro sejam sub-harmonicas, v; # inteiro para
qualquer valor de . Para isso é necessario que s > 1 e que a largura da onda nao esteja em

cima da ressonancia. Calcularemos a perturbacao até a segunda ordem.

Calculo de primeira ordem

A equagao para a perturbagao em primeira ordem n = 1 da eq. (3.64) é

(igU;+{w1,Ho}—H1—H1- (4.18)

Substituindo a eq. (4.16) e (4.17) na eq. (4.18) e resolvendo o paréntese de Poisson, temos

ng

ow;  Ow; - TE
W + 87 = H1 - Z Z Jm(rz) COs @i,ma (419>

i=—n; ' Wi m=—00

onde H; é a média temporal de H;, a ser determinada.

A escolha de valores para H,,, para qualquer ordem n, é feita de modo a evitar as divergéncias
e secularidades que podem aparecer na equacao para a perturbagao. Desse modo é necessério
analisar se hé ressonancias ou se existem médias temporais nao nulas na equagao. Lembrando

que O;,, = mw — ;T — @;, e que a média temporal de H; na eq. (4.18) é nula, escolhemos
H, =0. (4.20)
Essa escolha leva a seguinte solucao para w,

w1 = ZZ @ Z Jm(T‘i)Sin@i7mV 1

i=—mn; Wi m=—o00 ?

— (4.21)

Vemos aqui que a solugao para w; nao apresenta nenhuma divergéncia qualquer que seja
o valor de m, pois v; # inteiro, e é portanto uma solucao apropriada. De acordo com a Eq.
(3.68), 0 novo Hamiltoniano de ordem zero é o mesmo Hamiltoniano de ordem zero original,
com as novas variaveis. Com isso, e com nossa escolha de H;, Eq.(4.20), o novo Hamiltoniano
de primeira ordem é

H=Hy+aH, = Hy=1. (4.22)
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Podemos mostrar que o conjunto de novas variaveis pode ser obtido, aplicando o operador

transformagao expresso na Eq. (3.53), na varidvel antiga. Para a primeira ordem, temos

T = (T() + OéTl)ZL’, (423)
onde Ty =7 e T) = —L; = —{wy, }, visto nas relagoes da Eq.(3.65). A nova agao até a primeira
ordem é

I=1—afw,I}, (4.24)

e o0 novo angulo até a primeira ordem é

w=w—afw,w}, (4.25)
onde
a Ny [o¢]
{wy, I} = ﬂ I Z I (1) €08 Oy ———, (4.26)
1=—n; Twz m=—00 vi—m
8w1 i TE; > 8Jm(r2) . 1
-t o — 4.2
{w,w} = P m_z_:oo ( T Oim o m (4.27)
Calculo de segunda ordem
Novamente usando a Eq. (3.64), a equagao de segunda ordem (n = 2)
a'IUQ —
87 + {wg, Ho} = 2(H2 — HQ) Ll(Hl + Hl) (428)

Usando H; = 0, Hy = 0 e L; = {w,, }, e lembrando que Hy = I, podemos re-escrever a

equacao anterior

681:2 + %lf = 2H, — L, H,. (4.29)
onde
LyHy = {wn, Hy} = %ﬁl 851 - aa?? aai[f? (4.30)
© .
3H1 = i " i Jn (1) sin O}, (—n), (4.31)

j=-n; ij n=-—00

8H1 e T‘Ej > [aJn(T’]>

o = ol

j=-n; T“JJ' n=-—00

1 cos O ,. (4.32)
Utilizando as respectivas derivadas parciais para w; dadas pelas equagdes (4.26) e (4.27), temos

LH, =
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Yorp, m orp, X [0Ju(r))
- J 7, @z m s 2 @ 1

+ ( zl: 2} Z [&fgl(ﬁ)l sin@i,myiim) ( Z 5 Z In (7 s1n@]nn). (4.33)

i=—n; TW:‘ m=—00 Jj=-n; '¥j n=—o0

Utilizando as relagoes (A.7) - (A.12), obtemos

ng U

LH =Y S &5 s }: rid (4.34)

i=—n; j=—n; Tw; ‘UJ M=—00 N=—00

onde

ij  _— A() - (=) (=) (=) (+) (+)
ng, - Az] m,n COS(Qm,ZLw - Cz,] T = Cz',j ) + Az J,m,n COS(@T:)@W - Ci,j T = Cz',j )7 (435)
e
1 0Jp (1)) OJpm(1;)
BRI (v — my) (m (i) ol ol nJu(r) | ( )
onde
Q(i) (m +n),
+) _
Ci(,j) = (v £ 1y),
+) _
CY = (pi £ @y).

Podemos observar que os somatérios nas equagoes (4.33) sdo simétricos, e podemos trocar
os indices dos somatorios do segundo termo da equagao (4.33), 1 — j, j — i, m —nen—m,

0 que resulta na expressao para Al G

mJp(r )[(.HJ (Tj)] { (&) _e(iﬂ.

/1’7.7 m7

A(i)

=T = m)(y; — )

(4.37)

Salientamos que essa ultima expressao, Eq.(4.37), somente é vélida uma vez que os so-
matdrios da equagao (4.33) sdo simétricos. Se os somatdrios nao fossem simétricos deverfamos
usar a expressao geral (4.36).

Para um caso particular, quando consideramos apenas uma onda (i = j = 0 e ¢y = 0)
obtemos expressao igual a equacao (22) do artigo de J. Candy e Rozmus [18].

Podemos agora determinar H, de acordo com o valor de s. Discutiremos diferentes casos.

Se nao houvesse divergéncias ou secularidades poderiamos escolher uma solugao trivial,

H; = 0. Nesse caso a equacao de perturbaciao de Lie para segunda ordem, Eq. (4.29), se
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reduziria a
Ows ng el TE; TE; s N i
— ¥
5t 3 Z Z EPDEDIRY (4.38)
e a solugao para wsq seria

Z f: L Z Z Qi (4.39)

onde

(4.40)

i,j m7n

A)
_ Lagmn a9y — (D o)
- [[C(+) 9(+)] Sln(&mmw Cl:] T CZJ )

Analisando a equagao (4.40), podemos notar que para certos valores de (i,7,m,n), o ws
pode apresentar valores muito grandes que tendem a uma divergéncia. O primeiro termo da

equacgao (4.40) tem na sua expressao

G =05 = [ =) = (m = )] = [( = AT = (m—n)] (4.41)
O segundo termo da equagao (4.40) tem na sua expressao
(G =0 = [ vy) = 4 )] = [(24 (14 HA )T = (m+n)] (4.42)

Quando s > 2, se m = n, o segundo termo da equagao (4.40) nao apresenta divergéncias,
pois 7 serd sempre um valor fracionario e a diferenca entre esta quantidade e o termo (m + n)
nunca sera proxima de zero. Entretanto, o primeiro termo da equagao (4.40) se torna muito
grande, como podemos observar pela expressao (4.41). Portanto, a escolha Hy, = 0 ndo é
apropriada, e devemos escolher Hs tal que retire o termo em m = n da expressao de ws, entdo

propomos a seguinte forma,

ng j

Ha(s > 2) Z S BB S i (4.43)

z——nz j=-n; Wz Tw] m=—00

e desta forma, de acordo com a Eq. (4.29), devemos resolver

88117)-2 % _ Z XJ: TE TE Z Z Fz,] . (444)

i=—n; j=—mn; ' Wi Twj m=—oo n#Em

A solucao para wy é, portanto,

(522 = 3 3 55 Sy i, (4.45)

1=—n; j=—n; Tw; Wj m=—00 n#m
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Quando s = 2, o valor de 7 é /2. Nesse caso além de considerar os termos em m = n,
devemos considerar o efeito do termo m + n = 27, pois para esse valor dos indices o segundo
termo da equagao (4.40) se torna muito grande, como podemos observar pela expressao (4.42).
Portanto para esse caso precisamos retirar da solucao nao sé6 o termo com n = m como também

o termo com m + n = 2V, e propomos
nj

(s z ST S i T, (4.46)

z—fnlj—fn] Tw; 70"—’3‘ m=—00
de modo que devemos resolver

88“;2 %:_ Z Z "B TE { S Ff;jm]. (4.47)

i=—n; j=—mn; Twi Twj m=—co n#Em,n#2v—m

A solugao para wsy nesse caso é

i " r o .
w(s=2)= > 3 BN L g (4.43)
i=—n; j=—n; Tw; Twj m=—oo n#Em,n#20—m
O novo Hamiltoniano até a segunda ordem é dado por
I:., = H() + O./Hl —f- GfQ_HQ. (449)

Lembrando que Hy = I e H; = 0, de acordo com Eqgs. (4.20) e (4.22), o Hamiltoniano

perturbado em termos das novas varidveis agao I e angulo @ fica dado por

H(s>2) =1+ Z Z TE; ::E > (4.50)
i=—n; j=—n; Wi 'Wj m=—00
H(s =2) Z D DI | S s (4.51)
i=—n; j=—n; Wi 'Wj m=—o0

onde I'7 ~é 'l escrita em termos das novas variaveis agao [ e angulo @.

Para as novas variaveis até a segunda ordem

T = (TO —+ OéTl + 042T2)91;, (452)
onde To =1,Ty = —Ly = —{wy, } ey = —%Lg + %L% Entao a nova acao até a segunda ordem
é

- 1
[=1-af{w,I}— §a2({w2, 1} = {wy, {wy, 1}}), (4.53)

e o novo angulo até a segunda ordem é

w=w-—ao{w,w}— ;ozz ({wg,w} — {wy, {wl,w}}>, (4.54)
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Ciélculo do [
O segundo termo da equagao (4.53), {wq, I}, ja foi calculado e é dado pela equagao (4.26).

Aproveitando o resultado do segundo termo, calcularemos agora o quarto termo.

- ) () (52)- ()38 o

Precisamos dos seguintes resultados:

8 8w1 e TLQ
(&u@w ) z:n] . n_z_:ooJ r;) sin @]nyj — (4.56)
8 871)1 e 8 n
(6[&0) :z: Tw] 2. [8[ Jn(rj)] cos ©; o (4.57)

Aproveitamos também a equacao (4.26), e obtemos

{w17 {w1> [}} =
i=—n; Wi m=—oo i) 08 B vi — i=—n; TWJ n=-—00 a] A R vi—n

ng TEZ- [e’¢) a ) J TL2
+ ( Z [aIJm(n)] sm@@’myl ) (Z_Z_:n . n;wj r; sm@myj — n) )

1=—n; Tw; m=—00

Utilizando agora as relagoes (A.7) - (A.12), obtemos

fwo fon 1y = 30 3 PRI SN NS i (4.59)

Tw: T
i=—n; j=—n; Wi Wj m=—00n=—00

onde

A = 008(97({,2101 — ¢ - Ci(,]_-)) +c) cos (0w — G- C'(J‘r))a (4.60)

.7, m n J 2,J,mM,T n 2¥) 2Y)

n

AE (4.61)

/L’]’m’n

c =
S (v =)

O terceiro termo da equagao (4.53) é

0 LS TE, 0
{wsy(s > 2), I}—%w23>2 >y B > [Z%Qmjn

i=—n; j=—n; Twi Twj m=—cc n#Em

: (4.62)

i=—n; j=—n; T Wi m=—00 | n#Em,n#2v—m

{w2(5:2>,1}:i (s=2)= 3 ZTE:E i[ ) @iﬂi’in]- (4.63)
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Definimos

0

I;,lj,n = %Q% Bz Jm,n COS(Gm C ) + Bz WJym,n COS(G’I(’I’;":’I)’LQ) - i(,;)T - Cz(,;_))v (464>
onde -
1SS
B = B0 4w (165)
Z7J7m7n Z7]7m7n
(G5 — O]

A nova acao até a segunda ordem é entao dada pelas seguintes expressoes. No caso de s > 2,

s ,rE o0
Z I (1;) co8 Oy ———

i=—n;  wYWi m=—00

I(s>2)=1 m

Vv, —m

Uz

LSy IS S [, - A

1=—mn; j=—n; Twi Tw; M=—00 n#m

+7 Z i: TE TE, i [Ai}bj’m]’ (4.66)

i=—n; j=—n; Tw; ij m=—o00

e para s = 2,

Uz

I(s=2)=I—a ) 7B > Jw(ry) cos@ime
”

i=—mn;  “Yi m=—00 1

ng

Y Y EE Sy [ oay)

i=—n; j=—n; T ij m=—00 n#mmn#2v—m

ng T

+— DD D S FC R S (4.67)

1=—n; j=—n; Tw, rw] m=—oo
Calculo do @
O segundo termo da equagao (4.54), {wy,w}, ja foi calculado e é dado pela equagao (4.27).

Aproveitando o resultado do segundo termo, calcularemos agora o quarto termo.

8w1 0 8w1 8’(1]1 0 8w1
() () - (5) (5r)] e
Utilizando os seguintes resultados

(aia;;) Z s l ]COS@M”’ (4.69)

=—n; ij n=-—0oo Vj -n

{wi, {w,w}}t = {wl, —8;}1} _

0 Ow, e > O? . 1
<@]E)I> an Ty nil [312 n( J)l S @j,nﬂ; (4.70)

obtemos

{wlv {wl’ w}} =
n; [e%s) nj [e%} 2
_ ( TE; Z I (7r;) co8 O m ” 711 ) ( Z 'E; l;p Jn(rj)] sin @jmll)

i=—n; = Wi m=—o0 ? m j=-—n;j rwj n=-—00 vi—n

100



o~ 7B 0 : 1 Lot & [0
" (i=m T m;oo [Mjm(m] oin Sim Vi — m) (j . [81‘]"(73‘)] €08 O —

=—n; ij n=-—00

Utilizando propriedades trigonométricas de soma de angulos, obtemos

nq

{wr, {wr,w}} = Z i: e h Z Z M'rznij

1=—n; J=—n; Tw, w] M=—00 N=—00

onde

anjn =D jmn {sin(@fn zlw CZ(J-)T — C’i(’j_.)) + sin(e(”w — Ci(j)r — C’Z(;r))} ,

O terceiro termo da equagao (4.54) é

{wq(s > 2), W}_—;_U)Q s> 2) Z Z B TE; Z [Z ;_Q;fn,

i=—n; j=—mn; Twi Twj m=—co n#Em

0

1=—mn; j=—nj Twi Twj m=—co n#Em,n#2v—m

{w2(5:2),w}:—ﬁw2 Z 27: 55 i [ ) agfn]n

Definimos

0
Ko = Qi — gt Sm(Q,(n_’,)L

w— CZ(;)T - C’i(; )+ E)

m,n a[ m,n 2,7,M,1 ©,7,m,n n
onde
1 0
B =L [A(i-) ] |
1,7,1,1 1,7,1,1
[(92(3:) N 9(:!:)] oI
O novo angulo até a segunda ordem ¢é entao, para s > 2
_ o ULTE 0 ) 1
0(s>2)=w+ ai:Z:ni » m;oo [aIJm(n)] sin @Z’mw —

+3 Y BB S S [k M)

. . T T
i=—n; j=—n; Wi 'Wj m=—0c0n#m

g nj

A I SNITAL

I=—n; j=—n; Tw; Twy m=—00

Para s =2

n; ’ 0o 1
ws=2)=w+ta >, 2. > l(?aj'Jm(rz)] sin ©; ,———

i=—mn; Wi m=—oc0 vi—m

nq

T I SR S S e TN

i=—n; j=—n; Tw; TWJ m=—00 n#m,n#2v—m

+— Sy mrE (M, + My ]

I=—n; j=—n; Tw; /rw] m=—o0
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sin(0w — ¢ — ), (4.77)

(4.79)

(4.80)



4.3.2 Onda central super-harmonica.

Consideramos por simplicidade que o grupo de ondas seja constituido de uma onda central
super-harmoénica (vy = 7 = inteiro), e que as outras ondas na proximidade dessa onda central

sejam v; # inteiro para i # 0.

Calculo de primeira ordem

No caso anterior de grupo de ondas totalmente sub-harmonicas (4.3.1), a solu¢do para a
equacao (3.63) para ordem n = 1 é dada pela equagao (4.21). Essa expressao, na presenga de
uma onda super-harmonica, apresenta divergéncia em m = 7, portanto devemos escolher H;

apropriado para evitar essa divergéncia. Nesse caso escolhemos

nq

H, = Z ! () cos ©; 5, (4.81)
i=—n; rwi
resultando na seguinte equacao
0 0 i
5:_1 % = — Z " Z I (17) €08 O . (4.82)

i=—n; Twi m#v

A solucao para w; é dada por

nq

Z 2} ZJ 1) sin ©;

1=—n, Twi m#v

(4.83)

vV, —m

O novo Hamiltoniano até a primeira ordem ¢é entao

(7)) cos (:)i,;,

onde 7; e ©; 5 significam que r; e ©; 7 sao escritos em termos das novas variaveis agao / e angulo

w.

Calculo de segunda ordem

Faremos uso aqui da equacgao (4.28), usando Hy = 0, resultando a seguinte equagao

ow ow _
072 + 8—: =20, — L\(H, + H)). (4.84)

Na subsegao anterior (4.3.1), na parte do calculo da segunda ordem, obtivemos a expressao
para LiH;. Essa expressao é somente valida se todas as ondas sao sub-harmoénicas. Agora

temos uma onda central que é super-harmonica, o que causa divergéncia para o termo m = 7.
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Podemos aproveitar o mesmo calculo da subsecao anterior, evitando o termo m = 7. Portanto,
para o caso presente, temos a expressao

ng

LiH =Y Z B TE 5 Z T (4.85)

. T
i=—n; j=—n; Wi m#AY n=—00

e para L H,
n;

L= Z BB S (4.86)

Tw: T
t=—n; j=— Tw; Wi m#v

Devemos lembrar que nesse caso a expressao para A= vélida é a eq. (4.36). Nesse caso

%7, m n
a equacao de Lie para segunda ordem se reduz a

g

aauf+%w—2H2— 5 Z B S Z Tl (4.87)

i=—n; j=—n Tw; "-’j m#v

Novamente, utilizando como primeira tentativa de encontrar Hy a solucao trivial Hy = 0,
obteriamos para solucao de wy
n;

S SR AL SR z 0| (4.88)

i=—n; j=—mn; Tw; Wi m#v
Analisamos a equag@o anterior utilizando as equagoes (4.40)-(4.42), vemos que o primeiro
termo da equagao (4.87) nao contribui para divergéncias ou secularidades. Ja no segundo termo,
assim como no caso de ondas sub-harmonicas, os termos com m = n e m + n = 20 contribuem
para a divergéncia da solucao, sendo necessario remover esses termos do wy por sua inclusao
em H,. Portanto para esse caso devemos escolher
n; -
Ly > B S O+ D] (4:89)

Tw: z
zf—nljf Twi Tw; MFEV

e desta forma devemos resolver

4

i=—n; j=—mn; Tw; Wi m#v n#Emmn#A2v—m

A solucao para wy é entao

SN TEIES gy Y g | (4.91)

i=—n; j=—mn; T Wi m#v n#Emn#2v—m

O Hamiltoniano perturbado até a segunda ordem é, portanto,

% g

H=I+a ) T5 5(T) cos ©;5 + Z Zj 5T > [fi’] —i—Fm op— m} (4.92)

i=—n; Tw; i=—n; j=—n; Tw; Wi m#v
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Célculo do T

De maneira analoga ao caso de ondas sub-harmonicas, temos

ng

Z i ZJ (r;) cos ©; o,

i=—n; Twi m#v Vi

—m

T

Sy mE s s [, -]

i=—n; j=—mn; T Wi m#AvU n#Emn#2v—m

4

S I SR LD Sl IC R .

r
i=—n; j=—n; Wi ‘Wi m#v

Calculo do @

IS Y[R

i Wi m#AED nEMNFA2U—mM

N4 1

+— > Y- BT S M A M)

r
i=—n; j=—n; Wi ‘Wi m#v
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Capitulo 5

Analise do limiar de estocasticidade levando em conta as

ilhas de ordem maior que um.

5.1 Introducao

No capitulo 2 generalizamos a discussao sobre a difusao estocastica de fons energéticos por
ondas do tipo hibrida inferior, considerando casos onde um conjunto de ondas com freqiiéncias
similares esta presente no sistema. Foram feitas andlises numéricas para o caso de ondas
com fases coerentes e para o caso de ondas com fases aleatorias, e também uma analise tedrica
apropriada para tempos iniciais, para o caso de ondas com fases coerentes. No presente capitulo
retomaremos a discussao do assunto, buscando encontrar ferramentas analiticas adequadas
também para o caso de ondas com fases aleatdrias. Visto que a situacao do caso de ondas com
fases aleatdrias é mais representativa do ponto de vista da investigacao - com um conjunto finito
de ondas, busca-se representar o efeito de largura finita de um pacote de ondas, como os que se
encontram em experimentos de interagao onda-particula em tokamaks - uma representacao mais
préxima pode ser obtida pela aplicagao de uma média de ensemble sobre o conjunto inicial de
fases aleatérias, um procedimento bastante custoso do ponto de vista de recursos numéricos. Em
vez de analisar pela média de ensemble, suporemos uma interagao onda-particula considerando
grande nimero de ondas e analisaremos a evolucao temporal de longo prazo, de modo que a
média temporal possa substituir a andlise por média de ensemble.

No capitulo 2 também analisamos o threshold para formagao de ilhas de primeira ordem.
Aqui estaremos interessados em analisar as posi¢oes de ilhas de segunda ordem e de ordens
maiores.

Para o estudo do comportamento estocastico do sistema descrito no capitulo 2, é necessario

também analisar o threshold para as ilhas de segunda ordem e de ordens maiores no espago
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de fase. Na estimativa das ilhas, calculamos a média temporal das equac¢oes do Hamiltoniano.
No sistema considerado no capitulo 2 temos problema quando tentamos encontrar ilhas de
ordem maior que um, pois o Hamiltoniano em questao nao possui termos que nao se anulem na
média, em ordem mais baixa da intensidade de perturbacao, para ilhas de ordem maior que um.
Tal problema ¢ resolvido utilizando-se teorias de perturbacgao para expandir o Hamiltoniano
em série de poténcias de acordo com a intensidade de perturbacao, de modo que termos com

dependéncia angular sejam da segunda ordem do parametro da intensidade da perturbagao, .

Para essa andlise utilizaremos os resultados obtidos no capitulo 4. O novo Hamiltoniano
é uma solucao aproximada até a segunda ordem H = Hy + oH, + o?>H,. Conforme vimos
no capitulo anterior, para o Hamiltoniano perturbado de segunda ordem, H,, encontramos
somatérias de termos T w] . que sa0 proporcionais a COS(H%BLGJ — CZ-(;:)T — C’Z-(j)), onde aparece a

dependeéncia temporal. Na derivacao da ilha de segunda ordem e ordens maiores, calculamos o

valor < @ >

(5.1)

Vemos do apéndice (A), equagao (A.27), que a média temporal do terceiro termo da equagao
(5.1) é nao nula somente quando i = j, portanto para uma evoluc¢ao temporal de longo prazo os
termos ¢ # j do novo Hamiltoniano podem ser considerados despreziveis. Concentraremos nossa
atengdo somente nos termos ¢ = j, e desprezaremos os termos ¢ # j do novo Hamiltoniano.
Faremos também expansao em termos do parametro de distancia entre uma onda e uma outra

onda vizinha, A’, e analisaremos até a primeira ordem.

A estrutura desse capitulo é a seguinte: Analisaremos o novo Hamiltoniano para o sistema
de interagao onda-particula, para o caso de ondas sub-harmonicas e para o caso de onda central
super-harmonica, para ordem zero da expansao em A’ (O(A’) = 0) na se¢do 5.2 e para primeira
ordem da expansdo em A’ (O(A?) ~ 0) na se¢ao 5.3. Em ambos os casos, consideraremos
grande numero de ondas e evolucao temporal de longo prazo. Na secao 5.4, calcularemos a
posicao das ilhas e o threshold de estocasticidade, para segunda ordem e para ordens superiores,
utilizando os resultados das secoes anteriores. Sumarizemos os principais resultados na secao

5.5.
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5.2 Expansao em ordem zero do parametro A'.

Analisaremos a evolucao temporal de longo prazo da interagao onda-particula, considerando
um pacote de onda extremamente estreito com grande ntimero de ondas de amplitudes iguais,
rg, = g, utilizando os resultados obtidos no capitulo 4. Quando consideramos um grande
numero de ondas, o espacamento A’ entre uma onda e outra tende a ficar cada vez mais

estreito, como mostra a relacao

onde

(5.2)

n, € o numero de ondas considerado, como foi definido no capitulo 2. A é a largura do pacote
de ondas considerado, e é por suposicao um valor muito pequeno, A < 1. Entao quando
consideramos um nimero muito grande de ondas, ou seja n, > 1 — n; > 1, o A’ serd muito
pequeno, e portanto desprezivel em muitas situagoes . Nesse caso teremos, da equacao 2.62

uma expansao em ordem zero do parametro A’

Tw; = 1+1A = 1, (5.3)
e entao podemos considerar que
r=r,R~R, (5.4)
e
Vi =T, U RT. (5.5)

Essa aproximacao s6 e vélida para pacote de onda extremamente estreito, caso contrario, de-
vemos prosseguir os cdlculos usando a forma geral do 7,,, 0 que serd visto na segao 5.3.
5.2.1 Ondas sub-harmonicas.

Para evolucao temporal de longo prazo consideraremos o Hamiltoniano perturbado para

caso de ondas sub-harmonicas, dado pelas equagoes (4.50) e (4.51), somente os termos i = j.

H(s > 2) Z r2 Z [ (5.6)

1=—n; m=—00

H(s=2)~1 Z r Z T5 4 Dot - (5.7)

i=—n; m=—o00
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Analisaremos cada valor de T7 . Utilizando as equagdes (4.35) e (4.37) obtemos param = n

finlm — AW cos(0) + A cos(2(mw — T — ¢;)),

1,0,M,M 1,8,M,M

d
. M (R) | & Tm(R)|
A m Y [orm
1,2,T, M (v_m) )
€
e
SO (B [ (R 0—0] =0
1,2,M, M Q(ﬁ . m)2
Definindo o 7}
. < mJp(R) [ZJm(R)
SU(R)= 3 CT—
temos
2 ny 2
As>2) =1+ % S r2Smub(R) =T+ %Sf“b(é),

onde utilizamos a relagao (2.59).

Se s = 2, devemos calcular também o termo correspondente para m +n = 27,

Do = A cos(2(m — D)D) + AL gy cos(2(0@ — T — ¢,)),
onde o )
me R) |57 v—m R
PGl | ] PP Y
o 20 —m)(v — 20 +m)
¢ — _
) M (R) [ G- (B)| _
Aiimar—m = 5= N e [—2(m — D)]
20 —m)(¥ —2v+m)
 mJn(R) |G m(R)]
O
Definindo
_ < mJpn(R) | & Jop_m(R
S;ub(R) — Z ( )[81 2 ( )} 7
m=—00 (V - m)
temos

2 n;
H(s=2)=1+ % S (R) 4+ S5 (R)r, Y cos(20(w — 1) — 2¢;)

1=—n;

(5.8)

(5.9)

(5.10)

(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)

(5.17)

A fim de podermos comparar com os resultados para o caso de uma onda encontrados nos

artigos de Chia et al [19] e Benisti et al [46], o que sera feito na se¢ao 5.4, usamos a funcao

geratriz do tipo 2

(5.18)



Obtemos as novas variaveis utilizando as equacgoes 2.20 e 2.21

I=1, (5.19)
O=w-r, (5.20)
e o novo Hamiltoniano
H=H-1 (5.21)
Temos entao
2
~ o sub/
H(s > 2) = - |57 (R)]
~ 2
H(s=2)= % S5 (R) 4 S3"(R Z 2, cos(200 — 2¢;) | . (5.22)

5.2.2 Onda central super-harmonica.

O Hamiltoniano perturbado para o caso de onda central super-harmonica para evolucao

temporal de longo prazo é dado pela equagao (4.92) considerando somente os termos i = j

H~I+a Z rpJy(R) cos(T(w — 1) Z vy {f‘%m + f‘f;fﬁ_m} . (5.23)

i=—n; i=—ny m#£v

Analisaremos cada valor de T’} . Utilizando as equagdes (4.35) e (4.36) obtemos para m = n

i,3,m,m i zmm COS<2(m(D —UT — 901))7 (524>

L =4 0 cos(0) + A

onde
mJy (R) | 2J,, (R
A = (3 or ﬂ, (5.25)
I (7 —m)
e — —_ —_ —
O MIn(R) |5 In(R)] (R |5 Tm(R)]
I (7 —m) (7 —m)
Definindo
_ mJp(R) | 2 J,. (R
Syurer(RY) = ()81()L (5.27)
o (7 —m)
temos
do I =S""(R). (5.28)
m#v
Param+n =20
Firj 2W—m A'Ei_zn 2U0—m COS(Q(m )@) + A'L ,i,m,2v—m COS(Q(ﬁ(D —UT — 801))7 (529>
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onde

(+) = 71 m R i o R vV —m i R v R

Ai,i,m,ZUfm - Q(ﬁ _ m) ( Jm(R) [a] JQI/—TTL(R)‘| + (2 ) la] Jm<R)‘| J2y—m(R)7> (53())
_ 1 _[d _ B o _

A i = s <me<R> [M-Jzy_mwﬂ 2 —m) LﬁJm(R)] JQV_mu»z).) - (531)

Temos entao

S T = (Z AT o cos(2(m — u>w>) + (Z AE;,ZH,QV_m) cos(2(7w — 7T — ¢7)).

m#v m#v m#v
(5.32)

O primeiro termo da equagao (5.32) pode ser re-escrito usando uma nova notagao

r=rv—m — W—m=vV-+zx (5'33>

> A co8(2(m = 7)) = 3 AL 5, cos(203)
x#0

_3 2133 ((V — )y a(R) [MLH(R)} b (7t a) [%JV_AR)} Jm(R)> cos(21)

b3 o (= W oea) | dosaR)| 4 5400 | )] o)) cost2e

Substituindo * — —x no segundo termo da equagao acima temos

i 211: ((V — 1))y L,fjJqux} + (7 + x) [;Ju—x] Ju+z> cos(2zw)

0 0
-y — (@ S iy S v—1x) | —=J - 200) = 34
((V + ) S5 lalj,, x] + (7 —x) [aljyﬂl J5 x) cos(2zw) =0 (5.34)
Podemos escrever o segundo termo da equacao (5.32) usando as expressoes seguintes:

M. (R) [ Jowm(R)]

S3TN(R) = 3 & —m) : (5.35)
m#v
vV —m 2 R 2U—m £
S3PT(R) = Y 2 ) L’Z’V Jf(j))} & (R). (5.36)
m#v
Temos entao
3 Tl = 31557 (R) — S§(R)] cos(27(® — 7) — 21). (537

m#v
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Podemos notar que, utilizando a seguinte notacao

B m=2U—z
2=2U—m —
V—m=2z—1T

na equagao (5.36), obtemos

(27 = m) | & Jm(R)| Jopm(R)

S (R) = 3 s -2

m#U

Desse modo

Z F}rr: 2U—m SSUP€T<R) COS(Q?((D - T) - 2901)7
m#v

e o novo Hamiltoniano pode ser escrito como

A=T+a Y redolR)cos(i(@—1) — o)

i=—n;

2

O s (R + 57 (R) 3 cos(2r(e —7>—2wz—>]-

i=—ny

Usando a fungao geratriz do tipo 2, assim como em (5.18), obtemos

H=a Y reJy(R)cos(mi— gpz)+—

1=—ny

i=—n,

5.3 Expansao em primeira ordem do parametro A’.

(5.38)

Ssuper<R)
(5.39)

(5.40)

(5.41)

STTR) + S5T(R) Y cos(?vw—%oz)]- (5.42)

Na expans@o em primeira ordem do parametro A’ temos as seguintes aproximacgoes (mais

detalhes para algumas das aproximagoes podem ser vistos no apéndice C)

! N — L 1 —iA'— v ,
(vi—m) (7—m) (7 —m)
1 1
N VS N
rw  (1414A) =
1 1
- ~1-2iA,

r2. (1+iA)?
Im(ri) = Jn(R) +iA'RJ) (R),
onde

ro = aﬁj}t COS(Q,(;’%CU) + aﬁ;}t cos(@,fl)ynw —2u;T — 2¢;),

m,n
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(5.44)

(5.45)
(5.46)

(5.47)

(5.48)



F(l) = bt cos(@,(n Blw) + b;;; cos(@fg?nw —2u;T — 2¢;), (5.49)
1

(ﬁ:) - - / /

aan(B) = 50— R [mJm(R)J,(R) £ nJo(R) T}, (R))], (5.50)

e
0 m
(£) = (£) —_ (£)
) = R || + 1= o) (5:51)

lembrando que 8*) = (m + n), conforme definido no apéndice A.
O Hamiltoniano para ambos os casos, ondas sub-harmonicas e onda central super-harmonica,

tem o seguinte formato para a aproximacao em primeira ordem do parametro A’,
F[ = HQ + O./Hl —f- CYQ_HQ. (552)
Devemos observar que o termo H, tém uma forma geral que é proporcional a

m~3 > -3 T (5.53)

onde o indice n representa tanto os casos em que n = m como 0s casos em que n = 2U — m,

dependendo do que estd sendo calculado. Utilizando as equagoes (5.45) e (5.47) temos
i~ (z r533n> Y (z [ —2y° r;g;n> . (5.54)
Vemos que o segundo termo da equagao (5.54) tem uma somatéria no indice i entre —n; <
© < n;, com um indice ¢ multiplicando somatdrias no indice m das fungoes F,(g?n e F%)n Notamos
que o primeiro termo dessas fungoes, que sdo definidas pelas equagoes (5.48) e (5.49), nao tém
dependéncia no indice ¢, de modo que a somatoéria desse primeiro termo em ¢ é nulo. Desse
modo temos

Hy ~ Z <Z att) cos Gm Jw)+ > a,(q;,)i cos(é’;),nw — 2T — 2%-))

m

—i—A'ZrEZ (Z b, ) cos(04 ) w — 2vm — 20;) — 2" al ) cos(05H) w — 2u — 2%‘)) . (5.55)

m

Definimos as seguintes equagoes

Zamn ) cos( Hg;%w), (5.56)
=) aﬁnzl ) cos( 9§n}Lw —2u;T — 2;), (5.57)
= 0l) (R) cos(85 ) w — 2vim — 2¢y), (5.58)
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onde o paréntese (7) nas equagoes (5.57) e (5.58) indica a dependéncia no indice i. Desse modo

o H, fica
Hy ~ (Z1+7% > Zo(i)) + A'ry, > i(Zs(i) — 22a(i1)), (5.59)

)

em cujo primeiro termo foi utilizada a relagao
Z r2 = 1.
i

5.3.1 Ondas sub-harmonicas.

Analisaremos aqui as equagoes (4.50) e (4.51). Da equagao (4.50) considerando somente os

termos j =1
2 n; [ee]

Hs>2~T+25 35 T2 5 [pu

Utilizaremos agora as equagoes (5.56) - (5.59) para o caso n = m, para calcular o segundo

termo da equacao anterior. Nesse caso temos

e — _ = me(R)J;n(R) sub/ D
7, = m;oo aﬁIZn(R) cos(0w) = m;m @ —mR = 5] b(R), (5.60)
0 termo afg}n ¢ zero, entao
Zo(1) = Y agn_%(}_%) cos(2mw — 2u,T — 2¢;) = > 0=0, (5.61)
o termo bf;? ) é em funcdo do termo ag; ) que é nulo, portanto
Zs(1) = Y bgn_;n(R) cos(2mw — 2v,7 — 2¢;) = > 0=0. (5.62)
Obtemos
2
As>2)~T+ %S{’“”(R), (5.63)

que é a mesma expressao obtida para o caso de expansao de ordem zero (5.12).
Para H(s = 2), temos a equagao (4.51) considerando somente os termos j = i,
_ o M2 > o? r2, >
His=2)~ I+ 3 é WZOO Trm+ 5 Z é me Ly o m- (5.64)
Expandiremos o Hamiltoniano em primeira ordem em A’. O segundo termo da equacao
(5.64) ja foi calculado e é igual ao segundo termo da equagao (5.63). O terceiro termo da

equacgao (5.64), implica em encontrarmos o resultado da equagao (5.59) calculando as equagoes

(5.56)-(5.58) para o caso n = 2U — m.
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Calcularemos agora cada uma das equagoes (5.56)-(5.58). Utilizando a equagao (5.56) temos

7y = i al o (R) cos(2(m — 7))

Utilizando a relacao (5.33) temos
o0 1 7 ) B (%) 1 7 ) B
7y = I;OO ﬁ(y — ) Jy_z(R)J5, . (R) cos(2zw) + I;OO ﬁ(u + 2) Jpi2(R)J5_, (R) cos(2zw).

(5.65)

Substituindo x — —z’ no segundo termo da equagao (5.64) temos

o 1 - B o0 1 - B
Zy = x:z_:oo ﬁ(u—x)Jp,x(R)Jgﬂ(R) cos(2xw)—$/:z_:oo 2x/R(y_x’)J;,x/(R)Jgﬂ,(R) cos(22'w) = 0.
(5.66)
Para Z,(i), utilizando a equagao (5.57) temos
Zo(i) = cos(20@ — 2T — 2¢,) S al hon(R), (5.67)
onde
e S B (B & @ e nRILE)
N A N T P SR T

Utilizando a relagao (5.33) podemos re-escrever a equagao (5.68)

© o o (T-x) _ < (T+ ) _ =
> B = Y T (R (R) = Y T g (R (R, (5.69)

Tr=—00 r=—0Q r=—00

Substituindo £ — —z’ no segundo termo da equagao (5.69) temos

_i a(i_—)z,ﬁ—i-w(R) — _i 21-1R(V — $)Jg_x(R) Jé-{—x(R) + /:i lelR (ﬁ — gj,)Jﬁ—aj’(R)J;-Fx/(R) —
_ i ;_(V 1)y o(R) T, (R) (5.70)

Re-escrevendo na relacdo antiga, anterior a relagao (5.33) temos

> - _ > mJn(R)Jy (R by =
S oa (R =Y ((V_);)R( ) _ S5U0(R) (5.71)
e entao
Z5(1) = cos(20@ — 2uT — 20;) S5 (R). (5.72)
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Para Z3(i), utilizando a equagao (5.58) temos

Zs(i) = cos(20@ — 2v,7 — 2¢;) S b\ (R), (5.73)

m=—0Q

onde

Z by i (R [;Raﬁz,éy_m(é)] + ll -

m=—0oQ m=—0oQ

- R 5m (Z hon®)| + (3 he B = 3 s B 67

m=—o00 m=—00 m=—00 (V - m)

O primeiro e o segundo termos da equagao (5.74) sdo resolvidos usando a equagao (5.71).

O terceiro termo da equagao (5.74), usando a relagao (5.33) é

= m G a & (Pea) -
m;m (f _ m) am 20— m(R) x;oo T a?—m,?—i—z(R)
1 & (7—2) | (7—2) =N g1 — 1 T—2x)|(T+2) _ _
a R T=—00 T 2 JV_I(R)J;—HC B R T——00 2x JV_HC(R)J?—QC(R) .

Substituindo £ — —2’ no segundo termo da equacao (5.75) temos

i @ ; z) a(ﬁ:):c,f—i-x(R)
1 & =)=, ma m] 1 s ) [ _
= ﬁ 2 . o Jﬁ—x(R> JUJr:L"(R) - E I/ZZ_OO o 90 Jy_m/<R) Jerx,(R) .
== 2 Jo—a(R) Iy, o (R). (5.76)

Re-escrevendo na relagao antiga, anterior a rela¢ao (5.33) temos

— mo o) 5 = mJp(R) by, (R)

- i — sub( D
m;oo (f - m) am,2ﬂfm(R) - m;oo (f . m)R 5’2 (R) (577)
Temos entao
9 _
Z boamm(R) = R (aRSS“b(R)> + 255" (R), (5.78)
e portanto
) _
Z3(1) = cos(20@ — 20T — 2¢;) [R ( 3 RS““’(R)) + 255“*’(3)] : (5.79)
O terceiro termo da equagao (5.64), utilizando a equagao (5.59) é
ra & . , ‘ . .
X X T ~ (20153 Zo(1)) + A Y i(Zs(i) — 27(7)
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n; U

= 1555 (R) > cos(20w — 2u;7 — 2¢;) + A'TLR (%S;“b(fi)) > icos(20w — 2uT — 2¢;).

- o (5.80)
Finalmente,
_ _ a? _ _ i
H(s=2)~1+ > S (R) 4+ S5™(R)r, Y cos(200 — 2u, — 2;)
042 B 0 _ N4
—I—A’?R (m_%sgu”(R)> ry > icos(20w — 2uT — 2¢;). (5.81)

5.3.2 Onda central super-harmoénica.

O Hamiltoniano perturbado para o caso de onda central super-harmonica , para evolucao
temporal de longo prazo, é dado pela equagao (4.92) considerando somente os termos i = j

ng 2 n 2 ..
Arlt+a Y ZI(r) cos(@o — vir — o) + % S B S M 4T ] (5.82)

. T, -
i=—n,; Wi i=—n; Wi M#AD

Calcularemos a expansao em primeira ordem no parametro A’ do segundo, terceiro e quarto
termo dessa equagao (5.82). O segundo termo da equacgao (5.82), utilizando as equagoes (5.44)
e (5.46) 6

a Y %Jy(ﬁ) cos(Vw — v;T — ;)

i:—ni g

~arp |Jo(R) > cos(Vw — v — @) + A [RJ;(R) - J;(R)} > icos(vw — uT — ;)

(5.83)
O terceiro termo da equacao (5.82), utilizando as relagoes (5.52), (5.56 - 5.59) é

O;Z l > [Tl =fr%[(zl+r%;zz<i>)+m% S ilZs(0) = 22:(0)], (5.84)

1=—n; Wi m#U i

As quantidades Z;, Zs e Z3 podem ser obtidas de forma andloga ao que foi feito nas eqgs.

(5.60), (5.61) e (5.62). Ou seja, sao dadas por

D m‘]m(R) ‘]r,n<R) super [ o

Zy = () (R) cos(0w) = = S7"(R 5.85
1 g]/ a’m,m( ) COS( w) = (ﬁ . m)R 1 ( )7 ( )
o termo aﬁ; ) ¢ zero, entdo
Zo(i) = aﬁn_’zn(f_i) cos(2mw — 2v;T — 2¢;) = > 0=0, (5.86)
m#V m=—00
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o termo bm ¢ em funcao do termo aﬁn ) que é nulo, portanto

[e.9]

=> bmm )cos(2miw — 2uT — 2¢;) = Y 0=0. (5.87)

m#v m=—00

Portanto, obtemos

g

= Z I ESS“”%R) (5.88)

i=—n; wz m#AV

O quarto termo da equagao (5.81) pode ser escrito de forma andloga a forma da equagao

(5.83), mas com expressoes diferentes para as quantidades Z, Zy e Zs,

Z am 2u A (R) cos(2(m — 7)©)
m#£U

= 27; 2w —m)R T (R) T3 (R) + (27 = m) Jop i (R) T}, (R)| cos(2(m — P)w).  (5.89)
Utilizando a relacao (5.33) temos

Z = ; Q;R [(V — ) Jy—o(R) Iy o(R) + (7 + m)J;er(R)J;_x(R)} cos(2zw) (5.90)

Substituindo  — —z’ no segundo termo da equacao 5.90 temos

1 _ _ 1 _
7y = ;} 5o (V—2)J5_s(R)J5, ,(R) Cos(2$w)—x%;0 m(?—x’)J o (R)Jo 0 (R) cos(22'w) = 0
(5.91)
Para Zs(i) temos
Z5(i) = cos(20w — 2u,T — 2p;) Y am ) (R, (5.92)
m#£v
onde
O MR (B) (27 = m) Jog i (R) T (R)
Ay 55 (R) = - — . (5.93)
%;V 2 ﬂ; 2(7 —m)R ﬂ; 2(7 —m)R
Utilizando a relacao 5.33 podemos re-escrever e equacao 5.93
Yo R =T mr R - TN (R R (5.94)
= v—x,Uv+I rd 2rR v+x = 2% R v—x

Substituindo x — —z’ no segundo termo da equacao 5.94 temos

- - 1 I 1 o
%@@Mngﬁﬂmeumw )+ 3 a7~ e (B (R) =
= Z (7 — 2) Jo—u(R) Jp o (R). (5.95)

x#0 $
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Re-escrevendo na relagao antiga, anterior a relacao 5.33 temos

(=) D me(R>J£U—m<R) super
Uy 25— (T) = = 2 = 5" (R 5.96
T ik = 3 (R) (5.96)
e entao
Zy(i) = cos(20w — 2u;m — 2¢;) S5 P (R). (5.97)
Para Z3(i) temos
Z5(1) = cos(20i — 2v,T — 2¢;) > bm v m(R), (5.98)
m#v

onde

S bk wlB) = 3 (R] patide ()] + 1= 2 ol )

m#v m#v

(Zawm ) (Zamym )—ZT 0\ hy ml(R). (5.99)
m#Av m#£v m;éi(y m)

O primeiro e o segundo termos da equacao (5.99) sao resolvidos usando a equagao (5.96).

=R|—

Quanto ao terceiro termo da equagao (5.99), é similar ao terceiro termo da equagao (5.74).
Portanto, prosseguindo de forma similar ao que foi feito para obter a equagao (5.77), usamos a

relacdo (5.33) e obtemos

m#£v <V m) x#0 z
1 T—x) | (V—2x) _ = l& (T—2) [((T+x) _ =
== ;O . o (BT (B) = & % - 5o Jrra(B)Jpo(R)
(5.100)

= D Ry R - S TEEH ) Ry (R)

_ T (RL(R). (5.101)

Re-escrevendo na relagdo antiga, anterior a relacao (5.33) temos

Z (v ilm) a’;%ﬂfm(}_%) = - Z

m#v m#v

(R Say(B)  oer
(7 —m)R -

my]

(R). (5.102)
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Temos entao

3 ko (B) = R 577 () + 2557 (R (5.103
m#v

e portanto

Z5(i) = cos(20@ — 2uiT — 2;) l ( 6253“”’"( )) + 258“”6’"(3)1 . (5.104)
O quarto termo da equagao (5.82) é entao
O[ ! 2 . . .
S5 DR D v 2 HrE 2 20) + AT i Z(0) - 22(0)
7 U-)'L m#v i

nq nq

- %[TESSUW(R) > cos(20m—2vm—2¢;)+ATER (08RSsupeT(R)> > icos(2mw— 20T —24p;)].
o (5.105)

Finalmente, retornando a equacao (5.82) e usando (5.83), (5.88) e (5.105),

H~IT+arg

J(R) f: cos(Vw — ;T — ;) + A’ [RJ;(R) - J;(R)} f: icos(Vw — v — goz)]

i=—n; i=—n;

Ssuper(R) + 53“p€r< ) 2 i: COS(Qﬁ(D — 2Vz'7— - 29@)]

i:—TLi

Ssuper(R)> 7"% Z Z'COS<2ﬁ(I) _ 21/2.7— — 2%) (5106)

1=—n;

0

2
A R
* <8R

5.4 O limiar das ilhas de ordem maior que um.

A partir do novo Hamiltoniano com dependéncia em a?, pode-se estimar o limiar para as

ilhas de ordem maior que um (p > 1). Para isso, precisamos primeiro calcular a equagao (5.1)

. [OH\ _ /0H, OH:\ | o [0H;
<“>_<af>_<af>+o‘<af>+o‘<af>' (5.107)
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Nas se¢oes anteriores obtivemos os seguintes Hamiltonianos,

ondas sub-harmoénicas:
H(s>2)~ T+ 2S"R),
H(s=2)~ T+ LS (R) + <S5 (R)ry, S, cos(20@ — 20T — 2¢;),
O(A") ~0—
onda central super-harmonica:

H(s=1) =T +argJs(R) X1 _, cos(vo — o1 — @)

1=—"N

FLSTTT(R) + S5 (R)r T, cos(270 — 207 — 2¢0),
(5.108)

ondas sub-harmonicas:

H(s >2) =~ T+ < S5(R),
H(s=2)~ T+ 2S5 (R)+ LS5 (R)ryy Y . cos(20@ — 2u, — 2;)

+A/%QR ( S5 (R )) rE Y, tcos(200 — 2uT — 2¢;),

O(A”) ~0 — { onda central super-harménica:

H(s=1)~ 1+ argJ:(R) 2t o8V — 1T — i)
TGS (R) + G S5 (R)rh T, cos(270 — 2uiT — 2¢)

+A [arp(RIL(R) = Jo(R)) S0, i cos(T — viT — ;)

%R ( Ssupe?“( )) TE Ez——n 1 cos(Q?(D —2uT — 2%‘)]
(5.109)

Observamos das equacdes (5.108) e (5.109) que cada termo H, do Hamiltoniano, onde
n = 0,1,2, é¢ uma funcdo separdvel em funcio de R e funcio de 7, de modo que podemos

resolver a relacao (5.107) da seguinte forma

OH, 1 /0H, 1[0
<al>_R<8R>_R<8R<H >> (5.110)

Resolveremos primeiro a média temporal e logo em seguida calcularemos a derivada parcial
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em R de cada termo H,, do Hamiltoniano. Para calcular as médias que aparecem nas equacoes
(5.108) e (5.109) podemos proceder da forma seguinte:

Utilizando a relagao (A.27), temos
< cos(20w — 2u;T — 2¢;) >= 0. (5.111)
Utilizando as relagoes (2.114) e (2.115), obtemos
< cos(Tw — v T — ;) >= 05 cOS(1;), (5.112)

onde

Vi =nw — VT — ¢;. (5.113)

Para R > 7 > 1, a aproximagao em ordem zero no parametro A’ é suficiente. Considerare-
mos, como foi feito no capitulo 2, que 7 = (n,) /2.

A média do Hamiltoniano é entao

ondas sub-harmonicas:

< H(s > 2) >~ [+ L5 (R),

(5.114)
onda central super-harmonica:
< H(s=1)>~ 1+ aln,)?J:(R) [Z?;_n COSW } + & Ss“per(R)
Obtemos < w > utilizando a relagao (5.107)
ondas sub-harmoénicas:
< (s >2) >~ 1+ a? k255 (R),
(5.115)
onda central super-harmonica:
<@(s=1) >x 1+ a(ny) PEJLR) [Sh_,, W] 4 a2 L 5.6 (R).
Podemos definir
1 m  0?J2(R)
F(R)=- me- . 5.116
(F) 44~ (m—v) OI? ( )
Lembrando que a definigao geral do S; é
0Jm(R
SR =Y —"J.(R) (R) (5.117)



podemos relacionar F'(R) com Si(R), pois podemos obter da equagao (5.116) o seguinte

1 m  0*J2(R) 10 m 0Jm(R)
F<R)_Z;(m—y) o2 49l = (m—y)QJm( ) ol
10 m 0Jm(R)
~ 2ROR ; (V—m)Jm<R) or |’
e portanto
F(R) = 558, (R)
~ 2RORTT
Definimos também
1 /

Utilizando essas defini¢oes (5.118) e (5.119), podemos re-escrever as eqs. (5.115)

ondas sub-harmonicas:

<w(s>2) >~ 1—a’F*(R),

onda central super-harmonica:

<B(s=1) >m 1= 2P (R) [1 = ()2 [Sie,, 5] 202

1=—"n; Nw [o%

Para uma notacao mais compacta, definimos

A= (n,)? i cos(v;) B(R,7)

N o

)
=—n;

e temos portanto para as eqs. (5.120)

onda central super-harmonica:

<O(s=1) >~ 1— 2F™r(R)[1 — A,

ondas sub-harmonicas:

<w(s>2) >~ 1—a?F*“(R).

(5.118)

(5.119)

(5.120)

(5.121)

(5.122)

Para encontrar o limiar (threshold) que satisfaz a condigao de existéncia das ilhas de ordem

p > 1, precisamos determinar os valores extremantes de < @ >. Isto significa tomar o valor

extremante de |A| para um dado conjunto de fases aleatdrias, determinado pelo valor maximo

de |A| desse conjunto. Para o caso de onda central super-harmonica, o valor maximo de |A| é

determinado por
1

Ta

B(R,7)

A" = max(|A]) =

Y
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onde

(nw)—1/2
max(| >332, cos(ds) ) (5124)

Nw

Ta

Essa relacao, eq. (5.124), é essencialmente a mesma definida na eq. (2.139), sé que com a
funcao trigonométrica utilizada diferente. Essa diferenga nao muda os resultados obtidos dos

valores de r, no capitulo 2, pois é devida a forma como foi representada a onda eletrostatica

no capitulo 4.

Os pontos fixos das ilhas de ordem p > 1, utilizando a eq. (2.94), s@o respectivamente

onda central super-harmonica:

v__ —
1_a2Fsuper(R)[1_Al] - p?

(5.125)

ondas sub-harmonicas:

v
1—a?F5ub(R)

5.

O limiar (threshold) procurado das ilhas de ordem p > 1 é entao

onda central super-harmonica:

-1
_€§FSILPIET(R) [1 - A,] Y

o = (5.126)
ondas sub-harmonicas:

P 1
q Fsub(R) )

onde

E=V —

_ (5.127)

iSEES

Pela definigao, o valor de a é positivo (a > 0), portanto

onda central super-harmonica:
2L V2 |1 — A’|71/2
q Fsupe'r(R) Y

o= (5.128)
ondas sub-harmonicas:
‘EE 1 ’1/2

q F="*(R)
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Analisaremos agora o valor de A’ definido na eq. (5.123). Pela definigao, é um valor positivo
(A’ > 0) e inversamente proporcional a «, o que indica que para « grande, o A’ é pequeno.
Estamos aqui, procurando o valor de « para qual o sistema é estocastico, e portanto para
valores de « grande, que implica em valores de A’ pequeno. Faremos essa andlise para o caso

de uma onda na sub-sec¢do (5.4.1) e para caso de varias ondas na sub-segao (5.4.2).

5.4.1 O caso de uma onda.

Para o caso de uma onda, temos n, = 1 e r, = 1. Se supusermos que o sistema ja esteja no
regime estocdstico (o > o), o valor de A’ é pequeno, e nesse caso, podemos expandir para o

caso de onda central super-harmonica, utilizando a seguinte aproximacao

/

(1-AV? =1+ g, para A’ < 1. (5.129)
Analisaremos agora quando se satisfaz a condicao
A< 1. (5.130)
Para r, = 1, utilizando a Eq. (5.123), a condicao (eq. (5.130)) ¢ satisfeita quando

'5(12”/) < 1—=a>|B(R,D)| (5.131)

Portanto a condigao (eq. (5.130)) é satisfeita quando temos valores de « acima da estocas-

ticidade argy,

alng =1) > ag(n, = 1), (5.132)

onde

au(n, = 1) = [3(R,7)|. (5.133)

Para valores de o acima da estocasticidade, podemos aproximar a eq. (5.128)

b1 |12
~ |2 : o, 5.134
a Eng(R) ; para o >> Qg ( )
onde
(R* —7*)*v { { 2 12 | -1V nm
= BT s (7))
(R) R sin(d) sin{ 2 |(R* —7°)"/% + Usin 7 5| [
7\ 1/3

para R > 7 + <2> > 1, (5.135)

aproximacao essa primeiramente utilizada por Karney [2], vélida para ambos os casos de onda

_\1/3
central super-harmonica e de ondas sub-harmonicas, para R > 7 + (%) / > 1.
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Para estimar o valor de ag, dado pela eq. (5.133), usamos a eq. (5.119),

To(R)_1 | (5.136)

ol =1) = 1R = | F
Como desejamos uma estimativa, tomamos apenas as amplitudes de JZ(R) e de F;(R), que
sao quantidades oscilantes. Usando a forma aproximada dada pela Eq. (5.135), bem como uma
expressao aproximada para a derivada da funcao de Bessel,
JL(R) ~ — (i) " (RQ_RV2)1/4 sin [(R2 —7)Y? —peosT! (;) - ;j , para R > 7+ (g)l/ii > 1,
(5.137)

obtemos,

|B(R,7)| ~ (5.138)

(e 14

(2) V2 (R? — 7?)~V4* R? sin(n6) ‘

Podemos agora utilizar uma expressao para a funcao de Hankel de primeira espécie |Hél)/ (R)|

para expressar o fator de amplitude de JZ(R) que aparece na eq. (5.138),

|HY (R = [(JL(R))? + (YA(R))}Y? — fator amplitude de | JL(R)|, (5.139)
onde ) /
1/2 _ =2\1/4 —.1/3
|HY' (R)| ~ (i) (RRD), para R > 7 + (;) : > 1, (5.140)
obtendo ~
_ f(5>
|B(R,7)| =~ (5.141)
S ()
onde
f(0) = (i) | sin(70)]. (5.142)

A funcdo f(6) é uma fracdo que foi estimada numericamente na Ref. [2] (tabela (2.2)),
como ja foi mencionado no capitulo 2 da presente tese. Foi verificado que essa quantidade varia
de no maximo 20% em torno de um valor constante, sendo observado também que o limiar de
estocasticidade é bastante insensfvel & variacdo do valor de 6, na faixa entre —1/2 e 1/2 [2].

O limiar de estocasticidade é entao
a(ny = 1) = Rp[Hy (R)]7'£(9). (5.143)
Utilizando f(d) ~ 1/4, conforme determinado por Karney [2], o limiar de estocasticidade é
o 1/3
as(ny =1) = 4R[ﬁ]Hé) (R)]7!, para R > 7 + <2> > 1, (5.144)

Esse resultado j& foi apresentado na eq. (2.124).
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Analisaremos agora a Eq. (5.134), a fim de determinar o limiar para as ilhas de ordem p > 1.
Para isso utilizaremos a expressao da funcao de Hankel para expressar o fator de amplitude
de |Fy(R)|7Y/2, presente na Eq. (5.134), da maneira andloga aquela feita nas Eqs. (5.139) e
(5.140). Dessa forma, utilizando a Eq. (5.141), temos,

o\ 1/2
R = (505) el (5.149
Utilizando a Eq. (5.145) na Eq. (5.134) obtemos
») epv 1 1/2 _ epv 1 1/2
ay (n,=1)= <qf(5)> IB(R,D)| = (qf(é)) ag(ny =1). (5.146)

Utilizando 7 > 1 — 7 = n, ¢ = (p(n+ 1) — 1) periodos de onda em p drbitas de ciclotron e
f(8]) ~ 1/4 (conforme Ref. [2]) na Eq. (5.146), o limiar para ilhas de ordem p > 1 ¢

1/2
-1
a,ﬁi)(nw =1)=2 <pp> ag(n, =1), parap > 1. (5.147)

O limiar para ilhas de primeira ordem ja foi visto na Eq. (2.122). Utilizando a Eq. (5.139)
para expressar o fator de amplitude de |JZ(R)| em termos de uma funcao de Hankel, podemos

re-escrever a Eq. (2.122) em termos de ag(n, = 1) (Eq. (5.143)), e obtemos

oz(l)n =1)=—ayln,=1). )
in (nw =1) 0) s 1) (5.148)

Na tabela (5.1) apresentamos a estimativa do limiar para ilhas de ordem p utilizando as

Egs. (5.147) e (5.148) e f(|6| ~ 0 ~ 1/4) ~ 1/4 (da tabela 2.2),

p al) (n, = 1)
1 0~ 0,93 x ag(n, =1)

1,41 X ag(n, = 1)

W | N

1,63 X ag(n, = 1)

Tabela 5.1: Estimativa do limiar para ilhas de ordem p, agi) (n, = 1), utilizando as Eqgs. (5.147)
e (5.148) e f(|6| ~ 0 ~ 1/4) =~ 1/4 (da tabela 2.2).

5.4.2 O caso de varias ondas.

Para o caso de varias ondas, supomos que o valor de « seja suficiente para que haja esto-

casticidade para o caso de uma onda, ou seja

a(n, ondas) > ag(n, = 1). (5.149)
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A condigao para que A’ < 1, Eq. (5.130), para caso de vérias ondas é satisfeita quando
rast(ne =1) > [B(R,7)], (5.150)
ou seja,
ag(n, ondas) > roag(n, = 1). (5.151)

Utilizando o resultado da eq. (5.144) na eq. (5.151), obtemos para R > 7 > 1,

r

, —\1/3
ag(n, ondas) > ZaR[ﬁ]H@ (R)]7!, para R > 7 + (;) > 1. (5.152)

v

—\1/3 /
Utilizamos R ~ 7 + (%) / na eq. (5.140) para valores aproximados da fungao |Hé1) (R)|

em R~V > 1, e obtemos a seguinte aproximagao
\HY (R)| ~ (7)2/3. (5.153)
Para R > 7 > 1, a eq. (5.140) é aproximadamente

, 2) 1/2
|HY (R)m() RV2, (5.154)

™

Utilizando as aproximagoes da funcao |H§1)/(R)|, as egs. (5.153) e (5.154), temos para o

limiar de estocasticidade no caso de varias ondas

—2/3 _
ro“3—, para R~v> 1,

st (n, ondas) > raiR[ﬁ\HS)l(R)H_l, para R > U + (g)l/g > 1, (5.155)

™

~1/2
i<2> B2 ara R> 7> 1.

Ta 7
Do regime R > 7 > 1 da eq. (5.155) determinamos o limite superior da regiao estocéstica

2 1/3
Ry < (1) %/? () (40>, (5.156)

™

Supomos que o limite inferior da regido estocéstica seja o proposto por Karney [2],
Rins > 7 — (a)'/2 (5.157)

No capitulo 2 temos simulagoes para 7 = 30,0 e 50,0 < R < 57, 3 para nimero de ondas n,,
pequeno nas figuras (2.11), (2.12), (2.13), (2.21) e (2.22), para o caso R > . Para esse caso,

temos o valor de R médio, Ryeqio = 52,35. Para esse valor de R,,cqi0, temos na tabela (5.2) os
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n, | as(n, coerente) | ag(n, incoerente)
1 3,95 —
D 1,77 1,89
9 1,30 1,46

Tabela 5.2: Estimativa do limiar de estocasticidade para 7 = 30,0 e R,,cqi0 = 52, 35, utilizando

a Eq. (5.155) para R > ¥ e valores de r, da tabela (2.2).

valores do limiar de estocasticidade utilizando a Eq. (5.155) para R > 7 > 1 e valores de 7,
da tabela (2.2).

Na figura (2.11) temos o comportamento estocéstico de uma onda para 7 = 30,0 e 50,0 <
R < 57,3, variando «, mostrando que o limiar de estocasticidade acontece aproximadamente
para valores de a acima de agy = 3, 95.

Nas figuras (2.12), (2.13), (2.21) e (2.22) esta apresentado o comportamento estocastico para
a=2,0,7=230,0e50,0< R <57,3, para diferentes valores do niimero de ondas no pacote.
Como ja vimos, no caso de apenas uma onda o valor &« = 2,0 é abaixo do valor necessario
para a estocasticidade, mas para o caso de varias ondas esse mesmo valor é acima do limiar
de estocasticidade, como predito pela tabela (5.2), e observado nas figuras. A explicagao do
comportamento para o caso de varias ondas é que ha um aumento no valor do limite superior
da estocasticidade Rs,;,, conforme a Eq. (5.156). Apresentamos na tabela (5.3) as estimativas
dos valores do limite superior da estocasticidade Ry, utilizando a Eq. (5.156) e os valores de

ro da tabela (2.2), com a = 2,0.

Ny | Rsup(n, coerente) | Rgy,(n, incoerente)
1 33,22 -

) 56,57 54,18

9 69, 56 64, 45

Tabela 5.3: Estimativas dos valores do limite superior da estocasticidade Rs,,, utilizando a Eq.

(5.156) e os valores de r, da tabela (2.2), com o = 2,0.

Vemos da tabela (5.3) que para o caso de uma onda R,,cqio > Rsup, € para o caso de virias
ondas Ryedio < Rsup Para Rycqio = 52,35, mostrando que a Eq. (5.156), e consequentemente
a Eq. (5.155), é uma boa predigdo para o comportamento estocastico para o caso de vérias

ondas. No caso de grandes nimero de ondas n,,, utilizamos como valores de r, a Eq. (2.141)
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para o caso de ondas coerentes,
To(ny, coerentes) = (n,) Y2, (5.158)

e a Eq. (2.142) para o caso de ondas incoerentes

1 :
— < ro(ny, incoerente) <

3 para n, > 1. (5.159)

1
5
Em ambos os casos o valor de r, é menor que o caso de uma onda, ou seja, r, < 1. Desse
modo, para o caso de varias ondas, o limiar de estocasticidade acontece antes do limiar para
ilhas de primeira ordem do caso de uma onda, como podemos ver da tabela (5.2), Eq. (5.158)
e (5.159).

Utilizando esses valores de r,, Eq. (5.158) e (5.159), o limite superior da regiao estocastica
para caso de varias ondas é

(n,)"/3, para ondas coerentes,
Rgyp(n,, ondas)

By S (5.160)
sup\Tlw =
(2)3 ~ (3)%3, para ondas incoerentes,
onde
2 1/3
Roup(n, = 1) = () (4am)¥/3. (5.161)
m

Utilizando os valores de r,, Eq. (5.158) e (5.159), na Eq. (5.151), o limiar de estocasticidade

para caso de varias ondas é

(n,)~'/?, para ondas coerentes,
ast(n, ondas)

5.162
ast(nw = 1) ( )
% ~ %, para ondas incoerentes,
onde
—\2/3
ol =1 = 2 (5,163

Na fig. (5.1) é apresentada a regiao onde acontece a estocasticidade, para o caso de uma

onda e para o caso de varias ondas, como uma funcao de a e R, para um valor de 7 fixo.

O mecanismo da estocasticidade para o caso de vérias ondas é entao diferente do caso de uma
onda. No caso de uma onda, a estocasticidade ocorre devido a superposicao de ilhas de ordens

maiores, com o aumento da intensidade da onda eletrostatica, onde as ilhas sao as representagoes
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a

Figura 5.1: Regiao de estocasticidade, para o caso de uma onda e para o caso de varias on-
das, como uma funcdo de a e R, para 7 = 30,0. A regido é limitada pelas egs. (5.160),
(5.161), (5.162) e (5.163). (a) as(n, = 1); (b) as(n,, incoerentes) e ag(n, = 9, coerentes);
(¢) Rinf(ny = 1), Rinp(ny, coerentes) e Ry,f(ny, incoerentes); (d) Rsp(n, = 1) e (e)

Rgyp(ny, incoerentes) e Ry,p(n, =9, coerentes).
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das trajetorias das particulas no espaco de fase. No caso de varias ondas, a presenca de ondas
de freqiiéncias proximas a freqiiéncia de ressonancia causa pequenas perturbacoes na trajetoria
principal causada pela onda central, espalhando essa trajetéria pelo espaco de fase, de forma

mais eficiente que o mecanismo de estocasticidade para o caso de uma onda.

5.5 Sumario.

Nesse capitulo complementamos o estudo do comportamento estocastico iniciado no capitulo
2, analisando no espago de fase o limiar para ilhas de segunda ordem e de ordens maiores,
utilizando os resultados obtidos no capitulo 4. A andalise mostrou que para o caso de varias
ondas a estocasticidade ocorre antes do limiar de estocasticidade para o caso de uma onda.
No caso de ondas de fases coerentes, se observa que o limiar de estocasticidade diminui com
o aumento do nimero de ondas que compoem o conjunto quase-monocromatico de ondas,
tendendo a ser nulo no limite em que o nimero de ondas ¢ infinito. No caso de ondas de fases
aleatorias, observou-se também uma diminuicao do limiar de estocasticidade com o aumento do
niumero de ondas, mas nesse caso saturando em um valor entre metade e um terco do valor do
limiar de estocasticidade para o caso de uma onda. Se observou também que o limite superior
da regiao de estocasticidade aumenta com o aumento do niimero de ondas. No caso de ondas
de fases coerentes, esse aumento é proporcional a (nw)l/ 3 onde n, é o nimero de ondas que
compoem o cunjunto de ondas. No caso de ondas com fases aleatérias o limite superior da
regiao de estocasticidade tém um aumento de cerca de 1,58 a 2, 08 vezes em relagao ao caso de

uma onda.
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Capitulo 6

Conclusoes.

Nesse trabalho generalizamos a discussao sobre a dinamica estocéstica de ifons energéticos
por ondas do tipo hibrida inferior, considerando casos onde um conjunto de ondas com freqiiéncias
similares esta presente no sistema. A tarefa foi realizada por generalizagao dos procedimentos
utilizados nas Refs. [7, 2, 8], restringindo a andlise para o caso de espectro suficientemente
estreito, tal que se possa considerar que todas as ondas presentes no sistema tém a mesma ve-
locidade de fase. A formulacao utilizada leva em conta que cada onda pode ter fases aleatérias,

com o caso de ondas coerentes como um caso particular.

A anélise tedrica no capitulo 2 mostrou que o estégio inicial da evolugao temporal no caso
de ondas coerentes ¢ governado por um Hamiltoniano similar aquele que aparece nas Refs.
[2, 8], mas com o threshold para comportamento estocdstico no estagio inicial menor que o
threshold correspondente obtido para o caso de apenas uma onda. No caso limite de espectro
continuo, com numero infinito de ondas coerentes, nossa analise mostrou que o threshold tende a
desaparecer e que o comportamento estocastico nos estagios iniciais deve ocorrer para qualquer

valor da intensidade da onda.

Comparando o caso de apenas uma onda com o caso de nimero finito de ondas coerentes,
para razao de difusao inicial similar, mostramos que no caso de miultiplas ondas a difusao ocorre
em picos periddicos, o que reduz a eficiéncia do processo difusivo.

Considerando a situacao mais geral em que as ondas tém fases aleatoriamente distribuidas,
a difusao obtida para tempos mais longos se mostrou mais significativa do que no caso de
ondas coerentes, para o mesmo numero de ondas. Enquanto que no caso de ondas coerentes o
comportamento difusivo ocorre em picos periddicos, o comportamento difusivo obtido para o
caso de fases aleatdrias ocorre continuamente ao longo da evolucao temporal. Esse resultado é

de particular interesse, visto que o caso de ondas com fases aleatorias é mais representativo do

132



ponto de vista de investigacao, com um conjunto finito de ondas, do efeito de largura finita do
pacote de ondas, como os que se encontram em experimentos de interacao onda-particula em
tokamaks. Uma representagao mais proxima pode ser obtida pela aplicacao de uma média de
ensemble sobre o conjunto inicial de fases aleatdrias, um procedimento que pode ser bastante
custoso do ponto de vista de recursos numeéricos, e aparentemente nao parece ser necessario
para obter as caracteristicas gerais do comportamento difusivo que pode ser o resultado da

interacao onda-particula.

Fizemos também, uma estimativa analitica das posicoes das ilhas de primeira ordem, e
do limiar para ilhas de primeira ordem e para a estocasticidade, para o caso R ~ 7 > 1,
onde R é o raio de Larmor normalizado. Observamos a reducao do limiar de estocasticidade
com o aumento em numero de ondas para o caso de ondas coerentes, de forma inversamente
proporcional a raiz quadrada do nimero de ondas presentes no espectro. Observamos também,
para grande nimero de ondas incoerentes, uma reducao do limiar de estocasticidade para um
valor em torno de metade a um terco do valor do limiar de estocasticidade para o caso de uma

onda.

Para uma andlise mais completa, consideramos também o caso R > 7 > 1, no capitulo 5.
Nesse capitulo 5 complementamos o estudo do comportamento estocastico iniciado no capitulo
2, analisando no espacgo de fase o limiar para ilhas de segunda ordem e de ordens maiores,
utilizando os resultados obtidos no capitulo 4. A analise mostrou que para o caso de varias
ondas a estocasticidade ocorre antes do limiar de estocasticidade para o caso de uma onda.
No caso de ondas de fases coerentes, se observa que o limiar de estocasticidade diminui com
o aumento do nimero de ondas que compoem o conjunto quase-monocromatico de ondas,
tendendo a ser nulo no limite em que o nimero de ondas no espectro vai a infinito. No caso
de ondas de fases aleatérias, se observou também uma diminuicao do limiar de estocasticidade
com aumento do niimero de ondas, até um valor entre metade e um tergo do valor do limiar de

estocasticidade para o caso de uma onda.

A redugao do limite de estocasticidade, tanto para R ~ 7 quanto para R > 7, corrobora a
conjetura feita na introducao desse trabalho, de que a presenca de diversas ondas deve contribuir
para facilitar a ocorréncia de difusao estocastica, sob condigoes que nao satisfariam o limiar de

estocasticidade no caso monocromatico [22, 23].

Outro aspecto observado foi que o limite superior da regiao de estocasticidade aumenta

com o aumento de ondas. No caso de ondas de fases coerentes, esse aumento é proporcional a
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(n,)'/3, onde n, é o niimero de ondas que compdem o conjunto de ondas. No caso de ondas
com fases aleatérias o limite superior da regiao de estocasticidade tém um aumento de cerca
de até 2,08 vezes em relacao ao caso de uma onda. Se observou também que o mecanismo
da estocasticidade para o caso de varias ondas é diferente do caso de uma onda. No caso de
uma onda, a estocasticidade ocorre devido a superposicao de ilhas de ordens maiores, com o
aumento da intensidade da onda eletrostatica, onde as ilhas sao as representacoes das trajetorias
das particulas no espago de fase. No caso de varias ondas, a presenca de ondas de freqiiéncias
préximas a freqiiencia de ressonancia causa pequenas perturbagoes na trajetoria principal das
particulas causada pela onda central, espalhando-a pelo espaco de fase de forma mais eficiente

que o mecanismo de estocasticidade para o caso de uma onda.
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Apéndice A

Calculo da média temporal para um pacote de ondas

com freqiiéncias muito préximas.

A.1 Introducao

Nesse apéndice calcularemos a média temporal para diversas fungoes f(7) de um pacote de
multiplas ondas com freqiiéncias proximas da freqiiéncia central que tomamos como referéncia.
Como os periodos das diversas ondas que compoem o pacote de onda sao ligeiramente dife-
rentes entre si, a média temporal deve ser feita em um multiplo N do periodo da onda central

suficientemente grande para que abranja todos os periodos das ondas.

1 Lo d A
= lim — d
< fr)>= tim —— [ f(r)ar (A1)
onde T' é o periodo da onda central (normalizado)
T = Qjﬂ (A.2)
v

As funcoes envolvidas sao fungoes trigonométricas com parametros em ©;
0; = kiy — wit — ;. (A.3)
Na forma ja normalizada e transformada da secao (2.3) temos:
0; = risin(w) — ;T — @, (A.4)

onde

r=ry,(2DY2, v =1, D

Preferimos escrever as fungoes trigonométricas em termos dos diferentes termos da compo-

nente de Fourier, utilizando as relagdes (2.44 - 2.46)

F) = S Il f(Oum), (A5)

m=—00
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onde

Oim = Mw — VT — ;. (A.6)

Para a média temporal de uma funcao do tipo produto, utilizaremos as seguintes relacoes

trigonométricas
€08 O, c0s 0, = ; [c08(©;m — Ojn) +cos(O;m + O,4)], (A.7)
sin©;,,sinO;, = ; [cos(O;m — Ojp) — co8(Oim + O], (A.8)
Oim £ 0, = 055w — ()7 — O, (A.9)
07(;}; = (m+n), (A.10)
¢ =iy, (A.11)
CE = (pi £ ¢;). (A.12)

Isto significa que para uma média temporal do tipo < cos ©; ,, cos ©;, > ou < sin ©; ,,, sin O , >
precisamos saber qual é a media temporal de < cos(0;,, £ 0;,,) >

Utilizando a relagao trigonométrica de soma de angulos, podemos escrever

(cos(Oim £0,m)) = <cos(6 £

)
m,n

w— (2 — O

17.7 /[’7]

= cos(0F) w — C’(i)) <cos(§<i) )> + sm(GmjE w— C’(jE ) <sin(§i(§)7)> . (A.13)

)
m,n %,

A.2 Calculo do <COS(CZ~(j))T>

<cos(§$))r> = (cos(v; £ v;)T) = (cos(v;T) cos(v;7)) F (sin(v;7) sin(v;7)) , (A.14)
onde
2nN/v
(cos(v;T) cos(v;T)) = Jim 27rN/ cos(v;T) cos(v;T)dr, (A.15)
e
) ) 2nN/v
(sin(v;7) sin(v;7)) = Am o / sin(v;7) sin(v;7)dT. (A.16)
Se Vi =V
v |17 sin(2y7) s
(cos(v;T) cos(vT)) = A}linoo 5N [2 + 4%] )
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1 v Ay, N 1
1 : i = Al
2+1\}1—r>rc1>087w1 sm( = ) 5 (A17)
' ' v |17 sin(2y7) s
(sin(y;7) sin(y;7)) = A}linoo N [2 4%'10
R SR A (47”/2'N> _ L (A.18)
2  N—oo 81y v 2
Se v; # v
inf(v = )] | sinf(vi+ )] ¥
. W T v |sin|(v; —vy)7T|  osin|(v; +vy)T] | 7
(cos(v;T) cos(vT)) = ]\}Enoo or N l 2(v; — vj) 2(v; +v;) 10
7 |sin 27N (“=2 sin |27 N (%24
B 1 o B A )
N—oo 2t N 2(Vi—Vj> 2(V1+Vj)
o) sty — i P[50 =) sinl(w )]
(sin(v;7) sin(v;7)) = Jim N [ 2(v; — vj) 2w +vy) |,
7 |sin|27N (=2 sin |27 N (Y4
I e G )| [
N—oo 2N 2(vi — vj) 2(vi +v;)
Sumarizando o resultado temos
<cos(¢§j))7> = 5,0 (A.21)
onde
s = =+.
, : (:l:)
A.3 Calculo do <sm(§m- )T>
(sin(¢;7)7) = {sin(vs & v)7) = (sin(v7) cos(v;7)) + {cos(vi) sin(i7)) (4.22)

Nesse caso, precisamos resolver apenas uma das médias, pois os dois termos sao analogos.

Escolheremos

(sin(37) cos(y7)) = Jim / N (i) cos(uyr)dr (A.23)

Se v; = v
27N

(sin(v;7) cos(vT)) = A 27TVN [sz(Vi 7—)]0 V
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— Jim 2 [Sinz <27TN7’i>] = 0. (A.24)

N—oo 2N 27/72
Se v; # vj,
(= 15)7] |, eosl(v 7]
v |cos|(v; —v;)T|  cos|(v; +vi)T|| T
(v, VY — i ! —
(sin(v;7) cos(v;T)) N O N [ 2(v; — v;) * 2(v; +v;) ]0

7 |cos |27 N (4= cos |27 N (4t
— — lim — 2o (52) 2V (52)]] _ 0. (A.25)
N—oo 2w N 2(v; — vj) 2(v; +vy)
Sumarizando o resultado temos

(sin(0;)7) = 0. (A.26)

A.4 Célculo do (cos(0;,, £ 0;,))

Utilizando os resultados anteriores temos
(cos(©jm £0;,)) = 6; ;05— COS(Q%LW — C’ff)) (A.27)

Portanto a média do produto f(7) = cos(0;,,) cos(0;,), utilizando a eq. A.5, é dada por

(cos(63) cos(© m;wj i) T (15) (08(O4m) cOS(O5m)
Z T (1) T () cos (85w — CL2). (A.28)
Se i — T
(cos(6);) cos(© mfjooj ri) (i) = ; (A.29)
Se i % j i
(cos(63) cos(©;)) = 0. (A.30)
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Apéndice B

As somatorias S; e Ss.

B.1 Introducao

As derivagoes detalhadas das duas somatérias que aparecem no capitulo 5 podem ser encon-
tradas nos artigos do Chia et al [19] para o caso de ondas sub-harmoénicas, e Benisti et al [46]
para o caso da onda central super-harmonica. Nesse apéndice, reproduziremos as derivacoes
para ambos os casos, a fim de facilitar a visualizacao dos resultados das somatérias, que sao
frequentemente utilizados no capitulo 5. Denotaremos S“* o caso de ondas sub-harménicas, e

SPPT o caso de onda central super-harmonica, onde i = 1, 2.

B.2 O caso de ondas sub-harmonicas.

B.2.1 S5

Temos o 55> que foi primeiramente definido na equacio 5.27,

SR = S M (R) | & Tm(R)|

m=—0oQ

(7 —m)

< mJn(R)J] (R)

- 5

(B.1)

=, Rw—-m)
onde
, 0
J(R) = @Jm(R). (B.2)

Podemos escrever a equacao (B.1) da seguinte maneira:

o MJm(R) ]}, (R)

>

m=—o0 R(v - m)
. mdn(R)J(R) & mdy(R)J,(R)
mzzl R(v —m) - mZ::1 R +m)
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N mz::1 R(vz —m?)
Usando as identidades
m 1 (R) + T (R)
Jq/n(R) Im I(R) — Jm-i-l(R)’
2
obtemos
= mdJn,(R)J (R)
m:Z—oo R(v - m)
- 2 2
=3 gy U (B) = Toa(R)

- i 2m)2 l(—l)m_l /Ow/2 df cos(2(m — 1)0)Jo(2R cos §)

(7?2 —m?)m

—(—1)m™+! /07r/2 df cos(2(m + 1)0) Jo(2R cos 0)]

- i1 m /OW/2 d0Jo(2R cos 0) [cos(2(m — 1)0) — cos(2(m + 1)0)]
= g > ﬂ " cos f) sin(2m@) sin
=23 e | d0.3o(2R cos 0) sin(2mb) sin(26)

/2
J(R) = (—1)"2 / d6 cos(2n8) Jo(2R cos ),
0
bem como a seguinte relagao trigonométrica [29],
: : 1
sin Asin B = 5 [cos(A — B) — cos(A + B)].

Trocando a ordem da somatoria e da integracao, obtemos

o~ MJm(R) ]}, (R)
2 R( —m)

m=—00

- 72T 0”/2 dfJo(2R cos 0) sin(20) [i MSin(Qme)]
= 72T/07r/2 d0Jy(2R cos 0) sin(26) [ ;Tssllr;((z :))]

onde foi usada a relagao [29]

i mmsin(mzr)  wsin(v(2nm — 1))

= (m?2—12) 2 sin(v)
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se (2n — 1) < x < (2n+ 1)7 e U # inteiro.

Continuando o céalculo
= md,(R)J (R)

>

= BV —m)
1 /2 : I
= ~sin(n) /0 df.Jo(2R cos 0) sin(20) sin(276)
T2 sinl(mr) /0“/2 d.Jo(2R cos 0) [cos(20(1 — 7)) — cos(20(1 +7))] .

Usando a relagao [29]
/2 T
/ df cos(2260) Jon (21 cos 0) = 5(]”+Z(T)Jn_z(7”),
0

finalmente obtemos

™

Si**(R) [J149(R)J1-5(R) — J15(R)J115(R)] . (B.8)

- 4sin(vm)
B.2.2 S5

O termo S3" que foi primeiramente definido na equacao 5.35, pode ser simplificado por

uma série de manipulagoes

< My (R) | L Jop_m(R
spm = 3 | &)

m=—00

(7 —m)

M (R)Jop_(R) S md i (R) Iy, (R)
[Z R@—m) 2 R(v+m+) ]

m=1 m=1

o~ I (R) Sy (R) 5 m(=1)" i (R) Jo 0 (1)
_ v—m _ vtm _ B.9
PES ZOREES 9
Se agora substituirmos as seguintes expressoes
T () = 22t 2 (10 (B.10)
Jém-m(R) = Jrpim1(B) ; JQW—m—H(R), (B.11)
m I 1(R) + T (R)
7 m(R) = 5 , (B.12)
e
92 rm/2
Jo(R)Jy(R) = = / 0.7, 15(2R cos 0) cos((a — b)6)
 Jo
_1)b ,m/2
— 2(=1) / dfJ,—»(2R cos 0) cos((a + b)0) (B.13)
T Jo
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na equacao anterior, obtemos

[ i m—1 + Jmt1) (Jop—m—1 — Jop—mt1) B i (=)™ (=1 + Jis1) (Joppm—1 — J2V+m+1)}

m=1 4( - m) m=1 4(? + m)
W/Q dOJss—2(2R cos 8) cos((20 — 2m)0)
+ [T7% 40.J55(2R cos 0) cos((27 — 2m — 2)6)
> 1
B mz::l 27(v —m)
72 40.J55(2R cos 0) cos((20 — 2m + 2)6)
/2 40 Jam42(2R cos 0) cos((20 — 2m)6)
72 40 Joy_o (2R cos 0) cos((27 + 2m)0)
+ [T d0.J55 (2R cos 0) cos((20 + 2m — 2)6)
iy
m=1 27T(V + m)
— [T7% 46.J03(2R cos ) cos((20 + 2m + 2)6)
— T2 40 T35 5 (2R cos 6) cos((20 + 2m)6)

_ Joz—2(2R cos 0) cos((20 — 2m)0) _
1 ogmz =] -
=50 /0 do mZ:1 - —Jop12(2R cos 8) cos((20 — 2m)0)
+2J7(2R cos 0) sin((20 — 2m)0) sin(20)
_ Jop_2(2R cos B) cos((20 + 2m)0) _
1 /2 o0 B
—1—% /0 do Zl Sm —Jopi2(2R cos ) cos((20 + 2m)0)
+2J7(2R cos 0) sin((20 + 2m)0) sin(26)

Coletando termos com as funcoes de Bessel de mesmo indice, temos

% mIn(R) [ Jor-m(R)]

>

m=—00

(¥ —m)
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1 /2 >, 20 cos(206) cos(2mb) + 2m sin(206) sin(2m)
= — df Jsz_o(2R cos
sy W al2Reost) 7 )
1 72 >, 20 cos(208) cos(2mb) + 2m sin(270) sin(2m)
—5 /0 d Jop12(2R cos 6) mzzjl & = m?)
1 (n/2 , > 2m cos(200) sin(2mé) — 2v sin(2060) cos(2mb)
— /0 df Joz(2R cos 0) sin(20) mZ::1 & —m?) . (B.14)
Utilizaremos as seguintes relagoes [19]
>, cos(mx) 1 7weos(v{(2n+ )7 — z})
- - _ = B.1
7nZ:1 m2—v2 202 2 vsin(v) ’ (B.15)
> sin(mz)  wsin(v{(2n+ )T — x})
== B.16
mzzjl m2—v? 2 vsin(vm) ’ ( )

onde z satisfaz 2nm < x < (2n + 2)7, sendo n inteiro e v ndo inteiro. Utilizaremos também as
relagoes [19]
/2

d0.Jo (27 cos 6) = gjf(r), (B.17)

0
w/2 T
/ dO Jop(2r cos 0) cos(2ah) = §Jb,a(7’)Jb+a(r), (B.18)
0

onde a parte real £(a) > —1/2.

O primeiro termo da equacao (B.14) pode ser entdo re-escrito na forma seguinte,

1 /Tr/z 06y o(2R cos ) >, 2 cos(200) cos(2mi) + 27721 sin(200) sin(2md)
27 Jo me=1 (72 —m?)
w/2 7
= 1/ dfJy (2R cos @) |7 cot v — COS(M]
2m Jo v
| 1
_ {4 cot(7r)J2_,(R) + — y+y_1(R)J1+l,_y(R)] . (B.19)
7r 4v

Temos entao

1 /2 >, 20 cos(206) cos(2mb) + 2m sin(206) sin(2m)
Py /0 dJoz_2(2R cos 0) 2 & —m?)
1 1
_ { cot(Fm) 2 (R) + — Jow1(R)J1(R) (B.20)
4m 4v

Utilizando os mesmos procedimentos, a expressao para o segundo termo da equacao (B.14)

fica dada por

1 fm/2 > 20 cos(276) cos(2mb) + 2m sin(200) sin(2mb)

% A d€J23+2(2R COS 0) WLZ:1 (f2 — m2)
= [ cotEm 2y (B) = T (R)(R) (B.21)
= 47‘(‘ cot\vm T+1 43 2U+1 1 .
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O terceiro termo da equagao (B.14) pode ser simplificado a

200) sin(2mf) — 2 sin(200) cos(2mb)
& —m?)

1 r7/2 =2
_f/ df Jow(2R cos 0) sin(26) Y m cos
7 Jo

m=1

/2 , 1 /2 : .
= [/ dfJoz(2R cos 0) sin(20) — — df Joz(2R cos 0) sin(26) 5111(21/(9)] .
0

vm Jo

As seguintes expressoes podem ser re-escritas como

o 0 Jop () 1 [2R
; df Jop (2R cos 0) sin(200) = — 2Rd:vx SR = 25

/2

dzxx Joy(x),

onde z = 2R cosf e

1 w/2
—— dOJy5 (2R cos 0) sin(26) sin(200)

v Jo
1 w/2
=—— df Joz (2R cos 0) [cos((20 — 2)0) — cos((20 + 2)0)]
2vm Jo
1
= [J1(R) Joy—1(R) + J1(R) Jop+1 (R)] -

O terceiro termo pode ser escrito como

>, 2mcos(206) sin(2mé) — 2vsin(2060) cos(2mb)
@ —m?)

1 /2
——/ df Joy (2R cos 0) sin(20)
7 Jo

m=1
2R 1
[QRQ 0 dxl\]g;(l’) - E

Combinando todas as expressoes, o Sy ¢ dado por

1 (R) a1 (R) + J1<R>J2u+1<R>]] .

1 /2R

300 = | eottom) (24(0) - () + s |

dxa:ng(x)] (B.22)

A integragado que aparece na equagao B.22 é [19]
1 2R R¥ F,(1+7;2+v,1+ 20, —R?
BS dwz Jon () = 1F5( +VL +7, —I; 7 )
2R? Jo (1+7)[(1+27)

onde 1 F; é a série hipergeométrica generalizada.

Sev=r/2,r=1,3,5,--- temos cot(vr) = 0. Entao o Sy é reduzido a

1 2R
S;“b(R):ﬁ i drx Jop () (B.23)

B.3 O caso de onda central super-harmonica.

Quando temos um valor de 7 que seja um ndmero inteiro, como é o caso em que a onda

central é super-harmonica, as somatoérias S;7" e 57"

serao iguais as obtidas para o caso
de ondas sub-harmonicas, a menos do termo m = 7, onde ocorre a divergéncia. No artigo de
Benisti et al [46] esse caso é tratado aproveitando os resultados anteriores de S{** e S5% obtidos

no caso de ondas sub-harmonicas.
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B 3 1 Ssuper

Segundo se pode ver na Ref. [46], temos

Ssuper(R) _ g m‘]én((szjqé;gR) _ il_% (Sisub . vJV(R> L(R)>

+(—14)u+1j K J_g;+1> u+1 <£J_1+w> _1

Usando a definicao da funcao de Weber

() (2

Ssuper (R) ~

podemos escrever

[Jo-1(R)Y5-1(R) = Jps1(R) Y51 (R)] -

N

B.3.2 Sy

Nesse caso [46]

super o me(R) ‘]éﬁ—m(R) T < sub yJ7<R> Jéx u(R)>
S R) = = lim { S5" —
() m%;y R(w —m) S R(z — D)

1 0 0 Lo2r
=3 (G) e (e [ )]

v 0 0
g () - () )

Segundo Benisti et al [46], a solu¢ao numérica mostra que quando R < 7

SS’LLPCT (R) << SS’LLPET' (R)7
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Apéndice C

Expansoes em primeira ordem no parametro A’.

C.1 Introducao

Nesse apéndice apresentaremos os céalculos das expansoes no parametro A’ para algumas
das fungdes e equagdes apresentadas no capitulo (5). As fungoes que dependem do parametro

A’, apresentadas ao longo do trabalho, sao as equagoes (2.62) e (4.12), que sao respectivamente

Ty = 1+0A (C.1)
vi =1,V =7+ 1A'D, (C.2)
ri =r,,R=R+iA'R. (C.3)

Na expansao em primeira ordem do parametro A’ utilizaremos também as seguintes aproximacoes

até a primeira ordem

1 1 Ay U
1 1
— = 1A .
T, (14 iA") = (€.5)
1
R T (C.6)

r2 (1+iA)?

C.2 Expansao do J,,(r;)
Utilizando a propriedade de soma de parametros da funcao Bessel [29]

Jm(ri) = Jn(R 4+ iNR) = i Jm—i(R)JL(iA'R)

k=—o00

= Jn(R)Jo(iAR) + i T (R)Ju(iA'R) + fjo T (R)JL(iA'R).

k=1 k=-1
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Trocando o indice do primeiro termo de k — [ e o indice do segundo termo de k — —l e

utilizando a propriedade de troca de sinais da func¢ao de Bessel [29], temos
Tn(ri) = T (R)Jo(GA'R) + 3 (St (R) + (1) Jmy1(R) ) Ji(IA'R). (C.7)
=1
Utilizando expansées da fungao de Bessel [29] até a primeira ordem,

Jo(iAR) =1 — T

(iA'R)?
4

o (A'RY! (iA'R)?
JI(ZAR)_QZF([—FI)[l_ 1 +]7

verificamos que para primeira ordem temos somente o termo com [ = 1

AR
LGAR) ~ 28

Substituindo essas relages na eq. (C.7) temos

iN'R
2

Tna(r2) 2 Jon(R) + = (Tt (R) — Jpsr (R)).

Utilizando agora uma relagao que envolve funcoes de Bessel e sua derivada em relagao ao
argumento [29], temos

To(ri) & Jo(R) +iN R (R), (C.8)

onde

C.3 Expansao do I,

Utilizando a relagao (4.35) e (4.36) para j = i temos

Firfn = Aﬁ)mn cos(&ﬁn Jw) + Az i cos(QﬁI)Lw —2u;T — 2¢;), (C.9)
e
@ b N, N
Am,mjn 2 —m) <me(n) [8[ Jn(rl)] + nJ,(r;) [éUJm(TZ)]) . (C.10)

Analizando a equagao (C.9) observamos que no segundo termo temos uma fungao coseno

. A / / ’ . .
em cujo argumento aparece o parametro A’. Entretanto, como esse A’ é multiplicado por
um parametro de tempo adimensional 7, a fim de evitar secularidades preferimos manter essa

funcao coseno na forma original, sem expansao.
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Analizaremos agora a expansao da equagao (C.10). Podemos reescrever os coeficientes das

funcoes trigonométricas na forma seguinte,

1

AD (X, 4+ X 11
1,2,M,N 2(7/1 o m)( m,n n,m)a (C )

onde
X = mJdm(r;) laa[Jn(m)] ) (C.12)

Utilizamos a relagao (C.8) para expandir essa variavel X,, . Lembrando que R = (21)*/? temos

as seguintes relagoes

OR 0 e 1
7= (2D = o (C.13)

0 _Of(R)OR _ f'(R)
ol (F) = OR 9I R’

de modo que podemos escrever

(C.14)

l;j_Jn(ri)] ~ aa[ [Ja(R) +iA R, (R)]

_ 10
" ROR

=~ [Ju(R) + it (RIR) + T (R))].

[Ja(R) +iA RJ)(R)]

Portanto,

Xopn A %{Jm(R) +iNRT,(R)} {J(R) +i&'(RIL(R) + J,(R)) }

~ %{Jm(R)J;(R) + i (RI(R)JU(R) + Ju(R)J,(R) + RJ),(R)J,(R)) }.

Utilizando a seguinte relacao

;R (RIn(R)J,(R)) = J(R)J,(R) + RJ,(R)J,(R) + RJm(R).J}(R), (C.15)

podemos escrever a eq. (C.13) como

Xopp A % {Jm(R)J,’L(R) + iA/aZ (RJm(R)J,;(R))} . (C.16)

Utilizando a eq. (C.16) temos a seguinte equacao

Xonm £ Xy = ;(mjm(R) T, (R) £ nJo(R)J},(R))
+Z§/ {(;;R(mjm(}z)J;(R) + an(R)J{n(R))} .
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Em uma notacao mais compacta, podemos definir
tF) (R) = mJn(R)J.(R) £ nJ,(R)J., (R), (C.17)

€ escrever

Usando a relacao

]%[‘8x$%(3)] l ) x“’(Rﬂ aE(R)

O0R R oR ™" R
obtemos “ “ “
2 (R) o 2 +
_ m,n . / 7 m,n 2 m,n . 1
KXo £ Xonm R + 1A (R L?R 7 ]+ 7 ) (C.18)

(£)

2,8,M,M

% () () ()

Utilizando essa ultima equagao (C.18) e a eq. (C.4) obtemos a aproximagao do A

wmn 9w — m) (T —m) R OR R R
Definindo )
1 23 (R)
(:l:) = m,n 1
c%AM—Q@_m) 7 (C.19)
obtemos

~ ol (R) +in (R [ai%ag;;(m] " [2 — ] agm))

— g+ i (| e + 1= o] asm).

(£)

Finalmente obtemos a expressao para A até a primeira ordem da expansao em parametro

A
AL~ aE) (R) + A (R), (C.20)
onde
@ﬂﬂ@:ijmﬂJmﬁﬂm#ﬂ%inﬁﬁﬁ%Um, (C.21)
e
%ﬂgaEngﬂ%Mm]+P‘XVTmJG%Mm' (C.22)



Substituindo a equacao (C.20) na equagao (C.9) obtemos a expansao para L'/ |

It ~TO +iAT() (C.23)
onde
I“q(g,)n = agzzl cos(Qm_}lw) + agn_% cos(@,ﬂnw —2uT — 2¢;), (C.24)
e
Fﬁ,ll)n = bﬁj; COS(Qm”ZLw) + bfn’zl cos(@,t?nw — 22U — 2¢;). (C.25)
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