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RESUMO

Este trabalho tem por objetivo estudar o grau de distributividade de

módulos e anéis, em especial, o caso de um anel de matrizes. Estudaremos

módulos e anéis distributivos, apresentando alguns resultados de Stephenson

[11] e de Ferrero e Sant’Ana [3]. Estenderemos uma caracterização de dis-

tributividade para ω-distributividade, onde ω é um cardinal qualquer ([3],

Teorema 1.1). Finalmente, calcularemos o grau de distributividade de um

anel de matrizes.

ABSTRACT

The purpose of this work is to study the distributive degree of mod-

ules and rings, specially the matrix ring case. We will study distributive

modules and rings, presenting some results of Stephenson [11] and of Fer-

rero and Sant’Ana [3]. We extend a characterization of distributivity to

ω-distributivity ([3], Theorem 1.1). Finally, we compute the distributivity

degree of a matrix ring.
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Introdução

Neste trabalho estudamos anéis e módulos distributivos. Um R-módulo

à direita M é dito distributivo se o seu reticulado de submódulos, LR(M), é

distributivo, isto é, dados quaisquer I, J,K submódulos de M , temos I∩(J+

K) = (I ∩ J) + (I ∩K). De maneira análoga, um anel R é dito distributivo

à direita (resp. à esquerda) se o seu reticulado de ideais à direita (resp. à

esquerda) é distributivo.

A noção de distributividade é estendida para ω-distributividade da se-

guinte maneira: sejam ω ≥ 2 um cardinal, Ω um conjunto de cardinalidade

ω e M um R-módulo à direita. Então M é dito ω-distributivo se o seu

reticulado de submódulos é ω-distributivo, isto é, para qualquer submódulo

N e qualquer famı́lia de submódulos (Ni)i∈Ω de M temos N +
⋂
i∈Ω Ni =⋂

i∈Ω(N +
⋂
j 6=iNj). Um anel R é dito ω-distributivo à direita (resp. à

esquerda) se RR (resp. RR) é ω-distributivo. Observemos que, os módulos

distributivo são exatamente os módulos 2-distributivos, e que um módulo

ω-distributivo é ω′-distributivo, para todo ω′ ≥ ω.

O grau de distributividade de umR-módulo à direitaM é o menor cardinal

α tal que M é α-distributivo. O grau de distributividade à direita (resp. à

esquerda) de um anel R é o menor cardinal α tal que R é α-distributivo à

direita (resp. à esquerda). O objetivo deste trabalho é calcular o grau de

distributividade de certos anéis, em especial do anel de matrizes. Para isso,



começaremos estudando reticulados e depois, apresentaremos uma caracteri-

zação de anéis e módulos distributivos que provém da tradução de uma carac-

terização de reticulados distributivos, para a linguagem de anéis e módulos.

Estenderemos, a seguir, estes resultados para o caso de ω-distributividade.

Por fim, introduziremos o grau de distributividade e calcularemos este grau

para o caso de um anel de matrizes.

Stephenson publicou, em 1974, o primeiro trabalho importante sobre dis-

tributividade [11], a partir do qual, muitos outros se seguiram. Alguns re-

sultados de Stephenson serão apresentados aqui. Ferrero e Sant’Ana, em

[3] (2003), estudaram ω-distributividade e introduziram o conceito de grau

de distributividade de anéis e módulos, trabalho no qual os dois últimos

caṕıtulos desta dissertação são baseados.

No primeiro caṕıtulo apresentaremos conceitos básicos da teoria de anéis

e módulos, os quais serão importantes para o bom entendimento desta dis-

sertação. Neste sentido, são tratados aqui ideais primos, radical de Jacobson

e a construção do anel de frações, bem como do módulo de frações.

No segundo caṕıtulo estudaremos reticulados, em especial os reticulados

distributivos. Mostramos (Teorema 2.2.9) que um reticulado modular é dis-

tributivo se, e somente se, complementos relativos são únicos.

No terceiro caṕıtulo, estudamos módulos distributivos baseados no artigo

de Stephenson [11] e no artigo de Ferrero e Sant’Ana [3]. O principal resul-

tado desta seção é o Teorema 3.2.24, que caracteriza R-módulos distributivos

a partir do seu reticulado dos R-submódulos SP -saturados, onde SP = R\P

e P ∈Maxr(R), sendo queMaxr(R) denota o conjunto dos ideais à direita

maximais de R.

No quarto caṕıtulo estudaremos ω-distributividade, com base no artigo

[3], tendo como principal resultado o Teorema 4.1.2, o qual caracteriza ω-dis-
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tributividade. Finalmente, discutimos o grau de distributividade de anéis e

módulos e mostramos, por exemplo, que o grau de distributividade à direita

de Mn(R) é n+ 1, quando R é um domı́nio distributivo e comutativo.
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Caṕıtulo 1

Pré-requisitos

Neste caṕıtulo abordaremos alguns tópicos básicos necessários ao desen-

volvimento da teoria que se segue. Em todo caso, é esperado do leitor alguma

familiaridade com teoria de anéis e módulos.

Neste trabalho os anéis considerados são unitários e, em geral, não-

comutativos e denotados por R. O conjunto dos elementos invert́ıveis de

R será denotado por U(R). Consideraremos, a menos que seja dito algo em

contrário, todo módulo como sendo um R-módulo à direita. Os ideais à es-

querda ou à direita, I, de R serão denotados, respectivamente, por I /l R

e I /r R, e um ideal bilateral J de R será chamado apenas de ideal de R

e denotado por J / R. O conjunto dos ideais à direita maximais de R será

denotado por Maxr(R).

1.1 Ideais Primos

Nesta seção apresentaremos algumas propriedades importantes sobre a

primalidade de ideais, propriedades estas que serão importantes posterior-

mente.



Definição 1.1.1. Um ideal à direita P de R, P 6= R, é dito:

1. primo, se para quaisquer ideais à direita A,B de R tais que AB ⊆ P ,

tivermos A ⊆ P ou B ⊆ P ;

2. semiprimo, se para qualquer ideal à direita A de R tal que A2 ⊆ P ,

tivermos A ⊆ P ;

3. completamente primo, se para quaisquer a, b ∈ R tais que ab ∈ P ,

tivermos a ∈ P ou b ∈ P ;

4. completamente semiprimo, se para qualquer a ∈ R tal que a2 ∈ P ,

tivermos a ∈ P .

Observação 1.1.2. A partir das definições acima:

1. Fica claro que um ideal P de um anel R é completamente primo se, e

somente se, R/P é um domı́nio.

2. Também, um anel R é dito primo (resp. semiprimo) se o ideal nulo é

primo (resp. semiprimo).

Os próximos resultados caracterizam ideais primos e semiprimos.

Proposição 1.1.3. Seja P um ideal à direita de R, P 6= R. Então P é

um ideal à direita primo se, e somente se, para quaisquer a, b ∈ R tais que

aRb ⊆ P , tivermos a ∈ P ou b ∈ P .

Demonstração. Suponhamos que P seja um ideal primo de R. Sejam a, b ∈

R tais que aRb ⊆ P e suponhamos que b 6∈ P . Como aRbR ⊆ PR ⊆ P e

P é um ideal à direita primo, então temos que aR ∈ P ou bR ∈ P . Como

b 6∈ P , logo bR 6⊆ P . Portanto aR ⊆ P e, consequentemente, a ∈ P .

Reciprocamente, suponhamos que para quaisquer c, d ∈ P tais que cRd ⊆

P temos c ∈ P ou d ∈ P . Sejam A, B ideais à direita não-nulos de R tais
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que AB ⊆ P e suponhamos que B 6⊆ P . Seja b ∈ B\P . Então para todo

a ∈ A, temos aRb ⊆ P e, consequentemente a ∈ P , pois b 6∈ P . Portanto

A ⊆ P .

Proposição 1.1.4. Seja P um ideal à direita próprio de R. Então P é um

ideal à direita semiprimo se, e somente se, para qualquer a ∈ R, tal que

aRa ⊆ P , temos a ∈ P .

Demonstração. Suponhamos que P seja um ideal semiprimo e seja a ∈ R tal

que aRa ⊆ P . Então aRaR ⊆ PR ⊆ P . Como P é um ideal semiprimo de

R, então aR ⊆ P e, portanto, a ∈ P .

Reciprocamente, suponhamos que para qualquer r ∈ R tal que rRr ⊆ P

temos r ∈ P . Seja A um ideal à direita de R tal que A2 ⊆ P e tomamos a ∈ A

qualquer. Então aRa ⊆ P e, por hipótese, a ∈ P . Portanto A ⊆ P .

1.2 O Radical de Jacobson

Nesta seção, definiremos o radical de Jacobson de um anel R e de um

R-módulo à direita M , e veremos algumas propriedades importantes para o

desenvolvimento deste trabalho.

Definição 1.2.1. O radical de Jacobson de um anel R, J(R), é a intersecção

dos ideais à direita maximais de R.

Pelo Lema de Zorn, sabemos que todo anel unitário R possui ideais ma-

ximais. Apesar de termos definido o radical de Jacobson como a intersecção

de uma famı́lia de ideais à direita, mais adiante veremos que J(R) é um ideal

bilateral de R, sendo desnecessário qualquer denominação de lateralidade.

Agora vamos mostrar uma caracterização de J(R) à ńıvel de elementos.

Primeiramente precisamos definir o que é um módulo simples.
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Definição 1.2.2. Um R-módulo à direita M 6= 0 é dito simples, se os únicos

submódulos de M são 0 e M . Analogamente, um anel R é dito simples, se

os seus únicos ideais são 0 e R.

Observamos que se R é um anel qualquer e M é um ideal à direita ma-

ximal de R, então R/M é um R-módulo simples.

Proposição 1.2.3. Seja R um anel e a ∈ R. Então são equivalentes as

seguintes afirmações:

1. a ∈ J(R);

2. 1− ab é invert́ıvel à direita, para todo b ∈ R;

3. Ma = 0, para qualquer R-módulo à direita simples M .

Demonstração. (1)⇒ (2)

Seja a ∈ J(R) e suponhamos que para algum b ∈ R, 1 − ab não seja

invert́ıvel, então (1− ab)R está contido em algum ideal à direita maximal A

de R. Logo 1− ab ∈ A, mas como a ∈ J(R) ⊆ A, então temos que 1 ∈ A, o

que é uma contradição. Portanto 1− ab é invert́ıvel, para todo b ∈ R.

(2)⇒ (3)

Suponhamos que exista um R-módulo à direita simples M tal que Ma 6=

0, logo existe m ∈ M tal que ma 6= 0. Mas como M é simples, então

maR = M . Logo existe b ∈ R tal que mab = m, ou seja, m(1 − ab) = 0.

Como, por hipótese, 1 − ab é invert́ıvel, segue que m = 0, o que é uma

contradição.

(3)⇒ (1)

Para todo ideal à direita maximalM de R, R/M é um R-módulo à direita

simples. Logo (R/M)a = 0, e a ∈ ∩{M /r R| M maximal } = J(R).

Corolário 1.2.4. O radical de Jacobson de um anel é um ideal bilateral.
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Demonstração. Seja J(R) o radical de Jacobson de um anel R, então clara-

mente J(R) é um ideal à direita. Sejam a ∈ J(R) e r ∈ R. Vamos mostrar

que 1 − (ra)b tem inverso à direita, para todo b ∈ R. Como J(R) é um

ideal à direita, então ab ∈ J(R), para todo b ∈ R. Logo, basta mostrar que

(1−ra) ∈ J(R). Como a ∈ J(R), pela proposição anterior, temos que (1−ar)

é invert́ıvel, isto é, existe u ∈ R tal que (1− ar)u = 1, ou seja, u− aru = 1.

Logo u = 1 + aru. Então (1 − ra)(1 + rua) = 1 + rua − ra − rarua =

1 + rua− r(1 + aru)a = 1 + rua− rua = 1, portanto ra ∈ J(R).

Quando um anel é unitário o Lema de Zorn garante que existem ideais

maximais, mas no caso de umR-módulo não há um resultado equivalente, que

garanta a existência de R-submódulos maximais, então definimos o radical

de Jacobson de um R-módulo qualquer da seguinte maneira.

Definição 1.2.5. Seja M um R-módulo à direita. O Radical de Jacobson do

módulo M , denotado por J(M), é a intersecção dos submódulos maximais

próprios de M . Se M não possuir submódulos maximais próprios, então

tomaremos J(M) = M .

Seja M um R-módulo à direita qualquer. Observemos agora que, se S

é um R-módulo à direita simples e f : M → S um homomorfismo não-

nulo de R-módulos, então Ker (f) é um R-submódulo maximal de M , pois

M/Ker(f) ' S. Portanto, segue que {x ∈ M | f(x) = 0, ∀f : M → S,

onde SR é simples}. Reciprocamente, se tomarmos x ∈ J(M), então temos

x ∈
⋂

N⊆M
maximal

N ⊆
⋂

f :M→S
SR simples

Ker(f). Assim, temos uma caracterização do radical

de Jacobson de M dada por J(M) = {x ∈ M | f(x) = 0, para todo R-

homomorfismo f : M → S, onde S é um R-módulo simples}, o qual será

usado no próximo resultado.

O lema a seguir será útil no decorrer do trabalho.
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Lema 1.2.6. Sejam R um anel e M um R-módulo à direita. Então MJ(R) ⊆

J(M), para todo módulo M .

Demonstração. Pela Proposição 1.2.3, temos que J(R) anula todo R-módulo

simples N . Então para todo homomorfismo não-nulo ϕ : M → N temos

0 = NJ(R) = ϕ(M)J(R) = ϕ(MJ(R)). Pelo observado anteriormente

temos J(M) = {x ∈ M | ψ(x) = 0,∀ψ : M → N, onde N é R-módulo

simples}, e o resultado segue.

1.3 Anéis de Frações

Nesta seção estamos interessados em construir o anel de frações de um

anel R qualquer, para isso iniciamos observando a maneira como constrúımos

o corpo de frações Q sobre Z, em seguida constrúımos o anel de frações de

um anel comutativo, e, por fim, fazemos a construção da situação mais geral.

No final, definimos o módulo de frações, que é uma construção análoga ao

anel de frações, e será útil no decorrer do trabalho.

Para a construção do corpo de frações Q precisamos da seguinte relação

de equivalência, definida em Z× Z?, onde Z? = Z\{0}, dada por:

(a, b) ∼ (c, d)⇔ ad = bc, ∀(a, b), (c, d) ∈ Z× Z?.

Assim, definimos o corpo de frações Q ' (Z× Z?)/ ∼.

Esta regra, que define a relação de equivalência, funciona muito bem

para domı́nios em geral. Assim, para qualquer domı́nio D podemos definir,

da mesma maneira, o corpo de frações de D. Agora veremos como genera-

lizar esta construção para o caso de um anel comutativo, onde podemos ter

divisores de zero.

9



1.3.1 O Caso Comutativo

Vamos agora construir o anel de frações de R (anel comutativo) em relação

a um sistema multiplicativamente fechado S de R. Para isso definimos uma

relação de equivalência em R × S e, finalmente, as operações que darão a

estrutura de anel a (R× S)/ ∼.

Sejam R um anel (não necessariamente comutativo) e S ⊆ R. Então S é

dito sistema multiplicativamente fechado se: 1R ∈ S, 0 6∈ S e, para quaisquer

s1, s2 ∈ S, temos s1s2 ∈ S.

Exemplo 1.3.1. Seja R um anel e P um ideal de R. Então SP = R\P

é um sistema multiplicativamente fechado se, e somente se, P é um ideal

completamente primo de R.

Sejam R um anel comutativo e S ⊆ R um sistema multiplicativamente

fechado de R. Definimos em R× S a seguinte relação:

(a, s) ∼ (b, t)⇔ (at− bs)u = 0, para algum u ∈ S.

Esta relação é claramente simétrica e reflexiva. Para verificarmos que ela

é transitiva consideremos (a, s), (b, t), (d, u) tais que (a, s) ∼ (b, t) e (b, t) ∼

(d, u). Logo existem v, w ∈ S tais que (at − bs)v = 0 e (bu − dt)w = 0, ou

seja, atv = bsv e buw = dtw. Então multiplicando a primeira igualdade por

uw e a segunda por sv obtemos (au)tvw = (bu)svw e (bu)svw = (ds)tvw,

isto é, (au)tvw = (ds)tvw, ou seja, (au−ds)tvw = 0, com tvw ∈ S. Portanto

(a, s) ∼ (d, u), e ∼ é uma relação de equivalência em R× S.

Notando por RS o conjunto quociente (R × S)/ ∼ e por a
s

a classe do

elemento (a, s) ∈ RS, definimos as seguintes operações em RS:

a

s
+
b

t
=
at+ bs

st
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a

s
· b
t

=
ab

st

É de fácil verificação que as operações acima estão bem definidas, ou seja,

não dependem da escolha do representante da classe. Também é fácil verificar

que (RS,+, ·), como definido acima, é um anel comutativo, com unidade 1
1

e

elemento neutro aditivo 0
1
.

Podemos agora definir o seguinte homomorfismo de anéis, denominado

homomorfismo canônico, ϕ : R → RS dado por ϕ(a) = a
1
, para todo a ∈ R.

Como Ker ϕ = {a ∈ R| ∃s ∈ S com as = 0}, então ϕ não é injetora em

geral. Além disso, é fácil verificar que este homomorfismo tem as seguintes

propriedades:

1. ϕ(s) é invert́ıvel em RS, para todo s ∈ S;

2. ϕ(a) = 0⇔ ∃s ∈ S tal que as = 0;

3. Para todo x ∈ RS, existem a ∈ R e s ∈ S tais que x = ϕ(a)ϕ(s)−1.

Para verificarmos (1), mostremos que (1, s) é inverso de ϕ(s). Assim,

ϕ(s).(1, s) = (s, 1).(1, s) = (s.1, 1.s) = (1, 1) e, analogamente, (1, s)ϕ(s) =

(1, 1).

(2) ϕ(a) = 0RS
⇔ (a, 1) = 0RS

= (0, 1) ⇔ (a.1 − 0.1)s = 0, para algum

s ∈ S, ou seja, ϕ(a) = 0⇔ as = 0, para algum s ∈ S.

(3) Seja x = (a, s) ∈ RS qualquer. Multiplicando x por (s, 1) obtemos,

(a, s).(s, 1) = (as, s) = (a, 1), ou seja, xϕ(s) = (a, s).(s, 1) = (a, 1) = ϕ(a).

Assim, x = ϕ(a)ϕ(s)−1.

A terceira propriedade é o motivo da nomenclatura que é dada ao anel

RS o qual é chamado de anel de frações de R em relação a S. Observe ainda

que, se R é um anel comutativo e P um ideal primo de R, então SP = R\P é

um sistema multiplicativamente fechado e, neste caso, notaremos por RP ao
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anel de frações de R em relação a SP . Também, observamos que se N(R) é

o conjunto dos divisores de zero de R, então S = R\N(R) é o maior sistema

multiplicativamente fechado de R, e o correspondente anel de frações será

chamado anel total de frações de R. Chamamos atenção de que neste caso,

ϕ : R→ RS é injetora e podemos considerar R ⊆ RS como anéis.

Finalizamos esta seção apresentando um resultado que mostra o bom

comportamento da soma e da intersecção de ideais com relação as frações.

Se I é um ideal de R, então denotaremos por IRS ao ideal do anel de frações

RS gerado por I, ou seja, IRS = {a
s
| a ∈ I, s ∈ S}.

Proposição 1.3.2. Sejam R um anel comutativo, I, J ideais de R e S ⊆ R

um sistema multiplicativamente fechado. Então temos:

1. (I + J)RS = IRS + JRS

2. (I ∩ J)RS = IRS ∩ JRS

Demonstração. (1) Seja a+b
s
∈ (I+J)RS, claramente temos a+b

s
= a

s
+ b

s
pois

a
s

+ b
s

= as+bs
s2

= (a+b)s
s2

= a+b
s

. Logo, (I + J)RS ⊆ IRS + JRS.

Seja x = a
s

+ b
r
∈ IRS + JRS. Pela definição da operação de soma temos

x = ar+bs
sr
∈ (I + J)RS. Logo, (I + J)RS = IRS + JRS.

(2) Se a
s

= b
t
∈ IRS ∩ JRS, com a ∈ I, b ∈ J e s, t ∈ S, então existe

u ∈ S tal que (at − bs)u = 0, ou seja, w = atu = bsu ∈ I ∩ J . Então

a
s

= w
stu
∈ (I ∩ J)RS e, consequentemente, (I ∩ J)RS ⊇ IRS ∩ JRS. A outra

inclusão é clara.

1.3.2 O Caso Geral

Agora vamos estudar o caso mais geral, em que R é um anel qualquer.

Naturalmente teremos algumas complicações adicionais. Então começamos

com as seguintes definições.
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Definição 1.3.3. Sejam R um anel e S ⊆ R um sistema multiplicativamente

fechado. Dizemos que um anel T é um anel de frações à direita de R em

relação a S, se existir um homomorfismo de anéis, chamado homomorfismo

canônico, ϕ : R→ T tal que:

1. ϕ(s) é invert́ıvel em T , para todo s ∈ S;

2. ∀x ∈ T, x = ϕ(a)ϕ(s)−1, para certos a ∈ R e s ∈ S;

3. ϕ(a) = 0 se, e somente se, as = 0, para algum s ∈ S.

Definição 1.3.4. Sejam R um anel e S um sistema multiplicativamente

fechado de R. Então S é dito:

1. permutável à direita ou sistema de Ore à direita, se para quaisquer a ∈

R, s ∈ S tivermos aS ∩ sR 6= 0, ou seja, se existirem t ∈ S, b ∈ R tais

que at = sb;

2. reverśıvel à direita, se para todos a ∈ R, s ∈ S tais que sa = 0, existir

t ∈ S tal que at = 0;

3. conjunto de denominadores à direita, se S é um conjunto de Ore à direita

e reverśıvel à direita.

Proposição 1.3.5. Seja S um sistema multiplicativamente fechado de um

anel R. Então existe um anel de frações à direita de R com respeito a S se,

e somente se, S é um conjunto de denominadores à direita.

Demonstração. Suponhamos que exista um tal anel de frações T e sejam

a ∈ R e s ∈ S. Então, pelo item (2) da Definição 1.3.3, existem b ∈ R, t ∈ S

tais que ϕ(s)−1ϕ(a) = ϕ(b)ϕ(t)−1. Assim obtemos que ϕ(a)ϕ(t) = ϕ(s)ϕ(b),

ou seja, ϕ(at−sb) = 0. Então, pelo item (3) da Definição 1.3.3, (at−sb)u = 0,

para algum u ∈ S, isto é, atu = sbu. Como tu ∈ S, então S é um sistema

de Ore à direita. Seja a ∈ R tal que existe s ∈ S com sa = 0, assim
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0 = ϕ(0) = ϕ(sa) = ϕ(s)ϕ(a). Como ϕ(s) é invert́ıvel em T , logo obtemos

ϕ(a) = 0, isto é, existe t ∈ S tal que at = 0. Assim S é um conjunto de

denominadores à direita.

Reciprocamente, suponhamos que S seja um conjunto de denominadores

à direita de R. Precisamos mostrar que existe um anel de frações à direita de

R com respeito a S, e para isso definimos a seguinte relação de equivalência

em R× S, dada por:

(a, s) ∼ (b, t)⇔ ∃c, d ∈ R tais que ac = bd e sc = td ∈ S.

É fácil ver que ∼ é simétrica e reflexiva. Vamos mostrar a transitividade

de ∼. Sejam (a, s), (b, t), (r, u) ∈ R×S tais que (a, s) ∼ (b, t) e (b, t) ∼ (r, u).

Então existem c, c′, d, d′ ∈ R tais que ac = bd, sc = td ∈ S, bc′ = rd′ e tc′ =

ud′ ∈ S. Como S é um sistema de Ore à direita, então (tc′)S ∩ (td)R 6= 0, ou

seja, existem x ∈ R e v ∈ S tais que tc′v = tdx, isto é, t(c′v−dx) = 0. Como

S é reverśıvel à direita, segue que existe v′ ∈ S tal que (c′v − dx)v′ = 0, ou

seja, c′vv′ = dxv′. Assim temos

scx = tdx = tc′v ∈ S,

ou seja,

s(cxv′) = t(c′vv′) = u(d′vv′) ∈ S

e, consequentemente,

a(cxv′) = bdxv′ = b(c′vv′) = r(d′vv′),

de onde segue que (a, s) ∼ (r, u), e ∼ é transitiva.

Definimos agora as operações em (A× S)/ ∼ da seguinte maneira:

(a, s) + (b, t) = (ac+ bd, u), onde u = sc = td ∈ S;
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(a, s) · (b, t) = (ac, tu), onde sc = tu e u ∈ S.

Não é dificil verificar que as operações acima estão bem definidas e ((R×

S)/ ∼,+, ·) é um anel com unidade (s, s), para todo s ∈ S, e elemento neutro

aditivo (0, t), para todo t ∈ S.

Definimos o seguinte homomorfismo de anéis ϕ : R → (R × S)/ ∼ dado

por ϕ(a) = (a, 1). Vamos ver que essa ϕ satisfaz as condições da definição

de anel de frações.

Tomando s ∈ S, temos ϕ(s) = (s, 1). Como (s, 1) · (1, s) = (su, su) =

1(R×S)/∼, onde u ∈ S. Então a propriedade (1) da definição de anel de frações

está provada.

Dado (a, s) ∈ (R× S)/ ∼ qualquer, então temos claramente que (a, s) =

ϕ(a) · ϕ(s)−1. Assim a propriedade (2) da definição de anel de frações está

provada.

Finalmente observando que Ker ϕ = {a ∈ R| ϕ(a) = (a, 1) = (0, t)} =

{a ∈ R| ∃c, d ∈ R, tais que ac = 0d e 1c = td ∈ S} = {a ∈ R| ∃s ∈

S tal que as = 0}. Portanto, a última propriedade da definição de anel de

frações está provada.

Notaremos por R[S−1] ao anel de frações à direita de R com respeito a S.

Agora vamos mostrar que, com as notações da proposição anterior, quando

o anel R[S−1] existe, ele possui a seguinte propriedade universal.

Proposição 1.3.6. Com as notações da proposição anterior, suponhamos

que R[S−1] exista. Então para todo homomorfismo de anéis ψ : R → T tal

que ψ(s) é invert́ıvel em T , para todo s ∈ S, existe um único homomorfismo

de anéis ρ : R[S−1] → T tal que ρ ◦ ϕ = ψ, onde ϕ é o homomorfismo

canônico da proposição anterior.

Demonstração. Definimos ρ : R[S−1]→ T , por ρ(ϕ(a)ϕ(s)−1) = ψ(a)ψ(s)−1.
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Para verificar-mos a boa definição de ρ, tomamos (a, s) = (a′, s′) ∈ R[S−1].

Então existem c, d ∈ R tais que ac = a′d, e sc = s′d ∈ S. Assim, ψ(a)ψ(c)

= ψ(ac) = ψ(a′d) = ψ(a′)ψ(d), e ψ(s)ψ(c) = ψ(sc) = ψ(s′d) = ψ(s′)ψ(d) ∈

U(T ). Assim, ψ(a′)ψ(d) = ψ(a′)ψ(s′)−1ψ(s′)ψ(d) = ψ(a′)ψ(s′)−1ψ(s)ψ(c).

Por outro lado, ψ(a)ψ(c) = ψ(a)ψ(s)−1ψ(s)ψ(c). Como ψ(sc) ∈ U(T ),

logo temos que ψ(a)ψ(s)−1 = ψ(a′)ψ(s′)−1. Portanto, ρ((a, s)) = ρ((a′, s′)).

Agora vamos verificar que ρ é homomorfismo, ρ(ϕ(a)ϕ(s)−1 +ϕ(b)ϕ(t)−1) =

ρ(ϕ(ac + bd)ϕ(u)−1) = ψ(ac + bd)ψ(u)−1, onde ac = bd e u = sc = td ∈ S.

Logo,

ψ(ac+ bd)ψ(u)−1 = ψ(ac)ψ(u)−1 + ψ(bd)ψ(u)−1

= ρ(ϕ(ac)ϕ(u)−1) + ρ(ϕ(bd)ϕ(u)−1)

= ρ(ϕ(ac)ϕ(sc)−1) + ρ(ϕ(bd)ϕ(td)−1)

= ρ(ϕ(a)ϕ(s)−1) + ρ(ϕ(b)ϕ(t)−1).

Analogamente mostra-se que ρ preserva o produto, portanto ρ é um ho-

momorfismo.

Para mostrarmos que ρ ◦ ϕ = ψ tomemos a ∈ R, então (ρ ◦ ϕ)(a) =

ρ(ϕ(a)) = ρ(ϕ(a)ϕ(1)−1) = ψ(a)ψ(1)−1, onde a segunda igualdade vale pois

ϕ(a) = ϕ(a.1) = ϕ(a)ϕ(1), assim obtendo ϕ(a)ϕ(1)−1 = ϕ(a). Logo ψ(a) =

(ρ ◦ ϕ)(a)ψ(1) = (ρ ◦ ϕ)(a), pois ψ(1) = 1.

Para mostrarmos a unicidade da ρ, suponhamos que exista um homomor-

fismo τ : R[S−1] → T tal que τ ◦ ϕ = ψ. Seja x = ϕ(a)ϕ(s)−1 ∈ R[S−1]

qualquer, então τ(x) = τ(ϕ(a)ϕ(s)−1) = τ(ϕ(a))τ(ϕ(s)−1) = ψ(a)τ(ϕ(s)−1).

Como τ é homomorfismo, 1 = τ(1) = τ(ϕ(s)ϕ(s)−1) = τ(ϕ(s))τ(ϕ(s)−1) =

ψ(s)τ(ϕ(s)−1). Assim, temos que τ(x) = ψ(a)τ(ϕ(s)−1) = ψ(a)ψ(s)−1 =

ρ(ϕ(a)ϕ(s)−1) = ρ(x). Portanto τ = ρ e a proposição está provada.

Corolário 1.3.7. Sejam ψ e ρ definidas como na proposição anterior. Se ψ

satisfaz as condições (2) e (3) da Definição 1.3.3 de anéis de frações, então
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ρ é um isomorfismo.

Demonstração. Seja x = ϕ(a)ϕ(s)−1 ∈ Ker (ρ), então 0 = ρ(ϕ(a)ϕ(s)−1) =

ψ(a)ψ(s)−1. Logo ψ(a) = 0, pois ψ(s)−1 é invert́ıvel. Pela propriedade (3)

da definição de anel de frações, que vale para ψ, temos que existe s′ ∈ S tal

que as′ = 0. Assim temos, 0 = ϕ(as′) = ϕ(a)ϕ(s′), logo ϕ(a) = 0, pois ϕ(s′)

é invert́ıvel. Portanto x = (0, s) = 0R[S−1] e ρ é injetora.

Seja y ∈ T qualquer. Então y = ψ(a)ψ(s)−1, para algum a ∈ R e s ∈ S.

Assim, y = ψ(a)ψ(s)−1 = ρ(ϕ(a)ϕ(s)−1) e ρ é sobrejetora.

Corolário 1.3.8. A menos de isomorfismo, o anel de frações à direita de R

com respeito a S é único.

Naturalmente podemos definir o anel de frações à esquerda de R com res-

peito a um conjunto de denominadores à esquerda S de R, com as adaptações

necessárias. Assim, utilizando o que está descrito acima, podemos construir

o anel de frações à esquerda de R com respeito a S, que é unicamente deter-

minado a menos de isomorfismo, que notaremos por [S−1]R. O resultado a

seguir é uma consequência imediata do corolário anterior.

Corolário 1.3.9. Sejam R um anel e S um conjunto de denominadores à

direita e à esquerda de R. Então R[S−1] ' [S−1]R como anéis.

Finalizaremos esta seção introduzindo os módulos de frações.

Definição 1.3.10. Sejam S um conjunto de denominadores à direita de um

anel R e M um R-módulo à direita. Definimos o módulo de frações de M com

respeito a S como sendo o R[S−1]-módulo à direita M [S−1] = M ⊗R R[S−1]

com a estrutura dada pela aplicação canônica.

Esta definição é bastante razoável, em vista dos próximos dois resultados.
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Proposição 1.3.11. A aplicação canônica R-linear ρM : M →M [S−1] tem

a seguinte propriedade universal: para cada R[S−1]-módulo à direita N e

cada aplicação R-linear α : M → N existe uma única aplicação R[S−1]-

linear σ : M [S−1]→ N tal que σ ◦ ρM = α.

Demonstração. O resultado segue a partir dos isomorfismos naturais

HomR[S−1](M ⊗R R[S−1], N) ' HomR(M,HomR[S−1](R[S−1], N))

' HomR(M,N).

Proposição 1.3.12. Sejam R um anel, S um conjunto de denominadores à

direita de R e M um R-módulo à direita. Então M [S−1] ' (M × S)/ ∼,

onde ∼ é a relação de equivalência definida por (x, s) ∼ (y, t) se existirem

c, d ∈ R tais que xc = yd e sc = td ∈ S.

Demonstração. Esta prova é similar a feita na Proposição 1.3.5, pela veri-

ficação de que para (M × S)/ ∼ vale a propriedade universal definida na

proposição anterior. As operações em (M × S)/ ∼ são definidas por:

(x, s) + (y, t) = (xc+ yd, u), onde u = sc = td ∈ S;

(x, s) · (b, t) = (xc, tu) com (b, t) ∈ R[S−1], onde sc = bu e u ∈ S.

O resultado a seguir é análogo ao mostrado na página 15, item (2).

Corolário 1.3.13. O Kernel da aplicação canônica ρ : M → M [S−1] con-

siste dos elementos x ∈M para os quais existe s ∈ S tal que xs = 0.
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Caṕıtulo 2

Reticulados

Neste caṕıtulo estudamos reticulados, em especial, reticulados distribu-

tivos e damos uma caracterização relacionando complementos relativos à

reticulados distributivos, que é usada para fazermos, mais adiante, uma ca-

racterização de anéis e módulos distributivos.

2.1 Reticulados

Começamos definindo o que é um reticulado. Depois, discutiremos algu-

mas de suas propriedades que vão interessar neste trabalho.

Definição 2.1.1. Um reticulado é um sistema (L,≤,∧,∨), onde L é um

conjunto, ≤ é uma relação de ordem em L e ∧,∨ são duas operações binárias

definidas em L, satisfazendo as seguintes condições:

1. x ≤ (y ∧ z) ⇔ x ≤ y e x ≤ z;

2. (y ∨ z) ≤ x ⇔ y ≤ x e z ≤ x.

Onde x ∧ y é denominado o ı́nfimo entre x e y, e x ∨ y é denominado o

supremo entre x e y.



Observemos que em um reticulado L, se x ≤ y então x∧y = x e x∨y = y,

e as operações ∧,∨ são idempotentes, associativas e comutativas.

Exemplos 2.1.2. A seguir apresentaremos alguns exemplos de reticulados,

sendo que os dois últimos terão mais destaque neste trabalho.

1. Seja A um conjunto qualquer e tomamos L = P(A) o conjunto das partes

de A, com a relação de ordem dada pela inclusão de conjuntos. Então

(L,⊆,∩,∪) é um reticulado.

2. Seja R um anel e M um R-módulo. Tomando L a famı́lia dos submódulos

de M , se tem que (L,⊆,∩,+) é um reticulado.

3. Sejam R um anel e L a famı́lia dos ideais à direita de R. Então temos

que (L,⊆,∩,+) é um reticulado.

Este último exemplo é um caso particular do segundo, considerando R

como módulo à direita sobre si próprio, sendo que os submódulos de RR são

exatamente os ideais à direita de R. Analogamente, podemos considerar o

reticulado dos ideais à esquerda ou dos ideais bilaterais, de R.

Daqui para frente, estudaremos o reticulado de submódulos e o reticulado

de ideais. Iniciaremos observando uma propriedade que esses dois reticulados

satisfazem, chamada modularidade.

Definição 2.1.3. Um reticulado (L,≤,∧,∨) é dito modular se, para todos

x, y, z ∈ L, com x ≤ y, temos:

(z ∧ y) ∨ x = (z ∨ x) ∧ y

Observemos que se x, y, z ∈ L são tais que x ≤ y, como (z ∧ y) ≤

z e (z ∧ y) ≤ y, segue que (z ∧ y) ∨ x ≤ z ∨ x e (z ∧ y) ∨ x ≤ y ∨ x = y

(pois x ≤ y). Portanto (z ∧ y) ∨ x ≤ (z ∨ x) ∧ y. Logo, para provar que um

reticulado L é modular, basta verificar que (z ∨ x) ∧ y ≤ (z ∧ y) ∨ x.
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Exemplo 2.1.4. O reticulado LR(M), de um R-módulo à direita M , é mo-

dular.

Sejam M um R-módulo, K,L,N submódulos de M , com L ⊆ N , e seja

x ∈ (K + L) ∩ N . Então x = x1 + x2, com x1 ∈ K e x2 ∈ L ⊆ N . Como

x, x2 ∈ N então x1 = x − x2 ∈ N , portanto x = x1 + x2 ∈ (K ∩ N) + L e

então (K + L) ∩ N ⊆ (K ∩ N) + L. Como a outra contenção sempre vale,

então o reticulado de submódulos de M é modular.

Agora vamos provar um resultado sobre reticulados modulares, que será

útil mais adiante.

Lema 2.1.5. Seja (L,≤,∧,∨) um reticulado. Se, para quaisquer x, y, z ∈ L,

valer (x∧y)∨ (y∧z)∨ (x∧z) = (x∨y)∧ (y∨z)∧ (x∨z), então L é modular.

Demonstração. Sejam x, y, z ∈ L tais que z ≤ x, então (x∧y)∨ [(y∧z)∨(x∧

z)] = (x∧y)∨ [(y∧z)∨z] = (x∧y)∨z, e também (x∨y)∧ [(y∨z)∧(x∨z)] =

(x ∨ y) ∧ [(y ∨ z) ∧ x] = (y ∨ z) ∧ x, pois (y ∨ z) ∧ x ≤ (x ∨ y). Portanto

(x ∧ y) ∨ z = (y ∨ z) ∧ x, e L é modular.

2.2 Reticulados Distributivos

O interesse deste trabalho é estudar certos reticulados distributivos, mais

precisamente, os anéis e módulos cujo reticulado de ideais e submódulos são

distributivos. Para este propósito, estudaremos algumas propriedades gerais

dos reticulados distributivos.

Definição 2.2.1. Um reticulado (L,≤,∧,∨) é dito distributivo se para todos

x, y, z ∈ L vale:

x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z)
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Observemos que dados x, y, z ∈ L, temos x ∧ y ≤ x e x ∧ z ≤ x, logo

(x ∧ y) ∨ (x ∧ z) ≤ x e também temos x ∧ y ≤ y e x ∧ z ≤ z, logo (x ∧

y) ∨ (x ∧ z) ≤ y ∨ z, portanto obtemos que (x ∧ y) ∨ (x ∧ z) ≤ x ∧ (y ∨ z).

Portanto, para provar que um reticulado L é distributivo, basta mostrar que

x ∧ (y ∨ z) ≤ (x ∧ y) ∨ (x ∧ z).

Exemplo 2.2.2. Dado um conjunto A qualquer, é fácil verificar que o reti-

culado (P(A),⊆,∩,∪) é um reticulado distributivo.

A proposição a seguir nos fornece condições equivalentes à distributivi-

dade.

Proposição 2.2.3. Seja (L,≤,∧,∨) um reticulado. Então as seguintes

condições são equivalentes, para todos x, y, z ∈ L:

1. x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z);

2. x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z);

3. (x ∧ y) ∨ (y ∧ z) ∨ (x ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (y ∨ z) ∧ (x ∨ z).

Demonstração. (1)⇒(2)

(x∨y)∧ (x∨z) = [(x∨y)∧x]∨ [(x∨y)∧z] = [(x∧x)∨ (y∧x)]∨ [(x∧z)∨

(y∧ z)] = [x∨ (y∧x)]∨ [(x∧ z)∨ (y∧ z)] = [x∨ (x∧ z)]∨ (y∧ z) = x∨ (y∧ z)

(2)⇒(3)

[(x∧y)∨(y∧z)]∨(x∧z) = {[(x∧y)∨(y∧z)]∨x}∧{[(x∧y)∨(y∧z)]∨z} =

{(y∧z)∨ [(x∧y)∨x]}∧{(x∧y)∨ [(y∧z)∨z]} = [(y∧z)∨x]∧ [(x∧y)∨z] =

[(x ∨ y) ∧ (x ∨ z)] ∧ [(x ∨ z) ∧ (y ∨ z)] = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z) ∧ (y ∨ z)

(3)⇒(1)

Tome u = (x∧ y)∨ (y∧ z)∨ (x∧ z) e v = (x∨ y)∧ (y∨ z)∧ (x∨ z), então

x ∧ u = x ∧ v. Como x ≤ (x ∨ y) e x ≤ (x ∨ z) obtemos x ∧ v = x ∧ (y ∨ z).

Visto que L é modular, pelo Lema 2.1.5, e que [(x ∧ y) ∨ (x ∧ z)] ≤ x, segue
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que x∧u = x∧{(y∧z)∨ [(x∧y)∨ (x∧z)]} = [(x∧y)∨ (x∧z)]∨ [x∧ (y∧z)].

Mas como (x ∧ y ∧ z) ≤ (x ∧ y) e (x ∧ y ∧ z) ≤ (x ∧ z), então obtemos

(x∧y)∨ (x∧z) = x∧u = x∧v = x∧ (y∨z), e portanto L é distributivo.

A partir do Lema 2.1.5 e da proposição acima, obtemos imediatamente o

seguinte corolário.

Corolário 2.2.4. Todo reticulado distributivo é modular.

Adiante veremos um exemplo de um reticulado de submódulos qua não é

distributivo, assim nem todo reticulado modular é distributivo, e a rećıproca

do corolário acima não vale.

Pelo visto anteriormente e pela equivalência (1) ⇔ (2) da proposição

acima, obtemos facilmente que, para um reticulado (L,≤,∧,∨) ser distribu-

tivo, basta verificar (x ∨ y) ∧ (x ∨ z) ≤ x ∨ (y ∧ z).

Agora consideramos um tipo especial de reticulados, os reticulados line-

armente ordenados por inclusão.

Definição 2.2.5. Um reticulado (L,≤,∧,∨) é dito linearmente ordenado se,

para quaisquer a, b ∈ L, temos a ≤ b ou b ≤ a.

Vejamos um exemplo simples de reticulado linearmente ordenado.

Exemplo 2.2.6. Seja o anel Z8. O reticulado L(Z8) = {〈0̄〉, 〈0̄, 4̄〉, 〈0̄, 2̄, 4̄, 6̄〉,

Z8} é linearmente ordenado por inclusão, pois os ideais de Z8 são 〈0̄〉, 〈2̄〉 =

{0̄, 2̄, 4̄, 6̄} = 〈6̄〉, 〈4̄〉 = {0̄, 4̄} e Z8 = 〈1̄〉 = 〈3̄〉 = 〈5̄〉 = 〈7̄〉 e temos

〈0̄〉 ⊆ 〈4̄〉 ⊆ 〈2̄〉 ⊆ 〈1̄〉. Portanto (L(Z8),⊆,∩,+) é um reticulado linearmente

ordenado.

O seguinte corolário será útil adiante.

Corolário 2.2.7. Seja (L,≤,∧,∨) um reticulado linearmente ordenado, então

L é um reticulado distributivo.
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Demonstração. Sejam a, b, c ∈ L quaisquer.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que b ≤ c, então a ∧ (b ∨ c) =

a ∧ c ≤ (a ∧ b) ∨ (a ∧ c). Portanto, L é distributivo.

Agora queremos mostrar sob quais condições valerá a rećıproca do Coro-

lário 2.2.4, e para isso definiremos complementos relativos como segue.

Definição 2.2.8. Sejam (L,≤,∧,∨) um reticulado e a, b ∈ L. Dizemos que

um elemento c ∈ L, tal que a∧b ≤ c ≤ a∨b, é um complemento de a relativo

a b, se:

1. a ∧ c = a ∧ b;

2. a ∨ c = a ∨ b.

Esta definição de complemento relativo pode ser representado sob a forma

de diagrama, como mostramos a seguir, onde c é um complemento de a

relativo a b.

a ∨ b
•

DD
DD

DD
DD

zzzzzzzz

a • • c • b

•
a ∧ b

yyyyyyyy

EEEEEEEEE

Vejamos agora um exemplo de complemento relativo.

Sejam K um corpo, V um K-espaço vetorial com dimK V ≥ 2, W um

subespaço vetorial de V com dimKW = 2, e consideremos u, v, w ∈ W

vetores dois-a-dois linearmente independentes. Tomemos V1 o subespaço ve-

torial gerado por u, V2 o subespaço vetorial gerado por v e V3 o subespaço

vetorial gerado por w, então V3 é um complemento de V1 relativo a V2, no

reticulado de subespaços vetoriais de V .
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O teorema a seguir caracteriza reticulados modulares distributivos através

de complementos relativos.

Teorema 2.2.9. Seja (L,≤,∧,∨) um reticulado modular. Então L é dis-

tributivo se, e somente se, complementos relativos são únicos.

Demonstração. Suponhamos que L é um reticulado distributivo e sejam

a, b, c ∈ L, com c complemento de a relativo a b. Então c = c ∧ (c ∨ a) =

c∧ (a∨ b) = (c∧ a)∨ (c∧ b) = (a∧ b)∨ (c∧ b) = (a∨ c)∧ b = (a∨ b)∧ b = b.

Assim, complementos relativos são únicos.

Reciprocamente, suponha que complementos relativos no reticulado L

sejam únicos. Vamos mostrar que se L não é distributivo, então conseguimos

construir complementos relativos como o diagrama anterior.

Suponhamos, por absurdo, que L não seja distributivo, então pela Pro-

posição 2.2.3 existem x, y, z ∈ L tais que u = (x ∧ y) ∨ (y ∧ z) ∨ (x ∧ z) 6=

(x ∨ y) ∧ (y ∨ z) ∧ (x ∨ z) = v. É fácil ver que u ≤ v.

Consideremos a = (v ∧ x) ∨ u, b = (v ∧ y) ∨ u e c = (v ∧ z) ∨ u. Assim,

v ∧ x = (x ∨ y) ∧ (y ∨ z) ∧ (x ∨ z) ∧ x = x ∧ (y ∨ z), de modo análogo,

v ∧ y = y ∧ (x ∨ z) e v ∧ z = z ∧ (x ∨ y). Logo a ∨ b = [x ∧ (y ∨ z)] ∨ u ∨

[y ∧ (x ∨ z)] ∨ u = [x ∧ (y ∨ z)] ∨ (x ∧ y) ∨ (y ∧ z) ∨ (x ∧ z) ∨ [y ∧ (x ∨ z)] =

{[x∨(x∧y)]∧(y∨z)}∨(x∧z)∨{[y∨(y∧z)]∧(x∨z)}, pois (x∧y) ≤ y ≤ (y∨z),

(y∧z) ≤ z ≤ (x∨z) e L é modular. Logo a∨b = [x∧(y∨z)]∨(x∧z)∨[y∧(x∨

z)] = {[x∨(x∧z)]∧(y∨z)}∨[y∧(x∨z)], novamente pois (x∧z) ≤ z ≤ (y∨z)

e L é modular. Portanto a ∨ b = [x ∧ (y ∨ z)] ∨ [y ∧ (x ∨ z)], agora como

x ∧ (y ∨ z) ≤ x ≤ x ∨ z e novamente usando a modularidade de L, obtemos

que a ∨ b = (x ∨ z) ∧ {y ∨ [x ∧ (y ∨ z)]} = (x ∨ z) ∧ [(y ∨ z) ∧ (x ∨ y)] = v,

pois y ≤ (y ∨ z). Analogamente se mostra que a ∨ c = v = a ∨ b.

Agora, como L é reticulado modular e u ≤ v, então a = (x ∨ u) ∧ v, b =

(y ∨ u) ∧ v e c = (z ∨ u) ∧ v, e por cálculo análogo ao anterior obtemos que
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a∧c = u = a∧ b, e portanto c e b são complementos de a relativos a b. Como

b 6= c, temos uma contradição. Logo L é distributivo.

Como consequência do teorema e do exemplo anterior, temos o seguinte:

Exemplo 2.2.10. Sejam K um corpo, V um K-espaço vetorial com dimK V

≥ 2 e LK(V ) o reticulado dos subespaços vetoriais de V . Então LK(V )

não é distributivo, pois já vimos que complementos relativos não são únicos

neste tipo de reticulado. Assim, espaços vetoriais são exemplos t́ıpicos de

reticulados modulares que não são distributivos.
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Caṕıtulo 3

Anéis e Módulos Distributivos

Neste caṕıtulo estudaremos módulos e anéis distributivos, começaremos

fazendo uma tradução do significado do último teorema de caracterização de

reticulados distributivos para o contexto de módulos e anéis. Após, discu-

tiremos propriedades básicas destes anéis e módulos, apresentando algumas

caracterizações e teoremas de estrutura.

3.1 Definições Iniciais

Definição 3.1.1. Dado um R-módulo M à direita, dizemos que M é um

módulo distributivo se o reticulado de R-submódulos de M , é distributivo,

isto é, se para todos submódulos I, J,K de M tivermos

I ∩ (J +K) = (I ∩ J) + (I ∩K)

De maneira análoga, dizemos que um anel R é distributivo à direita (resp.

à esquerda) se o reticulado de ideais à direita (resp. à esquerda) é distributi-

vo. E, dizemos que R é distributivo se for distributivo à direita e à esquerda.

Exemplo 3.1.2. O anel Z dos números inteiros é distributivo.



Como Z é um domı́nio de ideais principais, então todo ideal de Z é da

forma nZ, para algum n ∈ Z. Assim, dados dois ideais I, J de Z, existem

inteiros a, b tais que I = aZ e J = bZ. Sabemos que I + J = mdc(a, b)Z

e I ∩ J = mmc(a, b)Z. Então, seja K = cZ um complemento de I relativo

a J , isto é, mdc(a, b)Z = mdc(a, c)Z e mmc(a, b)Z = mmc(a, c)Z. Assim,

pela fatoração única em primos positivos de um número inteiro, é fácil ver

que obrigatoriamente c = b. Portanto Z é distributivo, pelos Teorema 2.2.9

e Exemplo 2.1.4.

A seguir traduziremos a última caracterização de reticulados distributivos

para o contexto de módulos e anéis. O resultado a seguir e seus corolários

são devidos a Stephenson [12] e [11].

Proposição 3.1.3. Sejam M um R-módulo qualquer e A,B submódulos

de M . Então existe uma correspondência biuńıvoca entre Hom(A/(A ∩

B), B/(A ∩ B)) e o conjunto dos complementos de B relativos a A no reti-

culado de R-submódulos de M .

Demonstração. Podemos supor, sem perda de generalidade, que A ∩ B = 0,

deste modo A+B = A⊕B. Consideremos a aplicação

ϕ : Hom(A,B) → {X ∈ LR(M)| X ⊕B = A⊕B}

α 7→ Ker(α?)

onde α? : A ⊕ B → B é tal que α?|A = α e α?|B = IB. A aplicação ϕ está

bem definida, pois se existir algum γ : A⊕B → B com γ|A = α e γ|B = IB,

então, para qualquer a + b ∈ A ⊕ B, γ(a + b) = α(a) + b = α?(a + b) e,

portanto, γ = α?. Queremos provar que ϕ é bijetiva.

Sejam α, β ∈ Hom(A,B) tais que ϕ(α) = ϕ(β). Dado a ∈ A, α(a) ∈ B,

logo α?(α(a)) = α(a)
def
= α?(a), deste modo (a− α(a)) ∈ Ker(α?) = ϕ(α) =

ϕ(β) = Ker(β?). Portanto, 0 = β?(a− α(a)) = β?(a)− β?(α(a))
def
= β(a)−

α(a), ou seja, β(a) = α(a), e portanto ϕ é injetiva.
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Seja X ∈ LR(M) tal que X ⊕B = A⊕B. Consideremos p : X ⊕B → B

a projeção natural e tomemos α = p|A. Assim temos α ∈ Hom(A,B) e

α? = p, pois α?|A = p|A = α e α?|B = p|B = IB. Portanto ϕ(α) = X e ϕ é

sobrejetiva.

Corolário 3.1.4. Seja M um R-módulo à direita. Então M é distributivo

se, e somente se, HomR

(
A

A∩B ,
B

A∩B

)
= 0, para todos A,B ∈ LR(M).

Demonstração. Pelo Teorema 2.2.9, M é distributivo se, e somente se, com-

plementos relativos são únicos e, pela proposição anterior, complementos

relativos são únicos se, e somente se, HomR

(
A

A∩B ,
B

A∩B

)
= 0 para todos

A,B ∈ LR(M).

Corolário 3.1.5. Sejam M um R-módulo distributivo e L,N R-submódulos

de M . Então:

1. Se L+N = M , então HomR

(
M
L
, M
N

)
= 0;

2. Se L ∩N = 0, então HomR(L,N) = 0.

Demonstração. 1. Pelo Teorema dos Homomorfismos, temos L+N
L
' N

L∩N e

L+N
N
' L

L∩N e, pelo corolário anterior, segue que

0 = HomR

(
N

L ∩N
,

L

L ∩N

)
= HomR

(
M

L
,
M

N

)
;

2. É imediato a partir do corolário anterior.

Definição 3.1.6. Sejam R um anel, M um R-módulo à direita e P um

submódulo de M . Dizemos que P é um submódulo totalmente invariante de

M se α(P ) ⊆ P , para todo α ∈ EndR(M).

Corolário 3.1.7. Seja M um R-módulo à direita distributivo. Então todo

submódulo maximal de M é totalmente invariante. Em particular, todo ideal

à direita maximal de um anel distributivo à direita é bilateral.
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Demonstração. Sejam M um R-módulo e P um submódulo maximal de M .

Suponhamos, por absurdo, que exista α ∈ EndR(M) tal que α(P ) 6⊆ P .

Logo obtemos que P + α(P ) = M . Vamos mostrar que M
P
' M

α−1(P )
e obter

que α−1(P ) é um submódulo maximal de M .

Consideremos o homomorfismo ψ : M → M
P

= α(P )+P
P

, dado por ψ(m) =

α(m) + P , para todo m ∈ M . Dado m + P ∈ M
P

existem n, p ∈ P tais que

m + P = (α(n) + p) + P = α(n) + P , logo ψ(n) = α(n) + P = m + P e

portanto ψ é sobrejetiva.

Claramente temos que α−1(P ) ⊆ Ker(ψ). Seja x ∈ Ker(ψ) então

0 = ψ(x)
def
= α(x) + P , logo α(x) ∈ P e portanto x ∈ α−1(P ). Então

Ker(ψ) = α−1(P ). Pelo Teorema dos Homomorfismos, existe um isomor-

fismo ψ̄ : M/Ker(ψ)→ ψ(M) = M/P e, portanto, M
P
' M

Ker(ψ)
= M

α−1(P )
.

Observemos agora que, por hipótese, P 6⊆ α−1(P ) e então obtemos que

α−1(P ) + P = M . Assim, pelo Corolário 3.1.5, temos Hom(M
P
, M
α−1(P )

) = 0,

o que é uma contradição, pois 0 6= ψ̄ ∈ Hom(M
P
, M
α−1(P )

). Logo P é um

submódulo totalmente invariante de M .

Se R é um anel distributivo à direita, P é um ideal à direita maximal de

R e r ∈ R, então consideremos αr ∈ EndR(R) definido por αr(a) = r.a, para

todo a ∈ R. Assim teremos, αr(P ) ⊆ P , isto é, r.P ⊆ P e assim P absorve

a multiplicação pela esquerda também.

Como consequência temos que todo ideal à direita maximal de um anel

distributivo à direita é um ideal (bilateral) completamente primo, como será

mostrado no próximo resultado.

Corolário 3.1.8. Sejam R um anel distributivo à direita e P um ideal à

direita maximal de R. Então P é ideal (bilateral) completamente primo de

R.
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Demonstração. Sejam a, b ∈ P , com a.b ∈ P e suponhamos que b 6∈ P . Então

P + bR = R e, portanto, existem p ∈ P, r ∈ R tais que p + br = 1. Logo,

multiplicando por a, obtemos que a = ap+ abr ∈ P , pois ab ∈ P . Portanto,

P é um ideal (bilateral) completamente primo. Isto completa a prova.

3.2 Localização em Anéis Distributivos

Sejam R um anel distributivo à direita e P um ideal à direita maximal

de R (logo, bilateral), então temos que SP = R\P é um sistema multiplica-

tivamente fechado de R. Agora queremos saber se sempre é posśıvel “fazer

localizações” em R e, quando posśıvel, que tipo de anel de frações obtemos.

Vamos começar analisando o caso em que o reticulado de ideais é distribu-

tivo, o qual inclui os anéis distributivos comutativos. Antes precisamos de

algumas definições.

Definição 3.2.1. Um anel R é dito aritmético se o seu reticulado de ideais

(bilaterais) é distributivo.

Como vimos anteriormente, Z é um anel aritmético. Os próximos re-

sultados serão úteis para produzirmos exemplos de anéis aritméticos não

comutativos.

Lema 3.2.2. Se todo anel quociente de um anel R é semiprimo, então R é

um anel aritmético.

Demonstração. Sejam I, J,K ideais de R e definimos M = I ∩ (J + K).

Então, por hipótese, o anel quociente R/M2 é um anel semiprimo e segue

que M2 é um ideal semiprimo de R. Logo M = M2 (pois como M2 ⊆ M2

implica M ⊆M2). Mas então temos, M ⊆M2 = [I∩(J+K)][I∩(J+K)] ⊆

I(J + K) = IJ + IK ⊆ (I ∩ J) + (I ∩K) ⊆ I ∩ (J + K) = M e portanto

(I ∩ J) + (I ∩K) = I ∩ (J +K), ou seja, R é anel aritmético.
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Definição 3.2.3. Um anel R é dito um anel regular (von Neumann Regular)

se para todo x ∈ R, existir y ∈ R tal que x = xyx.

Um anel de divisão é claramente um anel von Neumann Regular.

Proposição 3.2.4. Se R é um anel regular, então R é um anel aritmético.

Demonstração. Sejam I um ideal de R e a ∈ R tal que aRa ⊆ I. Como R é

um anel regular, existe b ∈ R tal que a = aba ∈ aRa ⊆ I, e assim todo ideal

I de R é semiprimo. Portanto, o anel quociente R/I é semiprimo, para todo

ideal I de R. Segue então do Lema 3.2.2 que R é aritmético.

Sejam R e {Ri| i ∈ I} anéis, e ε : R→
∏
ı∈I

Ri um monomorfismo de anéis.

Dizemos que R é um produto subdireto dos Ri’s, se cada πi ◦ ε : R → Ri é

um epimorfismo, onde πi :
∏
i∈I

Ri → Ri é o homomorfismo canônico.

Como todo produto subdireto de uma famı́lia finita de anéis regulares é

um anel regular, tomando um produto subdireto finito de anéis de divisão,

obtemos um exemplo não trivial de um anel aritmético que não precisa ser

comutativo.

Teorema 3.2.5. Seja R um anel comutativo. Então as seguintes afirmações

são equivalentes:

1. R é anel aritmético;

2. ∀℘ ∈ Max(R), o reticulado de ideais de R℘ é linearmente ordenado por

inclusão.

Demonstração. (1)⇒ (2)

Suponhamos que R é um anel aritmético, então R℘ é aritmético, pois

soma e intersecção são preservados por localização (Proposição 1.3.2). Se

para quaisquer x, y ∈ R℘, temos x ∈ yR℘ ou y ∈ xR℘, então I ⊆ J ou J ⊆ I,
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para todos I, J ideais à direita de R℘. De fato, suponhamos que existam I, J

tais que I 6⊆ J e J 6⊆ I. Sejam a ∈ J\I e b ∈ I\J , assim obtemos que a 6∈ bR

e b 6∈ aR, o que é uma contradição. Deste modo, basta mostrar que dado

℘ ∈Max(R) e dados x, y ∈ R℘ temos x ∈ yR℘ ou y ∈ xR℘.

Notemos o ideal xR℘ por 〈x〉. Da distributividade de R℘ obtemos que

〈x〉 = 〈x〉 ∩ (〈y〉 + 〈x − y〉) = (〈x〉 ∩ 〈y〉) + (〈x〉 ∩ 〈x − y〉). Assim x pode

ser escrito da forma x = t + (x − y)c, com t ∈ 〈x〉 ∩ 〈y〉 e c ∈ R℘ tal que

yc ∈ 〈x〉. Desta forma, se c ∈ U(R℘) então y ∈ 〈x〉. Se c 6∈ U(R℘) então

1− c ∈ U(R℘), pois R℘ é um anel local, e segue que x(1− c) = t− yc ∈ 〈y〉

e portanto x ∈ 〈y〉. Então eles estão linearmente ordenados por inclusão, e

logo o reticulado de ideais de R℘ é linearmente ordenado.

(2)⇒ (1)

Suponhamos que o reticulado de ideais de R℘ é linearmente ordenado por

inclusão, ∀℘ ∈ Max(R). É um fato conhecido em álgebra comutativa que

I =
⋂

℘∈Max(R)

IR℘ (Segue da Proposição 3.8 [1] passando ao quociente, ou pela

argumentação feita no Lema 3.2.25 adiante). Como o reticulado de ideais de

R℘ é linearmente ordenado por inclusão, segue pelo Corolário 2.2.7 que R℘ é

distributivo. Como soma e intersecção são preservados por localização então,

para todos ideais I, J eK de R, temos

I ∩ (J +K) =
(
∩℘∈Max(R)IR℘

)
∩
[(
∩℘∈Max(R)JR℘

)
+
(
∩℘∈Max(R)KR℘

)]
= [(∩℘∈Max(R)IR℘) ∩ (∩℘∈Max(R)JR℘)] + [(∩℘∈Max(R)IR℘)∩

(∩℘∈Max(R)KR℘)] = (I ∩ J) + (I ∩K)

Portanto R é aritmético.

No Teorema acima provamos basicamente que um anel comutativo arit-

mético é local se, e somente se, seu reticulado de ideais é linearmente orde-

nado por inclusão. Assim, obtemos o seguinte resultado.
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Corolário 3.2.6. Seja R um anel comutativo. Então R é aritmético se, e

somente se, o reticulado de ideais de RP é linearmente ordenado por inclusão,

para todo ideal primo P de R.

Lembremos agora, que os ideais primos de R℘, onde ℘ ∈ Max(R), estão

em correspondência biuńıvoca com os ideais primos de R que estão contidos

em ℘. Portanto os ideais primos de R, que estão contidos em algum ideal

maximal, estão linearmente ordenado por inclusão, quando R é aritmético.

Assim obtemos o seguinte resultado.

Corolário 3.2.7. Seja R um anel comutativo. Se R é anel aritmético e P,Q

são ideais primos de R, então temos P ⊆ Q ou Q ⊆ P ou P +Q = R.

Demonstração. Pelo observado acima, se dois ideais primos P e Q de R estão

contidos no mesmo ideal maximal, então eles estão linearmente ordenados

por inclusão. Em caso contrário, teremos P ⊆ ℘1, Q ⊆ ℘2, onde ℘1, ℘2 ∈

Max(R) com ℘1 6= ℘2, de modo que ℘1, ℘2 ⊂ P +Q, portanto obtemos que

P +Q = R.

Agora apresentaremos algumas propriedades que caracterizam a distribu-

tividade em anéis e módulos, e algumas de suas consequências. Começamos

relembrando algumas propriedade dos R-módulos, que podem ser demons-

tradas sem muitas dificuldades.

Sejam R um anel, M,N dois R-módulos à direita e f : M → N um

homomorfismo de R-módulos. Então:

1. f−1f(L) = L+Ker f , para todo R-submódulo L de M ;

2. ff−1(K) = K ∩ Im f , para todo R-módulo K de N ;

3. f(I + J) = f(I) + f(J), para todos R-submódulos I, J de M ;
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4. f−1(P ∩Q) = f−1(P ) ∩ f−1(Q), para todos R-submódulos P,Q de N .

Em geral não temos a seguinte igualdade, f(I ∩ J) = f(I) ∩ f(J), onde

I, J são R-submódulos de M . O exemplo a seguir mostra isso.

Exemplo 3.2.8. Seja M = {x + y
√

2| x, y ∈ Z}. Então M é um Z-módulo

com a adição usual e a multiplicação por inteiros. Consideremos f : M → Z

definida por f(x+ y
√

2) = x. Então f é um homomorfismo que não cumpre

a igualdade acima. De fato, tomando I = Z e J = {x+ x
√

2| x ∈ Z}, temos

que I, J são dois Z-submódulos de M com I ∩ J = 0. Mas por outro lado,

f(I) ∩ f(J) = Z. Assim, f(I ∩ J) = 0 6= Z = f(I) ∩ f(J).

O próximo resultado mostra que essa propriedade realmente caracteriza

os módulos distributivos. Este resultado é devido a Stephenson, mas aqui será

apresentada uma demonstração feita por Mazurek, por ser mais elementar.

Teorema 3.2.9. Sejam R um anel e M um R-módulo à direita. As seguintes

condições são equivalentes:

1. M é distributivo;

2. Para todo R-módulo N e todo homomorfismo f : M → N , temos

f(A ∩B) = f(A) ∩ f(B), para todos R−submódulos de M ;

3. Para todo R-módulo L e todo homomorfismo g : L→M , temos

f−1(A+B) = f−1(A) + f−1(B), para todos R−submódulos A,B de M.

Demonstração. (1)⇒ (2)

Suponhamos queM seja distributivo e consideremos umR-homomorfismo

f : M → N , onde N é um R-módulo à direita qualquer. Sejam A,B dois

submódulos deM . Então f−1f(A∩B) = (A∩B)+Ker f = (A+Ker f)∩(B+
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Ker f) = [f−1f(A)]∩ [f−1f(B)] = f−1[f(A)∩ f(B)] e portanto f(A∩B) =

f(A∩B)∩ Im f = ff−1[f(A∩B)] = ff−1[f(A)∩ f(B)] = [f(A)∩ f(B)]∩

Im f = f(A) ∩ f(B).

(2)⇒ (1)

Suponhamos que (2) seja válida e, por absurdo, que M não seja distribu-

tivo. Então complementos relativos, no reticulado de submódulos de M , não

são únicos, ou seja, podemos encontrar um subreticulado da forma

A+B
•

FFFFFFFF

xxxxxxxx

A• •C •B

•
A ∩B

wwwwwwww

GGGGGGGG

Considere agora o R-homomorfismo projeção canônica f : M → M/C dado

por f(a) = a+C, para todo a ∈M . Como A∩B ⊆ C, temos f(A∩B) = 0̄.

Por outro lado, f(A) = A+C
C

= A+B
C

e f(B) = B+C
C

= A+B
C

, ou seja, f(A) =

A+B
C

= f(B) e, consequentemente, f(A ∩ B) = 0̄ 6= A+B
C

= f(A) ∩ f(B), o

que é uma contradição.

A equivalência (1) ⇔ (3) é demonstrada de forma análoga, bastando

escolher as propriedades adequadas na primeira implicação e considerar o

R-homomorfismo ı : C →M no diagrama da segunda implicação.

Já sabemos, pelo Corolário 2.2.7, que todo reticulado linearmente orde-

nado é distributivo. Então definiremos os anéis que satisfazem essa pro-

priedade.

Definição 3.2.10. Seja R um anel. Dizemos que R é um anel de cadeia à

direita (resp. à esquerda) se o reticulado de ideais à direita (resp. à esquerda)

for linearmente ordenado por inclusão.
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Exemplo 3.2.11. Considere o anel R = Z8. Conforme já foi mostrado no

Exemplo 2.2.6, o reticulado L(Z8) é linearmente ordenado por inclusão, e

portanto Z8 é um anel de cadeia.

Sabemos que um anel R é de cadeia à direita se, e somente se, para todos

elementos a, b ∈ R temos a ∈ bR ou b ∈ aR. Assim temos uma caracterização

de anéis de cadeia, à ńıvel de elementos. O Teorema a seguir nos dá uma

caracterização da distributividade, à ńıvel de elementos. Essa caracterização

foi obtida por Stephenson [12], mas a primeira implicação será feita seguindo

um argumento mais simples devido à Tuganbaev.

Sejam N um R-submódulo de um módulo M qualquer e x um elemento

de M . Definimos o condutor de x em N por: (N : x)
def
= {r ∈ R| xr ∈ N},

que claramente é um ideal à direita de R.

Teorema 3.2.12. Sejam R um anel e M um R-módulo à direita. Então M

é distributivo se, e somente se, para quaisquer elementos a, b ∈ M existirem

x, y ∈ R tais que x+ y = 1, ax ∈ bR e by ∈ aR.

Demonstração. Suponhamos M um módulo distributivo à direita e sejam

a, b ∈ M . Consideremos c = a + b, como cR = (a + b)R ⊆ aR + bR e M é

distributivo à direita, temos cR = cR ∩ (aR+ bR) = (cR ∩ aR) + (cR ∩ bR).

Assim, existem x, z ∈ R tais que c = cx+ cz, com cx ∈ bR e cz ∈ aR. Como

c = a + b temos br ∈ aR se, e somente se, cr ∈ aR e também as ∈ bR se,

e somente se, cs ∈ bR, isto é, (aR : c) = (aR : b) e (bR : c) = (bR : a).

Portanto, ax ∈ bR e bz ∈ aR. Considerando w = 1 − (x + z), temos que

cw = 0, logo w ∈ (aR : b)∩ (bR : a). Agora, consideremos y = 1−x = w+ z.

Assim teremos x+ y = 1, ax ∈ bR e by = bw + bz ∈ aR.

Reciprocamente, suponhamos que o anel satisfaça a condição do Teorema

e sejam I, J,K submódulos de M . Queremos provar que I ∩ (J + K) ⊆

(I ∩ J) + (I ∩K), pois a outra contenção, como já vimos, é sempre válida.
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Seja c = a + b ∈ I ∩ (J + K), onde a ∈ J, b ∈ K. Por hipótese,

existem x, y ∈ R com x + y = 1, tais que ax ∈ bR e by ∈ aR. Logo

c = c.1 = c.(x+y) = cx+ cy = (a+ b)x+ (a+ b)y ∈ (cR∩ bR) + (cR∩aR) ⊆

(I ∩ J) + (I ∩K), e então I ∩ (J + K) ⊆ (I ∩ J) + (I ∩K). Portanto M é

distributivo.

Como uma aplicação deste teorema, podemos apresentar o seguinte exem-

plo.

Exemplo 3.2.13. O reticulado de Z-submódulos de Q é distributivo.

Dados x, y ∈ Q, como Z é comutativo, podemos escrever x = as−1 e y =

bs−1, para certos a, b, s ∈ Z e s 6= 0. Então temos que xs = a e ys = b. Da

distributividade de Z existem m,n ∈ Z, com m + n = 1, tais que am ∈ bZ

e bn ∈ aZ, ou seja, xsm ∈ ysZ e ysn ∈ xsZ. E, portanto, existem γ, λ ∈ Z

tais que xsm = ysγ e ysn = xsλ, ou seja, xm = yγ ∈ yZ e yn = xλ ∈ xR.

Portanto, pelo Teorema acima, Q é um Z-módulo distributivo.

Veremos agora que alguns resultados válidos para o caso comutativo per-

manecem válidos em geral. Comecemos com o seguinte resultado para anéis

locais.

Proposição 3.2.14. Sejam R um anel local e M um R-módulo à direita.

Se M é distributivo, então o reticulado de R-submódulos de M é totalmente

ordenado por inclusão.

Demonstração. É suficiente provarmos o resultado para os R-módulos prin-

cipais de M . Suponhamos que M seja distributivo e sejam x, y ∈ M , pelo

Teorema 3.2.12, existem r, s ∈ R, com r+s = 1, tais que xr ∈ yR e ys ∈ xR.

Logo, se r ∈ U(R), temos x ∈ yR, do contrário temos s = 1− r ∈ U(R), pois

R é um anel local, e então y ∈ xR. Portanto, os R-submódulos de M são

linearmente ordenados por inclusão.
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Suponhamos R um anel distributivo à direita e P um ideal à direita

maximal. Então sabemos, pelo Corolário 3.1.8, que P é um ideal (bilateral)

completamente primo e, consequentemente, SP = R\P é um sistema multi-

plicativamente fechado. O resultado seguinte nos dá mais informações sobre

SP .

Proposição 3.2.15. Sejam R um anel distributivo e P um ideal à direita

maximal de R. Então SP = R\P é um sistema de Ore à direita.

Demonstração. Consideremos a ∈ R e s ∈ SP . Como R é distributivo à

direita, existem m,n ∈ R, com m + n = 1, tais que am ∈ sR e sn ∈ aR.

Logo, existem c, d ∈ R tais que am = sc e sn = ad.

Se n ∈ P , então m = 1 − n 6∈ P e então aSP ∩ sR 6=, o que nos diz que

SP é um conjunto de Ore à direita.

Se n 6∈ P , então, como SP multiplicativamente é fechado, sn 6∈ P e,

consequentemente, d 6∈ P . Portanto novamente temos, aSP ∩ sR 6=.

Definição 3.2.16. Um anel R é dito localizável à direita se SP = S\P

for um conjunto de denominadores à direita de R, para todo ideal à direita

maximal P de R.

O resultado seguinte é apenas uma śıntese dos resultados vistos até agora.

Proposição 3.2.17. Seja R um anel localizável à direita. Se R é distributivo

à direita, então RP é um anel de cadeia à direita, para todo ideal maximal

P de R.

Demonstração. Suponhamos que R é anel distributivo à direta e sejam x, y ∈

RP . Então existem a, b ∈ R e s ∈ SP tais que x = as−1 e y = bs−1. Como R

é distributivo existe z ∈ R tal que az ∈ bR e (1− z)b ∈ aR.
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Se z 6∈ P , isto é, z ∈ SP , então z é invert́ıvel em RP e temos x = as−1 =

azz−1s−1 ∈ bRz−1s−1 ⊆ bRP = yRP . Portanto, x ∈ yRP .

Se z ∈ P , então 1 − z ∈ SP e, analogamente, obtemos que y ∈ xRP .

Portanto, RP é anel de cadeia, para todo ideal maximal P de R.

Uma questão interessante é saber se a rećıproca é verdadeira. Em [2],

Brungs provou que a rećıproca é verdadeira no caso de R ser anel noetheriano

à direita ou domı́nio. Analisando os argumentos utilizados por Brungs, nota-

se que o resultado vale para o caso de R ser um anel localizável à direita.

Aqui apresentamos um argumento feito por Tuganbaev.

Proposição 3.2.18. Seja R um anel localizável à direita. Então R é dis-

tributivo à direita se, e somente se, RP é anel de cadeia à direita, para todo

ideal maximal P de R.

Demonstração. Uma das implicações já foi feita. Suponhamos que RP seja

anel de cadeia à direita, para todo ideal maximal P de R e consideremos

x, y ∈ R. Vamos mostrar que (yR : x) + (xR : y) = R e, pelo Teorema

3.2.12, seguirá que R é distributivo.

Por absurdo, suponhamos que exista P ∈ Maxr(R) tal que (yR : x) +

(xR : y) ⊆ P . Vamos mostrar que existem a ∈ R e t ∈ SP = S\P tais que

xa, y(t − a) ∈ xR ∩ yR, isto é, a ∈ (yR : x) e t − a ∈ (xR : y) e, portanto,

t = a+ (t− a) ∈ (yR : x) + (xR : y) ⊆ P ∩ SP , o que é uma contradição.

Consideremos ϕ : R → RP o homomorfismo canônico. Então RP se

torna um R-módulo à direita via ação: ∀x ∈ RP , r ∈ R, x · r = xϕ(r).

Por isso e pelo Corolário 2.2.7, RP é um R-módulo distributivo à direita,

logo existem q, s1, s2 ∈ RP tais que ϕ(x)q = ϕ(y)s1 e ϕ(y)(1 − q) = ϕ(x)s2.

Escrevendo essas frações com o mesmo denominador, podemos assumir que

existem b, c1, c2 ∈ R e u ∈ SP tais que q = ϕ(b)ϕ(u)−1, s1 = ϕ(c1)ϕ(u)−1
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e s2 = ϕ(c2)ϕ(u)−1. Então, substituindo essas últimas igualdades nas an-

teriores e multiplicando à esquerda por ϕ(u), obtemos ϕ(xb) = ϕ(yc1) e

ϕ(y(u − b)) = ϕ(xc2). Portanto existem v, w ∈ SP tais que (xb − yc1)v = 0

e [y(u− b)− xc2]w = 0. Então obtemos xbv, y(u− b)w ∈ xR ∩ yR.

Como SP é sistema de Ore, então existem d, z ∈ SP tais que vd = wz.

Logo, tomando a = bwz ∈ R e t = uwz ∈ SP , temos que xa = xbwz =

xbvd ∈ xR ∩ yR e y(t − a) = y(uwz − bwz) = y(u − b)wz ∈ xR ∩ yR. E,

pelos argumentos iniciais, a prova está completa.

Uma outra questão interessante é saber se todos os anéis distributivos à

direita são localizáveis à direita. A resposta a essa pergunta foi dada nega-

tivamente por Puninsky em [9], através de um exemplo de anel distributivo

à direita que não é localizável. Tuganbaev em [14] construiu outro exemplo

baseado no exemplo de Puninsky. A seguir damos uma condição suficiente

para um anel distributivo ser localizável.

No próximo resultado Nl(R) denota o conjunto dos divisores de zero à

esquerda, isto é, Nl(R) = {r ∈ R| ∃a ∈ R\{0} tal que ar = 0}.

Proposição 3.2.19. Seja R um anel distributivo à direita tal que Nl(R) ⊆

J(R). Então R é um anel localizável à direita.

Demonstração. Como R é distributivo, sabemos, pela Proposição 3.2.15, que

SP = R\P é sistema de Ore, bastando provar que SP é reverśıvel à direita,

ou seja, se sa = 0 com a ∈ R e s ∈ SP , então existe t ∈ SP tal que at = 0.

Suponhamos que a ∈ R e s ∈ SP sejam tais que sa = 0. Então a = 0, pois

do contrário s pertenceria a Nl(R) ⊆ J(R) ⊆ P , o que contradiz o fato de

s ∈ SP . Segue então que SP é um conjunto de denominadores à direita.

Vejamos o seguinte exemplo de anel distributivo R satisfazendo Nl(R) ⊆
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J(R). Consideremos

R =


 a q

0 a

 ; a ∈ Z, q ∈ Q


com as operações usuais de soma e multiplicação de matrizes. Neste caso,

J(R) =


 0 q

0 0

 ; q ∈ Q

 ,

uma vez que os ideais maximais de R são da forma:

Mp =


 pZ Q

0 pZ

 : p ∈ Z com p primo

 .

Vamos agora calcular os divisores de zero de R. Sejam A =

 a q

0 a

 , B = b r

0 b

 ∈ R, A 6= 0, tais que 0R = A · B =

 ab ar + qb

0 ab

. Se a 6= 0,

então b = 0 e r = 0. Assim, teŕıamos B = 0R. Se a = 0, então q 6= 0 e

A ·B =

 0 qb

0 0

. Assim, teŕıamos b = 0 e, portanto, B =

 0 r

0 0

, com

r ∈ Q. Portanto temos, Nl(R) ⊆ J(R) e, pela proposição anterior, R é um

anel localizável à direita.

Vamos na direção de uma nova caracterização de distributividade, obtida

por M. Ferrero e A. Sant’Ana em [3], que estenderá o resultado de Brungs e

que é válida para anéis não localizáveis.

Definição 3.2.20. Sejam R um anel, S um sistema multiplicativamente

fechado de R, M um R-módulo à direita e L um R-submódulo de M .

Chamamos de S-saturamento de L ao conjunto

LS−1 = {x ∈M | ∃s ∈ S com xs ∈ L}

Diremos que L é S-saturado se LS−1 = L.
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Inicialmente LS−1 não tem nenhuma estrutura, mas sob certas condições

temos que LS−1 é um R-submódulo de M .

Proposição 3.2.21. Sejam R um anel, M um R-módulo à direita, S um

sistema de Ore à direita de R e L um R-submódulo de M . Então LS−1 é

um R-submódulo de M . Além disso, LS−1 é S-saturado.

Demonstração. Claramente, 0 ∈ LS−1. Sejam x, y ∈ LS−1, então existem

s, t ∈ S tais que xs, yt ∈ L. Como S é sistema de Ore à direita, então existem

u, v ∈ S tais que su = tv. Logo, (x − y)su = xsu − ysu = xsu − ytv ∈ L,

portanto x− y ∈ LS−1.

Dado r ∈ R, existem b ∈ R e w ∈ S tais que rw = sb. Logo, xrw =

xsb ∈ L e, portanto, xr ∈ LS−1.

A última afirmação é imediata do fato de S ser multiplicativamente

fechado.

Observemos que se S é um sistema de Ore à direita de um anel R e

a, b ∈ R são tais que b ∈ (aR)S−1, então existem r ∈ R e s ∈ S com

bs = ar. Dado u ∈ (bR)S−1, temos ut = bc, para algum t ∈ S e c ∈ R.

Como S é um sistema de Ore, logo existem v ∈ S e d ∈ R tais que cv = sd.

Assim, utv = bcv = bsd = ard. Como tv ∈ S e rd ∈ R, logo obtemos que

(bR)S−1 ⊆ (aR)S−1. Com este resultado podemos concluir que (bR)S−1 é o

menor ideal à direita saturado contendo b.

Definição 3.2.22. Dizemos que um anel R é anel admisśıvel (à direita) se,

para todo ideal à direita maximal P de R, tivermos SP um sistema de Ore à

direita.

Uma consequência da definição acima é, que se R é um anel admisśıvel,

então todo ideal à direita maximal P de R é completamente primo, pois SP
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é sistema multiplicativamente fechado. Pelo que estudamos até o momento,

sabemos que todo anel distributivo à direita é admisśıvel.

O resultado que segue é uma reescrita do Teorema 3.2.12, pois se r+s = 1

então não podem ambos pertencer ao mesmo ideal à direita maximal de R.

Proposição 3.2.23. Sejam R um anel e M um R-módulo à direita. Então

M é distributivo se, e somente se, para todos x, y ∈M e todo P ∈Maxr(R),

existir s ∈ SP tal que xs ∈ yR ou ys ∈ xR.

Vamos agora apresentar um resultado de [3], que é o principal resultado

desta seção.

Teorema 3.2.24. Sejam R um anel admisśıvel e M um R-módulo à direita.

Então as seguintes afirmações são equivalentes

1. M é distributivo;

2. O reticulado de R-submódulo SP -saturados de M é linearmente ordenado

por inclusão, para todo P ∈Max(R);

3. O reticulado de R-submódulo SP -saturados de M é distributivo e fechado

para adição.

Para provar este resultado, vamos precisar de vários lemas auxiliares.

Lema 3.2.25. Sejam R um anel admisśıvel, M um R-módulo à direita e N

um R-submódulo de M . Então

N =
⋂

P∈Maxr(R)

NS−1
P

Demonstração. Claramente temos que N ⊆ ∩P∈Maxr(R)NS
−1
P , para todo P ∈

Maxr(R).

Reciprocamente, seja x 6∈ N . Então 1 6∈ (N : x), logo existe ideal maximal

à direita P de R tal que (N : x) ⊆ P . Portanto, para todo s ∈ SP , temos

xs 6∈ N e logo x 6∈ NS−1
P . Portanto, ∩P∈Maxr(R)NS

−1
P ⊆ NS−1

P ⊆ N .
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Lema 3.2.26. Sejam R um anel admisśıvel e M um R-módulo à direita.

Se o reticulado de R-submódulos SP -saturados de M é fechado para adição,

então (K +N)S−1
P = KS−1

P +NS−1
P , para todos R-submódulos K, N de M .

Demonstração. Sejam K,N submódulos quaisquer de M , então é claro que

K + N ⊆ (K + N)S−1
P ⊆ (KS−1

P + NS−1
P )S−1

P , pois K ⊆ KS−1
P para todo

R-submódulo K de M . Como o reticulado de submódulos SP -saturados é

fechado para soma, então K +N ⊆ (KS−1
P +NS−1

P )S−1
P = KS−1

P +NS−1
P .

Reciprocamente, seja a = x + y ∈ KS−1
P + NS−1

P , com x ∈ KS−1
P e

y ∈ NS−1
P . Logo existem s1, s2 ∈ SP tais que xs1 ∈ K e ys2 ∈ N . Como

R é admisśıvel, existem t1, t2 ∈ SP tais que s1t1 = s2t2 ∈ SP . Logo temos

as1t1 = (x+y)s1t1 = xs1t1 +ys1t1 = xs1t1 +ys2t2 ∈ K+N . Como s1t1 ∈ SP ,

obtemos que a ∈ (K+N)S−1
P e segue que KS−1

P +NS−1
P ⊆ (K+N)S−1

P .

Lema 3.2.27. Sejam R um anel, M um R-módulo à direita e P ∈Maxr(R)

tal que SP = R\P seja sistema de Ore à direita. Então, para quaisquer R-

módulos K,N de M , temos

(K ∩N)S−1
P = KS−1

P ∩NS
−1
P .

Demonstração. Sejam P ∈ Maxr(R) tal que SP é sistema de Ore à direita,

e K,N R-submódulos de M . Claramente (K ∩N)S−1
P ⊆ KS−1

P ∩NS
−1
P .

Tomemos x ∈ KS−1
P ∩NS

−1
P , então existem s, t ∈ SP tais que xs ∈ K e

xt ∈ N . Como SP é sistema de Ore à direita então existem u, v ∈ SP tais

que su = tv ∈ SP . Logo xsu ∈ KS−1
P , mas xsu = xtv ∈ NS−1

P , portanto

x ∈ (K ∩N)S−1
P e KS−1

P ∩NS
−1
P ⊆ (K ∩N)S−1

P .

Agora estamos em condições de provar o Teorema 3.2.24.

Demonstração do Teorema 3.2.24. (1)⇒ (2)
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Suponhamos R distributivo e sejam P ∈ Maxr(R), K e N dois R-

submódulos SP saturados de M . Assim, K = KS−1
P e N = NS−1

P . Su-

ponhamos que N 6⊆ K e seja x ∈ N\K. Como M é distributivo, segue

da Proposição 3.2.23, que para cada y ∈ K existe s = s(y) ∈ SP tal que

xs ∈ yR ⊆ K ou ys ∈ xR ⊆ N , mas a primeira não pode ocorrer, pois

se xs ∈ K = KS−1
P teŕıamos x ∈ K, o que é uma contradição. Logo

ys ∈ xR ⊆ N , para todo y ∈ K, portanto, y ∈ NS−1
P = N e então K ⊆ N .

(2)⇒ (3)

Imediato, pois do fato do reticulado de submódulos SP -saturados de li-

nearmente ordenado por inclusão decorre que este reticulado é distributivo e

fechado para adição.

(3)⇒ (1)

Sejam K,L,N R-submódulos de M . Então, por aplicação sucessiva dos

dois últimos lemas auxiliares, temos [(K + L) ∩ N ]S−1
P = (K + L)S−1

P ∩

NS−1
P = (KS−1

P + LS−1
P ) ∩ NS−1

P = (KS−1
P ∩ NS

−1
P ) + (LS−1

P ∩ NS
−1
P ) =

(K∩N)S−1
P +(L∩N)S−1

P = [(K∩N)+(L∩N)]S−1
P , para todo ideal maximal

à direita P de R. Aplicando o primeiro lema auxiliar obtemos que

(K + L) ∩N =
⋂
P∈Maxr(R)[(K + L) ∩N ]S−1

P

=
⋂
P∈Maxr(R)[(K ∩N) + (L ∩N)]S−1

P

= (K ∩N) + (L ∩N).

O Teorema está mostrado.

Uma consequência do Teorema 3.2.24 é que se M é um R-módulo à direita

sobre um anel R qualquer, com a propriedade adicional de que existe z ∈

M tal que z não é anulado por nenhum elemento não-nulo de R, então

a distributividade de M força a distributividade de R. De fato, se existe

z ∈ M com a propriedade acima e M é distributivo, então R ' zR ⊆ M ,

logo o reticulado de ideais à direita de R é isomorfo a um subreticulado
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do reticulado de submódulos de M . Observemos que se M = RR, então a

propriedade acima vale, pois nossos anéis possuem unidade. Assim, temos

os seguintes corolários.

Corolário 3.2.28. Sejam R um anel, M um R-módulo à direita contendo

um elemento que não é anulado por nenhum elemento não-nulo de R. Então

as seguintes afirmações são equivalentes:

1. M é distributivo;

2. R é distributivo à direita e para todo P ∈ Maxr(R), o reticulado de

submódulos SP -saturados de M é linearmente ordenado por inclusão;

3. R é um anel admisśıvel e para todo P ∈Maxr(R), o reticulado de submó-

dulos SP -saturados de M é distributivo e fechado para adição.

Agora, considerando M = RR temos a seguinte versão dos resultados

acima.

Corolário 3.2.29. As seguintes afirmações são equivalentes:

1. R é um anel distributivo à direita;

2. Para todos a, b ∈ R e todo P ∈ Maxr(R), existe s = s(a, b) ∈ SP com

as ∈ bR ou bs ∈ aR;

3. R é um anel admisśıvel e para todo P ∈ Maxr(R), o reticulado de ideais

à direita SP -saturados de R é linearmente ordenado por inclusão;

4. R é um anel admisśıvel e para todo P ∈ Maxr(R), o reticulado de ideais

à direita SP -saturados de R é distributivo e fechado para adição.

O lema a seguir permite fazermos uma conexão entre os resultados vistos

acima e àqueles de distributividade e localização vistos anteriormente. O

resultado a seguir foi provado em ([13], Lema 2.2) para domı́nios distributivos

à direita, e provado por Ferrero e Sant’Ana em [3] para o caso geral.
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Lema 3.2.30. Sejam M um R-módulo e P ∈Maxr(R) tal que exista o anel

de frações à direta RP . Então um submódulo N de M é SP -saturado se, e

somente se, existe um submódulo K de MP
not
= M [S−1

P ] tal que N = h−1(K),

onde h : M →MP é a aplicação canônica.

Demonstração. Seja N um submódulo SP -saturado de M . Então, para todo

x ∈ h−1(NRP ) temos h(x) = h(y)h(s)−1, para algum y ∈ N e algum s 6∈ P .

Logo, h(xs − y) = 0 e xst − yt = 0, para algum t 6∈ P . Assim xst ∈ N e,

como N é SP -saturado, segue que x ∈ N . Portanto N = h−1(NRP ), visto

que h−1(NRP ) ⊆ N sempre vale.

Reciprocamente, suponhamos que N = h−1(K) com K um submódulo de

MP , onde h : M → MP é a aplicação canônica. Se x ∈ M, s 6∈ P e xs ∈ N

temos h(x)h(s) ∈ K e, como h(s) é invert́ıvel em RP , logo obtemos que

h(x) ∈ K. Logo x ∈ N e N é SP -saturado, como queŕıamos mostrar.

Assim, obtemos que se R é um anel localizável à direita então existe uma

correspondência biuńıvoca (preservando inclusões) entre os ideais à direita

SP -saturados de R e o reticulado de ideais à direita de RP , para todo P ∈

Maxr(R). Portanto, RP é um anel de cadeia à direita se, e somente se,

o reticulado de ideais à direita SP -saturados é linearmente ordenado por

inclusão. Assim, o Corolário 3.2.29 estende o resultado de Brungs, pois vale

para anéis distributivos não localizáveis.
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Caṕıtulo 4

Grau de Distributividade de

um Anel

Estenderemos a noção de distributividade para ω-distributividade, de-

monstrando um teorema de caracterização e definindo o grau de distributivi-

dade de um anel ou módulo. Finalmente, estudaremos o grau de distribu-

tividade de certos anéis de matrizes. O material apresentado neste caṕıtulo

segue o artigo [3], de Ferrero e Sant’Ana.

4.1 ω-distributividade

Nesta seção estenderemos a noção de distributividade para ω-distributivi-

dade e mostraremos alguns resultados importantes. Estudaremos o caso em

que ω é um cardinal n finito, obtendo resultados importantes para o cálculo

do grau de distributividade do anel de matrizes sobre um anel.

Definição 4.1.1. Sejam ω um cardinal ≥ 2, Ω um conjunto de cardinalidade

ω eM umR módulo à direita. Dizemos queM é ω-distributivo se o reticulado

de submódulos de M é ω-distributivo, isto é, para qualquer submódulo N e



qualquer famı́lia de submódulos (Ni)i∈Ω de M tivermos

N +
⋂
i∈Ω

Ni =
⋂
i∈Ω

(
N +

⋂
j 6=i

Nj

)

No que segue, para simplificar notações, se M é um R-módulo e são dados

elementos (xi)i∈Ω de M , denotaremos por Xi ao submódulo de M gerado pela

famı́lia {xj| j ∈ Ω, j 6= i}.

Seja M um R-módulo. Chamamos de um subfator de M , todo submódulo

de um quociente de M .

Teorema 4.1.2. Sejam M um R-módulo e ω ≥ 2 um cardinal. Então as

seguintes afirmações são equivalentes:

1. M é ω-distributivo;

2. M não tem subfatores que possam ser decompostos em uma soma direta

de ω módulos isomorfos não-nulos;

3. Para toda famı́lia de elementos (xi)i∈Ω de M , temos
∑

i∈Ω(Xi : xi) = R,

onde Xi é como acima.

Demonstração. (1)⇒ (2)

Suponhamos que M seja ω-distributivo. Então é claro que todo subfa-

tor S de M é ω-distributivo. Suponhamos que (Ki)i∈Ω seja uma famı́lia

independente de submódulos não-nulos de S e que exista um módulo K e

isomorfismos fi : Ki → K, i ∈ Ω. Sejam P =
∑

i∈ΩKi, Pj =
∑

j 6=iKi e

denotaremos por N o submódulo de P , cujos elementos,
∑m

l=1 xil , são tais

que
∑m

l=1 fil(xil) = 0, xil ∈ Kil , il ∈ Ω. Assim, ∩i∈ΩPi = 0, ∩i 6=jPi = Kj e

N +Kj = P , para todo j ∈ Ω. E então obtemos que

N = N + ∩i∈ΩPi = ∩j∈Ω(N + ∩j 6=iPj) = ∩j∈Ω(N +Kj) = P

o que é uma contradição.
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(2)⇒ (3)

Suponhamos, por absurdo, que exista uma famı́lia de elementos (xi)i∈Ω

de M tal que A =
∑

i∈Ω(Xi : xi) 6= R e consideremos o submódulo N =∑
i∈Ω xiA de M , onde Xi é como acima.

Tomando um ı́ndice em Ω, digamos 1, e assumindo que x1r ∈ N . Então

existem x2, . . . , xn ∈ (xi)i∈Ω e elementos a1, a2, . . . , an ∈ A tais que x1r =

x1a1 + · · ·+ xnan. Assim x1(r− a1) ∈ X1, logo r− a1 ∈ A e portanto r ∈ A.

Em particular x1 6∈ N , pois A 6= R, e assim N é um submódulo próprio de

M . De maneira análoga, obtemos que xir ∈ N se, e somente se, r ∈ A, para

todos i ∈ Ω.

Denotando por ϕi : xiR→M/N ao homomorfismo definido por ϕi(xir) =

xir + N , para todos r ∈ R. Então Ker(ϕi) = xiA e, consequentemente,

ϕi induz um monomorfismo ϕ̄i : xiR/xiA → M/N . Portanto, podemos

considerar Ki = xiR/xiA como um submódulo de M/N .

Assim, pelo visto acima, para i, j ∈ Ω, a aplicação f : Ki → Kj definida

por f(xir +N) = xjr +N é um isomorfismo de módulos.

Queremos mostrar que
∑

i∈Ω Ki ⊆ M/N é uma soma direta. De fato,

suponhamos que (x1r1 + N) + · · · + (xnrn + N) = 0 em M/N , onde rj ∈

R, j ∈ Ω, j = 1, . . . , n. Então existem a1, . . . , an, an+1, . . . , am ∈ A tais que∑n
i=1 xiri =

∑m
j=1 xjaj, onde n + 1, . . . ,m ∈ Ω. Logo xi(ri − ai) ∈ Xi, i =

1, . . . , n. Assim, ri − ai ∈ A e ri ∈ A, i = 1, . . . , n. Consequentemente,

xiri + N = 0, para i = 1, . . . , n. Então a soma
∑

i∈ΩKi é direta, o que

contradiz a hipótese em (2).

(3)⇒ (1)

Suponhamos que N e (Ni)i∈Ω sejam submódulos de M e tomemos x ∈

N + ∩j 6=iNj, para todo i. Então para qualquer i ∈ Ω existem xi ∈ N e

yi ∈ ∩j 6=iNj tais que x = xi + yi. Por hipótese, existem a1, . . . , an ∈ R, com
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{1, . . . , n} ⊆ Ω, tais que
∑n

i=1 a1 = 1 e yiai ∈ ∩j 6=iyjR, para todo i. Assim

yiai ∈ ∩j 6=iNj ∩
∑
j 6=i

yjR ⊆ ∩l∈ΩNl.

Consequentemente, xai = xiai+yiai ∈ N+∩l∈ΩNl. Portanto, x =
∑n

i=l xai ∈

N + ∩l∈ΩNl e conclúımos que M é ω-distributivo.

Agora vejamos algumas consequências interessantes decorrentes do teo-

rema acima.

Um R-módulo M é dito uniserial se para quaisquer x, y ∈ M temos x ∈

yR ou y ∈ xR. Então podemos comparar elementos em módulos uniseriais.

Também, se R é um anel distributivo à direita e P é um ideal completamente

primo contido no radical de Jacobson de R, então para todos a, b ∈ R uma

das seguintes condições valem: a ∈ bR, b ∈ aR ou (aR)S−1 = (bR)S−1,

onde S = R\P é um sistema multiplicativamente fechado de R ([4], Lema

3.3). De fato, como R é distributivo à direita, logo existem x, y ∈ R, com

x + y = 1, tais que ax ∈ bR e by ∈ aR. Suponhamos que a 6∈ bR. Então

x = 1 − y 6∈ U(R), de onde segue que y 6∈ J(R), ou seja, y ∈ S. Portanto,

b ∈ (aR)S−1 e, pelo observado na página 7 (caṕıtulo anterior), obtemos que

(bR)S−1 ⊆ (aR)S−1. Analogamente, se b 6∈ aR, então (aR)S−1 ⊆ (bR)S−1,

e o resultado segue.

No que segue, denotaremos por SP = S\P , onde P ∈Maxr(R).

O corolário a seguir descreve módulos ω-distributivos em termos de con-

dições de comparabilidade e generaliza a Proposição 3.2.23.

Corolário 4.1.3. M é ω-distributivo se, e somente se, para toda famı́lia

(xi)i∈Ω de M e para todo P ∈ Maxr(R) existir i ∈ Ω e s ∈ SP tais que

xis ∈
∑

j 6=i xjR.

Demonstração. Se M é ω-distributivo e (xi)i∈Ω é uma famı́lia em M temos,

pelo Teorema 4.1.2,
∑

i∈Ω(Xi : xi) = R, onde Xi =
∑

j 6=i xjR. Então existem
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a1, . . . , an ∈ R, {1, . . . , n} ⊆ Ω, tais que
∑n

i=1 ai = 1 e xiai ∈ Xi, para

i = 1, . . . , n. Então para algum i ∈ Ω devemos ter ai 6∈ P . Logo s = ai ∈ SP
satisfaz as condições desejadas.

Reciprocamente, seja (xi)i∈Ω uma famı́lia com
∑

i∈Ω(Xi : xi) = A um

ideal à direita próprio de R. Tomando P ∈Maxr(R) com A ⊆ P e s ∈ SP tal

que xis ∈ Xi, para algum i ∈ Ω. Assim, s ∈ (Xi : xi)∩SP ⊆ A∩SP ⊆ P∩SP ,

o que é uma contradição. Então pelo Teorema 4.1.2 o corolário vale.

Corolário 4.1.4. Sejam R um anel admisśıvel e M um R-módulo. Então

são equivalentes as seguintes afirmações:

1. M é ω-distributivo;

2. Para qualquer (xi)i∈Ω ∈ M e qualquer P ∈ Maxr(R), existe i tal que

(xiR)S−1
P ⊆ (

∑
j 6=i xjR)S−1

P ;

3. Para qualquer (xi)i∈Ω ∈ M e qualquer P ∈ Maxr(R), existe i tal que

(
∑

j 6=i xjR)S−1
P = (

∑
j∈Ω xjR)S−1

P .

Demonstração. A equivalência (1) ⇔ (2) é imediata a partir do Corolário

4.1.3 e da Proposição 3.2.21. A implicação (3) ⇒ (2) é clara. Provaremos

(2)⇒ (3).

Se (xi)i∈Ω é uma famı́lia em M e (xiR)S−1
P ⊆ (

∑
j 6=i xjR)S−1

P , então

(
∑

j 6=i xjR)S−1
P ⊆ (

∑
j∈Ω xjR)S−1

P . Logo vale (3).

4.2 n-distributividade

Nesta seção estudaremos o caso em que ω = n ≥ 2 é um número cardinal

finito. Começaremos com algumas definições.

Definição 4.2.1. Sejam R um anel e M um R-módulo à direita.
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1. R é dito um anel de n-cadeia à direita se para quaisquer elementos r0, . . . , rn

de R existir i, 0 ≤ i ≤ n, tal que ri está no ideal à direita gerado pelos

outros elementos rj, j 6= i.

2. R é dito um anel de Prüfer à direita se R é localizável à direita e para todo

P ∈Maxr(R) o anel de frações RP é um anel de cadeia à direita.

3. M é dito um módulo n-serial à direita se para quaisquer x0, . . . , xn em M

existir i, 0 ≤ i ≤ n, tal que xi ∈
∑

j 6=i xjR.

É fácil ver que um módulo M é (n − 1)-serial se, e somente se, para

submódulos N1, . . . , Nn existir i, 1 ≤ i ≤ n, tal que Ni ⊆
∑

j 6=iNj. Também,

seM é (n−1)-serial segue que para quaisquer x1, . . . , xn ∈M temos
∑n

i=1(Xi :

xi) = R, pois existe i ∈ {1, . . . , n} tal que xi ∈
∑

j 6=i xjR, ou seja, 1 ∈ (Xi :

xi) e, portanto, 1 ∈
∑n

i=1(Xi : xi). Consequentemente, M é n-distributivo.

Brungs mostrou em ([2], Teorema 1) que, para um anel noetheriano à

direita (resp. um domı́nio), R é um anel de Prüfer à direita se, e somente

se, R é um anel distributivo à direita. Como consequência dos resultado já

mostrados, vamos fazer a seguinte extensão desse Teorema.

Proposição 4.2.2. Sejam R um anel localizável à direita e M um R-módulo.

Então M é n-distributivo se, e somente se, para qualquer P ∈ Maxr(R) o

RP -módulo MP é (n− 1)-serial.

Demonstração. Por hipótese, para todo P ∈ Maxr(R), MP = M ⊗R RP

existe. Denotemos por h : M → MP a aplicação canônica. Para x1, . . . , xn

em M e 1 ≤ i ≤ n, existe s ∈ SP tal que xis ∈
∑

j 6=i xjR se, e somente

se, h(xi) ∈
∑

j 6=i h(xj)RP . Então, pelo dito acima e pelo Corolário 4.1.3, o

resultado segue facilmente.

Existe uma outra condição equivalente para M ser um módulo n-distri-

butivo, que é bem conhecida para n = 2, conforme vimos em 2.2.3. A prova
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deste resultado é uma consequência de resultados gerais de reticulados.

Proposição 4.2.3. M é um módulo n-distributivo se, e somente se, para

qualquer submódulo N e qualquer famı́lia de submódulos (Ni)
n
i=1 de M temos

N
⋂ n∑

i=1

Ni =
n∑
i=1

(
N
⋂
j 6=i

Nj

)
.

Até o final desta seção assumiremos que o anel R tem um único ideal

maximalM, ou seja, R é um anel local. Neste caso,M é igual ao radical de

Jacobson J(R) de R e todo elemento r ∈ R\M é invert́ıvel.

Sabemos que, sob as condições acima, um anel R é dito distributivo

(ou seja, 2-distributivo) se, e somente se, R é um anel de cadeia à direita

(Proposição 3.2.14). O resultado a seguir é uma extensão desse resultado.

Proposição 4.2.4. Sejam (R, M) como acima e M um R-módulo. Então

M é n-distributivo se, e somente se, M é (n− 1)-serial.

Demonstração. Se M é n-distributivo, dados x1, . . . , xn em M , pelo Corolário

4.1.3, existem i ∈ {1, . . . , n} e s 6∈ M tais que xis ∈
∑

j 6=i xjR. Como s é

invert́ıvel, obtemos que xi ∈
∑

j 6=i xjR e então M é (n − 1)-serial. A outra

implicação já foi observada no ińıcio desta seção.

Se R é um anel comutativo, noetheriano e local, McLean em [8] estudou

condições equivalentes para o número de geradores de um ideal ser igual a n.

O próximo resultado vai nessa direção e é um pouco mais geral.

Corolário 4.2.5. Sejam (R,M) como acima e M um R-módulo. Então as

seguintes condições são equivalentes:

1. M é n-distributivo;

2. Qualquer submódulo finitamente gerado de M é gerado por n−1 elementos;
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3. Se N1, . . . , Nn são submódulos de M , então existe i ∈ {1, . . . , n} tal que

Ni ⊆
∑

j 6=iNj;

4. Para toda famı́lia N1, . . . , Nn de submódulos de M temos

N
⋂ n∑

i=1

Ni =
n∑
i=1

(
N
⋂
j 6=i

Nj

)
.

4.3 O Grau de Distributividade de Anéis de

Matrizes

Nesta seção vamos definir o grau de distributividade de anéis e módulos,

e calcular alguns graus de distributividade, conforme [3], usando o que foi

feito até agora. Calcularemos o grau de distributividade de certos anéis de

matrizes.

Definição 4.3.1. O grau de distributividade de um R-módulo M é o menor

cardinal α tal que M é α-distributivo. Analogamente, o grau de distributivi-

dade à direita de um anel R é o menor cardinal α tal que RR é α-distributivo.

Sejam K um corpo e V um K-espaço vetorial de dimensão n sobre K.

Se tomarmos v0, . . . , vn ∈ V , então existem k0, . . . , kn ∈ K, nem todo nulos,

tais que k0v0 + · · · + knvn = 0. Seja i tal que ki 6= 0, logo vi = −k−1
i k0v0 −

· · · − k−1
i ki−1vi−1 − k−1

i ki+1vi+1 − · · · − k−1
i knvn. Então V é n-serial. E, pelo

visto na seção anterior, V é (n+ 1)-distributivo.

Consideremos agora uma situação mais geral. Sejam R um anel com grau

de distributividade à direita (m+ 1) e L um R-módulo livre de posto n. Em

[3] os autores propõem a seguinte questão: Será que o grau de distributividade

de L é (nm+ 1)? Parece que esta questão não tem, em geral, uma resposta

fácil. Em particular, o exemplo a seguir ilustra esta questão.
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Um anel R é dito semissimples à direita, se R pode ser escrito como soma

direta dos seus ideais à direita minimais, isto é, se R = I1 ⊕ · · · ⊕ In, com

n ∈ N e I1, . . . , In ideais à direita minimais de R.

Exemplo 4.3.2. Sejam R um anel semissimples à direita (resp. à esquerda)

de grau de distributividade (m + 1) e L um R-módulo livre de posto n.

Como R é semissimples com grau de distributividade m + 1, decorre do

Teorema 4.1.2(2) que, R =
⊕m

i=1 Si, onde Si são ideais à direita simples de

R. Seja {v1, . . . , vn} ⊆ L uma base de L, então L =
⊕n

j=1 vjR, ou seja,

L =
⊕n

j=1 (vj
⊕m

i=1 Si). Tomando L0, . . . , Lnm submódulos de L, todos serão

escritos como soma dos submódulos simples vjSi de L. Desse modo, ∃k tal

que Lk ⊆
∑

i 6=k Lj. Portanto L é n-serial, e consequentemente L é (nm+ 1)-

distributivo.

Em [3], foi conjecturado que o grau de distributividade de um módulo

livre de posto n sobre um anel distributivo é n+ 1. Este é o caso quando R

é um domı́nio de cadeia comutativo, como mostra a observação a seguir.

Sejam R um domı́nio de cadeia comutativo e L um R-módulo livre de

posto n. Então L é n-serial.

De fato, tomando v0, . . . , vn ∈ L, temos que ∃j tal que vjR∩
∑

i 6=j viR 6= 0.

Logo vjαj =
∑

i 6=j viαi. Como R é domı́nio de cadeia, existe k tal que

αk 6= 0 e αi = αkri,k,∀i. Portanto vkαk =
∑

i 6=k viαkri,k. Assim, αk(vk −∑
i 6=k viri,k) = 0. Como R é domı́nio, αk 6= 0 e L é livre, segue que vk =∑
i 6=k viri,k. Deste modo, vk ∈

∑
i 6=k viR. Portanto L é n-serial.

O seguinte exemplo é uma consequência da observação acima e da Proposição

4.2.2.

Exemplo 4.3.3. Sejam R um domı́nio distributivo comutativo e L um R-

módulo à direita de posto n. Então L tem grau de distributividade n+ 1.
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Agora queremos calcular o grau de distributividade de um anel de ma-

trizes sobre um anel. Para isso precisaremos de alguns resultados auxiliares.

Lema 4.3.4. Sejam R um anel e S =Mn(R) o anel das matrizes n×n sobre

R. Então I é um ideal à direita de S se, e somente se, existe um submódulo

N de Rn tal que I é o conjunto de matrizes cujas colunas são elementos de

N .

Demonstração. É claro que a matriz I cujas colunas pertencem a N é um

ideal à direita de S. De fato, pois claramente a matriz nula pertence a

I. Dadas duas matrizes de I, V = (v1, . . . , vn) e W = (w1, . . . , wn), onde

v1, . . . , vn, w1, . . . , wn são as colunas de V e W , respectivamente, que são

elementos de N . Então V −W = (v1−w1, . . . , vn−wn) ∈ I, pois (vi−wi) ∈ N .

Dados B = (bi)1≤i≤n ∈ I, onde bi ∈ N , e A = (ai,j)1≤i,j≤n ∈ S. Então

BA = (a1,1b1 + · · · + an,1bn, a1,2b1 + · · · + an,2bn, . . . , a1,nb1 + · · · + an,nbn).

Como N é um módulo, as colunas de BA pertencem a N e, portanto, BA ∈ I.

Então, o conjunto das matrizes cujas colunas são elementos de N é um ideal

à direita de S.

Reciprocamente, seja I um ideal à direita de S e denotamos por N ao

conjunto de todos os elementos v ∈ Rn tais que (v, 0, . . . , 0) ∈ I, onde

(v, 0, . . . , 0) é a matriz cuja primeira coluna é v e as demais são nulas. É

fácil ver que para qualquer i ∈ {1, . . . , n}, N coincide com o conjunto dos

w ∈ Rn tal que existe uma matriz em I cuja i-ésima coluna é w e as demais

são zero. De fato, pois multiplicando uma matriz da forma (v, 0, . . . , 0) pela

matriz (al,j)1≤l,j≤n, onde a1,i = 1, com i fixo, e todas as demais entradas são

nulas, obtemos a matriz cuja i-ésima coluna é v e as demais são 0. Então dada

uma matriz qualquer A = (a1, . . . , an) ∈ I, temos que ai ∈ N, i = 1, . . . , n

e, claramente, N é um submódulo de Rn.
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Corolário 4.3.5. Para qualquer anel R, o grau de distributividade à direita

(resp. à esquerda) do anel Mn(R) coincide com o grau de distributividade à

direita (resp. à esquerda) do módulo à direta (resp. à esquerda) livre Rn.

Demonstração. É claro, pelo lema anterior, que a aplicação que faz corres-

ponder um submódulo N de Rn ao ideal à direita I deMn(R), cujas colunas

são elementos de N , define uma bijeção, que preserva intersecções e somas,

entre o reticulado de submódulos de Rn e o reticulado dos ideais à direita de

Mn(R).

Como consequência imediata do exemplo e do corolário acima, obtemos

o seguinte exemplo.

Exemplo 4.3.6. Seja R um domı́nio distributivo e comutativo. Então o

grau de distributividade à direita (resp. à esquerda) de Mn(R) é n+ 1.
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