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RESUMO

ANALISE ESTATICA E DINAMICA, LINEAR E NAO-LINEAR GEOMETRICA,
ATRAVES DE ELEMENTOS HEXAEDRICOS DE OITO NOS COM UM PONTO
DE INTEGRACAO

Para a analise estatica e dinamica, linear e ndo-linear de placas, cascas e vigas,
implementa-se neste trabalho o elemento hexaédrico com integracdo reduzida, livre de
travamento volumétrico e travamento de cisalhamento e que ndo apresenta modos
espurios.

Na formulagdo do elemento, utiliza-se apenas um ponto de integragdo. Desta
forma, a matriz de rigidez ¢ dada de forma explicita e o tempo computacional ¢
significativamente reduzido, especialmente em analise ndo-linear. Os modos espurios
sdo suprimidos através de um procedimento de estabilizagdo que ndo exige parametros
especificados pelo usudrio. Para evitar o travamento de cisalhamento, desenvolve-se o
vetor de deformagdes num sistema co-rotacional e remove-se certos termos nao
constantes nas componentes de deformacdes de cisalhamento. O travamento
volumétrico ¢ resolvido fazendo-se com que a parte dilatacional (esférica) da matriz
gradiente seja avaliada apenas no ponto central do elemento.

Como a eliminagao do travamento de cisalhamento depende de uma abordagem
no sistema local, emprega-se um procedimento co-rotacional para obter o incremento de
deformacdo no sistema local e atualizar os vetores de tensdes e forcas internas na
analise ndo-linear.

Para a solucdo das equagdes de equilibrio na analise estatica, utilizam-se
métodos diretos baseados na eliminacao de Gauss ou métodos iterativos de Gradientes
Conjugados Precondicionado elemento-por-elemento (EBE). Para a andlise dindmica, as
equacdes de equilibrio sdo integradas através do método explicito de Taylor-Galerkin
ou do método implicito de Newmark.

Através de exemplos numéricos demonstra-se a eficiéncia e o potencial do
elemento tridimensional na andlise de casca, placas e vigas submetidas a grandes
deslocamentos e grande rotagdes. Os resultados sdo comparados com trabalhos que

utilizam elementos classicos de placa e casca.
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ABSTRACT

LINEAR AND GEOMETRICALLY NONLINEAR, STATIC AND DYNAMIC
ANALYSIS USING THE EIGHT-NODE HEXAHEDRAL ELEMENT WITH ONE-
POINT QUADRATURE

An eight-node hexahedral element with reduced integration, which is free of
volumetric and shear locking and has no spurious singular modes, is implemented here
for linear and geometrically nonlinear, static and dynamic analysis of plates, shells and
beams.

In the element formulation, one-point quadrature is used so that the element
tangent stiffness matrix is given explicitly and computational time is substantially
reduced, specially in the geometrically nonlinear analysis. Hourglass control is provided
to suppress spurious modes and user specified parameters are not needed. In order to
avoid shear locking the strain vector is written in a local corotational system and certain
non-constant terms in the shear strain components are omitted. The volumetric locking
is cured by evaluating the dilaticional part of gradient matrices only at one quadrature
point.

As the elimination of the shear locking depends on the proper treatment in a
local system, a corotational procedure is employed to obtain the deformation part of the
displacement increment in the corotational system and update element stresses and
internal force vectors.

For the solution of equilibrium equations in static analysis, direct methods based
on Gauss elimination or the element-by-element (EBE) preconditioned conjugate
gradient (PCG) methods are employed. For the dynamic analysis, the equation of
motion are integrated using the Taylor-Galerkin explicit scheme or the Newmark
implict scheme.

Numerical examples verify the computational efficiency and the potential of the
three-dimensional element in the analysis of shells, plates and beams undergoing large
displacements and rotations. Results are compared to those employing classic plate and

shell elements.
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1 INTRODUCAO

1.1  GENERALIDADES

A analise nao-linear de estruturas, especialmente de placas e cascas, ¢ um dos
assuntos que mais tém atraido a atengdo dos pesquisadores. Iniimeros elementos tém
sido desenvolvidos, sendo que em sua maioria, as matrizes dos elementos sdo obtidas
através de integracdo numérica. Porém, sabe-se que para andlise ndo-linear de
problemas de grande porte, principalmente na andlise dindmica com esquemas
explicitos, o custo computacional ¢, em grande parte, determinado pela eficiéncia do
elemento empregado. Por isto, ao longo dos tltimos anos a Tecnologia do Elemento tem
se concentrado no desenvolvimento de elementos mais rapidos e mais confiaveis
possiveis através da integragdo reduzida. Destacam-se os elementos cujas matrizes sao
dadas de forma explicita, pois além de reduzirem o tempo de processamento, permitem
adequado aproveitamento dos processadores vetoriais disponiveis nos modernos
supercomputadores.

O uso de elementos finitos com integracao completa (IC) em geral garante a
convergéncia e a estabilidade da solucdo a medida que se refina a malha. Entretanto, o
uso destes elementos, principalmente em problemas tridimensionais, requer muitas
operacdes computacionais para avaliar a matriz de rigidez do elemento e o vetor de
forgas internas, além de apresentarem travamento volumétrico (volumetric locking) para
materiais incompressiveis, ou aproximadamente incompressiveis, e travamento de
cisalhamento (shear locking) em estruturas finas sujeitas a flexao.

Uma solugdo para estes problemas ¢ o uso de integracdo reduzida seletiva (IS),
na qual a integragdo completa e a integracdo reduzida sao aplicadas em diferentes
termos para formar a matriz de rigidez do elemento. Apesar de apresentar bons
resultados onde a IC apresenta problemas, este esquema nao ¢ competitivo porque ainda
assim se torna custoso computacionalmente.

Por isso, os elementos finitos com integracdo reduzida uniforme (IR),
principalmente com um ponto de integracdo, sdo os elementos mais eficientes
computacionalmente. Entretanto, os resultados obtidos através destes elementos podem
ser insatisfatorios ou sem significado fisico quando modos espurios sdo excitados. Estes

modos correspondem a deformagdes ndo constantes no interior do elemento e sdo



conhecidos como instabilidades de malha, modos cinematicos, modos de energia nula,
modos espurios, ou ainda hourglass (na terminologia no idioma inglés), os quais
conduzem a singularidade da matriz de rigidez global. Desta forma, o uso de elementos
com integragcdo reduzida requer um eficiente esquema de estabilizagdo numérica para
suprimir tais modos espurios.

Um maior entendimento deste assunto tem sido alcangado apenas recentemente
na literatura técnica, especialmente em trabalhos publicados por Belytschko, Liu e co-
autores. Muitas técnicas propostas provam ser eficientes, mas algumas delas tém suas
limitacdes. Uma breve revisdo destes trabalhos serd apresentado no item seguinte,
citando-se principalmente algumas pesquisas recentes que motivaram a presente

dissertacao.

1.2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Um dos primeiros trabalhos visando o controle dos modos espurios foi
desenvolvido por Kosloff e Frazier (1978). Neste trabalho, cddigos computacionais com
um ponto de integracao sdo usados para calcular matrizes de rigidez para quadrilateros e
hexaedros de baixa ordem. A estabilizacao dos elementos ¢ feita adicionando-se termos
para eliminar a singularidade da matriz de rigidez. Como o processo consiste em
resolver uma série de sistemas de equacdes, o método se torna bastante
contraproducente. Posteriormente, verificou-se que estes elementos, quando tém forma
distorcida, ndo passam no patch test (terminologia no idioma inglés — teste descrito no
item 2.3), o qual avalia a estabilidade e convergéncia do elemento.

Flanagan e Belytschko (1981) propuseram uma técnica que aliviava alguns dos
problemas associados com os elementos com integragdo reduzida até entdo estudados.
Para os elementos passarem no patch test, adotam-se vetores gradientes uniformes e os
termos de estabilizacdo sdo obtidos assegurando-se a consisténcia das equacdes do
elemento finito através de uma “viscosidade artificial”. Um vetor de estabilizagao y ¢
usado para a constru¢do da matriz de estabilizagcdo e introduzir corre¢des no vetor de
forcas internas. Entretanto, a magnitude desta estabilizagdo depende de um pardmetro
especificado pelo usudrio, o qual ndo pode ser determinado sistematicamente. A
eliminacao do travamento volumétrico e de cisalhamento nao sao enfatizadas.

Um método sem parametros a serem definidos pelo usuério para o controle dos

modos espurios e que utiliza apenas um ponto de integrag¢do foi proposto por Liu ef al.
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(1985). Nesta técnica, os elementos sdo estabilizados expandindo-se as deformagdes em
uma série de Taylor no ponto central do elemento até termos bi-lineares. E mostrado
que os vetores de estabilizagdo y, podem ser obtidos naturalmente tomando-se as
derivadas parciais com relacdo as coordenadas naturais. Desta forma, as componentes
de tensdo e deformagdo podem ser geradas baseadas em um sistema de coordenadas
ortogonais. O problema do travamento volumétrico apresentado por este elemento ¢
aliviado aplicando-se integracdo reduzida de forma ndo uniforme. Entretanto, o
travamento de cisalhamento em problemas de flexdo ndo ¢ eliminado, sendo portanto
inadequados para a andlise de placas e cascas submetidas a flexdo. Além disso, os
elementos tridimensionais ndo passam pelo patch test pois a matriz gradiente nio ¢
avaliada corretamente, conforme indica o trabalho de Flanagan e Belytschko (1981).

Koh e Kikuchi (1987) propuseram uma outra técnica chamada de integracao
reduzida direcional. Os autores também usam expansdo em séries de Taylor para
aproximar as deformagdes no elemento. Em contraste com a integracdo reduzida
seletiva (IS), onde certas partes do trabalho interno virtual sdo sub-integradas
uniformemente em todas as direcdes, a integragdo reduzida direcional sub-integra em
apenas certas dire¢des. Entdo, aqueles modos associados com o travamento de
cisalhamento sdo removidos. Esta técnica mostra-se bastante eficaz com elementos em
duas dire¢des, porém para elementos hexaédricos os modos esplrios nao sdo totalmente
suprimidos.

Belytschko e Binderman (1991) desenvolveram um elemento quadrilatero de 4
noés utilizando-se um ponto de integragdo e um processo de estabilizacdo através de
deformacdes assumidas. Com campos de deformagao assumida, componentes do campo
que levam ao travamento volumétrico e de cisalhamento sdo eliminados por proje¢ao.
Posteriormente, Belytschko e Bindeman (1993) estenderam a teoria para elementos
hexaédricos com 4 pontos de integracdo para a andlise elasto-plastica, empregando-se
um sistema de coordenadas co-rotacional. O inconveniente da formulagdo ¢ o fato da
matriz que relaciona componentes de deformagdes e deslocamentos, B, ser dependente
do material (especificamente do coeficiente de Poisson v).

Mais tarde, Liu et al. (1994) desenvolveu uma formulagdo utilizando 4 pontos de
integracao para o hexaedro de 8 nds. Este método nao requer parametros definidos pelo
usuario ¢ a matriz B, a qual independe do material, ¢ dada de forma explicita. Para
evitar o travamento de cisalhamento, o vetor de deformagdes generalizado ¢

desenvolvido em um sistema co-rotacional e certos termos ndo constantes nas



componentes de deformagao de cisalhamento sdo omitidos. O travamento volumétrico ¢
resolvido fazendo-se com que a parte dilatacional (esférica) da matriz gradiente seja
sub-integrada e avaliada apenas no ponto central do elemento (§,n,0). Justifica-se o
emprego de 4 pontos de integragdo para melhorar a precisdo com relagdao aos elementos
que adotam apenas um ponto de integracdo e para poder capturar frentes plasticas na
malha durante carga e descarga na analise elasto-plastica. E mostrado que estes
elementos fornecem bons resultados em cascas finas fletidas. Porém, por serem mais
caros computacionalmente que os elementos que adotam apenas um ponto de
integragdo, seu emprego nao se justifica para analises com material elastico linear.

Recentemente, Hu e Nagy (1997) propuseram um elemento hexaédrico com um
ponto de integragdo baseado na formulagdo de Liu er al. (1994). Os vetores de
deformacgdes e tensdes sdo primeiramente expandidos em uma série de Taylor no centro
do elemento até termos bi-lineares. Os termos constantes sdo usados para computar o
vetor de forcas internas do elemento e os termos lineares e bi-lineares sao usados para
formar o vetor de forgas de estabilizagao dos modos espurios. Um tratamento especial ¢
também aplicado para a matriz gradiente (deformag¢ao-deslocamento), removendo-se de
forma seletiva aqueles modos associados com o travamento volumétrico e de
cisalhamento, sem afetar a estabilidade do elemento (mesmo procedimento utilizado por
Liu et al., 1994). Além disso, adotam-se os vetores gradientes uniformes propostos por
Belytschko e Bindeman (1981) ao invés dos avaliados no ponto central do elemento,
garantindo-se desta forma que o elemento resultante passe no patch test .

Esta formulagdo apresentada por Hu e Nagy (1997) foi utilizada no presente
trabalho com o intuito de obter um cddigo computacional robusto para analise ndo-
linear geométrica, estatica e dindmica, e adequado para um melhor aproveitamento dos
processadores vetoriais disponiveis nos modernos supercomputadores, pois se trabalha

com expressoes explicitas dos vetores e matrizes a nivel de elemento.

1.3 MOTIVACAO E OBJETIVOS

Conforme ja mencionado, inumeros elementos para a analise ndo-linear de placas
e cascas tém sido desenvolvidos nos tltimos anos. Entretanto, a maioria destes estudos
utiliza elementos planos. Pretende-se alcancar os resultados obtidos nestes trabalhos
empregando-se elementos tridimensionais, os quais tem um campo de aplicacdo muito

maior.



Entdo, o objetivo principal da pesquisa € a construcdo de rotinas computacionais
para a analise linear e ndo-linear geométrica, estatica e dindmica, de placas e cascas
através do Método dos Elementos Finitos, utilizando-se elementos hexaédricos com
apenas um ponto de integracdo que:

(a) Sejam capazes de resolver os “benchmark tests” em analises ndo-linear geométrica,

(b) Possuam matrizes dadas em forma explicita;

(c) Apresentem adequado controle dos modos espurios associados ao processo de
integracgao reduzida;

(d) Nao sofram travamento volumétrico, mesmo quando o material se torne
praticamente incompressivel;

(e) Fornegam resultados satisfatorios em problemas de flexdo pura (caso critico para
travamento de cisalhamento);

(f) Apresentem desempenho satisfatorio mesmo com malha grosseira e elementos
distorcidos;

(g) Nao requeram parametros de estabilizacdo artificiais.

Também como forma de diminuir a memodria e tempo de CPU requeridos pelo
supercomputador, pretende-se empregar métodos iterativos com precondicionamento
elemento-por-elemento como alternativa para a solugdo do sistema de equagdes em

problemas estaticos e métodos implicitos em andlise dindmica de grande porte.

1.4 ORGANIZACAO DO TEXTO

O texto deste trabalho ¢ composto por 8 capitulos. No capitulo 2 sdo comentados
os avancos desenvolvidos na area de Tecnologia do Elemento e algumas defini¢des
importantes para o entendimento do tema abordado. No capitulo seguinte, apresenta-se
a formulacdo para andlise linear e o correspondente processo de estabilizacdo dos
modos espurios. No capitulo 4, apresenta-se o0 método implicito e explicito empregados
para andlise dindmica linear. Os capitulos 5 e 6 sdo dedicados a analise nado-linear
estatica e dindmica, respectivamente. Na seqiiéncia, apresenta-se os exemplos testados e
no ultimo capitulo sdo feitas as conclusdes finais. No Apéndice I desenvolvem-se
formulas relativas ao elemento empregado e no Apéndice Il comenta-se sobre o método
dos Gradientes Conjugados com precondicionador Diagonal e precondicionador

proporcionado pela fatorizacao incompleta de Cholesky.



2  TECNOLOGIA DO ELEMENTO

2.1 INTRODUCAO

A Tecnologia do Elemento tem por objetivo estudar e desenvolver elementos
com melhor desempenho, particularmente para célculos em larga escala e para materiais
incompressiveis. Para célculos em larga escala, a Tecnologia do Elemento tem se
concentrado, principalmente, na integracdo reduzida para alcancar elementos mais
rapidos. Em trés dimensdes, sabe-se que ¢ possivel desenvolver elementos
significativamente mais velozes através desta técnica. Entretanto, deve-se garantir a
estabilizacdo do elemento através de um procedimento confiavel.

O segundo maior desafio da Tecnologia do Elemento tem sido eliminar as
dificuldades associadas com o tratamento de materiais incompressiveis. Elementos de
baixa ordem, quando aplicados a materiais incompressiveis, tendem a exibir travamento
volumétrico. No travamento volumétrico, conforme sera comentado (item 2.7), os
deslocamentos sdo subprescritos, devendo-se multiplica-los por fatores significativos
para obter-se os resultados corretos (5 a 10 para malhas razoaveis). Isto ocorre em
materiais isotropicos eldsticos lineares com coeficiente de Poisson 0,5 € em materiais
hiper-elasticos (borracha). Também muitos fluidos sdo considerados incompressiveis.
Materiais elasto-plasticos, quando submetidos a grandes deformagdes plasticas, também
tém freqiientemente um comportamento praticamente incompressivel.

Por estas razdes, o desenvolvimento de elementos verdadeiramente robustos ndo

¢ uma tarefa fécil, especialmente para elementos de baixa ordem.

2.2 VISAO GERAL DO DESEMPENHO DOS ELEMENTOS

Esta secdo descreve as caracteristicas, citadas por Belytschko (1996), de
elementos que sdo largamente usados para andlise tridimensional do continuo. A
descricdo ¢ limitada a elementos que sdo baseados em poligonais de ordem quadratica
ou menor, pois elementos de maior ordem raramente sdo usados em analise ndo-linear.

Em se tratando da geracdo da malha, os elementos tetraé¢dricos sdo mais atrativos
porque os mais poderosos geradores de malha de hoje em dia somente sdo aplicaveis a

estes elementos. Geradores de malha para elementos hexaédricos tendem a ser menos



robustos e mais demorados. Portanto, elementos tetraédricos sdao preferiveis quando
todas as outras caracteristicas de performance sdo as mesmas para o propodsito geral da
analise.

Os elementos de baixa ordem mais freqiientemente usados sao o tetracdro de 4
nos e¢ o hexaedro de 8 nos. Como ¢é sabido da teoria de elementos finitos lineares, o
campo de deslocamentos do tetraedro € linear, enquanto que o campo de deslocamento
do hexaedro ¢ tri-linear. Entdo, estes elementos podem representar exatamente um
campo de deslocamento linear e um campo de deformagdo constante.
Consequentemente, eles satisfazem o patch test padrao, o qual sera descrito mais a
frente. O fato de satisfazer este teste padrao assegura que o elemento converge em
analise linear, e fornece uma boa garantia para um comportamento convergente em
problemas nao-lineares, embora ndo existam provas tedricas para esta afirmacao.

O tetraedro de 4 nds ndo apresenta bom desempenho para materiais
incompressiveis, pois manifesta severo travamento volumétrico. Na verdade, até pode-
se evitar este fendmeno em tetraedros fazendo-se um arranjo especial na geracdo da
malha. Mas, desta forma, perde-se as vantagens do uso deste elemento, pois a malha ¢
similar a que ¢ obtida com hexaedros (Belytschko, 1996).

Quando a integracdo completa ¢ empregada, o hexaedro apresenta travamento
volumétrico para materiais incompressiveis. Para estes elementos, o travamento
volumétrico pode ser eliminado utilizando-se integracdo reduzida, adotando-se apenas
um ponto de integragdo, ou utilizando-se integracdo reduzida seletiva, a qual aplica um
ponto de integracdo sobre os termos volumétricos e integracdo completa (2x2x2 pontos
de Gauss) sobre os termos desviadores.

Os subsequentes elementos de maior ordem sdo o tetraedro de 10 nods e o
hexaedro de 20 ¢ 27 nds. Analisando-se, por exemplo, o tetraedro de 10 nos, verifica-se
que este apresenta campo de deslocamento quadratico completo e campo de deformacgao
linear completo quando os lados do elemento sdo retos. A convergéncia destes
elementos ¢ quadratica quando os deslocamentos no né localizado no meio do lado ¢
pequeno, comparado com o comprimento do elemento, ou quando as distor¢des
geométricas sao pequenas (Belytschko, 1996). Estes elementos passam no patch test
linear e quadratico quando os lados sdo retos, mas apenas no patch test linear quando os
lados do elemento sdo curvos. Em outras palavras, estes elementos ndo podem
reproduzir exatamente um campo de deslocamentos quadratico quando os lados nao sao

retos. Em problemas nao-lineares com grandes deslocamentos e grandes rotacgdes, o



desempenho destes elementos diminui quando os no6s no meio dos lados movem-se
substancialmente. Esta conclusdo pode ser estendida para os demais elementos, ou seja,
a distor¢do dos elementos ¢ uma dificuldade sempre presente no uso de elementos de
maior ordem para analises com grandes deslocamentos e grandes rotagdes, pois a taxa
convergéncia decresce significativamente quando eles estdo distorcidos, e ainda,
procedimentos de solugdo freqiientemente falham quando a distor¢ao € excessiva.
Devido a todas estas constatacdes citadas quanto ao desempenho dos elementos,
pode-se considerar o hexaedro de 8 nds com integragdo reduzida (quadratura de Gauss
Ix1x1) e controle dos modos espurios como uma alternativa interessante para a analise

nao-linear com grandes deslocamentos e grandes rotagdes.

2.3 O PATCHTEST

Esse ¢ um importante teste para avaliar o desempenho de um elemento. Em sua
forma padrao (standard patch test) o teste verifica se a aproximacao para o campo dos
deslocamentos ¢ completa, isto é, verifica a habilidade do elemento para reproduzir
polindmios de uma ordem especifica.

Segundo Belytschko (1996), no patch test os elementos devem estar distorcidos,
pois o comportamento nesta situacdo pode diferir do comportamento de elementos
regulares. Nao devem ser aplicadas forcas de corpo e as propriedades do material devem
ser uniformes e o comportamento elastico-linear.

No caso do patch test linear, deslocamentos lineares sdo prescritos nos nos
exteriores para testar se os deslocamentos nos nds interiores e as deformagdes em todos
os elementos correspondem ao campo de deslocamentos especificado. Este teste ¢
extremamente util para avaliar a eficacia da formulagcdo do elemento e para examinar
sua estabilidade e seu comportamento em relagdo a convergéncia. Quando o teste falha,
significa que o elemento ndo ¢ completo, isto ¢, ndo € capaz de reproduzir um campo de
deslocamento linear, ou hd um erro no programa em desenvolvimento.

Como ja foi citado, elementos isoparamétricos sempre passam no teste,
entretanto, quando se utilizam técnicas de integracdo reduzida e procedimentos de
estabilizacdo, nem sempre os elementos resultantes passam pelo patch test (Belytschko,

1996).



2.4 MODOS ESPURIOS (HOURGLASS MODES)

Quando se utiliza integragdo reduzida, podem-se desenvolver mecanismos
internos associados a modos de deformacgao nula (modos espurios). Estes mecanismos
se formam quando o campo de deslocamentos nodais gera outro campo de deformacgdes
que se anula nos pontos de integragao numérica (Onate, 1995).

Este ¢ o caso dos mecanismos que ocorrem nos elementos planos com
integragdo reduzida mostrados na Fig. 2.1. Como mostra a Fig. 2.1b, os elementos
diferenciais de area no pontos de integracdo de Gauss giram sem se deformarem.
Enquanto que os elementos diferenciais de drea em 2.1a nem sequer sofrem qualquer

movimento rigido.

XD/D\D

,

(a)

FIGURA 2.1 — Modos de energia nula em elementos planos.
FONTE: Oiate, 1995.

Percebe-se na configuracio deformada da malha com modos espurios (Fig.
2.1a), que o par de elementos se parece com uma ampulheta (relogio de vidro e areia),
dai a razdo do termo em inglés hourglass.

Segundo Belytscko (1996), esse fendmeno ocorre em muitas outras areas, por
isso existe uma grande variedade de nomes. Eles ocorrem freqiientemente em elementos
hibridos, onde s3o chamados modos de energia nulo ou modos espurios. S3o assim
conhecidos pelo fato de ndo gerarem deformacgdes nos pontos nos quais os elementos
sdo avaliados. Desta forma, eles nao realizam trabalho.

Em andlise estrutural, modos espurios aparecem quando ha redundancia
insuficiente, isto ¢, o nimero de membros estruturais ¢ insuficiente para impedir
movimentos de corpo rigido de parte da estrutura. Tais modos freqiientemente ocorrem
em estruturas de treligas tridimensionais e sao chamados de modos cinematicos. Sao

ainda conhecidos como instabilidade de malha, hourglass, keystoning e chickenwiring



(Belytscko, 1996). Para discretizacdes em elementos finitos, modos espurios parece ser
o termo mais apropriado, por isso este serd utilizado ao longo do trabalho.

A condicdo a qual leva a existéncia de modo espurios € a deficiéncia de posto da
matriz (matrix rank) de rigidez do elemento. Quando elementos com posto (rank)
deficiente sdao usados, a matriz de rigidez do sistema freqiientemente serd singular ou
aproximadamente singular. Por isso, em métodos matriciais, os modos espurios podem
ser detectados pela presenga de zeros ou valores muito préximos de zero na diagonal da
matriz de rigidez global. Caso apresente valores bastante pequenos, a matriz de rigidez
sera praticamente singular e a solug@o para os deslocamentos sera oscilatoria no espago,
ou seja, eles exibirdo modos espurios. Em sistemas de solugdo iterativos, a presenca de

modos espurios freqiientemente levara a divergéncia da solugao.

2.5 DEFICIENCIA DE POSTO (RANK DEFICIENCY)

Para um desempenho confiavel, o elemento deve apresentar apropriado posto
(rank). Quando o posto ¢ baixo demais, a matriz de rigidez global pode ser singular ou
aproximadamente singular, neste caso exibindo modos espurios. Quando o posto do
elemento for alto demais, ele deformara de forma extremamente rigida e falhara na sua
convergéncia, ou convergird lentamente (Ofiate, 1995).

O correto rank do elemento hexaédrico de 8 nds ¢ 18 (isto €, 24 graus de
liberdade menos 6 modos de corpo rigido). Neste caso, a quadratura de Gauss 2x2x2 ¢
suficiente para garantir este correto rank.

Apenas um ponto de integragdo produz uma matriz de rank 6, ou seja, existem
12 modos de energia nula (24 graus de liberdade, menos 6 modos de corpo rigido,
menos 6 componentes do tensor de tensdes avaliadas no ponto central). Por isso, para
aplicar integragdo reduzida deve-se utilizar um eficiente processo de estabilizacao dos
modos espurios.

A maioria dos processos de estabilizacdo propostos sugerem adicionar uma
matriz de correcdo ,K“"*“° | a matriz de rigidez obtida com a integracio reduzida, K%,
a fim de se obter a matriz “exata” ou “correta” (com posto “rank” suficiente).

Kexata — KIR + Kcorreaio (2 1)
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2.6 SELECAO DA ORDEM DE INTEGRACAO

Seleciona-se o numero de pontos de integracdo de acordo com o grau dos

o~

polindmios que aparecem nas integrais dos elementos. Quando o elemento

o~

isoparamétrico, estas integrais contém funcdes racionais € a integragdo exata nao
possivel. Neste caso, escolhe-se uma quadratura que integre exatamente a matriz (ou
vetor) de um elemento retangular ou triangular analogo de lados retos em que, por ser o
Jacobiano constante, as integrais s6 contenham fung¢des polinomiais.

Conforme Ofate (1995), estd comprovado que neste ultimo caso basta que a
quadratura selecionada integre exatamente os termos de K,-j(e) correspondentes ao
polindmio completo contido nas fun¢des de forma, pois, de fato, estes sdo os Unicos
termos que contribuem significativamente para a aproximagdo e convergéncia da
solucao.

Esta ordem de integracao recebe o nome de quadratura minima para manter a
convergéncia. Na pratica, a quadratura minima ¢ a mais recomendada ja que,
obviamente, ¢ a mais econdmica em numero de operagdes. E interessante constatar que,
em certas ocasioes, a integragdo minima proporciona inclusive melhores resultados
devido a maior flexibilidade que confere ao elemento, o que cancela, em parte, os erros
por excesso de rigidez inerentes a discretizagdo e ao campo de deslocamentos suposto.

Alguns autores associam o nome de quadratura minima aquela que garante que o
elemento possa reproduzir um estado de deformacdo constante. Isto implica que a
quadratura escolhida deve poder avaliar corretamente o volume do elemento, o que em

coordenadas naturais representa exatamente calcular a seguinte integral:
mV dédndeé . (2.2)

Porém, em elementos hexaedros de 8 nos esta condi¢do ¢ muito fraca, pois exige

Je

apenas uma quadratura de um s6 ponto (Fig. 2.2), o que geralmente viola a exigéncia
minima para garantir a convergéncia e pode dar origem a mecanismos internos
associados a modos de energia nula (ja comentado). Portanto, para adotar a quadratura
minima deve-se promover uma eficiente estabilizacdo para a matriz de rigidez e vetores

de forga interna dos elementos.
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FIGURA 2.2 — Quadraturas minima e exata para integracao de hexaedros de 8 nos.
FONTE: Oiiate, 1995.

2.7 TRAVAMENTO VOLUMETRICO (VOLUMETRIC LOCKING)

A discretizagdo em elementos finitos de materiais incompressiveis pode conduzir
a uma anomalia de origem numérica denominada de travamento volumétrico ou, do
idioma inglés, volumetric locking.

Este tipo de fendmeno ocorre apenas em problemas em que haja restricdo de
deformagdo. Em problemas de estado plano de tensdo, por exemplo, nos quais se admite
uma componente de tensdao nula na dire¢do normal ao plano considerado, como existe
dilatacao livre nesta dire¢ao, nao ocorrera o fenomeno do travamento volumétrico.

Considere-se como exemplo um estado plano de deformagdes em que existe um
elemento impedido de se deslocar em duas extremidade (elemento 1 — lados de

comprimento a e b), conforme indicado na Fig. 2.3.

7 8 9\>
O O)
i 6
b o 0 |
1 2 5}
|

FIGURA 2.3 — Travamento volumétrico em estado plano de deformacdes.
FONTE: Belytschko, 1996.

Caso o material seja incompressivel, os outros dois lados do elemento 1 nao

poderao modificar seu comprimento ou movimentar-se devido a invariancia de volume.
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Portanto, o elemento correspondente estara totalmente fixo ou trancado,
independentemente da carga aplicada, e este travamento volumétrico se propagard por
toda a malha.

Segundo Belytschko (1996), um procedimento que pode aliviar este fenomeno ¢é
um refinamento de malha. No entanto, apesar do refinamento aumentar o nimero de
graus de liberdade, o mesmo também aumenta o nimero de restricdes. Assim, o
refinamento somente serd uma saida para o problema do /ocking se o nimero de graus
de liberdade aumentar mais rapido que o nimero de restricdes. Entretanto este ¢ apenas
um critério qualitativo, uma vez que ndo sdo consideradas as condi¢des de contorno.

Outra alternativa que ¢ considerada muito mais eficaz ¢ o uso de integracao
seletiva ou reduzida. Como a energia volumétrica é zero apenas no ponto central do
elemento (Zhu e Cescotto, 1996), este procedimento consiste em avaliar as tensdes
volumétricas apenas neste ponto. Caso as tensdes desviadoras sejam também avaliadas
apenas neste ponto, denomina-se integragao reduzida uniforme. Para os casos em que se
adota uma integracdo completa para os termos das tensdes desviadoras, chama-se
integragdo seletiva. E o caso onde se utiliza integracdo reduzida de outra ordem para
apenas estes termos denomina-se integracdo reduzida de forma seletiva ou nao

uniforme.

2.8 TRAVAMENTO DE CISALHAMENTO (SHEAR LOCKING)

As deformacgdes espurias devido ao travamento de cisalhamento sdo diferentes
daquelas geradas pelo travamento volumétrico. Segundo Belytschko (1996), se ha
travamento volumétrico os resultados ndo convergem; ja no caso de modos espurios
excitados devido ao travamento de cisalhamento a solug¢do converge, mas de forma
muito mais lenta. Entdo, o termo “rigidez excessiva para esfor¢o de cisalhamento” seria,
na verdade, mais adequado.

Para problemas de flexdo pura o esfor¢co de cisalhamento deve desaparecer.
Entretanto, conforme Zhu e Cescotto (1996), a taxa de cisalhamento ¢é diferente de zero
ao longo de todo dominio do elemento quando se utiliza o campo de deformagdes de
cisalhamento completo em elementos de baixa ordem. Desta forma, esquemas com
integragdo completa causam uma rigidez adicional associada a energia de cisalhamento
ndo esperada, e o resultado disto ¢ uma péssima convergéncia. Por isso, o travamento de

cisalhamento deve ser eliminado suprimindo-se a parte nao constante do campo de
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deformacao de cisalhamento. Entretanto, em casos tridimensionais, este tratamento pode

induzir ao travamento em casos de tor¢do pura. Na verdade, existem dois tipos de

problemas fisicos conflitantes na analise de tensdes associadas com os modos fisicos:

(1) problemas de flexdo pura, onde o excesso de energia de cisalhamento deve ser
removido para evitar o travamento para esfor¢o de cisalhamento;

(2) problemas de torcao pura, onde somente a energia de cisalhamento existe, devendo a
mesma ser mantida para evitar o fenomeno de modos espurios torsionais.

Como deformacgdes de flexdo e tor¢do sdo consideragdes extremamente opostas
quanto ao cisalhamento, mas podem ocorrer simultancamente na estrutura, a sub-
avaliacdo da deformacao de cisalhamento deve ser tomada cuidadosamente para evitar
travamento de cisalhamento (shear locking) e amaciamento por cisalhamento (shear

softening).
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3 FORMULACAO DO ELEMENTO EMPREGADO

3.1 O PRINCIPIO DOS TRABALHOS VIRTUAIS (ANALISE LINEAR)

Em uma representagao em elementos finitos, o principio dos trabalhos virtuais ¢

dado por:
j&fpﬁdV+j&fgudV+5w@‘=j&ﬂde+j5W§dS, 3.1
Ve v, v, S,

onde o super-indice ¢ indica transposi¢do; ou € o vetor que contém as componentes de

9,

deslocamento virtual em um ponto qualquer do elemento “e”; p ¢ a massa especifica do
elemento; y ¢ um coeficiente de amortecimento; u ¢ o campo de velocidades no
elemento; it ¢ o campo de aceleracdes no elemento; b € o vetor de forcas de corpo
atuantes no elemento; p ¢ vetor de cargas aplicadas sobre S,; W™ ¢ o trabalho virtual
interno do elemento dado por:

OW™ = J‘(Ss’c dv, (3.2)

Ve

onde ¢ ¢ um vetor com as componentes do tensor de tensdes do elemento e o ¢ um

vetor com as componentes do tensor de deformagdes virtuais devido a du.
Interpolando-se as componentes de deformagdes em termos do vetor de

deslocamentos nodais do elemento, tem-se:
e=B U, (3.3)
e entdo, a Eq. 3.2 pode ser escrita como:

Neint =6IJ(€)[I§1‘G dV, (3.4)
VE

onde B ¢ a matriz gradiente, que contém as derivadas das fun¢des de forma (N) do

elemento. Retornando a Eq. 3.1 e empregando-se as expressoes:
a=NU® . i=NU® : &u'= SU@'N! ’ (3.5-3.7)
e a relagcdo constitutiva
c=Ceg, (3.8)
(sendo neste caso C a matriz constitutiva), tem-se a seguinte expressao matricial:
MU +CU+KU=P, (3.9)

onde:
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M= [pN'NdV ; K=Y [B'CBd, (3.103.11)
ey, e y

C=Y[xNNdV ;P=3 [N'bdV+) [N'pds, (3.12,3.13)
eV, e v, e s,

sendo M ¢ a matriz de massa do sistema, C a matriz de amortecimento, K a matriz de

rigidez e P o vetor de forgas externas.
3.2 FORMULACAO DO ELEMENTO HEXAEDRICO DE 8 NOS

Considerando-se o elemento hexaédrico tri-linear isoparamétrico indicado na Fig.
3.1, as coordenadas espaciais x; e as componentes de deslocamentos u; sdo aproximados
pela combinacdo linear entre os valores nodais x;, € u;, , utilizando-se as mesmas

fungdes de interpolacdo N, (5, n,¢ ):

X; = ZSZNaxm ; (3.9)
u; :ZglNa”m > (3.10)

sendo
N (En) =<+ 661+ 1+£.0). (3.11)

onde o sub-indice i denota o eixo do sistema coordenado global, x, y, z, variando
portanto de 1 a 3, e o sub-indice a refere-se ao n6 do elemento, variando de 1 a 8. As

coordenadas referenciais & 77 e {'do n6 a sdo denotadas por &, 1, € &, respectivamente.

<
.
8
5 ~(6
..... e % é
4 3
1 2
GEOMETRIA REAL GEOMETRIA NORMALIZADA
(Defini¢ao das coordenadas) (Calculo de integrais)

FIGURA 3.1 — Elemento hexaédrico de & nos.
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Para apresentagdo da formulacao empregada para o controle dos modos espurios
deste elemento quando se utiliza integracdo reduzida, define-se os seguintes vetores

para as coordenadas nodais no sistema global e no sistema referencial:

X, =X =[x, 0,05, 0,5 X5, X, X0, X | (3.12)
A e L O I e (3.13)
X;zzt:[zl,22,23,24,25,26,27,28], (3.14)
g =[-1+1+1,-1,-1+1,+1,-1], (3.15)
N =[-L-L+L+1L,-1-1+1+1], (3.16)
¢ =[-1L,-1L-1-L+L+L+1+1]. (3.17)

3.3 CONTROLE DOS MODOS ESPURIOS

Com o objetivo de identificar os padroes dos modos espurios, resultantes de
deformagdes ndo constantes devido ao emprego de integracdo reduzida, define-se as
sub-matrizes gradiente, B,(0), avaliadas no ponto central (= 7= = 0), e os vetores

h, , onde o variade 1 a 4:

oN, (0)
d b, | [
B,(0)= aNgy(O) = bl = bz, L (a=12,..8), (3.18)
on,(0) | LPs] LPw
oz |
h! =[+1,-1L+1,-1+1,-1,+1,-1], (3.19)
h) =[+1-1,-1L+1-1+1,+1,-1], (3.20)
h = [+ 1L,+1,-1-1,-1,-1L+1+1], (3.21)
h, =[-L+1,-1L+1+1,-1,+1,-1]. (3.22)

A Fig. 3.2 mostra os 12 modos de energia nula associados ao elemento com um
ponto de integragdo apenas e caracterizados por {h’a,0,0}, {O,h’a,O} e {0,0,112,}, com o

delad4.
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(a)

®)

FIGURA 3.2 — Modos espurios em 3D. (a) seis modos de flexao; (b) trés modos de

tor¢ao; (c) trés modos ndo-fisicos.
FONTE: Zhu e Cescotto, 1996.

Conforme pode ser visto no Apéndice I, a matriz Jacobiana avaliada no ponto

central (£= = ¢{=0) ¢ dada por:

| Ex &y &7z
J0)=g|m'x Yy m'z), (3.23)
C'x Ly Gz
e o determinante (Jacobiano) ¢ dado por:
Ex &y &z
. 1, ‘ ‘
Jo = (0)=det 30)| = m'x 'y n'z. (3.24)
Cx &y (=

O determinante da matriz Jacobiana pode também ser escrito como sendo a

oitava parte do volume do elemento (Apéndice I):
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1
Jo=5V (3.25)

onde V é o volume do elemento.

Conforme indicado no Apéndice I, os vetores gradientes no ponto central ficam

definidos por:
b, ={bla}zé[D“leszBg], (3.26)
b, ={b,}= %[Dzlg +D,n+ DL, (3.27)
b, = {b3u}=%[D31E;+D32n+D33(;], (3.28)

onde Dj;; sdo os termos da matriz inversa do Jacobiano (ver Apéndice I).
Conforme ja foi mencionado, o uso da quadratura de Gauss (2x2x2) para a
integragcdo do trabalho virtual interno resulta em travamento volumétrico. Para evitar

este fenomeno, utiliza-se integragdo reduzida seletiva. Entdo, a matriz gradiente

E(éj, n,¢ ) ¢ decomposta na forma,
B(&,7.¢)=B(0)+B(¢.7.¢), (3.29)
sendo INB(O) a matriz gradiente correspondente a parte dilatacional do vetor de

deformacdes, avaliada apenas no centro do elemento, e ﬁ(f, n,¢ ) a matriz gradiente

correspondente a parte desviadora do vetor de deformagdes.

Entdo a expressdo para o trabalho virtual interno (Eq. 3.4) pode ser escrita como,

oW, =oU"' [[B'(0)+ B'(&.m. ) o(6n. ¢ )av . (30

Expandindo-se o vetor de deformacdes em uma série de Taylor no centro do

elemento até termos bi-lineares, tem-se:

e(&.n.¢)=6(0)+e . (0)s +¢,(0)n+& . (0)C +

(3.31)
2¢ ., (0)én+2¢,,.(0)n¢ +2¢ . (0)&C

onde o primeiro termo ¢ o vetor de deformacdes constante avaliado no centro do

elemento e os demais sdo termos lineares e bi-lineares. Na Eq. 3.31, as notagdes €, (0)

€ €y (0) representam:
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oe(0) 0’g(0)
g (0)=—" e g (0)=—22. 3.32
(0= e o 0)- 22 632
Como a parte volumétrica do vetor de deformagdes é avaliada no centro do
elemento (Eq. 3.29), os termos lineares e bi-lineares correspondem apenas a parte

desviadora. Entdo, pode-se escrever:

8(55 775 é/) = 8(0)+ §,§ (0)§ + é,n (0)77 + é,{ (O)é/ +
) ) ) (3.33)
28,§q (0)6877 + 28,774 (0)77§ + 28,§g (O)é:é/ )
ou
B(e.7.0)=B0)+ B, (0)5 + B, (0)r B, (0)c +
(3.34)

2B, (0)s7+ 2B, (0)n¢ + 2B . (0)&¢

onde as primeiras e segundas derivadas da matriz gradiente B no centro do elemento
podem ser encontradas no Apéndice I. Naquelas equacdes, os vetores Yy, sdo 0s vetores
de estabilizagdo, obtidos por Flanagan e Belytschko (1981). A reteng¢do destes vetores
de estabilizagdo ¢ requerida para suprimir os modos espurios mostrados na Fig. 3.2.
Estes sdo ortogonais ao campo de deslocamento linear e providenciam uma consistente

estabilizacdo do elemento e sdo dados por:
v, =h,—(h'x,)b,, o=14. (3.35)
O vetor de tensdes ¢ também aproximado através de uma expansdo em série de

Taylor, como feito para o vetor de deformagdes:
o(&.1,¢)=0(0)+6.(0)+6,(0)n+6,.(0) +
26, (0)¢n+26 . (0)n¢ +26 . (0)5C ,

Substituindo-se as equacdes (3.34) e (3.36) na (3.30) e integrando-se, tem-se a

(3.36)

expressao para o trabalho interno virtual do elemento:

in e)! ¢ 1 ay A 1 Ly A ay A
SWi = 5U© [ B (0)0(0)+§B’§(0)6,§(0)+EB,U(0)6,,7(0)+—B’4(0)6,§(0)+
(3.37)

14 . o 5 B 5
ng&] (0)6,(0)+ ngn; (0)5,,(0)+_ B, (0)5 ., (0) } Ves

onde V, é o volume do elemento.
O primeiro termo da Eq. 3.37 ¢ o trabalho interno virtual utilizando-se apenas 1
ponto de integracdo. Os outros termos sdo também avaliados no centro do elemento para

providenciar a estabilizacdo do mesmo.
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3.4 MATRIZ DE RIGIDEZ DE ESTABILIZACAO

Como a avalia¢do das tensdes e deformacdes ¢ feita apenas no ponto central, o

vetor de forgas internas do elemento pode ser escrito como:

f°=B'(0)s(0)7,, (3.38)
e a equagdo constitutiva como:
c(0)=C (0). (3.39)
O vetor de forgas internas do elemento pode ser também ser escrito como:
f-=KU, (3.40)
onde K ¢é a matriz de rigidez do elemento, dada por:
K°=B'(0)CB(0)7,. (3.41)

O posto (rank) da matriz K é apenas seis, devido as seis componentes do tensor
de deformagdes avaliado no centro do elemento. Existem seis modos de corpo rigido
possiveis: trés modos de translagdo e trés modos de rotacao. Esses modos correspondem
a um campo de deformacgdes constante e, por isso, sdo necessarios para um elemento ser
considerado completo. Subtraindo-se o posto da matriz K° (6), assim como o numero de
modos de corpo rigido (6), do numero de graus de liberdade do hexaedro de 8 nos (24),
obtém-se o valor 12 (24 — 6 — 6 = 12). Este ¢ o nimero de modos espurios
correspondentes a forga interna zero no elemento, avaliado com apenas 1 ponto de
integracao (conforme indicado na Fig. 3.2).

Para eliminar esses modos espurios, adiciona-se forgas resistentes aos modos

espurios () ao vetor de forgas internas do elemento (Hu e Nagy, 1997), entdo:
£t =f £, (3.42)
Observando-se as equagdes (3.37), (3.38) e (3.42), pode-se definir "¢ da
seguinte forma:
1A R ~ A ~ A
| 1800500+ 18,06, 00+ BL0)5. (0)+

(3.43)

1 Y3 S Y3 ~ 1 D! ~
B 005,04 LB 06,0+ LB 0)5..0) |7

Se a primeira e segunda derivada do vetor de tensdes podem ser obtidas a partir
da equacdo constitutiva do material, pode-se também definir a matriz rigidez de

estabilizacdo do elemento como:
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f's = K"U, (3.44)
Esta matriz ¢ adicionada a matriz de rigidez do elemento, K°, para compensar a
instabilidade gerada pela adocdo de integracdo reduzida. Entdo, a matriz de rigidez
resultante apresenta posto suficiente (rank) e vem dada por:
K=K +K",. (3.45)
Até aqui, considerou-se que os termos das derivadas de tensdes na Eq. 3.43
provém das leis constitutivas do material. Isto providencia uma estabilizagdao apropriada
para o elemento, pois todos os vetores de estabilizacdo estdo embutidos na primeira e
segunda derivada da matriz de gradientes. Entretanto, derivar as relagdes entre a
primeira e segunda derivada do vetor de tensdes e o vetor de deslocamentos nodais pode
ser uma tarefa tediosa para alguns materiais. Para aliviar este problema, Hu e Nagy
(1997) propuseram uma outra técnica sistematica para derivar a matriz de estabilizagao.
Considera-se uma “matriz de estabiliza¢dao” E, que satisfaz as seguintes relagdes

constitutivas:

>

A A

> Os=EE,,
(3.45)

c,=E
O, =E&, .0y =E&,.
Com o propdsito de controlar os modos espurios do elemento, E ndo ¢

necessariamente a matriz de elasticidade do material e pode ser escolhida a partir de

matrizes mais simples. Desta forma, prefere-se denominar 6., 6

72

G ., como “vetores tensdo de estabilizagdo” ao invés de derivadas do vetor de tensdo,

pois estes sdo apenas usados para computar o vetor de forgas resistentes aos modos
espurios.

Substituindo-se as equagdes da expressdo 3.45 na Eq. 3.43, obtém-se a matriz
rigidez de estabiliza¢do na seguinte forma:

sta 1": D ! 1"[ -~ 1"1 -~
K { EB,é(o)E B,§(0)+§B’U(0)E B,U(0)+§B’§(0)E B’ (0)+
(3.46)
1~ . 1« . . .
—Bfg,](o)EB,é,l(o)+—13;7;(())1«:Bf,]g(o)Jr Bfgg(o)EBfég(o)}V.

o)

Portanto, precisa-se escolher uma matriz E apropriada para que todos os modos
espurios de K° sejam suprimidos, conforme sera discutido na proxima segio.
Segundo Hu e Nagy (1997), o elemento desenvolvido até agora ndo é capaz de

passar no patch test pois o vetor de forgas internas do elemento, utilizando-se apenas 1
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ponto de integracdo, ndo ¢ adequadamente avaliado se os elementos sdo bastante

distorcidos. Além disso, aqueles modos associados com o travamento de cisalhamento

em flexdo ndo foram removidos. Estes sdo os mesmos inconvenientes apresentados no

elemento proposto por Liu e Ong (1985). Para solucionar estes problemas, Hu e Nagy

(1997) utilizaram os mesmos procedimentos apresentados por Liu et al. (1994), que

consiste em adotar um sistema de coordenadas co-rotacional que gira com o elemento e

realizar as seguintes modificagoes:

(a) substituir os vetores gradientes b;, avaliados no centro do elemento (Eq. 3.26-3.28),

por vetores gradientes uniformes Bl. , definidos por Flanagan e Belytschko (1981):

~ 1
b,=—|N, dv
Sy N

entdo, a matriz gradiente passa a ser:

N,. (0] |b, | |5,
Ba(O): Na,y (0) = EZ = éZu
Na,z (0) b3 b

(3.47)

(3.48)

O desenvolvimento dos termos ¢ bastante trabalhoso (Belytschko e Bindeman,

1993) por isso, no Apéndice I, apenas indica-se como utilizar as formulas e tabelas.

(b) Cada componente de deformagdo de cisalhamento ¢ interpolada linearmente em

apenas uma dire¢do no sistema de coordenadas referencial; desta forma, remove-se

os modos responsaveis pelo travamento de cisalhamento:

e,(&.m¢)=¢,0)+¢,.(0)¢, (3.49)
£,.(£7.¢)=¢,.(0)+¢,..(0)¢, (3.50)
e.(&n.¢)=¢.(0)+¢,.,(0)n, (3.51)

o que implica em:
B,.(0)=B,,0)=8B,,(0)=B,,(0)=8B,.(0)=0, (3.52)
B, (0)=8B,.(0)=B,,0)=B,,(0)=B,.(0)=0, (3.53)
B..(0)=B..(0)=B_,(0)=B_,(0)=B_.(0)=0, (3.54)
onde B, , B, e B_ sdo as matrizes gradientes correspondentes s componentes de

deformagio desviadoras € ,,€,. € €, respectivamente.
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Nas Eq. 3.49-3.51, cada componente de deformacdo de cisalhamento consiste
em um termo constante e apenas um termo ndo constante. Os modos de deformagao
associados com o travamento de cisalhamento, os quais estdo embutidos nos termos
linear e bi-linear, sdo removidos. Os termos constantes ¢ todos 0s ndo constantes sao
mantidos para as componentes de deformagao normal. Como ¢ sabido que os vetores de
estabilizacao requeridos para suprimir os modos espurios estao incluidos nestas matrizes

gradiente, a matriz de rigidez do elemento resultante tera posto (rank) suficiente.

3.5 A MATRIZ DE ESTABILIZACAO “E”

Nas se¢Oes anteriores, obteve-se a matriz de rigidez e o vetor de forgas internas
para o elemento com quadratura de integracdo 1x1x1. A estabilizagdo ¢ alcancada
adicionando-se a matriz de rigidez de estabilizagdo e o vetor de forgas resistentes aos
modos espurios a matriz de rigidez com posto (rank) insuficiente e ao vetor de forgas
internas avaliado no centro do elemento, respectivamente. Entretanto, a performance do
elemento depende da matriz de estabilizacdo E, a qual ¢ utilizada para calcular as
tensOes resistentes aos modos espurios. A matriz desejada, E, é aquela que preenche os
seguintes requerimentos: (a) a matriz de rigidez do elemento resultante deve ter posto
(rank) suficiente; (b) o travamento (locking) volumétrico e o travamento (locking) de
cisalhamento devem ser evitados; (c) ndo devem ser necessario parametros
especificados pelo usudrio.

Entdo, adotando-se E como uma matriz diagonal, dependente apenas da
constante de Lamé p do material, estes requisitos sdo cumpridos e obtém-se a forma

mais simples possivel para a matriz (Hu e Nagy, 1997):

E - €33 0 | 355
6x6 0 e3x3_ b ( . )
onde
2u 0 0]
e=| 0 2u 0. (3.56)
0 0 2u|

Como a matriz de estabilizagdo E ndo depende da outra constante de Lamé, A, o
elemento desenvolvido ndo apresentara travamento volumétrico quando o material

torna-se incompressivel.
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3.6 A MATRIZ DE ROTACAO

Conforme ja foi mencionado, para cada elemento deve ser definido um sistema
de coordenadas co-rotacional. Para tanto, utiliza-se um tensor R que transforma uma
matriz do sistema global x, y ¢ z, ao sistema co-rotacional, X,y ez, sendo que os
vetores co-rotacionais de base devem estar alinhados com os eixos de referéncia do
elemento, & 7 e & Segundo Belytschko e Bindeman (1993), quando os lados do
elemento ndo permanecem paralelos apds a deformacao a rotagdo pode ser feita apenas
de forma aproximada.

Definem-se vetores no sistema de coordenadas global, r; e r,, que coincidam

com os eixos de referéncia & e 7 do elemento:

r, =&'x, .

) i=12,3. (3.57)
I, =NX,
Adiciona-se um termo de corre¢do r. a ry, de forma que:
r(r,+r,)=0, (3.58)
0 que se consegue quando:

rr,
r,=— r,. (3.59)

rr

Obtém-se uma base ortogonal fazendo-se o seguinte produto vetorial:
r, =r, X (r2 +rc). (3.60)

Normalizando-se os vetores de base, encontra-se os elementos da matriz de

rotagdo R:
R, ”rr‘i, (3.61)

R, =”r;% (3.62)

Sy 363
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3.7 CALCULO DAS TENSOES NODAIS

O célculo das tensdes nodais para pods-processamento foi realizado de duas
formas: empregando os pontos correspondentes a integracdo completa e empregando
apenas o ponto central do elemento para célculo das tensoes.

Para o primeiro caso, utilizou-se as matrizes de extrapolacdo de tensdes no
sistema local, conforme o trabalho de Schulz (1997).

Para a segunda op¢do, empregou-se uma func¢do para a suaviza¢do das tensoes,
pois estas sdo constantes no dominio do elemento e variam de forma abrupta de

elemento a elemento.

€9

Seja o, o valor da tensio num ponto do elemento “e” obtido através da
interpolacdo de valores nodais de tensdo ¢ com as fungdes de forma N do elemento

hexaédrico. Seja o, o valor da tensdo avaliada no ponto central do elemento “e”.

Aplicando o principio dos minimos quadrados, tem-se:

ﬁ:%I(Ng_aefdr/:%j(aj—ae)zdrf. (3.64)
Ve

v,

Minimizando 7, tem-se:

5ﬂ=j(0:—06)5U:dV:J‘(56tNt )(NE—GQ )dVZO, (365)
v, v,
podendo também ser escrita na forma:
[NNdv|s=| [NdV |o,, (3.66)
V(r' V(r'
ou
M. G =0, (3.67)
onde
M, =[N'NdV ; o=|[N'dV|o,. (3.68)
v, Ve

Para evitar resolver o sistema de equagdes, trabalha-se com a matriz de massa
diagonalizada M, (na verdade esta matriz ndo ¢ a matriz de massa real utilizada na

analise dindmica de estruturas, pois ndo esta multiplicada pela massa especifica).

Neste caso, para um no N, tem-se:
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=l (3.69)

onde o somatorio ¢ realizado sobre os M elementos que contém o nd N.
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4 ANALISE DINAMICA LINEAR

4.1 INTRODUCAO

Conforme desenvolvido na se¢do 3.1, as equacdes de equilibrio que governam a

resposta dinamica linear de um problema em elementos finitos sdo dadas por:

MU+CU+KU=P, 4.1)
onde M ¢ a matriz de massa, C a matriz de amortecimento, K a matriz de rigidez, P o
vetor de forcas externas ¢ U, U ¢ U séo os vetores de deslocamentos, velocidades e
aceleracdes, respectivamente.

A Eq. 4.1 representa um sistema de equacdes diferenciais lineares de segunda
ordem que, neste trabalho, ¢ solucionado através de métodos de integracdo direta. Estes
métodos sdo assim chamados por ndo realizarem transformagao no sistema de equagdes,
como ocorre nos métodos modais. Nos métodos de integracao direta, as equagdes siao
integradas através de procedimentos numéricos do tipo passo-a-passo, sem necessitar
calculo prévio das caracteristicas dinamicas da estrutura.

Segundo Bathe (1996), os métodos de integracdo direta estdo fundamentados em
duas idéias basicas. Primeiramente, ao invés de estabelecer o equilibrio em todos os
instantes do intervalo de solucdo, procura-se satisfazé-la em um numero finito de
instantes, separados por intervalos discretos de tempo At. A segunda idéia basica
consiste em assumir uma funcdo para representar a variacdo da aceleragdo dentro do
intervalo de tempo. Desta forma, a convergéncia e precisdo da solucdo dependerdo da
capacidade das fun¢des adotadas, bem como do tamanho do intervalo de tempo.

M¢étodos de integracdo direta podem ser classificados como explicitos ou
implicitos. Nos primeiros, apos a escolha de um intervalo de tempo, o estado do sistema
no instante t+At pode ser expressado em termos do estado nos instantes t, t—At,
t—2At, etc., de forma explicita. Nos implicitos, a obten¢@o do estado no instante t+ At
requer a solucao de um sistema de equacgdes.

Neste trabalho, empregou-se o método implicito de Newmark e o método
explicito de Taylor-Galerkin. Apesar das limitagdes em relagdo ao intervalo de tempo
dos esquemas explicitos, estes sdo convenientes em relagdo a vetorizagdo do programa,

principalmente quando se usa elementos com integragao reduzida, além de consumirem

28



pouca memdria e serem mais rapidos para executar um intervalo de tempo (geralmente

sdo mais adequados para andlise ndo-linear).
4.2 METODO DE NEWMARK

O método de Newmark pertence ao conjunto de procedimentos de integracao
chamados de “aceleracdo linear”. Entdo, partindo da hipdtese de que a aceleracdo entre
os intervalos t e t+ At varia linearmente, ¢ possivel obter uma série de equacdes que
vinculam os vetores de deslocamentos com os de velocidade e aceleragdo. Desta forma,

tem-se:

MU =U+[(1-5)U+5 MU A, (4.2)
t+At t ty 1 ty ALY 2
U='U+ UAh{(E—aJ U+a U}At , (4.3)

onde & e o sdo parametros que podem ser determinados de forma a obter precisdo e
estabilidade na integracdo. Na sua proposta original, como método incondicionalmente
estavel, Newmark adotou os valores 0=Y%2e a="Y.

A equacgao do movimento (Eq. 4.1) no instante t+ At resulta:

Ml‘+Att]'+Cl‘+AtU+Kl‘+AZU:l+AtP' (4'4)

Da Eq. 4.3 se obtém U em termos de U e, substituindo esta expressio

resultante na Eq. 4.2, tem-se "““U em termos de " U. Introduzindo estas duas

equagdes na Eq. 4.4, obtém-se uma equacao na forma:
I"< t+AzU — z+Azf) , (45)

na qual os coeficientes de K sdo constantes ¢ ““*P depende apenas das forgas externas
em t+ At e do sistema (deslocamento, velocidade e aceleragdao) no instante t. Através
de um procedimento implicito, ja que para cada intervalo de tempo € necessario resolver
a Eq. 4.5, obtém-se o vetor de deslocamentos em t+At. O algoritmo completo do

esquema de integracdo de Newmark, adaptado de Bathe (1996), ¢ dado na tabela 4.1.
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TABELA 4.1 — Solugao passo-a-passo usando o método de integracao de Newmark.

A. Cdlculos iniciais:
1. Formar a matriz de rigidez K e a matriz de massa M.
2. Determinar °U em funcdo de °U e ° U (valores iniciais de deslocamento e velocidade) .

3. Escolher At e parametros « e o e calcular as constantes:

52050, a=025(05+5);

L R SRS NN T
Cantt’ T ant’ *aAt’  2a
a4:é_1; aszg[é—zj’ aézAt(l_é), a7:5At~

a 2 \a

4. Calcular a matriz K : K=K +a,M+4,C.

5. Triangularizar K : K=LDL.

B. Para cada intervalo de tempo:
1. Calcular o vetor de cargas efetivas no tempo t+ At :
AP = ”A’P+M(a0’U+a2tU+a3tI”J)+C (altU+a4tU+a5tI“J)
2. Resolver por retro-substitui¢do no tempo t+ At :
LDL" “"U=""P
3. Calcular as aceleragdes e velocidades no tempo t+ At:

t+At["J:a0(1+AzU_tU>_a21U_a3zﬂ

l+AtU:tU+a6tU_a7l+AtU

43 METODO DE TAYLOR-GALERKIN

O esquema explicito de Taylor-Galerkin apresenta a vantagem de ser auto-
iniciavel, ao contrario do método das diferencas finitas centrais, ¢ a equagdo do
equilibrio dindmico ¢ expressa em termos das componentes de velocidade, o que o torna
adequado para problemas de interacdo fluido-estrutura. Este esquema foi também
apresentado por Tamma e Namburu (1988 e 1990), Schulz (1997) e Azevedo (1999).

A equacao de equilibrio dindmico ¢ dada por:

0 0 ..
E(Pvi)—aay -{%(pvi)—b,} =0 (z,] = 1,2,3) em/V, (4.6)
J
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com as condi¢des de contorno:

v,=v, (i=123)emS,, (4.7)
on, =t (i,j=123)emsS,, (4.8)
e as condig¢des iniciais:
w,=u’ (i=123)emV, (4.9)
v,=v) (i=123)emV, (4.10)

onde u; ¢ a componente do vetor deslocamento U na direcao x;, sendo u,-O o valor inicial
d . , . . - 0
esta componente; v; € a componente do vetor velocidade v na direcdo x; e v; o valor

inicial desta componente; o, sdo as componentes do tensor de tensdes; b; sdo as

componentes do vetor de forgas de volume; p ¢ a massa especifica; y € um coeficiente

de amortecimento; ¢ € a variavel temporal; V' ¢ o dominio em estudo; v, sdo os valores
prescritos das componentes de velocidade na parte S, do contorno; 7, é a componente

do vetor de forgas de superficie na parte S, do contorno, cuja normal dirigida para fora
do dominio num ponto genérico forma com os eixos globais angulos cujos cossenos de
dire¢do sdo dados por n;: e, por ultimo, S, U S, = S, onde S é o contorno total do
dominio V.

A Eq. 4.6 pode ser escrita em forma compacta da seguinte forma:

opv 0

o e 5@ (=123), (4.11)
com
pv' ={pv, pv,, pvs, (4.12)
S, ={Jlj’62j’o-3j}’ (4.13)
Q' :{%(p v)-b, %(p v,)=b,, %(p v3)—b3}, (4.14)

onde o super indice ¢ indica vetores transpostos.

Expandindo-se pv em série de Taylor até termos de segunda ordem, tem-se:

n+l n a n Atz 82 n
_ = Y 4.15
(o) =(ov) + 8 ooy +252 (o), @.15)
ou ainda,
n+l n+l1 no_ a n At 62 L
Apv)™" =(pv)" =(pv) =ar {—at (pv) +=—5(oV) } E (4.16)
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= At{g{(p v)' +£§(p v)’ }} (4.17)

ot 2 ot
onde os super indices n+/e n correspondem aos niveis de tempo ¢ = (n + 1) Ate t=nAt,

respectivamente, sendo Af o intervalo de tempo.

Introduzindo a Eq. 4.11 e 4.13 em 4.17, tem-se que:

0 At 0| 0O
A ,Hl:At—S-n— n ———S,n— n _
(pv) {axj(,) Q'+ at{axj(, Q )} (4.18)
0 . At O (L At 0 .
=AL—IS. ) +——(S. ] |-|Q"+——\Q. =
{axj{( ) +M(])} [Q +28t(0,)} (4.19)
0 ne1/2 n+1/2 0 w2 \| X n+1/2 n+1/2
=A—IS, - =A—1IS; - b , :
{8xj( e } {axj[,(u J= 2o vy + } (420)
onde
X an x| (ev)" =(pv) X 1 +
Z(p vyt L v |2 (ovr e 2aow | @
p p 2 p 2
B2 :%(bn +bn+1), (4.22)
un+l/2 I +%§un - +£Vn (423)
Introduzindo a Eq. 4.21 em 4.20, obtém-se:
1+ Zar|a(p vy = ar] s @)= Z (o v) + b7 |. (4.24)
2p ox, Yol
Utilizando-se as expressdes usuais no método dos elementos finitos:
v=NV ; b=Nb ; u=NU, (4.25)

onde N ¢ uma matriz contendo as fungdes de interpolagdo, V ¢ o vetor de velocidades

nodais e b ¢ o vetor com as componentes das for¢cas de volume nos nos dos elementos.
Aplicando o método de residuos ponderados classico de Bubnov-Galerkin a Eq.

4.24 no contexto do MEF, obtém-se a seguinte expressao matricial:
M, +2c]a(p V)" =—adf, (U2 —C(p V) + P ]=—ArH
2] Ao VY = Al @ o vy el )
onde

M, =[NNdr : C=£[NNdr 4.27)
: P
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f (Un+l/2): J.BZG"H/ZdV (4.28)

V(‘

n+l/2 __ tyntl/2 t—n+l/2
p _Vij dV+Sij ds (4.29)

o

sendo N uma matriz que contém as funcdes de interpolagdo do elemento de volume V,
e que tem cargas de superficie p atuando na superficie S_; B a matriz que contém as
derivadas das fungdes de interpolagdo; f,, o vetor de forcas internas; ¢ o vetor que
contém as componentes de tensdo; C ¢ a matriz de amortecimento ¢ M, ¢ uma matriz

similar a matriz de massa consistente (pois faltaria multiplicar a mesma por p).
A Eq. 4.26 foi deduzida a nivel de elementos. A montagem conduzirda a uma
matriz banda que necessita ser triangularizada. Para evitar isto, convém trabalhar com a

matriz de massa diagonal, M ,, no lugar da matriz de massa consistente, e adotar uma

matriz de amortecimento proporcional a matriz de massa, fazendo:

At
?C:yMD, (4.30)
sendo
XAt
Y _2,0 ) (4.31)
" _
m
m vV,
m B ”
M, = o ; m= S ) . (4.32)
m 0
m
— m_

Através da Eq. 4.30 pode-se modificar a Eq. 4.26 e chegar a formula de

recorréncia:

k+1

n+l _ n+1/2 _2’_]/ n n+1/2 _ n+l
PV Ao VI =1 £, (0 =20, (o V) 2 [ p, MM VI

sendo

XAt
=y+1= +1, .
y=y 25 (4.34)
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e k um sub-indice para indicar as iteragoes.

Exemplos testados por Schulz (1997) demonstram que o ultimo termo da Eq.

4.33 tem pouco influéncia, de forma que a formula de recorréncia final ndo envolve um

esquema iterativo, ficando:

Alpv)™ :—;M; H. (4.35)

Depois de montar, aplicar as condi¢cdes de contorno e resolver a Eq. 4.35, pode-

se calcular:

n+ 1 n n+
v =2l vy e ae vy (436
U = +%(V”*1 V7). (4.37)
Para preservar a estabilidade numérica, pode-se utilizar a condicao:
AtsAL, =a—X a<l

crit E/ (438)
Yol

onde Ax ¢ uma dimensdo caracteristica do elemento, £ e p s3o moddulo de

elasticidade e massa especifica, respectivamente, ¢ & ¢ um coeficiente de seguranca.

O processo computacional para a analise linear ¢ indicado na tabela 4.2.

TABELA 4.2 — Algoritmo de Taylor-Galerkin para casos lineares.

g)

Calcular 7= (n+1) At (ciclo de tempo);
Montar as matrizes M ,, e os vetores P a nivel de elementos;

Calcular: U™ =U"+ %V” :

f n+l/2 |
int ’

Calcular o vetor de for¢as internas em 7 + % :
. . w2 2Y n nil/2 .
Calcular:  H=f_(U) —EMD (pV) +P"2;

Calcular:  A(p V)™ = —EM; H;
v

Calcular o vetor velocidades em ¢+ At: V"' = L [(p V) +A(p V)™ ],
p

e aplicar as condi¢des de contorno correspondentes.
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A
h) Calcular o vetor de deslocamentos em ¢+ At: U™ =U" + —t(V

e aplicar as condi¢des de contorno correspondentes.

1) Se ¢(¢ retornar ao passo (a), em caso contrario ir ao passo (j)

total >

j) Fim do processo.

n+l + Vn ),
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5 ANALISE NAO-LINEAR GEOMETRICA

5.1 INTRODUCAO

Nas secoes anteriores, considerou-se deslocamentos infinitesimais. Com esta
hipotese, os deslocamentos U sdo fungdo linear do vetor de cargas aplicadas P:

KU=P. (5.1

Considerando-se deslocamentos pequenos, as integrais para a avaliagdo da
matriz de rigidez K e o vetor de cargas P sdo desenvolvidas sobre o volume original dos
elementos, ¢ a matriz de gradientes B de cada elemento ¢ assumida ser constante e
independente dos deslocamentos. Desta forma, a simples resolu¢do do sistema de
equacgdes (5.1) fornece a resposta estatica linear para um determinado carregamento.

Entretanto, quando a andlise envolve ndo-linearidade geométrica, a Eq. 5.1 deve
ser satisfeita para todo o intervalo de tempo através de procedimentos incrementais do
tipo passo-a-passo.

Cabe a observagdo de que, em analises estaticas onde ndo existem efeitos que
variam com o tempo (como a fluéncia), além da defini¢do do nivel de carga, o tempo ¢
considerado como uma variavel conveniente para denotar diferentes intensidades de
aplicacdo de carga e, consequentemente, diferentes configuracgdes.

Entdo, o problema bésico da andlise ndo-linear ¢ encontrar o estado de
equilibrio de um corpo submetido a determinado incremento de carregamento. Para esta
analise incremental, considera-se que a solugdo para um tempo discreto ¢ ¢ conhecida e
que a solucdo para o tempo discreto ¢+ A¢ é requerida. Desta forma, a condi¢do de

equilibrio em elementos finitos ¢ dadas por (Bathe, 1996):

t+AtP_ t+At fim — 0 , (52)
onde ““P ¢é o vetor das forcas externas aplicadas em t+At e “f_ & o vetor de

forcas internas em ¢ + Az, que pode ser escrito como:

t+At fintztf' + Af (53)

nt int 2

onde Af_ ¢ o incremento no vetor de forgas nodais correspondente ao incremento de

nt
deslocamentos e tensdes entre ¢ € ¢ + At . Este vetor pode ser aproximado utilizando-se a

matriz de rigidez K, a qual corresponde as condigdes geométricas no tempo ¢,
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Af = "KAU, (5.4)
onde AU ¢ o vetor incremento de deslocamentos nodais e ‘K ¢é a derivada do vetor de

forgas internas ‘f. em rela¢do ao deslocamentos nodais ‘U :

nt

O

= 8th . (5.5)
Substituindo-se a Eq. 5.4 € 5.3 em 5.2, obtém-se:
‘"KAU="YP-'f,, (5.6)
e calculando AU, tem-se uma aproximagao para os deslocamentos em ¢ + Az,
"YU =U+AU, (5.7)

Entretanto, devido a Eq. 5.4, esta ¢ apenas uma aproximacdo para os
deslocamentos em ¢+ A¢. Tal solucdo esta sujeita a erros significativos e, dependendo
do tamanho do passo de carga, pode até tornar-se instavel. Na pratica, ¢ necessario iterar
até que a solucdo da Eq. 5.2 seja obtida com suficiente precisao.

No presente trabalho, para solugdo estatica empregou-se como algoritmo para o
processo incremental/iterativo o Método dos Controle por Deslocamentos

Generalizados, proposto por Yang e Shieh (1990) e descrito na se¢ao 5.8.

52 ABORDAGEM CO-ROTACIONAL NA ANALISE NAO-LINEAR

Conforme mencionado no capitulo 3, para a eliminagdo do travamento de
cisalhamento é necessario trabalhar no sistema de coordenadas locais do elemento para
remover alguns termos nao-constantes responsaveis pelo locking.

Segundo Liu et al. (1998), o uso de sistema co-rotacional ¢ também eficiente
para a andlise ndo-linear. Embora a descricdo Lagrangeana total ou atualizada fornecam
duas formulagdes cinematicas bastante conhecidas para andlise estrutural com ndo-
linearidade geométrica, para problemas com pequenas deformagdes e grandes
deslocamentos a formulacdo co-rotacional pode ser mais precisa e apresentar melhor
convergéncia.

Teoricamente, 0 movimento de um meio continuo pode sempre ser decomposto
em um movimento de corpo rigido seguido por uma deformacdo pura. Sendo a
discretizagdo em elementos finitos adequada para a aproximagdo do continuo, esta
decomposi¢ao pode ser realizada a nivel do elemento. Se 0 movimento de corpo rigido é

eliminado do campo de deslocamento total que corresponde a grandes deslocamentos e
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rotacdes e pequenas deformagdes, a deformagdo pura serd sempre uma pequena

quantidade em relagdo as dimensdes do elemento.
5.3 MEDIDAS DE TENSOES E DEFORMACOES

O sistema co-rotacional ¢ definido como um sistema de coordenadas cartesianas
que giram com o elemento, desta forma, as tensdes definidas no sistema co-rotacional
ndo mudam com a rotagdo ou translagdo do corpo e, por isso, sdo consideradas
objetivas. Por esta razdo, utilizam-se as tensdes de Cauchy no sistema co-rotacional,
denominada tensdes de Cauchy co-rotacionais, como medida de tensao.

A taxa de deformacao (ou velocidade de deformacgdo), também definida no

sistema co-rotacional, € usada como medida da taxa de deformagao (Liu et al. 1998),
R 1 8{,def 8{,def !
E=d=— + , 5.8
2| oOXx ( oX j (5-:8)

¢ a parcela do vetor de velocidades referente a deformacao (descontada a

onde v%*

rotagdo de corpo rigido) no sistema co-rotacional x. Quando a deformagdo inicial

é(X,O) ¢ dada, o tensor de deformagao pode ser expresso como (Liu ef al. 1998):
é(X,t):é(X,O)JrI&(X,r)dr. (5.9)

O incremento de deformacao ¢ dado por:

fya A def A~ def !

. el A A

A& = Iddril OAu™ | OAu : (5.10)
p 210X, OX,11/2

n

A def - ~ . .
onde AG*" ¢ a parcela de deformagio do incremento dos deslocamentos no sistema co-

rotacional X, _,,, referenciado a configurag¢do no ponto médio do intervalo [¢,,¢,,, ].

O incremento de deformagdo em (5.10) ¢ uma aproximagdo de segunda ordem
da integragdo exata do tensor velocidade de deformagdo, dado em (5.8), de ¢, até ¢,+;, o

que significa assumir que a velocidade € constante dentro do intervalo de tempo.

5.4 INCREMENTO DE DEFORMACOES E TENSOES CO-ROTACIONAIS

Para a formulagao de tensdes e deformacgdes atualizadas, assume-se que todas as

varidveis no passo de tempo anterior #, sdo conhecidas. Como as medidas de tensoes e
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deformacdes definidas anteriormente sdo objetivas no sistema co-rotacional, necessita-
se calcular apenas o incremento de deformacao correspondente ao incremento de tempo
[tnatn+]].

Todas as variaveis cinemadticas devem ser referenciadas na configuracdo do
ultimo passo de tempo, Q

em t = t, ¢ na configuracdo atual, Q em t = ty+; .

no n+l>
Denotando as coordenadas espaciais destas duas configuragdes como x, € Xx,:; no
sistema de coordenadas cartesiano fixo Ox, como mostrado na Fig. 5.1, pode-se obter as

coordenadas nos correspondentes sistemas co-rotacionais, Ox, e OX,,, , através das

transformagdes:
x, =R x,, (5.13)
&nH = Rn+lxn+l > (5 14)
onde R, e R, ,, sdo matrizes ortogonais que rotacionam as coordenadas globais para os

correspondentes sistemas de coordenadas co-rotacionais.

FIGURA 5.1 — Configuragdes no tempo ¢ =¢,, t=¢,,,, € t=t,,,.

n+l/

Como o incremento de deformagdo estd referenciado a configuracdo em

t=t tem-se:

n+l1/2»

1
Xn+1/2 :E(Xn +Xn+l)’ (513)
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e a transformagao para o sistema co-rotacional associado com esta configuragdo, Q ., ,,

¢ dado por:

A

X2 =R nX,, (5.14)

Segundo Liu et al. (1998), de forma similar a decomposi¢do polar, uma
deformacao incremental pode ser separada em uma parcela de deformagdo e uma
parcela de rotagdo pura. Sendo Au o incremento de deslocamentos dentro do
incremento de tempo [¢,, #,+;], pode-se escrever:

Au=Au® +Au™, (5.15)

onde Au® e Au™ sdo, respectivamente, a parcela de deformagio e a parcela de
rotagdo pura do incremento de deslocamentos no sistema de coordenadas global. A
parcela de deformagdo também inclui os deslocamentos de translacdo que ndo causam
deformacao (translag¢do de corpo rigido).

Para obter a parcela de deformacao referente a configuragdo no tempo ¢ = t,+ .,

necessita-se encontrar a rotagdo de corpo rigido de Q para Q, ., . Definindo duas
configuragdes virtuais, €', e €', ,, pela rotagdo da configuracdo Q, e Q, , ao sistema

co-rotacional Ox,,,,, (ver Fig. 5.2), e denotando como X', e X',,; as coordenadas de

n+l

' ' 1 1 > .
Q' e Q' ., no sistema co-rotacional Ox, ,,,,, tem-se:

=%, (5.16)

Percebe-se que de 2, para Q' ede Q' , para Q ., o corpo sofre duas rotagdes

de corpo rigido e os deslocamentos de rotagdo sdao dados por:

rot _ _ t ] _ t a
Au1 _Xn_xn _Rn+l/2xn_x _Rn+l/2xn _Xn’ (517)

n

rot __ ' t Ay
Au,” =X X X R, X, =X

n+l T A gl T Al T

n+l _Rf1+l/2ﬁn+l’ (5-18)

Entdo, o incremento de deslocamentos de rotacdo total pode ser expresso como:

rot rot rot t 2 A t A A
Au = Aul + AuZ = Xn+1 _Xn _Rn+l/2(xn+l _Xn)z Au _Rn+l/2(xn+l _Xn)' (519)
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FIGURA 5.2 — Decomposi¢ao do incremento de deslocamento.

Logo, a parcela de deformacao referente a configuragdo Q2 ,,,, é:
Audef = Au - Aurm = Rf1+1/2 (&n+1 - &n ) 4 (520)

e o incremento de deslocamentos de deformag¢do no sistema de coordenadas co-

rotacional Ox, ,,,, ¢ determinado por:

Aﬁdef = ]Rn+1/2Audef = ﬁn+1 _in ° (521)

Calculado o incremento de deformacao (5.10), o incremento de tensdo, também

referenciado a configuracdo intermediaria Q ,,,,, pode ser determinado por

A6 =CAg, (5.22)

¢ a deformagdo e tensdo total podem ser atualizadas por
g, =&, +Ag, (5.23)
G,,=6,+AG. (5.24)

Observa-se que os tensores de tensdes e deformagdes estdo referenciados a
configuracdo atual e definidos no sistema de coordenadas co-rotacional. As
componentes de tensdo e deformagdo no sistema global podem ser determinadas por

simples transformagdo de tensores.
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5.5 EQUACOES CONSTITUTIVAS

v TR
O tensor taxa de tensdes de Truesdell (¢ ) vem dado por:

v TR
6 =6-Lo-oL' +otré, (5.25)

sendo L o gradiente espacial de velocidade, que pode ser decomposto em:

L=¢+o, (5.26)
onde & ¢ o tensor velocidade de deformagdo (parte simétrica de L) ¢ @ ¢ o tensor
velocidade de rotacdo ou spin (parte simétrica de L). Em forma indicial, a Eq. 5.25 pode
ser escrita como:

6; =Cpéy+0,0,+0,0,+0,&, +0,&, —0, &, (5.27)

onde (i, J k= 1,2,3), C,, € um tensor de quarta ordem contendo as constantes elasticas

do material e

. 1 ov, O, 1 ov, Ov,
g, =—| ——+—= ea):_ —_— ‘9 ':1:293 9 2
Y2 [axj ox, J 2 (axj ox, () ) (5.28)

sendo que em (5.27) e (5.28) o ponto indica derivacdo em relacdo ao tempo.

Segundo Hughes e Winget (1980), a expressao (5.27) também pode ser escrita

na forma:
G, =(Cpy + Copt ) + Wytoy ikl =12,3), (5.28)
com
A 1
Cijkl = _O-ij(skl + E(Jil(Sjk + O-jléik + O-ik5ﬂ + ijail)’ (5.29)
c
1
Wiu = E (Jil5jk + O-jléik - O-ik5ﬂ - O-jkéil)’ (5.30)

onde os &, sdo deltas de Kroenecker.

Em forma matricial as equagdes constitutivas vem dadas por:
. A >
6=(C+C)é+Wd)=[(C+C);W]{_}. (531)
®

Desprezando-se o termo o,¢,, da Eq. 5.27, o que significa eliminar o primeiro

termo da Eq. 5.29, a matriz C torna-se simétrica ¢ & expressa por:
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20, 0 0 o, 0 o3
20,, 0 oy, Oy 0
205, 0 O O3
A 0, +0y, O3 Oy
C= —
2 > > , (5.32)
. opto o
simétrica 22 33 12
2 2
Oy +0y,
L 2 i
e a matriz W ¢ dada por:
O, 0 YL
—0p O 0
0 —O0y3 O3
Oxpn — 0y O3 Oy
w=o|—2—1 =B -z
B b 5 ) (5.33)
013 033 —0p O
2 2 2
O O O — 033
L 2 2 2 i

sendo que estas correspondem ao seguinte ordenamento dos vetores de taxas de

deformacdes ¢ rotacoes:

{étac‘)t }: {éll,é‘zz,é‘33,2é12,2éz3 12631,201,,200,,200;, } (5.34)

Neste caso, a Eq. 5.31, com C e W dados pelas Eqgs. 5.32 e 5.33, representa o

v L
tensor de taxas de tensdes de Lie (o ), ou a derivada de Lie do tensor de tensdes de

Kirchhoff. Entdo, o trabalho interno especifico vem dado por:

A 1
. . (C + C)()x() 5 W6x3 Ae R R
{68t o) }1x9 1 - = 3¢’ T(G)AS ) (5.35)
— W' C; A®,,
2 9%9
com
(ou+on 0 Oy |
2 2 2
— 0, +0 o
C= -2 -3 I 5.36
simétrica %

A matriz T(c), que relaciona incrementos de tensdes com incrementos de

deformacdes especificas e rotacdes, pode também ser escrita como:
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C()x() 06x3
03x6 03x3

T(c){ }m(c),

onde T(c) ¢ a matriz de tensdes iniciais e é dada por:

(20, 0 0 o1 0 o3 o1y /2 0
2022 0 ) 093 0 -0 /2 093 /2
20'33 0 093 o13 0 —-0p3 /2
%11 %2 %13 923 92791 913
2 2 2 4 4
%22 %933 %12 %13 93379
A 2 2 4 4
T(G)= 033 07 093 m
2 4 4
simétrica nrtom %3
4 4
%22 7933
4

5.6 MATRIZ DE RIGIDEZ TANGENTE E VETOR DE FORCAS INTERNAS

(5.37)

—613/2

0'13/2

(5.38)

Retornando a Eq. 5.6, pode-se escrever as equagdes de equilibrio no sistema co-

rotacional e na iteragdo j como:

A

K, AU=s, =P, —f |,
onde a matriz de rigidez K ;1 €0 vetor de for¢as nodais f ;1 sdo dados por:

K, =[Blc+T,)Bav,
Vi

f,,=[Bs, dr

J-1 '

(5.39)

(5.40)

(5.41)

A matriz de rigidez tangente e o vetor de forgas desequilibradas na iteragdo j, § .,

sdo transformados para o sistema de coordenadas globais por
— t %
K, =R'K R,
— t o
s, =Rs,,

onde a matriz R ¢ a matriz de rotagdo correspondente.

(5.42)

(5.43)
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Conforme ja mencionado, o algoritmo de solucdo das equacdes nao-lineares
empregado ¢ o Método do Controle por Deslocamentos Generalizados (MCDG), o qual

sera descrito a seguir.
5.7 PROCEDIMENTO DE SOLUCAO DAS EQUACOES NAO-LINEARES

O comportamento da estrutura pode ser de amolecimento (softening) ou
enrijecimento (stiffning), o caminho de equilibrio pode ser estdvel ou instavel, e a
estrutura pode estar em carga ou descarga. Todos estes fendmenos sdo identificados
pela ocorréncia de pontos criticos, tais como pontos limites e pontos de snap-back na
curva carga-deflexao (ver Fig. 5.3).

A AO, DE: em carga
ponto limite AD: em descarga
carga \ A

B pontos
snap back

softening

Die— ponto limite

|
|
|
|
|
|
|
|
v\ iC <«— stiffening
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

P deslocamento

— e e
estavel mstavel estavel

FIGURA 5.3 - Caracteristicas de um sistema nao-linear.
FONTE: Yang et al., 1990

Para vencer os problemas numéricos associados com cada tipo de
comportamento, o método de solugdo ndo-linear deve satisfazer trés critérios.
Primeiramente, o método deve se auto-adaptar as mudancas da dire¢ao do carregamento
nos pontos limites. Além disso, a estabilidade numérica para as iteracdes deve ser
mantida em todas as regides, incluindo aquelas proximas aos pontos criticos.
Finalmente, ajustes no tamanho dos passos de carga devem ser feitos automaticamente
para refletir o comportamento stiffening ou softening da estrutura.

Entre os métodos mais empregados na literatura técnica pode-se citar o Método
de Newton-Raphson (Bathe, 1996) e o Método do Comprimento de Arco (Crisfield,
1991). Entretanto, o Método do Controle por Deslocamentos Generalizados (MCDG),
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proposto por Yang e Shieh (1990), tem se mostrado bastante eficiente e parece ser o que
melhor preenche os requisitos citados anteriormente.

Em geral, na solu¢do incremental/iterativa de problemas estruturais ndo-lineares
o fator de incremento de carga de cada passo iterativo pode ser considerado como uma

incognita adicional. Assim, assumindo-se que o carregamento seja proporcional, ou

seja,
P i
P(a)={" =2 Pf* =P, (5.44)
Py Py

pode-se escrever a equagdo de equilibrio, no incremento i, na forma:

K' AU =A%, P"+s' |, (5.45)
onde Aﬂ."j define o incremento do fator de carga na iteracdo j, P* é o vetor de cargas
nodais de referéncia e sj._l representa um vetor de forcas desequilibradas na iteragdo j-/,
dado por:

s’ =4 P —f, (5.46)
onde /lf'H representa o fator de carga na iteragdo j, e fj’;l ¢ o vetor de forgas internas na

mesma iteragao.
Entdo, o vetor de incremento de deslocamentos pode ser expresso pela soma de

vetores:

AU, =AZ u) +u,, (5.47)
onde os vetores “2; e “2; sdo obtidos como solu¢do dos sistemas de equagdes
seguintes:

K'  u' =P, (5.48)

K u, =s". (5.49)

Adicionalmente a estas, equacdes especificas sdo estabelecidas pelos diferentes
métodos existentes para o calculo da incégnita adicional A/f/ .

No MCDG, usa-se um parametro referido como “General Stiffness Parameter”
(GSP) para obter o incremento do fator de carga da primeira iteracdo do i-ésimo passo

incremental, o qual ¢ definido por:
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)
O

onde a operagdo{. }{.} significa produto interno de vetores.

, (5.50)

Assim, na primeira iteragdo do passo i, o incremento do fator de carga ¢ dado

por:
A=+ A2 (|GSP|)"?, (5.51)

na qual A4} representa o incremento inicial do fator de carga (primeiro passo e primeira

iteracdo de calculo). Para as iteragcdes subsequentes (j > 1) do mesmo passo, tem-se:

i s )

AX, = ——11

' {“1 };_1 {“1 }lj ’

sendo que para i=1, {u, } é feito igual a {u,}; .

(5.52)

O sinal da Eq. 5.51 ¢ definido de forma simples e automatica pela variagao do
proprio pardmetro GSP, uma vez que este apresenta a peculiaridade de passar de sinal
positivo para negativo em todo ponto limite, permitindo assim que tais pontos sejam
identificados. Cada vez que isto acontece, o sentido do crescimento do carregamento da
estrutura deve ser revertido.

A explicacdo fisica para este comportamento do pardmetro GSP é que, como
este considera o produto interno entre dois vetores tangentes de incrementos
consecutivos, o seu sinal representard o sinal do coseno entre os dois vetores. E, como
pode ser visto na Fig. 5.4, o angulo entre os vetores sera obtuso apenas quando passar

por pontos limites.

carga

deslocamento

FIGURA 5.4 - Sinal do coseno entre vetores tangentes de incrementos consecutivos.
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Na tabela 5.1 ¢ apresentado o algoritmo usado para resolver sistemas de

equacdes nao-lineares neste trabalho.

TABELA 5.1 — Algoritmo de solu¢do das equagdes ndo-lineares (atualizagdo da matriz

de rigidez a cada iteragdo).

Cdalculos iniciais:

1. Leitura de dados referentes ao MCDG (AL, A_ , tol);

max ?

2. Inicializar variaveis: Ay =0 ; Al =Ad e i=0.

Analise incremental / iterativa:

ENQUANTO (A< A )FACA:

i=i+1 (contador do numero de passos de carga);
j=0 (contador do nimero de iteragdes);
ENQUANTO (tol res>tol) FACA:

j=j+1 (contador do nimero de iteragdes);

i

Montar a matriz de rigidez global K, ,;

SE (j=1) ENTAO: (primeira iteragio)
Calcular: K;;] ullj =P e uzlj =0;
SE(i#1) ENTAO:
; 1/2
A =+ A4 (|GsP|)
SE (GSP <0 e GSP “/>0) ENTAO:
Aiij =- A/lij (mudar diregdo do carregamento);

FIM DO SE
FIM DO SE;
SENAO: (caso dej # 1)

. i i . i i
Calcular: KH u, = P ; Kj_1 u,, =r,._

1. i,
v

FIM DO SE

Calcular o incremento de deslocamentos: AU; = Aﬂf-]. ullj + uzlj ;

Calcular o incremento de deformagdes Az—:i/. ;
Atualizar as coordenadas;

Calcular o incremento do vetor de forgas internas Af; ;
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Atualizar o fator de carga /1’/ = /1;71 +A /qjj :
Calcular o vetor residuo: 8" = 2'P" —f};
Calcular: tol res = || s; I/l ﬂij* I

FIM DO ENQUANTO (continua-se o lago caso tol _res > tol);
FIM DO ENQUANTO (continua-se o lago caso A < A

max )

Fim do processo incremental / iterativo.
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6 ANALISE DINAMICA NAO-LINEAR

6.1 INTRODUCAO

Como os procedimentos basicos para a determinagao da resposta dinamica e as
consideracdes da ndo-linearidade geométrica ja foram discutidos anteriormente, apenas
serdo apresentados algoritmos de como estes procedimentos sdo aplicados de forma
conjunta para a analise dindmica nao-linear.

Em relagdo a estabilidade dos métodos de integracao direta para problemas nao-
lineares, pode-se dizer que estes estudos ainda estdo em desenvolvimento. Por isso, os
critérios de estabilidade para esquemas explicitos mencionados anteriormente ndo sao
diretamente aplicaveis a equagdes da forma (4.1), onde K é um ¢ uma matriz que
depende de U.

Em muitos sistemas estruturais a nao-linearidade geométrica resulta numa
diminui¢do de rigidez, isto €, numa redu¢do das freqii€ncias instantaneas com o tempo.
Nestes casos, quando as condi¢des de estabilidade sdo satisfeitas com relag@o ao sistema
linearizado, a estabilidade da integracdo no sistema nao-linear ¢ automaticamente
assegurada. Porém, deve-se ter muita aten¢do para casos em que ocorre o contrario, ou
seja, quando a ndo-linearidade implica em aumento de rigidez do sistema (caso de
placas finas devido ao efeito de membrana, ou de vigas em balango).

Da mesma forma que na analise dindmica linear, trabalhou-se com um esquema
implicito (método de Newmark) e um esquema explicito (método de Taylor-Galerkin)

para integragcdo no tempo.
6.2 ESQUEMA IMPLICITO

Considerando-se as equacdes de equilibrio na forma incremental e discreta

(Mondkar e Powell, 1977):
MAU+CAU+‘KAU:”AP—[M’I"J+C’U+fim(’U)], (6.1)

onde M ¢ a matriz de massa, C a matriz de amortecimento, K a matriz de rigidez total, a

qual reune a matriz de rigidez elastica e a matriz de rigidez geométrica, fi,; 0 vetor de

forcas internas, P o vetor de forgas externas, AU, AU e AU os vetores de incremento
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de deslocamentos, velocidades e aceleragdes, respectivamente, ¢ U e U os vetores de
deslocamentos e velocidade avaliados no tempo ¢.

Devido a linearizagdo, a Eq. 6.1 fornece apenas a solugdo aproximada para o
incremento de deslocamentos entre as configuragdes em ¢ e ¢ + A¢. Em geral, a resposta
da estrutura serd calcula aplicando-se pequenos passos de tempo e, em alguns casos,
adotando-se esquemas iterativos para alcancar determinado grau de precisdo. A sele¢ao
do esquema para solugdo destas equacgdes constitui uma parte importante do projeto de
programa computacional para andlise dinamica nao-linear. Para o presente trabalho,
empregou-se o método de Newmark, realizando-se iteracdes dentro do intervalo de
tempo para satisfazer uma tolerancia especificada.

Procedendo-se de forma similar ao indicado no caso linear (capitulo 4), obtém-
se as formulas do algoritmo de Newmark para o caso nao-linear, mostradas na tabela

6.1, adaptada do trabalho de Mondkar e Powell (1977).

TABELA 6.1 — Solugao passo-a-passo do sistema nao-linear através de Newmark.

A. Cdlculos iniciais:
1. Determinar ° U em funcdo dos vetores de deslocamento e velocidade iniciais U e °U.

2. Escolher At, TOL, parametros « ¢ o e calcular as constantes:

PR R SO U
" an T aAr’ *aAt’
1 o o
ag=—; ag=—; a;,=At|—-1
Y 2a o« 10 (20( j

B. Para cada intervalo de tempo:
1. Calcular a matriz ‘'K : 'K='K + aoM+a,C.

2. Triangularizar K: K=LDL'.

3. Calcular o vetor de cargas efetivas no tempo t+ At:

Ap=t('UNP)+ Ma, Uty U)+Cla, Ua, 1)
onde: t("UMP)= P M U+ C U1, ('U)
4. Resolver por retro-substituigdo no tempo t + At :
LDL' AU = "*P

5. Atualizar as aceleragdes, velocidades e deslocamentos em t+ At :

“U="U-a,'U-a,'U+a,AU
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MU ="U-a,"U-a,,'U+aAU
"YU ="U+AU

6. Calcular o vetor de carga residual:

(H—AtU t+At P)_ Z‘+AZ‘P _ {M t+AtU + C t+AZ‘U +fmt (Z‘+AtU)}

t
onde: f,, (" U)=f, ("U)+Af,, (AU).

7. Checar convergéncia: se ” t ”/ HAtP" < TOL, néo precisa iteragdes, repetir passos de 1 a 7

para o proximo passo de tempo. Caso contrario, proceder como indicado no item C. Aqui,

denota a norma Euclidiana.

C. Para cada iteragdo k dentro do intervalo de tempo:
1. Se desejado, atualizar a matriz K e triangularizar (passos 1 a 3 do item B).

2. Calcular: LDL 6U =t
3. Atualizar as aceleracdes, velocidades ¢ deslocamentos:

1AL Y ALY
U, =""0,+a,0U
Z‘+AtUk+l t+AZ‘U +a 5U

t+At _ At
U, ="U,+0U

4. Calcular o vetor de carga residual como no passo 7 do item B.

A . 2 A . y e
5. Checar convergéncia: se ”t”/ " ’P”STOL, ir para o proximo passo de tempo, caso

contrario, ir para a proxima iteragdo k (passo 1 do item C).

Segundo Bathe (1996), o esquema iterativo ¢ de fundamental importancia em
analise dindmica nao-linear, pois qualquer erro admitido na soluc¢do incremental, em um
intervalo de tempo particular, afeta diretamente a solu¢cdo nos intervalos subsequentes.
Isto porque qualquer resposta dindmica ndo-linear é altamente dependente da trajetoria
(ou path-dependent na terminologia em inglés), exigindo que se utilize uma tolerancia

mais rigida que em anélises estaticas.

6.3 ESQUEMA EXPLICITO

O grande inconveniente dos esquemas explicitos ¢ a severa restricdo em relagao
ao intervalo de tempo. Conforme mencionado, um dos pardmetros para determinar o

do método de Taylor-Galerkin ¢ a Eq. 4.38. Outro critério poderia ser considerar o

crlt
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At do método das Diferengas Finitas Centrais, o qual ¢ igual a 7, /7, onde 7, ¢ o

n

menor periodo de vibragdo da estrutura. Mas este critério ¢ somente valido para casos

lineares, pois em problemas nao-lineares 7, ndo ¢ mais constante durante toda a analise.
Desta forma, deve-se adotar um At que seja menor que 7, /7 durante todo a andlise. A

situacdo critica ¢ quando a resposta da estrutura se torna mais rigida com o tempo, pois

neste caso, o valor de Af_, diminui com o tempo.

crit
Para exemplificar o problema, considerando uma analise na qual o intervalo de

tempo ¢ sempre inferior ao Atf exceto para poucos passos sucessivos, onde o

crit »

intervalo adotado ¢ levemente superior ao Az_.. . Neste caso, o resultado da analise pode

crit
ndo mostrar uma “6bvia” instabilidade na solu¢ao, mas sim um erro significativo que ¢

acumulado durante os intervalos em que Af > Ar_. . Esta situacdo ¢ completamente

crit *
diferente do que ocorre nos casos lineares, onde a instabilidade ¢ identificada facilmente

quando utiliza-se At > A¢_., (Bathe, 1996).

crit
O algoritmo do método de Taylor-Galerkin para analise ndo-linear ¢ apresentado

na tabela 6.2.

TABELA 6.2 — Algoritmo de Taylor-Galerkin para casos nao-lineares.

a) Calcular t = (n + 1) At (ciclo de tempo);
b) Montar as matrizes M , e os vetores P a nivel de elemento;

¢) Calcular: U™ =U" +%V” :

d) Calcular o incremento de deformagdes, tensdes e forcas internas:

n+l/2 n+l/2 n+l/2
Ag , Ao e Af ;

nt

/ /
e) Calcular: £ "> =f_"+Af_ """,

nt nt

f) Calcular: H :fim”“/2 _%MD (,0 V)" n Pn+1/2;

At

g) Calcular: A(p V)" =—=—M, H;

h) Calcular o vetor de velocidades em ¢ +Az: V™' = l[(,0 VY +A(p V)" ],
P

e aplicar as condi¢des de contorno correspondentes;
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i) Calcular o vetor de deslocamentos em ¢+ At: U™ =U" +£(Vn+l +V" ),

e aplicar as condi¢des de contorno correspondentes;
j) Calcular: AU = U™ -U";
k) Calcular: Ag™', Ac™" e Af,"";

n+l
b

1) Atualizar o vetor de deformacdes: &"" =¢&” + Ag

n+l
s

m) Atualizar o vetor de tensdes: 6" = 6" + Ac

n) Atualizar o vetor de forcas internas: f,_""' =f_" + Af_"";

nt nt >

o) Se (t,,, ,retornar ao passo (a), em caso contrario ir ao passo (p);

p) Fim do processo.
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7 APLICACOES NUMERICAS

7.1 INTRODUCAO

Para este trabalho, optou-se por desenvolver cdédigos em separado para cada tipo
de analise. Para a andlise linear, emprega-se os codigos SLARI3D (3D Static Linear
Analysis using Reduced Integration) e DYLARI3D (3D Dynamic Linear Analysis using
Reduced Integration); para analise ndo-linear, utiliza-se os codigos SNARI3D (3D
Static Nonlinear Analysis using Reduced Integration) ¢ DYNARI3D (3D Dynamic
Nonlinear Analysis using Reduced Integration).

Como em célculos que envolvem milhares de elementos os métodos diretos,
baseados em eliminagdo de Gauss, requerem grande quantidade de memoria e tempo de
CPU, principalmente em andlises tridimensionais, desenvolveu-se também codigos
estaticos e dinamicos implicitos com o processo iterativo dos Gradientes Conjugados
(ver Apéndice II). Neste caso, evita-se a montagem e fatoriza¢do do sistema global de
equagdes. Para o presente trabalho, emprega-se Gradientes Conjugados numa
formulacao elemento-por-elemento com precondicionador diagonal e precondicionador
proporcionado pela fatorizagdo incompleta de Cholesky, seguindo a abordagem
proposta por Hughes e Ferencz (1987).

Como o elemento finito empregado foi desenvolvido para evitar travamento de
cisalhamento e volumétrico, testou-se uma série de benchmark tests envolvendo flexao
de placas e cascas finas e o uso de materiais praticamente incompressiveis. Para
demonstrar a aplicabilidade do elemento estudado no campo ndo-linear, este foi
comparado com resultados de publicagcdes que empregam diferentes tipos de elementos,
principalmente elementos de casca.

O pré e poés-processamento dos exemplos analisados foram realizados através do
software GiD®. Para a descricio da malha adotada, utilizam-se trés parimetros
(P1xP2xP3), sendo que os dois primeiros representam o numero de elementos no plano
e o terceiro indica o niimero de elementos na dire¢@o da espessura da estrutura.

Primeiramente sdo apresentados os exemplos estaticos e dindmicos lineares. Na
sequéncia, mostra-se os exemplos estaticos e dindmicos considerando a nao-linearidade

geométrica.
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7.2 EXEMPLOS ESTATICOS LINEARES

7.2.1 Placa quadrada sujeita a carga concentrada

Neste exemplo, a placa sujeita a uma carga concentrada no centro (Fig. 7.1) ¢
analisada utilizando-se malha regular e irregular (Fig. 7.2). Devido a simetria, apenas %
da estrutura ¢ modelado. Os resultados para o deslocamento vertical no centro da placa
sdo comparados com a solucao analitica.

Primeiramente considera-se a placa simplesmente apoiada e empregam-se dois
materiais diferentes: caso (a): material com coeficiente de Poisson igual a 0,3; caso (b):

material aproximadamente incompressivel, com coeficiente de Poisson igual a 0,499.

F,w
| F =400
V E=3x 10’

L=10
til L v=0,3¢0,499
T‘ R t=02

L

FIGURA 7.1 — Geometria da placa analisada.

FIGURA 7.2 — Malha regular e irregular adotada para % da placa.

A tabela 7.1 indica o deslocamento normalizado, o qual ¢ definido pela razao
entre o valor computado e a solucdo analitica. Comparam-se os resultados obtidos pelo
programa desenvolvido (SLARI3D) com os valores alcangados por Liu et al. (1994), o
qual adota elemento hexaédrico com 4 pontos de integracdo, ¢ com o elemento que
apresenta integracao completa (IC). Observa-se que, tanto o elemento implementado,
como o elemento desenvolvido por Liu ef al. (1994), apresentam bons resultados
mesmo com malha grosseira. No entanto, nem sempre apresentam convergéncia
monotdnica dos resultados quando se refina a malha, mas estes valores ainda assim

permanecem proximos da solucdo exata.
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TABELA 7.1 — Deslocamento normalizado da placa para o caso (a): malha regular.

Discretizacao
Elemento
4x4x2 8x8x4 16x16x4
SLARI3D 0,675 1,020 1,025
Liu et al. (1994) 1,151 1,034 1,036
IC (2x2x%2) 0,066 0,362 0,692

Solugio analitica Wya, = 0,1268 (PL°/E £ ) =0,021138.

TABELA 7.2 — Deslocamento normalizado da placa para caso (a) e (b).

caso (a): v=0,3 caso (b) : v=0,499*
Elemento
malha regular ~ malha irregular malha regular malha irregular
SLARI3D 1,0147 0,9858 1,0182 0,9976
Hu e Nagy (1997) 1,0350%** 1,0190%** 1,0290%*** 1,0190%**
IC (2x2x2) 0,1272 0,1064 0,0728 0,0652
Malha 4 x 4 x 4.

* Solugdo analitica Wy = 0,1045 (PL?/E £)=0,017423.
** referenciado como 3,5% ; *** referenciado como 1,9% ; **** referenciado como 2,9%.

Percebe-se que o elemento estudado apresenta desempenho bastante satisfatorio,
mesmo com malhas grosseiras e distorcidas (tabela 7.2). A concordancia com os
resultados obtidos por Hu e Nagy (1997) indica que a formulagao foi adequadamente
empregada.

O fato de alcangar bons resultados com material praticamente incompressivel
demonstra que o elemento ndo sofre travamento volumétrico, ao contrario do elemento
com integracao completa, o qual apresenta deslocamentos bem menores que os teoricos.

No caso (a), novamente os elementos com integracdo completa ndo sdo
adequados pois sofrem travamento de cisalhamento, caracteristico de estruturas finas
submetidas a flexao.

Como forma de testar o elemento estudado para este caso especifico de flexao
em placas finas, analisou-se a placa com diferentes espessuras. Para estes testes,
considerou-se a placa engastada e com coeficiente de Poisson igual a 0,3. Os resultados
estdo plotados na Fig. 7.3, onde no eixo das abscissas estdo os valores de esbeltez, em
escala logaritmica, e no eixo das ordenadas estdo os deslocamentos verticais divididos
pelo valor analitico, esse ultimo obtido segundo a teoria de placas finas:

w
w, . (Teoria de Kirchhoff)

(P:
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Observa-se que o elemento com integragao reduzida uniforme comporta-se bem
até mesmo para valores de esbeltez bastante elevados (1000), coincidindo com a teoria
de placas finas. Por outro lado, o elemento com integracdo completa, além de ser mais
caro computacionalmente, apresenta uma sobre-rigidez devida ao travamento de
cisalhamento e, consequentemente, o valor de ¢ tende a zero a medida que se aumenta a

esbeltez da placa.

40 T
O

10 — o SLARI3D: malha 4x4x4

’ —a—1C: malha 4x4x4
T R e Teoria de Kirchhoff

20 +

1 SRR TR EET TP NV

0.0 ——1 T iy A A
1 10 log (L/1) 100 1000

FIGURA 7.3 — Comportamento do elemento para diferentes espessuras da placa.

Mantendo-se a espessura da placa igual a 0,5 (esbeltez 20) e refinando-se a
malha, resolveu-se o sistema de equagdes de equilibrio por diferentes processos. Os
resultados estdo mostrados na Fig. 7.4. Como forma de minimizar a semi-largura de
banda, utilizou-se o reordenamento nodal do sistema GAELI (Teixeira, 1999).

Observa-se que a medida que se refina a malha e, consequentemente, aumenta o
numero de incognitas e a semi-largura de banda, a solugdo por processos iterativos
passa a ser mais competitivo, além de requerer menos memoria para armazenar
matrizes.

Percebe-se também que as duas formas de precondicionamento apresentam
resultados bastante semelhantes neste caso (esbeltez igual a 20). Porém, a medida que o
placa se torna mais fina e, consequentemente, a matriz global passa a ser mal
condicionada, o uso do precondicionador através de fatorizagao incompleta de Cholesky
oferece um significativo ganho em termos de tempo computacional (ver comparacio de

numero de iteracdes na Fig. 7.5).
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200 T —e— Gauss - sem minimizador banda

—o— Gauss - comminimizador de banda
—=— Gradientes Conjugados sem prec.
—e— GC prec. Diagonal

o~ —a— GC prec. Cholesky
2 100 1
8,
g
L
namero de elementos
0 } } } } } } |
0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000

FIGURA 7.4 — Tempo de solucao com diferentes forma de solugao do sistema.
Magquina utilizada: processador Athon AMD 1,2GHz e 256MB RAM.

120000 T

100000 - —A— GC sem prec.
8 1 —e— GC prec.Diagonal
é 80000 1 —B— GC prec. Cholesky
g ]
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FIGURA 7.5 — Comparagao do nimero de iteracdes no método dos gradientes

conjugados para diferentes espessuras da placa.

7.2.2  Viga previamente torcida (Twisted Beam)

Uma viga de comprimento L, cujas se¢des transversais giram uniformemente de
0° a 90° ao longo do eixo longitudinal, ¢ engastada em uma de suas extremidades e na
outra ¢ submetida a uma carga concentrada F. Por apresentar elementos bastante
distorcidos, este problema ¢ considerado um benchmark para analise com integragao
reduzida. As caracteristicas da viga estdao indicadas na Fig. 7.6.

Os deslocamentos computados na extremidade livre sdo comparados com o0s

resultados publicados por Liu et al. (1994) e os obtidos com integracdo completa (tabela
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7.3). Observa-se que o elemento estudado apresenta excelente resultado e, novamente, o

elemento com integracdo completa sofre travamento de cisalhamento.

Y : 7
H_l_ F,w E=29x10" L=12

/ v=0,22 t=0,32
H=1,1 F=1,0

- L N
|

FIGURA 7.6 — Indicagdo dos dados para a viga torcida.

TABELA 7.3 — Comparagao dos resultados para a viga torcida.

Elemento W/ Winax
SLARI3D 1,019
Liu et al. (1994) 1,026
IC (2x2x2) 0,503
Malha 24 x 4 x 4.

Solugdo analitica Wy, = 0,005424.

A tabela 7.4 estabelece a comparagdo entre os processos de solugdo iterativos.
Observa-se que a solu¢ao com precondicionador através da fatorizagdo incompleta de
Cholesky exige muito menos iteragdes e, neste caso, esta redugdo ¢ suficiente para obter
um tempo de processamento bem menor que as demais solugdes iterativas (embora cada
iteracdo com fatorizacdo de Cholesky seja mais demorada).

A Fig. 7.7 mostra a configuracao deformada da viga amplificada em 100 vezes.

TABELA 7.4 — Comparagdo entre os métodos iterativos.

Sistema de Solugdo das Tempode  Numero de

Equagdes de Equilibrio Solugdo Iteragdes
Gradientes Conjugados (GC) sem prec. 1,00 * 2038
GC com precondicionador diagonal 0,85 1730

GC com precondicionador por fatoriza¢ao
0,44 603
incompleta de Cholesky

* Equivalente a 116,17 segundos (processador Athon AMD 1,2GHz e 256 MB RAM).
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FIGURA 7.7 — Configuragao deformada da viga torcida (magnificada em 100 vezes).

7.2.3  Placa circular engastada sujeita a carga concentrada

A placa circular fina indicada na Fig. 7.8 estd engasta e tem uma carga
concentrada aplicada no centro. Devido a simetria, apenas Y4 da placa foi modelado. Na
tabela 7.5, os deslocamentos normalizados no centro da placa sdo comparados com os
resultados apresentados no trabalho de Liu ef al. (1994), no qual emprega-se elemento
hexaédrico com 4 pontos de integragdo. Nota-se que os resultados obtidos ficaram mais
proximos da solugdo analitica.

A comparagdo entre os precondicionadores utilizados est4 indicada na tabela 7.6.
Novamente, por ser uma estrutura fina (matriz de rigidez mal condicionada), a solucao
por fatorizacdo de Cholesky apresenta melhor desempenho que o precondicionador

diagonal.

E=1x10" v=0,3
R=100,0 h=1,0
F=10,0

FIGURA 7.8 — Caracteristicas da placa circular.

TABELA 7.5 — Comparagao dos resultados para a placa circular engastada.

Discretizacao *

Elemento
10 x 2 20 x 4
SLARI3D 0,952 0,968
Liu et al. (1994) 0,811 0,927
IC (2x2%2) 0,033 0,119

Solugio analitica Wy, = 2,1725 x 10~.
* elementos/se¢do x elementos/espessura.
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TABELA 7.6 — Comparacao entre os precondicionadores utilizados (malha 20x4).

Sistema de Solugao das Tempode  Numero de

Equacdes de Equilibrio Solucao Iteragdes
Gradientes Conjugados (GC) sem prec. 1,00 * 29334
GC com precondicionador diagonal 0,85 24862

GC com precondicionador por fatorizagdo

' 0,46 7397
incompleta de Cholesky

* Equivalente a 1846,87 segundos (processador Athon AMD 1,2 GHz e 256 MB RAM).

7.2.4  Cilindro suportado por diafragmas rigidos (Pinched Cylinder)

A Fig. 7.9 mostra um cilindro de paredes finas com cargas concentradas no
centro. Em ambas as extremidades existem diafragmas rigidos. Desta forma, somente os
movimentos na dire¢do axial sdo permitidos. Devido a simetria, apenas '/s da estrutura é
modelada. A deflexdo no ponto de aplicagdo da carga ¢ usada para comparar o

desempenho dos elementos, conforme indica a tabela 7.7.

E=3x10° v=0,3
R =300 h=3

R
- F=1,0 L =600
v

FIGURA 7.9 — Caracteristicas do cilindro analisado.

TABELA 7.7 — Comparagao dos resultados para o cilindro.

Elemento W / Winax
SLARI3D 0,974
Liu et al. (1994) 0,980
IC (2x2x2) 0,193

Malha 20 x 20 x 4.

Solugdo analitica wy,,x = 0,000018248.
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O fato do elemento estudado funcionar de forma bastante eficiente para este
exemplo comprova que, além de evitar o travamento de cisalhamento, o elemento ndo
sofre travamento pelos esfor¢cos de membrana, o qual ¢ comum em elementos curvos. A

Fig. 7.10 mostra a configuracao deformada do cilindro.

FIGURA 7.10 — Configuracdo deformada do cilindro inteiro e da parte modelada

magnificadas 3x10° vezes.

Mais uma vez, o precondicionador através da fatorizacdo incompleta de
Cholesky provou ser o mais eficiente (tabela 7.8). Mas o que chama mais atengdo € o
fato do processo com precondicionador diagonal apresentar desempenho pior que o
processo sem precondicionador. Isto ocorre pelo fato de se tratar de um casca fina com

matriz de rigidez mal condicionada.

TABELA 7.8 — Comparagao entre os processos iterativos para o cilindro.

Sistema de Solugdo das Tempode  Numero de

Equagdes de Equilibrio Solugdo Iteragdes
Gradientes Conjugados (GC) sem prec. 0,83 33623
GC com precondicionador diagonal 1,00 * 32166

GC com precondicionador por fatorizagdo
0,41 8150
incompleta de Cholesky

* Equivalente a 5052,98 segundos (processador Athon AMD 1,2GHz e 256MB RAM).
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7.2.5 Casca cilindrica suportada por diafragmas rigidos (Scordelis — Lo roof)

A casca cilindrica fina indicada na Fig. 7.11, estd sujeita apenas a esforgos
devidos ao peso proprio e ¢ suportada, em suas extremidades longitudinais, por

diafragmas rigidos, os quais permitem somente movimentos axiais.

L=50 R=25
t=0,25 0=280°
p = 360/volume
v=0,0

E =4,32x10°

N02 R
N

FIGURA 7.11 — Caracteristicas da casca cilindrica.

Devido a simetria, apenas % da estrutura foi discretizada. A tabela 7.9 indica a
relacdo entre o deslocamento vertical obtido no meio da borda lateral pela solugdo
analitica indicada por Liu et al. (1994) e Belytschko e Leviathan (1994). Observa-se
que, mesmo com poucos elementos ao longo da espessura, o elemento comporta-se bem

(situagdo critica de travamento de cisalhamento).

TABELA 7.9 — Comparagao dos resultados para a casca cilindrica.

Discretizacao
Elemento
8x8x1 8x8x2
SLARI3D 0,844 0,968
Liu et al. (1994) 1,162 -
Belytschko et al. (1994)* 0.740 -
IC (2x2x%2) 0,123 0,123

Solugdo analitica w,,,, = 0,3024.
* utilizou malha de 8 x 8 com elementos de casca com 4 nos.

A Fig. 7.12 indica a deformada da casca cilindrica, magnificada em 10 vezes. A

tabela 7.10 apresenta os resultados do processo iterativo.
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FIGURA 7.12 — Deformada da casca cilindrica (magnificada em 10 vezes).

TABELA 7.10 — Comparagdo entre os precondicionadores.

Sistema de Solugao das Tempode  Numero de

Equagdes de Equilibrio Solugéo Iteragdes
Gradientes Conjugados (GC) sem prec. 1,00 * 8363
GC com precondicionador diagonal 0,78 6559

GC com precondicionador por fatorizagao
) 0,53 2876
incompleta de Cholesky

* Equivalente a 136,60 segundos (processador Athon AMD 1,2 GHz e 256MB RAM).

7.3 EXEMPLOS DINAMICOS LINEARES
7.3.1 Viga previamente torcida (Twisted Beam)

O mesmo problema mostrado na Fig. 7.7 ¢ agora resolvido considerando-se a
forca F' como uma fungdo salto unitario (unit step fuction) no tempo igual a zero e
massa especifica igual a 2,5x10™. O grafico deslocamento x tempo (ver Fig. 7.13) da
analise dinamica ndo amortecida ¢ comparado com o obtido por Hu e Nagy (1997),
onde também adotou-se uma malha de 24x4x4 elementos hexaédricos. Percebe-se uma
boa concordancia dos resultados.

Os resultados da analise implicita e explicita coincidem, sendo que se adotou
At=2x10" s para o método de Newmark e At=2x10" s para o método de Taylor-

Galerkin (100000 passos de tempo).
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FIGURA 7.13 — Grafico deslocamento na extremidade livre x tempo.

Neste problema, apenas o primeiro modo de vibragdo ¢ significativamente
excitado pela for¢a externa, por isso o comportamento da estrutura ¢ similar a um
sistema de um grau de liberdade, onde o méximo deslocamento ¢ duas vezes a deflexao

estatica e a configuracao indeformada ¢ recuperada periodicamente (ver Fig. 7.14).

FIGURA 7.14 — Deformada da viga majorada 100 vezes: instante t = 0,005 e t = 0,007s.

7.3.2  Placa circular engastada

Uma placa circular engastada nas bordas (Fig. 7.15) estd sujeita a uma carga

distribuida, q,, que ¢ aplicada no tempo igual a zero e permanece constante durante a

analise (fun¢do passo de carga). Devido a simetria, somente Y4 da placa ¢ discretizada.
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R =100 E =100
h=5 V=093
q=2x10"% p=10

Aq@®

NN
=
BN\

\J

FIGURA 7.15 — Caracteristicas da placa circular engastada.

A Fig. 7.16 mostra o grafico do deslocamento vertical ndo amortecido no ponto
central da placa em funcdo do tempo. Para a andlise, utilizou-se malha 10x4 elementos.
Os resultados sdo comparados com os obtidos por Reddy (1984), o qual utilizou
elementos quadrangulares de 4 n6s com integracgao seletiva.

Novamente os resultados do método implicito e explicito coincidem. Com a
diferenca de que utilizou-se At=10 s para o método implicito e At=0,25 s para o

explicito.

0,70

060 | A Reddy (1984)
DYLARI3D
————— resultado estatico

0,50
0,40

0,30

s

0,00 &&x JAY Aga)

0,20

0,10

deslocamento no ponto central

0,10 ——tt
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800
tempo (s)

FIGURA 7.16 — Gréafico deslocamento x tempo da placa circular.

Comparou-se também a tensdo normal no ponto central superior da placa. O
calculo das tensdes no programa DYNARI3D foi realizado de duas formas: utilizando
integragao completa (IC) e avaliando a tensdo apenas no ponto central do elemento (IR).

Os resultados estdo plotados na Fig. 7.17. Observa-se uma diferenga significativa entre
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a tensao nodal obtida através da suavizagdo das tensdes dos oito pontos de integracao

dos elementos e a suavizacao das tensdes nos pontos centrais dos elementos (Fig. 7.17).

0.12 7 —+— DYLARIBDIC
1 ——DYLARI3D IR
0.10 Reddy (1984)
resultado estatico
0.08
g 0.06
g
0 o i T
0.02
0.00 !
{ %00 400 600 800 1000 1400 1600
002 +
tempo (s)

FIGURA 7.17 — Grafico oy X tempo para a placa circular.

A Fig. 7.18 ilustra as tensoes avaliadas no ponto central sem € com o processo

de suavizagao descrito em 3.7.

FIGURA 7.18 — Tensdes normais no ponto central sem e com suavizagao.

Para simular uma analise amortecida do sistema, utilizou-se um coeficiente de

amortecimento ( y ) igual a 0,05 no método explicito de Taylor-Galerkin e obteve-se o

grafico deslocamento x tempo da Fig. 7.19. Ou seja, apds o amortecimento completo a

resposta estabilizada coincide com a solugao estatica.
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FIGURA 7.19 — Resposta amortecida da placa circular.

7.3.3 Casca esférica engastada sujeita a carga pulso no dapice

A casca esférica mostrada na Fig. 7.20 foi analisada modelando-se apenas "4 da

estrutura. Empregou-se malha com 5x5x2 elementos na parte central (ponto de

aplicagdo da carga) e no volume restante empregou-se malha de 35x10x%2 elementos.

E=10 v=03
R=476 0=109°
h=0,01576

H = 0,0859

p = 0,000245

FIGURA 7.20 — Discretizacdo e propriedades da casca esférica.
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Na Fig. 7.21 ¢ apresentada a resposta transiente linear encontrada sobreposta ao
resultado publicado por Bathe (1974), o qual utilizou 10 elementos axisimétricos de 8
nés. A ordenada refere-se ao deslocamento vertical no dpice adimensionalizado
(dividido por H). Observa-se que mesmo com apenas dois elementos na espessura
obteve-se uma boa representagao do comportamento dindmico da estrutura.

Os resultados obtidos pelo método implicito e explicito ficaram bastante
proximos, como pode ser visto na Fig. 7.22, onde estd destacada a resposta dinamica
nos primeiros 100us. Para o método implicito de Newmark, adotou-se o At=2,2us
(mesmo intervalo de tempo empregado por Bathe, 1974) e para o método explicito de
Taylor-Galerkin utilizou-se At=0,0027us. Como se trata de andlise linear e os exemplos
apresentados sdo resolvidos com poucos elementos, o esquema explicito de Taylor-
Galerkin nd3o ¢ competitivo se comparado com o método implicito de Newmark.
Entretanto, o método explicito ¢ fundamental para analises ndo-lineares (como sera
visto no exemplos 7.5 ), pois ¢ muito mais rapido em cada intervalo de tempo e

consome muito menos memoria.

——e—DYLARI3D
- 207 —&— Bathe et al (1974)
\3 B solucdo analitica estatica
o
.5 1.5 +
g§ |
£
B
s 1.0 +
=R A VAR IR ¢ A W 3 GUU 7 A VY
o) ,
g
g
E 05 T
'c .
0.0 &
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
tempo (ps)

FIGURA 7.21 — Gréfico deslocamento x tempo da casca esférica.

Para aproveitar o fato do método de Newmark ser incondicionalmente instavel,
pode-se utilizar o algoritmo de Gradientes Conjugados com precondicionador
proporcionado pela fatorizacdo incompleta de Cholesky e obter um procedimento que

requer muito menos memoria do computador do que os métodos diretos (Hughes e

70



Ferencz., 1987). A tabela 7.11 indica o comparativo entre o método implicito com

procedimento iterativo e o método explicito.

1.8
1.5 1
= 1.3 1
B
Q i
£ 1.0
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= —6— Newmark: intervalo tempo = 0.22us
(]
=05 A —&— Taylor-Galerkin: intervalo de tempo = 0.0027us
0.3
0.0 |
0 20 40 60 80 100
tempo (us)

FIGURA 7.22 — Comparagao entre os resultados do método implicito e explicito.

TABELA 7.11 — Comparagao entre os métodos de solugao.

Método At (s) Tempo relativo
Newmark com GC e prec. Fator. Cholesky 2,2 % 10° 0,125
Taylor-Galerkin 0,0027 x 10°° 1,000%*

* Equivalente a 28.459,38s (processador Atlhon AMD 1,2GHz ¢ 256MB RAM)

7.3.4 Casca cilindrica suportada por diafragmas rigidos (Scordelis-Lo roof)

Com a mesma casca cilindrica apresentada no exemplo 7.2.5, faz-se a analise
dindmica ndo amortecida. O carregamento ¢ considerado constante no tempo em forma
de carga de superficie no valor de 9.0 por unidade de area (10% do carregamento
estatico para evitar flambagem). O grafico do deslocamento vertical no ponto central da
borda livre da casca em func¢ao do tempo ¢ mostrado na Fig. 7.23. Este ¢ comparado
com o resultado obtido por Belytchko et al. (1994), que utilizou malha 4x4 com

elementos planos.
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0.10 + ——+8— DYLARI3D: malha 8x8x2
—=— Belytschko et al (1994)
008 - e solu¢do analitica estatica

maximo deslocamento dindmico

0.06 AX

0.02 +

0.00

deslocamento no meio da borda livre

0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010
tempo (s)

FIGURA 7.23 — Grafico deslocamento x tempo para a casca cilindrica.

Novamente, apenas o mais baixo modo de vibragdo ¢ significativamente
excitado pelas forcas externas, entdo o comportamento da estrutura ¢ similar ao sistema
de um grau de liberdade, onde 0 maximo deslocamento ¢ o dobro da deflexdo estatica e
a configuragdo indeformada ¢é recuperada periodicamente.

A curva apresentada na Fig. 7.23 ¢ coincidente para o método explicito

(At=0,15%10 s) e 0 método implicito (At=0,1x107 s).

7.4 EXEMPLOS ESTATICOS NAO-LINEARES

7.4.1 Viga em balango sujeita a grandes rotagoes

A Fig. 7.24 mostra uma viga fina em balanco sujeita a uma grande carga
concentrada no extremo livre (conservativa). Este exemplo foi apresentado no trabalho
de Liu et al. (1998), que serviu como bibliografia para implementacdo da nao-
linearidade geométrica. Naquele trabalho, Liu et al. utilizou elementos hexaédricos de 8
nés com 4 pontos de integracdo. Para este problema, empregou-se malha de 10x2x1,
assim como na publicagdo de referéncia. As propriedades do material sio: E = 1x10° e

v=0,0.
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P =269,35

T 0,1478

1,0

L=10

FIGURA 7.24 — Viga em balango analisada.

A Fig. 7.25 apresenta a comparagdo dos deslocamentos ao longo do
comprimento da viga para a carga maxima (P=269,35). A Fig. 7.26 mostra as

configuracdes deformadas para diferentes incrementos de carga (sem amplificacdo) e a
Fig. 7.27, o gréfico forga x deslocamento no extremo livre, considerando A, =0,01¢

A_ =100 (parametros do MCDG). Ao todo foram 31 incrementos de carga com, no

max
maximo, 6 iteracoes dentro de cada incremento. Nesta figura (Fig. 7.27) observa-se
claramente o aumento automatico do incremento de carga a medida que a estrutura

passa a apresentar um comportamento mais rigido.

8 £
—6— SNARI3D

6T —a— Liu et al (1998)
3
p=
[
>
g 4+
3
g
2
g 27
a

0 ‘ |

0 2 4 6 8 10
Coordenada longitudinal inicial dos nos

FIGURA 7.25 — Comparagao com os resultados obtidos por Liu et al.(1998).
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FIGURA 7.26 — Deformagdes reais para os niveis de carga: P=2,68; P=22,84; P=60,0 ¢
P=262,98.

A tabela 7.12 mostra o desempenho das diferentes versoes do programa para a
analise ndo-linear estatica e a Fig. 7.28 compara o nimero de iteracdes do processo
iterativo para cada incremento de carga. Observa-se que na solugdo sem
precondicionador e com precondicionador diagonal existe um aumento mais expressivo
do ntimero de iteracdes a medida que o sistema torna-se mal condicionado (aumento da

ndo-linearidade geométrica).

350
300
—=—— Analise ndo-linear (SNARI3D)

250 1 ---A--- Analise linear
T 200
s 150 -
=
it

100 -

_____ A
50
O & T T T T 1
0 2 4 6 8 10
Deslocamento vertical

FIGURA 7.27 — Grafico forga x deslocamento.
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TABELA 7.12 — Comparagao entre os métodos de solucao.

Me¢étodo Tempo relativo Total de iteragdes GC ~ Semi-banda
Eliminagao de Gauss (EG) 0,22 - 30
EG com otimizador de banda 0,21 - 33
GC sem precondicionador 0,94 113843 -
GC prec. diagonal 0,89 103177 -
GC prec. Cholesky 1,0* 51012 -

* Equivalente a 42,74s (processador Athon AMD 1,2GHz e 256MB RAM).
5000 —o— GC prec. Cholesky
—B— GC prec. diagonal
8 4000 - —— GC sem prec. e nna [ B EE
E i
] A—A A—A
2 3000 xE T T T EE A
15 = |
5 -
g
S 2000 -
5
g
5 1000 -
0 T T T T T T 1
0 5 10 15 20 25 30 35
incrementos de carga

FIGURA 7.28 — Numero de iteracoes no método dos GC em cada incremento.

7.4.2  Viga em balango sujeita a momento no extremo

A viga em balango representada na Fig. 7.29 esta sujeita a um bindrio de forgas
ndo-conservativas de forma a produzir um momento constante no extremo livre. Sob
tais circunstancias, a viga sofre grandes rotagdes no plano de forma a encuvar-se até o

ponto em que os dois extremos coincidam (Fig. 7.30).

E=12x10"

P

’ — j
)M=0,1P 0.10
/ >
s P
10
\' L=10

FIGURA 7.29 — Viga em balango sujeita a cargas conservativas, E=1,2x10° e v=0,0.
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FIGURA 7.30 — Deformada real da viga para M/M, = 0,25; 0,5 ; 0,75 ; 1,00.

T
T

Segundo a equacdo da linha elastica da viga, a solu¢do analitica para a viga
fletida com momento constante ¢ dada por: 1/» =M /EI , onde M ¢ o momento aplicado
no extremo e » o raio de curvatura. Desta forma, o momento que corresponde ao

enrolamento (roll-up) total da viga é dado por M, =27El/L, sendo L o comprimento
total da viga e igual ao comprimento total do arco circular (277 = L ). Para os dados
utilizados, o momento M, vale 6,283. A curva carga x deslocamento no extremo ¢

apresentada na Fig. 7.31.

—o— deslocamento vertical

momento aplicado

—— deslocamento horizontal
—— Shi e Voyiadjis (1991)

0 2 4 6 8 10 12 14
deslocamentos

FIGURA 7.31 — Grafico momento * deslocamento vertical/horizontal para a viga com

momento concentrado no extremo.
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Os resultados indicados na Fig. 7.31 referem-se a uma malha de 40x4xI
elementos. Nota-se uma boa concordincia com os resultados obtidos por Shi e
Voyiadjis (1991), os quais adotam 10 elementos de placa com 4 nés e integragdo

reduzida (1 ponto), e a solugdo analitica.

7.4.3  Arco circular engastado sujeito a carga concentrada

Neste exemplo, estuda-se o comportamento pré e pods-flambagem do arco
circular indicado na Fig. 7.32. Observa-se que, devido a simetria, apenas metade do arco
foi modelada. A curva carga x deslocamento mostrada na Fig. 7.33 corresponde ao
deslocamento vertical no ponto central do arco. Utilizou-se malha com 2 e 4 elementos
discretizados na espessura (malha 40x2x1 e 40x4x1). Os resultados ficaram proximos

aos obtidos por Jiang e Chernuka (1994), os quais empregaram 20 elementos de casca
com abordagem co-rotacional (ver Fig. 7.33). Para 0 MCDG empregou-se A4 =02¢

A =25.

FIGURA 7.32 — Parte simétrica do arco circular modelado. E = 1,2x 104; v=0,3.

A Fig. 7.34 mostra as configuracdes deformadas reais do arco ao longo do
processo ndo-linear. A tabela 7.13 mostra o comparativo entre os processos de solu¢ao

empregados para resolver as equacdes de equilibrio em cada instante.
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15 T
—s=— malha 40x2x1
—e— malha 40x4x1
—a— Jiang e Chernuka (1994)
10
E 4
=
[}
>
<
N
S
5 4
0 50 100 150 200 250
Deslocamento vertical no centro

FIGURA 7.33 — Curva carga x deslocamento para o arco circular.

S

FIGURA 7.34 — Configuracdes deformadas reais do arco circular em instantes com

deslocamento vertical igual a 13; 38; 78; 140 no ponto central.
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TABELA 7.13 — Comparagao entre os métodos de solucao (malha 40x4x1).

Me¢étodo Tempo relativo Total de iteragdes GC ~ Semi-banda
Eliminagao de Gauss (EG) 0,04 - 54
EG com otimizador de banda 0,01 - 30
GC sem precondicionador 0,99 4.068.788 -
GC prec. diagonal 1,00%* 4.021.528 -
GC prec. Cholesky 0,61 1.172.680 -

* Equivalente a 7748,31 s (processador Athon AMD 1,2GHz e 256MB RAM).

7.4.4 Casca cilindrica rotulada com carga concentrada no centro

A casca cilindrica mostrada na Fig. 7.35 apresenta as extremidades retas
rotuladas e os lados curvos livres. Devido a simetria, apenas 4 da casca foi modelado.
Adotou-se malha de 10x10%x2 e 10x10x4 elementos. Os deslocamentos verticais no
centro da casca foram comparados com os obtidos por Jiang e Chernuka (1994), os
quais empregaram malha de 6x6 elementos de casca com abordagem co-rotacional (ver

Fig. 7.36).

R =2540

E=3102,75
0,1 rad v=03

~~

FIGURA 7.35 — Caracteristicas da casca cilindrica analisada.

Assim como no exemplo anterior, o ‘“snap-through” na curva carga X

deslocamento foi obtido automaticamente através do MCDG, no qual arbitrou-se

AZ=03e A =30.
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] —a—malha 10x10x2
] —e— malha 10x10x4
3 4
1 —o— Jiang e Chernuka (1994)
o J
s 2T
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1 4
0 |
0 10 20 30
Deslocamento vertical

FIGURA 7.36 — Curva carga x deslocamento vertical no centro da casca cilindrica.

7.4.5 Placa quadrada engastada com carga distribuida uniforme

Da mesma forma que o trabalho de Shi e Voyiadjs (1991), demonstra-se este
exemplo para verificar a influéncia das forcas de cisalhamento sobre placas submetidas
a grandes deslocamentos. Para tanto, testa-se a placa quadrada indicada na Fig. 7.37
com duas razoes de esbeltez diferentes: 2a/h =100 e 2a/h=10, onde 2a ¢é o

comprimento da placa e h ¢ a espessura da placa.

q = carga distribuida

2a h = espessura

Eh’

D=1

A
\4

2a

FIGURA 7.37 — Caracteristicas da placa quadrada analisada.

O grafico da Fig. 7.38 representa o deslocamento vertical “w” no centro da placa
(dividido pela espessura) a medida que se aumenta a carga distribuida “q”. Os
resultados para a malha de 4x4x4 elementos sdo comparados com os obtidos no

trabalho de Shi e Voyiadjs (1991), os quais utilizaram malha de 4x4 elementos de placa.
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300 T

—+&— SNARI3D: 2a/h=100

—o6— SNARI3D: 2a/h=10

---© - - Shie Voyiadjis (1991): 2a/h=100
200 + ---A--- Shie Voyiadjis (1991): 2a/h=10
------- solugdo linear: 2a/h=100

qa4/Dh

100 -

FIGURA 7.38 — Curva carga x deslocamento vertical da placa quadrada.

Observa-se que com a mesma discretizagdo no plano (4x4), obteve-se uma boa
concordancia entre o elemento tridimensional ¢ o elemento de placa. Percebe-se
também que a diferenca entre a resposta para 2a/h =10 e 2a/h =100 torna-se maior a
medida que a deflexdo da placa cresce. Por isso, segundo Shi e Voyiadjs (1991), pode-
se concluir que as for¢as de cisalhamento em andlise ndo-linear de placas exercem um

papel mais importante do que no caso de analises lineares.

7.4.6  Cilindro com extremos livres sujeito a cargas concentradas

Neste exemplo ¢ avaliada a resposta do cilindro mostrado na Fig. 7.39 quando
submetido a grades rota¢des. Devido a simetria, apenas 1/8 da estrutura foi modelada,
utilizando-se uma malha de 7x6x4 elementos. Os extremos do cilindro sdo considerados
livres.

A Fig. 7.40 mostra a curva forga x deslocamento vertical no ponto A comparada
com o trabalho de Jiang e Chernuka (1994), os quais empregaram uma malha de 12x8
elementos de casca. Segundo Jiang e Chernuka (1994), pode-se dividir a resposta da
estrutura (Fig. 7.40) em duas fases: fase inicial caracterizada por grandes deslocamentos
e grandes rotagdes associados com a rigidez a flexdo; fase final caracterizada por uma

resposta extremamente rigida associada com a rigidez de membrana da casca. Na
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transi¢do entre estas duas fases ocorre uma flambagem localizada, representada pela

pequena descontinuidade na curva.

E=10,5x10°
v=03125

L=10,35

R=4953

h =0,094 (espessura)

FIGURA 7.39 — Caracteristicas do cilindro analisado.

Observa-se que foi possivel representar bem o comportamento da
estrutura até o deslocamento igual a 2,0. A partir deste ponto, a curva obtida nao
acompanha bem os resultados apresentados por Jiang e Chernuka (1994), mas ainda

assim ¢ possivel obter uma boa representacdo do comportamento da estrutura.

50 T

40T 5 SNARID a

. ---A---Jiang e Chernuka (1994)

carga P

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 35 4.0

deslocamentos

FIGURA 7.40 — Grafico forga x deslocamento vertical em A.
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A Fig. 7.41 ilustra as configuragdes deformadas da parte modelada do cilindro
para carga P=4,05 e P=40,3. A Fig. 7.42 ¢ retirada do trabalho de Jiang e Chernuka

(1994) para representar a configuracao deformada de todo o cilindro para P=59,6.

FIGURA 7.41 — Configuracdes deformadas reais do cilindro para P=4,05 ¢ P=40,3.

O

W)

FIGURA 7.42 — Configuracao deformada de todo o cilindro para P=59,6.
FONTE: Jiang e Chernuka, 1994.
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7.4.7  Placa circular engastada sujeita a carga distribuida uniforme

Este exemplo refere-se a uma placa circular fina (Fig. 7.43) submetida a carga
distribuida e com coeficiente de Poisson igual a 0,25. O resultado para o deslocamento
no centro da placa ¢ comparado com a solugdo analitica (Timoshenko e Woiniwsky-
Krieger, 1959) e o resultado apresentado por Shi e Voyiadjs (1991), no qual empregou-
se 24 elementos de placa. Utilizou-se uma malha de 8x4 elementos (8 elementos ao
longo dos 2 lados retos e 4 na espessura). A Fig. 7.44 mostra que conseguiu-se uma boa

concordancia com a solugao analitica.

) / .
? I "\\.__\

.
=
/ .
/ e
=y
¥ \
1 L

‘ / f (A \

FIGURA 7.43 — Geometria da placa circular e malha utilizada.

300

—<— SNARI3D

200 - —a— Shi e Voyiadjis (1991)

------- solugdo analitica

qR*/Eh*

100 ~

04

we/h

FIGURA 7.44 — Deflexao no centro da placa circular.

84



7.4.8 Placa retangular em balanco com carga concentrada no canto

Neste exemplo, analisa-se a placa ilustrada na Fig. 7.45 submetida a grandes
deslocamentos e grandes rotagdes devido a carga concentrada aplicada no canto.
Empregou-se uma malha de 10x8x4 elementos.

As curvas carga x deslocamento indicadas na Fig. 7.46 apresentam boa
concordancia com os resultados obtidos por Shi e Voyiadjis (1991), no qual utilizou-se
malha de 6x8 elementos de placa. Excecdo se faz para o deslocamento “va”, mas como

este valor estd multiplicado por 10 no grafico, esta diferenca ¢é praticamente

insignificante.

h=0,4

V =
" » 30 v=0,3 .
Q:W E=1,2x10

40

FIGURA 7.45 — Caracteristicas da placa retangular.

35
30
25 4
a9 20 7
<
&0
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O 154
10 - —B—ua
—A—vax10
5 4 —— Shi e Voyiadjis (1990)

0 5 10 15 20 25 30

Deslocamentos

FIGURA 7.46 — Curvas forga x deslocamento no ponto “a” da placa retangular.
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7.4.9 Viga bi-engastada sob carga concentrada

Estuda-se, através deste exemplo, a resposta estdtica da viga bi-engastada sujeita

a grandes deslocamento devido a carga concentrada no centro do vao, conforme Fig.

7.47. Modelou-se metade da viga com malha de 10x4x1 elementos. Os resultados dos

deslocamentos no centro do vao sdo comparados com a solu¢ao obtida por Mondkar e

Powell (1977), os quais empregaram 5 elementos planos de 8 nds com integracido de

2x2.

L2

D

A -
£

L2

L=20,0
h=0,125
b=1,0

E =30000
v=0,0
p=10,098

FIGURA 7.47 — Caracteristicas da viga bi-engastada analisada.

Pode-se observar que a medida que aumenta-se a carga, a viga apresenta um

comportamento extremamente rigido, sendo os deslocamentos na andlise linear muito

superiores aos deslocamentos obtidos na analise nao-linear (ver Fig. 7.48).

700 T

400

Forca P

300

200

100

600 + — o SNARI3D: anélise ndo-linear
] A Mondkar e Powell (1997)
500 T -..¢--- SLARI3D: analise linear

0.20 0.30 0.40 0.50

Deslocamento w

FIGURA 7.48 — Grafico for¢a x deslocamento vertical da viga bi-engastada.
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Os resultados coincidem com os obtidos por Mondkar e Powell (1977), que
também realizaram a andlise dindmica ndo-linear da viga, apresentada nos exemplos

dinamicos nao-lineares (item 7.5).

7.4.10 Arco sujeito a carga concentrada

O arco ilustrado na Fig. 7.49 esta sujeito a uma carga concentrada no centro do
vao. Somente a metade da estrutura ¢ modelada, utilizando-se malha de 40x4x1

elementos.

R =100
h=2

b=1
0=0,707 rad

FIGURA 7.49 — Caracteristicas do arco estudado.

A Fig. 7.50 mostra o desempenho do programa para a analise estatica nao-linear.

Os deslocamentos verticais, divididos pelo raio, sio comparados com os obtidos por
Liao e Reddy (1987). Adotou-se A4, =01 ¢ 4, =1,0 para os parimetros do MCDG.

A Fig. 7.51 mostra a configuracdo deformada para diferentes niveis de carga (sem

magnificar os deslocamentos).

20000 -
—o— SNARI3D

17500 —a— Liao e Reddy (1987)
15000

12500 -

Forca P

10000

7500 4 f

000 005 010 015 020 025 030 035 040

w/R

FIGURA 7.50 — Curva forga x deslocamento/R em analise estatica ndo-linear.
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FIGURA 7.51 — Configuragdes deformadas reais do arco para P = 7500, P = 14200,

P =5860 (w/R = 0,28) e P =20000.

Para esta mesma estrutura, assim como no trabalho de Liao e Reddy (1987),

realiza-se também a analise dindmica ndo-linear descrita no item 7.5.

7.5 EXEMPLOS DINAMICOS NAO-LINEARES

7.5.1 Viga bi-engastada sob carga concentrada

A viga descrita no exemplo estatico ndo-linear 7.4.9 e representada na Fig. 7.49

¢ agora analisada de forma dindmica, considerando-se a ndo-linearidade geométrica.

Novamente, adotou-se uma malha de 10x4x1 elementos e os resultados dos

deslocamentos no centro vao sdo comparados com a solu¢ao obtida por Mondkar e

Powell (1977), os quais empregaram 5 elementos planos de 8 nds.

P

|

L/2

N -
£

L2

D

L=20,0
h=0,125
b=1,0

E = 30000
v=0,0
p=0,098

FIGURA 7.47 — Caracteristicas da viga bi-engastada analisada.
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Estudou-se a resposta da viga durante o tempo de 5000us, sujeita a um passo de
carga dindmica com P=640 (Fig. 7.52). Devido ao comportamento extremamente rigido
da viga para P=640 (ver Fig. 7.48 do exemplo estatico nao-linear 7.4.9), pode-se esperar
que esta viga sujeita a carga dindmica vibrard com um periodo consideravelmente
menor que o periodo de vibracdo em andlise linear. Isto afeta diretamente a escolha do
intervalo de tempo para a analise dindmica nao-linear, pois significa que a medida que a
resposta se torna mais rigida o At diminui.

A Fig. 7.53 mostra a comparagao da resposta dindmica linear e nao-linear da
viga (os deslocamentos ndo-lineares estdo multiplicados por 10). Assim como no estudo
de Mondkar e Powell (1977), a resposta linear e a resposta ndo-linear foram obtidas
com passos de tempo de 50ps, usando o método de Newmark. Por outro lado, para o
método explicito de Taylor-Galerkin empregou-se um passo de tempo igual a 0,01us. A
solucdo ndo-linear obtida pelo método explicito ¢ bastante proxima aos resultados do
método implicito com At=25us (Fig. 7.54). O valor do periodo de vibra¢do para a

analise linear ficou em torno de 7' = 9056us e para a analise ndo-linear, 7" = 2300us .

A P

640

_t

FIGURA 7.52 — Fungao de carregamento ao longo do tempo.

—e— Resposta linear

—— Resposta ndo-linear x 10

Solugdo estatica ndo-linear

Deslocamentos (WL e 10XWwNL)

0 1000 2000 3000 4000 5000
tempo (us)

FIGURA 7.53 — Comparagao entre a resposta dinamica linear e ndo-linear da viga.
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1.000 - —o— DYNARI3D: intervalo de tempo =25 pus
DYNARI3D: intervalo de tempo = 100 ps
A Mondkar e Powell (1977): intervalo de tempo = 25us

0.750 - f

0.500 g

deslocamento w

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

tempo (ps)

FIGURA 7.54 — Resposta nao-linear para diferentes intervalos de tempo.

Observa-se uma enorme diferenca entre os deslocamentos maximos da solucao
linear e ndo-linear, como ja havia ocorrido na analise estatica ndo-linear. Os resultados
obtidos apresentam boa concordancia com os obtidos por Mondkar e Powell (1977),
conforme pode ser visto na Fig. 7.54 (respostas ndo-lineares obtidas através do método
implicito de Newmark).

A tabela 7.14 mostra o comparativo de tempo de processamento entre o0s
métodos utilizados para andlise dindmica ndo-linear. Para o método implicito,
considerou-se a atualizagdo da matriz de rigidez a cada iteracdo e resolugdo do sistema
de equagoes através de fatorizagao de Cholesky com minimizador de banda e gradientes
conjugados precondicionado. A Fig. 7.55 ilustra as configuragdes deformadas da viga

engastada em diferentes intervalos de tempo.

TABELA 7.14 — Comparagao entre os métodos de solucao (tmax = 5000us).

Método At Tempo relativo
Newmark fat. Cholesky 50 pus 0,01
Newmark GC prec. Diagonal 50 us 0,09
Newmark GC prec. Cholesky 50 us 0,04
Taylor-Galerkin 0,01 us 1,00%*

* Equivalente a 44.523,81 s (processador Atlhon AMD 1,2GHz e 256MB RAM)
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FIGURA 7.55 — Configuracdo deformada real para t=1150us, t=2050us.

7.5.2 Arco sujeito a carga concentrada

O arco apresentado no exemplo estatico ndo-linear 7.4.10 e ilustrado na Fig.
7.49 ¢é aqui analisado de forma dinamica ndo-linear. Novamente utiliza-se malha de
40x4x1 elementos e compara-se os deslocamentos verticais no centro do vao com os

obtidos por Liao e Reddy (1987).

R =100
h=2

b=1

6 =0,707 rad

FIGURA 7.49 — Caracteristicas do arco estudado.

Para a anélise dindmica implicita, empregou-se intervalo de tempo de 0,2x107s
para uma fun¢do de carga degrau de 7500 (nivel de carga inferior a carga de
flambagem). A resposta dindmica ¢ apresentada na Fig. 7.56, sobreposta a encontrada
por Liao e Reddy (1987), os quais empregaram 5 elementos curvos de viga com 3 nds.

Observa-se que, neste caso, a andlise dinadmica ndo-linear resulta em
deslocamento maiores que a analise linear (para P=7500). Na verdade isto ja era
esperado devido ao comportamento softening da estrutura na andalise estatica nao-linear,
isto ¢, até a carga de flambagem a estrutura perde rigidez a medida que aumenta os

deslocamentos (ver Fig. 7.50).
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——o— DYNARI3D: analise ndo-linear

50 T
—a—Liao e Reddy (1987)
] DYLARI3D: andlise linear
40+ e solugdo estatica ndo-linear P=7500

solugédo estatica linear P=7500

Deslocamento

tempo (XlO'Ss)

FIGURA 7.56 — Resposta dinamica do arco para P(t) = 7500.

7.5.3 Casca esférica engastada sujeita a carga pulso no apice

A mesma estrutura descrita no item 7.3.3 ¢ aqui analisada de forma dinamica,
considerando-se a ndo-linearidade geométrica. As caracteristicas da casca e do
carregamento estdo indicadas na Fig. 7.20.

A casca esférica foi analisada modelando-se apenas 4 da estrutura e
empregando-se uma malha com 5x5x2 elementos na parte central (ponto de aplicagdo
da carga) e no volume restante uma malha de 35x10%2 elementos.

Na Fig. 7.57 ¢é apresentada a resposta ndo-linear e linear da casca. A ordenada
refere-se ao deslocamento vertical no &pice adimensionalizado (dividido por H) e a
abcissa refere-se ao tempo em ps. Os deslocamentos representatos nesta figura foram

obtidos através do método explicito de Taylor-Galerkin, utilizando-se At=0,0027s.
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A F

E=10 v=03
R=476 0=109°
h=0,01576

H = 0,0859

p =0,000245

FIGURA 7.20 — Discretizacdo e propriedades da casca esférica.

Conforme pode ser observado na Fig. 7.58, a respostas nao-linear obtidas no
processo explicito apresenta boa concordancia com os publicados por Mondkar e

Powell (1977), no qual empregou-se um esquema implicito com At=2,0us.

3.0 7 ———o—— Analise dindmica linear
——a— Analise dindmica ndo-linear
2.5 1 solugdo estatica linear

—--—- solucdo estatica ndo-linear
2.0

f e e e e — - — g . —--

1.5

deslocamento w/H

1.0

0 50 100 150 200 250 300
tempo (us)

FIGURA 7.57 — Resposta dindmica linear e ndo-linear para a casca esférica.
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| —e— Taylor-Galerkin
20 —2— Mondkar e Powell (1977)
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S 1
- 15
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g
<
8 10+
5]
"O .
0.5
0.0 2 T T T T T 1
0 50 100 150 200 250 300
tempo (us)

FIGURA 7.58 — Comparac¢ao dos resultados da analise dindmica nao-linear para a casca

esférica.

A Fig. 7.59 ilustra a configuracdo deformada da casca esférica quando o
deslocamento vertical no apice atinge o maior valor, o que ocorre no tempo de 110us.
Observa-se os grandes deslocamentos experimentados pela estrutura, o que caracteriza

um problema altamente ndo-linear.

FIGURA 7.59 — Configuragao deformada para a casca esférica no tempo de 110us.
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8 CONCLUSOES E SUGESTOES

A busca por elementos finitos mais velozes tem sido tema constante em
pesquisas recentes desenvolvidas na drea computacional, especialmente para a resolugao
de problemas que envolvem grande numero de graus de liberdade. Por isso, o processo
de integragcdo reduzida com controle dos modos espurios estd presente na maioria dos
codigos modernos voltados a vetorizagdo ou paralelizagdo. Porém, para o elemento
também ser considerado confiavel e robusto, este ndo deve sofrer travamento
volumétrico e travamento de cisalhamento, o que se torna uma tarefa dificil para
elementos de baixa ordem.

Seguindo esta tendéncia de pesquisa na area computacional, durante o presente
trabalho testou-se o desempenho e a aplicabilidade do elemento hexaédrico com um
ponto de integracdo em programas estaticos e dindmicos, com ou sem a consideragdo da
ndo-linearidade geométrica.

Em uma primeira etapa, empregou-se o elemento para a analise estatica linear.
Através de comparagdes com resultados encontrados na bibliografia, observou-se a
correta implementag¢do da formulacdo e sua eficiéncia para este tipo de andlise. A partir
de diversas situagdes testadas, concluiu-se que o elemento esta livre de travamento
volumétrico e de cisalhamento.

Na seqiiéncia, comprovou-se que o elemento também nao estd sujeito a modos
espurios em analise dindmica. A coincidéncia dos resultados entre os métodos e o
comparativo com demais trabalhos indicam que, tanto o método implicito de Newmark,
quanto o método explicito de Taylor-Galerkin foram adequadamente implementados.

De posse de resultados satisfatorios em analises lineares, estendeu-se o estudo
para o campo ndo-linear. Devido ao procedimento utilizado para eliminagdo do
travamento de cisalhamento, empregou-se uma abordagem co-rotacional para a analise
ndo-linear geométrica. Testou-se varios problemas que envolviam grandes
deslocamentos e grandes rotagdes e reproduziu-se diversos resultados obtidos através do
emprego de elementos planos, o que demonstra a enorme aplicabilidade do elemento
tridimensional estudado.

Por ultimo, a andlise dindmica nao-linear foi testada através de trés exemplos

distintos. As comparagdes realizadas evidenciam o bom desempenho do elemento e da
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formulacdo adotada nos métodos implicitos e explicitos. Destaca-se a eficiéncia do

método de Taylor-Galerkin, além de ser pratico, simples e adequado a plataforma

vetorial. Porém, o mesmo somente ¢ competitivo com os método implicitos em
problemas que envolvam muitos elementos ou que, por sua natureza, exija intervalos de
tempo muito pequenos.

Em paralelo com os estudo citados, desenvolveu-se diferentes subrotinas para
resolug¢do do sistema de equagdes. Desta forma, criou-se diferentes versdes para cada
programa. Trabalhou-se com solucdes diretas (Gauss e fatorizacdo de Cholesky), com
ou sem minimizador de banda, e solugdes iterativas (Gradientes Conjugados), com ou
sem precondicionamento. Na grande maioria dos casos, a solugdo por eliminacdo de
Gauss mostrou-se mais rapida. Todavia, os problemas testados apresentavam um
nimero pequeno de graus de liberdade e a demanda de memoria ndo pdde ser avaliada.
Entre os procedimentos iterativos, destaca-se o0 método dos Gradientes Conjugados com
precondionamento através da fatorizagdo incompleta de Cholesky, o qual apresentou
boa eficiéncia para problemas de estruturas finas e em andlises ndo-lineares.

Assim, ¢ possivel afirmar que os objetivos do trabalho foram alcangados,
deixando como sugestdes para continuagdo da pesquisa:

e vetorizagdo e/ou paralelizacdo do cddigo computacional e aplicagdo a problemas
envolvendo um numero significativo de graus de liberdade (mais de 500 mil
incognitas);

e inclusdo da ndo-linearidade fisica;

e utilizagdo do programa dindmico para problemas de iteracao fluido-estrutura;

e implementacio de um processo para refinamento automatico da malha

tridimensional.
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APENDICE I

Para o elemento hexaédrico de oito nos, o vetor de fungdes de forma é:

N:[Nl N, Ny N, N; Ng N; Ns], (ALD)
e as coordenadas espaciais s3o interpoladas como:
x=Nx, y=Ny, z=Nz, (AL2)
onde:
1
N,(&n,¢)= g(1 +E N+ n)1+&,8) L a=12,...8. (AL3)

As derivadas de primeira ordem das funcdes de forma com respeito as

coordenadas naturais sdo:

N = (e i+t ).
LR

1 t t
N,g Zg(C +§h£ + 17h; +§77h2) )

as derivas segundas com respeito as coordenadas naturais sdo:

Ng =N, =N,= 0,

1 1

N =glbiem) o N = Shiean) . N (o) |

e a derivada terceira ndo zero da funcdo de forma é

1
“he

Ny = 3

A matriz Jacobiana J e seu determinante j sdo:

o o |
05 o5 o¢
ox Oy Oz
Jé.nd)=|— — —|, Al4
End)=\o o on (AL4)
& o
Lo ¢ o |
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) =deta(e, )= LY 0 O 2 Ov Oz X Oy
0¢ onog 05 0nog 05 0n oG
0z 0p ox Gy ox oz ox 0z Oy

0 0ndC 9EOndL O on o

onde:
a_x:Ng“X > 5_X:N e Q_Ngx >
os on ! oc
0 0 0
P Ny, PNy, Zony,
og on og
6—Z=N§ , g=N z , a—Z: cZ
o0& ’ on g o¢

No ponto central do elemento, onde & =1 =4 =0, tem-se:

NAO)=gE L N O0)=c . N0)=g

Entao a matriz Jacobiana vem dada por:
. gx &y &7z
JO)=—|n'x n'y n'z|,

8
gx gy gz

e o determinante (Jacobiano) ¢ dado por:
Z‘X gl‘y Z‘Z
.. L TR I |
Jo=J0)=det(0) = ——n'x 'y m'z=_V
Ex Ly Cz
onde V' ¢ o volume do elemento.

A inversa da matriz J(0) ¢ dada por:

o on |
ox Ox Ox
_ 0 0 0
D=[30)]" = ¢ on O¢
oy oy oy
o5 on o¢
L 62 (32 82 de=n=¢=0

(ALS)

(AL6)

(AL7)

(ALS)

Desta forma, os vetores gradientes no centro do elemento podem ser escritos

COmo:
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: KRN c 0¢)_1
b, :N,X(O): N == ox +Nn o +N¢ o g[Dn&"'Dlzn"'DnC] )
o0& on g _1
b, =ny(0)= N, = PN +N — o +N, —= Y g[D21§+D22n+D23C]
o0& 877 o¢) 1
b, =Nf2(0)= N, == o +N!, P +N/, —= Py g[D31&+D32n+D33C]

e as sub-matrizes gradiente no centro do elemento podem ser designadas como:
b;
B,(0)=|b;
t
b3

(AL9)

Depois de uma algebra trabalhosa, conforme mostrado no trabalho de Liu ef al.
(1998), pode-se demonstrar que as primeiras e segundas derivadas do vetores gradientes

com respeito as coordenadas naturais no centro do elemento sdo dadas por:

b, ={N,.. = é[Dlm +Dyy,]
b,, ={N, . = %[Dzzvl +D,7.]
b, = {Nu,zg}%[l)nvl +Dyv,]
by, ={N,.,|= é[Dlm +Dy1s]
by, =N, |= %[Dzm +Dyy,]
b, ={N,.,|= [03171 +Dyys]
b = {Na,x;}=%[Dllvz +Dpy5]
b, =N, = [Dzﬂz +Dy7,]
by, ={N, .= é[Dn'Yz +Dy,y,]

b, = {Na vfn} 1 [D1374 (pl )b

by = {Na,yé‘n}: 3

! [D23Y4 (pz )b

(rl t)bi,n] 5
~(eix v, ]



b,., = {Na,zgq}: é[D3374 _(pgxi)bi,§ _(r;Xi)bi,n] >
b, = {Na,xqg}: %[D1174 _(qixi)bi,n _(pixi)bi,cf] )

b, = {Na,yng}: %[Dslh —(q’zxi)bw —(p’le.)bi,f] )

by, = {Na,zu{}: %[D31Y4 _(qui)bi,n _(pgxi)bi,cf] 5

b, = {Na,xgg}: %[Dlzﬁ _(rltxi)bi,g _(qixi)bi,f] ,

1

b, = {Na,y§§}: g[D2274 _(rztxi)bi,g _(qtzxi)bi,g] 5

by = {Na,zé:}z %[Dnh _(r;Xi)bi,g _(qui)bi,é] >
onde,
p,=D;h,+D;h; ,  q,=D;h, +D,h, ,
r,=D,h, +D;h, , Y, =h, _(hfxxi)bi .

Entdo, as componentes das matrizes gradientes podem ser escritas como:

B.(0)] [b; 0 o]

B _(0)f |0 b 0

B_(0)| |0 0 b

B, (0)| |b, b 0

B_(0)) |0 b; b}

[B.(0)] [b o0 bj]
] ] IR
Exx,g (O) 0 3 Dy, 3 Dy,
5 2 : 1 ¢
l?yyé(o) 0 §D2271 _g 3372
]?22,5(0) - _ 0 lD P 2D '
Bxy,g(o) g _5 2Y1 g 3372
ﬁyz’g(()) Dy, 0 0
]A3xz,5(0) 0 I Dy,
) i _D33Yt2 0 0 i
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_ . , _
_Exx,§§ (0)_ 0 - §D2274 0

A 2

l?yyﬂ EO; 0 EDzzyft 0

B 0 1

22,6 - _ _ l ¢

]?xy,gg (0) ] 0 3 Dy, 0

B . (0) DY, 0 0

ﬁ,rz,gg (0) 0 0 Dy,
] Lo 0 0

onde l;i sdo os vetores gradientes uniformes definidos por Flanagan e Belytschko

(1981) e dados pela formula:
~ 1
b, = [N (&.m¢)av. (AL10)
eV,

Considerando-se o vetor auxiliar b,, de tal forma que sua primeira componente
(i=1ea= 1) seja dada pela expresso:
by =12V by = y,[(z = 2:) = (24 = 2 )|+ 3a (2o = 2) + [z - 2) = (25 - 2,)]+
vsllzs = 2) = (2 = 2 )|+ w25 = 22) + w2 - 25) -
As outras 7 componentes do vetor b, sdo obtidas a partir de b,, , permutando-se

as coordenadas nodais como indica a tabela AI.1.

TABELA Al.1 — Permutacdo dos niimeros nodais para geragdo de b, a partir de b,,.

1 2 3 4 5 6 7 8
2 3 4 1 6 7 8 5
3 4 1 2 7 8 5 6
4 1 2 3 8 5 6 7
5 8 7 6 1 4 3 2
6 5 8 7 2 1 4 3
7 6 5 8 3 2 1 4
8 7 6 5 4 3 2 1

Por exemplo, b,, fica da seguinte forma:
b, =12V [;12 :y3[(z7 _24)_(21 —26)]+y4(z3 _Z1)+y1[(24 _Zs)_(zs _Zs)]+

yﬁ[(ZS _27)_(23 _Zl)]+J’7(Zﬁ _Z3)+J’5(Zl _Zﬁ) .

106



Para encontrar os vetores b, e b, troca-se X, y € z de acordo com a tabela AL2.

TABELA Al2 — Permutagdo de coordenadas para gerar b, a partirde b, .

i

1 y z
2 X
3 X y

Por exemplo, b,, fica da seguinte forma:

by, =12V by, =x,[(y, = v.) = (0 =y )+ %, (s = 3)+ 5, (04 = 35) = (s = )]+

xe[(ys _J’7)_(y3 _J’1)]+x7(ye _J’3)+x5(y1 _J’e) .

Obtém-se o volume do elemento fazendo-se:
8
V= %Zmem (ndo somado em i), (AL11)
a=1

para i valendo 1, 2 ou 3, arbitrariamente.

Finalmente, as componentes dos vetores b, sdo obtidos da seguinte forma:

b =L AL12
“ 1y (AL12)
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APENDICE II

AIL1 O Método dos Gradientes Conjugados Precondicionado (Hughes e Ferencz,

1987; Alquati, 1991)

Para resolu¢dao de um sistema linear Ax=b, com a matriz A positivo definida,

pode-se aplicar o procedimento iterativo indicado na tabela AIL.1.

TABELA AII.1 — Algoritmo do método dos Gradientes Conjugados Precondicionado.

Etapa 1. Inicializagao:

(@ m=0;
(b) x,=0;
(c) r,=b;

(d p,=z,=B7'r,.

Etapa 2. Atualizacdo dos vetores estimativa e residuo:

) @, =—"—"
© P, Ap,

(f) Xm+l = Xm +ampm ;
(g) rm+1 = rm _amAPm .

Etapa 3. Teste de convergéncia:

(h) se [r,..||/|r,| < tolerancia — pare.

Etapa 4. Atualizacao do vetor direcdo de busca:

Q) z,,=B7'r,.;

m+1 m+1 2
(J) ﬁm — rm+1 ) Zm+1 ’
rm ’ Zm

(1) pm+1 =Zm+1 +ﬂmpm;
(m) m=m+1;

(n) Retorna a etapa 2.
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onde:
m: contador de iteragdes;
X,: vetor estimativa inicial;
r: vetor residuo;
p: vetor dire¢do de busca;

B: matriz de precondicionamento.

Em relacdo ao método dos Gradientes Conjugados ndo precondicionado, este
algoritmo envolve uma etapa adicional de construcdo da matriz B e torna-se necessario

a solu¢do do sistema auxiliar Bz =r em cada iteracdo. Desta forma, a escolha de B

deve ser computacionalmente simples e a solucdo deste sistema auxiliar de ser,

evidentemente, muito mais eficiente do que a solugdo de Ax=Db.

AIL2 Descri¢ao dos Predondicionadores Empregados

Empregou-se o método dos Gradientes Conjugados Precondicionado numa
formulagdo elemento-por-elemento, ou seja, sem montagem da matriz A global da
estrutura. Além deste critério, a formulacdo dependente da escolha e do processo de
constru¢do da matriz de precondicionamento B, tendo em vista a necessidade de solucao
do sistema auxiliar nas etapas (d) e (i) indicadas na tabela AII.1.

Neste trabalho, estudou-se dois precondicionadores. O primeiro, denominado de
Diagonal, ou de Jacobi, leva a uma matriz B diagonal. O outro é construido a partir da

fatoriza¢dao das matrizes dos elementos.

a) Precondicionador Diagonal

Neste caso, define-se a matriz de precondicionamento como:
B =diag(A) =W = W"?W"?, (AILI)
isto ¢, constituida pelos termos da diagonal de A.
Este precondicionador é especialmente favoravel naqueles casos em que as
variaveis de estado sdo dimensionalmente bastante diferentes. Além disso, seu requisito
de armazenamento ¢ bem menor do que o exigido pela maioria dos preconcionadores,

pois os termos ndo diagonais de B sdo nulos.
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b) Precondicionador através da fatorizacio incompleta de Cholesky

Este precondicionador ¢ definido pela expressao:

B=W'/2xﬁf;xﬁ?/é;xwl/z , (AIL2)
e= =N,
onde o simbolo H representa produto, N € o nimero de elementos e:
W =diag(A);
So=40 (AP =(P°)'L[P°A“(P) ] P;
U =U (AP =(P)'U,[PA(P)] P,
sendo A° a matriz regularizada relativa a contribui¢io do e-ésimo elemento, dada por:

A =T+W (A -W )W 2, (AIL3)

W =diag(A°).
A matriz P° ¢ a matriz de permutagdo, a qual faz a mudanca de linhas e colunas
de A° de tal forma que elas fiquem consistente com o ordenamento de nés local. A

matriz do elemento P°A°(P°)" e os fatores triangulares inferior e superior da
fatorizagdo de Cholesky de A°(L L[] € U,[.]), sdo calculados cada vez que a matriz A

¢ atualizada.

A regularizagdo definida pela Eq. AIL.3 ¢ conhecida como regularizagdo de
Winget, e assegura que A° seja positivo definida. Este processo é mostrado na Fig.
All.1 para o caso de um elemento com trés graus de liberdade contido em uma malha
que apresenta sete graus de liberdade.

A Fig. AIL2 ilustra o mapeamento da ordenagdo global para a local através da
matriz de permutacdo P¢ para um elemento com 3 graus de liberdade.

Na Eq. AIL2, a ordem inversa dos elementos no segundo produto assegura a

simetria para a matriz de precondicionamento B.
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0O 0 0 0 0 0 O (0 00 0 0 0 O
A5, 0 45 0 45 0 0 0 A4, 0 A, 0
0 0 0 0 O 0O 0 0 0 O
A€ = A, 0 4L, 0 ————~= 0 0 4, O
0 0 0 0 0 0
A 0 0 0
L 0_ L O_
/ A°—W*
0 0 0 0 0 0 0] ~ _
0 AL 0 AL 0 1 00 _o 0 _o 0
I, NA 1 0 4, 0 4, ©0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 s o — 1 0 4. 0|=A°
W, 1 0 O
0 0 L o
0 i 1

A =T+ W (A -W)W

W—l/2 (Ae N We) W—l/2
W =diag(A) W° =diag(A°)

FIGURA AII.1 — Regularizacdo de Winget.
FONTE: Hughes ef al. (1987)

43

numeragao global dos nés numeragao local dos nos

6() 1)

4] o o [45] o [4:] o] _<ZZ<)> 0 o [4:] o (1) o
10 0 0 0 0 10 0 0 0 0

1 _0 0 _0 0 1 0 0 0 O

(A4e4 ) 0 (Afa ) 0 L [Zfl ] 0 [le ] 0

1 0 o0 1 0 o0

<226> 0 (4:) o

i 1] I 1]

FIGURA AII.2 — Permutac¢ao de uma matriz do elemento da ordenacdo global para a

local.
FONTE: Hughes ef al. (1987)
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