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RESUMO

Neste trabalho, desenvolvemos uma metodologia semi-analitica para solucao de
problemas de conducao de calor bidimensional, nao-estacionaria em meios multicompos-
tos. Esta metodologia combina os métodos nodal, com parametros concentrados, e a
técnica da transformada de Laplace.

Inicialmente, aplicamos o método nodal. Nele, a equacao diferencial parcial que
descreve o problema é integrada, transversalmente, em relacao a uma das variaveis espaci-
ais. Em seguida, é utilizado o método de parametros concentrados, onde a distribuicao de
temperatura nos contornos superior e inferior é substituida pelo seu valor médio. Os pro-
blemas diferenciais unidimensionais resultantes sao entao resolvidos com o uso da técnica
da transformada de Laplace, cuja inversao é avaliada numericamente.

O método proposto é usado na solucao do problema de conducao de calor, em
paredes de edificagoes. A implementacao computacional é feita, utilizando-se a linguagem
FORTRAN e os resultados numéricos obtidos sao comparados com os disponiveis na

literatura.
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ABSTRACT

In this work a semi-analytical methodology is developed for solving time-dependent
two-dimensional heat conduction problems in heterogeneous media. This methodology
combines the nodal method with lumped analysis and the Laplace transform technique.

The nodal method is initially applied: the partial differential equation is transverse-
integrated in one of the space variables. The next step is the lumped analysis: the temper-
atures at the inferior and superior boundaries are approximated by their averaged values.
This procedure furnishes a set of one-dimensional differential equations. The solution is
obtained by using Laplace transform which is inverted by numerical integration.

The proposed method is applied in heat conduction problems appearing in build-
ings walls. A FORTRAN code was written in order to obtain numerical results which are

compared with data available in the literature.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Nos ultimos anos, a técnica da transformada de Laplace vem sendo aplicada na
solugao, em forma analitica, da aproximagao de ordenadas discretas (Sy), da equagao de
transporte de particulas neutras unidimensional, em uma placa plana [Segatto et al., 1999a],
[Segatto et al., 1999b], [Vilhena e Pazos, 1999], [Gongalves et al., 2000]. Paralelamente,
problemas de transporte de particulas neutras multidimensionais, em geometria carte-
siana, tém sido resolvidos pela combinagao do método Nodal e da técnica da transformada
de Laplace [Vilhena et al., 1999], [Pazos et al., 2002], [Hauser, 2002]. A idéia bésica é a
integracao transversal da equagao do transporte e obtencao da solucao do sistema de
equacoes " unidimensionais” resultantes, através da técnica da transformada de Laplace.

Existe, também, uma vasta literatura sobre a solucao de problemas de difusao
pela aplicagao da técnica da transformada de Laplace, entre os quais [Arpaci, 1966],
[Carslaw e Jaeger, 1959], [Lockwood e Mulholland, 1973], [Domingos e Voelker, 1976,
[Chester et al., 1984], [Chen e Lin, 1991], [Zedan e Mujahid, 1993], [Xin e Tao, 1994,
[Matysiak et al., 1998], [Ozisik, 1993] e [Beyer e Vilhena, 1998]. Entretanto, em uma am-
pla pesquisa realizada nao consta, até o momento, método de solugao de problemas de
difusao pela combinacao dos métodos nodal, com parametros concentrados e a técnica da
transformada de Laplace.

A aplicacao do método nodal e da transformada de Laplace, na solucao de pro-
blemas bidimensionais de difusao, em meios multicompostos, teve inicio com o trabalho
de Beyer [Beyer, 1998]. A metodologia desenvolvida consiste na solu¢ao dos problemas
unidimensionais, obtidos com a aplicacao do método nodal, através da transformada de

Laplace. Para este procedimento sao utilizados polinémios quadraticos para aproximar



os termos (desconhecidos) que representam o fluxo de calor nas fronteiras.

Neste trabalho, é proposta uma metodologia semi-analitica, na solucao de pro-
blemas de condugao de calor bidimensionais transientes, em meios multicompostos. Sao
combinados os métodos nodal, com parametros concentrados, e a técnica da transformada
de Laplace. Primeiramente, aplica-se o método nodal, integrando-se transversalmente a
equacao do calor bidimensional em relacao a variavel espacial y. Este procedimento gera
problemas "unidimensionais” em z, escritos para temperaturas médias. Estes problemas
resultantes s@o entao resolvidos com a aplicacao da transformada de Laplace na varidvel
temporal, com inversa avaliada numericamente.

O avanco deste trabalho consiste em substituir a necessidade de interpolacao
quadrética feita em Beyer [Beyer, 1998], por expressoes que relacionam as temperaturas
no contorno do meio com as temperaturas médias. Para isto, trés aproximacgoes sao
impostas no texto. A primeira, simplesmente, aproxima as temperaturas na fronteira por
seus valores médios. Para as outras aproximagoes, sao utilizadas as férmulas de integracao
numérica de Hermite.

Esta metodologia é usada na obtengao de uma solucao do problema bidimensional,
nao-estacionario de conducao de calor, em paredes de edificacoes. Com esta aplicacao,
temos como principal objetivo o cédlculo do fluxo de calor que entra no ambiente condi-
cionado, pois as envoltorias das edificagoes estao normalmente em processo transiente de
transferéncia de calor, seja em resfriamento ou aquecimento. Portanto, o desempenho
térmico dessas paredes, tem participacao importante no comportamento térmico dos seus
ambientes internos, influenciando aspectos como conforto térmico, dimensionamento dos
sistemas de climatizagao e consumo de energia.

Para atingir o objetivo proposto, o trabalho estd organizado da maneira que
segue:

No capitulo 2, fazemos uma breve descrigao dos métodos nodal e de parametros
concentrados.

No capitulo 3, é tratado o problema de conducao de calor bidimensional, em
meios constituidos de varias camadas em contato, através do método nodal conjugado com

o método de parametros concentrados. Os problemas unidimensionais que resultam da
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aplicagao do método nodal ¢ feito no capitulo 4, como aplicagao da metodologia proposta.
No capitulo 4, é obtida a solucao do problema de conducao de calor bidimensional
transiente em paredes de edificacoes, composta de quatro meios, sujeitas as condicoes de
contorno convectiva em todos. Este problema foi estudado por Beyer [Beyer, 1998].
No capitulo 5, apresentamos a composicao da parede utilizada neste trabalho, as
propriedades fisicas dos materiais que a compdoem, bem como sao enunciados os resultados
numeéricos e as comparacoes com resultados disponiveis na literatura.

E, finalmente, no capitulo 6, sao apresentadas as conclusoes.



CAPITULO 2

SISTEMAS INTEGRADOS

A idéia bésica dos sistemas ditos integrados é reduzir modelos diferenciais com-
plexos a modelos mais simples, através da reducao do niimero de variaveis independentes,
pela integracao da equacao diferencial parcial, em relagao a uma ou mais variaveis espa-
ciais, gerando uma grandeza média. Dentre os métodos que utilizam a integracao, como
ferramenta na obtencao da solucao, esta presente o método nodal. A seguir, apds um co-
mentario da equacao do calor, fazemos uma breve descrigao do método referido e também

do método dos parametros concentrados, ambos utilizados neste trabalho.

2.1 Equagao da Condugao de Calor

A equacao diferencial que descreve a conducao de calor, em um soélido isotrépico
e homogéneo, com geracao de calor g(r,t), é representada por [Carslaw e Jaeger, 1959] -
[Arpaci, 1966]:

0T (r,t)

V[k’VT(I‘, t)] + g(I‘,t) - pCpTa

rcR, t>0, (2.1)

onde R ¢ uma regiao limitada pela superficie S, k é a condutividade térmica, C, o calor
especifico e p, a densidade.

Uma vez obtida a solugao da equacao acima, obtém-se a distribuicao de tem-
peratura T'(r,t) e, conseqiilentemente, pode ser calculado o fluxo de calor, em qualquer

posicao, através da Lei de Fourier:
q(r,t) = —kVT(r,t). (2.2)

A equagao (2.1) requer condigoes de contorno sobre S, descritas por [Ozisik, 1993],

[Arpaci, 1966]:



T (r,t)
on

onde os coeficientes a(r) e ((r) s@o fungoes prescritas em S, 07 /0n representa a derivada

B(r)k +a(r)l(r,t) = f(r,t), resS, t>0, (2.3)

ao longo do vetor normal externo em S e f(r,t) é especifico, de acordo com um dos trés
tipos de condicdes de contorno descritas em Ozisik [Ozisik, 1993).

Quando dois materiais de diferentes condutividades térmicas, digamos ki e ko,
estao em contato, temos um contorno comum chamado de interface. A condigao na

interface é representada por:

condugao do calor conducao do calor nas conducao do calor
no meio 1 lacunas entre os dois meios no meio 2
(2.4)
6T1 8712
—ki—| = h(Th —Ty); = —ko—|, 2.5
Y ox (T3 2) > ox (25)

% )

onde i denota a interface e h. o coeficiente de condutividade na interface.
Para o caso especial de contato térmico perfeito entre as superficies, temos

he. — oo, entdo a equagdo (2.5) passa a ter a seguinte forma

T =T (2.6)
oT, . OT
—]{?1% = —]{Zga—x, (27)

onde as equacoes (2.6) e (2.7) representam, respectivamente, a continuidade da tempera-
tura e a continuidade do fluxo de calor na interface.

A condigao inicial, para a equagao (2.1), é dada por

T(r,0) = f(r), r€R (2.8)

2.2 Método Nodal

Formulagoes simplificadas para sistemas térmicos complexos podem ser obtidas
removendo-se varidveis espaciais, ou seja, reescrevendo-se a equagao (2.1), em termos da

temperatura média. Esta idéia é descrita nesta secao.



Para isto, vamos definir a temperatura média como

Too(t) = % /R T(r,t) dR, (2.9)

onde V' é o volume. Multiplicando ambos os lados da equagao (2.1) por 1/V e integrando,

na regiao R, obtém-se:

1 AT, (1)

— . T = 2.1
V/va (r,t) AR+ gau(t) = pC, . (2.10)
onde
1
Gunlt) = = / o(r.t) dR. (2.11)
V g

O teorema da divergéncia, aplicado a integral de volume da equacao (2.10), fornece
T
/ V.kVT dR = /ka— ds. (2.12)
R 3 an

Reescrevendo a condigao de contorno (2.3), como

oT 1
"o = B(r)

e utilizando (2.12), a equagao (2.10) aparece como

[f(r,t) — a(r)T(r,t)], res, (2.13)

dTav (t)

1 1 N
v /S%[f(r,t) —a(r)T(r,t)] ds + ga(t) = pC, s (2.14)
ou, ainda,
1 [f(e,t) - 1 [ar) ~ B AT, (1)
V/S B “ TV S%T(r,t) d5 + gau(t) = pCp— 7= (2.15)

Vale observar que a equagao (2.15) contém termos que envolvem a temperatura
média e o valor da temperatura no contorno. Essa nova equacao é um modelo simplificado,

obtido a partir da equacao (2.1).

2.3 Parametros Concentrados

A presenca dos termos que envolvem a temperatura média e o valor da tempera-

tura no contorno, na equagao (2.15), é novamente notada. Nesse ponto, assumimos que
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a temperatura no contorno pode ser razoavelmente bem aproximada por uma funcao da

temperatura média [Cotta e Mikhailov, 1997], ou seja,
T(r,t) = f[T.(t)], reSs. (2.16)

Esta aproximacao é a caracteristica basica do método dos parametros concen-
trados (dentro da anélise de sistemas integrados). Como serd visto posteriormente, esta
aproximacao revela uma marcante simplificacao do problema original, em relacao ao trata-
mento analitico.

Diferentes niveis de aproximacao podem ser utilizados, desde a Aprozimagcao

Classica, que usa

T(r,t) = Th(t), r€S, (2.17)

(ou seja, a distribuigao de temperatura no contorno é aproximada pela temperatura média)
até Aprorimagao Melhorada, que, na determinagao de f[T,,(t)], utiliza aproximagao de
Hermite [Menning et al., 1983] para as integrais envolvidas nos calculos.

A simplificacao analitica pode ser constatada, a seguir, com o uso da aproximagcao
classica. Assim, utilizando a equagao (2.17), a formulagao diferencial integrada cléssica,

para o sistema (2.15), é

P(t) = QsST,(t) = pC,V dTZl;(t), t>0, (2.18)
onde
_1 folr)
=5 ) 50 (2.19)
P(t) = gau()V + / / ézri) ds. (2.20)

A condicao inicial do sistema descrito pela equagao (2.18) é a média da condicao
inicial (2.8), isto é,

Tpol0) = fur = = / /e (2.21)

A solugao do sistema dado pelas equagoes (2.18)-(2.21) é determinada de forma

unica e pode ser escrita como

() = fo con - (2] + Pl)eas|- (25)a-9] e e
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A aproximacao melhorada tem por objetivo melhorar a relacao entre a tempe-
ratura no contorno e a temperatura média, mantendo o mesmo nivel de simplificacao
matematica quando esta for comparada com a aproximacao classica. Nesta abordagem,
as integrais sao aproximadas pela aproximagcao de Hermite. Hermite desenvolveu um meio
de aproximar integrais baseado nos valores do integrando e suas derivadas, nos limites de

integracao, gerando a chamada Aprozimag¢do H, s [Menning et al., 1983], escrita como

(anexo [A])
[ @) =3 oo i) + Z Co(B, ) (~1)" R £ 4+ O(he+7), (2.23)
Ti—1 v=0
onde
e

(a+1)! (a+8+1—v)

Gl ) = T e =) (a v A+ 21 (2.25)
Quando a =  a equagao (2.23) toma a forma
[ e =Y Gl (1 + (110 (226)
Ti—1 v=0
Neste trabalho, usamos as aproximacoes Hyo e H;,; dadas, respectivamente, por:
| flw)dz = - (f(zim1) + fli)) (2.27)
e
h?, . ,
| @ S fe)+ U@ - ). @2

que correspondem, respectivamente, a regra de integracao do trapézio e a do trapézio
corrigida.
E importante observar que, no uso das aproximacoes Hy o e H; 1, pode-se avaliar o

erro envolvido [Corréa e Cotta, 1997]. As expressodes para 0s erros sao, respectivamente,

h3
00=—13/ (M, 1€ (0h), (2.29)
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Eip= +%fi”(£), £e€(0,h). (2.30)

No préximo capitulo, aplicamos o método nodal com parametros concentrados na
equacao diferencial parcial, que descreve o problema de conducao de calor bidimensional,

nao-estacionaria, em meios constituidos de varias camadas.



CAPITULO 3

CONDUCAO DE CALOR NAO-ESTACIONARIA BIDIMENSIONAL, EM
MEIO COM VARIAS CAMADAS

Neste capitulo, apresentamos uma metodologia de solucao para o problema de
conducao de calor bidimensional, nao-estacionario em um meio, com varias camadas.
Primeiramente, o sistema diferencial é integrado, transversalmente, em relacao a variavel
Yy, obtendo-se um novo problema escrito em termos da temperatura média. Em seguida, é
aplicado o método de parametros concentrados no sistema integrado, para obtermos um
sistema diferencial ”"unidimensional”. Nele, os termos que contém as temperaturas em

Yy =11 € y = yg sao aproximados por trés diferentes formulagoes.

3.1 Formulacao Matematica do Problema de Condugao de Calor Nao-Estacio-

naria Bidimensional, em Meio Multicomposto

Consideramos um meio composto, constituido de n camadas paralelas em contato,
como ilustrado na Figura 3.1. Assumimos que nao hé resisténcia ao contato (ou seja,
tem-se contato térmico perfeito) nas interfaces x = x;, i = 2,3,...,n. Cada camada
¢ homogénea, isotrépica e tem propriedades térmicas (isto é p;, ¢, e k;) constantes.
Inicialmente, cada camada estd a temperatura T;(z,y,0) = Fi(z,y) em z; < © < x;1
ey <y <y parai = 1,2,3,....,n et = 0. Para um dado tempo ¢t > 0, o calor é
transferido por convecgao, nos quatro contornos. Os coeficientes de transferéncia de calor
nas fronteiras ¢ = 1, * = Tp41, Y = Y1 € Y = Y2 sao, respectivamente, hi, hyi1, hing
e hsup. Nao ha geracao de calor no meio. A formulacao matemética deste problema de

conducao de calor é dada a seguir e a equacao diferencial para cada uma das n camadas é
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827_;‘ xz, 7t 821—‘@ z, at 181—; Z, ’t
( y )+ ( y ):— ( y )7 em I1<Ji<l‘n+1, y1<y<y27

0x? Oy? o ot 3.1)
t>0, i=12,....n

onde a; = pilgp_ ¢ a difusividade térmica, p; ¢ a densidade, C),,, o calor especifico e k;, a

condutividade térmica.
fsup(t)a hsup
Y2
T | Ty o | T Ty Toa| Th
f1<t)7 hl fn+1(t)7 hn+1

L o

z Ty T2 T3 Th—1 T Tk Tp-1 Tp  Tp4l

Figura 3.1 — Meio constituido de n camadas

A equagao (3.1) estd sujeita as seguintes condigdes de contorno, de interface e
inicial.

e Condigoes de contorno em x:

oT1(z,y,t
_kl%:hl[fl(t)_Tl(xayat)]a =21, W <Yy <Y, t>07 (313)
T (,y,t
k ﬂ = thrl[fnJrl(t) - Tn(may7t)]7 T=2Tptl, Y1 <Y <Yz t> O; (Blb)

" ox

e condicoes de contorno em y:

k oT;(z,y,t)

ay - hznf[fznf<t> - ﬂ(x,y,t)], Y=y, T1 <T < Tpyl, > Oa (31C)
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kz%’yy’t) = hsup| foup(t) — Ti(x,y,0)], y=y2, ¥1 < <Tpy1, t>0; (3.1d)
e condigoes de interface, 1 = 1,2,...,(n — 1),
Ti(z,y,t) = Tit1(z,y,t), T=zi1, Y1 <y<yo, t>0; (3.1e)
ki% = kmw, T=Tip1, Y1 <Y<y t>0; (3.1f)
e condicoes iniciais para i =1,2,...,n,
Ti(z,y,t) = Fi(z,y), t=0, y1 <y <o T; < < Tjt]. (3.1g)

Integrando a equagao (3.1) em y, entre os limites y; e y,, e, multiplicando por

1/Ay, obtemos a seguinte equagao diferencial parcial em z e t

0%7;(x,t 1 | 0T, oT; 1 O7(x,t
Priet) L - _ 1ot (3.2
0x? Ay | dy oy a; Ot
Y=y2 Y=y
onde a temperatura média é definida como
wt) =5 [ T (3.3
Ti(x, t) = — Ti(x,y,t) dy, 3.3
Ay J,,

Ay=y—1y; e 1=1,...,n.

Usando as condigoes de contorno (3.1c) e (3.1d), obtemos o novo sistema

82’7'1'(33' t) h P h; f
) su; T _ Mn T _
8$2 Aykl z(xayQat) Ayk’z z<x>y17t)

1 aTi .I',t 1
J ét ) - Ayk [hsupfsup(t) + hznffznf(t>]> r <xr< Tn41, (34)

t> 0.

Notamos que a equagao diferencial (3.4) contém termos que representam a tem-

peratura na superficie de contorno em y = y; e y = y».
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3.2 Aproximacao Classica

A equagdo (3.4) é uma representagao diferencial da equagao (3.1). A seguir,
utilizamos a aproximacao classica, descrita no capitulo anterior, para aproximar a dis-
tribuicao de temperatura nas fronteiras y = y; e y = y» pela temperatura média, isto
¢,

Ti(xz,11,t) = 7(z,t) (3.5)

E(x7y27t) ~ Ti<x7t)7 (36)

ondei=1,...,n.
Assim, substituindo as equagoes (3.5) e (3.6) em (3.4), obtemos a formulacao

classica para a temperatura média 7;

82Ti(~r;t) o (hfznf + hsup)T'(:L' t) _ iaTZ(.fE,t) _ 1
O Ayk; o a; Ot Ayk;

(Rsup fsup(t) + hing fing (1)) (3.7)

3.3 Aproximacao Melhorada

Para a aproximagao melhorada, utilizamos as relagées T'(z,y1,t) = f[r(x,t)] e
T(x,ya,t) = flri(z,t)]. A determinagao de f[r;(x,t)] é feita a partir da aproximagao de

Hermite para integrais.

3.3.1 Aproximacao Hyy/Hyo

Considerando as integrais que definem as temperaturas e os fluxos médios de

calor

1/3”2 .
— Ti(x,y, t)dy = 1;(x,t), 1=1,....,n 3.8
5y ] Tty =i (3.9

1 [ 0T (x,y,t) 1 ,
~_ —F——dy = —(T; Y2, 1 =T ;Y1,t)), :17-"7 ) 3.9
5 [y ) =T ) = Len (9
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e aproximando-as pela regra do trapézio Hpp, dada pela equagdo (2.27), obtemos as

expressoes
1
Ti(x,t) = §[Ti(a:,yl,t) + Ti(z,y0,t)], i=1,...,n (3.10)

e

1 1| 0T; aT; ,

—(Li(x,y2,t) = Ti(x,11,1)) = = , =1,...,n. 3.11

A (D) =T t) =5 |52+ 5 i RNCATY

Y=y Y=y2

Empregando, agora, as condigdes de contorno (3.1c¢) e (3.1d), a equagao (3.11) é

reescrita como

Ti(z,yo, t) = | et | g 4)— Ci=1,....n, (312

R e L e i= 1, (312

e também

T, {) = |25 sup | / p)sup —1,....n (31
(xuyla ) [2k1+hznf:| ('T7y27 )+|: 2kz+hznf ’ 7 ) y 1 (3 3)

A seguir, a equagao (3.12) é substituida em (3.10), resultando

2kz + hsup 7_'( t) + hinffinf(t) - hsupfsup(t>
4kz + hsup + hznf o 4k2 + hznf + hsup

Tl-(x,yl,t):2{ ], i=1,...,n.

(3.14)
Substituimos a equagao (3.13) em (3.10), obteremos
,I;l s Y2, 1 =2 (2, 1) — ) :17"‘7 .
(:42.9) {4/@ T g + hqu il 1) { 4k; + Ping + oy ' !
(3.15)

Portanto, as relacoes ditas melhoradas entre as temperaturas, nos contornos y =
Y1 € y =y e as suas médias, sdo dadas, respectivamente, pelas equacoes (3.14) e (3.15).
Deste modo, substituindo essas relagoes, no sistema integrado (3.4), teremos a

formulagao Hoo/Ho o

827-2-(1‘7 t) B 4(l€sz(h5up -+ hz‘nf) -+ hsuphmf)T‘(SL’ t) _ ian(m’, t)
8x2 ]Cl (41{72 + ]’me + hsup) o (67 81&
1 hsup - hz’nf

A (hsupfsup(t) + hinffinf<t)>

(3.16)

a 4k1 + hsup + hinf
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3.3.2 Aproximacao H,,/Hyy

Aqui a regra trapezoidal H; ;, dada pela equagao (2.28), é usada para aproximar

a integral da temperatura média. Para o fluxo médio de calor, equagao (3.11), mantemos

a regra Hypo. Sendo assim, a relacdo entre as temperaturas média e do contorno (usando
(2.28)) apresenta a seguinte forma

Ay | OT;

1
Ti(x,1) = i[ﬂ(xay1,t)+7}(x,y2,t)]+ﬁ %

oT;
Jy

Y=y

. i=1,...,n. (3.17)

Y=1y2
Aplicando as condigbes de contorno (3.1c) e (3.1d), a equagdo acima descrita

ficard

Ti(z,t) = [Tf] Tz, yr,t) + [Tp] Ti(z, y2, 1)

12k;

(3.18)
(hlnffznf(t) + hsupfsup(t)), 1=1,...,n.

Com a utilizacao da aproximacao Hy para o fluxo, obtivemos as equagoes (3.12)

e (3.13). Estas aproximagoes sao novamente consideradas aqui, ou seja,

2kz + hinf hinffinf(t) - hsupfsup<t) .
T, = |—|T — =1,... 1
z(ajay%t) |i2kZ + hsup‘| Z(xvylat) |: 2kz I hsup ) 1 ) , 1, (3 9)
e
T, )= |—22|T; t b o =1,... 2
Z(xuyl’ ) [2k1+hznf:| Z('r7y27 )+|: 2kz+hznf ) 1 3 , 1, (3 0)
Entao, substituindo a equagao (3.19) em (3.18), resulta
Tz‘(%ﬂht) - U‘S/up’ri<x’t) _WT(t)v 1= 17"'7”7 (321)
onde
Usup = 6k:i(2ki + hsup), (3.22)
V = 12k7 4+ k(3 + Ay) (hing + hsup) + AyYhguphing (3.23)
e

(3.24)
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Por outro lado, substituindo (3.20) em (3.18) temos

Ti(e,,t) = (e, t) - % i=1,....n, (3.25)
onde
€

- kiAy<hinffinf(t) + hsuz@fsup@))‘

(3.27)

As equagoes (3.21) e (3.25) mostram as relagoes procuradas entre a temperatura média
e as temperaturas na superficie para a aproximacao H; ;/Hpo. Logo, substituindo estas

relacoes no sistema (3.4), temos a formulagdo Hy 1/Hoy

627'i(x7t) . (hsupUznf + hznstup) T'(SC t) . ian(x, t)
Ox? k; AyV N Ot (3.28)
1 (hsupZ(t) — hian(t)) '

Com isso, obtemos novos sistemas diferenciais a serem resolvidos, dados por (3.7),

(3.16) e (3.28), e sujeitos as seguintes condigdes de contorno

ot (z,t
et

—k o [fi(t) = 1 (x,t)], x==x1, t>0; (3.29)
B 20D @) (D), =g, 150 (3.30)
condigoes de interface, parai=1,2,...,(n— 1),
7i(z,t) = T (2, t), T =z, t>0; (3.31)
kianégi’ 2 = kHlaﬂ%:(f’t), T =Xy, t>0; (3.32)
e com condicoes iniciais, parat =1,2,3,...,n,

Ti(x,t) = Goi(x), t=0, x; <z <41, (3.33)
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onde

Goi(x) = N /y2 Fi(x,y) dy. (3.34)

Y1

Os sistemas diferenciais obtidos nao sao resolvidos neste momento, pois no proximo
capitulo, a titulo de ilustracao e sem perda de generalidade, aplicamos a metodologia
descrita neste capitulo, na solu¢ao do problema de conducao de calor, em um meio con-
stituido de quatro camadas e, entao, resolveremos as equacoes unidimensionais, através

da técnica da transformada de Laplace.



CAPITULO 4

CONDUCAO DE CALOR NAO-ESTACIONARIA BIDIMENSIONAL, EM
UM MEIO COM QUATRO CAMADAS

Neste capitulo, aplicamos o procedimento descrito anteriormente na solugao do
problema de conducao de calor, bidimensional, transiente, em um meio composto por
quatro camadas, representando paredes de edificacoes. A grande maioria das superficies
envoltorias de edificacoes é composta por quatro meios ou menos, devido a isto, este estudo
pretende resolver o problema de uma superficie composta por quatro camadas: estuque,
concreto pesado, isolante e reboco [Aseka et al., 2000]. Devido as dimensoes adotadas
para este meio, espessura de cada camada muito pequena quando comparada com a
altura, podemos supor um gradiente de temperatura, suave na direcao vertical. Neste
meio, tomamos uma média da temperatura para remover uma das variaveis espaciais e
utilizamos as aproximagoes classica, Hoo/Hoo € Hi1/Hppo. Em seguida, a técnica da
transformada de Laplace é aplicada, na variavel temporal, para encontrar a solucao da

equagao diferencial obtida.

4.1 Formulacao Matematica do Problema

Consideramos, um meio constituido de 4 camadas paralelas em contato, como é
ilustrado na Figura 4.1. Assumimos que nao ha resisténcia térmica nas interfaces xr = z;,
i =2,3,4. Cada camada é homogénea, isotrépica e tem propriedades térmicas (isto é p;,
C,, ¢ k;) constantes. Inicialmente, cada camada estd a temperatura T;(z,y,0) = F;(z,y)
emz;, < xr < xipp ey <y<yparat=1234et =0. Para um tempo t > 0, o
calor é transferido por convecgao nos contornos, que estao sujeitos as temperaturas: T,(t)

a esquerda; Ty(t) a direita; T.(t) em y = y; e Ty(t) em y = yo. As temperaturas T,(t)
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e Ty(t) sdo varidveis com o tempo (serao posteriormente analisadas), Ty(t) e T.(t) sdo
consideradas constantes. Os coeficientes de transferéncia de calor nas fronteiras x = xq,
T =15, Yy =Yy €Y = Yy a0, respectivamente, h,, hy, h. € hy. Nao ha geracao de calor
no meio. A formulagao matematica desse problema de conducao de calor, governado pela

distribuigao de temperatura T;(x,y,t), i = 1,...,4, parat > 0, [Aseka et al., | é dada por

0*T; t)y 0T, t 1 0T, 1
(z,y,t) (.y.t) _ 1OL@.9.1) o can g <y < g
O0x? 0y? a; ot (4.1)

t>0, 1=1,...,4

Tu(t), ha

Y2

T, T | Ty | Ty

Ta<t>7 ha Tb7 hb

yL
L U1

I T2 T3 Ty Ty

¢, he

Figura 4.1 — Meio constituido por quatro camadas

Ao problema acima, equagao (4.1), sdo incorporadas as seguintes condigoes de

contorno, de interface e condicoes iniciais:

e condicoes de contorno em x:

oT; t
_kl% :ha[Ta(t)_Tl(I7y7t)]7 rT=x1, N <Yy <Y, t>07 (41&)
Xz
oT. t
ks 4(33,,% ) — hb[Tb — T4($,y;t)]7 T=x5 Y1<Y<ys, t> 0; (41b)

ox



e condicoes de contorno em y:

_%pﬂ@%ﬂ

o :hC[TC_E(I7y7t)]7 Y=Yy, T1<x<ZITs, t>07
Y

= h’d[Td(t> - E<I7y7t)]7 Y=Yz, T1 <z < Ts, t> 07

e condicoes de interface, para ¢ = 1, 2, 3,

E(ﬁ,y,t)zﬂ+1($,y,t), =41, Y <y < Y2, t>07

oT;(x,y,t 0T 1 (x,y,t

h—l—llzhﬂ—iiJLl T=Tip1, th<y<y t>0;
ox ox

e condicoes iniciais, para i =1,...,4,

,—TZ<I7y7t):E(‘ray>v tIO, yl<y<3/2, xi<x<xi+1-

4.2 Método Nodal e Método de Parametros Concentrados

Como foi explicitado no capitulo anterior, consideramos que

1w
Y1

20

(4.1c)

(4.1d)

(4.1e)

(4.1f)

(4.2)

Multiplicando a equagao (4.1) por 1/Ay, em seguida, integrando-a com relacao

a variavel y de y; até y, e utilizando as condig¢oes de contorno (4.1c) e (4.1d), obtemos a

expressao
827'1' (33, t) hd
- T; 3 9 t) —
0x? Ayk; (2,4, ¢)
i 377 (l’, t) _ 1

he
e, t) =
ﬁykz z($7y17 )

[thd(t) + thc], T <T<Ts,

t> 0.

(4.3)
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4.2.1 Aproximagoes Classica e Melhoradas

Neste momento, aproximamos a distribuicao de temperatura na superficie de
contorno pela temperatura média, conforme equagoes (3.5) e (3.6), para i = 1,2,3, 4.

Seguindo os passos descritos no capitulo anterior, chegamos a formulacao classica

WM%Q_%+My@):i&Mﬁ_ 1
0x? Ayk; 7 a; Ot Ayk;

(haTu(t) + h.T,). (4.4)

Usando a aproximagao de Hermite para as integrais, segue a formulagao Hyo/Ho

82Ti($7t) _ 4(]{:1Ay(hc + hd) + hchd> (J} t) . l%
D2 k(A + hy + he) Y T ot (45)
1 hg — he '
— haTy(t) + h.T,.)) — —————(h,. — haTy(t
N (haTu(t) + hT)) 4ki+hd+hc( dTa(t))
E, em seguida, obtemos, também, a formulagao H;1/Hg g
(9272-(96,1?) B (hdUmf + thsup) T'(x t) - iM
0x? k;AyV N ot (4.6)
(haZ(t) — hW (1)) '
- haTy(t) + h.T, )
Ak, MaTalt) +hele) + ——0 5
onde
Usup = 6k;(2k; + hy), (4.7)
V = 12k? + k(3 + Ay) (he + hg) + Ayhghe, (4.9)
Z(t) == Skz(thc — thd(t)) - Ayhcthc — k’szULcTc + thd(t)) (410)
e
W(t) = 3]{71(th0 — thd(t)) + Ayhcthc + szy(thC + thd(t)>. (411)

Observamos que os novos problemas dados pelas equagoes (4.4), (4.5) e (4.6)
estao sujeitos as seguintes condi¢oes de contorno
87'1 (xat)
Oz

67’4(1’, t)
ox

—ky

+ homi(x,t) = R T,(t), x=mx1, t>0; (4.12)

ky + hpry(z,t) = Ty, o =x5, t>0; (4.13)
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condicoes de interface, para i = 1,2, 3,

Ti(ﬂf,t) = Ti+1($,t), T = Tip1, t> O, (414)
87'1'($, t) 0@- ([L’, t)
kla—l‘ = ki+1+81—1‘7 T = Tjt1, t> 0, (415)

e com condicoes iniciais, para 1 = 1,2, 3,4,
Ti(l’,t) = GOi(SL’), t= 0, T, < T < Tjgq, (416)
onde

1 Y2
Gulo) = 5~ / Fy(a,y) dy. (4.17)
Y1

Os sistemas diferenciais antes descritos, podem ser convenientemente resolvidos
pela técnica da transformada de Laplace. Com efeito,

Ti(z,t) < 11w, 1); (4.18)

portanto, 7;(z,t) deve possuir uma transformada de Laplace. E razodvel supor que suas
derivadas, em relagdo ao tempo, também, possuem uma transformada de Laplace (exceto

quando ¢t = 0); deste modo, se
Ti(xz,8) = £{7i(x, 1)} (4.19)

entao, a transformada de Laplace, aplicada nas equacoes diferenciais dadas pelas equagoes

(4.4), (4.5) e (4.6), resulta

d*7;(z, s 5\ _ 1 1 .
% — (ﬁi + —Z) Ti(x,s) = ——iGQi($) — (Ayk;i> Yi, i=1,...,n, (4.20)
onde
( he + ha ara aproximacao classica
Ayk, p p G
Alk; Ay(h, + h h.h ) .
B; = (kiAy(he + ha) + d para aproximacao melhorada Hoo/H (4.21)

ki(4k; + ha + he)

hdUinf + hc Usup

para aproximacao melhorada H;1/Hg g
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(= T e
hiT4(s) + h.—  para aproximacao classica
s

= T, ha — he
haT he—)) — ———
(haTals) +he0) = g+ e
T, = o
X (he— — hqT4(s)) para aproximagcao melhorada Hoo/Ho
s

— T, Z(s) — heW
(haTa(s) + he—) + (haZ(s) = h-W(s)) para aproxim. melhorada Hy1/Hg
\ S k; AyV ’ ’

(4.22)

Uma solucao 7;(x, s) da equagao (4.20), que deve satisfazer as condi¢oes de contorno

dr _
—ky Tlag;i, s) + haT1(2,8) = haTa(s), x = (4.20a)

7 T
]{347_45;7 S) + hb?zl(l‘, S) — hb—b, T =5 (420b)

€T S

e condicoes de interface, para i =1,2,3

Ti(z,s) =Tiz1(x,s), x =z (4.20¢)
dt;(z, s Tiv1(x, s
k’l% = ki—&-l%; T = Tjt1, (420d)

pode ser escrita como

onde e

7i(x,8) = Aje 7 4 Bielt®

e~fiw v, Goi(§) 1
- i€ | _T0NS) A
O Goi(&) 1
—Ri& | 07 _ )
vo [ [5E - (ie) o e
i o efi® g30 fungoes linearmente independentes e R; = , /3; + ai
Ou ainda,

Ti(x7 3) = Aie_Rix + BZ-@RNC I(.?Z)
+ 4.24
; Yi(s) [2 e~ Rilz—=zi) _ e_Ri(xi—l‘} ( )
QR?kiAy ,
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onde

IZ(Q?) = 2R1a |:€Rﬂ: /aC BRiEGOi(g) — €Rix /I €Ri€G0i(£)d§:| . (425)

E importante observar que os coeficientes A; e B;, i = 1,2,3,4, presentes na
solugao, sao determinados utilizando as condi¢oes de contorno e de interface, equagoes
(4.20a)-(4.20d). As equagoes obtidas com a aplicagao dessas condigoes formam um sistema

linear 8x8, representado na forma matricial como segue:

[ a3 a;2 0 0 O O O O ] [ A ] [ c ]
a1 Qg asz azg O 0 0 0 By Co
az; azgx asz az 0 0 0 0 Ay C3
0 0 as3 aua ass age 0O 0 y By _ Cy ' ( 4.9 6)
0 0 as3 ass ass asg 0 0 As Cs
0 0 0 0 aes aes a7 e Bs Ce
0 0 0 0 ars ars arr ars Ay Cr
i 0 0 0 0 0 0 agy ass | _B4_ | Cs |

Para a formulacao Hy1/Hp o, os elementos da matriz 8x8, descrita acima, sao dados por

aj;p = (k?lRl + ha>€7Rlxl as3 = —k’gRQ@iRQmS

12 = (—klRl + ha)elel a54 — k2R2€R2m3

agy = e M* az5 = kgRge 7
e = ef12 ase = —ksRyelts®s
Qg3 = —e~ H2w2 ags = e e

a9y = —ef2®2 ags = eltavs

az = —ky Rye” e agy = —e Tl
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azp = kyRieM ™ gy = —ef

a3z = k2R26_R2z2 Qs = —kgRg,e_RSw‘l

azy = —kyRoe™*?  azg = k3 RaeM*

43 = e~ fazs Ay = k4R467R4x4

ayy = eft2®s azg = —kyRyelta®s

g5 = —e 3w agy = (—kyRy + hy)e s
ay5 = —e i ass = (kaRy + hy)efa®s

os termos independentes sao

Cc1 = haTa (427)
1 — i (Li4-1—T; — i (T —T54-1 -
cy = —Li(wit1) — m Vi [2 — e Rilwini—ai) _ - Ri(wi—aiy )} , 1=1,2,3 (4.28)
1
Coit1 = _]gi[z((le) _ M Vi [e—Ri(Zi+1—Ii) _ 6-Ri(£ﬂi-f£i+1)j| , i=1,2,3, (4.29)
1
cs = — kaly(ws) — hyly(zs5) — SRy V4 [671{4(‘%57“) - 67}24(9:47955)}

hy (4.30)

[2 _ 6—R4($5_x4) — 6—R4($4—2¢5)} + th) L= 17 27 3’
S

onde I} denota a derivada da funcao I;(z).

Os sistemas, gerados pelas trés fromulagoes, sao resolvidos por eliminagao de

Gauss, com substituicao recuada e pivotamento pelo maximo da coluna.

O retorno da solugao 7,(x,s), para o dominio tempo, é feito pelo célculo da

integral de inversao

1 Y+joo
Ti(x,t) = / e 7i(z, s) ds. (4.31)

210) J s=y—joo

Fazendo a mudanca de varidvel s = p/t, temos

1 e F(a,plt
Ti(z,t) = 2_/ eP M dp, (4.32)
) Jy t

/—joo

onde 7' = ¢/t.
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Seguindo Heydarian [Heydarian et al., 1981], a férmula de Quadratura Gaussiana

adequada é

1 [t R al
e }()p) dp="3" AF(py), (4.33)
k=1

2mj

Y—joo

onde p; sao as raizes do polinomio

(=)™ a(n,r)p" " =0, (4.34)

r=0

sendo
D)t -1 ¢ nor
a(n,r) = N p—" ; a(n,r)p"". (4.35)
Os A; da equagao (4.33) sao as solugdes de

al 1
> Ay = - 0<r<(n=1) (4.36)

k=1 ’

e a funcao F'(p) esta relacionada com a funcao a ser invertida, 7;(x, p/t), por

F(p) = Zt—) Ti(z,p/1). (4.37)

Substituindo, entao, a equagao (4.37) em (4.33), obtemos

1 g0 Fi (xa p/t)

» - p TR D/Y) 4.
Ti(z, 1) 27 ) e ; dp (4.38)
N
= ) A %ﬂ(xypk/t)- (4.39)
k=1

Portanto, podemos substituir s por py/t, nas equagoes, para a obtencao de
7;(x,t). A substituigdo de s por pi/t para encontrar as constantes de integracao A;
e B;, = 1,234, utilizada juntamente com os valores de A, encontrados em
[Stroud e Secrest, 1966], para obter 7;(x,t), torna necesséria a inversao da matriz k vezes

para qualquer z,y ou t procurado.

No préximo capitulo, sao descritas as caracteristicas do meio utilizado nos calculos,

bem como as suas propriedades térmicas. Sao, também, apresentados os resultados
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numeéricos obtidos utilizando-se as formulacoes descritas, e estes sao comparados com

outros resultados disponiveis na literatura.



CAPITULO 5

RESULTADOS NUMERICOS

As caracteristicas e dimensoes do meio multicamadas, usado no problema re-
solvido, extraidas de [Beyer, 1998], sao descritas neste capitulo. Também, sdao apresenta-
dos os resultados numéricos obtidos com a solucao do problema e esses, comparados com

outros presentes na literatura.

5.1 O Meio Multicamadas Estudado

Para esta pesquisa foi selecionada uma parede multicomposta, com espessura de
17cm e altura 100cm, de cor clara, constituida pelas camadas: estuque, concreto pesado,

isolante e reboco. Os cédlculos baseiam-se nos seguintes valores

estuque :  25mm
concreto pesado :  100mm
isolante :  25bmm

reboco :  20mm

k= 0.692 W/mOC
estuque : (5.1)
a=4.434 x 107 "m?/s

k= 1.731 W/m°C
concreto pesado : (5.2)

a=9.187 x 107 "m?/s
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_ k = 0.043 W/m°C
isolante : (5.3)
a=1.6x10"%m?/s

k= 0.727 W/mC
reboco : (5.4)
a=54x10""m?/s

Feitas estas consideragoes, chegamos a uma parede ”esbelta” conforme mostra

figura 5.1 (em escala), a seguir.
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Ta(t)

M/\

T,(t) T,
estuque —

isolante
concreto R
pesado +— reboco
piso
1.

Figura 5.1 — Representagao esquematica da parede usada, na

obtencao dos resultados numéricos

Os coeficientes de conveccao externo e interno, sao respectivamente, os seguintes,

hg = hq = 16.95 W/m? °C e hy = h. = 8.26 W/m? °C.

5.1.1 Temperaturas Externa e Interna

Supomos que a temperatura interna mantém-se constante, igual a 24°C. A tem-
peratura externa evolui como func¢ao horaria, com ciclo de um dia, segundo Temperatura

Sol-Ar (anexo [B]), para 40° Latitude Norte, 21 de julho, a/hy = 0.026, cujos valores
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aparecem nas tabelas 5.1 e 5.2 abaixo. Consideramos que estes valores tabelados se
repetem consecutivamente por, no minimo, quatro dias, tempo necessario para o sistema

entrar em regime peridédico, supomos ainda, que nao ocorre nebulosidade atmosférica.

Tabela 5.1 — Temperatura Sol-Ar para Superficie Vertical

tempo [h] | temperatura [°C] || tempo [h] | temperatura [°C]
1 25.430 13 40.446
2 24.880 14 46.682
3 24.440 15 50.860
4 24.110 16 52.350
d 24.000 17 50.618
6 25.104 18 43.948
7 26.382 19 31.416
8 27.918 20 29.830
9 29.764 21 28.620
10 31.700 22 27.520
11 33.752 23 26.640
12 35.850 24 25.980




Tabela 5.2 — Temperatura Sol-Ar para Superficie Horizon-

tal
tempo [h] | temperatura [°C] || tempo [h] | temperatura [°C]
1 25.430 13 54.642
2 24.880 14 03.624
3 24.440 15 50.886
4 24.110 16 46.604
S 24.000 17 41.128
6 25.104 18 35.290
7 26.382 19 31.286
8 27.918 20 29.830
9 29.764 21 28.620
10 31.700 22 27.520
11 33.752 23 26.640
12 53.946 24 25.980
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Para a superficie horizontal, foi considerada insolacao direta, a partir das 12

horas; antes dessa hora, é suposta a mesma insolacao da superficie vertical. Os valores

da Temperatura Sol-Ar podem ser vistos plotados, na figura 5.2, abaixo.
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Figura 5.2 — Temperatura Sol-Ar para superficie vertical e

horizontal.

Para solucionar o problema necessitamos de uma fungao continua sobre as 24 ho-
ras do dia, que represente a Temperatura Sol-Ar. Esta funcao deve desviar-se o minimo
possivel dos valores originais da Temperatura Sol-Ar, pois a precisao da resposta é di-
retamente dependente da precisao da funcao excitacao. Para fazer o ajuste ”perfeito”
desses valores, eliminando oscilagoes dos polindmios de graus elevados, o dia foi dividido
em periodo menores, e os valores foram ajustados em cada um desses periodos, definidos

na tabela 5.3, a seguir.



Tabela 5.3 — Periodos

periodo | comeco [h] | fim [A]
primeiro 00:00 05:00
segundo 05:00 12:00
terceiro 12:00 16:00
quarto 16:00 19:00
quinto 19:00 24:00
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Esta divisao do dia em periodos menores favorece e, consegue-se um bom ajuste

dos polinomios aos valores originais, o que podemos ver nas figuras 5.3 e 5.4.

Esse ajuste é feito pelo método dos minimos quadrados [Hornbeck, 1975]. Se-

gundo Beyer [Beyer, 1998], se resolvidos os problemas que utilizam a Temperatura Sol-Ar

como excitagao, entao, a grande maioria dos problemas com outras excitagoes também o

serdo. Isto se deve ao fato de a Temperatura Sol-Ar ser relativamente mal comportada.



Figura 5.3 — Ajuste para Temperatura Sol-Ar - superficie ver-

tical.
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Figura 5.4 — Ajuste para Temperatura Sol-Ar - superficie

horizontal.

5.1.2 Temperatura Inicial

A distribuicao inicial de temperatura Go;(x) é representada por polindémios quadrati-
cos, isso é feito com o objetivo de melhor ajustar Go;(z) ao campo inicial real de tempe-
raturas.

Com a divisao do dia em periodos, o problema (cinco problemas) é resolvido
seqiiencialmente para cada periodo, onde a temperatura dentro da parede obtida é usada
como condi¢ao inicial do problema para o periodo seguinte. Os ajustes do campo de
temperaturas sao feitos por polinomios quadraticos, pois o processo transiente de fluxo

de calor na parede apresenta distribui¢ao nao-linear de temperatura.



37

5.2 Resultados

Nesta secao sao apresentados os fluxos médios de calor obtidos com o calculo
dos quatro primeiros dias em seqiiéncia, pois, apos este dia, o sistema torna-se estavel,
conforme demonstra a tabela 5.4. Por apresentar melhores resultados (mais adiante este
fato sera analisado), os fluxos médios de calor, listados nesta tabela, foram obtidos pela
formulacado H;1/Hgp. Os resultados apresentados foram obtidos com N = 08 pontos de

quadratura de Gauss.



Tabela 5.4 — Fluxo médio de calor (W), no primeiro, se-
gundo, terceiro e quarto dia, obtido pela for-

mula@éo H171/H070

Fluxo de calor médio (V)
Hora | Dia 1 Dia 2 Dia 3 Dia 4
1 0.1269 | 10.4372 | 10.5311 | 10.5319
2 0.3013 | 8.9478 | 9.0250 | 9.0256
3 0.4548 | 7.6100 | 7.6733 | 7.6738
4 0.5204 | 6.4112 | 6.4632 | 6.4637
5) 0.5074 | 5.3486 | 5.3913 | 5.3917
6 0.4897 | 4.4660 | 4.5011 | 4.5014
7 0.5472 | 3.8123 | 3.8411 | 3.8414
8 0.7888 | 3.4698 | 3.4934 | 3.4936
9 1.2567 | 3.4580 | 3.4774 | 3.4775
10 1.9635 | 3.7709 | 3.7868 | 3.7870
11 2.9075 | 4.3915 | 4.4046 | 4.4047
12 4.6784 | 5.8969 | 5.9076 | 5.9077
13 6.5352 | 7.5356 | 7.5444 | 7.5445
14 8.3510 | 9.1724 | 9.1796 | 9.1797
15 | 10.5553 | 11.2298 | 11.2357 | 11.2358
16 | 13.1129 | 13.6667 | 13.6715 | 13.6716
17 | 15.6895 | 16.1442 | 16.1482 | 16.1482
18 | 17.8605 | 18.2338 | 18.2371 | 18.2372
19 | 19.1369 | 19.4434 | 19.4461 | 19.4461
20 | 19.0072 | 19.2589 | 19.2611 | 19.2611
21 | 17.5949 | 17.8016 | 17.8034 | 17.8034
22 | 15.7441 | 15.9138 | 15.9153 | 15.9153
23 | 13.8571 | 13.9964 | 13.9977 | 13.9977
24 | 12.0699 | 12.1842 | 12.1853 | 12.1853
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O método aqui utilizado permite calcular as temperaturas dentro da parede, ao
longo dos dias. A figura 5.5 apresenta a distribuigdo de temperatura, no quarto dia (pela

formulacao Hy1/Hpp).

Figura 5.5 — Distribui¢ao de temperatura média na parede.

O problema bidimensional com as caracteristicas descritas, neste capitulo, foi
anteriormente resolvido por dois métodos, a saber, método dos Volumes Finitos (MVF) e
pelo método Laplace/Gaussiana (L/G). O método dos Volumes Finitos, conforme descrito
por Patankar [Patankar, 1980], pode ser encontrado detalhado em [Beyer, 1998]; o método
Laplace/Gaussiana ¢ desenvolvido em [Beyer, 1998], [Beyer e Vilhena, 1998]. Para efeito
de comparagao, os fluxos médios de calor, no quarto dia, obtidos por cada um desses
métodos estao listados na tabela 5.5, juntamente, com o resultado obtido pelo método

descrito neste trabalho.
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Tabela 5.5 — Fluxo médio de calor (W), no quarto dia,
obtido pelos métodos: dos Volumes Finitos
(MVF), Laplace/Gaussiana (L/G) e Nodal,
com Parametros Concentrados, com a for-

mulacdo Hi1/Hop

Hora | MVF | L/G | Hy1/Hoo
1 10.188 | 12.652 | 10.496
2 8.686 | 11.223 8.994
3 7.339 | 9.887 7.644
4 6.140 | 8.643 6.435
) 5.093 | 7.492 5.364
6 4.295 | 6.422 4.465
7 3.802 | 5.497 3.810
8 3.644 | 4.813 3.464
9 3.833 | 4.417 3.449
10 4.357 | 4.318 3.759
11 5.195 | 4.513 4.378
12 8.200 | 4.394 5.872
13 | 10.602 | 4.593 7.514
14 | 12.323 | 5.490 9.151
15 | 14.255 | 7.166 11.208
16 | 16.194 | 9.889 13.635
17 | 18.010 | 13.038 | 16.117
18 | 19.318 | 16.193 | 18.208
19 | 19.818 | 18.581 | 19.418
20 | 19.250 | 19.339 | 19.224
21 | 17.629 | 18.587 | 17.771
22 | 15.655 | 17.214 | 15.885
23 | 13.689 | 15.672 | 13.969
24 | 11.854 | 14.132 | 12.157
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A figura 5.6 mostra graficamente os fluxos médios de calor, no quarto dia, apre-
sentados na tabela acima, obtidos pelos métodos dos Volumes Finitos, Laplace/Gaussiana

e pelo método aqui proposto, com a aproximacao Hi ;/Hoy.

Figura 5.6 — Fluxos médios de calor (W), no quarto dia,
obtidos, pelos métodos: dos Volumes Fini-
tos (MVF), Laplace/Gaussiana (L/G) e pelo

método proposto, com aproximacao Hy1/Hy .

Por este grafico podemos notar uma boa coincidéncia dos resultados obtidos pela
metodologia proposta, com aproximagao H;1/Hgp, quando comparados com os valores
numéricos obtidos pelo método dos Volumes Finitos (MVF). Observamos que no intervalo
onde ocorre um aumento brusco da temperatura Sol-Ar, entre 10:00 e 17:00 horas, ocorre,
também, uma diferenca maior entre os valores dos fluxos de calor médios obtidos pelos
trés métodos.

Na figura 5.7, sao comparados os fluxos de calor obtidos com a aproximacao

Hoo/Hpp com os fluxos obtidos pelos métodos do MVF e L/G. Notamos que ocorre um
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pequeno distanciamento dos valores obtidos pelo MVF e, mais ainda, quando comparado

com o método L/G.

Figura 5.7 — Fluxos médios de calor (W), no quarto dia, obti-
dos pelos métodos: dos Volumes Finitos (MVF),
Laplace/Gaussiana (L/G) e pelo método pro-

posto, com aproximacao Hoo/Ho,o.

Na figura 5.8, podemos observar que os fluxos médios obtidos, com a aproximagcao

classica se desvia dos outros resultados por uma margem consideravel.
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Figura 5.8 — Fluxos médios de calor (W), no quarto dia,
obtidos pelos métodos: dos Volumes Finitos
(MVF), Laplace/Gaussiana (L/G) e pela for-

mulacao aproximada cldssica.

A tabela 5.6, a seguir, apresenta resultados dos fluxos de calor médios para as

trés aproximacoes, nas 24 horas do quarto dia.
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Tabela 5.6 — Comparagao entre as trés formulagoes apro-

ximadas: classica, Hyo/Hoo ¢ Hi1/Hop

Hora | cléssica | Hoo/Hoo | Hi1/Hoo
1 9.156 8.869 10.496
2 7.568 7.387 8.994
3 6.170 6.081 7.644
4 4.960 4.943 6.435
) 3.948 3.977 5.364
6 3.347 3.333 4.465
7 3.214 3.062 3.810
8 3.521 3.174 3.464
9 4.242 3.655 3.449
10 5.342 4.479 3.759
11 6.783 5.616 4.378
12 12.808 9.962 5.872
13 17.708 13.627 7.514
14 20.167 15.722 9.151
15 22.153 17.647 11.208
16 23.287 19.143 13.635
17 23.733 20.203 16.117
18 23.264 20.540 18.208
19 21.975 20.059 19.418
20 20.200 18.809 19.224
21 17.799 16.757 17.771
22 15.313 14.533 15.885
23 13.006 12.431 13.969
24 10.947 10.534 12.157

A figura 5.9 mostra as solugoes da formulacao bidimensional, para as trés aproxi-

macoes, a saber; classica, Hyo/Hyo e Hi1/Hpp.
) ? ? ; ; ) ’
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Figura 5.9 — Fluxo médio de calor no dia 4, obtidos pelas trés

aproximagoes: cldssica, Hoo/Hoo e Hi1,1/Hoo.

Para a implementagao computacional foi escrito um programa utilizando a lin-
guagem FORTRAN. O programa foi executado em um computador PENTIUM I 550
MHz, com 128 Mb de memoéria RAM.

Os resultados numéricos foram obtidos com um tempo computacional aproximado
de: 2 (dois minutos) para a aproximagcao cldssica; 3(trés) minutos para a aproximagao

melhorada Hyo/Hpo € 5 (cinco) minutos para a aproximacgao Hj1/Hyp.

O programa foi executado variando o ntimero, N, de pontos de quadratura de
Gauss. Na tabela 5.7, abaixo, calculamos a variacao do erro percentual existente com esta

variacao.
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Tabela 5.7 — Variagao do erro percentual com o nimero

de pontos de quadratura de Gauss

varia¢ao no nimero de pontos de quadratura (N) | erro (%)
04 para 06 0.02
06 para 08 0.007
08 para 10 0.01
10 para 12 0.4

Observamos que para N = 8 obtém-se o menor erro percentual. Este fato pode
ser explicado da seguinte forma. Quando N cresce, a parte real das raizes da quadratura
de Gauss também aumenta consideravelmente, em valor absoluto, o que demandaria uma
aritmética estendida, isto é, fazer operagoes algébricas com um nimero maior de digitos,
evitando assim, o problema de ”"underflow” e ”overflow” [Stroud e Secrest, 1966]. Por

este motivo, escolheu-se N = 8.



CAPITULO 6

CONCLUSOES E SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

O fenoémeno da conducgao de calor nao-estacionaria, bidimensional, em meio com
quatro camadas, foi analisado. O meio multicamadas aqui estudado foi uma parede de
edificacao constituida por: estuque, concreto pesado, isolante e reboco. Conforme as
dimensoes dos meios consideradas neste trabalho, a largura de cada uma das camadas,
quando comparada com a altura da parede, é "muito menor”, por isto, podemos supor
um gradiente de temperatura suave, em cada meio, na direcao vertical. A parede em
estudo estd sujeita a condi¢oes de contorno convectivas em todos os lados, sendo que, nas
faces externa e superior, a temperatura foi considerada varidavel com o tempo. Esta é
representada pela temperatura ficticia, denominada de temperatura Sol-Ar, que leva em
consideracao o efeito da radiacao solar.

Sobre a metodologia utilizada na solugao do problema descrito, podemos afirmar
que a aplicacao do método nodal, seguido da formulacao de parametros concentrados e
com aplicagao da técnica da transformada de Laplace, resultou em modelos que permitem
encontrar uma solugao para o problema em questao, em forma semi-analitica, de maneira
simplificada. Este método apresenta flexibilidade em relacao a possibilidade de calcular-se
qualquer tipo de parede. Pode ser aplicado as paredes brasileiras, permitindo analisar os
efeitos de distintos materiais e espessuras.

Conforme um dos objetivos desta pesquisa, a metodologia proposta, quando com-
parada com outras técnicas de solucao do problema de transferéncia de calor em meios
multicompostos, apresenta a vantagem da semi-analiticidade de solugao, eliminando a
necessidade de discretizagao do dominio e possibilitando o controle do erro, a excecao do

erro de arredondamento, pela ordem da quadratura.
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Quanto a comparacgao de resultados numéricos, podemos observar que os resul-
tados obtidos apresentam uma boa coincidéncia com os disponiveis na literatura, espe-
cialmente quando comparados com os obtidos pelo método dos Volumes Finitos e pelo
método Laplace/Gaussiana, descrito em [Beyer, 1998].

Concluimos, em ultima andlise, que, com o método utilizado obtém-se os re-
sultados numéricos num tempo computacional pequeno, visto que, para a aproximagcao
cldssica, o tempo na obtencao dos resultados foi de aproximadamente 2 (dois minutos);
para a aproximagao melhorada, Hyo/Hppo, 0 tempo computacional foi de aproximada-
mente 3(trés) minutos, enquanto que o tempo para a aproximagao Hi1/Hy,, foi de 5
(cinco) minutos.

O método apresenta recursos a serem explorados, como a tentativa de outras
aproximacoes para as integrais que representam a temperatura e o fluxo médios de calor.

O procedimento proposto é bastante geral, e pode ser estendido a problemas em
trés dimensoes ou ainda em outras geometrias curvilineas ortogonais, em que o interesse

basico seja o conhecimento dos fluxos médios de calor.



ANEXO A

APROXIMAGAO H, 4

A idéia de Hermite [Menning et al., 1983] consiste em gerar uma férmula aproxi-
mada para a integral f;él f(z)dz, como uma combinagao linear de f(x;_1), f(x;) e suas

derivadas, ou seja, escrever

x; (&2 8
[ f@ds =3 ) + 3 Do), (A1)
Ti—1 v=0 v=0

onde C, e D, serao explicitados no decorrer da dedugao desta relagao.

Para obter a relacio acima, considera-se, f(z) e suas derivadas f*)(z) definidas
para todo = € (z;_1, ;). E além disso, assumimos que os valores numéricos de f®)(z;_;),
v=201,...,ae f), v =01,...,3 existem nos extremos do intervalo. Entdo,

denotando

a equacao (A.1) pode ser reescrita como

x; &2 B
/ Fayde =3 Cf) + 3 D). (A.3)
Ti—1 v=0 v=0

Considerando a integral
I, = / (x — 2i_1) T (x — 2) TP (1) . (A.4)

e integrando (A.4) (o + [ + 2) vezes temos

T

a+p+1

L= 3~

v=0

~ e 7 e g, (as)

Ti—1
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onde

(2] = (2 — 2i0) " (@ — @) (A.6)

Pelo binomio de Newton encontramos

] = Z (”) (5 * 1> (=) (& = gy (O‘ - 1) A (@ — ) (A7)

vV v—1 vV
v'=0

Usamos a igualdade [z]®T7+2) = (a+3+2)!, substituindo os limites de integracao

e resolvendo a equagao (A.5) para o termo integral da direita resulta

x; _ 1\a+B+1 a+06+1
/. flz)dz = m{ Z (—1)”[$i](”)fi(°‘+ﬁ+1*”) (A.8)

a+p+1
v V) platBr1-v (=)o

Observe que, na equagao (A.7), todos os termos com ' < « + 1 desaparecem
quando x = x;, pois (z — xi)‘”“_"' = 0 e, similarmente quando x = x;_; os termos com
v —v' < B+ 1 desaparecem. Ainda note que para v/ > a + 1 entao, (O‘:Cl) = 0. Assim,
escrevendo h = x; — x;_1, temos

[xi](”):( v )( p+l )(V_a_m (O‘E)(aﬂ)! oot (A 1)

a—+1 v—a—1 «Q

[24)") = (V B ; B 1) (gi 1) (B+1)! (V f ;i 1) (v == D! (=hy)r B,
(A.11)

Substituindo as equagoes (A.10) e (A.11) em (A.9) segue que

T B (_1)a+ﬁ+1
/xi_lf(x)dw  (a+p+2)! %

a+p+1 . . |
(55 o (230 st e

v=0£+1

a+B+1 v g+1 (v—p3—1) X . 3
B Z (a + 1) (V —a— 1) M(—hi) +h+2 fi( +6+1 )}

v=a+1
( o 1)oz+,3+2

(a+p5+2)! "

(A.12)
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onde os limites do somatério sao devido a (1/) =0, para v < V.

A seguir, realizando a troca o+ 3+ 1 — v =/, e rearranjando a equacao (A.12)

obtemos
i - v+1 v v+1 (_1)a+ﬁ+2
/mlf(x)dx:; Lo DR f()+ZC y f (oz+ﬁ+2)!
(A.13)
onde
N GV PR |
_ (a+ 1) (a+8+1—-0)! (A.15)

v+ (a—v)! (a+5+2)
Observe que, no segundo somatorio da equagao (A.13) a e 3 sado invertidos. Aqui

estao explicitados C,, e D,,, dados na equacao (A.1). Abaixo, na tabela A.1, estao listados

alguns valores de C,,.
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Tabela A.1 — Lista dos coeficientes de Hermite C,(«, ),

para a, [ < 4
a| B | Cola,B) | Ci(a, B) | Colev, B)
olo| 1/2
ol1| 1/3
02| 1/4
013] 1/5
04| 1/6
10| 2/3 1/6
11| 2/4 1/12
12| 2/5 1/20
13| 2/6 1/30
14| 2/7 1/42
210| 3/4 3/12 1/24
211| 3/5 3/20 1/60
212| 3/6 3/30 | 1/120
213| 3/7 3/42 | 1/210
214| 3/8 3/56 | 1/336

Utilizando o Teorema do Valor Médio e tomando & = x;_1 + 6h;, 0 < 6 < 1,
obtém-se
I, = f(a+5+2)(§)/ (x — 21)P Nz — 2) T d. (A.16)

Resolvendo a integral acima, obtém-se o tltimo termo da equagao (A.13),

=D +Bs+2

T e+ st
(a1 (B4
C(a+B+2)! (a+ B +3)

(A.17)

(_ 1)a+1h?+ﬁ+3f(a+ﬁ+3) (5)

Portanto, temos a forma integro diferencial da aproximacao H, g:

9/ m_ZC B)hrH £ +ZD YR Y 4 0RO, (AL1R)



Quando a = 3 a equagao (A.18) ficard

/ @) = 3 Culay () + (<1 1.
Ti—1 v=0

23

(A.19)



ANEXO B

TEMPERATURA SOL-AR

A condicao de contorno externa é de terceira espécie, com troca de calor por
conveccao. Nesta troca, no caso de paredes externas de edificacoes, deve estar incluido o
efeito da radiacao solar; isto é feito com a introducao de uma temperatura ficticia chamada
Temperatura Sol-Ar [ASHRAE, 1993].

Consideramos uma superficie externa sujeita a conveccao com o ar exterior e a

incidéncia de radiagao solar, conforme figura B.1.

a, €
I
g
t07 ho I
ls

Figura B.1 — Superficie Externa
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% = al, + ho(to — ) — epR (B.1)

onde

q/A é o fluxo de calor [W/m?];

« é a absortancia da superficie para a radiagao solar;

I é a radiacao solar total incidente na superficie [W/m?];

hg é o coeficiente de transferéncia de calor por convecgao e radiagao de onda longa
na superficie externa [W/m?.°C7;

tp ¢ a temperatura do ar externo [°C];

ts ¢ a temperatura superficial [°CT;

€ é a emitancia hemisférica da superficie em onda longa;

0R é a diferenca entre a radiacdo de onda longa incidente na superficie do céu e
entorno e a radiagao emitida por um corpo negro na temperatura do ar externo [W/m?].

Assumindo que o fluxo de calor pode ser expresso em termos da Temperatura

Sol-Ar, t,,, temos que

= hO(tsa - ts)- (BQ)
Igualando (B.1) e (B.2), resulta em

(aly — €dR)

tsa = 1o+
0 I

. (B.3)

Segundo Bliss [Bliss, 1961], o termo dR vale 63 W/m?, para superficies horizon-
tais, e, 0.0 W/m?, para superficies verticais. Para superficies comuns, ¢ = 1. Normalmente
ho é tomado constante igual & 16.95 W/m? °C' e, ainda, para superficies claras, o = 0.44
e a = (.88, para superficies escuras.

Os valores de I; e ty podem ser calculados, respectivamente, por

Li=1,+1;+ 1, (B.4)

to = tyas — (PVD.V D), (B.5)

onde

I, é a radiacao direta;
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1; é radiacao difusa;

I, é radiacao refletida pelo entorno;

tmar ¢ @ maxima temperatura externa ao longo de um dia;

PVD é o percentual horério de variacao da temperatura externa (de 0 a 100%);

VD ¢ a variacao didria da temperatura externa.
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