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RESUMO

Neste trabalho utiliza-se como sistema dinamico o circuito eletronico que integra
o sistema de equacoes acopladas de Rossler modificado. Este sistema possui uma nao-
linearidade dada por uma funcao linear por partes e apresenta comportamento cadtico
para certos valores dos seus parametros. Isto é evidenciado pela rota de dobramento
de periodo obtida variando-se um dos parametros do sistema. A caracterizacao expe-
rimental da dinamica do sistema Rossler modificado é realizada através do diagrama
de bifurcagoes.

Apresenta-se uma fundamentacao tedrica de sistemas dinamicos introduzindo
conceitos importantes tais como atratores estranhos, variedades invariantes e também
uma analise da estabilidade de comportamentos assintéticos como pontos fixos e ci-
clos limites. Para uma caracterizacao métrica do caos, apresenta-se a definicao dos
expoentes de Lyapunov. Sao introduzidos também os expoentes de Lyapunov condici-
onais e transversais, que estao relacionados com a teoria de sincronizacao de sistemas
cadticos. A partir de uma montagem mestre-escravo, onde dois osciladores de Rossler
estao acoplados unidirecionalmente, introduz-se a definicao de sincronizacao idéntica,
sincronizacao de fase e variedade de sincronizagao.

Demonstra-se a possibilidade de sincronizagao em uma rede de osciladores cadticos
de Rossler, acoplados simetricamente via acoplamento de primeiros vizinhos. A rede
composta por seis osciladores mostrou ser adequada pelo fato de apresentar uma rica
estrutura espacial e, ao mesmo tempo, ser experimentalmente implementavel. Além
da sincronizagao global (osciladores identicamente sincronizados), obtém-se a sincro-

nizacao parcial, onde parte dos osciladores sincronizam entre si e a outra parte nao o
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faz. Esse tipo de sincronizacao abre a possibilidade da formacao de padroes de sin-
cronizacao e, portanto, exibe uma rica estrutura de comportamentos dinamicos. A
sincronizagao parcial é investigada em detalhes e apresentam-se varios resultados. A
principal ferramenta utilizada na andlise experimental e numérica é a inspecao visual
do grafico y; x y;, fazendo todas as combinagoes entre elementos diferentes (i e j) da
rede. Na analise numérica obtém-se como resultado complementar o maximo expoente
de Lyapunov transversal, que descreve a estabilidade da variedade de sincronizacao

global.



ABSTRACT

In this work it is used as a dynamical system the electronic circuit that integra-
tes the modified system of Rossler coupled equations. This system has a nonlinearity
given by a piecewise linear function and shows chaotic behavior for certain values of
the system parameters. That is evidenced through a period doubling route obtai-
ned varying one of the system parameters. The experimental characterization of the
modified Rossler system dynamics is realized through a bifurcation diagram.

It is presented a theoretical fundamentation of dynamical systems introducing
important concepts like strange atractors, invariant manifolds and also a stability analy-
sis of asymptotic behaviors like fixed points and limit cycles. For a metric characteriza-
tion of chaos, the definition of the Lyapunov exponents is presented. Also introduced
are the conditional and transversal Lyapunov exponents, that are related with the
synchronization theory of chaotic systems. From a master-slave assembly, where two
Rossler oscillators are unidirectionally coupled, the definition of identical synchoniza-
tion, phase synchronization and synchronization manifold is introduced.

The possibility of synchronization in a net of chaotic Rossler oscillators symme-
trically coupled through nearest-neighbour coupling is demonstrated. The net compo-
sed by six oscillators is suitable because it has a rich spatial structure and at the same
time it is experimentally implementable. Besides global synchronization (identically
synchronized oscillators), partial synchronization, where some of the oscillators synch-
ronize with each other and others do not, is obtained. This type of synchronization
opens the possibility for the formation of synchronization patterns, therefore exhibits

a rich structure of dynamical behaviors. The partial synchronization is investigated
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in details and the results are shown. The main tool used in the experimental and
numerical analysis is the visual inspection of the graphic y; X y;, making all the com-
binations between the different elements (i e j) of the net. In the numerical analysis
it is obtained as a complementar result the maximum transversal Lyapunov exponent,

which describes the stability of the global synchronization manifold.



1. INTRODUCAO

Até o inicio dos anos 1960, acreditava-se que sistemas os quais demostravam
comportamentos nao periddicos, aleatérios, ou seja, cadticos, eram sistemas intrataveis,
pois eles sao imprevisiveis. Assim, esses sistemas eram evitados. Porém, a partir dos
anos 1960 e 70, comecgou-se a olhar mais de perto tais sistemas cadticos e verificou-se que
eles possuem uma rica estrutura e, contrariando certas idéias, descobriu-se que existe
uma certa ordem subjacente ao caos [1-4]. E, melhor do que isso, demonstrou-se que o
caos é manejavel | J4 se usa caos para aumentar a poténcia de lasers [5,6], sincronizar
a saida de circuitos eletronicos [7-10], controlar oscilagoes em reagoes quimicas [11], es-
tabilizar os batimentos do coracao de animais doentes e codificar mensagens eletronicas
em circuitos de comunicagao [12].

Existem duas razoes principais pelo qual o caos se torna tao util. Primeira:
apesar de serem imprevisiveis, os sistemas cadticos sao deterministicos. Um sistema
dinamico é chamado deterministico quando a sua evolugao é descrita por uma regra
bem definida. No estudo da evolucao temporal de um sistema dinamico deterministico
consideramos dois tipos de varidveis quando expressamos matematicamente a regra
dinamica em termos de uma ou mais equacoes. As variaveis dinamicas sao aquelas
que podem modificar-se a cada instante e os seus respectivos valores sao determinados
solucionando as equacoes. Por sua vez, as variaveis estaticas, usualmente denomina-
das de parametros, sao ajustadas quando se determinam as equacgoes do sistema. As
variaveis estaticas, que sao passiveis de alteracao, determinam os chamados parametros
de controle do sistema e a mudanca nos seus valores pode induzir o sistema a um com-
portamento dinamico diferente. Segunda: o comportamento de um sistema cadtico é

a colecao de muitos comportamentos ordenados, sendo que em condicoes “normais”,
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nenhum deles é dominante (estdvel). Recentemente mostrou-se que perturbando um
sistema cadtico de maneira adequada, pode-se “encorajar”o sistema a seguir um dos
vérios comportamentos regulares emaranhados no espago de fase do sistema [13]. Os
sistemas caoticos sao imensamente flexiveis porque eles podem mudar de comporta-
mento rapidamente. Isso se deve ao fato de o caos possuir grande sensibilidade as
condicoes iniciais. Portanto, uma pequena mudanca no parametro de controle produz
drasticas mudancas no comportamento do sistema.

A partir dos anos 1990, surgiu a idéia da sincronizagao de sistemas cadticos
[7,9,14-16]. Apesar de um sistema cadtico possuir um atrator no espago de fase,
determinar precisamente aonde ele se encontra no atrator num tempo futuro, é algo
que se torna exponencialmente dificil. Uma maneira de se demonstrar isso é observar a
evolucao de um sistema cadtico que parte de condigoes iniciais muito proximas. Essas
duas evolugoes divergem a tal ponto que nao se tenha nenhuma correlagao entre elas
depois de um tempo curto. Apesar disso, mostrou-se que, acoplando de forma adequada
dois ou mais sistemas cadticos, existe a possibilidade de sincroniza-los de forma que
seus comportamentos sejam semelhantes.

Uma das possiveis aplicagoes da sincronizacao de sistemas cadticos e do controle
de caos é a comunicacao segura. A idéia é aplicar a sincronizacao de sistemas cadticos
para transmitir informacoes de um modo seguro, isto é, dificil de ser decifrado por
um interceptor. O método consiste em embutir uma mensagem no sinal caético que
sincroniza os dois sistemas. Assim, o sinal transmitido de um sistema para outro terd
um espectro Fourier de banda larga, parecendo ruido para alguém que intercepte a
mensagem. Esse sinal s6 pode sincronizar um sistema idéntico ao que gerou o sinal;
isto quer dizer que devemos ter sistemas com um conjunto idéntico de equacgoes e
com os mesmos parametros. Dessa forma, é altamente improvavel, devido a grande
gama de possiveis sistemas cadticos e respectivos parametros, que um interceptor tenha
exatamente o mesmo sistema que o receptor credenciado e, portanto, possa decodificar a
mensagem sem a devida autorizagao. A implementacao dessa técnica ja foi efetuada em

alguns sistemas, tanto numéricos quanto experimentais [12], mas uma questao aberta é
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estabelecer a sua eficdcia. Como mostrado por Cerdeira e Pérez [17], esse método nao
¢ totalmente seguro, sendo possivel intercepetar a mensagem escondida em um sinal
caotico.

Além da sincronizacao idéntica, na qual ocorre a completa igualdade entre os
comportamentos dos sistemas sincronizados, atualmente conhecemos outras formas de
sincronizagao, como por exemplo, a sincronizagao de fase [18,19], na qual a fase dos
sistemas estd sincronizada mas a amplitude varia aleatoriamente, e também a sincro-
nizacao generalizada [20,21] que ocorre entre sistemas nao idénticos. Recentemente
Ying et al. [22] demonstraram numericamente que, para uma rede de osciladores de
Rossler, além da sincronizacao idéntica entre todos os componentes da rede, pode surgir
outro estado dinamico chamado de sincronizacao parcial. Quando o estado de sincro-
nizacao identica deixa de ser estavel nao ocorre uma dessincronizacao completa entre
todos os osciladores da rede, isto €, pode surgir um estado intermedidrio na qual parte
dos osciladores mantém um estado sincronizado independentemente dos outros osci-
ladores. Neste trabalho experimental estamos interessados em obter tais padroes de
sincronizacao para uma rede de seis osciladores de Rossler, na qual utilizamos um aco-
plamento simétrico entre primeiros vizinhos, sendo esse acoplamento feito em uma ou
em varias das variaveis de cada sistema. Optamos por fazer o acoplamento na variavel,
ao contrario da grande maioria dos trabalhos (inclusive o trabalho de Ying supraci-
tado) que utiliza o acoplamento nas equagoes do sistema estudado, por acharmos que
em certos casos esta é a forma mais conveniente de se realizar um acoplamento entre
sistemas fisicos. Além disso, sempre existe um interesse de se utilizar a menor quan-
tidade possivel de sinais entre os sistemas para gerar a sincronizagao. O acoplamento
na variavel satisfaz essa condicao pois, por exemplo, no sistema de Rossler, acoplando
na variavel x, surge um termo de acoplamento nas trés equagoes do sistema nas quais
aparece essa variavel.

Estruturamos este trabalho da seguinte forma: no capitulo 2 descrevemos a
montagem experimental utilizada ao longo do trabalho, tanto como, de forma muito

breve, as principais caracteristicas e propriedades dinamicas do sistema de equacgoes de
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Rossler. No capitulo 3 sao introduzidos conceitos fundamentais relacionados a teoria
dinamica linear e nao-linear. No capitulo 4 é colocada a idéia da sincronizacao de
sistemas caoticos e faz-se a aplicagdo a uma montagem de dois osciladores de Rossler
acoplados. No capitulo 5 analisa-se, tanto tedrica quanto experimentalmente, a sin-
cronizacao idéntica e também o fendmeno dos padroes de sincronizacao numa rede de
seis osciladores de Rossler acoplados. Finalmente, no capitulo 6, sao apresentadas as

conclusoes e perspectivas de trabalho futuro.



2. O CIRCUITO DE ROSSLER

Neste capitulo descrevemos a montagem experimental com a qual trabalhamos
ao longo do desenvolvimento desse trabalho. O aparato experimental consiste basica-
mente de circuitos eletronicos. Optamos por tal tipo de equipamento devido a flexi-
bilidade, facil montagem e reproducibilidade de varios sistemas idénticos. Existe toda
uma variedade de montagens que nos possibilitam praticamente todas as operacoes
matematicas necessarias para a modelagem de sistemas fisicos. Na primeira se¢ao ob-
teremos o sistema de Rossler a partir da montagem experimental. Na segunda secao

apresentaremos algumas caracteristicas e propriedades dinamicas desse sistema.

2.1 Montagem Experimental

O sistema de equagoes, obtido originalmente por O. E. Réssler [23,24], é dado

por:
dz
o —(y +2)
d
d_?i = zv+ay (2.1)
% = bt+z(z—0).

Essas equagoes foram propostas por Rossler em meados de 1976 a partir das equagoes
de Lorenz na tentativa de criar um modelo mais simples, mas que também apresenta
caos. O circuito que estamos utilizando modela um conjunto de equagoes levemente
modificado do sistema (2.1), onde a nao-linearidade quadrética zz é substituida por

uma fungao linear por partes, e a equagao x possui um termo de amortecimento adici-
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onal [16]. A versao modificada é a seguinte:

Z—f = —a(lz+ Py + \z2)

dy

- 2.2
Y et (22)
dz

T aleln) =),

onde a, I'; B, A\, v, 0 sao constantes que serao determinadas a partir do circuito

eletronico e g(x) é a fungado nao-linear (linear por partes),

0, se v < 2.56
g(x) = (2.3)
pu(x —2.56), sex > 2.56.

A figura 2.1 mostra a funcdo g(x) para dois valores de Ry; que serdo considerados na

100
-8 p=125
+u:10
80
;s 60
@©
>
~
X
~
O 40t
20
omE=—e——5- ‘
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7 75 8 85 9 95 10

x/ u.a

Fig. 2.1: Funcao linear por partes graficada para dois valores do parametro pu.
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analise numérica no capitulo 5. A curva com quadrados corresponde a Ry; = 120 k€2 e
a curva com circulos corresponde a Ry; = 150 k).

Optamos pelo sistema de Rossler modificado (2.2) devido ao alto custo de um
multiplicador eletronico de sinais de tensao, necessario para implementar o sistema
original de Réssler (2.1), e também porque nao ocorre nenhuma mudanca qualitativa
relevante na dinamica dos 2 sistemas, como veremos na secao 2.2. O esquema do
circuito que modela o sistema de equacoes de Rossler modificado é dado pela figura

2.2. Para uma descrigdo completa do sistema (2.2), precisamos obter os valores dos

19 3

Fig. 2.2: Esquema do circuito de Rossler

parametros «, I', 3, A, 7, §, em funcao das resisténcias e capacitores do circuito. Para

isso, vamos partir das “regras de ouro” [25] dos amplificadores operacionais, que sao:
1. as entradas positiva e negativa estao sempre no mesmo potencial;

2. as entradas positiva e negativa possuem impedancia infinita, ou seja, nao entra

corrente nesses bornes do amplificador operacional.
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Uma conseqiiéncia direta das “regras de ouro” dos amplificadores operacionais, é a
equacao que relaciona a tensao de saida com a tensao de entrada num amplificador

operacional. Para a montagem 2.3, a relacao ¢ a seguinte:

_B

Vo = Vi 2.4
i (24)
A
R2
11
Wi R1 o

Fig. 2.3: Amplificador operacional.

2.1.1 A Equacao que Modela =

Pode-se tomar separadamente cada parte do esquema do circuito que corres-
ponde a modelagem das equacoes z, 7, 2. A parte do circuito que corresponde a

modelagem da equacao & estd representada na figura 2.4. Pela regra 2. temos

e
—AAW—
R3
R1 ic:e
o—AM————F
¥ %_1 c1
i

Fig. 2.4: Parte do circuito que modela a equacao .

i2+i1:’i3+ic.
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Portanto
—+—=——-0— (2.5)
ou seja,
z
—— |5 +t5+t5] - (2.6)
Definimos uma constante com dimensao de 1/tempo com o objetivo de possibilitar uma
mudanca na escala do tempo de forma facil. Essa constante é definida como:

Ry
R;R,C

Dividimos e multiplicamos a equagao (2.6) por «,

dx x n Y N z @2.7)
— = — .
dt OéCRg OéCRl OZORQ ’

e definindo as constantes

r1
Il

C(CRg ’

&)
Il

OéCRl ’

>
Il

C(CRQ ’

obtemos a equagao desejada

dx
—=—alz+ By + el (2.8)

A equagao (2.8) corresponde exatamente a primeira equacao do sistema (2.2).

2.1.2 A Equacao que Modela y

A parte do circuito que corresponde a modelagem da equacao g esta representada

pela figura 2.5. Novamente, partindo da regra 2. temos que,
’i6 = ’i4 —|— i5 5

i7:i2.
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Fig. 2.5: Parte do circuito que modela a equacao y.

Pela regra estabelecida em (2.4), a tensao no ponto A vale,
A=——y— —=x. (2.9)

Como a tensao no borne positivo dos operacionais é nula, pela regra 1, a tensao no

borne negativo também deve ser nula. Portanto,

A = R7i7
dy

- — - 2.1
CR?dt (2.10)

De (2.9) e (2.10) temos que

dy Re . Rg .
it~ R.R.CY T R.RC

Re Rs >
_ SIS 2.11
mmc@+m9 (2.11)

Definindo a constante
Rs
Ry’

e, lembrando da defini¢gdo de a, podemos reescrever (2.11) como

v

dy _

Y~ a@+)., (2.12)

que corresponde a segunda equagao do sistema (2.2).
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2.1.3 A Equacao que Modela 2

Por dltimo, vamos derivar a equagao para 2. O diagrama do circuito que corres-
ponde a modelagem dessa equacao é dado pela figura 2.6. Pelos mesmos argumentos

que ja utilizamos até aqui, a tensao no ponto B ¢é a seguinte:

R8

i8 11 1"
—4
B =S
/l\ i1 ——— 0
i9 F4
R9

Fig. 2.6: Parte do circuito que modela a equagao 2.

s O—AN,
|
Fs

B z Cdz

— =——-0—. (2.13)
Para calcularmos essa tensao, temos que levar em conta a caracteristica nao-linear do

diodo, que é apresentada pela figura 2.7. Esta curva foi obtida experimentalmente,

u.1

|
0.08- jl
0.06
0.04 f
] |
0.02 f

- /
0.00 _/
T

i/A

: : —— : :
20 -15 -10 -05 0.0 0.5 10

Tensédo / V

Fig. 2.7: Curva caracteristica do diodo BA316. O eixo vertical é a corrente conduzida

pelo diodo e o eixo horizontal é a tensao aplicada sobre ele.
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digitalizando a corrente conduzida pelo diodo em funcao da tensao aplicada sobre ele.
A tensao sobre o diodo é dada pelo divisor de tensao especificado pela figura 2.8. O
diodo BA316, que é um diodo de silicio, comeca a conduzir aproximadamente ao redor

da tensao VD = 0.69V, como podemos ver pela figura 2.7. Escrevendo a equagao

R

WD
f 9
-12¥ -~

Fig. 2.8: Divisor de tensao.

para a malha da figura 2.8, obtemos um valor para x que satisfaca a condicao de que

VD =0.69V:
Ry + Ry

O valor de z obtido é z = 2.56V. Considerando que para x > 2.56 o diodo pode ser

0.69 = —12 4 (2.14)

considerado como um curto circuito (figura 2.9(a)), podemos escrever a expressao

(a) O diodo foi substituido por um fio condutor. (b) O diodo foi substituido por um cir-

cuito aberto.

Fig. 2.9: Montagem do diodo em curto circuito e circuito aberto.
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X 12 B (2.15)
Rs Ry Ry’ ‘
onde X =z — 2.56. De (2.13) e (2.15) temos
dz RlO 1
— = X — 2.16
it~ RuRsC~  RpC ' (2.16)
onde desprezamos o termo de nivel de DC. Podemos reescrever (2.16) como
dz 1 R10R12 )
— = X—z). 2.17
dt ~ Rp,C (RHRS : (217)
Definindo as constantes
p= RioRip
- RgRu
R
==
Re
e fazendo a identificacao
1 o R5R7OZ
Ri;C RgRip '
podemos reescrever (2.17) como
d
d—j = Sa(uX — 2) . (2.18)

Lembrando que essa equacao ¢é valida para x > 2.56, e que X = x — 2.56, temos que
d
d—j = da(p(z —2.56) — 2) . (2.19)
Por outro lado, para um valor de tensao x < 2.56 o diodo nao conduz e portanto o

circuito pode ser considerado como aberto ( figura 2.9(b)). Assim,

d
d—’; = —daz . (2.20)
Podemos escrever de forma compacta as equagoes (2.19) e (2.20) se definirmos a funcao
g(x) da seguinte forma:

0, se x < 2.56

g(x) = (2.21)
pu(x —2.56), se x> 2.56.



Tab. 2.1: Constantes em funcao dos componentes do circuito.

Ry =100 kQ | Ry = 200 kQ
Ry =2MQ | Ry=T75kQ
Rs=15kQ | Rg=10kQ
R; =100 kQ | Rs = 10 kQ
Ry = 68 kQ || Rip = 150 kQ
C =220 pF | Ryy = 100 kQ
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__ __Rs r=-—-_
~ RsR;C ~ aCRs3
ﬁ _ 1 _ 1
aCRy ~ aCRs
— Bs — RioRio
V= Ry H = RsR11
— Bs
0= e

Tab. 2.2: Valores dos componentes utilizados na montagem experimental.

Essa equagao corresponde a ultima das equagoes do sistema (2.2). A tabela 2.1 resume
as constantes obtidas. Os valores dos componentes que serao utilizados sao dados pela
tabela 2.2. Nao colocamos o valor de R;; nesta tabela, pois o seu valor é variavel
tal que tenhamos um parametro ajustavel no circuito (o parametro correspondente é
p o< 1/Ry1). O diodo é do tipo BA316 e os amplificadores operacionais sao do tipo
TLO72.

2.2 Caracterizacao do Sistema de Rossler

Uma das principais formas de caracterizar a dinamica de um sistema cadtico
¢é o diagrama de bifurcacoes. Ele é obtido alterando-se um parametro do sistema e
tomando os valores de maximo de uma das variaveis. Realizamos tal diagrama expe-
rimentalmente para o sistema de Rossler variando a resisténcia Rq;. Isto é equivalente

a variarmos o parametro pu. A figura 2.10 mostra este diagrama de bifurcagao. A
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1.5 T T T T
0 25 50 75 100 125

Ry, / kQ

Fig. 2.10: Diagrama de bifurcacao do sistema de Rdssler; Rs = 13.3k€), Rg

12.35kQ e R; = 95k€. Os valores dos demais componentes sao os da

tabela 2.2.
4 4
3 3]
2 2]
> ! > 1]
%, N
1 1
2] 2
-3 T T T T -3 T T T T
0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.000 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005
t/'s t/s
(a) Regime periédico de periodo 3. (b) Regime cadtico. Ry = 72 kS.
R11 = 59kQ.

Fig. 2.11: Séries temporais da variavel z.
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figura 2.11(a) mostra uma série temporal da varidvel x correspondente a janela de
periodo 3, que é bem pronunciada no diagrama de bifurcacao. Por outro lado, a figura
2.11(b) mostra uma série temporal da varidvel z quando o sistema estd numa das ja-
nelas cadticas. Nota-se que o sistema de Rossler apresenta uma rota para o caos do
tipo dobramento de periodo. Podemos observar isso na figura 2.12 onde temos uma
sequéncia de projecoes no plano xy do espago de fase obtido experimentalmente. A
medida que variamos o parametro u, através de Ry1, o periodo da oscilacao, que incial-
mente era periodo 1, dobra para periodo 2 e assim sucessivamente até o sistema entrar
no regime cadtico. Usamos a notacao periodo 1, 2,..., de forma esquematica; a érbita de
periodo 1 possui um certo periodo T (nao necessariamente T=1), e a érbita de periodo
2 vai possuir um periodo que é aproxidamente o dobro do periodo da érbita de periodo
1, e assim por diante. A figura 2.12(i) apresenta a oscilagdo de periodo 3 que surge
de uma bifurcagao tangente, isto é, o sistema passa do regime cadtico para periodo 3
abruptamente. Isso pode ser observado no diagrama de bifurcacao para Ry ~ 63 kf).
Prosseguimos fazendo uma andlise da dinamica das equacoes de Rossler. O sistema
(2.1) com os parametros a = 0.1, b = 0.1 e ¢ = 14 apresenta o atrator mostrado na
figura 2.13.  Originalmente, Rossler utilizou os valores a = 0.2, b = 0.2 e c = 14
o qual nao gera diferencas qualitativas. Os expoentes de Lyapunov para este atrator
foram calculados numericamente e sao: 0.072, 0 e -13.79. A dimensao de Lyapunov é
2.005 [2]. Podemos obter um bom entendimento do comportamento das equagoes de
Rossler uma vez que duas das equacoes sao lineares. Comegamos verificando somente

a dinamica no plano zy. Colocando z = 0 temos

dv _

a — Y

d

Y T+ ay . (2.22)

dt
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Fig. 2.12: Os valores das resisténcias sao os da tabela 2.2 e de Ry; sdo: (a) 152.2 k€2,
(b) 112.8 k€2, (c) 75.5 k2, (d) 64.3 k2, (e) 57.4 k2, (f) 44.7 k2, (g) 36 k€2,
(h) 20 kQ, (1) 17.7 kQ, (j) 4.72 kQ, (1) 3.66 kQ, (m) 2.7 kSQ.
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Fig. 2.13: Espaco de fase do sistema de Rossler original, para a = 0.1, b = 0.1 e
c=14.

Fig. 2.14: Espaco de fase do sistema de Rossler modificado, para R = 15k e Ry =

70k€2. Os valores dos demais componentes sao os da tabela 2.2.
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A origem é um ponto de equilibrio. Para encontrarmos a estabilidade desse ponto,
vamos calcular os autovalores da matriz Jacobiana em v = (0, 0)?,

0 -1

Df(0,0) = . (2.23)

1 a
Os autovalores sdo (a & v/a? —4). Para a > 0, existe pelo menos um autovalor com
parte real positiva, portanto, a origem ¢ instavel para a dinamica no plano zy. Para
0 < a < 2, os autovalores sao complexos, ou seja, a trajetéria se afasta da origem
espiralando ao longo do plano xy. Agora, supomos que 0 < a < 2 e b,c > 0, e
retomamos a variavel z, assumindo por um momento que z = 0, tal que o sistema
permaneca préximo ao plano xy. A Orbita vai espiralar para longe da origem e vai
ficar préxima do plano xy desde que x seja menor do que ¢, pois a terceira equagao
de (2.1) possui um coeficiente negativo para z. Quando x tenta passar ¢, a varidvel z
é subitamente lancada para grandes valores positivos. Isto tem o efeito de impedir o
crescimento de = devido ao termo negativo z na primeira equagao de (2.1). O efeito de
amortecimento entre as varidaves x e z faz com que a érbita se mantenha limitada no
atrator.

Nao existe diferenca qualitativa entre os atratores do sistema original e modifi-
cado, como pode ser visto nas figuras 2.13 e 2.14, respectivamente. Porém, quantitati-
vamente, ocorre uma mudanca na variavel z. O laco de reinjegao no sistema original
¢ mais simétrico e suave que no sistema modificado. Isto é o reflexo da substituicao
do termo quadrético zz por uma fungao linear por partes, g(x), com a derivada des-
continua em x = 2.56. Resta comparar o resultado obtido integrando-se o sistema
modificado, (2.2), numérica e experimentalmente. A melhor forma de fazer essa com-
paragao é através dos diagramas de bifurcacao obtidos experimentalmente, figura 2.10,
e numericamente, figura 2.15. Contrapondo as figuras, podemos observar que para
valores grandes de Ry, os dois diagramas apresentam uma boa semelhanca qualitativa,

mas nao quantitativa. Porém, a medida que o valor de R;; decresce, surgem diferengas

1 Os conceitos de estabilidade e matriz Jacobiana serdo discutos no préximo capitulo.



2. O Circuito de Rossler 20
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0 0 40 60 &0 100 120 140 160
R /KO

Fig. 2.15: Diagrama de bifurcacao obtido por integracao numérica. O diodo é mode-

lado por uma chave perfeita; Rs = 13.3 k€2, Rg = 12.35 k) e Ry = 95 k).

28

04 I 1 I 1 I
0 0 0 60 30 100 120

R, /KR

Fig. 2.16: Diagrama de bifurcacao obtido por integracao numérica. O diodo é mo-
delado por sua curva caracteristica; Rs; = 13.3k2, Rg = 12.35kQ) e
R; = 95 kSQ.
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qualitativas, evidenciando-se a falta de uma janela de periodo 3 no diagrama de bi-
furcacao obtido numericamente. Para tentar explicar estas discrepancias apresentamos
trés fatores principais que devem estar influindo nesse sentido. O primeiro fator a ser
levado em conta é o ruido, que sempre estd presente numa montagem experimental.
Numericamente nao estamos supondo nenhum tipo de ruido. O segundo fator esté rela-
cionado a qualidade dos componentes utilizados na montagem experimental. Para nos,
qualidade significa que os valores reais dos componentes passivos (resisténcias e capa-
citores) sejam muito préximos dos seus valores nominais. Isso implica que a tolerancia
na especificacdo dos valores nominais desses componentes seja a menor possivel: 1%
para os resistores e 5% para os capacitores. Numericamente, nido temos este tipo de
preocupacao, pois adota-se uma total certeza no valor dos componentes utilizados no
modelo. Por outro lado, para os componentes ativos (amplificadores operacionais) de-
vemos requerer que o seu regime de operagao seja compativel com as suas especificagoes,
tal que as regras de ouro (e as equagdes desenvolvidas a partir delas) sejam validas.
O terceiro e mais importante fator esta relacionado com a terceira equagao do sistema
(2.2). No modelo integrado numericamente assumimos uma g(z) dada por (2.3), isto
é, estamos assumindo uma funcao que passa abruptamente do valor zero para um valor
p(x —2.56) quando z passa de 2.56V. Implicito a isso estd a suposigao de que o diodo,
o qual na experiéncia simula a funcao linear por partes, é uma chave perfeita, ou seja,
nao conduz corrente até uma tensao de 0.69V, sendo que para uma tensao superior
a essa ele passa a conduzir uma corrente infinita. Porém, o diodo possui uma curva
caracteristica dada pela figura 2.7 e a funcao que descreve esse tipo de curva possui a
seguinte forma [26]:

i=a(” 1), (2.24)

onde a e b sao constantes que dependem do material do qual é feito o diodo; i é a
corrente que o diodo conduz quando aplica-se a tensao V. Portanto, para gerar uma
melhor concordancia entre os diagramas de bifurcagao obtidos numérica e experimen-
talmente precisamos melhorar a descricao do diodo no modelo numérico. O preco a ser

pago ¢ um aumento na complexidade da integracao numérica. Realizamos uma tenta-
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tiva nesse sentido, assumindo uma fungao do tipo (2.24) onde obtemos os valores de a e
b fazendo um ajuste para a curva 2.7. Como podemos ver da figura 2.16, ja existe uma
melhora expressiva (aparece a janela de periodo 3), porém, a concordancia entre os di-
agramas ainda nao ¢ a ideal, indicando que devem haver outros fatores experimentais,
ainda nao previstos, responsaveis pela discrepancia entre os resultados.

Em resumo, pelo fato de um multiplicador de tensao ter um custo relativa-
mente alto, preferimos usar um diodo que gera um sistema de Rossler modificado, mas
que ¢é qualitativamente idéntico ao sistema original considerando valores elevados para
Ry;. Para a implementacao numérica do sistema modificado, temos duas opc¢oes em
relacao ao comportamento do diodo no circuito. A opcao mais realista leva em conta
a curva caracteristica do diodo para descrever a corrente que ele conduz. Com isso o
procedimento numérico fica mais elaborado e o resultado obtido ainda nao reproduz
exatamente o experimental. Assim, em funcao de nao conseguirmos uma concordancia
quantitativa, optamos pela situacao ideal na qual o diodo é considerado uma chave per-
feita. Com isso, o resultado obtido, comparativamente ao experimental, ¢ um pouco
pior do que no caso anterior, mas o procedimento numérico é muito mais simples e a
concordancia qualitativa entre os resultados experimental e numérico ¢ bastante satis-
fatéria, principalmente se considerarmos a regiao em que o valor de Rj; ¢é alto, onde
ocorre a cascata de dobramentos de periodo. No capitulo 5 restringimo-nos a valores
de Ry; que se encontram na regiao de boa concordancia qualitativa entre resultados

numérico e experimental.



3. FUNDAMENTOS DE DINAMICA
NAO-LINEAR

Neste capitulo introduziremos alguns conceitos importantes que fazem parte dos
fundamentos da teoria de sistemas dinamicos, os quais iremos utilizar mais adiante.
Embora, atualmente, a dinamica seja um assunto interdisciplinar, originalmente ela era
somente um ramo da fisica. Esse tema teve muitos dos seus fundamentos lancados por
Newton, com suas leis de movimento e a gravitagao universal, combinando todas para
explicar as leis de Kepler para o movimento dos planetas. Especificamente, Newton
resolveu o problema de dois corpos, isto é, o problema de calcular o movimento da
Terra em torno do Sol, descobrindo a lei da atragao gravitacional que é proporcional
ao inverso do quadrado da distancia entre os dois. Geragoes posteriores de fisicos e
matematicos tentaram estender os métodos analiticos para o problema de trés corpos,
mas curiosamente esse problema mostrou-se muito mais dificil de ser resolvido. Apds
décadas de esforco, chegou-se a conclusao de que o problema de trés corpos era es-
sencialmente impossivel de ser resolvido, no sentido de obter féormulas explicitas para
os movimentos dos trés corpos. Um grande avango surgiu em torno de 1900 com o
trabalho de Poincaré. Ele introduziu um novo ponto de vista que enfatizava questoes
qualitativas em vez de quantitativas. Por exemplo, ao invés de perguntar pelas posicoes
exatas dos planetas em todos os instantes de tempo, ele perguntava: “O sistema solar
¢ estavel para sempre, ou serd que alguns planetas eventualmente vao sair das suas
Orbitas e irao para o espacgo infinito? Poincaré desenvolveu um método geométrico
poderoso para analisar tais questoes dando inicio ao moderno ramo da dinamica, com

aplicagoes indo muito além da mecanica celeste.
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3.1 Sistemas Dinamicos

Um sistema dinamico é chamado deterministico quando a sua evolugao é descrita

por uma regra bem definida. Ele serd, entao, caracterizado pela especificacao:
e do estado do sistema, que contém toda informacao essencial acerca dele;

e da sua dinamica, que fornece a regra segundo a qual um estado evolui com o

passar do tempo.

Uma classe de regras muito importante para a descricao de fenomenos naturais sao
as equacoes diferenciais. Mais especificamente, utiliza-se como regra um sistema de
equagoes diferenciais ordinarias de primeira ordem, da seguinte forma:

dx

E:f(x(t),u) xeR"; pnelR. (3.1)
O campo vetorial f(x, p) = [f1(x, 1), fo(X, 1), ooy fu(x, p)]7, £: R" x IR — IR"™, cons-
titui um conjunto de fungoes diferenciaveis, o qual descreve a evolugao temporal do
sistema (3.1)'. Em geral, e obrigatoriamente para sistemas cadticos, f(x, u) é nao li-
near. O vetor n-dimensional x(t) = [11(t), x2(t), ..., z,(t)]T é chamado de estado do
sistema num certo tempo ¢ e y ¢ um parametro.

Como o tempo nao aparece explicitamente em (3.1), esse sistema é chamado
de autonomo. Isto nao é uma restricao, pois um sistema nao autonomo pode sempre
ser transformado em autonomo introduzindo-se varidveis adicionais [3]. Também néo
é restricao o fato de (3.1) ser um sistema de equagoes de primeira ordem, pois uma
equacao diferencial de ordem superior pode ser colocada nessa forma. A solugao do
sistema (3.1), com a condigao inicial x(t=0) = xo, é chamada trajetéria ou Orbita
do sistema e é denotada por ¢;(x,), onde ¢;: IR" — IR". O conjunto de todas as
trajetorias que o sistema pode assumir é chamado de fluxo. Quando o parametro, pu,
¢é variado, podem ocorrer mudangas na estrutura qualitativa das solucoes para certos

valores desses parametros (por exemplo, o sistema que apresentava um ponto fixo passa

LT ¢é matriz transposta.
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a apresentar um ciclo limite). Estas mudangas sdo chamadas bifurcagoes e os valores
dos parametros nos quais ocorrem as bifurcacoes sao chamados de pontos de bifurcacao.
Para cada condigao inicial, xq, existe uma trajetéria no espago que é originado pelo
conjunto de varidves x(t) e que é chamado de espago de estados ou espago de fase
do sistema (3.1). Como veremos na proxima sec¢ao, o espago de fase de um sistema

cadtico apresenta propriedades muito interessantes.

3.1.1 Atratores Estranhos

Na mecanica classica os sistemas dinamicos sao separados em duas grandes
classes: sistemas conservativos e sistemas nao conservativos. Os sistemas conservativos

sao aqueles para o qual o teorema de Liouville é aplicavel,

Vf(x):Za_xiZO‘ (3.2)

O que a equagao (3.2) nos informa é que o volume do espago de fase nao se contrai e
nem se expande, ou ainda, a energia do sistema se conserva. Por outro lado, sistemas
nao conservativos sao aqueles que apresentam atritos internos que dissipam a energia
de forma a nao conserva-la. Portanto, a esses sistemas o teorema de Liouville nao é
aplicavel. Neste trabalho daremos énfase a sistemas nao conservativos, ja que o sistema
Rossler é desse tipo.

Nos sistemas dissipativos uma certa regiao U C IR"™ ird se contrair sob a a¢ao do
fluxo, pois V f(x) < 0. O comportamento assintético para um sistema n-dimensional
tem que recair sobre uma superficie de dimensao menor do que n. Esta superficie
é chamada de atrator. Um atrator é um subconjunto A do espaco de fase, atraindo
pontos vizinhos de x(¢). Isto significa que ¢;(x) tende para A quando ¢t — oco. Sistemas
nao-lineares tipicos podem ter mais de um atrator, cada um com diferentes bacias de
atracao. A bacia de atragao de A é o conjunto dos estados no espago de fase que se
aproximam de A quando t — oco. As condigoes iniciais determinam em qual atrator o
sistema se acomoda. Exemplos simples de atratores sao pontos fixos e orbitas peridédicas

assintoticamente estaveis.
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Nao ha uma definicao final e unica para caos deterministico. A diferenca entre
as varias defini¢oes encontradas na literatura reside no enfoque que se da ao problema.
Para os nossos propésitos é suficiente considerar que caos deterministico é um movi-
mento irregular, aperiodico, proveniente de equagoes deterministicas. Na evolucao de
um sistema dinamico cadtico, o seu movimento ¢ caracterizado pelas seguintes propri-
edades: ¢ limitado (no sentido que as varidveis dinamicas nao podem assumir valor
infinito); é completamente aperiédico e é sensivel a pequenas variagbes nas varidveis
dinamicas. O comportamento cadtico é essencialmente devido a essa sensibilidade a pe-
quenas variacoes que, quando existe, resulta da nao-linearidade do sistema dinamico.
Na pratica, isto significa que a distancia entre as dérbitas que se originam de duas
condicoes iniciais infinitesimalmente préoximas diverge exponencialmente no tempo.
Por outro lado, como o atrator deve permanecer num dominio limitado do espaco de
fase, duas trajetorias nao podem divergir para sempre. Estas duas condicoes, aparente-
mente antagonicas, dao origem ao atrator estranho. A divergéncia de duas trajetorias
arbitrarias se da apenas por pequenas distancias no espaco de fase e é seguida de um
dobramento do atrator. Novas divergéncias e dobramentos aparecem devido a acao do
fluxo, de tal forma que o aspecto final do atrator estranho é o de uma camada dobrada
nela mesma muitas vezes e com dimensao fractal (dimensao fracionédria) menor que a
dimensao do espaco de fase do sistema.

Sistemas do tipo (3.1) com n < 2 ndo podem ser cadticos. Para n =1, como as
trajetérias nao podem se cruzar, o movimento fica restrito a uma linha no espaco de fase
que se aproxima ou se afasta de um ponto fixo quando ¢t — co. Paran =2, o teorema de
Poincaré-Bendixson [3,27] diz que uma trajetéria limitada pode se aproximar somente
de um ponto fixo ou entao de um ciclo limite. Pontos fixos e ciclos limites representam
movimento regular. Portanto, sistemas do tipo (3.1) podem apresentar comportamento
cadtico somente para n > 3. Além disso, o comportamento cadtico nao ocorre para
todos os conjuntos de parametros das equacoes que modelam o sistema dinamico. Para
algum conjunto de parametros a solucao é regular e para outros é cadtica. Existe uma

grande classe de sistemas nao-lineares que exibem transicoes para o comportamento
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cadtico as quais sao universais e quantitativamente mensurdveis [28]. Existem vérias
rotas pelas quais um sistema muda do comportamento regular para o comportamento
caodtico; cada rota tem propriedades universais. A rota para o caos mais conhecida é o
dobramento de periodo, que é apresentada pelo sistema de Rossler, no qual o periodo
T da solucao bifurca-se para certos valores do parametro de controle (para periodo 2T,
para periodo 4T,...), até que, para um valor critico do parametro correspondendo a
infinitos dobramentos, a solucao torna-se cadtica. A razao da diferenca entre valores
de parametros nos quais as bifurcagoes ocorrem aproxima-se de um valor universal,

d = 4,6692, chamado constante de Feigenbaum [3].

3.1.2 Variedades Invariantes

Uma formulagao geométrica da teoria de equagoes diferenciais conceitua a equagao
diferencial como um campo vetorial sobre uma variedade. Intuitivamente, uma va-
riedade (manifold)? I-dimensional em R" (I < n) pode ser visualizada como uma
superficie suave formando um subconjunto de IR". Podemos citar como exemplos de
variedade unidimensional uma linha reta infinita ou uma circunferéncia definidas em
R", com n > 2. Exemplos de variedades bi-dimensionais sao as superficies de um cilin-
dro infinito, de uma esfera, de um toro e de um plano real infinito em IR", com n > 3.
Ja a superficie de um cubo nao é uma variedade, pois os vértices do cubo nao satis-
fazem a condicao de suavidade. Variedades tri-dimensionais em IR", com n > 4, sao
mais dificeis de serem visualizadas. O exemplo mais simples é o espago tri-dimensional,
IR3, infinito. Uma variedade invariante é uma variedade com a condicdo adicional
de que oOrbitas iniciando sobre ela permanecam na variedade através do curso de sua
evolucao dinamica. Adicionalmente, o conjunto das érbitas as quais se aproximam ou
se afastam de uma variedade invariante, M, assintoticamente no tempo, sao também
variedades invariantes, as quais sao chamadas de variedades estaveis e instaveis, respec-

tivamente, de M. O conhecimento das variedades invariantes de um sistema dinamico,

2 Para uma descri¢do completa e cuidadosa, ver referéncia [29].
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Fig. 3.1: a) possiveis variedades, b) nao sao variedades.

tanto quanto as interagoes de suas respectivas variedades estaveis e instaveis é ab-
solutamente vital a fim de obtermos um completo entendimento da dinamica global.
Variedades invariantes também possuem a propriedade de persistirem sob pequenas
perturbagoes [28]. Como veremos mais a frente, estaremos interessados principalmente
na variedade de sincronizagao de um sistema acoplado, que é uma variedade invariante.
O conhecimento da estabilidade dessa variedade é de crucial importancia na teoria de

sincronizacao.

3.2 Analise de Estabilidade

Nesta secao introduziremos conceitos importantes relacionados a estabilidade
de pontos fixos e ciclos limites. Para caracterizarmos estruturas mais complexas, tais
como atratores estranhos, introduziremos os expoentes de Lyapunov. No capitulo 5
veremos que a sincronizacao de um conjunto de sistemas acoplados pode ser analisada
estudando-se a estabilidade de um ponto fixo na origem da variedade transversal a

variedade de sincronizagao.
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3.2.1 Pontos Fixos

Um ponto fixo® x* do sistema (3.1) é uma solugao constante tal que,

dx

I =f(x*)=0. (3.3)

x(t)=x*
Estamos interessados na estabilidade do ponto fixo x*. Para isso, linearizaremos o
sistema (3.1) em torno de x*, assumindo um deslocamento infinitesimal em relagao a

*

esse ponto, n(t) = x(t) — x*. A pergunta que se faz é se o deslocamento ird crescer
ou convergir para zero. Para isso, substituimos no sistema (3.1) x(¢) por x* 4+ n(t),
obtendo:

n=fx+n). (3.4)

Podemos fazer uma expansao em série de Taylor de f(x* + 1) em torno de x*, como
segue:

f(x" +n) = f(x*) + DE(x") n + O(In?]) . (3.5)

onde Df(x*) é uma matriz quadrada de ordem n, que é chamada matriz Jacobiana.

Ela possui os seguintes elementos:

_ Ofi
= 5

Lj x(t)=x*

[Df (x*)] , L, =1,2,...,n. (3.6)

Fazendo a andlise préxima ao ponto fixo temos |n| << 1, donde podemos manter em
(3.5) apenas os termos lineares em 7. Lembrando, ainda, que f(x*) = 0, obtemos a

seguinte aproximagao linear para o sistema (3.4):
n=Df(x")n. (3.7)

A estabilidade é determinada pelos autovalores da matriz Jacobiana, sendo que é conve-
niente diagonalizar essa matriz. Nesse caso, a solugao do sistema (3.7) pode ser escrita
em termos dos autovalores \; da matriz Jacobiana e dos autovetores correspondentes e;,

da seguinte forma:

n(t) = z”lmmei , (3.8)

3 Também chamados pontos de equilibrio, pontos estaciondrios ou pontos singulares.
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onde,

ni(t) = mi(0)e™" . (3.9)
Quando Df(x*) nao tem autovalores com parte real igual a zero, x* é chamado de ponto
fixo hiperbdlico ou nao-degenerado. Se a parte real de todos os autovalores é maior
do que zero, o ponto fixo é instavel e, n;(t) cresce exponencialmente para todo i =
1,2,....,n. Por outro lado, se a parte real de todos os autovalores é menor do que zero,
o ponto fixo é estavel e |n(t)| ird convergir para zero. Outra possibilidade é que alguns
dos autovalores possuam parte real positiva e outros possuam parte real negativa; entao
o ponto fixo é chamado de ponto de sela, pois esse ponto possui associado a ele diregoes
de atracao (\; < 0) e diregoes de repulsao (A; > 0). Se algum dos autovalores tem
parte real igual a zero, entao a estabilidade nao pode ser determinada pela linearizagao
e o ponto fixo é chamado de nao-hiperbdlico [27].

Diagonalizar a matriz Jacobiana significa escrever esta na base formada por
seus autovetores, que sao ortogonais entre si, e cada autovetor vai corresponder a um
subespaco do espaco de fase do sistema em questao. Isto significa que uma condicao
inicial com componentes apenas na direcao do autovetor correspondente ao autovalor
A; permanecerd sempre naquela diregao e terd sua evolugao determinada por este (para
A; complexo a direcao é generalizada por uma rotagao ao redor do ponto fixo com raio
determinado pela parte real de \; e freqiiéncia pela parte imaginaria; a dimensao do
subespaco correspondente é dois, visto que os \; complexos sempre aparecem em pares
conjugados) [27,28]. Devido a esta permanéncia das érbitas nos subespagos, para todo
tempo ¢, esses sao chamados de subespagos invariantes. O conjunto de subespagos
invariantes com n, autovalores satisfazendo Re()\,) > 0 define o subespago instével
{E*}*; o conjunto de autovalores n, com Re(),) < 0 define o subespaco estavel { E*}°
e finalmente, o conjunto n. de autovalores com Re(A.) = 0 define o subespago central,
{E°}. A medida em que nos afastamos do ponto fixo, a aproximacao linear vai perdendo

sua validade e termos de ordem superior precisam ser incluidos na expansao (3.4). Com

4 4 vem do inglés unstable

5 s vem do inglés stable
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a introdugdo de termos nao-lineares em (3.4), os subespagos invariantes comegam a
deformar-se continuamente. A questao é saber se o comportamento do sistema nao-
linear (3.1) pode ser aproximado pela parte linear préximo ao ponto fixo x*. A resposta
é dada pelo teorema da variedade estavel para pontos fixos [28], o qual diz que se x*
¢ um ponto fixo hiperbdlico, entdo existe uma superficie diferencidvel, W} .(x*), tao
diferencidvel quanto o campo vetorial f, e de dimensao n,, tangente a { E*} em x*, e
uma superficie diferencidvel, W; _(x*), de dimensao ng, tangente a { E*} em x*, com a
propriedade que érbitas de pontos em W} (x*) aproximam-se assintoticamente de x*
quando t — —oo e dérbitas de pontos em W .(x*) aproximam-se assintoticamente de
x* quando t — co. W} (x*) e W (x*) sdo conhecidas como variedades locais instével
e estavel, respectivamente, de x* (ver figura 3.2). As variedades invariantes W} (x*) e
Wi .(x*) possuem andlogos globais, obtidos usando pontos das variedades locais como

condicao inicial,

WH(x") = L>J0¢t(Wféc(X*))a (3.10)
Wix) = Ua(Wi(x) . (3.11)

W (x*) e W*(x*) sdo as variedades instavel e estavel, respectivamente, de x*.

3.2.2 Ciclos Limites

O ciclo limite é uma oscilagao auto-sustentada e isolada, isto é, trajetérias vi-
zinhas nao sao fechadas; essas trajetdrias se aproximam ou se afastam do ciclo limite.
Ciclos limites sao fenomenos inerentemente nao-lineares. Podemos descrever um ciclo

limite do sistema (3.1) da seguinte forma:
x(t)=x(t+1T), (3.12)

para todo t e algum periodo minimo 7" > 0. Em outras palavras, a trajetoria no

espaco de fase retorna ao ponto de partida depois de um tempo 7. O conjunto atrator
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(a) Subespacos invariantes na aproximagao (b) Variedades invariantes nas proximidades
linear. de um ponto fixo.
Fig. 3.2:

correspondendo ao ciclo limite é a curva tragada por ¢;(x) num periodo. O espectro de
Fourier de uma solucao periédica consiste de picos discretos na freqiiéncia fundamental
v = 1/T e seus harmonicos 2v, 3v,.... A amplitude de algum destes componentes
pode ser zero. Ciclos limites estaveis sao muito importantes fisicamente; eles modelam
sistemas que apresentam, como ja foi dito, oscilagoes auto-sustentadas, ou em outras
palavras, estes sistemas oscilam sem a necessidade de uma forca externa periddica.
Alguns exemplos sao: a batida do coragao; ritmos didrios da temperatura do corpo
humano e secrecao hormonal.

Consideremos, agora, uma érbita periédica do sistema (3.1). Se xo é um ponto
da érbita periédica, entdo é possivel construir uma superficie com dimensao (n — 1)
que intercepta transversalmente a orbita, denominada secao de Poincaré. Uma vez
escolhida a secao, observam-se os pontos de consecutivas interseccoes da trajetoria com
esta, sendo que a seqiiéncia discreta de pontos resultantes origina um mapa, chamado
de mapa de Poincaré. Portanto, a secao de Poincaré associa ao fluxo de um sistema

dinamico continuo no tempo um mapa. Dado um ponto sobre a secao de Poincaré,
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Fig. 3.3: Secao de Poincaré.

podemos nos perguntar qual serd o proximo ponto sobre a mesma que a trajetoria ira
originar a cada vez que ela intercepta a se¢ao no mesmo sentido. Dessa forma estaremos
reduzindo a andlise da estabilidade de uma orbita peridédica a analise da estabilidade de
um ponto fixo do mapa gerado por essa érbita. Uma secao de Poincaré para o sistema
(3.1) origina o seguinte mapa:

Xk+1 = P(Xk) s (313)

onde x;, representa a k-ésima intersecao da trajetoria com a secao de Poincaré. Ob-
servamos que um orbita periddica corresponde a um ponto fixo no mapa de Poincaré.
Entao, a andlise da estabilidade linear de um ciclo limite corresponde aquela de um
ponto fixo do mapa de Poincaré. Seja x* um ponto fixo do mapa P, isto é, P(x*) = x*.
Entao, uma trajetoria que parte de x* retorna a x* apés um certo tempo 7'. Usando

procedimento andlogo ao da secao 3.2.1, podemos definir um deslocamento infinitesi-
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mal, &, em relagao a x*, e escrever a seguinte relagao (seguindo a regra (3.13)):

X'+ & = P +&)
= P(x*)+ DP(x") &+ O(|&]) (3.14)

onde realizamos uma expansao em série de Taylor da fungao P(x* + &) em torno
do ponto fixo x*. Assumindo que termos O(|€7]) sao despreziveis e lembrando que

x* = P(x*) podemos escrever o mapa linearizado como

A estabilidade vai ser determinda pelos autovalores \; da matriz DP(x*): a 6rbita
periédica vai ser estavel se e somente se |\;| < 1 para todos os j, onde j =1,...,n— 1.
Os autovalores \; sao chamados de multiplicadores de Floquet da érbita periddica.

Em geral, os multiplicadores de Floquet s6 podem ser obtidos numericamente [28].

3.2.3 Expoentes de Lyapunov

Os dois atratores citados até aqui (ponto fixo e ciclo limite) sdo exemplos de
estruturas muito regulares e suas dimensoes tomam valores inteiros. Esses dois tipos
de atratores possuem a propriedade de que pontos préximos no espaco de fase perma-
necem proximos na evolugao temporal, isto é, pequenos desvios nas condigoes iniciais
permanecem pequenos quando t — oo. Por outro lado, quando a evolucao de duas tra-
jetorias, para um determinado conjunto de parametros do sistema, inicialmente muito
proximas, divergem exponencialmente para t — oo, o atrator é chamado estranho ou
cadtico, isto é, o sistema é cadtico. Tais sistemas possuem sensivel dependéncia as
condicoes iniciais. Para quantificar tais sistemas, temos a necessidade de introduzir
um método que seja capaz de caracteriza-los. Isto ¢ possivel através dos expoentes de
Lyapunov .

Expoentes de Lyapunov, tanto de sistemas dissipativos quanto de sistemas con-

servativos, caracterizam o comportamento global, isto é, o comportamento assintético
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de trajetorias. Eles medem a razao da divergéncia ou convergéncia de orbitas inici-
almente proximas no espaco de fase. Suponha que um certo tempo transiente tenha
passado tal que a trajetéria esteja sobre o atrator e x(t) é um ponto qualquer desse
atrator num tempo t. Considere um deslocamento infinitesimal §(0). Para sistemas

caodticos vale a seguinte propriedade:
6(1)] = |5ole™ (3.16)

que pode ser observada qualitativamente na figura (3.4). Consideremos a evolugao de

X(t)

X()+5(t)

Fig. 3.4: Divergencia de d6rbitas préoximas.

uma esfera infinitesimal de condicoes iniciais definida no espago de fase do sistema
(3.1). Sob a agao do fluxo, essa esfera vai ficar distorcida na forma de um elipséide.
Seja dx, k = 1,...,n, o comprimento do k-ésimo eixo principal do elipséide. Entao, apds
um tempo ¢, 6 (t) ~ 0,(0)e !, onde A sdo os expoentes de Lyapunov (um sistema n-
dimensional possui n expoentes de Lyapunov). Para t grande, o diametro do elipséide
vai ser controlado pelo A\, mais positivo, como pode ser visto qualitativamente na
figura (3.5). Os expoentes de Lyapunov sdo ntumeros reais e podem ser ordenados
em ordem decrescente: Ay > Ay >,...,> \,. Os expoentes positivos representam as
diregoes de estiramento no espaco de fase; os negativos as diregoes de contragao e os

expoentes nulos representam a diregao marginal. Se a trajetéria nao termina em um
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Fig. 3.5: Evolucao da esfera de condic¢oes iniciais.

ponto fixo, entao pelo menos um expoente de Lyapunov é nulo. A razao para isto é
que a trajetéria evolui com o tempo sem ir para um final, nao havendo contracao nem
divergeéncia ao longo desta. A soma dos n expoentes do espectro de Lyapunov mede a
razao da contragao do espaco de fase. Mas pela equagao (3.2) a razao da contragao do
espago de fase também é dada pelo divergente do campo vetorial f(x). Portanto,

A = VE(x) . (3.17)

1

n
i—
Consequentemente, para sistemas dissipativos a soma é negativa, refletindo a contracao
do espaco de fase; para sistemas conservativos a soma € zero.

Um dos algoritmos mais utilizados para o calculo numérico do espectro de Lya-
punov de sistemas de equagoes diferenciais é o de Wolf et al. [30], baseado nas técnicas
desenvolvidas independentemente por Shimada e Nagashima [31] e Benettin et al. [32].
Ambas basearam-se na técnica desenvolvida por Benettin et al. [33] para o cédlculo

do méaximo expoente de Lyapunov. Uma técnica diferente é dada por Eckmann e

Ruelle [34].
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3.2.3.1 Definicao de Expoentes de Lyapunov

A diferenga infinitesimal &(¢) de duas trajetérias vizinhas evolui no tempo de
acordo com a equagao variacional

=~ Ofi
1 &rk

£ = &Gy, i=1,..,n, (3.18)
k
onde Of;/0xy, sao os elementos da matriz Jacobiana do campo vetorial f(x), e que em
geral é dependente do tempo. O sistema variacional (3.18) é o termo linear de uma
expansao em série de Taylor. Quando a solugao é estaciondria, isto é, X = 0 em (3.1),
a matriz Jacobiana correspondente é independente do tempo e seus autovalores podem
ser calculados analiticamente. Os expoentes de Lyapunov de um ponto estacionario sao
iguais a parte real de seus autovalores. No caso geral nao existe solugao estacionaria,
e a equagao variacional tem que ser resolvida numericamente. A linearizacao transfere
a dinamica do espaco de fase para o espago tangente. Seguindo a evolucao do vetor
tangente, £(t), ao longo da trajetéria, constata-se que seu comprimento pode crescer

ou diminuir a uma razao exponencial. Esta razao determina o expoente de Lyapunov,
o1
A= lim i log [€(%)] , (3.19)

onde |.| significa a norma euclidiana,

€] = JE+E+ .. +e2. (3.20)

Qual dos n possiveis expoentes serd obtido em (3.19) depende da orientagao inicial dos
vetores tangentes, £(t=0). Contudo, devido ao efeito do estiramento, todos os vetores
tangentes irao alinhar-se na direcao de maior crescimento e levar ao maior expoente de
Lyapunov. Os valores de \; poderiam depender do ponto inicial x(¢t = 0), mas isso foi
excluido pelo teorema de Oseledec [35], que justifica o uso de uma diregao arbitraria
no espaco de fase se existir uma medida ergddica do sistema. Pode-se esperar (com
probabilidade 1) que duas condigbes iniciais escolhidas aleatoriamente, irao divergir

exponencialmente a uma razao dada pelo maior expoente de Lyapunov.
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3.2.3.2 Calculo Numérico do Maximo Expoente de Lyapunov

O algoritmo dado por Wolf et al. [30] para o cdlculo do méximo expoente de
Lyapunov consiste em integrar o sistema de equagoes (3.1) simultaneamente ao seu
sistema variacional (3.18). As condigoes iniciais do sistema variacional, (£9,£3, ...,£°),
onde o indice superior refere-se ao tempo inicial ¢ = 0, sao escolhidas aleatoriamente.
Para obter as condigoes iniciais do sistema variacional usa-se uma rotina que gera
nimeros aleatérios entre 0 e 1. O valor de A, esta associado a direcao de maior
divergéncia de duas Orbitas inicialmente proximas no espaco de fase. Isto implica
que os vetores tangentes podem tornar-se muito grandes, ocasionando problemas na
representacao dos numeros pelo computador (overflow). Contorna-se este problema

6

renormalizando os vetores &; a cada passo de integracao®, usando o método de Gram-

Schmidt [30]:
&
==, i=1,..,n. (3.21)
I3
O maéximo expoente de Lyapunov é dado por:
1 oo
Amaz = thm ;1n|£ |, i=1,..,n. (3.22)

O valor de t4, em (3.22) é tal que o sistema convergiu para um atrator e isso acontece
quando A\, converge para um valor constante. Da defini¢ao de expoentes de Lyapunov
poderia parecer que uma determinada trajetéria deveria ser seguida, mas na realidade
estes expoentes sao obtidos a partir de uma média sobre o tempo e, pelo principio da
ergodicidade, a definicao pode também ser formulada como uma média sobre todos os
pontos no atrator. Entao, a medida que se avalia a expansao entre trajetérias préximas,
as mudancas de trajetoria causadas pelos erros locais nao afetam o algoritmo de calculo

do maximo expoente de Lyapunov.

6 A freqiiéncia de renormalizagdo ndo é critica [30], podendo ser iniciada depois de vérios passos de

integracao ou a cada k passos de integragao.



4. SINCRONIZACAO DE SISTEMAS
NAO-LINEARES

Um sistema cadtico possui comportamento nao previsivel para longos tempos.
Apesar de um sistema cadtico possuir um padrao no espago de fase (um atrator),
determinar exatamente onde esse sistema se encontra sobre o atrator num tempo futuro
distante, dado sua posicao no passado, é uma questao que se torna exponencialmente
dificil a medida que o tempo passa. Uma questao interessante que se coloca é a seguinte:
serd possivel forcarmos dois ou mais sistemas cadticos a seguirem a mesma trajetoria no
atrator 7 Isto é, serd possivel sincronizar a dinamica de dois ou mais sistemas cadticos ?
A resposta a essa pergunta é sim, como veremos a seguir, porém, antes falarmos sobre
controle de caos que, de certa forma, lancou as bases para o fenomeno da sincronizagao

de sistemas cadticos.

4.1 Controle de Caos

Em 1990 Ott, Grebogi e Yorke reportaram que caos podia ser controlado [13]. A
idéia central de controlar o caos é, aproveitando a extrema sensibilidade dos sistemas
cadticos a pequenas variacoes, desenvolver um método perturbativo que, alterando
ligeiramente o sistema, possa provocar uma grande mudanca no seu comportamento.
Inicialmente executava-se a perturbacao num parametro do sistema, depois mostrou-se
que também uma perturbacao em uma das variaveis do sistema era capaz de controlar
o sistema. A equivaléncia na forma de controlar o sistema por um dos parametros

ou através de uma das varidveis foi por nés demonstrada num trabalho anterior [36],
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e foi ilustrado por um dos orientadores desta dissertagao num outro trabalho [37] na
qual se atesta o controle de caos numa descarga elétrica luminosa e, de forma pioneira,
como a alteracao da amplitude da perturbacao pode induzir a supressao ou excitagao
do comportamento cadtico, obtendo-se verdadeiros diagramas de bifurcacao.

Para exemplificar o método de controle de caos através de uma das varidveis do
sistema, descreveremos uma montagem usando o circuito de Rossler, onde introduzimos
uma perturbacao na variavel z. A montagem experimental estd esquematizada na

figura 4.1. A perturbacao consiste de um pulso que possui uma forma retangular,

[|
i
5 Ytez+p dx

- C

Fig. 4.1: Circuito de Rossler com o circuito que gera o sinal de controle. GPR =

Gerador de Pulsos Retangulares; C = Comparador; da/dt = Diferenciador.

de curta duracao e que é somado a varidavel z sempre que a variavel x passa por um
maximo. Para detectar o méaximo em z, toma-se a derivada desse sinal, a qual é,
entao, comparada com o valor zero. A fim de evitar os minimos, o comparador leva
em conta quando a derivada passa do valor zero para um valor positivo. Assim, nessas

condigbes = estd num maximo, e o comparador (C) aciona o gerador de pulsos (GPR)



4. Sincronizagao de Sistemas Nao-lineares 41

que ird gerar o pulso retangular que, por sua vez, é adicionado ao sinal z através de
um somador. A figura 4.2 mostra parte do diagrama de bifurcacao do sistema de
Rossler, obtido a partir da varidavel x. A seta indica a regiao de operagao do circuito

(comportamento caético) no momento da aplica¢ao do controle. Na figura 4.3 observa-

S eapcathe
A
U S X B

2.0 T T

171

R,/ kQ

Fig. 4.2: Diagrama de bifurcagao indicando a regiao de operagao do circuito. No
eixo vertical estao os valores de maximo do sinal x e no eixo horizontal
estao os valores da resisténcia Ry;. Os valores das resisténcias usadas sdo:
Ry = 13.3kQ), Rg = 12.35kQ e Ry = 95 k€2; os outros valores sao dados pela
tabela 2.2.

se o diagrama de bifurcagao induzido pelo controle. A medida que a amplitude do pulso
de controle aumenta, o comportamento do sistema passa do regime totalmente cadtico
para um regime de completa periodicidade. No momento em que a amplitude da onda
retangular ¢ zerada, o circuito imediatamente retorna ao ponto de operagao inicial.

Pode-se acompanhar o efeito do controle no espaco de fase do sistema, observando a
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Fig. 4.3: Diagrama de bifurcacao induzido pelo controle.
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Fig. 4.4: Projecao bidimensional do espaco de fase do sistema de Rossler.
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figura 4.4, que mostra uma projecao bidimensional do espaco de fase do sistema de
Rossler. A trajetdria exterior (azul) é uma Orbita de perfodo 2 (a notagao usada é
P2) que o sistema apresenta para Ry = 171k (quando o controle nao é aplicado).
A trajetéria interior (vermelho) é uma 6rbita de periodo 2 gerada pela aplicagao do
controle. Nas posicoes assinaladas pelos pontos escuros, estd atuando o controle. Ele
age sobre a dinamica do sistema de tal forma a for¢a-la a seguir uma das érbitas
periddicas instaveis imersas no atrator cadtico. Toda vez que a trajetoria se aproxima
de um méaximo da variavel z, aplica-se o sinal de controle, e este a realimenta, forcando-

a, por exemplo, a seguir a dérbita de periodo 2.

4.2 Sincronizacao de Osciladores Cadticos
Idénticos

Para introduzirmos os conceitos de sincronizacao idéntica, variedade de sincro-
nizacao e variedade transversal, descreveremos a seguir uma montagem de dois sistemas
de Rossler acoplados, que executamos na fase inicial deste trabalho. O sistema acoplado

¢ descrito pelas seguintes equagoes:

d

% = —a(lzy + Py + A=)

d

% = afz1+yy) (4.1)

dz

d—tl = dafg(x1) — 1),

dlL‘g

—- = —a(l(w2 — (@ — 22)) + By + A20)

d

% = a(z2 +7y2) (42)
t

dz

d—t2 = da(g(x2) — 22) .

A varidvel xs da primeira equagao do sistema (4.2) é alterada da seguinte forma:

Ty — Ty — (T — xa) |
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onde ¢ é o parametro de acoplamento e seu valor estd entre 0 e 1. As constantes
sao dadas em termos dos componentes dos circuitos, como foi visto no capitulo 2 (ver

tabela 2.2).

4.2.1 Definicao de Sincronizagao Idéntica

O sistema composto (4.1)-(4.2) pode ser classificado como um sistema do tipo
mestre-escravo [14,38], onde o sistema 1 é o mestre, que dirige o sistema 2 que é cha-
mado de escravo. O acoplamento é unidirecional, j4 que somente o sistema 2 recebe
influéncia do sistema 1, sendo que o inverso nao ocorre. Partindo de condicoes iniciais
arbitrarias, existe um intervalo para o parametro de acoplamento tal que o compor-
tamento do sistema 2 converge para aquele do sistema 1. Podemos ver isso plotando
1 (Tmestre) CcONtra To (Teseravo), para dois valores diferentes do parametro de acopla-

mento ¢. Para ¢ = 0.1, os dois sistemas nao estao sincronizados e o espaco de fase do

2
14
>
~~
o 04
g
>
-1
-2 T T T
-2 -1 0 1 2

Fig. 4.5: Dessincronizados: ¢ = 0.1.

sistema composto possui 6 dimensoes; a figura 4.5 mostra uma projecao bidimensional

deste. A sincronizagao surge para ¢ = 1.5, ocorrendo uma reducao do espago de fase
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Fig. 4.6: Sincronizados: ¢ = 1.5.

do sistema composto para 3 dimensoes. Podemos ver isto na figura 4.6 que apresenta
novamente uma projecao bidimensional. Nota-se que a evoluc¢ao dinamica do estado
sincronizado se da sobre uma linha nesta projecao. Podemos definir sincronizagao

idéntica da seguinte forma. Seja
x; =f(x1), (4.3)
o campo vetorial que descreve o sistema (4.1) e
%Xy = f(x9,%1) , (4.4)

o campo vetorial que descreve o sistema (4.2). Se existir um conjunto de condigoes
iniciais dado por uma regiao B no espago de fase do sistema composto, isto é, para

B C IR? x R? tal que para V(x19, X2) € B tenhamos
Jim b1 (1) — (0] = 0. (45

entao, os sistemas acoplados (4.3) e (4.4) estarao sincronizados identicamente. A sin-

cronizacao idéntica surge quando a orbita do sistema mestre e a orbita do sistema
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escravo se aproximam assintoticamente e se fundem numa tnica orbita, que ird des-
crever a evolucao do sistema composto sincronizado. Na pratica, devido ao ruido e a
pequenas diferencas inerentes na montagem experimental, o critério para sincronizagao
idéntica é dado por |x1(t) — x5(t)| < ¢, para um valor pequeno de {. O espaco de fase
do sistema composto possui 6 dimensoes e é formado pelas coordenadas x4, y1, 21, o,
Yo € 2Zo. Porém, quando os sistemas estao sincronizados, a evolugao se da sobre uma
superficie (variedade) de dimensao menor, definida pelas igualdades: xo = 1, yo =y €
z9 = z1. Essa superficie recebe o nome de variedade de sincronizagao [38].Podemos

observar uma projecao da variedade de sincroniza¢ao em trés dimensoes na figura (4.7).

Fig. 4.7: Projecao do espago de 6 dimensoes nas 3 dimensoes,{x1,y1,y2}. A variedade
de sincronizacao é a superficie definida pela igualdade y; = y5. Adaptado

de Pecora et. al. [38].
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4.2.2 Estabilidade: a Variedade Transversal

Continuando a analise do nosso exemplo, chegamos a questao da estabilidade
da variedade de sincronizacao. A propriedade de um sistema acoplado possuir uma
variedade de sincronizagao é independente do fato de o sistema convergir ou divergir
para essa variedade durante a sua evolucao [38]. Para fazermos a anélise da estabilidade
introduziremos a seguinte transformacao de coordenadas: x| = x1 — xg; 7| = 21 + X;
YL =Y1— Y25 Y| = Y1+ Y25 2L = 21 — 22 2 = 21 + 22. O que fizemos foi passar para
um sistema de coordenadas onde trés coordenadas estao na variedade de sincronizagao,
{211, w5 7}, e trés delas sao coordenadas transversais a variedade de sincronizagao,
{z1, y1, z1} (essas coordenadas somente sao bem definidas préximo a variedade de
sincronizagao). O 1ltimo conjunto de coordenadas define a variedade transversal.

Podemos observar essa decomposigao esquematicamente na figura (4.8). A estabilidade

Fig. 4.8: Diagrama esquemaético das variedades de sincronizagao e transversal. Adap-

tado de L. Junge [39].

é garantida quando z,, y, e z; tendem a zero para t— oo. O ponto {0,0,0}, na
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variedade transversal, deve ser um ponto fixo assintoticamente estdvel. Aplicando a

transformacao de coordenadas proposta, temos que:
T
2z

Tomando o lado direito dos sistemas (4.1) e (4.2), obtemos:

Ty —all(14+¢) —af —aA Ty
Yy | = o ay 0 v | (4.7)
2 oagp 0 —Ia zZy
onde,
0 se xy < 2.56
b= (45)
[ose xy > 2.56 .

Portanto, para que a sincronizacao ocorra, o maximo expoente de Lyapunov, obtido
da forma usual' a partir do sistema (4.7), deve ser negativo. Por outro lado, tomando
as equagoes variacionais do sistema 2 (escravo), obtém-se um conjunto de equagoes
idéntico ao sistema (4.7), implicando por sua vez, que o sistema escravo apresente
o maximo expoente de Lyapunov negativo. Isto se torna evidente quando atenta-se
para o fato de que o sistema 1 (mestre) estd dirigindo a dinamica do sistema 2 (es-
cravo), e para que a sincronizagao ocorra entre os dois sistemas, o comportamento
dinamico do sistema escravo deve convergir para o comportamento dinamico do sis-
tema mestre. Mas isto s6 ¢ possivel se 0 maximo expoente de Lyapunov do sistema
escravo for negativo. Estes expoentes certamente dependerao de x; e, portanto, sao
chamados de expoentes de Lyapunov condicionais [14]. Porém, a condigao de
que o maximo expoente de Lyapunov condicional seja negativo nao é suficiente para
garantir sincronizagao de alta qualidade. Novos critérios tem sido propostos para ga-
rantir tal sincronizagao [40,41]. Mesmo o méximo expoente de Lyapunov condicional

sendo negativo, podem ocorrer eventos de completa dessincronizagao. Esses eventos

! ver secdo 3.2.3.2.
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sao chamados de “estouros” (bursts). O comportamento associado a esses estouros é
chamado de intermiténcia on-off e foi descrito pela primeira vez por N. Platt, E. A.
Spiegel e C. Tresser [42]. A caracterizacdo do fendmeno de intermiténcia on-off mos-
trou uma rica estrutura de leis de poténcia que sao bastante gerais e independentes
do tipo de sistema [43-45]. A explicagao que se da para o aparecimento dos eventos
de dessincronizagao é que podem existir conjuntos invariantes no atrator cadtico (por
exemplo: pontos fixos ou érbitas periddicas) que possuem um expoente de Lyapunov
transverso positivo, mesmo que o maximo expoente de Lyapunov seja negativo. A
medida que as trajetérias se aproximam de algum desses conjuntos invariantes, elas
sao fortemente repelidas da variedade de sincronizagao, originando o evento de dessin-

cronizacao. Evidéncias experimentais sao dadas nas referéncias [46-48].

4.2.3 Formas de Acoplamento

Na secao anterior apresentamos um exemplo de acoplamento unidirecional. Ob-
viamente essa nao é inica forma de acoplamento, muito pelo contrario, existem intimeras
formas de realizarmos o acoplamento entre uma ou mais equagoes que definem a
dinamica de determinado sistema composto. Porém, muitas delas nao possuem in-
teresse pratico. Basicamente podemos subdividir as formas de acoplamento em duas

grandes classes: acoplamento unidirecional e acoplamento bidirecional. No acopla-

Sistema 1 Sistema 2
“Mestre” “Escravo’

Fig. 4.9: Acoplamento unidirecional.

mento unidirecional, somente um dos sistemas recebe a influéncia do outro. A dinamica
do sistema escravo é alterada pela influéncia do sistema mestre, porém, o inverso nao
ocorre, isto é, o sistema mestre evolui de forma isolada. Ja no acoplamento bidirecional

ocorre um intercambio de informacgoes entre os varios sistemas acoplados. Quanto a
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Sistema 1| |Sistema 2

Fig. 4.10: Acoplamento bidirecional.

forma como é realizado o acoplamento nas equagoes que descrevem o sistema dinamico,
também podemos distinguir dois casos principais: acoplamento na variavel e acopla-
mento na equacao. Lembramos que um sistema dinamico pode ser genericamente

representado pela equacao vetorial
= £(x. 1) (4.9)

onde f expressa a regra dinamica; X, as variaveis dinamicas e p, as variaveis estaticas,
incluindo o parametro de controle. Seja h(z) a fungao que ird realizar o acoplamento.

Entao, o acoplamento na equacgao é definido por:

x =f(x, ) + h(z) . (4.10)
O acoplamento nas variaveis define-se como:

x=f(x+h(z),n). (4.11)

Na literatura especializada os estudos relacionados a sincronizacao de caos empregam
em sua grande maioria o acoplamento na equagao. Pouca ou nenhuma énfase é dada
ao acoplamento na variavel. Por considerarmos que hé muitas situacoes em que, do
ponto de vista pratico, esse tltimo acoplamento é mais interessante do que o anterior,
queremos abordar primordialmente o acoplamento na variavel neste trabalho. Sem
acoplamento, isto é, quando h(z) = 0, a evolucao dinamica de cada oscilador ocorre de
forma independente no seu espago de fase, x € IR", onde n é a dimensao do sistema.
Por tltimo, vamos definir sistemas idénticos. Sejam dois sistemas dinamicos, um deles

descrito por (4.9) e o outro por:

y =28y, (4.12)
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com y € IR". Estes sistemas sao idénticos se forem descritos por campos vetoriais
idénticos, isto é, f = g. Experimentalmente, essa definicao nao pode ser seguida a
risca, pois sempre existem pequenas diferengas na implementacao fisica do modelo.
Por exemplo, na montagem dos circuitos que modelam o sistema de Rossler descrito
no capitulo 2, as melhores resisténcias que conseguimos possuem um erro de 1% no
seu valor nominal. Realizando o acoplamento entre esses dois sistemas, obteremos um
novo sistema composto que tera sua dinamica descrita no espago de fase, x X y €
IR" x IR"™ = IR"™™. Portanto, o acoplamento de varios sistemas acarreta um aumento
significativo da dimensao do espaco de fase no qual ird evoluir a dinamica do sistema
composto, tornando dificil a andlise, por exemplo, da estabilidade dos seus estados de
equilibrio. Para isso, como veremos no proximo capitulo, introduziremos técnicas de
transformacao de coordenadas que permitem reduzir a dimensao do espaco de fase a
ser analisado.
Nesta se¢ao, apresentamos um exemplo onde utilizamos o acoplamento na variavel,

do tipo unidirecional. Porém, nosso tema principal esta focado numa montagem bi-
direcional do tipo primeiros vizinhos. Nesse caso, cada circuito esta conectado a seus

dois primeiros vizinhos numa cadeia fechada.

4.3 Sincronizacao de Fase

A sincronizacao de sinais peridédicos é um fenomeno bem conhecido na fisica,
engenharia e outras disciplinas da area cientifica. Mesmo sistemas caéticos podem ser
conectados de uma forma tal que suas oscilacoes cadticas sejam sincronizadas. A maior
parte dos estudos tratam da sincronizacao de dois sistemas idénticos, mas tipos mais
sofisticados de sincronizacao generalizada tém sido investigados, os quais, no limite de
t — oo levam a uma relacao funcional entre os estados dos sistemas acoplados [20,21].
Uma generalizagao importante é a sincronizacao de fase. Inicialmente a sincronizacao
era considerada como a completa coincidéncia dos estados individuais dos sistemas. Isto

significa que dois osciladores estao sincronizados quando eles oscilam em fase e suas
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amplitudes sao as mesmas, o que recebe o nome de sincronizagao idéntica ou ainda de
amplitude. Mas de forma geral, pode-se considerar um sistema sincronizado com outro
quando existe uma relagdo entre as suas fases, tal que n ¢, — m ¢y = const, (m,n sdo
numeros inteiros e const é uma constante arbitraria), sendo que as amplitudes podem
ser bem diferentes. Neste caso temos a sincronizagao de fase [18,19,49-51]. Para
investigar essa forma de sincronizagao, uma variavel de fase, bem definida, deve ser
identificada em ambos os sistemas acoplados. Isso pode ser feito heuristicamente para
atratores estranhos que espiralam em torno de algum ponto em particular (ou buraco)
numa projecao bidimensional, como no caso do atrator de Rossler. Mas de modo geral,

¢ dificil obtermos uma variavel de fase bem definida para sistemas cadticos.

4.3.1 A Definicao de Fase em Sistemas Cadticos

A fase é a varidvel que corresponde ao movimento ao longo do ciclo limite (6rbita
periddica), isto é, ao longo da direcdo na qual ndo ocorre contragdo e nem expansao
do espaco de fase [50]. Portanto, queremos definir a fase como sendo a varidvel que
corresponde ao expoente de Lyapunov nulo para um fluxo dinamico continuo com
comportamento cadtico. A seguir apresentamos trés possiveis defini¢coes para a fase de

um sistema cadtico.

1. Seja um sinal representado pela varidvel s(t). Temos que determinar a amplitude
e a fase de tal sinal. Podemos seguir o método introduzido por Gabor [52], que
usa o conceito de sinal analitico e é baseado na transformada de Hilbert. O sinal

analitico 1(t) é uma fungao complexa do tempo definida por
W(t) = s(t) +i5(t) = A(t)e'?= ) (4.13)

onde a funcdo 5(t) é a transformada de Hilbert de s(t),

aw:lvp/wsﬁim. (4.14)

s t—
V.P. significa Valor Principal de Cauchy. A fase instanténea, ¢y (t), e a ampli-

tude, A(t), sdo definidas univocamente por (4.13).
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2. Muitas vezes é possivel encontrar uma projecao do atrator em algum plano que
lembra um ciclo limite, isto é, a trajetéria gira em torno da origem (ou outro
ponto que pode ser tomado como sendo a origem). Isto significa que é possivel
tomarmos de uma forma adequada uma certa secao de Poincaré. Com o mapa
gerado pela secdo de Poincaré, podemos definir a fase (atribuindo a cada volta

completa um aumento de 27) da seguinte forma:

oy = o LTI o : (4.15)
tn-‘,—l - tn

com t, <t < t, et, éo tempo da n-ésima intersecao com a superficie se-
cante. Note que para oscilagoes periddicas, esta definicao recai na forma usual
da definicao de fase.Definida da forma acima, a fase corresponde a uma funcao
do tempo linear por partes. Fica claro que deslocamentos na fase nao divergem
nem convergem no tempo, portanto, isto corresponde a direcao a qual esta asso-
ciada o expoente de Lyapunov nulo. Porém, existe uma ambigiiidade na escolha
da secao de Poincaré a ser utilizada, e consequentemente, essa ambigiiidade se
reflete na definicao da fase. Apesar disso, essa definicao é particularmente inte-
ressante quando trabalhamos com o sistema de Rossler. O atrator desse sistema
possui uma projec¢ao no plano (z,y) que é algo préximo de um circulo no qual o

raio oscila aleatoriamente em torno de um certo valor.

3. Se a projecgao, que foi mencionada acima, for encontrada, podemos introduzir a
fase como sendo o angulo entre uma certa dire¢ao de referéncia fixa (na projecao)
e o vetor tracado desde a origem até o ponto para o qual queremos determinar a
fase, isto é,

¢p = arctan (%) ) (4.16)

Segundo Pikovsky et. al. [50], para o sistema de Rossler as trés definigoes de fase
anteriormente apresentadas dao resultados equivalentes. Por ser mais conveniente,

para o nosso trabalho adotamos a definicao 2.
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Fig. 4.11: Exemplo de um atrator hipotético que possui uma projecao bidimensional

na qual pode-se obter a fase pela relagao ¢ = arctan(y/z).

4.3.2 Obtencao da Fase Experimentalmente

Exemplificaremos a sincronizagao de fase para a montagem mestre-escravo, que
foi descrita na secao 4.2. A partir da série temporal de uma das variaveis do sistema,
por exemplo y, digitalizamos o sinal usando um osciloscépio Lecroy 9310L, e identi-
ficamos os maximos usando um computador. A partir desses dados, podemos obter
a fase através da equacao (4.15). Para ¢ = 0.08, os circuitos estao dessincronizados,
e portanto, nao se espera nenhuma correlacao nas fases dos dois circuitos. A figura
4.12(a) mostra a fase do circuito escravo (vermelho) e do circuito mestre (azul). O
quadrado menor na figura 4.12(a) evidencia o fato de que as duas retas nao sdo para-
lelas. Na figura 4.13(a), plotamos a diferenga entre as duas fases, que cresce a medida
que o tempo passa, significando que as fases estao descorrelacionadas. Porém, ajus-
tando o parametro de acoplamento para um valor em torno de ¢ = 0.375, obtemos a
figura 4.12(b). As retas que representam a evolugao temporal das fases dos dois cir-
cuitos, agora, sao paralelas e muito préximas. Podemos observar que elas nao estao
superpostas na ampliagdo (caixa menor da figura 4.12(b)). A diferenca entre as fases
estd plotada na figura 4.13(b) e notamos que ela é constante ao longo do tempo. A

oscilacao em torno do valor fixo A¢ = 5.45 rad é devida ao ruido experimental . Nas
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(a) O traco vermelho corresponde ao circuito (b) Idem (a) com pardmetro de acoplamento
escravo e o azul ao circuito mestre. Parametro c = 0.375.

de acoplamento ¢ = 0.08.

Fig. 4.12: Fase obtida experimentalmente para dois circuitos de Rossler acoplados.

figuras 4.14(a) e (b), plotamos a amplitude de um circuito versus a amplitude do outro.
Quando os circuitos estao dessincronizados a dinamica varre todo espaco de fase. Ja
em 4.14(b) é estabelecido um eixo preferencial no espago de fase em torno do qual o

sistema acoplado oscila, demonstrando uma relagao bem definida entre as fases destes.
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0 2 4 6 8 10 0 5 10 15 20
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(a) pardmetro de acoplamento ¢ = 0.08. (b) pardmetro de acoplamento ¢ = 0.375.

Fig. 4.13: Diferenca entre as fases dos circuitos.
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(a) parametro de acoplamento ¢ = 0.08. (b) parametro de acoplamento ¢ = 0.375.

Fig. 4.14: Comportamento das amplitudes dos circuitos.



5. A SINCRONIZACAO DE
OSCILADORES DE ROSSLER

A questao basica que se coloca quando analisamos um conjunto de elementos
acoplados entre si é se esses elementos sincronizam uns com os outros e, quando a
resposta a essa pergunta for positiva, interessa-nos saber sob quais condigoes o com-
portamento sincrono é possivel, ou melhor, se esse comportamento é estavel ou instavel.
Um dos primeiros trabalhos nesse sentido foi realizado ja no inicio da década de 1980
por Fujisaka e Yamada [53], mas esse nao suscitou o devido interesse e ficou em se-
gundo plano até o inicio da década de 1990 quando a sincronizagao de sistemas cadticos
tomou novo impeto com o trabalho de Pecora e Carroll [9]. Neste capitulo analisare-
mos o comportamento dinamico de uma rede de N osciladores de Rossler acoplados
através de uma variavel. Os osciladores formam uma cadeia fechada tal que a rede
apresente condigoes de contorno periddicas. Estaremos interessados na possibilidade
da ocorréncia de padroes de sincronizacao neste sistema. Por padrao entende-se que n
osciladores da rede sincronizem entre si, mas nao sincronizem com os restantes N —n
osciladores. O acoplamento é do tipo primeiros vizinhos, com a condicao de que a
rede apresente simetria de invariancia de deslocamento (shift-invariant symmetry). A
montagem experimental consiste de seis osciladores (N = 6), que serao identificados
por um indice superior i (i = 0,1,...,5). Tal nimero de osciladores é suficiente para
dar origem a um sistema que demonstre uma rica estrutura espacial e ao mesmo tempo
é pequeno o suficiente para possibilitar sua montagem experimental.

Comecamos descrevendo a notagao utilizada nesse capitulo e também relembra-

mos as equacoes que controlam a dinamica do sistema de Rossler.
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5.1 O Circuito Oscilador

O circuito oscilador adotado (veja figura 2.2) possui certas propriedades de-
sejaveis que nos levaram a optar por tal montagem. Uma propriedade essencial é a
de que o circuito apresente comportamento cadtico sobre uma grande faixa de valores
de seus parametros, tal que, quando acoplado a outros circuitos, o comportamento
caotico nao seja imediatamente destruido. Outra propriedade desejavel é que o sis-
tema apresente um unico atrator cadtico na regiao dos parametros em que estamos
trabalhando. E por ltimo, a montagem deve ser simples o suficiente para podermos
reproduzir varios circuitos idénticos. Como foi mostrado no capitulo 2, o circuito de

Rossler é descrito pelas seguintes equacoes acopladas:

do’ - _ —a(Tx’ + By’ + \2Y)

dt

du’t . )

di‘ = a(a’ +y) (5.1)
L= Galglat) - ).

onde o, I', B, A\, 7, 0 s@o constantes determinadas pelos componentes do circuito e

estdao na tabela 2.1. A funcao g(z*) é nao-linear, dada por:

: 0, se o' < 2.56
g(a') = | | (5.2)
p(xt —2.56), se x' > 2.56 .
Ela esta representada na figura 2.1 para dois valores de p.

Adotamos uma notacao que tem por objetivo apresentar os calculos que seguem

sob forma mais compacta. Definindo um vetor

a1
x'=1 a5 |, (5.3)
Ty
e uma funcao vetorial,
S
fx)=1 f | (5-4)
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onde z} =z"; 25, =y 25 =2 e

A(x) = —a(lz} + By + Axj)
fo(x') = ax] +va)) (5.5)
fs(x') = da(g(a}) —af),

o sistema (5.1) pode ser escrito sob forma vetorial,
X' =f(x") . (5.6)

Essa notacao é compacta e geral, facilitando o desenvolvimento da teoria como veremos

a seguir.

5.2 O Acoplamento entre os Osciladores

O acoplamento considerado implica, na modelagem que estamos construindo,

em fazer a seguinte substituigdo no lado direito da equacao (5.6):
x' = x' — eEa’ (5.7)

onde E ¢é uma matriz 3 X 3 que determina quais varidveis serao acopladas, € é a

amplitude de acoplamento e a’ é a seguinte funcao vetorial de acoplamento:

a'(x' ™ x x) =x" X —2xt (5.8)
ou mais explicitamente,
@\ [ e -2
a'=|a, [=| 28 42t —225 | . (5.9)
i )\ e el 20

Devido a condic¢ao de contorno peridédica, a seguinte relacao de periodicidade é verifi-

cada:

V=« (5.10)
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com!=0,1,...5e N =6. E oportuno realgar que a equagao (5.9) representa um aco-
plamento entre osciladores que impoe ao sistema uma simetria translacional, uma vez
que o acoplamento de um oscilador com os seus dois primeiros vizinhos é o mesmo para
qualquer sitio na rede de osciladores. O acoplamento considerado também é chamado
difusivo devido a sua relacao direta com o operador Laplaciano V?; a’ é a representacao
discreta de V2x(r), onde r é uma coordenada espacial [54]. O esquema da realizacao

experimental do acoplamento é dado pela figura 5.1. O circuito da caixa 5.1(a) é um

e x -24)
—W\/ﬁ\f [ Y . 3
W1 | A+ -24)
, L
N v e
e e
T end : g
S i
Ti L i
- S - S T (¢) :

1-12\;

Fig. 5.1: Esquema de montagem do i-ésimo circuito. (a) circuito somador, (b) circuito

que gera a amplitude de acoplamento, (c) circuito acoplador.

somador que tem por funcao somar a tensao x} do i-ésimo circuito com a tensao gerada
pelo acoplador. Na caixa 5.1(c) estd esquematizado o circuito acoplador, sendo que a

figura 5.2 demonstra com mais detalhes a estrutura deste. Ele possui uma resisténcia
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10k
S—
: 10K 3
X o,
I \VK 10k
1o /v( A
o—AtA——s
4
?nk
10k
AN,
b R 1 il
[ § 1- i
X o—Ah " 10K —E:()(1+)(1-2)(1)
A,
e 10k “
=y
10k

Fig. 5.2: Circuito acoplador.

variavel, a qual determina a fracao de sinal que sera injetado no somador, para ser
adicionado ao sinal do i-ésimo circuito. Mudar instantaneamente o valor de uma re-
sisténcia é experimentalmente dificil. Além disso, a precisao e o controle da mudanca
efetuada nao sao boas. Para obtermos uma melhor precisao e também um controle
mais conveniente da amplitude de acoplamento, montamos o circuito esquematizado
na caixa 5.1(b) e que estd representado com mais detalhes na figura 5.3. Quando a
resisténcia, entre os pontos 1 e 2, possui o seu valor alterado, o valor do ganho do
amplificador operacional a direita do ponto 2 muda, conforme equacao (2.4). Porém,
pode-se provocar o mesmo efeito alterando a tensao sobre a resisténcia de 47k que
estd a direita do ponto 2. Portanto, substitui-se a resisténcia variavel, desconectando-a
dos pontos 1 e 2, por um circuito que provoque uma mudanca de tensao na sua saida
como resposta ao controle que é feito via uma tensao externa. Ajustando a forma do
sinal de tensao de controle, podemos executar a variagao da amplitude de acoplamento
conforme uma certa funcao. Por exemplo, deseja-se variar a resisténcia, e por conse-

guinte, a amplitude de acoplamento, linearmente entre dois valores. Para isso, usa-se
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Fig. 5.3: Circuito que gera a amplitude de acoplamento. O amplificador a esquerda

¢ um CA3080 e a direita um pA741.

um gerador de fungoes que apresente uma funcao tipo “rampa’”, na qual a tensao varia
linearmente entre dois valores.
Podemos escrever a equacao diferencial do sistema com o acoplamento estabe-

lecido nas equagoes (5.7) e (5.8) como
%' = f(x' — cEa’) . (5.11)
A montagem que estamos realizando é,
7t = 1l —ed) (5.12)

sendo que as variaveis %, e x5 nao sofrem nenhuma alteracao. Para obtermos esse

acoplamento, os elementos da matriz E devem ser definidos como

100
E=l000 |, (5.13)
000
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de modo que,
Tt — eal
x' — eEa' = h : (5.14)
4

As componentes da fungio vetorial f(x’ — eEa’) sio reescritas da seguinte forma:

fi(z} — edl, zh, xé) = —a(l(2% —ed’) + By + )\xg)
fo(@] —eat,ah) = o((a} —eal) +va)) (5.15)
fs(x] —eai,ah) = da(g(a] —eal) —5) ,

onde, de acordo com a equacao (5.2),

. . 0, se (7} —eal) < 2.56
g(xy —eay) = o o (5.16)
u(xy — eal — 2.56), se (z% —eal) > 2.56 .
Finalmente, a equacao que descreve a dinamica de cada oscilador da rede levando em

conta o acoplamento entre os osciladores, é dada por:
%' = f(x' — eBa'(x', x" x"7 1)) | (5.17)

onde x* é o estado do i-ésimo oscilador com o acoplamento a’. A partir desse ponto
vamos passar analisar as propriedades da rede de osciladores, onde cada elemento da

rede ¢ descrito pela equagao (5.17).

5.3 Sincronizacao Global

Para um valor da amplitude de acoplamento diferente de zero, os osciladores
da rede irao interagir e, produzirao um comportamento dinamico com certas proprie-
dades que estaremos interessados em analisar. Os osciladores perdem sua identidade
individual e a rede deve ser analisada como um sistema tnico. Numa primeira abor-
dagem, espera-se que todos os osciladores sincronizem entre si, formando um tunico

estado sincronizado que podemos definir como:

st)=x"=x'=x*=x*=x"=x". (5.18)
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Este comportamento é denominado sincronizacao global. A pergunta que se coloca
imediatamente é se o estado sincronizado é estavel para um dado valor da amplitude
de acoplamento?

Experimentalmente, verificamos que a medida que a intensidade do acoplamento
é aumentada, aparecem valores em que ha a sincronizacao global, intercalados com
regioes onde nao ocorre essa sincronizagao. Nessas regioes onde a sincronizacao global é
quebrada, notamos que para certos valores de €, alguns circuitos continuam a apresentar
um comportamento sincrono. Identificando-se os circuitos da rede de osciladores que
sincronizam entre si e os que nao o fazem, estabelecemos uma estrutura espacial bem
definida - ela serda denominada como sendo um padrao de sincronizacgao parcial, como
veremos em mais detalhes na secao 5.4.

Assim, para identificarmos as regides onde podem existir padroes de sincro-
nizagao parcial, devemos saber identificar onde a sincronizacgao global é instavel. Para
tanto, analisamos a geometria do espaco de fase da rede acoplada. O estado sincro-
nizado, s(t), ird evoluir sobre a variedade de sincronizagao, M. O espago de fase de
cada oscilador possui trés dimensoes, n = 3. O nimero de osciladores é N = 6 e, dessa
forma, o sistema total possui um espaco de fase com 18 dimensoes. A condicao de
sincronizagao coloca n(N — 1) condigoes de vinculo e, portanto, a dimensao da varie-
dade de sincronizacao serd dada por nN —n(N — 1) = n. Para que esta variedade seja
estavel, deslocamentos transversos a ela devem convergir para zero. O primeiro passo
consiste na linearizagao do sistema (5.17) em torno de s(¢) (como veremos na préxima
secdo) e, em seguida, aplica-se uma transformagdo de coordenadas que desacople os
deslocamentos ao longo da variedade de sincronizagao dos deslocamentos transversais
a ela. Analisando a evolucao dos deslocamentos transversais a variedade de sincro-
nizacao global, poderemos saber para quais valores da intensidade do acoplamento € a

sincronizacao € instavel.
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5.3.1 Analise Linear

Nesta segao faremos a andlise linear préximo ao estado de sincronizacgao para
determinarmos a estabilidade deste estado. Definindo um vetor deslocamento infinite-

simal,

£ =x'—s, (5.19)
podemos escrever a equagao (5.17) sob a forma:
gits=f(s+&al(s+& s+&M s+€&7). (5.20)

Fazendo uma expansao em série de Taylor da funcao f em torno do estado sincronizado

s(t), e retendo termos até primeira ordem, obtemos:

3 of . Of 0a’ - Of 0a’ - of oa' ’
¢ S g f - ! - . ! . . Z+1 ~ AN - 4 -1 .
48 =1f(s)+ Xi:SS + i o xz:s& + 5 o Xizsﬁ + o o Xizsé’
(5.21)
Vamos convencionar a seguinte notagao:
of
Df(s) = . 22
&= 5l (5.22)
of
D,if(s) = — 2
a (S) aaz s ) (5 3)
; oa’
D;a'(s) = |, , (5.24)

sendo que (5.22) é a matriz Jacobiana do sistema. Lembrando, ainda, que s = f(s),
podemos reescrever a equacao variacional de forma compacta,
i+1

£ = DE(s)€' + Daif(s) Y. Djai(s)é’ . (5.25)

j=i—1
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De forma explicita, as matrizes envolvidas na equagao (5.25), sdo dadas por:

ofi 9fi 9Of

Oxy Ozf Oz}

fs 9fy 0fy
Di(s) oz} oz Oy |’ (5.26)

Ofs 0fs 0Ofs

Oxy Ozfy Oz}

oh 9f Oh

Oay Oahy Oaj

_ Of, 9fs 0fs

Ofs Ofs Ofs

Oay Oaly Oaj

dat  Oa® Oa’

oz, oy Ol

i dal,  Oal  dal
D;a'(s) oz oz oo | (5.28)

dal,  Oali  dal

oz, oy Ol

daj  daj  Oaj
or'El gxiFl 9giH
i dat,  Ody  Oadl
Dipia'(s) Ozl ot Pyl (5.29)
day  day  Oaj
o=l 9xFEl 9ok
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Tomando as derivadas, obtemos os seguintes valores:
—al' —aff —al\
Df(s) = a ary 0 (5.30)
‘g 0 —da
ea' 0 O
D.if(s) = —ea 0 0 |, (5.31)
—edagp 0 0
-2 0 0
Da's) = | 0o -2 o0 |, (5.32)
0o 0 -2
1 00
Dipa‘(s) = |01 0 |, (5.33)
001
onde,
0 se sy < 2.56
o= (5.34)
o se sp > 2.56 .

Na expressao (5.34), s; é a primeira componente do vetor de sincronizacado, s(t), de-

finido pela expressao (5.18). Finalmente, podemos escrever, sob forma matricial, a
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seguinte aproximagao linear para o sistema (5.17):
¢ —al' —af —a)\ ¢ —2eal’ 0 0 &
gl = a ay 0 g+ 2a 00 g+
§§ dap 0 —ad & 2¢dap 0 0O &L
(5.35)
eal 0 0 il el 0 0 =1
+| —ea 00 S l+] —ea 00 ot
—edagp 0 0O A —edagp 0 0O ot

O i-ésimo oscilador possui o sistema de equagoes variacionais dado por (5.35). Podemos

definir a matriz variacional para a rede constituida por 6 osciladores, e que satisfaz a

condigao de periodicidade (5.10), da seguinte forma:

A ¢«€ 0 0 0 €

eC A € 0 0 O
0 €€ A € 0 O
0 0 € A € 0
0 0 0 € A

eC 0 0 0 € A

(5.36)

Esta matriz possui 36 elementos, onde cada elemento é uma matriz 3 x 3. O sistema

variacional para a rede ¢ dado por:

éo
51
52
573
54
55

onde,

A ¢«€ 0 0 0 €

eC A € 0 0 O
0 € A ¢«€ 0 O
0 0 € A «€ 0
0 0 0 € A

eC 0 0 0 € A

Df —2eC |

60
€1
€2
63
64
€5

: (5.37)

(5.38)
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—al’ —af —al
Df = o ay 0 , (539)
oap 0  —da

o' 0 0
C = —a 0 0 | . (5.40)
—dap 0 0

O sistema variacional (5.37) descreve a evolugao dos deslocamentos infinitesimais dos
osciladores da rede em relacao a érbita sincronizada, isto é, a érbita que todos os osci-
ladores seguiriam no momento de sua sincronizagao. Como os osciladores que formam
a rede estao acoplados, as equacoes que descrevem os deslocamentos destes também
estao acopladas. Portanto, a integracao numérica se torna complexa devido ao grande
nimero de equagoes que deve ser integrado simultaneamente (18 equagoes variacionais
mais 3 equagoes do sistema nao-linear que descreve a evolugao do estado (érbita) de
sincronizagao, s(t)). Para evitar este tipo de problema, podemos aplicar uma trans-
formacao de coordenadas sobre o conjunto de vetores £ que gere um novo conjunto
n*, tal que as equacoes variacionais desacoplem totalmente, reduzindo o nimero de
equacoes a serem integradas. De fato, o nimero de equacoes é reduzido ao do sis-
tema de um tnico oscilador da rede. Esta transformacao de coordenadas diagonaliza

a matriz variacional (5.36) e, portanto, passamos a discutir esta na préxima secao.

5.3.2 Diagonalizacao da Matriz Variacional

Temos interesse em fazer uma transformacao de coordenadas tal que ocorra a
diagonalizagao da matriz variacional (5.36). Para sistemas com simetria de invariancia
translacional, as equagoes variacionais sempre podem ser transformadas para uma nova
representacao onde os deslocamentos tranversais e nao transversais a variedade de
sincronizacao se decompoem naturalmente [7]. Uma transformagao de coordenadas

conveniente é a transformada de Fourier espacial discreta!. Faremos, agora, a andlise

! Para uma descrigao detalhada sobre Transformada de Fourier Discreta, ver referéncia [55].
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para um caso geral, depois particularizaremos para o nosso problema. Neste momento,
suponhamos que a funcao f seja dependente dos estados de todos os osciladores da

rede. Portanto,

f =f(x' — Eb'(x’,x', ..., x" 1)) (5.41)

A condicao que se impoe a funcao b’ é que ela satisfaca a simetria de invariancia

translacional®. Por exemplo, b? poderia representar um acoplamento global da forma:

R e
Z:NZX —x') . (5.42)

Seguindo o mesmo procedimento anteriormente descrito, a equacao linearizada vai ser

dada por:
N—1

& = Df(s)&' + Dyif(s) Y D;bi(s)€ (5.43)

onde as matrizes de terceira ordem Df(s), Dyif(s) e D;b’(s) sdo semelhantes as ma-
trizes (5.22), (5.23) e (5.24), respectivamente. Visto que o sistema possui simetria de
invariancia translacional e condigdes de contorno periddicas, a equagao (5.43) pode ser
reescrita como

N-1

& = Df(s)&' + Dyif(s) Y D, ;b’(s)&’ . (5.44)

A equacao variacional pode ser reescrita de forma simples definindo-se a seguinte ma-
triz:

H'™7 = Df(s)d;; + Dypif(s)D;_;b° (5.45)

onde j =0,..., N —1 e J;; ¢ a delta de Kronecker definida como

0 . .
(51']' = e 7& J (546)

1 set=7.
Usando a matriz definida em (5.45), pode-se reescrever (5.43),

d'fz NZ Hi ¢l | (5.47)

2 A fungdo b’ é uma generalizacio da fungdo a’ descrita pela equagao (5.8).
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A transformada de Fourier discreta é definida por:

1 N-1

DF = —— S e k=0,1,...N -1, (5.48)
v =
e a transformada de Fourier discreta inversa é dada por:
: 1 N1 —i2njk
d=—=> DFe v | j=0,1,...,N—1. (5.49)

VN 5
Vamos aplicar a transformada de Fourier discreta ao conjunto de vetores £/ e também

a matriz H7,

1 N-1 . i2mik
W’“:ﬁ Hie ™~ | (5.50)
7=0
L 1 No1 i2mjk
=N ge v . (5.51)
j=0
A equacao variacional obtida é a seguinte :
d k
% = VNWEpF (5.52)

com k=0,...,.N—1.

O conjunto de vetores n* gera uma decomposiciao conveniente em deslocamen-
tos sobre a variedade de sincronizacao e deslocamentos transversais a essa variedade,
ou seja, ocorre um desacoplamento. O vetor n° = x/_lﬁ SN L€ estd sobre a variedade
de sincronizacao e, como o conjunto de vetores n* é ortogonal, os vetores n*, para
k=1,2,..., N —1 sao transversais ao vetor n°. O novo conjunto de vetores gerado pela
aplicacao da transformada de Fourier discreta descreve o comportamento do desloca-
mento da rede em relacao a variedade de sincronizacao, ao contrdrio do conjunto &?,
que descreve o deslocamento de cada oscilador em relacao a variedade de sincronizacao.
Na andlise individual, todos os deslocamentos sao acoplados e, portanto, a integracao
numérica deve levar em conta um grande niimero de equacoes. Por outro lado, o con-
junto de vetores n* ¢é totalmente desacoplado, necessitando-se integrar somente um
conjunto de equacgoes reduzido ao tamanho de um tnico oscilador.

Particularizando para a nossa montagem, onde f ¢ funcao somente de x¢, x**!
e x| temos:

f=f(x' — eBa’(x',x" x"71) . (5.53)
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Podemos, entao, reescrever a equagao variacional (5.52) da seguinte forma:

dn*

G = [DEG) + Duf(s) Doa(s)+

i2nk i2n(N—1)k k

N 4 Donaf(s)Dy_1a%(s)e” ¥ n", (5.54)

+D,f(s)Da’(s)e

sendo que Dya’ = —2D1a° = —2Dy_1a°% e Dof(s) = Daf(s) = Dynv—1f(s). Deixando
explicita a dependéncia em ¢, podemos remanejar os termos da equacao (5.54) da

seguinte maneira:

k —4 27 —127
ddit = [Df(s) + EDaOf(S)DlaO(S) <_—4> (6 2Nk +e ]%7 - — 2)} nk ) (555)
ou ainda,
dn* k
% = lDf(s) — 4eDyif (s) D1a°(s) sin? (%)] n*. (5.56)

Para N = 6, a matriz variacional da rede ¢ dada por:

G, 0 0 0 0 O

0 GG 0 0 0 O

0 0 G, 0 0 O
: (5.57)

0 0 0 G; 0 O

0 0 0 0 G, O

0 0 0 0 0 Gs

a qual estd diagonalizada, em contraste com a matriz variacional (5.36). O sistema
variacional, que descreve o comportamento de deslocamentos da rede em relacao a

variedade de sincronizacgao, é a seguinte:

7’ G, 0 0 0 0 0O n

0t 0 GG 0O 0 0 O nt

7| _ [0 0 G 0 0 0 n> | (558
e 0 0 0 G; 0 O e

' 0 0 0 0 Gy O n

e 0 0 0 0 0 Gs n’
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onde,

Gy, = Df — 4¢C sin? <%7T> . (5.59)

A diagonalizacdo da matriz variacional (5.36), além de reduzir o nimero de equagoes
a serem integradas, também traz uma informacao mais clara e direta a respeito da
estabilidade da variedade de sincronizacao, pois os deslocamentos transversais a vari-
edade estao desacoplados dos deslocamentos ao longo da variedade. O nosso interesse
é o de saber se a sincronizagao global na rede é estavel para uma dada amplitude de
acoplamento, o que implica analisarmos como os deslocamentos transversais a varie-
dade de sincronizacao evoluem no tempo. Esta informacao é revelada calculando-se
os expoentes de Lyapunov associados com tais deslocamentos, que por sua vez, sao
caracterizados pela matriz diagonalizada (5.57). Na proxima se¢ao introduziremos os
expoentes de Lyapunov formalmente e na secao seguinte obteremos o maximo expoente

de Lyapunov transversal numericamente.

5.3.3 Expoentes de Lyapunov

A partir do sistema variacional (5.58) pode-se obter os expoentes de Lyapunov
da rede de osciladores. Para k = 0, o deslocamento é ao longo da variedade de sin-
cronizacao e, portanto, o expoente de Lyapunov associado com este deslocamento vai
dar uma informagao a respeito do comportamento do estado de sincronizagao, s(t). Se
o estado de sincronizacao for um ponto fixo o maximo expoente de Lyapunov vai ser
negativo; se for uma orbita periédica o maximo expoente de Lyapunov vai ser nulo e
se for uma orbita cadtica o maximo expoente de Lyapunov serd positivo. De (5.58),

para k = 0, o deslocamento 17° obedece a seguinte equacio variacional:

d”O
—— = Df 0 . .
dt (S)’I] (5 60)

Os expoentes de Lyapunov sao obtidos a partir do operador evolugao temporal, A°(t),

que é aplicado sobre o deslocamento n° e é definido por:

n'(t) = A"(t)n"(0) . (5.61)
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com a condicao inicial,

A°(0)=1. (5.62)

O operador A°(t) satisfaz a equagdo (5.60) e possui uma solucio da forma

M%) = Tesp ( [ t Iy, (5.63)

onde J(t) = Df(s(t)) ¢ a matriz Jacobiana do sistema de Réssler e T ¢é o operador de
ordenamento temporal. Sejam uY(¢), i = 1,...,n os autovalores de A°(¢). Os expoentes

de Lyapunov sao definidos por:
0 1 0
A, = Re thm n In g (1) . (5.64)

Como j4 foi mencionado no inicio desta se¢ao, os expoentes de Lyapunov, A}, associ-
ados ao deslocamento n° caracterizam o comportamento do estado sincronizado. Os
deslocamentos restantes, n*, para k = 1,..., N — 1, sdo transversais a variedade de sin-
cronizacao e, portanto, os expoentes de Lyapunov relacionados com tais deslocamentos
sao chamados de expoentes de Lyapunov tranversais [7,38]. Estes expoentes
caracterizam a estabilidade da variedade de sincronizacao. Se o maior expoente de
Lyapunov transversal for negativo, a variedade de sincronizacao sera estavel, pois os
deslocamentos transversais irdo convergir para zero. De (5.58), temos que

dn*

k
_- = | DE(s) - 4€Csin’ (%)]n’f (5.65)

Analogamente ao caso anterior, definimos um operador evolucao temporal, A*(t), para
o k-ésimo deslocamento transversal, n*, sendo que cada operador vai possuir um con-
junto de autovalores, u¥(t), i = 1,...,n. Os expoentes de Lyapunov transversais sao
definidos por:

M= Re tllglo % Inpf(t) (5.66)

comi=1...,nek=1,...,N —1. O operador evolucao temporal satisfaz a equagao
(5.65), ou seja,
dAF(t)
dt

= | Df(s) — 4¢C sin® (%kﬂ AR(t) (5.67)
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onde a matriz C ¢ definida por (5.40). Integrando (5.67) obtemos

A¥(t) = T exp ( /0 t J(t’)dt’) exp (—4ec sin’ <%k>t> . (5.68)

Mas o primeiro termo no lado direito da equac@o (5.68) corresponde ao operador

evolucao temporal para o modo k£ = 0, portanto,
k
AF(t) = A°(t) exp <—4€C sin? <%>t> : (5.69)

e dessa forma, a partir dos autovalores de A¥(t), obtemos os expoentes de Lyapunov
transversais pela equagao (5.66). Como a matriz Jacobiana é dependente do tempo,
temos que calcular os expoentes de Lyapunov transversais numericamente, como pas-

samos a discutir na préxima secao.

5.3.4 Calculo do Maximo Expoente de Lyapunov Transversal

Na se¢ao anterior, apresentamos a teoria formal dos expoentes de Lyapunov,
introduzindo os expoentes de Lyapunov transversais. Na pratica, porém, temos que
calcular esses expoentes numericamente, pelo fato de a matriz Jacobiana ser dependente
do tempo. Portanto, vamos utilizar o método descrito na secao 3.2.3.2, para o calculo
do maximo expoente de Lyapunov. Antes de prosseguirmos, notamos que existe uma
relacao de escala entre os expoentes de Lyapunov associados as diferentes direcoes.
Dada a equagao variacional para o vetor deslocamento n' (k = 1), podemos reescrevé-

la em termos da equagdo variacional do vetor deslocamento n? (k = 2), como:
2 (T
sin” (= 2
Df — 4¢C sin? (f) = Df — 4¢C # sin? (—W) . (5.70)
; e z))
O efeito é o de reescalar a amplitude de acoplamento da seguinte forma:
2w
sin” (&
€— € (ﬂ) . (5.71)
2 (21
e (%)

Determinando o expoente de Lyapunov transversal em funcao da amplitude de aco-

plamento do deslocamento 1, pode-se obter essa funcao para os outros deslocamentos
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n®, para k = 2,...,5, simplesmente reescalando a amplitude de acoplamento. Como o
fator de mudanca de escala é menor do que 1, o valor do maior expoente de Lyapunov
transversal maximo vai estar associado ao vetor deslocamento n' e, portanto, este é
o ultimo deslocamento transversal a ficar estavel (para e crescendo). Por isso, basta
calcular esse expoente para obtermos uma boa informacao a respeito da estabilidade do
estado sincronizado. Como descrito na secao 3.2.3.2; integra-se o sistema de equagoes
do circuito simultaneamente as equagoes variacionais. As equacOes do circuito que

descrevem o estado sincronizado, s(t), sao:

d

o —a(I's; + Bsy + As3)

dt

ds

d—; = a(sl —+ 752) (572)
ds

d—; = da(g(s1) —s3) ,

De (5.58), para k = 1, o sistema de equagoes variacionais é o seguinte :
n' =G, (5.73)

onde, G; = Df(s(t)) — 4eCsin® (%) Substituindo os valores das matrizes Df(s(t)) e
C, podemos escrever o sistema acima como:

o= —a(Fni+w%é-%Anb-—4aﬂ“$n2(%)ni

iy = o +ymy) + deasin® (%) o (5.74)

m = da(gn —n) + deadgsin’ (%>7ﬁ,
onde o valor de ¢, que é obtido de g(s;) em (5.72), é dado por:

0 ses; <256
o= (5.75)
o se sp > 2.56 .

Para simplificar a notacao, a partir de agora iremos abandonar o indice superior, isto
é, ' = m. Portanto, n? representa a primeira componente do vetor 7 elevada ao

quadrado. O médulo do vetor n, é dado por:

| =i +n5+n3 . (5.76)
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Como ja foi discutido na secao 3.2.3.2, a medida que se realiza a integracao é necessario

renormalizar o vetor 1), a fim de evitar overflow computacional. Portanto:
M=o, i=1,23. (5.77)
O méaximo expoente de Lyapunov transversal é dado por:
max : 1 /
AT = lim p In|n'|. (5.78)

Alguns testes preliminares indicaram que um tempo suficiente para a convergéncia
do valor de A7** ¢ atingido com um passo de integracao de 1077 e 10° iteragoes.
Para cada valor de € parte-se de condigoes iniciais aleatérias (obtidas a partir de um
gerador de ntimeros randomicos). O valor de € varia entre 0 e 2 com um passo de

0.01.  Nas figuras 5.4 e 5.5 apresentamos o grafico de A\T** em funcao de e para

2000 T T T T T T T T T

1500

1000

-500

-1000

-1500

2000 | | | | | | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8 2

Fig. 5.4: Curva do maximo expoente de Lyapunov transversal para Ri; = 150 kf).
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Fig. 5.5: Curva do maximo expoente de Lyapunov transversal para Ri; = 120 kf).

i =10 e p = 12.5, respectivamente. Uma variagao em g é obtida experimentalmente
mediante uma variagao de R1; no circuito. Para os dois valores de p calculados, existem
regioes onde A" é negativo, correspondendo a regioes de estabilidade do estado de
sincronizacao global, e também existem regioes onde A" é positivo, correspondendo
a regioes de instabilidade do estado sincronizado. Portanto, estamos comprovando
pela teoria um fato experimental que ja conheciamos de antemao, isto é, ja haviamos
observado experimentalmente que as regioes de € para o qual o estado de sincronizagao
global ocorre estavelmente sao intercaladas por regioes de completa dessincronizagao
e, ainda, por regioes de um comportamento que chamamos de sincronizagao parcial,

assunto que passamos a discutir na préxima secao.
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5.4 Sincronizacao Parcial

Quando a condicao de sincronizagao global é quebrada, pode surgir outro com-
portamento dinamico interessante que é a sincronizagao parcial, onde apenas alguns
osciladores continuam sincronizados entre si. Sincronizacao parcial originada pela que-
bra de simetria espontanea e com estruturas espaciais diferentes em sistemas cadticos
acoplados localmente e simetricamente foi recentemente investigada por Ying et al.
[22]. Ao nosso conhecimento, os resultados mostrados a seguir constituem a primeira

evidéncia experimental de tal tipo de sincronizacao.

5.4.1 Padroes de Sincronizacgao

Um padrao de sincronizagao é definido como sendo a estrutura espago-temporal
formada quando alguns circuitos sincronizam entre si e outros nao o fazem. Por exem-
plo, para um caso particular, ny circuitos sincronizam entre si, com um certo compor-
tamento que pode-se chamar genericamente de a, mas nao sincronizam com os outros
no circuitos, que oscilam com um comportamento b. Sendo N o ntmero total de cir-
cuitos, temos que n; +ny = N. De modo geral, podemos escrever essa condicao como
Yirin; = N, onde m é o nimero possivel de comportamentos que o sistema acoplado
suporta. Para denotar um certo padrao, escreve-se entre colchetes seis letras que indi-
carao qual tipo de comportamento cada um dos seis circuitos estd executando na rede.
No exemplo acima, onde a rede possui dois tipos de comportamentos, o padrao seria
dado por [ababab]. Devido a estrutura do modelo implementado, a rede de osciladores

ird satisfazer as seguintes simetrias [10,22]:

e a rede é invariante frente ao sentido horario e anti-horario devido ao acoplamento

simétrico;

e os osciladores da rede satisfazem a simetria de permutacao espacial, isto é, eles

sao invariantes frente a uma troca da forma x* = x7 .
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A partir dessas condicoes de simetria, pode-se fazer consideragoes sobre os padroes
que surgem na rede. Temos uma rede em forma de anel com seis circuitos na ordem
1 =20,1,...,5, com 6 sendo igual a 0, e assim sucessivamente. Cada circuito possui um
certo comportamento oscilatorio (m < 6 possibilidades), e diferentes circuitos podem
ter o mesmo comportamento. A questdao que surge é, quais s@o os arranjos dos seis
osciladores que sao aceitaveis, isto é, quais os padroes espago-temporais que podem ser
observados tal que as condicoes de simetria sejam satisfeitas? O caso m =1 é o caso
trivial onde todos os circuitos estao sincronizados entre si, [aaaaaa]. Param = 2, a rede
¢ dividida em dois grupos. Um deles ird executar um comportamento dinamico a e o
outro um comportamento dinamico b. Existem somente dois padroes distintos possiveis:
[ababab] e [aabaab]. O padrao [aaabbb] ndo pode ocorrer pois este padrao nao satisfaz a
simetria de permutacao. Para m = 3, também existem somente dois possiveis padroes:
[abbacc] e [abcabe], pelas mesmas razoes do caso anterior. Para m = 4 existe somente
um padrdo possivel: [abcbad]. Para m = 5 nao existe padrao e m = 6 representa
o estado de completa dessincronizagao, [abedef]. Portanto, a partir de consideragdes
sobre as simetrias satisfeitas pela rede de osciladores chegamos a conclusao que os
possiveis padroes que poderao ser observados sao: [abababl, [aabaab), [abbacc], [abcabe]

e [abcbad]. Na préxima segao, apresentamos os resultados experimentais.

5.5 Resultados Experimentais

Nesta secao apresentaremos os resultados experimentais que foram obtidos com
a rede de osciladores de Rossler acoplados, conforme descrito ao longo deste capitulo.
Tomamos medidas referentes a dois valores de Ryi: i) Ry = 113k e ii) Ry = 72 kQ
(os outros valores dos componentes estao na tabela 2.2). Os circuitos desacoplados
apresentam os espacos de fase dados pelas figuras 5.6 e 5.7, para os dois valores das
resisténcias respectivamente. Usando um osciloscopio Lecroy 9310L, digitalizamos o
sinal % (1 = 0,1, ...,5) de cada oscilador, com uma amostragem de 10* pontos. Como o

osciloscépio possui somente duas entradas, a tomada de dados dos 6 osciladores que for-
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Fig. 5.6: Projecao no plano xy do espaco de fase quando os osciladores estao desaco-

plados; Ri; = 113 k). A evolucao corresponde a uma orbita de periodo 2.

Fig. 5.7: Projecao no plano xy do espaco de fase quando os osciladores estao desaco-
plados; Ry1; = 72 k). A evolucao corresponde a uma 6rbita cadtica préoxima
do ponto de acumulacao da cascata de dobramento de periodo na regiao de

valores elevados de Ry;.
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mam a rede nao pode ser feita simultaneamente. Portanto, digitalizamos os sinais aos
pares, sequencialmente, totalizando 30 medidas para um dado estado da rede. A partir
dos arquivos de dados gerados pela digitalizagao, plotamos graficos da forma x% x x%,
realizando todas as combinacoes, que sao 15 no total. Para um dado valor da ampli-
tude de acoplamento, verifica-se quais as combinacoes de osciladores na rede que estao
sincronizados, e montamos os padroes de sincronizacao correspondentes. Quando dois
circuitos estao sincronizados, deve aparecer uma reta na diagonal do grafico. Como
os resultados sao experimentais, devido ao ruido, os tragos sao levemente borrados,
principalmente quando a oscilacao é cadtica. Portanto, o traco aparece com uma pe-
quena estrutura. Outro fator de erro experimental que enfrentamos é o de garantir
que os circuitos da rede sejam idénticos. Usamos componentes com uma boa precisao
(resisténcias com tolerancia de 1%, capacitores com tolerancia de 5% e amplificadores
operacionais TL072) e todos os circuitos que utilizamos foram desenhados no computa-
dor, otimizando ao maximo a sua estabilidade operacional, e depois transformados em
circuitos de chapa impressa a fim de garantir a maxima similitude entre estes. Apesar
disso, nao conseguimos garantir completa semelhanca entre os circuitos. Uma inspegao
visual do espaco de fase dos osciladores da rede mostra pequenas diferencas, sendo que
a medida que R;; diminui (p cresce) essas discrepancias aumentam significativamente.
Para garantirmos a igualdade entre os circuitos, realizamos um ajuste visual do espaco
de fase de cada oscilador, alterando levemente os valores de R;;. Portanto, como ja
mencionamos na se¢ao 4.2.1, o critério que utilizamos para sincronizacao idéntica é
|25 (t) — 2)(t)] < ¢, onde ¢ é um valor pequeno. O procedimento que usamos para
encontrar os padroes é bastante empirico. Varia-se a amplitude de acoplamento, e,
desde zero até um valor pré-definido, que fixamos em € = 2. Relembramos que, experi-
mentalmente, variar a amplitude de acoplamento significa alterar a tensao de controle
do circuito 5.3, cuja montagem mencionamos na secao 5.2. Esta alteragao é feita ma-
nualmente ajustando-se a amplitude de uma tensao DC. Quando, para um dado valor
de €, encontramos um certo padrao, tomamos a medida correspondente. No procedi-

mento experimental o padrao formado na rede deve ser estavel, isto é, o padrao deve
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persistir na rede por um tempo longo o suficiente para que a medida seja feita. Em
média uma medida completa do estado da rede leva cerca de 20 minutos. Dessa forma,
os padroes instaveis nao sao contemplados neste procedimento de medida e, apesar
disso, para Ry = 113 k€2, obtemos os 5 padroes possiveis. Para Ry = 72 k{2 devido
ao comportamento inicial (¢ = 0) dos circuitos j& ser cadtico, o reconhecimento dos
padroes se torna muito mais dificil e encontramos somente um padrao, [ababab|, além
do estado de sincronizacao global. A seguir, apresentamos os resultados experimentais
para Ry; = 113 k€2, na ordem de € crescente. Nota-se que alguns dos padroes se repe-
tem para valores diferentes da constante de acoplamento, porém, seus comportamentos
dindmicos nao sao os mesmos. Um exemplo é o padrao [ababab] que aparece primeiro
com uma oscilagao cadtica proxima a uma orbita de periodo 1. Para um e maior, esse
padrao ocorre novamente com um comportamento periédico de periodo 2. Apds os
padroes para Ry; = 113 k) esta o estado de sincronizacao global para Ry = 72k e

também o padrao [ababab] para este valor da resisténcia.
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Fig. 5.8: Padrao experimental [abcabc].
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Fig. 5.9: Padrao experimental [abbacc]. € = 0.261, Ry = 113 k.
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Fig. 5.10: Padrao experimental [ababab]. € = 0.357, Ry; = 113 kS).



5. A Sincronizagao de Osciladores de Rossler 87

' VX23
' ' )(24

N
-
o
-
N
N
=
o
=
N
N
-
o
=
N

5

%

6

%
: T N><|—\

3

%
: j N><|—\

N
-
o
=
N
N
-
o
=
N
N
-
o
-
N

N
-
o
=
N
N
-
o
P
N
N
-
o
P
N

LB
\ .
\ )
w+)(2:&
| :j N}

% wa& N><I

N
-
o
=
N
)
=
o
P
N
N
-
o
P
N

N
-
o
=
N
N
=
o
-
N
N
-
<}
=
N

Fig. 5.11: Padrao experimental [aabaab]. € = 0.435, Ry; = 113 kSQ.
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Fig. 5.12: Padrao experimental [aabaab]. € = 0.463, Ry; = 113 kSQ.
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Fig. 5.13: Padrao experimental [abcbad]. € = 0.578, Ry; = 113 k.
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Fig. 5.14: Padrao experimental [abcbad]. € = 0.673, Ry; = 113 k.
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Fig. 5.15: Padrao experimental [ababab]. € = 0.93, Ry; = 113 kSQ.
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Fig. 5.16: Padrao experimental [aaaaaal. € = 1.258, Ry; = 113 kS).
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Fig. 5.17: Padrao experimental [aaaaaa]. € = 0.55, Ry; = 72 k.
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Fig. 5.18: Padrao experimental [ababab]. € = 0.804, Ry; = 72 kS).
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5.6 Analise Comparativa

Nesta ultima secao realizaremos uma andlise comparativa entre os resultados
experimentais que foram expostos na secao anterior e alguns resultados numéricos que
obtivemos usando o modelo de equagoes de Réssler modificadas (5.1). Na integracao
numérica do sistema (5.1) utilizamos Ry; = 150 k€2 correspondendo a situagao experi-
mental da figura 5.6, isto ¢, quando € = 0 os circuitos evoluem numa orbita de periodo
2. Por sua vez, para a situacdo experimental da figura 5.7 (érbita cadtica quando
e = 0) empregamos Ry; = 120 k2 na andlise numérica. A razdo para usarmos tais
valores para Ry na integracao numérica sera discutida posteriormente. Nas figuras 5.4
e 5.5 apresentamos as curvas do maximo expoente de Lyapunov transversal em funcao
da amplitude de acoplamento, observando que existem regioes de € onde o estado de
sincronizacao global é instavel. E nessas regides, como mostramos nas figuras a seguir,
que encontramos os padroes de sincronizacao, como ja haviamos suposto. Ao lado de
cada padrao obtido numericamente colocamos o padrao experimental correspondente,

e podemos observar uma semelhanca qualitativa muito boa entre eles.
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Fig. 5.19: (a) Padrao experimental (Ry; = 113 k2): [abcabc], € = 0.249 e (b) Padrao
numérico (Ry; = 150 kQ2): [abcabc], € = 0.17.
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Fig. 5.20: (a) Padrao experimental (Ry; = 113 kQ): [ababab], e = 0.357 e (b) Padrao
numérico (Ry; = 150 kQ2): [ababab], € = 0.25.
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Fig. 5.21: (a) Padrao experimental (Ry; = 113 kQ): [abcbad], e = 0.578 e (b) Padrao
numérico (Ry; = 150 kQ2): [abcbad], € = 0.59.
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Fig. 5.22: (a) Padrao experimental (Ry; = 72kQ): [aaaaaa), € = 0.55 e (b) Padrao
numérico (Ry; = 120 kQ2): [aaaaaal, € = 0.31.
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ANCONTUNN

Fig. 5.23: (a) Padrao experimental (Ry; = 72kQ): [ababab], € = 0.804 e (b) Padrao
numérico (Ry; = 120 kQ2): [ababab], € = 0.57.
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Conforme discutimos na secao 2.2, a semelhanca quantitativa entre o sistema in-
tegrado numericamente e o sistema integrado experimentalmente nao é boa. As figuras
5.19-5.23 refletem essa falta de semelhanca quantitativa, mas por outro lado, apresen-
tam uma boa semelhanca qualitativa. Por exemplo, na figura 5.19, comparando par
a par as figuras geradas pelos sistemas osciladores quando integrados numericamente
e experimentalmente, vemos que a forma do tracado gerado é muito parecido. Isto é
nitido, também, para as figuras 5.21 e 5.23. A figura 5.20 mostra o padrao [ababab] na
qual os comportamentos a e b diferem somente de um certo valor constante de fase.
Como pode-se ver, este valor é quantitativamente diferente para o padrao experimen-
tal. Porém, a confianca que temos de que se trata do mesmo padrao estd no fato de o
padrao numérico ndo apresentar uma estrutura, como por exemplo, a figura 5.23(b) que
também é um padrao [ababab]. As figuras 5.22 e 5.23 correspondem ao estado inicial
cadtico e, portanto, a tendencia natural dos tracados tende a ser parecido com um sis-
tema ruidoso. Apesar disso, nota-se uma boa semelhanca nas estruturas dos tragados
das figuras 5.20(a) e (b). Quanto ao valor de € na qual os padrdes ocorrem, nota-se
uma discrepancia quantitativa entre o experimental e o numérico. Porém, mantém-se a
ordem dos valores, isto é, a seqiiéncia de padroes numéricos é a mesma que a seqiiéncia
de padroes experimentais e, os valores das amplitudes de acoplamento na qual se veri-
ficam os padroes numeéricos estao em acordo com as curvas de estabilidade do estado

sincronizado, 5.4 e 5.5. Por exemplo, na figura 5.19 o padrao [abcabc] ocorre para um

€L

valor de € = 0.17 e, observando a curva 5.4, vemos que este valor corresponde a A3, .

positivo, ou seja, este valor estd na regiao de instabilidade do estado de sincronizagao
global. Outro exemplo é a figura 5.22 onde todos os osciladores estao sincronizados

e que ocorre para € = 0.31. Como podemos observar pela curva 5.5, este valor de €

1

ae DEgativo, isto é, este valor estd numa regiao de estabilidade do es-

corresponde a A

1

tado sincronizado. Portanto, nossa hipdtese inicial de que as regioes de A;; .,

negativo,
isto ¢é, as regioes de instabilidade do estado de sincronizacao global, corresponderiam
a regioes onde poderiam surgir padroes de sincronizagao é verificada.

Cabe ainda justificar os valores de R;; usados na integracao numérica. Estes
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valores sao Rqy; = 150 k€2 e Ry; = 120 k€2, contrastando com o valores experimentais de
Ry = 113k e Ry = 72 kSQ, respectivamente. A figura 5.6 mostra os gréaficos gerados
pela superposicao dos espagos de fase obtidos experimental e numericamente para os

dois valores de R;;. Nota-se uma expressiva semelhanca qualitativa entre estes. O

Fig. 5.24: O trago azul corresponde ao espago de fase experimental (a) Ry; = 113 kX2
e (b) Ry = 72k k€. O trago vermelho é o espago de fase obtido numerica-
mente (a) Ry; = 150kQ e (b) Ry = 120 kQ sendo que este foi multiplicado

por um fator 0.85.

critério que utilizamos foi o de inspecao visual, onde esperamos uma boa similitude
qualitativa ja que a similitude quantitativa nao se verifica como ja mencionamos ante-
riormente. Na figura 5.6 as varidves x, y e z do sistema integrado numericamente foram
multiplicadas por um fator constante de 0.85. Vemos, dessa forma, que os resultados
obtidos numericamente, apesar de nao estarem em pleno acordo quantitativo, suge-
rem uma étima informacgao qualitativa que pudemos perceber nas figuras comparativas

anteriormente apresentadas.



6. CONCLUSAO

Neste trabalho demonstramos experimentalmente a sincronizacao parcial numa
rede formada por seis osciladores, onde cada oscilador integra o sistema de equagoes
de Rossler modificado. Utilizamos um acoplamento simétrico entre primeiros vizinhos
no qual cada oscilador da rede esta acoplado a seu vizinho anterior e posterior através
de sua variavel z. O termo de acoplamento é multiplicado por uma constante que
chamamos de amplitude de acoplamento, a qual determina a fracao de sinal que é so-
mado ou subtraido as variaveis z de cada oscilador. Toda implementacao experimental
se realizou através de circuitos eletronicos, desde os osciladores, circuito acoplador e
circuito que gera a amplitude de acoplamento. Optamos por este tipo de equipamento
pela sua facil reproducibilidade e pela enorme gama de possibilidades de montagens
que geram praticamente todas as operagoes matematicas.

A primeira abordagem que realizamos foi experimental e tinhamos interesse em
observar a sincronizacao idéntica entre todos os osciladores da rede. Porém, observa-
mos que, para certos valores da amplitude de acoplamento, alguns osciladores da rede
sincronizam identicamente entre si mas nao o fazem com os outros. Notamos que,
além da sincronizacao idéntica entre todos os osciladores o niimero de padroes gerados
¢ bem reduzido. Apods esta observacao, partimos para um estudo analitico-numérico
da dinamica da rede de osciladores. A nossa proposta foi a de analisar a estabilidade
do estado da rede na qual todos os osciladores estao sincronizados identicamente e
que chamamos de estado de sincronizacao global. Conhecendo-se a estabilidade deste
estado em funcao da amplitude de acoplamento vemos que, para certas regices de va-
lores da amplitude este estado deve ser instavel, possibilitando a formacao de estados

de sincronizagao parcial. O resultado que esta andlise nos proporcionou foi positivo,
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corroborando a observacao experimental.

O namero reduzido de padroes possiveis é explicado pelo fato de a rede satisfazer
duas condigoes de simetria: i) a rede é invariante frente aos sentidos horédrio e anti-
horario devido ao acoplamento simétrico e ii) a rede é invariante frente a permutagoes
dos osciladores pelo fato destes serem idénticos. Para uma rede de seis osciladores, so-
mente cinco padroes de sincronizacao satisfazem estas duas condicoes de simetria, sendo
que observamos todos os cinco padroes experimentalmente. Ao nosso conhecimento,
esses resultados constituem a primeira evidéncia experimental de sincronizacao parcial.
O problema que enfrentamos na andlise comparativa entre os resultados experimentais
e numéricos foi a falta de similitude quantitativa. Por outro lado, qualitativamente os
resultados numéricos confirmam os resultados experimentais.

O ajuste numérico quantitativo é a primeira perspectiva de trabalho futuro.
No capitulo 2 apresentamos uma idéia nesse sentido quando falamos da questao da
modelagem numérica do diodo. Como experimentalmente ele é responsavel pela nao
linearidade do sistema, certamente so sera possivel obter-se um bom resultado numérico
se a sua modelagem estiver numa forma adequada. Outra perspectiva de trabalho
estd relacionada com a determinacao da estabilidade de cada padrao em funcao da
amplitude de acoplamento. No presente trabalho s6 determinamos numericamente os
intervalos de € nos quais podem ocorrer os padroes (regioes de instabilidade do estado de
sincronizagao global), assim ndo podemos afirmar de antemao qual seria o padrao para
um dado valor da amplitude de acoplamento. Para isso temos que estender a andlise
apresentada na secao 5.3.1. Também temos como perspectiva de trabalho futuro um
estudo do comportamento dinamico da rede quando um certo padrao é estabelecido,
isto é, queremos determinar que tipo de comportamento dinamico representam as letras
a,b, c e d nos padroes (oscilagdo periddica, quasiperiddica ou caética). Como pudemos
observar, mudando a amplitude de acoplamento, além de ocorrerem diferentes padroes,
o comportamento dinamico da rede também pode mudar, inclusive alguns padroes se
repetem com comportamentos dindmicos diferentes, ou seja, a rede apresenta uma

complexidade espaco-temporal.
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