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Resumo: Neste trabalho, foi realizado uma reviséo bibliografica dos métodos disponiveis na literatura para reducéo de ordem
de modelo (MOR) para sistemas ndo-lneares. Para tanto, foi necessario, primeiramente, um estudo de MOR aplicada a
sistemas lineares para melhor entendimento dos conceitos e defini¢fes utilizados nesta area. Desta forma, foi possivel
perceber que MOR aplicada a sistemas lineares € um assunto recorrente na literatura mas, MOR para sistemas nao-lineares
ainda é um campo a ser explorado e, principalmente, um campo carente de pesquisa e exploracdo por engenheiros quimicos.
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1 Introducéo

Hoje em dia, cada vez mais tem-se utilizado
modelos ndo-lineares em projetos de controladores de
processos da industria quimica. Modelos de controle
preditivo ndo-linear (NMPC) tornaram-se muito populares
nos ultimos anos. Isto se deve ao fato de que modelos nao-
lineares podem prover maior fidelidade & descri¢do do
processo dinamico, que resulta em um melhor desempenho
no controlador. Entretanto, controladores ndo-lineares tém
uma desvantagem quando comparados aos controladores
lineares devido ao aumento da complexidade matematica
introduzida pela ndo-linearidade do modelo. Sendo assim,
faz-se necessario encontrar uma forma de amenizar este
aumento da complexidade, mas sem perder totalmente a
maior vantagem da utilizacdo de modelos néo-lineares: a
representacdo da dindmica do sistema. Um caminho
adequado para tal propésito é a Reducdo da Ordem do
Modelo (MOR).

Um modelo de um processo é dado através de
variaveis caracteristicas do processo e da relacdo entre elas
(equacgdes). Normalmente, as equacfes dos modelos que
descrevem 0s processos quimicos sdo  equacles
diferenciais parciais. Aquelas variaveis que descrevem o
“estado” de um sistema dindmico e, portanto, determina o
comportamento futuro deste sistema, s@o chamadas
variaveis de estado. A quantidade de varidveis de estado e
o tipo de equacgdes determinam a complexidade do modelo.
A reducdo de ordem de um modelo baseia-se na idéia da
diminuicdo da quantidade de varidveis de estado de forma
a preservar as informagdes contidas no modelo original.
Dependendo da importancia de cada variavel de estado no
modelo original e de quanta informacao deseja-se que seja
preservada, a quantidade de variaveis de estado do modelo

reduzido serd determinada. A Figura 1.1 mostra a idéia
basica de MOR. Quanto menos “tragos” para descrever a
imagem do coelho, menos detalhes ficam perceptiveis,
mas mesmo na terceira imagem, a informagéo de que é um
coelho continua preservada.

Figura 1. Idéia basica da redugdo de modelos: dependendo do

ntmero de tracos que é utilizado, mais ou menos informagdes
sobre a forma do coelho sdo preservadas.

A aplicacdo de MOR para sistemas lineares ja
estda bem sedimentada em uma enorme variedade de
artigos publicados. Mas tornou-se um grande desafio de
muitos pesquisadores a aplicacdo de MOR em modelos
ndo-lineares. E, ainda, ndo foi encontrada uma
metodologia genérica para reduzir a ordem de modelos
ndo-lineares. O que existe sdo métodos de aproximacdo
para alguns casos particulares de modelos ndo-lineares.
Alguns destes métodos serdo apresentados nas segdes
seguintes deste documento.

2. Reducéo de Ordem, Gramians e Hankel para
Sistemas Lineares

Para melhor entendimento da aplicagdo de métodos
de redugdo de ordem para sistemas ndo-lineares, faz-se
necessario a introdugdo de alguns conceitos e definicGes
relacionados a sistemas lineares, que serdo vistos nesta
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secdo.
2.1 Gramian Controlabilidade, Gramian
Observabilidade e Valores Singulares de Hankel

Considerando o sistema linear:

{)‘((t) = A.x(t) + B.u(t) (2.1)

y(®) = C.x(t)

que é estdvel em malha aberta, suas controlabilidade e
observabilidade gramians séo definidas e calculadas por:
Controlabilidade Gramian Linear: mede a “energia” que
deve ser adicionada ao sistema para mover o estado
correspondente e é calculada por:

W, = [”eAtB.BTeA L. dt (2.2)

Observabilidade Gramian Linear: mede a “energia gerada”
pelo estado correspondente e é calculada por:

W, = [7eA . CT.Ceftdt (2.3)

Sendo que Wc e Wo sdo as solugdes (matrizes positivas
definidas) das equacdes de Lyapunov, respectivamente:

AW, + W,.AT = —B.BT (2.4)
AT W, +W,.A=—CT.C (2.5)

Um sistema em que as gramians controlabilidade e
observabilidade séo iguais e sdo dadas por:

o, O 0 0
0 O, 0 0
V_VC = V_VO = Z = 0 0 03 0 (26)
0 0 O o Op
com 61> 62>... on>0
¢ chamado sistema balanceado e o1, ..., on sdo chamados

valores singulares de Hankel.
As gramians transformadas, W e W, sdo dadas por:
We =T.W.. TT (2.7)
Wy = (T"HT.W,. T? (2.8)
onde T é chamada matriz transformacéo.
Pode ser mostrado, entdo, que existe um espaco de estado
transformado, dado por:
X="T.x (2.9
tal que o sistema linear transformado ¢é dado por:

{5‘( =T.ATLx+
y=CT

2.2 Reducdo de Ordem

Se o sistema encontra-se na forma balanceada, os
valores singulares de Hankel medem a importancia ou
influéncia do estado correspondente no comportamento
entrada/saida do sistema. Dessa forma, estados que
apresentam valores de Hankel muito baixos em relacéo
aos demais, podem ser descartados sem maiores prejuizos
na representacdo geral do sistema, como pode ser
observado na Figura 2.1.

[ Quanto maior o valor singular de Hankel (o) ]

¥

s ™
Maior a influéncia do estado correspondente no
comportamento entrada/saida do sistema

NG

MOR: os estados com menor influénciano
comportamento entrada/saida podem ser
eliminados

-

. /

Figura 2.1: Esquema da base tedrica para aplicagdo de métodos
de redugdo de ordem.

Uma vez na forma balanceada, o vetor estado x,
pode ser desmembrado em dois vetores: X1, contendo 0s
estados mais importantes, e x~_2, contendo os estados
menos importantes., como mostrado na Equagéo 2.11 :

<§1>= <é11 §1z>_(>_‘<1) +(§1)_u
X2 Az1 Ay \X2 B, (2.12)
— - X
y=@ @.(3)

2.2.1 Reducdo de Ordem por Truncamento

Um método para redugdo de ordem de modelos é
simplesmente cortar 0s estados correspondentes aos
menores valores singulares de Hankel. A desvantagem
deste método é que o comportamento de estado
estacionario do sistema original ndo é preservado e quase
sempre resultara em offset.

O sistema resultante ap6s o truncamento de
sistema balanceado é dado pela Equagéo 2.12 :

{)‘(1 = A11-_>_<1_+ B;.u 2.12)
y=0C1.%

O resultado é um sistema de EDO que contém
menos estados do que o sistema original. O nimero de
estados que pode ser truncado depende do préprio sistema
e da precisdo que se quer para a representacdo do sistema.

2.2.2 Reducgéo de Ordem por Residualizagéo

Se for importante manter 0 mesmo
comportamento do estado estacionario do sistema original,
0 método de residualizacdo pode alcancar melhores
resultados do que o método de truncamento. A
residualizacdo é baseada na idéia de que as derivadas dos
estados correspondentes aos menores valores de Hankel
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(que seriam simplesmente truncados no método anterior)
podem ser aproximadas por zero enquanto o resto do
sistema é mantido, como é mostrado na Equacédo 2.13:

@1): @i g:i) (Z)Jr(gz)u (2.13)
y=((_31 Cz)-()—(;)

O conjunto resultante de Equagdes Algébrico-
diferenciais (EADs) pode ser simplificado por eliminacéo
dos estados X, transformando o sistema de EADs em um
sistema de EDOs., como é mostrado na Equacao 2.14:

)_(1=K.)_(1+§u (214)
y= C.Xl +D.u '
onde:
~ - 1
A=Ay — A Ay Ay
= = = = -1
B=B; —A;.A .B
° 1 _12_ 231 2 (2.15)
C=0C; —Cp.Ap Ay

3. Redugéo de Ordem para Sistemas N&o-Lineares

Ndo existe um método genérico para
balanceamento de sistemas ndo lineares. Uma
possibilidade, entdo, €é linearizar o sistema e,
posteriormente, aplicar os métodos descritos na secéo
anterior. Entretanto, o comportamento ndo-linear sera
perdido com a linearizacéo.

Para melhor entendimento do método proposto,
faz-se necessario a introducdo de algumas definices que
seguem.

Um sistema ndo-linear  control-affine  é
representado da seguinte forma:

{X(t) = f(x(D) + gx(D). u(®) (3.1)
y(t) = h(x(t) '
onde f, g e h sdo funcdes de x sendo f(0) =0 e
h(0) = 0.
A seguir, sdo definidas as funcbes Energia de
Controlabilidade e Energia de Observabilidade,
respectivamente:

L = mlnucLz(—ooO)x(—oo) 0,x(0)= onf ”u(t)llz dt (32)

Lo = [ lly®II2. dt (33)
onde x(0) =0,u(t) =0,0 <t < oo,

As funcBes definidas acima ndo sédo
necessariamente finitas. Em particular, L, ndo sera finita se
o sistema for instavel.

As funcBes Energia sdo relacionadas com as
fungBes Gramians e sua relagdo para o caso linear é dada
pelas Equacdes 3.4 e3.5:

L.(x) = %.Xg.Wc'l.xo (3.4)

Lo (xo) = %.xg.wo.xo (3.5)

Infelizmente, ndo é facil calcular as funcdes
Energia no caso ndo-linear. As funcBGes dadas pelas
equacgBes 3.2 e 3.3 ttm que ser resolvidas por EquacGes
Diferenciais Parciais de Hamilton-Jacobi, mostradas nas
equacoes 3.6 e 3.7, assumindo que a origem é um ponto de
equilibrio assintoticamente instavel:

OLC

1 0LC(X) aT Lc(x)

D 160 + 2. 89 (). g7 (). =0 (36)

com L (0) =0
Zo® f(x) +3.hT(x).h(x) = 0 (3.7)

com L,(0) =0

Como o célculo das funcbes energias € muito
complexo e ndo existe uma forma genérica de célculo para
a matriz transformacdo que igualaria as funcGes energia
para possibilitar a obtencdo dos valores singulares de
Hankel, o método de balanceamento para problemas de
dimensdo industrial torna-se quase impossivel de ser
aplicado.

3.2 MOR via Gramians Empiricas

Nesta secdo, serd apresentado o método
publicado por (Lall, Marsden et al. 1999) e por(Hahn and
Edgar 2002), que combina o uso da aproximagdo para
sistemas lineares com a flexibilidade requerida para
sistemas ndo-lineares. Este método calcula as fungdes
gramians com a utilizacdo de dados de planta. Estas
funcdes séo, entdo, balanceadas pelo mesmo procedimento
usado para sistemas lineares. A transformacdo balanceada
é utilizada juntamente com uma projecao de Galerkin para
transformar o sistema ndo-linear em um sistema
balanceado. As equacdes ndo-lineares resultantes podem
ser reduzidas usando tanto o0 método de truncamento como
0 método de residualizacdo. Na Figura 3.1, ¢ mostrado um
procedimento esquematico para aplicacdo deste método.

Calculo de gramians empiricas baseadas em
dados do processo

¥

e N

Calculos das gramians equilibradas utilizando o
mesmo procedimento parasistemas lineares

(. J

¥

A matriz transformagédo equilibrada é utilizada )
com uma projegdo de Galerkin para transformar
o sistema em forma equilibrada )

A

e =
O sistema resultante é reduzido por truncamento

ouresidualizagdo
(. J/

-~

|\

Figura 3.1: Procedimento esquematico para aplicacdo do
método de MOR via Gramians Empiricas.

Os exemplos de aplicagdo do método proposto
por (Lall, Marsden et al. 1999) sdo de sistemas mecanicos
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enquanto os de (Hahn and Edgar 2002)sdo em uma série de
dois CSTRss ndo isotérmicos em série e em modelo
simplificado de coluna de destilagdo.

3.2.1 Célculo de Gramians Empiricas

O primeiro passo para aplicagdo do método &,
entdo, o célculo de gramians empiricas. Este célculo é
mostrado nas equacBes 3.8 e 3.9, respectivamente para
gramian empirica de controlabilidade e gramian empirica
de observabilidade :

We =Y, X X0 —. [ olm(t).dt  (3.8)

i=1 r.s.cZ,
1 o
Wo =Xl Xha g Jo 9O At (3.9)

onde  Ty: matrizes das direcdes excitacdo/perturbacdo
r: nimero total de matrizes das direcGes
excitacdo/perturbacdo
¢y, tamanho da excitacdo/perturbagdo para cada
direcéo
s: numero total dos diferentes tamanhos de
excitacdo/perturbacdo para cada direcéo
p: nimero de inputs
{q;ilm(t)'lplm(t)} € Rjnxn
n: nimero de entradas (3.8) ou de estados
(equacdo (3.9)

As expressdes @®me WM sjo dadas pelas
equacdes 3.10 e 3.11:

oim() = (xIm(r) — xiim). (xm(6) — xim)"  (3.10)

onde: x!™(t) é o estado correspondente ao impulso
u(t) =cp. T ;. 8(t) + ug
xiIm refere-se ao estado estacionario do sistema

wim(e) = (xym(t) —yim)". (ym () — ylm (3.11)

onde:  y'™(t) é a saida correspondente a condigéo inicial
X(O) = Cm.T]. € + Xo

yim refere-se & medicdo de saida correspondente
ao estado estaciondrio do sistema

As gramians empiricas podem ser calculadas com
dados experimentais ou simulados, coletados ou gerados
dentro de uma regido onde o processo é controlado. As
matrizes gramians empiricas capturam parte do
comportamento ndo linear dentro da regido de operacéo.

3.2.2 Projecéo de Galerkin

A projecdo de Galerkin é baseada na idéia de que
a dinamica do sistema pode ser representada por uma
dindmica em um subespago do sistema original. Esta
técnica tem sido largamente utilizada para encontrar EDOs
para substituir EDPs tdo bem como construir modelos
matematicos de baixa ordem.

Dado um sistema autdnomo, é possivel aproximar
0 sistema por um modelo de baixa ordem como na equacao
3.12:

%(t) = f(x(1)) (3.12)

Para aplicar a projecdo de Galerkin, x(t) tem que ser
reescrito da seguinte forma:

x(t) = PT.x(t) + r(v) (3.13)
onde r(t) é o residuo.

Se P é uma matriz quadrada de rank cheio e sua
dimensdo é igual ao nimero de estados do sistema, entéo
0 residuo é zero. Entretanto, para obter-se um modelo
reduzido, P precisa ser escolhido de tal forma que o
residuo seja ortogonal ao subespago reduzido. A projegao,
entdo, resulta no seguinte sistema de equacbes que
representam exatamente o sistema original:

%(t) = P. f(ﬁT. (t) + r(t)) (3.14)

Quando o residuo r(t) é deletado, algo do
comportamento do sistema é perdido e o modelo reduzido
pode somente se aproximar do comportamento do sistema
original. Sendo assim, para obter-se uma boa
aproximagdo, P tem que ser escolhido de forma a
minimizar r(t). O resultado do sistema de ordem reduzida
é dado pela equacéo 3.15:

%(t) = P (FT.x(1)) (3.15)

No método de reducéo via gramians empiricas é
implemetada uma versdo modificada da projecdo de
Galerkin, onde P ¢ escolhida como sendo o produto entre
a matriz transformagdo T (que faz o balanceamento da
gramians empiricas) e a matriz reducdo P (que elimina a
parte do subespaco que contribui pouco ou nada para o
comportamento entrada/saida do sistema. P € uma matriz
de dimensdo apropriada que contém uma matriz
identidade com dimensao igual ao nimero de estados do
modelo de ordem reduzida e as linhas e colunas
remanescentes sdo preenchidas com zero. Este método
possui a vantagem de ser computacionalmente leve para
reducdo de ordem de sistemas ndo-lineares, o que é um
grande avanco em relacdo ao método de balanceamento. A
desvantagem é que, como é utilizada uma projecéo linear,
0 comportamento global do sistema pode ndo ser predito
pelo modelo reduzido. Entretanto, muitos processos
apresentam uma regido de operagdo e dentro desta regido
0 sistema reduzido deve aproximar-se do comportamento
do sistema original. Na regido em que o modelo reduzido
prové uma boa aproximagdo do modelo original, esta
aproximagdo € certamente maior que a de um modelo
simplesmente linearizado.

3.2.2 Truncamento Balanceado
Como no caso linear, truncamento balanceado
pode ser aplicado no sistema, resultando na equacdo 3.16:

%(t) = P.T.f(T"L.PT.X(t)) + P. T.g(T" L PT.X(1)). u(t)

y(®) = P.T.h(T"L.PT.X(1)) (3.16)
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3.3 Outros Métodos Existentes na Literatura
A seguir, sdo apresentados 0os métodos propostos
por alguns autores na literatura.

3.3.1 Leeetal.

Também utilizando a idéia truncamento em
sistemas balanceados, 0 método proposto por (Lee, Eom et
al. 2000) leva em conta informagdes de entradas, estados e
saidas juntos e resulta em um modelo de ordem reduzida
que mapeia o sistema de uma forma geral ao invés de
mapear em regides. O método transforma o sistema
original dado pela equacdo 3.17 em um sistema de ordem
reduzida dado pela equagdo 3.18 utilizando o algoritmo
mostrado na Figura 3.2.

x(t+ 1) = f(x(),u(®)

{ y(®) = h(x(), u() (317
z(t+ 1) = (VI LV A(V. z(0), u(D))
{ y(®) = h(V. 2(0) (3.18)

' N\
Utilizando perturbagdes adequadas na entrada, é
gerado uma sequénciade estados(X) e saidas.

A

d Determinagdode modelo linear gerado através h
de um método de identificagdo em sub-espago
de estado (N4SID), encontrando X.

.

' N\
Determinagdo da matriz transformagdo T através
de X=T.X.
| ~
' ~\
Determinacdodo modelo ndo-linear de ordem
reduzido.

A\ J

Figura 3.2: Algoritmo basico do método proposto por
Lee et al.

O exemplo de aplicacdo do método € em um
reator de leito fixo ndo-adiabético.

3.3.2 Shvartsman et al., 2000

Neste trabalho publicado por (Shvartsman,
Theodoropoulos et al. 2000), ndo ha nenhum método novo
proposto, mas aplicacdo de metodologias existentes
utilizando, por exemplo, projecdo de Galerkin em um
sistema de reacdo-difusdo.

3.3.3 Kordt e Ackerman, 2000

O meétodo de (Kordt and Ackermann 2000) é
baseado em perturbagdes singulares, fracamente acopladas
e custos funcionais para computacdo e andlise do modelo
de ordem reduzida. Utiliza conceito de multiplicadores de
Lagrange . A implementacdo do método foi realizada em
MatLab, gerando um Toolbox denominado NEON. O
exemplo de aplicacdo do método é em modelos dindmicos
estrutural de avides.

3.3.4 Matthies e Meyer, 2003

Utilizando projecdo de Galerkin e elementos
finitos, os autores (Matthies and Meyer 2003) aplicam
reducdo de ordem em modelagem de turbina de vento,
considerando os graus de liberdade aerodindmicos e
mecanicos.

3.3.5 Prasad e Bequete, 2003

Os autores (Prasad and Bequette 2003) propdem,
nesta publicacdo, uma técnica para identificagdo e para
reducdo de ordem de sistemas ndo-lineares utilizando rede
neural. A reducdo de ordem é realizada através da
aplicacdo da técnica de decomposicdo em valores
singulares nas matrizes pesos da rede neural. A aplicacdo
do método é mostrada em exemplos de reatores continuo e
em batelada e em uma coluna de destilacéo.

3.3.6 Condon e lvanov, 2005

Neste método proposto por (Condon and Ivanov
2005), o sistema nao-linear é aproximado por um sistema
bi-linear. Para este sistema bi-linear é calculado as
gramians  controlabilidade e observabilidade e,
posteriormente, é aplicado método de balanceamento ja
descrito neste documento. E mostrada a aplicacio do
método em circuitos elétricos.

3.3.7 Rewienski e White, 2005

Nesta publicacdo, os autores (Rewienski and
White 2006) analisam o método de MOR chamado
Trajectory Piecewise-linear (TPWL), que como o proprio
nome sugere, é baseado na decomposi¢do do sistema néo-
linear em “pedagos” de trajetoria linear. Os exemplos de
aplicacdo do método sdo em circuitos elétricos.

3.3.8 Fujimoto e Tsubakino, 2008

Neste artigo (Fujimoto and Tsubakino 2008), é
proposto um algoritmo para truncamento balanceado
baseado em expansdo em série de Taylor. E utilizado uma
transformagdo de coordenadas para 0s casos em que a
realizacdo em espaco de estado (funcdes f,g e h) é
analitica. E um algoritmo recursivo em funcéo da ordem
em que é necessario expandir as fungdes. O algoritmo é
aplicado em exemplo de um sistema de péndulo duplo.

4. Conclusdes

e O assunto MOR para modelos lineares é bem antigo e
sedimentado;

e as publicagdes em MOR para sistemas ndo-lineares
sdo mais voltadas a aplicacdo em circuitos elétricos,
ou seja, a maioria dos pesquisadores que hoje
trabalham com MOR para modelos ndo-lineares néo
sdo da area de Engenharia Quimica;

e aparentemente, ndo hd um trabalho publicado que
aplique um método de reducdo de ordem para um
modelo completo de coluna de destilacéo;

e aaplicacdo de MOR para modelos ndo-lineares ainda
é um assunto relativamente novo e pouco explorado.
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