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Resumo

O tema central deste trabalho é a comunicação clássica por canais quânticos. Intro-
duzimos os pré-requisitos mínimos necessários de teoria da informação e teoria quân-
tica para formular e demonstrar o Teorema da Comunicação de Canais e o Teorema de
Holevo-Schumacher-Westmoreland que caracterizam, no caso clássico e quântico, respec-
tivamente, a capacidade de um canal. A capacidade de um canal clássico é o máximo
das taxas de transmissão para as quais a probabilidade de erro tende assintoticamente à
zero dados usos repetidos e independentes do canal. O Teorema da Codi�cação de Canais
fornece uma expressão para a capacidade em termos da informação mútua entre entrada
e saída de um único uso do canal. A capacidade clássica de um canal quântico é de�nida
similarmente, e o Teorema de Holevo-Schumacher-Westmoreland descreve-o como um li-
mite envolvendo a dita quantidade de Holevo de produtos tensoriais do canal. Se essa
quantidade assintótica se reduz, como no caso clássico, a uma quantidade envolvendo um
único uso do canal, permaneceu uma questão em aberto até recentemente, e deu origem à
conjectura da aditividade. Apresentamos as diversas maneiras de como informação clás-
sica pode ser transmitida por um canal quântico, cada uma com uma noção adequada de
capacidade, e a relação entre elas. Vemos que, apesar de falsa no geral, a conjectura da
aditividade é válida se restrita a certas classes de canais quânticos.

Palavras-chave: Canal Quântico. Capacidade Clássica. Teorema de Holevo-Schumacher-
Westmoreland. Conjectura da Aditividade.
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Abstract

The central theme of this work is the classical communication through quantum channels.
We introduce the minimum necessary pre-requisites of information theory and quantum
theory to formulate and prove the Channel Coding Theorem and the Holevo-Schumacher-
Westmoreland Theorem which caracterize, in the classical and quantum cases respectively,
the capacity of a channel. The capacity of a classical channel is the maximum rate of
transmission for which the error probability asymptotically tend to zero given repeated
and independent uses of the channel. The Channel Coding Theorem gives an expression
to the capacity in terms of the mutual information between the input and output of a
single use of the channel. The classical capacity of a quantum channel is de�ned similarly,
and the Holevo-Schumacher-Westmoreland Theorem describes it as a limit involving the
so called Holevo's quantity of the tensor products of the channel. Whether this quantity
reduces itself, as in the classical case, to a quantity involving a single use of the channel,
remained an open problem until recently, and gave origin to the additivity conjecture. We
present the various ways in which classical information can be transmitted by a quantum
channel, each one with an adequate notion of capacity, and the relation between them.
We see how, despite false in general, the additivity conjecture holds if restricted to certain
classes of quantum channel.

Keywords: Quantum Channel. Classical Capacity. Holevo-Schumacher-Westmoreland
Theorem. Additivity Conjecture.
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Introdução

O tema central deste trabalho é a transmissão de informação clássica por meio de canais
quânticos, tópico da teoria da informação quântica. O termo informação como termo
matemático foi introduzido por Claude Shannon no artigo "A Mathematical Theory of
Communication"[1], com o intuito de desenvolver uma teoria quantitativa de processa-
mento de sinais, como ondas eletromagnéticas, nuvens de fumaça ou símbolos em uma
página, dando início à teoria da informação. Para isso, Shannon percebeu que era ne-
cessário lidar com sinais em termos estatísticos, modelando uma fonte de sinais por um
processo estocástico, e canais de comunicação como mapas entre distribuições de proba-
bilidade. A informação contida em um sinal está associada a quanto o sinal pode ser
comprimido, ou seja, o quanto de redundância pode ser eliminada do sinal sem que ele
se torne irreconhecível. Os dois principais problemas tratados por Shannon foram o de
quanto um sinal pode ser comprimido sem que haja perda de informação, e de quanta
informação pode ser �elmente transmitida por um canal de comunicação ruidoso, sujeito
a erros aleatórios. Para comprimir um sinal, deve-se eliminar redundâncias a �m de ex-
pressar a mesma informação com menos recursos. Já para transmitir um sinal por um
canal ruidoso, deve-se introduzir redundâncias a �m de que o sinal não seja corrompido
por erros, ideia por trás dos códigos corretores de erros.

A solução de Shannon para esses problemas se deu na forma dos dois teoremas fun-
damentais da teoria da informação: o Teorema da Compressão de Dados, que quanti�ca
o máximo de compressão atingível para um sinal, a sua dita entropia de Shannon, e o
Teorema da Codi�cação de Canais, que dá uma expressão para a capacidade de um canal,
a maior taxa de transmissão de informação atingível através de códigos corretores de erros.

Com o advento da computação e criptogra�a quânticas, surgiu a necessidade adaptar
a teoria da informação ao contexto dos fenômenos quânticos [2, 3], levando às noções de
informação quântica e canais quânticos. A informação quântica difere daquela conside-
rada por Shannon, à qual nos referimos por informação clássica em diversos aspectos. Por
exemplo, a unidade elementar de informação clássica é o bit, que corresponde à informação
contida em um sistema que se encontra em um de dois possíveis estados distinguíveis entre
si. Já a unidade elementar de informação quântica é o qubit, que corresponde à informação
contida em um sistema quântico que pode estar em um de dois estados distinguíveis, mas
também em uma in�nidade de estados intermediários, ditos estados de superposição.

Foi demonstrado em [4] o análogo quântico do Teorema da Compressão de Dados, o
dito Teorema da Compressão de Schumacher (para uma demonstração, ver [5]). Já o
Teorema da Codi�cação de Canais pode ser estendido para o contexto quântico de vá-
rias formas, já que canais quânticos podem transmitir tanto informação clássica como
quântica. Neste trabalho, vamos estudar apenas a transmissão de informação clássica
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SUMÁRIO 2

por canais quânticos. Em particular, vamos demonstrar o célebre Teorema de Holevo-
Schumacher-Westmoreland (HSW) [6, 7], que dá uma expressão para a maior taxa atin-
gível de transmissão de informação clássica por um canal quântico, a dita capacidade
clássica do canal quântico. Porém, ao contrário do Teorema da Codi�cação de Canais,
a expressão para capacidade clássica dada por este teorema é computacionalmente in-
tratável. Acreditava-se que esta expressão sempre se reduz à dita quantidade de Holevo,
mais fácil de computar, hipótese que �cou conhecida como conjectura da aditividade e
permaneceu um problema em aberto até 2009, quando Hastings demonstrou a existência
de um contraexemplo [8].

O objetivo deste trabalho é introduzir o leitor à teoria da informação clássica e quân-
tica, apresentando demonstrações do Teorema da Codi�cação de Canais e do Teorema de
HSW, destacando as semelhanças entre elas.

O Capítulo 1, que segue principalmente [9, 10], serve como uma introdução à teoria
da informação clássica. Na Seção 1.1, apresentamos as de�nições e resultados básicos da
teoria. Na Seção 1.2 apresentamos os canais clássicos e os códigos de canais. Na Seção
1.3, é dada a demonstração do Teorema da Codi�cação de Canais. A Seção 1.4 oferece
uma discussão sobre a aditividade da capacidade de canais, que se torna relevante no
contexto da teoria da informação quântica.

No Capítulo 2 apresentamos os pré-requisitos da teoria quântica. Nas Seções 2.1 e 2.2,
que seguem principalmente [11, 12, 10], introduzimos os aspectos mais elementares da
teoria quântica, como a noções de estado, medição e emaranhamento. Leitores com expe-
riência em teoria quântica podem se arriscar a pular essas seções. Na Seção 2.3, seguindo
[12, 13], introduzimos os canais quânticos e suas diversas representações, em particular a
importante classe de canais entanglement-breaking.

No Capítulo 3, a Seção 3.1 introduz à forma como informação clássica pode ser repre-
sentada em sistemas quânticos, e os canais quânticos com entrada ou saída clássicas. Na
Seção 3.2, apresentamos a entropia quântica e as quantidades análogas, e demonstramos
o importante Teorema de Holevo.

No Capítulo 4, começamos apresentando na Seção 4.1 os diversos esquemas de codi-
�cação de canais quânticos para a transmissão de informação clássica, com suas noções
apropriadas de capacidade, seguindo [13, 14]. Aqui enunciamos o Teorema de HSW e
exploramos algumas de suas consequências. Na Seção 4.2, demonstramos a propriedade
da aditividade para os canais entanglement-breaking e apresentamos as diversas formas da
conjectura da aditividade, seguindo [15, 16, 17, 18, 19, 20]. Terminamos com uma breve
discussão do contraexemplo de Hastings [8].

O Capítulo 5 se dedica a demonstração do Holevo-Schumacher-Westmoreland, adap-
tada de [12, 21].

Como referência geral para teoria da informação clássica, veja [9, 22, 23, 24, 25]. Para
uma referência em teoria da informação quântica, veja [11, 10, 13, 26].



Capítulo 1

Teoria da Informação Clássica

Neste capítulo, vamos apresentar os conceitos básicos de teoria da informação com o ob-
jetivo de formular e demonstrar o célebre Teorema da Codi�cação de Canais. Na Seção
1.1, seguindo principalmente [9, 23], apresentamos o conceito de entropia de uma variável
aleatória e demonstramos a Propriedade da Equipartição Assintótica, uma ferramenta
teórica essencial para a análise do comportamento assintótico de sequências de variáveis
aleatórias. Na Seção 1.2, apresentamos a noção de canal ruidoso, que é o principal for-
malismo matemático para o estudo da transmissão de informação, assim como a noção
de capacidade de um canal. Na Seção 1.3, demonstramos o Teorema da Codi�cação de
Canais, um dos principais resultados da teoria da informação clássica, seguindo principal-
mente [10, 21]. A demonstração é similar à demonstração do teorema análogo na teoria
da informação quântica, o Teorema de HSW, que será demonstrado no Capítulo 5. Por
�m, na Seção 1.4, discutimos a propriedade de aditividade da capacidade clássica, essen-
cial na demonstração do Teorema da Codi�cação de Canais e cujo análogo na teoria da
informação quântica foi alvo de uma das principais conjecturas da área.

1.1 Entropia de Shannon

No que segue, X é uma variável aleatória discreta tomando valores x ∈ X com distribuição
pX , onde X é um conjunto �nito de cardinalidade |X |. Similarmente Y toma valores y ∈ Y
com distribuição pY , e assim por diante.

1.1.1 De�nição e Exemplos

De�nição 1.1.1 (Conteúdo Informacional). Seja X tal que pX(x) > 0 para todo x ∈ X .
Chamamos de conteúdo informacional de x a quantidade

i(x) = log

(
1

pX(x)

)
,

onde o logaritmo é em base 2 e sua unidade de medida é o bit.

Este valor quanti�ca a surpresa ao obter o valor x em uma realização de X, ou em
outras palavras, a quantidade de informação nova sobre X que obtemos pela realização
com resultado x. Podemos estender a i como uma função de eventos do espaço de medida
A = (X , pX).

3



CAPÍTULO 1. TEORIA DA INFORMAÇÃO CLÁSSICA 4

O conteúdo informacional é de�nido de forma a satisfazer as seguintes propriedades:

1. Se X é determinística, ou seja, existe x0 ∈ X com pX(x0) = 1, então i(x) = 0. Uma
realização de X não nos fornece informação nova.

2. i é decrescente com a probabilidade. Resultados menos prováveis fornecem mais
informação.

3. i(U ∩ V ) = i(U) + i(V ) para U, V ⊂ X independentes.

i(X) é em si uma variável aleatória. A entropia de Shannon ou entropia de X é
o valor esperado de i(X) com respeito à pX :

H(X) =
∑
x∈X

pX(x) log

(
1

pX(x)

)
= −

∑
x∈X

pX(x) log(pX(x)).

Expandimos essa de�nição para incluir quaisquer distribuições de probabilidade (não
somente estritamente positivas) pela convenção:

0 · log(0) = 0,

que é motivada pelo limite limϵ→0 ϵ log(1/ϵ) = 0.

A de�nição acima sugere que H(X) seja interpretada como a quantidade de informa-
ção que esperamos adquirir com uma observação de X, ou ainda, como uma medida de
incerteza do valor de X antes de observá-la.

Note que a entropia não depende explicitamente de X, apenas de sua distribuição.
Dado um conjunto �nito X , seja P(X ) o conjunto de medidas de probabilidade sobre X .
Seus elementos são funções do tipo p : X → [0, 1] tas que

∑
x∈X p(x) = 1. Fixada uma

enumeração de X , seja RX := R|X |. Temos que P(X ) é um conjunto compacto convexo
de RX . Podemos então de�nir a entropia como um mapa H : P(X ) → R:

De�nição 1.1.2 (Entropia). A entropia de uma distribuição de probabilidade p ∈ P(X )
é dada por:

H(p) = −
∑
x∈X

p(x) log p(x),

com a convenção de que 0 · log(0) = 0.

Chamamos de distribuição de Dirac ou delta de Dirac a distribuição de probabili-
dade δx ∈ P(X ) de�nida por:

δx(y) =

{
1, se y = x

0, se y ̸= x
,

que é a distribuição de uma variável aleatória determinística X = x. O próximo teorema
con�rma a intuição de que tais funções são exatamente aquelas que não carregam incerteza
quanto a seus valores.

Teorema 1.1.3. Para todo p ∈ P(X ), H(p) ≥ 0. H(p) = 0 se e somente se p = δx para
algum x ∈ X .
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Demonstração. Para cada x ∈ X , se 0 ≤ p(x) ≤ 1, então − log p(x) ≥ 0, portanto
H(p) ≥ 0. Mas então:

H(p) = −
∑
x∈X

p(x) log p(x) = 0 ⇐⇒ ∀x ∈ X , p(x) = 0 ou p(x) = 1.

Claro que p(x) = 1 pode ocorrer somente para um elemento x. Neste caso p = δx.

Dado um conjunto convexo A de um espaço vetorial H, denotamos por Ext(A) o con-
junto de elementos extremos de A, ou seja, dos elementos de A que não são dados como
combinação convexa de outros elementos em A.

Teorema 1.1.4. Para X1 e X2 conjuntos �nitos:

Ext(P(X1 ×X2)) = Ext(P(X1))× Ext(P(X2)).

Demonstração. As distribuições extremais sobre um conjunto �nito são as distribuições de
Dirac. Logo, os elementos de Ext(P(X1))×Ext(P(X2)) são do tipo (δx, δy) com x ∈ X1, y ∈
X2, que são em si distribuições de Dirac δx,y ∈ P(X1 ×X2), portanto Ext(P(X1 ×X2)) ⊇
Ext(P(X1))×Ext(P(X2)). Por outro lado, δx,y(x′, y′) = δx(x

′)δy(y
′) = (δx, δy)(x

′, y′), logo
Ext(P(X1 ×X2)) ⊆ Ext(P(X1))× Ext(P(X2)).

Exemplo 1.1.5 (Entropia Binária). A distribuição de Bernoulli µ = (p, 1 − p) tem
entropia dada por:

H(µ) = −p log p− (1− p) log(1− p).

De�nimos a entropia binária como a função real Hbin(p) = −p log p− (1− p) log(1− p).
Esta é uma função contínua positiva, côncava, com valor máximo log 2 = 1 em p = 1/2,
que corresponde a distribuição uniforme. Vamos ver que essas são propriedades geralmente
satisfeitas pela entropia.

Vejamos que a entropia é uma função côncava em P(X ):

Teorema 1.1.6. O mapa H : P(X ) → R é contínuo e para 1 ≤ i ≤ k, λi > 0 tais que∑
i λi = 1, e pi ∈ P(X ), temos:

H

(
k∑

i=1

λipi

)
≥

k∑
i=1

λiH(pi),

com igualdade se, e somente se, p1 = p2 = · · · = pk.

Demonstração. Considere a função:

φ(t) =

{
−t ln t se 0 < t ≤ 1

0 se t = 0
,

restrita ao intervalo [0, 1]. Como φ′ = −(1 + ln t) e φ′′ = −t−1, segue que φ é contínua e
estritamente côncava. Podemos escrever:

H(p) =
1

ln 2

∑
x∈X

φ(p(x)).



CAPÍTULO 1. TEORIA DA INFORMAÇÃO CLÁSSICA 6

A continuidade de H segue da continuidade de φ. Já pela concavidade estrita de φ, temos
que para cada x ∈ X :

φ

(
k∑

i=1

λipi(x)

)
≥

k∑
i=1

λiφ(pi(x)),

com igualdade se e somente se pi(x) não depender de i. Somando essas desigualdades
para cada x ∈ X e multiplicando por − ln 2 nos dá o resultado.

Intuitivamente, o teorema anterior mostra que uma mistura estatística de distribuições
pode criar mais incerteza.

Vejamos agora uma desigualdade fundamental em teoria da informação.

Teorema 1.1.7 (Desigualdade de Gibbs). Para quaisquer p, q ∈ P(X ):

−
∑
x∈X

p(x) log q(x) ≥ −
∑
x∈X

p(x) log p(x),

com igualdade se e somente se p(x) = q(x) para todo x ∈ X .

Demonstração. Seja I = {x ∈ X | p(x) ̸= 0}. Tomando derivadas, é fácil veri�car que,
para todo y > 0, ln y ≤ y − 1. Assim, temos:

−
∑
x∈I

p(x) ln
q(x)

p(x)
≥ −

∑
x∈I

p(x)

(
q(x)

p(x)
− 1

)
≥ −

∑
x∈I

q(x) +
∑
x∈I

p(x) ≥ 0,

pois
∑

x∈I p(x) = 1 e
∑

x∈I q(x) ≤ 1. A desigualdade segue das propriedades do logaritmo
e de ln y = log y ln 2:

−
∑
x∈I

p(x) log q(x) ≥ −
∑
x∈I

p(x) log p(x).

Os somatórios podem ser estendidos para todo x ∈ X , já que os termos se anulam caso
x /∈ I. O caso de igualdade implica que para todo x ∈ I, p(x) ln q(x)

p(x)
= 0. Como

p(x) > 0, isso só é possível caso p(x) = q(x) para x ∈ I. Também neste caso temos que∑
x∈I q(x) = 1, logo q(x) = p(x) = 0 caso x /∈ I.

Teorema 1.1.8. Para qualquer p ∈ P(X ):

H(p) ≤ log |X | ,

com igualdade se e somente se p é a distribuição uniforme em X .

Demonstração. Pela desigualdade de Gibbs, com q sendo a distribuição uniforme:

H(p) = −
∑
x∈X

p(x) log p(x) ≤ −
∑
x∈X

p(x) log
1

|X |
= log(|X |).

O critério de igualdade para a desigualdade de Gibbs implica que H(p) = log |X | se e
somente se p é uniforme.

Ver [10] para uma demonstração alternativa do Teorema 1.1.8 utilizando multiplica-
dores de Lagrange.
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1.1.2 Entropia Conjunta e Entropia Condicional

Vamos estender o conceito de entropia para várias variáveis aleatórias.

De�nição 1.1.9 (Entropia Conjunta). A entropia conjunta de X e Y é dada por:

H(X, Y ) = −
∑

(x,y)∈X×Y

pX,Y (x, y) log(pX,Y (x, y)).

Chamamos de informação condicional de y dado x a quantidade i(y|x) = − log(pY |X(y|x)),
onde x ∈ X e y ∈ Y . Temos então a entropia de Y condicionada pela realização X = x,
dada por:

H(Y |X = x) = EY |X=x{i(Y |x)} = −
∑
y∈Y

pY |X(y|x) log(pY |X(y|x)). (1.1)

Logo, H(Y |X = x) é a incerteza que permanece sobre Y após observar o evento {X = x}.

De�nição 1.1.10 (Entropia Condicional). A entropia condicional de Y dado X é:

H(Y |X) = EX{H(Y |X = x)}
= EX,Y {i(Y |X)} (1.2)

= −
∑

(x,y)∈X×Y

pX,Y (x, y) log(pY |X(y|x))

Proposição 1.1.11. Para qualquer variável aleatória X, H(X|X) = 0.

Interpretamos H(Y |X) como a quantidade média de incerteza que permanece sobre Y
tendo observado X. De fato, isso se traduz formalmente na relação H(Y |X) = H(X, Y )−
H(X). Vamos demonstrar uma equação equivalente cujo formato nos lembra a regra da
cadeia para diferenciação.

Teorema 1.1.12 (Regra da cadeia). H(X, Y ) = H(X) +H(Y |X).

Demonstração.

H(X, Y ) = −
∑
x,y

pX,Y (x, y) log(pX,Y (x, y))

= −
∑
x,y

pX,Y (x, y) log(pX(x)pY |X(y|x))

= −
∑
x,y

pX,Y (x, y)(log pX(x) + log pY |X(y|x))

= −
∑
x,y

pX,Y (x, y) log pX(x)−
∑
x,y

pX,Y (x, y) log pY |X(y|x)

= −
∑
y

pX(x) log pX(x)−
∑
x,y

pX,Y (x, y) log pY |X(y|x)

= H(X) +H(Y |X)
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Note o uso da Regra de Bayes pX,Y = pX|Y · pY = pY |X · pX . Assim, trocando X e
Y acima nos dá H(Y ) + H(X|Y ) = H(X) + H(Y |X). Pode-se facilmente mostrar por
indução uma generalização do resultado anterior para várias variáveis aleatórias:

Corolário 1.1.13 (Regra da Cadeia Generalizada [9]). Sejam X1, X2, . . . , Xn e Y vari-
áveis aleatórias. Então:

H(X1, X2, . . . , Xn|Y ) =
n∑

i=1

H(Xi|Y,X1, X2 . . . , Xi−1)

Com X0 = ∅. Em particular, para n = 2:

H(X1, X2|Y ) = H(X1|Y ) +H(X2|Y,X1)

1.1.3 Informação Mútua

Vejamos agora uma noção de correlação entre duas variáveis aleatórias, que mede a quan-
tidade de informação compartilhada entre elas.

De�nição 1.1.14 (Informação Mútua). Chamamos de informação mútua entre X e Y
a quantidade:

I(X : Y ) = H(Y )−H(Y |X).

Para pX ∈ P(X ) e pY ∈ P(Y), de�nimos:

I(pX : pY ) = I(X : Y ),

com X e Y quaisquer variáveis aleatórias tais que X ∼ pX e Y ∼ pY .

A informação mútua é simétrica, já que

I(X : Y ) = H(X)−H(X|Y ) = H(Y )−H(Y |X) = I(Y : X),

e quanti�ca a informação em comum entre as variáveis. Segue facilmente as seguintes
equações:

I(X : X) = H(X),

I(X : Y ) = H(X) +H(Y )−H(X,Y ),

e

I(X : Y ) ≤ min{H(X), H(Y )}. (1.3)

Teorema 1.1.15. Em termos das distribuições de X e Y temos:

I(X : Y ) =
∑
x,y

pX,Y (x, y) log

(
pX,Y (x, y)

pX(x)pY (y)

)
.
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Demonstração.

I(X : Y ) = H(X)−H(X|Y ) = −
∑
x,y

pX,Y (x, y) log pX(x) +
∑
x,y

pX,Y (x, y) log(pX|Y (x|y))

=
∑
x,y

pX,Y (x, y) log

(
pX|Y (x|y)
pX(x)

)
=
∑
x,y

pX,Y (x, y) log

(
pX,Y (x, y)

pX(x)pY (y)

)
.

Teorema 1.1.16. I(X : Y ) ≥ 0, com igualdade se e somente se X e Y são independentes.

Demonstração. Segue da desigualdade de Gibbs para as distribuições pX,Y e pX ·pY sobre
X × Y :

I(X : Y ) =
∑
x,y

pX,Y (x, y) log

(
pX,Y (x, y)

pX(x)pY (y)

)
=
∑
x,y

pX,Y (x, y) log pX,Y (x, y)−
∑
x,y

pX,Y (x, y) log(pX(x)pY (y))

≥ 0,

com igualdade se, e somente se, pX,Y = pX · pY , ou seja, se X e Y são independentes.

Teorema 1.1.17 (Sub-Aditividade da Entropia). H(X, Y ) ≤ H(X) +H(Y ), com igual-
dade se e somente se X e Y forem independentes.

Demonstração. Segue do Teorema 1.1.16 e de I(X,Y ) = H(X) + H(Y ) − H(X, Y ) ≥
0.

Intuitivamente, esperamos que adquirir informação sobre Y não aumente nossa incer-
teza sobre X, e que caso X e Y forem independentes, informação sobre Y não diminua
nossa incerteza sobre X.

Teorema 1.1.18. H(X|Y ) ≤ H(X), com igualdade se e somente se X e Y forem inde-
pendentes.

Demonstração. Segue de do Teorema 1.1.17 e da relação I(X : Y ) = H(X)−H(X|Y ).

De�nição 1.1.19 (Informação Mútua Condicional). Chamamos de informação mútua
condicional entre X e Y dado Z a quantidade:

I(X : Y |Z) = H(X|Z)−H(X|Y, Z).

Se I(X : Y |Z) = 0, dizemos que X é condicionalmente independente de Y dado Z, e
vise-versa.

Proposição 1.1.20 (Regra da Cadeia para a Informação Mútua [9]). Sempre temos que:

I(X : Y, Z) = I(X : Z) + I(X : Y |Z) = I(X : Y ) + I(X : Z|Y ).
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Proposição 1.1.21 (Sub-Aditividade Forte da Entropia de Shannon [27]). Sempre temos
que:

H(X, Y, Z) +H(Z) ≤ H(X,Z) +H(Y, Z),

com igualdade se e somente se I(X : Y |Z) = 0. Equivalentemente I(X : Y |Z) ≥ 0.

Corolário 1.1.22 (Monotonicidade da Informação Mútua). I(X : Y, Z) ≥ I(X : Y ). In-
tuitivamente, aprendemos pelo menos tanto sobre X observando Y e Z quanto observando
apenas Y .

Demonstração. Imediato da Proposição 1.1.20 e de que I(X : Y |Z) ≥ 0 pela Proposição
1.1.21.

Dizemos que variáveis aleatórias X, Y e Z formam uma Cadeia de Markov (deno-
tamos isso por X → Y → Z) caso Y depender apenas de X e Z depender apenas de Y ,
ou equivalentemente, caso a probabilidade conjunta é dada por:

pX,Y,Z(x, y, z) = pX(x) · pY |X(y|x) · pZ|Y (z|y).

Proposição 1.1.23 ([9]). I(X : Z|Y ) = 0 se e somente se X → Y → Z.

Teorema 1.1.24 (Desigualdade do Processamento de Dados). Se X → Y → Z, então
I(X : Y ) ≥ I(X : Z).

Demonstração. Segue da Proposição 1.1.20 que:

I(X : Z) + I(X : Y |Z) = I(X : Y ) + I(X : Z|Y ),

já que I(X : Y |Z) ≥ 0 pelo Teorema 1.1.21, e I(X : Z|Y ) = 0 pela Proposição 1.1.23.

1.1.4 Entropia Relativa

A teoria da informação fornece uma maneira de comparar distribuições de probabilidade
através de suas entropias, uma ferramenta de grande importância em estatística (ver, por
exemplo, [28]).

De�nição 1.1.25 (Entropia Relativa). Dadas p, q ∈ P(X ), a entropia relativa ou KL-
divergência (divergência de Kullback-Leibler) de p para q é dada por:

D(p||q) =
∑
x∈X

p(x) log

(
p(x)

q(x)

)
,

desde que q(x) ̸= 0 para todo x ∈ X , caso contrário de�nimos D(p||q) = +∞.

Note que D(p||q) = 0 se, e somente se ∀x ∈ X , p(x) ̸= 0 que implica em p(x) = q(x).
A entropia relativa não de�ne formalmente uma métrica, pois não é simétrica (por isso
dizemos entropia relativa de p para q, e não entre p e q). Apesar disso, a entropia relativa
fornece uma noção de distância que permite o uso de métodos geométricos em estatística
[29].

Quando p e q forem as distribuições de variáveis aleatóriasX e Y , escrevemosD(X||Y ) =
D(p||q).
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Vamos ver a seguir como as diversas quantidades que de�nimos na seção anterior
podem ser expressas em termos da entropia relativa de distribuições adequadas, nova-
mente tomando distribuições p, q ∈ P(X ). Primeiro uma proposição fundamental que já
demonstramos e utilizamos várias vezes:

Teorema 1.1.26. D(p||q) ≥ 0, com igualdade se, e somente se, p = q.

Demonstração. D(p||q) ≥ 0 nada mais é do que a desigualdade de Gibbs!

Seja UX ∈ P(X ) a distribuição uniforme em X .

Teorema 1.1.27. H(p) = log |X | −D(p || UX ).

Demonstração.

D(p||UX ) =
∑
x∈X

p(x) log

(
p(x)

UX

)
=
∑
x∈X

p(x) log p(x) + log |X |

= −H(p) + log |X | .

Isso con�rma a intuição de que a entropia de uma distribuição é uma medida de quanto
ela se assemelha à distribuição uniforme.

Teorema 1.1.28. I(X : Y ) = D(pX,Y || pX · pY ).
Demonstração. Imediato do Teorema 1.1.15.

Isso mostra como a informação mútua entre duas distribuições mede o quão longe elas
estão de serem independentes.

1.1.5 Propriedade da Equipartição Assintótica

Vejamos agora como a entropia surge na descrição da estatística de sequências de variáveis
aleatórias i.i.d. (independentes e identicamente distribuídas).

Considere Xn = (X1, X2, . . . , Xn) uma sequência i.i.d. de distribuição p, ou seja, se
xn = (x1, . . . , , xn) ∈ X n então pXn(xn) = p(x1)p(x2) . . . p(xn). O que podemos dizer sobre
a distribuição de tais sequências? Para n grande o su�ciente, esperamos que xi apareça
em torno de np(xi) vezes. Considere uma sequência típica que contém cada símbolo xi
aproximadamente np(xi) vezes:

pXn(xn) ≈ p(x1)
np(x1)p(x2)

np(x2) · · · p(xn)np(xn).

Isso implica em:

− 1

n
log pXn(xn) ≈ −

k∑
i=1

p(xi) log p(xi) = H(X),

ou seja, a probabilidade de obter tal sequência é pXn(xn) ≈ 2−nH(X). Sequências de ta-
manho cada vez maior tendem a seguir uma distribuição uniforme, caso nos restringirmos
apenas a tais sequências típicas, e sua probabilidade está relacionada à entropia de X.
Vamos ver que tal restrição é razoável para n su�cientemente grande. Para isso vamos
usar uma das versões da Lei dos Grandes Números:
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Proposição 1.1.29 (Lei Fraca dos Grandes Números [30]). Seja (Yi)i∈N uma sequência
de variáveis aleatórias i.i.d. com valor esperado E(Y ) �nito partindo de um espaço de
probabilidade (Ω,X , P ) e para cada n seja Yn = 1

n

∑n
i=0 Yi, dita n-ésima média amostral.

Então temos que Y n → E(Y ) em probabilidade, ou seja, para todo ϵ > 0:

lim
n→∞

P
(
|Yn − E(Y )| < ϵ

)
= 1

De�nição 1.1.30 (Entropia Amostral). A entropia amostral H(xn) de uma sequência
xn ∈ X n com respeito à distribuição pX ∈ P(X ) é o valor

H(xn) = − 1

n
log(pXn(xn)),

onde pXn(xn) =
∏n

i=1 pX(xi).

Teorema 1.1.31 (Propriedade da Equipartição Assintótica). H(Xn) → H(X) em pro-
babilidade.

Demonstração.

H(Xn) = − 1

n
log pXn(X1, . . . , Xn)

= − 1

n

n∑
i=1

log p(X)

→ −E(log p(X)) (em probabilidade)

= H(X).

O nome Propriedade da Equipartição Assintótica (PEA) merece explicação. Equi-
partição é um termo que se refere a uma distribuição uniforme e, como veremos, esse
teorema implica que com n → ∞ (assintoticamente) a distribuição de sequências se acu-
mula em um conjunto relativamente pequeno, onde a distribuição é bastante uniforme
(equipartição).

De�nição 1.1.32 (Conjunto Típico). Chamamos xn ∈ X n de sequência δ-típica em
relação a X se: ∣∣H(xn)−H(X)

∣∣ < δ.

O conjunto δ-típico em relação a X é o conjunto de sequências δ-típicas em relação a
X:

TXn

δ = {xn |
∣∣H(xn)−H(X)

∣∣ < δ}.

Quando o contexto for claro, chamamos conjuntos da forma TXn

δ de conjuntos típicos.

Os conjuntos típicos tendem a ser menores que o conjunto de sequências possíveis,
porém acumulam a maior densidade de probabilidade (Figura 1.1.5).

Teorema 1.1.33 (Equipartição). A probabilidade pXn é aproximadamente uniforme em
T n
δ . Para qualquer xn ∈ TXn

δ :

2−n(H(X)+δ) ≤ pXn(xn) ≤ 2−n(H(X)−δ).
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Figura 1.1: Conjunto δ-típico em relação a X. Apesar de menor que o conjunto de possíveis

sequências por um fator exponencial, tende a acumular a medida de probabilidade.

Demonstração. Segue de H(X)− δ ≤ H(xn) ≤ H(X) + δ e H(xn) = − 1
n
log pXn(xn).

Teorema 1.1.34 (Acúmulo de Probabilidade). Para todo ϵ ∈ (0, 1) e δ > 0, existe n ∈ N
tal que pXn{TXn

δ } ≥ 1− ϵ.

Demonstração. Pela PEA temos que H(Xn) → H(X) em probabilidade, ou seja:

lim
n→∞

pXn

{
|H(Xn)−H(X)| < δ

}
= 1.

Logo, existe n su�cientemente grande tal que:

pXn{TXn

δ } = pXn

{
|H(Xn)−H(X)| < δ

}
≥ 1− ϵ.

Teorema 1.1.35 (Cardinalidade). Para todo ϵ ∈ (0, 1), existe n ∈ N tal que:

(1− ϵ)2n(H(X)−δ) ≤
∣∣TXn

δ

∣∣ ≤ 2n(H(X)+δ).

Demonstração. Primeiro vejamos a desigualdade à direita:

1 =
∑

xn∈Xn

pXn(xn)

≥
∑

xn∈TXn
δ

pXn(xn)

≥
∑

xn∈TXn
δ

2−n(H(X)+δ)

= 2−n(H(X)+δ) ·
∣∣TXn

δ

∣∣ .
Por outro lado, pelo Teorema 1.1.34:

1− ϵ ≤ pXn(TXn

δ )

≤
∑

xn∈TXn
δ

2−n(H(X)−δ)

= 2−n(H(X)−δ) ·
∣∣TXn

δ

∣∣ .
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Note �nalmente que, para n su�cientemente grande, os conjuntos típicos são menores
que o conjunto X n de todas as sequências na razão de 2nH(X). No caso de entropia máxima
H(X) = log |X |: ∣∣TXn

δ

∣∣ ≤ 2n(H(X)+δ) ≈ |X |n .

1.2 Canais Clássicos

Vamos agora nos dedicar ao estudo da transmissão de informação. Para isso vamos
formalizar o conceito de canal ruidoso, que modela um meio de transmissão de informação
sujeito a erros aleatórios.

1.2.1 De�nições e Exemplos

De�nição 1.2.1. Um canal clássico é dado por conjuntos X , dito o alfabeto de en-
trada, e Y , dito o alfabeto de saída, e um mapa N : X → P(Y), dito o mapa de
transição do canal tal que, para cada x ∈ X , temos uma distribuição de probabilidade
N(x) = p(·|x) ∈ P(Y) dita a probabilidade de transição. Denotamos este canal por
(X , N,Y) ou (X , N ≡ p(y|x),Y). Se a emissão de um símbolo de X é dada pela variável
aleatória X e a saída correspondente é dada por Y ∈ Y , então:

p(y|x) = pY |X(y|x)

é a probabilidade da saída ser y dado que a entrada foi x.

Neste capítulo, vamos nos referir a canais clássicos simplesmente por canais.

Dada uma distribuição p ∈ P(X ), temos, através do canal, uma distribuição N(p) ∈
P(Y) associada, dada por:

N(p)(y) =
∑
x∈X

p(x)p(y|x) (1.4)

e uma distribuição conjunta ω ∈ P(X × Y) que satisfaz ω(x, y) = p(x)p(y|x).

Assim, um canal (X , N,Y) de�ne um mapa N : P(X ) → P(Y), com N(x) = N(δx),
ou equivalentemente, uma matriz estocástica |X | × |Y|:

N =


p(y1|x1) p(y2|x1) · · · p(y|Y||x1)
p(y1|x2)

. . .
...

...
. . .

...
p(y1|x|X |) · · · · · · p(y|Y||x|X |)


de forma que a entrada do canal pX é um vetor de probabilidade sobre X e pTXN = pY é
o vetor de probabilidade sobre Y que representa a saída do canal.

Exemplo 1.2.2 (Canal Ideal). Um canal (X , N,Y) é dito um canal ideal se N for
determinística, ou seja, se para cada x ∈ X , existe y ∈ Y tal que N(δx) = δy. A matriz
estocástica associada a um canal ideal tem entradas igual a 0 ou 1.
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Exemplo 1.2.3 (Canal Binário Simétrico). Chamamos de canal binário simétrico
com ruído α o canal Bα : {0, 1} → {0, 1}, tal que:

p(0|0) = p(1|1) = 1− α

p(0|1) = p(1|0) = α

Se α = 0 ou α = 1, então Bα é um canal ideal, caso contrário há uma chance de
erro. Se α = 1

2
, então o canal é completamente ruidoso, e nenhuma informação pode ser

transmitida por ele.

0 0

1 1

1− α

α

α

1− α

Figura 1.2: Canal binário simétrico.

Note que para uma entrada X e saída Y = Bα(X), pela De�nição 1.1.10 temos:

H(Y |X) = −
∑
x=0,1

pX(x)
∑
y=0,1

pY |X(y|x) log(pY |X(y|x))

= Hbin(α).

É possível ver que, se X ∼ U2, então Y ∼ U2.

A proposição a seguir mostra que canais podem somente introduzir ruído, de forma
que qualquer divergência entre duas distribuições se torna menos acentuada passando pelo
canal.

Proposição 1.2.4 (Monotonicidade da Entropia Relativa [10]). Dadas p, q ∈ P(X ) e
(X , N,Y) um canal clássico, então:

D(p||q) ≥ D(N(p)||N(q)).

Esta proposição é equivalente a desigualdade do processamento de dados (Teorema
1.1.24). Para uma demonstração, ver [27]. O análogo quântico da Proposição 1.2.4 é a
dita desigualdade de processamento de dados quântica (Proposição 3.2.15).

1.2.2 Códigos de Canal

Vamos formalizar o canal resultante do uso repetido independente do canal para transmitir
sequências de símbolos (palavras) de tamanho arbitrário.
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De�nição 1.2.5. A n-ésima extensão sem memória do canal (X , N ≡ p(y|x),Y) é
dada por (X n, N×n ≡ p(yn|xn),Yn) onde:

p(yn|xn) =
n∏

i=1

p(yi|xi).

Se a entrada for dada por Xn ∼ pXn , então a saída é dada por

Y n = N×n(Xn) = (N(X1), N(X2), . . . , N(Xn)) = (Y1, Y2, . . . , Yn),

e temos que:

p(yn|xn) = pY n|Xn(yn|xn) =
n∏

i=1

pYi|Xi
(yi|xi). (1.5)

Ou seja, a n-ésima extensão sem memória corresponde a n usos independentes do ca-
nal. Note que não temos necessariamente que Xn = (X1, X2, . . . , Xn) é i.i.d. De fato, no
geral observamos correlações entre usos seguidos de um canal. Por exemplo, se Xn é uma
palavra da língua portuguesa, com cada entrada uma letra do alfabeto latino, esperamos
que se X1 for uma consoante, então a probabilidade de X2 ser uma vogal é relativamente
maior. Na Seção 1.4 vamos demonstrar que correlações em Xn, não podem ser utilizadas
para melhorar a performance do canal, sob a hipótese de que seus usos são independentes.

Chamamos de canal discreto sem memória (canal DSM) um canal considerado
com suas n-ésimas extensões sem memória, para todo n > 1.

Codi�cação Canal Decodi�cação

Ruído

W

mensagem

Xn

entrada

Y n

saída

Ŵ

mensagem

estimada

Figura 1.3: Modelo de comunicação por um canal ruidoso.

Vejamos agora o modelo de comunicação por canal ruidoso entre dois sistemas A e B,
tradicionalmente referidos como Alice e Bob. Alice deseja enviar uma mensagemm dentre
um conjunto de mensagens M. Para isso ela codi�ca cada mensagem por uma palavra-
código xn(m) ∈ X n de comprimento n, e envia uma letra por vez, ou equivalentemente,
envia a palavra pela n-ésima extensão sem memória do canal. Bob recebe a saída yn ∈ Yn

a qual ele atribui a mensagem m̂.
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De�nição 1.2.6 (Código de canal). Um (M,n)-código para o canal (X , N,Y) DSM
consiste em:

� Um conjunto M = {1, 2, . . . ,M} de mensagens.

� Uma função codi�cação Cn : M → X n que leva cada mensagem m ∈ M à uma
palavra Cn(m) = xn(m), dita a palavra-código de m. Denotamos Xn = Cn(W ),
onde W é uniformemente distribuída em M.

� Uma função decodi�cação Dn : Yn → M, a partir da qual de�nimos a variável
aleatória Ŵ = Dn(Y n), com Y n = N×n(Xn).

De�nição 1.2.7. Dado um (M,n)-código para um Canal DSM de�nimos:

Probabilidade condicional de erro:

P (n)
e (m) = pW (Ŵ ̸= W |W = m);

Probabilidade média de erro:

P (n)
e =

1

M

M∑
m=1

P (n)
e (m);

Probabilidade máxima de erro:

P n
e,max = max

1≤m≤M
P (n)
e (m).

A hipótese de que as mensagens W são uniformemente distribuídas não gera perda de
generalidade (Ver [9][24]) e tem a consequência conveniente de que a probabilidade média
de erro é de fato igual a probabilidade de um erro ocorrer:

pW (Ŵ ̸= W ) =
M∑

m=1

pW (Ŵ ̸=W ∩ W = m) =
1

M

M∑
m=1

pW (Ŵ ̸= W ∩ W = m)

pW (W = m)
= P (n)

e .

(1.6)

O próximo teorema será usado de forma essencial na Seção 1.3, no contexto do método
de codi�cação aleatória.

Teorema 1.2.8. Dado um (M,n)-código para um canal DSM, se P
(n)
e < ϵ para algum

ϵ ∈ [0, 1
2
], então para pelo menos ⌈M/2⌉ mensagens m, temos que:

P (n)
e (m) < 2ϵ.

Demonstração. Suponha que existem ⌈M/2⌉ mensagens com probabilidade de erro maior
que 2ϵ, que podemos assumir, sem perda de generalidade, serem {1, 2, . . . , ⌈M/2⌉}. Então:

P (n)
e =

1

M

M∑
m=1

P (n)
e (m)
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=
1

M

⌈M/2⌉∑
m=1

P (n)
e (m) +

1

M

M∑
m=⌈M/2⌉+1

P (n)
e (m)

≥ 2ϵ

M
⌈M/2⌉+ 1

M

M∑
m=⌈M/2⌉+1

P (n)
e (m)

≥ ϵ+
1

M

M∑
m=⌈M/2⌉+1

P (n)
e (m)

≥ ϵ,

que contradiz a hipótese.

Se Alice usa um canal DSM para transmitir uma entre M mensagens equiprováveis,
ela dará como entrada uma palavra-código binária de comprimento logM . A taxa de
transmissão de dados é a razão entre o comprimento da mensagem original e o da mensa-
gem codi�cada. O objetivo da codi�cação de canal é encontrar um código que maximize
a taxa de transmissão pelo canal, transmitindo o máximo de informação com o mínimo
de usos do canal, sem que a mensagem seja corrompida pelo ruído.

De�nição 1.2.9 (Taxa de Transmissão). A taxa de transmissão de um (M,n)-código
é dada por:

R =
logM

n
,

com unidade bits/transmissão. O número de mensagens M que podemos transmitir com
uma taxa R, usando blocos de tamanho n, éM =

⌈
2nR
⌉
. No que segue, quando escrevemos

(2nR, n)-códigos, nos referimos a (
⌈
2nR
⌉
, n)-códigos.

De�nição 1.2.10 (Taxa Atingível). Dizemos que uma taxa R é atingível para o canal
(X , N,Y) se R = 0 ou se existe uma sequência de (Mn, n)-códigos para N , tais que:

R = lim
n→∞

logMn

n
com P (n)

e,max → 0.

De�nição 1.2.11 (Capacidade Operacional). A capacidade operacional de um canal
(X , N,Y) é dada por:

Cop(N) = sup{R ≥ 0 |R é atingível para (X , N,Y)}. (1.7)

Ou seja, a capacidade operacional é a máxima taxa de transmissão de bits por uso
do canal que pode ser atingida com probabilidade de erro negligente. Transmissões pelo
canal com taxa acima de Cop(N) vão inevitavelmente conter uma maior parcela de erros,
mas ainda assim são consideradas de interesse na teoria da informação (ver, por exemplo,
Rate-distortion Theory em [9]). Aqui vamos nos concentrar em computar a capacidade
operacional de um canal, que a princípio não é uma tarefa trivial, pois se trata de uma
quantidade assintótica.
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De�nição 1.2.12 (Capacidade Informacional). A capacidade informacional de um
canal (X , N,Y) é dada por:

C(N) = sup
p∈P(X )

I(p : N(p)) = sup
p∈P(X )

{
H(N(p))−

∑
x∈X

p(x)H(N(δx))

}
, (1.8)

onde N(p) é dada por (1.4). Se a entrada é dada por X e a saída por Y , então:

C(N) = sup
pX∈P(X )

I(X : Y ) = sup
pX∈P(X )

{
H(Y )−

∑
x∈X

pX(x)H(N(x))

}
. (1.9)

Note que 0 ≤ I(X : Y ) ≤ H(X) ≤ log(|X |), ou seja, I(X : Y ) é limitada com respeito
a X. Vejamos também que I(X, Y ) é côncava com respeito a pX . Como P(X ) é compacto
em RX , sempre existe uma distribuição pX que é máximo global de I(X,Y ), o que não
quer dizer que tal distribuição possa ser caracterizada facilmente.

Teorema 1.2.13. Dado um canal (X , N,Y) e Y = N(X), I(X : Y ) é côncava com
respeito a pX .

Demonstração. Por de�nição, I(X : Y ) = H(Y )−H(Y |X). Agora:

H(Y ) = −
∑
y∈Y

pY (y) log pY (y) = −
∑
y∈Y

∑
x∈X

pY |X(y|x)pX(x) log

{∑
x∈X

pY |X(y|x)pX(x)

}
.

Logo, para pX|Y �xo, H(Y ) é côncava com respeito à pX . Também temos, pela De�nição
1.1.10:

H(Y |X) = −
∑
x∈X

pX(x)
∑
y∈Y

pY |X(y|x) log pY |X(y|x),

que é linear com respeito à pX para pY |X �xo. Assim, I(X : Y ) é a soma de uma função
côncava e uma linear em pX , logo I(X : Y ) deve ser côncava em pX .

Como o supremo em (1.8) é de uma função côncava sobre o conjunto fechado convexo
P(X ), ele é de fato atingido:

Corolário 1.2.14. Para todo canal (X , N,Y), existe p ∈ P(X ) tal que:

C(N) = max
p∈P(X )

I(p : N(p)).

Exceto para certas classes simples de canais [24], a capacidade informacional não
admite uma fórmula fechada e deve ser computada numericamente com métodos de pro-
gramação não-linear, como o método do gradiente [9].

O Teorema da Codi�cação de Canal de Shannon a�rma que:

A capacidade operacional de um Canal DSM (X , N,Y) coincide com sua capacidade
informacional:

Cop(N) = C(N).

Ou seja, uma taxa de transmissão R é atingível se, e somente se, R < C(N).
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Note que isso mostra que a capacidade operacional, de�nida em relação a um limite assin-
tótico de múltiplos usos do canal, corresponde à capacidade informacional, que quanti�ca
a máxima correlação entre entrada e saída de um único uso do canal. A hipótese de que
o canal é DSM é essencial. O resultado análogo para o caso em que as transmissões do
canal não forem independentes, mas de�nirem um processo ergódico, é dado pelo Teorema
Shannon-McMillan-Breiman (ver [23]).

Antes de demonstrar o teorema, vejamos alguns exemplos de cálculo da capacidade de
canal.

Exemplo 1.2.15. Vamos calcular a capacidade informacional de Bα do Exemplo 1.2.3,
com entrada X e saída Y :

I(X : Y ) = H(Y )−H(Y |X)

= H(Y )−Hbin(α)

≤ 1−Hbin(α),

onde a última desigualdade parte de H(Y ) ≤ log 2 = 1. Tomando X ∼ U2, temos que
Y ∼ U2 e portanto que H(Y ) = 1. Logo C(B(α)) = 1−Hbin(α).

Exemplo 1.2.16 (Máquina de Escrever com Ruído). Se X = Y = {A,B,C, . . . , Y, Z},
chamamos de máquina de escrever com ruído o canal dado pela Figura 1.4, tal que
p(y|x) = 1

2
caso x = y ou x for a próxima letra do alfabeto depois de y (convencionando

que A vem depois de Z). A capacidade deste canal é log 13. Vejamos isso de duas formas.

A

B

C

D

...

Z

A

B

C

D

...

Z

Figura 1.4: Máquina de escrever com ruído.

Primeiro, como no exemplo anterior:

C(M) = max I(X : Y ) = max(H(Y )−H(Y |X)) = max(H(Y )− 1) = log 26− 1 = log 13.

Mas podemos chegar neste valor de forma que, como veremos a seguir, ilustra um mé-
todo geral para obter (em teoria) a capacidade de um canal. Basta notar que podemos
transmitir informação pelo canal sem erro se enviarmos, por exemplo, apenas as letras
{A,C,D, F . . . , Y }. De fato podemos particionar Y em 13 conjuntos disjuntos correspon-
dendo unicamente à 13 letras que podemos enviar �elmente, nos dando a capacidade de
log 13 bits. Podemos, por exemplo, considerar um (13, 1)-código dado por:

C(A) ∈ {A,B}, C(C) ∈ {C,D}, . . . , C(Y ) ∈ {Y, Z}.
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Exemplo 1.2.17 (Canal de Capacidade Zero). Para que a de�nição de capacidade seja
útil, devemos ter que um canal cuja capacidade é zero não pode ser usado para transmitir
informação. A saída de tal canal deve ser aleatória. De fato, um canal (X , N ≡ p(y|x),Y)
tem capacidade zero se e somente se N for constante, ou seja, se existe ν ∈ P(Y) tal que
∀x ∈ X , N(x) = ν. Vejamos isso. Pelo Teorema da Codi�cação de Canais temos que,
para qualquer p ∈ P(X ), I(p : N(p)) = 0. Pelo Teorema 1.1.16, temos que p e N(p) são
independentes. Logo N(p) = ν ∈ P(Y).

Vamos nos dedicar agora a demonstração do Teorema da Codi�cação de Canais, que
mostra que, em média, podemos transmitir �elmente C(N) bits de informação por uso
do canal. Intuitivamente, a demonstração mostra que o uso independente do canal vá-
rias vezes leva a um comportamento parecido com o da máquina de escrever com ruído
(Exemplo 1.2.16), onde o conjunto de possíveis sequências produzidas pelo canal pode ser
coberto por conjuntos quase disjuntos, correspondentes a entradas típicas.

O argumento utiliza uma variação da propriedade da equipartição assintótica: um
canal DSM leva cada entrada típica Xn a aproximadamente 2nH(Y |X) sequências típicas
em Y n, todas aproximadamente equiprováveis. O número total de sequências de saída
típicas de comprimento n é aproximadamente 2nH(Y ), logo podemos particionar Yn em
no máximo 2n(H(Y )−H(Y |X)) = 2nI(X:Y ) conjuntos disjuntos, que corresponde às possíveis
entradas típicas. Assim, podemos �elmente transmitir no máximo ≈ 2nI(X:Y ) mensagens
de comprimento n, ou seja, a uma taxa de informação, no máximo, I(X : Y ). O de-
sa�o maior é mostrar que esta taxa é assintoticamente atingível. Para formalizar esse
argumento, começamos estendendo o conceito de tipicalidade para canais.

1.2.3 Tipicalidade Condicional

De�nição 1.2.18 (Entropia Amostral Condicional). Dados xn ∈ X n, yn ∈ Yn, a
entropia amostral condicional de (xn, yn) com respeito a (X, Y ) ∼ pX,Y (x, y) =
pX(x)pY |X(y|x) é dada por:

H(yn|xn) = − 1

n
log pY n|Xn(yn|xn),

onde

pY n|Xn(yn|xn) = pY |X(y1|x1)pY |X(y2|x2) · · · pY |X(yn|xn).

De�nição 1.2.19 (Conjunto Condicionalmente Típico). Dado xn ∈ X n, yn ∈ Yn é dita
condicionalmente δ-típica com xn em relação a (X, Y ) se:∣∣H(yn|xn)−H(Y |X)

∣∣ < δ.

Chamamos de conjunto condicionalmente δ-típico com xn o conjunto de sequências
condicionalmente δ-típicas com xn em relação à (X, Y ):

T
Y n|xn

δ = {yn ∈ Yn |
∣∣H(yn|xn)−H(Y |X)

∣∣ < δ }.

Quando o contexto for claro, chamamos conjuntos da forma T Y n|xn

δ de conjuntos condicio-
nalmente típicos.
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Vejamos agora que conjuntos condicionalmente típicos possuem propriedades similares
às vistas na Seção 1.1.5 para conjuntos típicos.

Teorema 1.2.20 (Equipartição). A probabilidade condicional pY n|Xn é aproximadamente

uniforme em T
Y n|xn

δ . Para quaisquer xn ∈ X n, yn ∈ Yn:

2−n(H(Y |X)+δ) ≤ pY n|Xn(yn|xn) ≤ 2−n(H(Y |X)−δ). (1.10)

Demonstração. Imediato da de�nição.

Teorema 1.2.21 (Acúmulo (em Média) de Probabilidade). Para todo ϵ ∈ (0, 1) e δ > 0,

existe n ∈ N tal que, em média com respeito à pXn, T
Y n|xn

δ tem probabilidade maior que
1− ϵ:

EXn

{
pY n|Xn

{
Y n ∈ T

Y n|Xn

δ

}}
≥ 1− ϵ. (1.11)

Note como estamos introduzindo mais uma camada de aleatoriedade, supondo que a
sequência xn é dada pela variável aleatória Xn, e depois eliminando esta aleatoriedade
tomando a média. Como veremos, este é um truque essencial na demonstração do Teorema
da Codi�cação de Canais.

Demonstração. O resultado vai seguir de uma aplicação da Propriedade da Equipartição
Assintótica (Teorema 1.1.31). Denotando a função indicadora de um conjunto Ω por IΩ,
temos:

EXn

{
pY n|Xn

{
Y n ∈ T

Y n|Xn

δ

}}
=EXn

{
EY n|Xn

{
I
T

Y n|Xn

δ
(Y n)

}}
=EXn,Y n

{
I
T

Y n|Xn

δ
(Y n)

}
=pXn,Y n

{
Y n ∈ T

Y n|Xn

δ

}
. (1.12)

Lembrando da noção de informação condicional, podemos de�nir a variável aleatória
i(Y |X) = − log pY |X(Y |X), que usamos para expressar a entropia amostral condicional
H(Y n|Xn) das sequências i.i.d. Xn e Y n:

H(Y n|Xn) = − 1

n
log pY n|Xn(Y n|Xn)

= − 1

n
log

(
n∏

k=1

pY |X(Yk|Xk)

)

= − 1

n

n∑
k=1

log pY |X(Yk|Xk)

=
1

n

n∑
k=1

i(Yk|Xk).

Com isso em mãos, e lembrando da equação (1.2) para H(Y |X), podemos reescrever
(1.12) como:

pXn,Y n

{∣∣H(Y n|Xn)−H(Y |X)
∣∣ < δ

}
= pXn,Y n

{∣∣∣∣∣ 1n
n∑

k=1

i(Yk|Xk)− EX,Y i(Y |X)

∣∣∣∣∣ < δ

}
,

que, pela Lei dos Grandes Números, tende a 1 e portanto existe n grande o su�ciente tal
que (1.11) é satisfeita.
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Figura 1.5: Conjunto condicionalmente δ-típico com xn em relação a (X,Y ).

Teorema 1.2.22 (Cardinalidade). Para qualquer δ > 0, existe n ∈ N tal que, para todo
xn ∈ X n: ∣∣∣T Y n|xn

δ

∣∣∣ < 2n(H(Y |X)+δ). (1.13)

Além disso, temos que, para todo ϵ ∈ (0, 1), existe n ∈ N tal que:

EXn

{∣∣∣T Y n|Xn

δ

∣∣∣} ≥ (1− ϵ)2n(H(Y |X)−δ). (1.14)

Demonstração. A demonstração de (1.13) é idêntica à do Teorema 1.1.35. Para ver que
vale (1.14), note que, pelo Teorema 1.2.21, existe n > 0 com:

1− ϵ ≤ EXn

{
pY n|Xn

{
Y n ∈ T

Y n|Xn

δ

}}
≤ EXn


∑

yn∈TY n|Xn

δ

pY n|Xn(yn)


≤ EXn

{
2−n(H(Y |X)−δ)

∣∣∣T Y n|Xn

δ

∣∣∣}
= 2−n(H(Y |X)−δ)EXn

{∣∣∣T Y n|Xn

δ

∣∣∣} .

1.3 Teorema da Codi�cação de Canais

Estamos prontos para demonstrar o Teorema da Codi�cação de Canais.

Teorema 1.3.1 (Teorema da Codi�cação de Canais). A capacidade operacional de um
canal DSM (X , N ≡ p(y|x),Y) é dada por sua capacidade informacional:

Cop(N) = C(N)

ou seja, uma taxa de transmissão R é atingível para (X , N,Y) se e somente se R ≤ C(N).

É comum na literatura dividir a demonstração deste teorema em duas partes:
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Parte Direta: Para R < C(N), usamos o método probabilístico para mostrar a
existência de uma sequência de códigos cujas taxas tendem à R mas com probabi-
lidade máxima de erros tendendo a zero.

Parte Recíproca: Para R > C(N), usamos a aditividade da informação mútua
para mostrar que não pode existir uma sequência de códigos com taxas tendendo a
R mas cuja probabilidade máxima de erro tende a zero.

Por método probabilístico nos referimos ao método de demonstração não-construtivo que
garante a existência de um objeto em um espaço de probabilidade satisfazendo alguma
propriedade mostrando que a probabilidade de tal objeto existir é não-nula. No nosso
contexto, o método é chamado de codi�cação aleatória, onde o espaço de probabilidade
será o de possíveis códigos para um canal. Em [31] é demonstrada uma versão mais forte
da parte recíproca, que dá uma cota inferior explícita para a probabilidade máxima de
erro e mostra que para códigos com taxa assintótica maior que C(N), lim inf

n→∞
P

(n)
e = 1

(ver também [24, 25]).

1.3.1 Parte Direta

Demonstração. Lembre que um (2nR, n)-código determina M = 2nR palavras-código de
comprimento n, uma para cada mensagem do conjunto M = {1, 2, . . . ,M}:

xn(1), xn(2), . . . , xn(M) ∈ X n,

dadas pelo esquema de codi�cação Cn : M → X n que, pensado como a sequência
(xn(1), xn(2), . . . , xn(M)), chamamos de livro-código.

Fixada uma taxa de transmissão R < C(N), vamos primeiro mostrar a existência de
uma sequência de (M,n)-códigos, com M = 2nR+1 (ou seja, com taxas de transmissão
R + 1

n
), tais que P (n)

e → 0. Depois argumentamos, pelo Teorema 1.2.8, que existe uma

sequência de (2nR, n)-códigos tais que P (n)
e,max → 0. No contexto do método de codi�cação

aleatória, este último passo é as vezes chamado de expurgação [10].

Vejamos este problema pela perspectiva de Alice e Bob, que começam �xando δ > 0 e
uma distribuição pX ∈ P(X ) que maximiza a informação mútua entre a entrada e saída
do canal, ou seja, tal que I(X, Y ) = C(N) com Y = N(X) (que existe, pelo Corolário
1.2.14). Para todo n > 0, eles combinam o seguinte (M,n)-código:

Codi�cação: Alice e Bob escolhem um livro-código C (omitimos por enquanto
o índice n) de forma aleatória: C = (xn(1), xn(2), . . . , xn(M)), onde xn(m) =
(x1(m), x2(m), . . . , xn(m)) é uma amostra de X n retirada i.i.d de acordo com a
probabilidade:

pXn(xn(m)) =
n∏

i=1

pX(xi(m)) =
n∏

i=1

pX(xi). (1.15)

Ou seja, a probabilidade de uma palavra-código ser selecionada é independente de
escolha das outras palavras-código e também da mensagemm. Logo, os livros-código
são elementos do espaço de probabilidade (X n)M e são distribuídos por:

pC(x
n(1), xn(2), . . . , xn(M)) =

M∏
m=1

n∏
i=1

pX(xi(m)). (1.16)



CAPÍTULO 1. TEORIA DA INFORMAÇÃO CLÁSSICA 25

Figura 1.6: Possíveis erros de decodi�cação da mensagem 4. O ponto verde pertence à E0(4), o
ponto rosa pertence à E1(4) e o ponto vermelho pertence à E2(4).

Decodi�cação: Ao receber a saída yn do canal, Bob determina, baseado em certos
critérios, se vai decodi�car yn ou declarar que houve um erro. No caso de erro,
ele simplesmente decodi�ca yn como D(yn) = m′, com m′ ∈ M aleatória, escolhida
uniformemente. Primeiro Bob testa se yn pertence ao conjunto δ-típico T Y n

δ referente
a distribuição Y n = N×n(Xn) dada pela equação (1.5) na página 16, declarando um
erro caso não pertença. Ele então testa se existe alguma mensagem m tal que yn

está no conjunto condicionalmente δ-típico T Y n|xn(m)
δ (lembre que Bob conhece o

livro-código). Caso não exista tal mensagem, Bob declara um erro. Caso existam
duas ou mais tais mensagens, Bob também declara um erro. E caso exista uma
única tal mensagem m, Bob toma D(yn) = m.

Podemos particionar em três eventos (Figura 1.6) o caso em que ocorre um erro de deco-
di�cação quando Alice envia a palavra-código xn(m):

E0(m): Bob recebe yn que não é δ-típica.

E1(m): Bob recebe yn δ-típica, mas não condicionalmente δ-típica com xn(m). Ou
seja, yn /∈ T

Y n|xn(m)
δ .

E2(m): Bob recebe yn δ-típica, condicionalmente δ-típica com xn(m) e condicional-
mente δ-típica com xn(m′), com m′ ̸= m. Ou seja, yn ∈ T

Y n|xn(m)
δ ∩ T Y n|xn(m′)

δ .

Vamos estimar a probabilidade de ocorrência de cada tipo de erro. Para isso, considere
C como vetor aleatório com valor no conjunto de possíveis livros-código (X n)M e com
distribuição dada por (1.16). Tomando o valor esperado da probabilidade média de erro
(De�nição 1.2.7) sobre a distribuição de C, temos:

EC
{
P (n)
e

}
= EC

{
1

M

M∑
m=1

P (n)
e (m)

}
= EC

{
1

M

M∑
m=1

pY n|C {E0(m) ∪ E1(m) ∪ E2(m)}

}
.

Por linearidade:

EC
{
P (n)
e

}
=

1

M

M∑
m=1

EC
{
pY n|C {E0(m) ∪ E1(m) ∪ E2(m)}

}
.
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Note que, como a escolha de xn(m) é independente de m, a probabilidade de erro não
depende da mensagem m, já que toda mensagem tem a mesma probabilidade de ser
emitida. Podemos então assumir, sem perda de generalidade, que a palavra-código enviada
por Alice se refere à uma mensagem m ∈ M �xada:

EC
{
P (n)
e

}
=

1

M

M∑
m′=1

EC
{
pY n|C {E0(m) ∪ E1(m) ∪ E2(m)}

}
= EC

{
pY n|C {E0(m) ∪ E1(m) ∪ E2(m)}

}
.

Pela subaditividade da probabilidade:

EC
{
P (n)
e

}
≤ EC

{
pY n|C {E0(m)}

}
+ EC

{
pY n|C {E1(m)}

}
+ EC

{
pY n|C {E2(m)}

}
. (1.17)

Podemos agora analisar cada tipo de erro individualmente. Note que as funções indi-
cadoras dos eventos E0(m), E1(m) e E2(m) são dadas, em termos da saída yn, por:

IE0(m) = 1− ITY n
δ

(yn), (1.18)

IE1(m) = ITY n
δ

(yn)(1− I
T

Y n|Xn(m)
δ

(yn)), (1.19)

IE2(m) =
∑
m′ ̸=m

ITY n
δ

(yn)I
T

Y n|Xn(m)
δ

(yn)I
T

Y n|Xn(m′)
δ

(yn). (1.20)

Como as coordenadas de C = {Xn(1), Xn(2), . . . , Xn(m)} são i.i.d., podemos levar em
conta somente a distribuição marginal Xn(m) e substituir EC por EXn(m) e pY n|C por
pY n|Xn(m) em (1.18) e (1.19). Assim, utilizando (1.18), e que para uma variável aleatória
Z e um evento Ω, EZ {IΩ} = pZ{Ω}, temos:

EC{pY n|Xn(m){E0(m)}} = EXn(m)

{
pY n|Xn(m) {E0(m)}

}
= EXn(m)

{
EY n|Xn(m)

{
1− ITY n

δ
(yn)

}}
= 1− EXn(m),Y n

{
ITY n

δ
(yn)

}
= 1− EY n

{
ITY n

δ
(yn)

}
= pY n{Y n /∈ T Y n

δ }.

Por (1.19), temos:

EC{pY n|Xn(m){E1(m)}} = EXn(m)

{
EY n|Xn(m)

{
ITY n

δ
(yn)(1− I

T
Y n|Xn(m)
δ

(yn))
}}

≤ EXn(m)

{
EY n|Xn(m)

{
1− I

T
Y n|Xn(m)
δ

(yn)
}}

= EXn(m)

{
1− EY n|Xn(m)

{
I
T

Y n|Xn(m)
δ

(yn)
}}

= EXn(m)

{
pY n|Xn(m)

{
Y n /∈ T

Y n|Xn(m)
δ

}}
.

Para analisar a probabilidade de erro do evento E2(m), tomamos X̃n = (Xn(m′))m′ ̸=m.
Note que pC = pXn(m) · pX̃ . Por (1.20), temos:

EC{pY n|C{E2(m)}} = EC

{
EY n|C

{∑
m′ ̸=m

ITY n
δ

(yn)I
T

Y n|Xn(m)
δ

(yn)I
T

Y n|Xn(m′)
δ

(yn)

}}
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≤ EC

{
EY n|C

{∑
m′ ̸=m

ITY n
δ

(yn)I
T

Y n|Xn(m′)
δ

(yn)

}}
≤
∑
m′ ̸=m

EXn(m),X̃n

{
EY n|X̃n

{
ITY n

δ
(yn)I

T
Y n|Xn(m′)
δ

(yn)
}}

=
∑
m′ ̸=m

EXn(m),Xn(m′),Y n

{
ITY n

δ
(yn)I

T
Y n|Xn(m′)
δ

(yn)
}

=
∑
xn(m)

∑
m′ ̸=m

∑
xn(m′)

∑
yn

pXn(xn(m))pXn(xn(m′))

× pY n|Xn(yn|xn(m))ITY n
δ

(yn)I
T

Y n|Xn(m′)
δ

(yn)

=
∑
m′ ̸=m

∑
xn(m′)

∑
yn

pXn(xn(m′))
(
pY n(yn)ITY n

δ
(yn)

)
I
T

Y n|Xn(m′)
δ

(yn)

≤ 2−n(H(Y )−δ)
∑
m′ ̸=m

∑
xn(m′)

∑
yn

pXn(xn(m′))I
T

Y n|Xn(m′)
δ

(yn)

≤ 2−n(H(Y )−δ)2n(H(Y |X)+δ)
∑
m′ ̸=m

∑
xn(m′)

pXn(xn(m′))

≤M2−n(I(X:Y )−2δ)

= 2nR+1 2−n(C(N)−2δ)

= 2−n(C(N)−R−2δ− 1
n
).

A cota acima é chamada de Lema do Empacotamento Clássico por algumas refe-
rências [32][21]. Finalmente, pelos Teoremas 1.1.34 e 1.2.21, para todo ϵ ∈ (0, 1), existe
N > 0 su�cientemente grande tal que, para todo n > N :

EC
{
P (n)
e

}
≤ pY n{Y n /∈ T Y n

δ }+ EXn(m)

{
pY n|Xn(m)

{
Y n /∈ T

Y n|Xn(m)
δ

}}
+ 2−n(C(N)−R−2δ− 1

n
)

≤ ϵ+ ϵ+ 2−n(C(N)−R−2δ− 1
n
).

Como R < C(N), podemos tomar 0 < δ < C(N)−R
2

, de forma que ECn

{
P

(n)
e

}
→ 0. Ou

seja, em média, códigos aleatoriamente gerados a partir de nosso esquema tem probabi-
lidade média de erro tendendo à zero. Em particular a probabilidade de que exista uma
sequência de códigos (Cn)n∈N com esta propriedade é não-nula.

Pelo método probabilístico, concluímos que deve existir tal sequência (esse passo é às
vezes chamado derandomização). Lembre porém que nosso objetivo é mostrar a existência
de (2nR, n)-códigos cuja probabilidade máxima de erro tende a zero. Mas isso parte
do Teorema 1.2.8, já que podemos expurgar os códigos obtidos: excluímos a metade
das mensagens com maior probabilidade de erro, �nalmente obtendo uma sequência de
(M/2, n)-códigos com taxa log(2nR+1/2)/n = R tais que P (n)

n,max → 0.

1.3.2 Parte Recíproca

Na demonstração que segue, vamos utilizar a hipótese da aditividade da informação mú-
tua:
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Se N é um canal DSM, então para todo n > 0 e Xn uma variável aleatória com
valores em X n temos que :

I(Xn : N×n(Xn)) ≤ nC(N).

Note que aqui Xn não precisa ser i.i.d. Esse resultado vai seguir da aditividade da ca-
pacidade de canais, que vamos enunciar e demonstrar na próxima seção. Enfatizamos
esse resultado pois, como veremos no capítulo 4, vamos ver que o análogo quântico desta
propriedade não é geralmente válida.

Dado R > C(N), vamos mostrar que para qualquer sequência de (M,n)-códigos com
taxa tendendo a R, temos que:

lim inf
n→∞

P (n)
e > 0,

que implica que a probabilidade de erro máximo não tende a zero (pois P (n)
e ≤ P

(n)
e,max).

Para isso vamos precisar de um resultado auxiliar. Lembre que um (2nR, n)-código para o
canal DSM N consiste em funções codi�cação Cn e decodi�cação Dn, onde as mensagens
são dadas pela variável aleatóriaW uniformemente distribuída e um erro do código ocorre
quando W ̸= Ŵ , com Ŵ = Dn(Y

n), Y n = N×n(Xn) e Xn = Cn(W ).

Lema 1.3.2 (Desigualdade de Fano). Dado um (2nR, n)-código para o canal DSM N :

H(W |Ŵ ) ≤ 1 + P (n)
e · nR.

Demonstração. Seja e = {W ̸= Ŵ} o evento em que ocorre um erro e Ie sua função
indicadora. Note que por (1.6), P{Ie = 1} = P

(n)
e . Pelo Corolário 1.1.13, podemos

expandir H(Ie,W |Ŵ ) de duas formas:

H(Ie,W |Ŵ ) = H(W |Ŵ ) +H(Ie|W, Ŵ )︸ ︷︷ ︸
=0

H(Ie,W |Ŵ ) = H(Ie|Ŵ )︸ ︷︷ ︸
≤1

+H(W |Ie, Ŵ )︸ ︷︷ ︸
P

(n)
e ·nR

,

onde H(Ie|W, Ŵ ) = 0 pois temos conhecimento da entrada e da saída. H(Ie|Ŵ ) ≤
H(Ie) ≤ 1 pelo Teorema 1.1.18 pois H(Ie) = Hbin(P

(n)
e ) ≤ 1. Pela de�nição de entropia

condicional, temos que:

H(W |Ie, Ŵ ) = P{Ie = 0}H(W |Ŵ , Ie = 0) + P{Ie = 1}H(W |Ŵ , Ie = 1)

≤ P (n)
e log |M |

= P (n)
e · nR,

pois H(W |Ŵ , Ie = 1) ≤ H(W ) ≤ logM e H(W |Ŵ , Ie = 0) = 0, já que {W = m} =

{Ŵ = m}∩{Ie(m) = 0} e portanto queH(W |Ŵ , Ie = 0) = EŴ

{
H(W |Ŵ = m, Ie(m) = 0)

}
=

EŴ {H(W |W = m}) = 0.

Demonstração da Parte Recíproca. Para n > 0 e um (2nR, n)-código, note que W →
Xn → Y n → Ŵ forma uma cadeia de Markov. Assim podemos usar a Desigualdade do
Processamento de Dados (1.1.24) duas vezes para concluir que:

I(W : Ŵ ) ≤ I(W : Y n) ≤ I(Xn : Y n).
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Pela Desigualdade de Fano, e pela hipótese de que I(Xn : Y n) ≥ nC(N) ≥ nI(X1 : Y1):

P (n)
e ≥ H(W |Ŵ )− 1

nR
=
H(W )− I(W : Ŵ )− 1

nR

≥ H(W )− I(Xn : Y n)− 1

nR

=
nR− I(Xn : Y n)− 1

nR

= 1− I(Xn : Y n)

nR
− 1

nR

≥ 1− nI(X1 : Y1)

nR
− 1

nR

≥ 1− C(N)

R
− 1

nR
.

Assim, se R > C(N), para qualquer sequência de códigos com taxa R, temos:

lim inf
n→∞

P (n)
e ≥ 1− C(N)

R
> 0.

1.4 Aditividade da Informação Mútua

Na demonstração da parte recíproca do Teorema da Codi�cação de Canais, utilizamos o
fato de que, para todo n > 1, I(Xn : N×n(Xn)) ≤ nC(N). Em particular temos:

C(N×n) ≤ nC(N). (1.21)

Nessa seção, vejamos que essa desigualdade atesta que usos repetidos de um canal DMS
não permite comunicação com uma taxa maior que C(N), que se refere a um único uso
do canal. Na parte direta do Teorema da Codi�cação de Canais utilizamos as n-ésimas
extensões sem memória de N , mas apenas consideramos o caso em que as entradas Xn

são i.i.d. Vamos considerar agora entradas Xn possivelmente correlacionadas.

De�nição 1.4.1 (Canal Produto). Dados canais (X1, N1 ≡ p1(y|x),Y1) e (X2, N2 ≡
p2(y|x),Y2), chamamos de canal produto o canal (X1×X1, N1×N2 ≡ p(y1, y2|x1, x2),Y1×
Y2) tal que:

p(y1, y2|x1, x2) = p1(y1|x1)p2(y2|x2).

Se a entrada é dada por (X1, X2), então:

p(y1, y2|x1, x2) = pY1,Y2|X1,X2(y1, y2|x1, x2) = pY1|X1(y1|x1) · pY2|X2(y2|x2). (1.22)

Iterando, podemos de�nir o produto de qualquer número �nito de canais como o canal
resultante de uma sequência de usos independentes de cada fator. Note que as n-ésimas
extensões sem memória são canais produto. É razoável questionar se correlações entre
as entradas de um canal produto pode resultar em uma capacidade superior à soma das
capacidades dos fatores. Isto é, se C(N1 ×N2) > C(N1) + C(N2), onde

C(N1 ×N2) = sup
pX1,X2

I(X1, X2 : Y1, Y2).
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Figura 1.7: Usos independentes do canal para transmitir entradas correlacionadas. Triângulos

representam informação clássica.

Teorema 1.4.2. Dados canais (X1, N1,Y1) e (X2, N2,Y2), temos:

C(N1 ×N2) ≥ C(N1) + C(N2).

Demonstração. Sejam pX1 ∈ P(X1) e pX2 ∈ P(X2) tais que C(N1) = I(X1 : Y1), C(N2) =
I(X2 : Y2) e pX1,X2 = pX1 · pX2 , com Y1 = N1(X1) e Y2 = N2(X2). Nesse caso, as únicas
dependências são entre X1 e Y1, e entre X2 e Y2.

C(N1 ×N2) ≥ I(X1, X2 : Y1, Y2) (1.23)

= H(Y1, Y2)−H(Y1, Y2|X1, X2)

= H(Y1, Y2)−H(Y1|X1, X2)−H(Y2|X1, X2, Y1) (1.24)

= H(Y1)−H(Y1|X1) +H(Y2)−H(Y2|X2) (1.25)

= I(X1 : Y1) + I(X2 : Y2)

= C(N1) + C(N2),

onde (1.23) segue da de�nição de capacidade informacional como supremo, (1.24) segue
da regra da cadeia generalizada e (1.25) da escolha de X1 e X2 (e portanto Y1 e Y2)
independentes.

Em particular, dado N , para qualquer n > 0:

1

n
C(N×n) ≥ C(N).

Como a capacidade operacional é de�nida em relação a múltiplos usos independentes
de um canal, a capacidade informacional relevante, levando em consideração possíveis
correlações entre as entradas, é dada pela seguinte de�nição:

De�nição 1.4.3 (Capacidade Regularizada). Dado um canal (X , N,Y), sua capacidade
regularizada é dada por:

Creg(N) = sup
n

1

n
C(N×n) = lim

n→∞

1

n
C(N×n).

Note que C(N×n) ≤ log(|X |n) = n log(|X |), logo o limite acima está bem de�nido.

Se Creg(N) > C(N), isso signi�ca que é possível tomar vantagem de correlações entre
as entradas para transmitir informação com uma taxa maior que a capacidade de um único
uso do canal. De fato, como veremos agora, isso nunca acontece. Por consequência, o
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Teorema da Codi�cação de Canais mostra que a melhor taxa de transmissão assintótica,
a capacidade operacional, é idêntica à maior quantidade de informação que podemos
transmitir (em média) por um único uso do canal.

Teorema 1.4.4 (Aditividade [9]). Dados canais (X1, N1,Y1) e (X2, N2,Y2), temos:

C(N1 ×N2) = C(N1) + C(N2). (1.26)

Em particular, por indução:

Creg(N) = C(N). (1.27)

Demonstração. Pelo Teorema (1.4.2), basta mostrar que C(N1 ×N2) ≤ C(N1) + C(N2).
Considere (X1, X2) tal que C(N1×N2) = I(X1, X2 : Y1, Y2), com (Y1, Y2) = N×2(X1, X2).
Então:

C(N1 ×N2) = I(X1, X2 : Y1, Y2)

= H(Y1, Y2)−H(Y1, Y2|X1, X2),

que pelo Corolário 1.1.13:

= H(Y1, Y2)−H(Y1|X1, X2)−H(Y2|X1, X2, Y1),

e como, para i = 1, 2, Yi depende somente de Xi e é condicionalmente independente de
das outras variáveis aleatórias:

= H(Y1, Y2)−H(Y1|X1)−H(Y2|X2)

≤ H(Y1) +H(Y2)−H(Y1|X1)−H(Y2|X2)

= I(X1 : Y1) + I(X2 : Y2)

≤ C(N1) + C(N2).

Portanto C(N1 × N2) = C(N1) + C(N2). Em particular, para qualquer canal DSM N ,
C(N×2) = 2C(N). Por indução, C(N×n) = nC(N) para todo n ≥ 1, logo:

Creg(N) = lim sup
n→∞

1

n
C(N×n) = C(N).

Vamos ver no capítulo (4) que uma noção razoável de capacidade para canais quân-
ticos não satisfaz a propriedade de aditividade. Portanto é interessante re�etir sobre a
demonstração do Teorema 1.4.4. Note que utilizamos a Regra da Cadeia Generalizada
(Corolário 1.1.13), que não tem análogo no caso quântico (o análogo da entropia condicio-
nal na teoria quântica se comporta de forma distinta do caso clássico, devido à ausência de
uma noção satisfatória de probabilidade condicional quântica). Para enfatizar a natureza
clássica deste resultado, vejamos uma demonstração alternativa do Teorema 1.4.4 que não
utiliza a Regra da Cadeira Generalizada mas sim outra propriedade característica da te-
oria clássica, o Teorema 1.1.4. A seguinte demonstração foi inspirada por um comentário
em [19].
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Demonstração alternativa para o Teorema 1.4.4. Sejam pX1,X2 ∈ P(X1 × X2) e (N1 ×
N2)(pX1,X2) = pY1,Y2 ∈ P(Y1 × Y2). Pela expressão (1.8) para a capacidade de canais
clássicos, temos que:

C(N1 ×N2) ≤ H((N1 ×N2)(pX1,X2))−
∑

x∈X1×X2

pX1,X2(x)H((N1 ×N2)(δx))

= H(pY1,Y2)−
∑

x∈X1×X2

pX1,X2(x)H((N1 ×N2)(δx))

e como, para cada x ∈ X1 × X2, δx é um ponto extremal de P(X1 × X1), pelo Teorema
1.1.4, existem x1 ∈ X1 e x2 ∈ X2 tais que δx = (δx1 , δx2), logo:

= H(pY1,Y2)−
∑

x1∈X1,x2∈X2

pX1,X2(x1, x2)H((N1 ×N2)(δx1 , δx2))

= H(pY1,Y2)−
∑

x1∈X1,x2∈X2

pX1,X2(x1, x2)H(N1(δx1), N2(δx2))

= H(pY1,Y2)−
∑

x1∈X1,x2∈X2

pX1,X2(x1, x2)H(N1(x1), N2(x2))

Por (1.22), N1(x1) e N1(x2) são independentes, logo:

= H(pY1,Y2)−
∑

x1∈X1,x2∈X2

pX1,X2(x1, x2)(H(N1(x1)) +H(N2(x2)))

= H(pY1,Y2)−
∑
x1∈X1

pX1(x1)H(N1(x1))−
∑
x2∈X2

pX2(x2)H(N2(x2))

e pela subaditividade da entropia:

≤ H(pY1) +H(pY2)−
∑
x1∈X

pX1(x1)H(N1(x1))−
∑
x2∈X2

pX2(x2)H(N2(x2))

= H(N1(pX1))−
∑
x1∈X

pX1(x1)H(N1(x1)) +H(N2(pX2))−
∑
x2∈X2

pX2(x2)H(N2(x2))

= I(pX1 : N1(pX1)) + I(pX2 : N2(pX2))

≤ C(N1) + C(N2).

Vamos ver no capítulo seguinte que o análogo quântico do Teorema 1.1.4 não é válido
no geral devido ao fenômeno de emaranhamento na teoria quântica, que oferece uma
das principais diferenças entre a teoria da informação clássica e da teoria da informação
quântica.



Capítulo 2

A Teoria Quântica

Neste capítulo, desenvolvemos o mínimo necessário do formalismo da teoria quântica
para compreender os conceitos de canal e entropia quânticas, seguindo principalmente
[33, 11, 10, 34]. Na Seção 2.1, introduzimos o vocabulário básico e os postulados da teoria
quântica. Na Seção 2.2 apresentamos sistemas quânticos compostos e emaranhamento
quântico. A Seção 2.3 se dedica a canais quânticos, análogos quânticos dos canais ruidosos
vistos no Capítulo 1, suas diversas representações e as relações entre elas, terminando com
a apresentação da importante classe de canais entanglement-breaking.

2.1 Sistemas, Estados e Medições

Vamos apresentar os conceitos básicos da teoria quântica, enunciados como postulados
que dão signi�cado às noções de sistema quântico, estados, medições, etc. Começamos
apresentando a notação de Dirac, particularmente conveniente em teoria da informação
quântica. Muito deste capítulo serve para manter esse trabalho auto-contido, sem entrar
em detalhes sobre as motivações físicas da teoria. Para uma introdução mais completa à
notação de Dirac, ver por exemplo [35, 36].

2.1.1 Sistemas quânticos

Por sistema quântico, queremos dizer qualquer objeto de estudo da física quântica. Ma-
tematicamente, cada sistema quântico físico está associado a um espaço vetorial complexo,
dito seu espaço de estados (essa associação não é óbvia, e é objeto central no estudo
dos fundamentos da física quântica), que vamos assumir como dado para cada sistema.
Na prática, o sistema servirá de índice para seu espaço de estados. Neste trabalho, vamos
nos limitar a sistemas cujo espaço de estados tem dimensão �nita.

Dado um sistema quântico A, denotamos por HA o espaço de estados do sistema A.
HA é um espaço de Hilbert. Neste trabalho, veremos exclusivamente sistemas quânti-
cos, e portanto espaços de Hilbert, de dimensão dA �nita, que são simplesmente espaços
vetoriais complexos com produto interno. Similarmente, para um sistema quântico B,
temos o espaço de estados HB de dimensão dB, etc.

Um vetor em HA é escrito como um ket |ψ⟩A, omitindo o subscrito caso o espaço refe-
rente esteja claro pelo contexto. O produto interno de HA é dado por ⟨· | ·⟩A : HA×HA →
C, linear na entrada à direita e conjugado-linear na entrada à esquerda, notação usual

33
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em teoria quântica . Cada vetor |ψ⟩ ∈ HA de�ne um único funcional linear dado por
|ϕ⟩ 7→ ⟨ψ|ϕ⟩, que denotamos por um bra ⟨ψ| ∈ H∗

A. Aqui H∗
A é o dito espaço vetorial

dual de HA.

Pelo teorema da representação de Riesz [37], podemos de�nir um isomor�smo antili-
near isométrico ·† : HA → H∗

A, dita adaga, tal que:

(α |ψ⟩+ β |ϕ⟩)† = α∗ ⟨ψ|+ β∗ ⟨ϕ| ,

onde ·∗ denota conjugação complexa. Vamos utilizar o mesmo símbolo para sua inversa
·† : H∗

A → HA, que age por:

(α ⟨τ |+ β ⟨ω|)† = α∗ |τ⟩+ β∗ |ω⟩ .

Identi�cando HA ≃ H∗
A, tratamos a adaga como uma operação involutória em HA.

Fixamos para HA (e para o espaço de estados de qualquer sistema quântico) uma
base ortonormal genérica {|i⟩A}

dA
i=1 = {|1⟩A , |2⟩A , . . . , |dA⟩A}, que chamamos de base

computacional. A ortonormalidade de {|i⟩A}
dA
i=1 é expressa por ⟨i|j⟩ = δij. Pela base

canônica, tomamos o isomor�smo HA ≃ CdA , identi�cando {|i⟩}dAi=1 com a base canônica
e um vetor |ψ⟩ ∈ HA pela matriz coluna:

|ψ⟩ =


ψ1

ψ2
...

ψdA

 ,
onde ψi = ⟨i|ψ⟩, de forma que |ψ⟩ =

∑dA
i=1 ⟨i|ψ⟩ |i⟩. Os coe�cientes ψi são chamados as

vezes de amplitudes de probabilidade de |ψ⟩. Considerando a base dual {⟨i|}dAi=1 ⊂ H∗
A,

escrevemos:
|ψ⟩† = ⟨ψ| =

[
ψ∗
1 ψ∗

2 · · · ψ∗
dA

]
.

Assim, em coordenadas, a adaga corresponde à conjugação hermitiana. Com essas nota-
ções, temos que o produto interno corresponde, convenientemente, ao bra-ket :

⟨ψ|ϕ⟩ =
[
ψ∗
1 ψ∗

2 · · · ψ∗
dA

]

ϕ1

ϕ2
...
ϕdA

 =

dA∑
i=1

ψ∗
i ϕi.

A condição de normalização de um vetor |ψ⟩ ∈ HA pode então ser escrita como ∥|ψ⟩∥2 =∑dA
i=1 |ψi|2 = 1.

Dados espaços de Hilbert HA,HB, denotamos por B(HA,HB) o espaço vetorial de
operadores lineares X : HA → HB, com a convenção de que escrevemos B(HA) para
B(HA,HA). Denotamos por 1A o operador identidade de HA. Dado um operador X ∈
B(HA,HB), escrevemos X(|ψ⟩) como X |ψ⟩ e o produto interno entre |ϕ⟩ e X |ψ⟩ como

|ϕ⟩† (X |ψ⟩) = ⟨ϕ|X|ψ⟩B ,
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com o sanduíche no lado direito da igualdade sendo a notação de Dirac, que podemos
equivalentemente interpretar como ⟨ϕ|X(|ψ⟩), com X agindo no bra pela direita. Para
ver isso, note que |ψ⟩ 7→ ⟨ϕ|X |ψ⟩B de�ne um funcional linear para cada ⟨ϕ| ∈ H∗

A, que
denotamos por ⟨ϕ|X. Assim, dado X ∈ B(HA,HB) de�nimos a adjunta de X como o
operador X† ∈ B(H∗

B,H∗
A) tal que, para todo |ϕ⟩ ∈ HB:

X†(⟨ϕ|) = ⟨X†ϕ| = ⟨ϕ|X,

que nos permite expressar a propriedade familiar:

⟨X†ϕ|ψ⟩A = ⟨ϕ|Xψ⟩B ,

para todo |ψ⟩ ∈ HA. Para X, Y ∈ B(HA), temos que (XY )† = Y †X†. Note a consistência
na notação que nos permite pensar na adjunta de operadores como extensão da operação
adaga:

(X |ψ⟩)† = ⟨ψ|X†.

De fato |ψ⟩† = ⟨ψ| é o adjunto hermitiano de |ψ⟩, se visto como um funcional linear emH∗
A.

Por dualidade, podemos, equivalentemente, de�nir a adjunta de X ∈ B(HA,HB) como
o operador X† ∈ B(HB,HA) tal que, para todo |ψ⟩ ∈ HA, |ϕ⟩ ∈ HB:

⟨ϕ|X|ψ⟩B = ⟨ψ|X†|ϕ⟩∗A ,

que expressa o fato de que, em termos de matrizes, a adjunta corresponde à conjugada
complexa da transposta.

Exemplo 2.1.1. Para X ∈ B(HA) auto-adjunto, temos para todo |ψ⟩ , |ϕ⟩ ∈ HA:

⟨ϕ|X|ψ⟩B = ⟨ψ|X|ϕ⟩∗A .

Em particular, se |ψ⟩ é um autovetor normalizado de X, com autovalor λ, temos:

λ = ⟨ψ|X|ψ⟩B = ⟨ψ|X|ψ⟩∗A = λ∗

Demonstrando que os autovalores de um operador auto-adjuntos são todos reais.

Denotamos por MdA×dB(C) o espaço vetorial de matrizes dA por dB com entradas
complexas. Pelas bases computacionais, podemos munir B(HA,HB) ≃MdA×dB(C) de uma
estrutura de espaço de Hilbert com o produto interno de Hilbert-Schmidt ⟨·, ·⟩HS

dado por:
⟨X, Y ⟩HS = Tr

{
X†Y

}
.

A notação de Dirac também nos permite expressar operadores lineares. Dados |x⟩ ∈
HA e |y⟩ ∈ HB, de�nimos o operador linear ket-bra |y⟩⟨x| : HA → HB por:

|ψ⟩ 7→ |y⟩ ⟨x|ψ⟩ = ⟨x|ψ⟩ |y⟩ .

Podemos pensar nesse operador como aquele que leva |x⟩ a |y⟩. Pela notação de Dirac, é
imediato que se X = |y⟩⟨x|, então:

⟨ϕ|X|ψ⟩ = ⟨ϕ |y⟩⟨x|ψ⟩ = ⟨x |ψ⟩⟨ϕ| y⟩ .
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A adjunta de tal operador é dada por:

(|y⟩⟨x|)† = |x⟩⟨y| ,

e a composição de tais operadores é dada por:

(|ϕ⟩⟨ψ|)(|τ⟩⟨ω|) = |ϕ⟩ ⟨ψ|τ⟩ ⟨ω| = ⟨ψ|τ⟩ |ϕ⟩⟨ω| .

Sejam {|j⟩A}
dA
j=1, {|i⟩B}

dB
i=1 bases computacionais de HA e HB respectivamente. Então os

operadores {|i⟩B ⟨j|A}
dA,dB
j=1,i=1 formam uma base ortonormal de B(HA,HB) sob o produto

interno de Hilbert-Schmidt. Em termos de matrizes:

|ϕ⟩⟨ψ| =


ϕ1

ϕ2
...
ϕdA

 [ψ1 ψ2 · · · ψdA

]
=


ϕ1ψ1 ϕ1ψ2 · · · ϕ1ψdA

ϕ2ψ1
. . .

...
...

. . .
...

ϕdAψ1 · · · · · · ϕdAψ1

 .
A ortonormalidade da base resulta na expressão, dita resolução da identidade:

dA∑
j=1

|j⟩⟨j| = 1A. (2.1)

Como um exemplo da conveniência da expressão acima, podemos decompor X ∈
B(HA,HB) como:

X =

dB∑
i=1

dA∑
j=1

|i⟩⟨i|X |j⟩⟨j| =
dB∑
i=1

dA∑
j=1

⟨i|X|j⟩ |i⟩⟨j| .

Ou seja,Xij = ⟨i|X|j⟩ nos dá a representação matricial deX nas bases {|j⟩A}
dA
j=1, {|i⟩B}

dB
i=1.

Por exemplo, podemos facilmente veri�car que X† = X
T
:

X†
ij = ⟨i|X†|j⟩ = ⟨j|X|i⟩∗ = X∗

ji.

A representação matricial de um produto XY , para X, Y ∈ B(HA) é obtida aplicando
2.1:

⟨i|XY |j⟩ =
dA∑
k=1

⟨i|X|k⟩ ⟨k|Y |j⟩ =
dA∑
k=1

XikYkj.

Exemplo 2.1.2. Seja U ∈ B(HA) unitário, ou seja, vale que UU † = U †U = 1A. Lem-
brando que U ⟨ϕ| = ⟨ϕ|U †, vemos que U preserva o produto interno:

⟨Uϕ|Uψ⟩ = ⟨ϕ|U †U |ψ⟩ = ⟨ϕ|ψ⟩

e age em operadores de posto um (que são exatamente os ket-bras) por:

|ψ⟩⟨ϕ| 7→ U |ψ⟩⟨ϕ|U †.

Se |ψ⟩ é um autovetor normalizado de U para o autovalor λ, então:

∥λ∥2 = λ∗λ = ⟨ψ|U †U |ψ⟩ = ⟨ψ|ψ⟩ = 1.

Dadas duas bases {|ϕj⟩}dAj=1, {|ψj⟩}dAj=1 de HA, existe um operador unitário U tal que
|ϕj⟩ 7→ |ψj⟩. De fato:

U =

dA∑
j=1

|ψj⟩⟨ϕj| .
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SejaX ∈ B(HA) um operador normal (ou seja, X†X = XX†). Pelo Teorema Espectral
para Matrizes, existe uma base ortonormal de {|αi⟩}dAi=1 de autovetores de X, de forma
que:

X =

dA∑
i=1

ai |αi⟩⟨αi| ,

onde ai são autovalores de X. Note que operadores do tipo |x⟩⟨x| são projeções ortogonais
no espaço unidimensional gerado pelo vetor |x⟩.

2.1.2 Estados quânticos

Por estado de um sistema quântico, nos referimos a um objeto que descreva o sistema em
um dado momento. A noção de estado quântico vai exercer um papel na teoria quântica
análogo às variáveis aleatórias na teoria da informação clássica, descrevendo não só uma
con�guração do sistema, mas uma densidade de possíveis con�gurações.

O traço de um operador X é dado, em notação de Dirac, por:

Tr {X} =

dA∑
j=1

⟨j|X|j⟩ .

Notando que valem:
Tr
{
X†} = Tr {X}∗ ,

Tr {|ϕ⟩⟨ψ|} = ⟨ψ|ϕ⟩ ,
e

Tr {|ϕ⟩⟨ψ|X} = ⟨ψ|X|ϕ⟩ .
Um operador X ∈ B(HA) é dito positivo se, para todo |ψ⟩ ∈ HA, ⟨ψ|X|ψ⟩ ≥ 0. Todo
operador positivo é hermitiano e seus autovalores são todos não-negativos.

Primeiro Postulado: Um estado de um sistema quântico A corresponde a um
operador ρ ∈ B(HA) tal que ρ ≥ 0 e Tr {ρ} = 1. Uma matriz para o estado em
alguma base de HA é dita uma matriz densidade para o estado.

Não devemos confundir essa noção de estado com a expressão espaço de estados para
HA. Nem todo vetor em HA corresponde a um estado. Denotamos por D(HA) o conjunto
de estados de HA, ou seja:

D(HA) = {ρ ∈ B(HA) | ρ ≥ 0 e Tr {ρ} = 1}.

Chamamos de estado puro qualquer estado que pode ser expresso por uma matriz
densidade do tipo ρ = |ψ⟩⟨ψ|, onde |ψ⟩ é um vetor normalizado de HA. Note que vetores
normalizados que diferem apenas por uma fase, como |ψ⟩ e eiθ |ψ⟩, para algum θ ∈ R,
correspondem ao mesmo estado:

eiθ |ψ⟩⟨ψ| e−iθ = |ψ⟩⟨ψ| .

Quando conveniente, vamos identi�car o estado puro |ψ⟩⟨ψ| ∈ B(HA) com o vetor nor-
malizado |ψ⟩ ∈ HA.
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Chamamos de ensemble uma mistura estatística de estados puros {pX(x), |ψx⟩}x∈X ,
ondeX é uma variável aleatória com valores em conjunto de índices X com distribuição pX
e |ψx⟩ são vetores normalizados associados ao índice x ∈ X . Como veremos, ensembles
surgem naturalmente na teoria quântica quando temos somente conhecimento parcial
sobre um sistema. Associamos ao ensemble {pX(x), |ψx⟩}x∈X a matriz densidade:

ρ = EX{|ψX⟩⟨ψX |} =
∑
x∈X

px |ψx⟩ ⟨ψx| . (2.2)

Estados descritos por uma matriz densidade da forma (2.2) são ditos estados mistos
(estado puros sendo um caso particular, quando ρ tem posto um). Ummesmo estado misto
pode corresponder a in�nitos ensembles distintos, correspondentes às distintas maneiras
de escrever o operador densidade do estado como uma combinação convexa de estados
puros [11]. Reciprocamente, é fácil ver que para qualquer matriz densidade ρ existe
um ensemble de estados puros {pX(x), |ψx⟩}x∈X tal que vale (2.2) (basta considerar a
decomposição espectral).

Proposição 2.1.3. O conjunto D(HA) é convexo e seus elementos extremais são os es-
tados puros.

Para uma demonstração, ver [13]. No que segue, também vamos considerar ensembles
de estados mistos (ensembles de ensembles), já que a matriz densidade do estado corres-
pondente à tal ensemble é simplesmente uma combinação convexa de estados mistos, que
também é um estado.

De�nição 2.1.4 (Pureza). A pureza de uma matriz densidade ρ ∈ D(HA) é dada por:

P (ρ) = Tr
{
ρ2
}
.

Exemplo 2.1.5 (Estado Maximamente Misto). O estado de A cuja matriz densidade é
dada por 1

d
1A é dito o estado maximamente misto. A pureza deste estado é 1

d
.

Proposição 2.1.6. Dado um estado ρ ∈ D(HA), P (ρ) = 1 se, e somente se, ρ é um
estado puro.

Exemplo 2.1.7 (qubit). Neste caso dimHA = 2, logo B(HA) ≃ M2×2(C) e uma base
(ortogonal, pelo produto interno de Hilbert-Schmidt) conveniente é dada por:

I =

[
1 0
0 1

]
, σX =

[
0 1
1 0

]
, σY =

[
0 −i
i 0

]
, σZ =

[
1 0
0 −1

]
,

onde σX , σY e σZ são ditas matrizes de Pauli, todas unitárias e hermitianas, logo qualquer
operador hermitiano é uma combinação linear nesta base com coe�cientes reais. Em
particular, como Tr {1A} = 2 e as matrizes da Pauli tem traço nulo, uma matriz densidade
ρ ∈ B(HA) pode ser escrita como:

ρ =
1

2
(1A + xσX + yσY + zσZ) =

1

2

[
1 + z x− iy
x+ iy 1− z

]
,

onde 1/2 é o fator normalizador e o vetor σ = (x, y, z) ∈ R3 é dito vetor de Bloch. A
condição det(ρ) ≥ 0 implica que

∥σ∥2 = x2 + y2 + z2 ≤ 1.
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Logo, existe uma correspondência bijetiva entre D(HA) e a bola unitária do R3, que neste
contexto chamamos de esfera de Bloch. Temos que:

Tr
{
ρ2
}
=

1

2
(1 + x2 + y2 + z2),

de forma que os estados puros correspondem, pelo Teorema 2.1.6, à fronteira da esfera de
Bloch, enquanto que os estados mistos formam seu interior. O estado correspondendo ao
centro da esfera é o estado maximamente misto:

1

2
1A =

1

2
|0⟩⟨0|+ 1

2
|1⟩⟨1| .

2.1.3 Evolução Unitária

Vamos agora descrever a dinâmica de sistemas quânticos, que podem evoluir de forma
determinística, familiar da física clássica, como também de uma forma não-determinística
e fundamentalmente quântica, através de medições. Mais adiante vamos considerar evo-
luções estocásticas, que incluem evoluções determinísticas e medições como casos parti-
culares.

Segundo Postulado: A evolução determinística de um sistema quântico é descrita
por operadores unitários.

Pelo Exemplo 2.1.2, um operador unitário U age em um estado puro |ψ⟩⟨ψ| ∈ D(HA) por:

|ψ⟩⟨ψ| 7→ U |ψ⟩⟨ψ|U †.

Similarmente, um estado ρ ∈ D(HA) evolui por U como ρ 7→ UρU †.

No contexto de computação quântica, evoluções unitárias são chamadas de portas
lógicas quânticas, e constituem as operações elementares de um computador quântico
[33].

Exemplo 2.1.8. É fácil ver que as matrizes de Pauli (Exemplo 2.1.7) são operadores
unitários em B(C2). Em computação quântica, correspondem às portas X,Y e Z.

2.1.4 Medições

Estados quânticos são caracterizados pelas informações que carregam sobre o sistema.
Características mensuráveis de um sistema são chamadas de observáveis, cujos valores
são obtidos por um processo de medição. Diferentemente da física clássica, onde o valor de
um observável é completamente determinado pelo estado do sistema, na física quântica o
estado do sistema caracteriza apenas a probabilidade de obter um determinado resultado
ao realizar uma medição. Além disso, nem toda medição preserva o sistema, no sentido de
que possamos falar do estado do sistema após a medição. Vejamos o formalismo adequado
para lidar com medições de sistemas quânticos.

De�nição 2.1.9 (PVM). Chamamos de medição projetiva ou PVM (Projective Va-
lued Measure) sobre A uma função Π : X → B(HA)

+, para um conjunto �nito X , cuja
imagem consiste em projeções (Π2

x = Πx) ortogonais entre si (ΠxΠy = 0 para x ̸= y), tais
que: ∑

x∈X

Πx = 1A.

Também descrevemos Π como um conjunto de projeções {Πx}x∈X ⊂ B(HA).
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Terceiro Postulado: Se um sistema quântico A se encontra no estado puro
|ψ⟩⟨ψ| ∈ D(HA), a probabilidade associada ao resultado x ao realizar a medição
{Πx}x∈X é dada por:

px = ⟨ψ|Πx|ψ⟩ = Tr {|ψ⟩⟨ψ|Πx} .

Se o resultado x foi obtido, então o estado pós-medição do sistema é:

|ψx⟩⟨ψx| =
Πx |ψ⟩⟨ψ|Πx

⟨ψ|Πx|ψ⟩
.

Se |X | = dA, então Πx = |ψx⟩⟨ψx| para alguma base {|ψx⟩}x∈X de HA. Neste caso
dizemos que o PVM é uma medição com respeito à base {|ψx⟩}x∈X .

Se o estado de A é dado por ρ ∈ D(HA), a medição {Πx}x∈X nos dá o resultado x com
probabilidade:

px = ⟨ρ,Πx⟩HS = Tr {ρΠx} ,
e neste caso o estado pós-medição do sistema é:

ρx =
ΠxρΠx

Tr {ρΠx}
.

Na física quântica, é comum considerar o PVM associado a um observável X dado por
{|xn⟩⟨xn|}dAn=1, onde, para cada 1 ≤ n ≤ dA, |xn⟩ é um autovetor normalizado com auto-
valor λn ∈ R+.

PVMs não são a noção mais geral de medição na teoria quântica. Na prática, vamos
considerar medições como dadas pela seguinte de�nição, que inclui medições que oferecem
somente informação parcial do sistema:

De�nição 2.1.10 (POVM). Chamamos demedição generalizada ou POVM (Positive
Operator Valued Measure) sobre A uma função Λ : X → B(HA)

+, com X um conjunto
�nito e tal que: ∑

x∈X

Λx = 1A.

No que segue vamos denotar um POVM Λ por sua imagem {Λx}x∈X . Se o estado de A é
dado por ρ ∈ D(HA), o POVM {Λx}x∈X nos dá o resultado x com probabilidade

p(x) = ⟨ρ,Λx⟩HS = Tr {ρΛx} ,

e o estado pós-medição é considerado indeterminado, o que leva alguns autores a chamar
POVMs de medições destrutivas.

No que segue, sempre que falarmos de medição, nos referimos a medições generalizadas.
Medições generalizadas em um sistema quântico sempre correspondem a uma medição
projetiva em um sistema maior (ver Naimark's theorem em [12]).

2.2 Sistemas Compostos

Outro aspecto em que a física quântica difere da física clássica é na descrição de sistemas
compostos. No geral, dois sistemas quânticos que entram em contato não podem mais ser
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descritos individualmente. Dados sistemas quânticos A,B e C, podemos considerá-los em
conjunto como um único sistema quântico, dito o sistema composto ABC, e chamamos
os sistemas constituintes de subsistemas. Um sistema composto de dois subsistemas é
dito um sistema bipartite. No caso do sistema composto ABC podemos identi�car os
subsistemas bipartites A|BC,AB|C e AC|B, ditas bipartições de ABC.

2.2.1 Produto Tensorial

Quarto postulado: Dados sistemas quânticos A e B, o espaço de estados do
sistema bipartite AB é dado pelo produto tensorial HAB = HA ⊗HB.

Para mais detalhes sobre o produto tensorial de espaços vetoriais, ver, por exemplo, [38].

Os estados puros de HA ⊗HB são do tipo:

|ψ⟩⟨ψ|AB = |φ⟩⟨φ|A ⊗ |ϕ⟩⟨ϕ|B .

Para as bases computacionais {|i⟩A}
dA
i=1, {|j⟩B}

dB
j=1 de HA e HB respectivamente, temos

que {|i⟩A ⊗ |j⟩B}
dA,dB
i=1,j=1 é base ortonormal de HAB (com ⟨·|·⟩AB = ⟨·|·⟩A ⟨·|·⟩B). Também

usamos a notação |i, j⟩AB := |i⟩A⊗|j⟩B quando conveniente. De�nimos a base computaci-
onal deHA⊗HB como {|i, j⟩AB}

dA,dB
i=1,k=1, ordenada pela ordem lexicográ�ca, de forma que o

produto tensorial de vetores corresponde ao produto de Kronecker de suas representações
matriciais:

|ψ⟩A ⊗ |ϕ⟩B =


ψ1

ψ2
...

ψdA

⊗


ϕ1

ϕ2
...
ϕdB

 =



ψ1ϕ1

ψ1ϕ2
...

ψ1ϕdB

ψ2ϕ1
...

ψdAϕdB


.

Analogamente, paraX ∈ B(HA) e Y ∈ B(HB), o produto tensorial de operadoresX⊗Y ∈
B(HA) ⊗ B(HB) ≃ B(HA ⊗ HB) é dado por (X ⊗ Y )(|ψ⟩ ⊗ |ϕ⟩) := X |ψ⟩ ⊗ Y |ϕ⟩, e
matricialmente pelo produto de Kronecker:

X ⊗ Y =


a11 a12 . . . a1dA
a21 a22 . . . a2dA
...

...
. . .

...
adA1 adA2 . . . adAdA

⊗ Y =


a11Y a12Y . . . a1dAY
a21Y a22Y . . . a2dAY
...

...
. . .

...
adA1Y adA2Y . . . adAdAY

 .
De fato, considerando HA ≃ CdA , temos para cada elemento z ∈ CdA ⊗HB uma única

representação z =
∑dA

i=1 |i⟩ ⊗ bi, com bi ∈ HB. Dessa forma:

∥z∥2 =
〈 dA∑

i=1

|i⟩ ⊗ bi

∣∣∣∣ dA∑
j=1

|j⟩ ⊗ bj

〉
=

dA∑
i=1

⟨i|i⟩ ⟨bi|bi⟩ =
dA∑
i=1

∥bi∥2 ,

que evidencia um isomor�smo de espaços de Hilbert:

CdA ⊗HB ≃ HB ⊕HB · · · ⊕ HB︸ ︷︷ ︸
n vezes

= H(dA)
B .
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De forma que a representação matricial de z, como vetor em H(dA)
B é:

z =


b1
b2
...
bdA

 .
Podemos similarmente identi�car B(HA ⊗ HB) ≃ B(HA) ⊗ B(HB) ≃ MdA(C) ⊗

B(HB) ≃ MdA(B(HB)) ≃ B(H(dA)
B ), onde Mn(B(HB)) denota, para cada n ≥ 0, a ál-

gebra de matrizes n × n com entradas em B(HB), com norma sendo a correspondente
norma de operadores em B(H(dA)

B ). Assim, Z = (Zij) ∈MdA(B(HB)) é identi�cado com

Z =

dA∑
i,j=1

|i⟩⟨j| ⊗ Zij ∈MdA ⊗ B(HB).

Agora, para X ∈ B(HA), Y ∈ B(HB) temos:

X ⊗ Y =

( dA∑
i,j=1

xij |i⟩⟨j|
)
⊗
( dB∑

k,l=1

ykl |k⟩⟨l|
)

=

dA∑
i,j=1

|i⟩⟨j| ⊗
(
xij

dB∑
k,l=1

ykl |k⟩⟨l|
)
,

que é exatamente o produto de Kronecker entre X e Y . Para mais detalhes sobre álgebras
de matrizes, ver [39].

De�nição 2.2.1 (Operador Local). Sejam A,B,C e D sistemas quânticos. Chamamos
de operador local um elemento de B(HA ⊗HB,HC ⊗HD) do tipo

XA = X ⊗ 1B ou Y B = 1A ⊗ Y,

para X ∈ B(HA,HC), Y ∈ B(HB,HD). Dizemos que XA é um operador local de A e que
Y B é um operador local de B.

Operadores locais afetam somente um subsistema de um sistema composto. Note que
operadores como XA e Y B comutam (XAY B = Y BXA = X ⊗ Y ).

O isomor�smo B(HA ⊗ HB) ≃ MdA(H
(dA)
B ) nos permite identi�car uma relação de

ordem em B(HA ⊗HB), e determinar seus operadores positivos B(HA ⊗HB)
+:

Proposição 2.2.2. X = (Xij) ∈ MdA(H
(dA)
B ) é positiva se e somente se para quaisquer

dA elementos x1, x2, . . . , xdA ∈ HB, a matriz (⟨xi|X|xj⟩)i,j é positiva.

Proposição 2.2.3. Dados X ∈ B(HA), Y ∈ B(HB):

� Tr {X ⊗ Y } = Tr {X}Tr {Y }.

� Se {xi}dAi=1 são os autovalores de X e {yj}dBj=1 são os autovalores de Y , então os

autovalores de X ⊗ Y são {xiyj}dA,dB
i,j=1 .
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2.2.2 Decomposição de Schmidt

Nesta seção introduzimos uma maneira de identi�car estados de um sistema bipartite
com operadores lineares, permitindo a transferência de propriedades e decomposições de
operadores para vetores no produto tensorial.

De�nição 2.2.4 (Vetorização). A vetorização é o mapa Vec : B(HA,HB) → HA ⊗HB,
dado pela extensão linear de

Vec(|ϕ⟩⟨ψ|) = |ψ⟩ ⊗ |ϕ⟩ ,

Para |ψ⟩ ∈ HA, |ϕ⟩ ∈ HB.

Proposição 2.2.5. Vec : B(HA,HB) → HA ⊗ HB é um isomor�smo de espaços de
Hilbert, considerando B(HA,HB) com o produto interno de Hilbert-Schmidt. Ou seja,
para X, Y ∈ B(HA):

⟨X, Y ⟩HS = Tr
{
X†Y

}
= Vec(X)

T
Vec(Y ) = ⟨Vec(X),Vec(Y )⟩AB.

Pela identi�cação CdA ⊗HB ≃ H(dA)
B , dada pelo produto de Kronecker, temos que:

Vec(X) =

dA∑
j=1

|j⟩A ⊗X |j⟩A =


X |1⟩
X |2⟩
...

X |dA⟩

 , (2.3)

ou seja, a vetorização representa um operador X : CdA → CdB como um vetor Vec(X) ∈
CdAdB .

Vamos agora usar a vetorização para transferir para estados bipartites a noção de
posto e a decomposição do valor singular.

Proposição 2.2.6 (Decomposição de Schmidt). Para qualquer vetor |ψ⟩AB ∈ HA ⊗HB,

existem bases ortonormais {|ai⟩}dAi=1 e {|bj⟩}dBj=1 de HA e HB respectivamente, tais que

|ψ⟩AB =

min(dA,dB)∑
k=1

√
λk |ak⟩ ⊗ |bk⟩ , (2.4)

para
√
λk ∈ R+ ditos coe�cientes de Schmidt. A expressão (2.4) é dita a decompo-

sição de Schmidt de |ψ⟩AB, e o número de coe�cientes de Schmidt não-nulos em (2.4)
é dito o rank de Schmidt de |ψ⟩AB, denotado por SR(|ψ⟩AB). Se |ψ⟩AB representa um
estado puro, então

∑
k=1 λk = 1.

A decomposição de Schmidt de |ψ⟩AB é a vetorização da decomposição do valor singular
de XAB = Vec−1(|ψ⟩AB) ∈ B(HA,HB) [10]. Desta forma obtemos que, para qualquer
X ∈ B(HA,HB):

rk(X) = SR(Vec(X)). (2.5)
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2.2.3 Emaranhamento quântico

Vejamos que existem estados puros de sistemas compostos que não podem ser expressos
como produto tensorial de estados dos subespaços constituintes.

De�nição 2.2.7 (Estado Produto). Chamamos de estados produto os estados de HA⊗
HB que podem ser escritos como ρA ⊗ σB, com ρA ∈ D(HA), σ

B ∈ D(HB).

O estado ρA ⊗ σB ∈ D(HA ⊗HB) é a matriz densidade do ensemble

{pX(x) · pY (y), |ψx⟩ ⊗ |φy⟩}x∈X ,y∈Y ,

onde {pX(x), |ψx⟩}x∈X tem matriz densidade ρA e {pY (y), |φy⟩}y∈Y tem matriz densidade
σB. Ou seja, estados produto correspondem ao produto tensorial de estados mistos esta-
tisticamente independentes.

De�nição 2.2.8 (Estado Separável). Chamamos τAB ∈ D(HA ⊗ HB) de estado sepa-
rável se pode ser escrito como combinação convexa de estados produto:

τAB =
K∑
i=1

pi ρ
A
i ⊗ σB

i , tal que
K∑
i=1

pi = 1, (2.6)

para algum K ≥ 1, ρAi ∈ D(HA), σ
B
i ∈ D(HB) para cada i ≤ K.

Proposição 2.2.9 ([10]). Um estado separável τAB ∈ D(HA ⊗ HB) sempre pode ser
escrito na forma (2.6) tomando ρAi e σB

i estados puros.

Assim, estados separáveis correspondem às matrizes densidade de ensembles do tipo
{pX(x), |ψx⟩⊗|φx⟩}x∈Σ, implicando que o estado dos sistemas A e B estão correlacionados
classicamente.

A existência de estados do sistema composto AB que não são separáveis é necessária
para a representação de correlações entre os sistemas A e B que são essencialmente não-
clássicas, como é o caso no fenômeno de emaranhamento quântico. É o que nos leva a
de�nir o espaço de estados de AB como o produto tensorial, e não a soma direta, de HA

e HB.

De�nição 2.2.10 (Estado Emaranhado). Um estado de um sistema composto AB que
não é separável é chamado de estado emaranhado. A correlação não-clássica resultante
entre os sistemas é o que nos referimos como emaranhamento quântico.

Exemplo 2.2.11 (Estado Maximamente Emaranhado Canônico). Seja dA ≥ 2. Considere
o vetor |ΩdA⟩ ∈ HA, dado por:

|ΩdA⟩ = Vec(1CdA ) =

dA∑
i=1

|i⟩ ⊗ |i⟩ ∈ CdA ⊗ CdA . (2.7)

Chamamos de estado maximamente emaranhado canônico o estado puro:

ωdA =
1

dA
|ΩdA⟩⟨ΩdA| ∈ D(HA).
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Vejamos que ωdA é emaranhado. De fato, suponha que ωdA é separável. Então existem
estados puros σi, τi ∈ D(HA), 0 < i ≤ dA, tais que:

ωdA =

dA∑
i=1

piσi ⊗ τi,

com pi ≥ 0,
∑
pi = 1. Como ωdA é puro, pela Proposição 2.1.3, podemos assumir que

ωdA = σ1⊗τ1, e portanto que SR(ωdA) = 1. Mas por (2.5) temos que SR(ωdA) = rk(1A) =
dA. Logo, se dA ≥ 2, ωdA é emaranhado.

Seguindo o exemplo acima, é fácil ver que vale o seguinte:

Proposição 2.2.12. Um estado puro ρAB ∈ D(HA ⊗ HA) é separável se e somente se
SR(ρ) = 1.

Ou seja, os coe�cientes de Schmidt de um estado bipartite determinam se o estado é
emaranhado. Como os coe�cientes de Schmidt são invariantes perante operadores unitá-
rios locais, obtemos:

Proposição 2.2.13. ρAB ∈ D(HA ⊗ HA) é separável se e somente se para quaisquer
U ∈ B(HA) e V ∈ B(HB) unitários, (U ⊗ V )ρAB é separável.

A existência de estados puros emaranhados de sistemas quânticos bipartites é uma das
principais características da teoria quântica. Em contraste com o Teorema 1.1.4, obtemos:

Corolário 2.2.14. Para sistemas quânticos A e B, se dA > 1 ou dB > 1 :

Ext(D(HA ⊗HB)) ⊋ conv(Ext(D(HA)),Ext(D(HB))),

onde conv denota o fecho convexo.

2.2.4 Traço Parcial

Vejamos como obter o estado de um subsistema a partir do estado do sistema quântico
composto.

De�nição 2.2.15 (Traço Parcial). Dado um sistema bipartite AB, de�nimos os traços
parciais TrA : B(HA ⊗HB) → B(HB) e TrB : B(HA ⊗HB) → B(HA) como as extensões
lineares das funções satisfazendo:

TrA {X ⊗ Y } = Tr {X}Y, TrB {X ⊗ Y } = Tr {Y }X. (2.8)

Para ρAB ∈ D(HA ⊗HB), chamamos de estados locais de ρAB os estados:

ρA = TrB
{
ρAB

}
∈ D(HA) e ρ

B = TrA
{
ρAB

}
∈ D(HB).

Em particular, para |ϕ⟩ , |ψ⟩ ∈ HA, |φ⟩ , |ω⟩ ∈ HB, temos:

TrB {|ϕ⟩⟨ψ| ⊗ |ω⟩⟨φ|} = |ϕ⟩⟨ψ| ⟨φ|ω⟩ , TrA {|ϕ⟩⟨ψ| ⊗ |ω⟩⟨φ|} = ⟨ψ|ϕ⟩ |ω⟩⟨φ| .

A partir de (2.8), podemos veri�car que, para ρAB ∈ D(HA ⊗HB):

TrA
{
ρAB

}
=

dA∑
i=1

(⟨i| ⊗ idB)ρ
AB(|i⟩ ⊗ idB), TrB

{
ρAB

}
=

dB∑
j=1

(idA ⊗ ⟨j|)ρAB(idA ⊗ |j⟩).
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Matricialmente, interpretando ZAB ∈ B(HA ⊗ HB) como a matriz em blocos ZAB =
(Zij) ∈MdA(MdB(C)):

ZAB =


Z11 Z12 . . . Z1dA

Z21 Z22 . . . Z2dA
...

...
. . .

...
ZdA1 ZdA2 . . . ZdAdA

 =

dA∑
i,j

|i⟩⟨j| ⊗ Zij,

então temos:

TrA {ZAB} = Z11 + Z22 + · · ·+ ZdAdA ∈ B(HB) (2.9)

e

TrB {ZAB} =


Tr {Z11} Tr {Z12} . . . Tr {Z1dA}
Tr {Z21} Tr {Z22} . . . Tr {Z2dA}

...
...

. . .
...

Tr {ZdA1} Tr {ZdA2} . . . Tr {ZdAdA}

 ∈ B(HA).

De�nição 2.2.16 (Estado Maximamente Emaranhado). Se dA = dB, um estado ρAB ∈
D(HA ⊗ HB) é dito maximamente emaranhado caso TrA

{
ρAB

}
= TrB

{
ρAB

}
=

1A/dA, ou seja, caso seus estados locais são o estado maximamente misto (Exemplo 2.1.5).

O estado ωdA do Exemplo 2.2.11 é maximamente emaranhado, e qualquer outro es-
tado maximamente emaranhado em D(HA⊗HB) pode ser obtido como (U ⊗V )ωdA , para
U ∈ B(HA) e V ∈ B(HB) unitários [41] .

Uma propriedade útil do traço parcial é a seguinte:

Proposição 2.2.17 ([42]). Para todo ρAB ∈ D(HA ⊗HB):

Tr
{
ρAB

}
= TrB

{
TrA

{
ρAB

}}
= TrA

{
TrB

{
ρAB

}}
. (2.10)

Além disso, TrA {·} e TrB {·} são as única funções que satisfazem (2.10).

2.2.5 Medições Locais

O Exemplo 2.2.11 mostra que não é sempre possível atribuir um estado puro a um sub-
sistema de um sistema bipartite. Vejamos agora que dado ρAB ∈ D(HA ⊗HB), ρA e ρB

são os únicos estados dos subsistemas A e B que são consistentes com o estado do sistema
composto.

Chamamos de medição local em A uma PVM {Px}x∈X sobre HA⊗HB tal que, para
todo x ∈ X :

Px = Πx ⊗ 1B, (2.11)

onde {Πx}x∈X é um PVM sobre A. Vejamos que estes operadores de fato se restringem a
medições no subsistema.



CAPÍTULO 2. A TEORIA QUÂNTICA 47

Suponha que o sistema composto AB se encontra no estado puro ρAB = |ψ⟩⟨ψ| ∈
D(HA ⊗ HB). Ao realizar a medição local {Px}x∈X , a probabilidade de obter x é dada
por:

px = Tr {|ψ⟩⟨ψ|Px}
= Tr {|ψ⟩⟨ψ| (Πx ⊗ 1B)}

=
∑
i,j

(⟨i|A ⊗ ⟨j|B)(|ψ⟩⟨ψ| (Πx ⊗ 1B)(|i⟩A ⊗ |j⟩B)

=
∑
i

(⟨i|A ⊗ 1B)

(∑
j

(1A ⊗ ⟨j|B)ρ
AB(1A ⊗ |j⟩B)

)
(Πx |i⟩A ⊗ 1B)

= Tr
{
ρAΠx

}
.

Isso mostra que se o sistema total se encontra no estado ρAB, então o subsistema A é
corretamente descrito pelos operador local ρA. Usando medições locais em B, o mesmo
argumento mostra o resultado completamente análogo, que o estado do subsistema B é
dado por ρB.

Isso porém, não signi�ca que ρAB = ρA ⊗ ρB (já que nem todo estado é separável),
apesar do fato de que ρAB e ρA ⊗ ρB têm as mesmas distribuições de resultados para
medições locais.

Note que uma operação local em A (evolução unitária ou medição) não deve afetar
o estado do subsistema B. Caso contrário, operações locais poderiam ser usadas para
transmitir informação instantaneamente, contrariando o princípio da relatividade especial.
De fato, como operações locais em A comutam com operações locais em B, a ordem em
que essas operações são realizadas não importa. Na verdade, assumindo que os sistemas A
e B possam estar separados na espaço por qualquer distância, a noção de simultaneidade
não está bem de�nida!

Teorema 2.2.18 (Teorema da Não-Comunicação). Seja AB um sistema quântico bipartite
e ρ ∈ D(HA⊗HB). O estado local ρB do subsistema B é invariante a evoluções unitárias
locais e medições locais em A.

2.2.6 Puri�cação

Todo estado não-puro pode ser considerado um estado local de um estado puro de um
sistema composto maior.

De�nição 2.2.19 (Puri�cação). Uma puri�cação de um estado ρA ∈ D(HA) é um estado
puro dado por |Ψ⟩AR ∈ D(HA ⊗ HR) para algum sistema quântico de referência R, de
forma que:

ρA = TrR {|Ψ⟩⟨Ψ|AR} , (2.12)

Se a decomposição espectral de ρA é dada por:

ρA =

dA∑
k=1

λk |ak⟩⟨ak| , (2.13)
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então, tomandoHR ≃ HA, chamamos de puri�cação canônica de ρA o estado |Ψ⟩⟨Ψ|AR ∈
D(HA ⊗HR) onde:

|Ψ⟩AR =

dA∑
k=1

√
λk |ak⟩A ⊗ |ak⟩R . (2.14)

Proposição 2.2.20. Dadas |Ψ1⟩AR1
e |Ψ2⟩AR2

duas puri�cações de ρA, com dR1 ≤ dR2,
existe uma isometria U : R1 → R2 tal que:

|Ψ2⟩AR2
= (1A ⊗ U |Ψ1⟩AR1

). (2.15)

Esssa proposição é consequência de que, dada a puri�cação |Ψ⟩AR, (2.14) é sua de-
composição de Schmidt.

2.3 Canais Quânticos

Nesta seção, vamos introduzir a noção de canal quântico que, além de surgir como um
modelo quântico de canal de comunicação ruidoso, formaliza as evoluções estocásticas de
sistemas quânticos, que incluem evoluções unitárias e medições como casos particulares.

2.3.1 De�nições e Exemplos

Como vimos na Seção 1.2, um canal clássico (X , N,Y) pode ser interpretado como um
mapa N : P(X ) → P(Y). Similarmente vamos de�nir um canal quântico (A,N , B)
entre sistemas quânticos A e B, com N : B(HA) → B(HB) um mapa linear que leva
estados de um sistema para estados de outro. Para isso, é necessário que, para qualquer
ρA ∈ D(HA), N (ρA) seja positivo e de traço um. Além disso, para que o canal esteja bem
de�nido quando o sistema A é visto como subsistema de um sistema composto, exigimos
que N seja completamente positivo, como de�nimos a seguir:

De�nição 2.3.1 (Mapa Positivo, Mapa Completamente Positivo). Um mapa linear Φ :
B(HA) → B(HB) é dito positivo se para todo X ∈ B(HA) positivo, Φ(X) é positivo. Φ é
dito completamente positivo se, para qualquer espaço de Hilbert HC , o mapa idC ⊗Φ
é positivo.

Para entender melhor esta de�nição, considereHC = Cn. Um operadorXCA ∈ B(HC⊗
HA) ∼= Mn(B(HA)) pode ser escrito como:

XCA =
∑
i,j

|i⟩⟨j|C ⊗Xij,

então:

(idC ⊗ Φ)(XCA) =
∑
i,j

|i⟩⟨j|C ⊗ Φ(Xij) =


Φ(X11) Φ(X12) · · · Φ(X1n)
Φ(X21) Φ(X22) · · · Φ(X2n)

...
...

. . .
...

Φ(Xn1) Φ(Xn2) · · · Φ(Xnn)

 . (2.16)

De�nindo Φ(n) : Mn(B(HA)) → Mn(B(HB)) por Φ(n)(XCA) = (idC ⊗ Φ)(XCA), obte-
mos que Φ é completamente positiva se e somente se cada Φ(n) é positiva.
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De�nição 2.3.2 (Canal Quântico). Um canal quântico entre sistemas quânticos A e B
é um mapa linear N : B(HA) → B(HB) completamente positivo que preserva traço, ou
seja, tal que para todo X ∈ B(HA):

Tr {N (X)} = Tr {X} . (2.17)

Também denotamos o canal por (A,N , B).

Note que bastava de�nir N com domínio D(HA) e contradomínio D(HB) de forma
que N preserve combinações convexas (de forma que N seja determinada pela imagem
dos estados puros de A). Mas como sempre que HA tem dimensão �nita podemos obter
uma base de B(HA) formada por elementos de D(HA) (ver, por exemplo [10]), tal mapa
tem uma única extensão linear N : B(HA) → B(HB) de forma que vale (2.17).

Exemplo 2.3.3 (Canal Constante). O canal (A,N , B) é dito um canal constante se existe
σB ∈ D(HB) tal que para todo ρ ∈ D(HA):

N (ρ) = Tr {ρ} σB.

A presença do traço na fórmula é necessária para que o domínio de N se estenda para
B(HA) de forma a satisfazer (2.17).

Exemplo 2.3.4 (Canais Unitários). Dizemos que (A,N , A) é um canal unitário se:

N (ρ) = UρU †,

para algum U ∈ B(HA) unitário. Em particular, para U = 1A obtemos o canal ideal
idA que é a função identidade em B(HA,HA).

Exemplo 2.3.5 (Canal Depolarizador). Para p ∈ [0, 1] chamamos de canal depolari-
zador o canal quântico (A,Dp, A) dado por:

Dp(ρ) = (1− p)
1A

dA
Tr {ρ}+ pρ.

Note que D1 é o canal ideal e D0 é o canal constante que retorna o estado maximamente
misto.

Uma ferramenta para demonstrar que os exemplos anteriores realmente são canais
quânticos é o Teorema de Choi (2.3.9) que veremos adiante.

2.3.2 Isomor�smo de Choi-Jamioªkowski

Dados espaços de Hilbert HA e HB, vimos que a vetorização (De�nição 2.2.4) é um
exemplo concreto do isomor�smo:

B(HA,HB) ≃ HA ⊗HB,

que nos permite tratar operadores em B(HA,HB) como vetores em H(dA)
B . Vejamos agora

um isomor�smo:

B(B(HA),B(HB)) ≃ B(HA)⊗ B(HB) ≃ B(HA ⊗HB),
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que nos permite tratar mapas lineares em Φ ∈ B(B(HA),B(HB)) como operadores em
CΦ ∈ B(HA ⊗HA) ou, em termos de bases, como matrizes em MdA(B(HB)).

De�nição 2.3.6. Para HA ≃ CdA e HB espaços de Hilbert, o Isomor�smo de Choi-
Jamioªkowski é o mapa C : B(B(HA),B(HB)) → B(HA ⊗HB) dado por

Φ 7→ CΦ :=

dA∑
i,j=1

|i⟩⟨j| ⊗ Φ(|i⟩⟨j|).

Identi�cando B(HA⊗HB) ≃ B(HA)⊗B(HB) ≃MdA ⊗B(HB) ≃MdA(B(HB)), temos que
CΦ é dada por uma matriz com entradas em B(HB), dita a matriz de Choi de Φ:

CΦ =


Φ(|1⟩⟨1|) Φ(|1⟩⟨2|) · · · Φ(|1⟩⟨dA|)
Φ(|2⟩⟨1|) Φ(|2⟩⟨2|) · · · Φ(|2⟩⟨dA|)

...
...

. . .
...

Φ(|dA⟩⟨1|) Φ(|dA⟩⟨2|) · · · Φ(|dA⟩⟨dA|)

 .
O posto de CΦ é chamado de rank de Choi de Φ.

Proposição 2.3.7 ([41, 43, 44]). O Isomor�smo de Choi-Jamioªkowski C : B(B(HA),B(HB)) →
B(HA ⊗HB) é um isomor�smo linear. Sua inversa é dada por:

C−1(ρ)(X) := TrA
{
ρ(XT ⊗ 1B)

}
,

onde ρ ∈ B(HA ⊗HB) e X ∈ B(HA).

Para uma demonstração, ver [45]. Existe uma outra forma de expressar a matriz de
Choi que será conveniente:

Proposição 2.3.8 ([34]). Para um mapa linear Φ : B(HA) → B(HB) e X ∈ B(HA,HB):

Vec(X) = (1HA
⊗X) |ΩdA⟩ ,

CΦ = dA(idA ⊗ Φ)(ωdA),

onde |ΩdA⟩ e ωdA são dados no Exemplo 2.2.11.

2.3.3 Representação de Choi-Kraus de mapas completamente po-
sitivos

Para qualquer K ∈ B(HA,HB), considere o mapa de AdK : B(HA) → B(HB) dado por
AdK(X) = KXK†. AdK(X) é positivo, já que para todo Y ∈ B(HA,HB):

AdK(Y
†Y ) = KY †Y K† = (Y K†)†(Y K†) ≥ 0.

Além disso, AdK é completamente positivo, pois, idC ⊗ AdK = Ad1C⊗K para qualquer
espaço de Hilbert HC . Assim, a soma de mapas desta forma também é completamente
positivo. Vejamos que de fato todo mapa completamente positivo é desta forma.
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Teorema 2.3.9 (Teorema de Choi [46]). Para Φ : B(HA) → B(HB) um mapa linear, as
seguintes a�rmações são equivalentes:

1. Φ é completamente positivo.

2. CΦ é positiva semide�nida.

3. Existem operadores {Ki}Ri=1 ⊂ B(HA,HB) com R = rk(CΦ) o rank de Choi de Φ,
tais que:

Φ =
R∑
i=1

AdKi
. (2.18)

Demonstração. Já vimos acima que 3 → 1. 1 → 2 segue da Proposição 2.3.8 e de que
ωdA ∈ B(CdA)+, já que então (idA ⊗ Φ)(ωdA) é positivo para Φ completamente positivo.
Para ver 2 → 3, considere a decomposição espectral de CΦ:

CΦ =
R∑
i=1

|ψi⟩⟨ψi| ,

onde R = rk(CΦ) e |ψi⟩ ∈ HA⊗HB não-normalizados. Pela Proposição 2.2.5, a vetorização
é inversível, logo existem Ki ∈ B(HA,HB) tais que:

|ψi⟩ = Vec(Ki) =
√
dA(1HA

⊗Ki) |ΩdA⟩ .

Assim obtemos:

CΦ =
R∑
i=1

dA(1HA
⊗Ki) |ΩdA⟩ ⟨ΩdA| (1HA

⊗Ki)
†

=
R∑
i=1

dAAd1A⊗Ki
(ωdA)

=
R∑
i=1

dA(idA ⊗ AdKi
)(ωdA)

=
R∑
i=1

CAdKi

= C∑R
i=1 AdKi

.

Pelo Isomor�smo de Choi-Jamioªkowski, obtemos (2.18).

Uma decomposição da forma Φ =
∑R

i=1AdKi
é chamada de representação de Choi-

Kraus de Φ. Apesar de não ser única, distintas representações são relacionadas por
transformações unitárias:

Proposição 2.3.10. As famílias de operadores {Ki}Ni=1, {Vi}Mi=1 ⊂ B(HA,HB) formam a
representação de Choi-Kraus de um mesmo mapa linear Φ se, e somente se, existe matriz
unitária U ∈ Mn(C), com n = max{N,M} ≤ dAdB, tal que Ki =

∑n
j=1 UijVj, onde a

família com menos operadores é estendida pelo operador nulo de forma que ambas famílias
tenham o mesmo tamanho.
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Para uma prova, ver [11]. Podemos agora obter uma caracterização dos canais quân-
ticos em termos de sua representação de Choi-Kraus:

Teorema 2.3.11. Um mapa linear Φ : B(HA) → B(HB) é um canal quântico se e somente
se existem {Ki}Ni=1 ⊂ B(HA,HB) tal que:

Φ =
N∑
i=1

AdKi
,

garantindo que Φ é completamente positiva, e ainda com:

N∑
i=1

K†
iKi = 1HA , (2.19)

que garante a preservação do traço.

Demonstração. Já sabemos que Φ é completamente positiva se e somente se vale a primeira
equação. Agora, para todo X ∈ B(HA):

Tr {Φ(X)} = Tr

{
N∑
i=1

KiXK
†
i

}

=
N∑
i=1

Tr
{
KiXK

†
i

}
=

N∑
i=1

Tr
{
K†

iKiX
}

= Tr

{( N∑
i=1

K†
iKi

)
X

}
.

Portanto Tr {Φ(X)} = Tr {X} se e somente se vale (2.19).

Com o Teorema de Choi em mãos, vejamos alguns exemplos importantes de canais
quânticos.

Exemplo 2.3.12 (Canal Produto). Dados canais quânticos (A1,N1, B1) e (A2,N2, B2),
com representações de Choi-Kraus {Ki} e {Lj} respectivamente, obtemos o canal pro-
duto (A1A2,N1 ⊗N2, B1B2) dado por:

N1 ⊗N2 =
∑
i,j

AdKi⊗Lj
.

Em particular, para qualquer canal quântico N , temos que N⊗n = N ⊗N · · · ⊗ N︸ ︷︷ ︸
n vezes

é o

canal quântico que resulta de n usos independentes de N .

Exemplo 2.3.13 (Composição de Canais). Dados canais quânticos (A,N1, B) e (B,N2, C),
com representações de Choi-Kraus {Ki} e {Lj} respectivamente, o canal composição
(A,N2 ◦ N1, C) é dado pelos operadores de Choi-Kraus {LjKi}, de fato:

(N2 ◦ N1)(ρ
A) =

∑
j

Lj

(∑
i

Kiρ
AK†

i

)
L†
j =

∑
i,j

(LjKi)ρ
A(LjKi)

†.
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Exemplo 2.3.14 (Traço e Traço Parcial como Canais Quânticos). O canal (A,TrA {·} ,C)
com representação de Choi-Kraus {Ki} = {⟨i|}, onde {|i⟩} é a base computacional de HA,
age por:

TrA
{
ρA
}
=

dA∑
i=1

⟨i| ρA(⟨i|)† =
dA∑
i=1

⟨i|ρA|i⟩ = Tr
{
ρA
}
,

ou seja, o traço pode ser visto como um canal quântico. Similarmente, o canal produto
TrA {·} ⊗ idB tem representação de Choi-Kraus:

TrA {·} ⊗ idB(ρ
AB) =

dA∑
i=1

(⟨i| ⊗ 1B)ρ
AB(⟨i| ⊗ 1B)

† = TrA
{
ρAB

}
.

Veremos no Capítulo 3 que o processo de preparo de um sistema quântico em um dado
estado, assim como a realização de uma medição sobre o sistema, podem ser vistos como
canais quânticos.

2.3.4 Representação de Stinespring

A representação de Choi-Kraus é mais frequentemente encontrada na teoria da informação
quântica, já que nos permite computar diretamente a ação do canal. Mas sua interpre-
tação física não é imediata. Vejamos agora uma representação de canais quânticos que é
conceitualmente mais próxima da noção de canal clássico, ou seja, de um processo com
ruído, com perda de informação para um ambiente maior.

Teorema 2.3.15 (Dilatação de Stinespring). Dado um canal quântico Φ : B(HA) →
B(HB), existe um espaço de Hilbert HE e uma isometria V : HA → HB ⊗HE, dita uma
isometria de Stinespring, tal que

Φ(X) = TrE
{
V XV †} , (2.20)

para todo X ∈ B(HA).

Demonstração. Seja {Ki}Ri=1 ⊂ B(HA,HB) uma representação de Choi-Kraus de Φ. To-
mando HE = CR e de�nindo V por:

V =
R∑
i=1

Ki ⊗ |i⟩

com {|i⟩}Ri=1 a base computacional de CR. V é uma isometria pois,

V †V =

( R∑
j=1

K†
j ⊗ ⟨j|

)( R∑
i=1

Ki ⊗ |i⟩
)

=
R∑
i=1

K†
iKi = 1HA

,

e temos que, para qualquer X ∈ B(HA),

TrE
{
V XV †} =

R∑
i,j=1

TrE
{
KiXK

†
j ⊗ |i⟩⟨j|

}
=

R∑
i=1

KiXK
†
i = Φ(X).
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No contexto de C∗-álgebras, a dilatação de Stinespring aparece em outra forma [39][26],
e considera mapas completamente positivos unitais. Podemos recuperar esta versão con-
siderando o mapa dual Φ∗ de um canal quântico.

De�nição 2.3.16. Dado um mapa linear Φ : B(HA) → B(HB), chamamos de mapa
dual o único mapa linear Φ∗ : B(HB) → B(HA) tal que:

⟨Φ(X), Y ⟩HS = Tr
{
Φ(X)†Y

}
= Tr

{
X†Φ∗(Y )

}
= ⟨X,Φ∗(Y )⟩HS,

para todo X ∈ B(HA),Y ∈ B(HB).

É fácil ver que para qualquer mapa linear (Φ∗)∗ = Φ, e que Φ é completamente positiva
se, e somente se, Φ∗ também for. Chamamos um mapa linear de unital se preserva os
operadores identidade.

Lema 2.3.17. Um mapa linear Φ : B(HA) → B(HB) preserva traço se, e somente se, Φ∗

é unital, ou seja, se Φ∗(1HB
) = 1HA

.

Para uma prova, ver [12].

Lema 2.3.18. Dado K ∈ B(HA,HB), Ad
∗
K(Y ) = AdK†(Y ), para todo Y ∈ B(HB).

Demonstração.

⟨AdK(X), Y ⟩HS = ⟨KXK†, Y ⟩HS

= Tr
{
(KXK†)†Y

}
= Tr

{
KX†K†Y

}
= Tr

{
X†K†Y K

}
= ⟨X,AdK†(Y )⟩HS.

Lema 2.3.19. Sejam HA,HE espaços de Hilbert de dimensão �nita, TrE : B(HA⊗HE) →
B(HA) o traço parcial. Então para todo Y ∈ B(HA), Tr

∗
E(Y ) = (Y ⊗ 1HE

).

Corolário 2.3.20 (Versão dual da dilatação de Stinespring). Para qualquer mapa linear
Φ : B(HA) → B(HB) completamente positivo e unital, existe um espaço de Hilbert HE e
uma isometria V : HA → HB ⊗HE tal que:

Φ(X) = V †(X ⊗ 1HE
)V,

para todo X ∈ B(HA).

Demonstração. Como Φ é unital, o Lema 2.3.17 implica que Φ∗ é um canal quântico. Pelo
teorema 2.3.15, existeHE e uma isometria de Stinespring V tal que para todo Y ∈ B(HB):

Φ∗(Y ) = TrE
{
V Y V †} = TrE {AdV (Y )} .

Temos que, para todo X ∈ B(HA):

⟨X,TrE {AdV (Y )}⟩HS = ⟨X ⊗ 1HE
,AdV (Y )⟩HS

= ⟨AdV †(X ⊗ 1HE
), Y ⟩HS

= ⟨V †(X ⊗ 1HE
)V, Y ⟩HS,

que implica em Φ(X) = (Φ∗)∗(X) = V †(X ⊗ 1HE
)V .
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Teorema 2.3.21. Seja (A,N , B) um canal quântico e HE o espaço de Hilbert que surge
de uma dilatação de Stinespring. Para qualquer estado puro |ψ⟩⟨ψ|BE ∈ B(HB ⊗ HE),
existe um operador unitário U ∈ B(HA ⊗HB ⊗HE) tal que

N (X) = TrAE

{
U(X ⊗ |ψ⟩⟨ψ|BE)U

†} , (2.21)

para todo X ∈ B(HA).

Demonstração. Seja V : HA → HB ⊗ HE uma isometria de Stinespring, |ψ⟩⟨ψ|BE ∈
B(HB ⊗ HE) um estado puro e |ϕ⟩⟨ϕ|A ∈ B(HA) um estado puro. Se {|i⟩A}

dA
i=1 é uma

base ortonormal de HA, então temos os conjuntos {|xi⟩}dAi=1, {|yi⟩}
dA
i=1 ⊂ HA ⊗HB ⊗HE,

ambos ortogonais, de�nidos por:

|xi⟩ = |ϕ⟩A ⊗ V |i⟩A e |yi⟩ = |i⟩A ⊗ |ψ⟩BE .

Como ambos tem o mesmo tamanho e são ortogonais, então existe U ∈ B(HA⊗HB⊗HE)
tal que

U |yi⟩ = |xi⟩ , i ∈ {1, 2, . . . , dA}.
Para |z⟩ ∈ HA qualquer, temos que:

U(|z⟩ ⊗ |ψ⟩BE) =

dA∑
i=1

⟨i|z⟩U(|i⟩A ⊗ |ψ⟩BE)

=

dA∑
i=1

⟨i|z⟩ (|ϕ⟩A ⊗ V |i⟩A)

= |ϕ⟩A ⊗ V |z⟩A .

Com isso em mão, vejamos que 2.21 vale para X = |i⟩⟨j|A, para quaisquer i, j ∈
{1, 2, . . . , dA}, e o teorema segue por linearidade.

TrAE

{
U(|i⟩⟨j|A ⊗ |ψ⟩⟨ψ|BE)U

†} = TrAE

{
U(|i⟩A ⊗ |ψ⟩BE)(⟨j|A ⊗ ⟨ψ|BE)U

†}
= TrAE {(|ϕ⟩A ⊗ V |i⟩A)(⟨ϕ|A ⊗ V ⟨j|A)}
= TrAE

{
|ϕ⟩⟨ϕ|A ⊗ V |i⟩⟨j|A V

†}
= TrE

{
V |i⟩⟨j|A V

†}
= N (|i⟩⟨j|A),

onde usamos que TrA {|ϕ⟩⟨ϕ|A} = 1, sendo um estado puro.

2.3.5 Relação entre as representações

Cada forma de representar de canais quânticos que vimos nesse capítulo está relacionada,
e podemos obter cada uma dada outra:

Proposição 2.3.22. Seja Φ : B(HA) → B(HB) um canal quântico e {Ki}Ri=1 ⊂ B(HA,HB)
uma família de operadores. As seguintes a�rmações são equivalentes:

1. (Choi-Kraus) Temos que

Φ =
R∑
i=1

AdKi
, e

R∑
i=1

K†
iKi = 1A.
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2. (Choi-Jamioªkowski)

CΦ =
R∑
i=1

Vec(Ki)Vec
†(Ki), e R = rk(CΦ).

3. (Stinespring) Para HE = CR e V : HA → HB ⊗HE dado por

V =
R∑
i=1

Ki ⊗ |i⟩ ,

temos que, para todo X ∈ B(HA):

Φ(X) = TrE
{
V XV †} .

Para uma demonstração, ver [12].

2.3.6 Canais Entanglement-Breaking

Vamos ver agora uma classe de canais quânticos, introduzidos em [47], de grande impor-
tância na teoria da informação quântica, como veremos no próximo capítulo.

De�nição 2.3.23. Um canal quântico (A,NEB, B) é dito um canal entanglement-

breaking (ou canal EB) se, para qualquer sistema quântico C e estado ρCA ∈ D(HC⊗HA),
o estado (idC ⊗NEB)(ρCA) é separável.

Teorema 2.3.24 ([10, 47]). Para um canal quântico (A,NEB, B), as seguintes a�rmações
são equivalentes:

1. NEB é entanglement-breaking.

2. A matriz de Choi CNEB é separável.

3. NEB possui representação de Choi-Kraus com operadores de posto um.

Demonstração. 1 → 2 segue da Proposição 2.3.8, que nos dá, paraHC
∼= HA, que CNEB =

dA(idC ⊗NEB)(ωdA), que é separável caso vale 1.
Para ver que 2 → 3, suponha que CNEB é separável. Então pela Proposição 2.2.9, para

algum conjunto de índices X e p ∈ P(X ), existem vetores normalizados |ψx⟩ ∈ HA, |φx⟩ ∈
HB tais que:

(idA ⊗NEB)(ωdA) =
1

dA

∑
ij

|i⟩⟨j|A ⊗NEB(|i⟩⟨j|A) =
∑
x∈X

p(x) |ψx⟩⟨ψx|A ⊗ |φx⟩⟨φx|B .

(2.22)

Considere o mapa Φ : B(HA) → B(HB) dado por:

Φ(ρ) = dA
∑
x∈X

Tr {p(x) |ψx⟩⟨ψx|A ρ} |φx⟩⟨φx|B .

Vejamos que Φ é um canal quântico com representação de Kraus dada por:{
Kx ≡

√
dAp(x) |φx⟩B ⟨ψx|A

}
x∈X

.
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Note que cada Kx tem posto um. É imediato que Φ =
∑

xAdKx , basta então veri�car
que

∑
xK

†
xKx = 1A. ∑

x∈X

K†
xKx =

∑
x∈X

dAp(x) ⟨φx|φx⟩ |ψx⟩⟨ψx|A

= dA
∑
x∈X

p(x) |ψx⟩⟨ψx|A ,

note porém que:

∑
x∈X

p(x) |ψx⟩⟨ψx|A = TrB

{∑
x∈X

p(x) |ψx⟩⟨ψx|A ⊗ |φx⟩⟨φx|B

}

=
1

dA
TrB

{∑
ij

|i⟩⟨j|A ⊗NEB(|i⟩⟨j|A)

}
(por (2.22))

=
1

dA

∑
ij

|i⟩⟨j|A ⊗ Tr
{
NEB(|i⟩⟨j|A)

}
=

1

dA

∑
ij

|i⟩⟨j|A ⊗ Tr {|i⟩⟨j|A}

=
1

dA

∑
i

|i⟩⟨i|A

=
1A

dA
,

que nos dá
∑

xK
†
xKx = 1A. Por �m vejamos que Φ = NEB. Para isso, note que:

(idA ⊗ Φ)(ωdA) =
1

dA

∑
ij

|i⟩⟨j|A ⊗

(
dA
∑
x∈X

Tr {p(x) |ψx⟩⟨ψx|A |i⟩⟨j|} |φx⟩⟨φx|B

)
=
∑
x∈X

p(x)
∑
ij

⟨ψx|i⟩ |i⟩⟨j|A ⟨j|ψx⟩ ⊗ |φx⟩⟨φx|B

=
∑
x∈X

p(x) |ψx⟩⟨ψx|A ⊗ |φx⟩⟨φx|B

= (idA ⊗NEB)(ωdA),

logo CNEB = CΦ, e pelo isomor�smo de Choi-Jamioªkowski temos NEB = Φ.

Vejamos agora que 3 → 1. Suponha que NEB tem representação de Choi-Kraus
{Kx ≡ |φx⟩B ⟨ψx|A}Rx=1, onde podemos assumir que |φx⟩B é normalizado. Então:

R∑
x=1

K†
xKx =

R∑
x=1

|ψx⟩⟨ψx|A = 1A. (2.23)

Seja HC
∼= HA e ρCA ∈ D(HC ⊗HA):

(idC ⊗NEB)(ρCA) =
R∑

x=1

(1C ⊗ |φx⟩B ⟨ψx|A)ρ
CA(1C ⊗ |ψx⟩A ⟨φx|B)
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=
R∑

x=1

(1C ⊗ |φx⟩B)(1C ⊗ ⟨ψx|A)ρ
CA(1C ⊗ |ψx⟩A)(1C ⊗ ⟨φx|B)

=
R∑

x=1

TrA
{
ρCA(1C ⊗ |ψx⟩⟨ψx|A)

}
⊗ |φx⟩⟨φx|B .

De�nindo

ρCx =
TrA

{
ρCA(1C ⊗ |ψx⟩⟨ψx|A)

}
Tr {ρCA(1C ⊗ |ψx⟩⟨ψx|A)}

, p(x) = Tr
{
ρCA(1C ⊗ |ψx⟩⟨ψx|A)

}
,

temos que:

(idC ⊗NEB)(ρCA) =
R∑

x=1

p(x)ρCx ⊗ |φx⟩⟨φx|B

é separável se p for uma distribuição de probabilidade. Do Lema 3.2.12:

p(x) = Tr
{
ρCA(1C ⊗ |ψx⟩⟨ψx|A)

}
= Tr

{
TrC

{
ρCA

}
|ψx⟩⟨ψx|A

}
,

e por (2.23) isso de�ne uma probabilidade (pois as projeções |ψx⟩⟨ψx|A de�nem um
POVM). Como ρCA é arbitrário, obtemos 1.



Capítulo 3

Teoria da Informação Quântica

Na Seção 3.1, que segue principalmente [10], vamos ver como informação clássica pode
ser representada por estados quânticos na forma de ensembles de estados distinguíveis, e
como informação clássica pode ser armazenada em sistemas quânticos e transmitida por
canais quânticos. Para isso, de�nimos classes de canais quânticos cujas entradas ou saídas
são estados distinguíveis, fornecendo uma caracterização dos canais entanglement-breaking
em termos dessas classes. Na Seção 3.2, seguindo [10, 27], introduzimos a entropia quân-
tica, assim como outras versões quânticas das quantidades entrópicas vistas no Capítulo
1. Veremos também a dita quantidade de Holevo de um ensemble, uma cota superior
para a quantidade máxima de informação clássica que pode ser armazenada �elmente no
ensemble.

3.1 Informação Clássica em Sistemas Quânticos

Nesta seção, vamos ver que sistemas quânticos podem armazenar informação clássica
�elmente caso seja preparado em um estado misto cujas componentes puras são ortogonais
entre si.

3.1.1 Estados Distinguíveis

Considere o seguinte cenário: Alice quer armazenar símbolos de X , gerados pela variável
aleatória X, em um sistema quântico A. Para isso, ela escolhe um estado ρx ∈ D(HA)
para cada x ∈ X , e prepara o sistema no estado:

ρA =
∑
x∈X

pX(x)ρx, (3.1)

que corresponde ao ensemble {pX(x), ρx}x∈X . Futuramente, Bob quer acessar os dados
armazenados (sabendo que correspondem à variável aleatória X). Para isso, ele deve
realizar uma medição sobre A dada por um POVM {Λy}y∈X . Idealmente, Bob gostaria de
diferenciar entre os elementos de X , ou equivalentemente, entre as distribuições δx, que
correspondem aos elementos extremais de P(X ). Na teoria da informação clássica isso é
possível, já que nesse caso Ext(P(X )) é �nito. Bob pode estar incerto de qual símbolo
foi armazenado, mas ele sempre sabe diferenciar os possíveis resultados. Mas o espaço
de estados puros de um sistema quântico é in�nito (não-enumerável), o que impede que
medições com �nitos resultados possíveis diferenciem perfeitamente entre dois estados
quânticos puros.

59
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De�nição 3.1.1 (Estados Distinguíveis). Um conjunto de estados {ρx}x∈X ∈ D(HA) é
dito distinguível se existe uma medição {Λy}y∈X sobre A tal que:

∀x, y ∈ X , Tr {ρxΛy} = δx(y), (3.2)

ou seja, que se o estado de A é ρx, então o resultado da medição é x com probabilidade
um. Dizemos que os estados ρx são distinguíveis entre si.

Em contraste com a teoria clássica onde os estados do sistemas são sempre distinguí-
veis, não é sempre possível distinguir entre diferentes estados de um sistema quânticos
com apenas uma medição:

Proposição 3.1.2 ([11]). Um conjunto de estados {ρx}x∈X ∈ D(HA) é distinguível se e
somente se {ρx}x∈X forem ortogonais entre si sob o produto interno de Hilbert-Schmidt.

Assim, vemos que Alice pode armazenar informação clássica de uma fonte X perfeita-
mente em HA caso |X | ≤ dA, codi�cando os símbolos x ∈ X em estados ortogonais.

Exemplo 3.1.3. Um caso simples é quando X = {0, 1}, HA = (CX )⊗n, e para cada
x ∈ X , ρx = |x⟩⟨x|, onde {|x⟩}x∈X é a base computacional de HA. Aqui é possível
armazenar n bits de informação clássica em n qubits. Para recuperar os dados clássicos,
basta realizar a medição com respeito à base computacional.

De�nição 3.1.4 (Estado Clássico). Um estado ρA ∈ D(HA) é dito um estado clássico
de A se, para {|x⟩}x∈X a base computacional de HA e p ∈ P(X ):

ρA =
∑
x∈X

p(x) |x⟩⟨x| .

Um estado clássico determina (e é determinado por) uma distribuição p ∈ P(X ). É
fácil ver que se ρ é um estado clássico e U ∈ B(HA) é unitária, então UρU † é estado
clássico.

A existência de conjuntos de estados não-distinguíveis está intimamente associada com
o seguinte resultado:

Proposição 3.1.5. Não existe operador unitário U ∈ B(HA ⊗ HA) que, para quaisquer
vetores normalizados |ψ⟩ , |φ⟩ ∈ HA, satisfaça:

U(|ψ⟩ ⊗ |φ⟩) = |ψ⟩ ⊗ |ψ⟩ .

Implicando que não existe maneira universal de clonar estados puros. Para uma de-
monstração, ver [10]. Um resultado análogo também vale para estados mistos [48][49].

3.1.2 Estados Clássico-Quânticos

No cenário de armazenamento e acesso de uma fonte clássica X em um sistema quântico
A, assumimos que Bob conhece a distribuição pX , assim seu objetivo é apenas determinar
qual emissão de X foi armazenada. Esse é um detalhe importante pois caso o ensemble de
Alice tenha estados não-distinguíveis, Bob não poderia reconstruir pX . A incerteza clás-
sica advinda de X se mistura com a incerteza quântica gerada pela não-distinguibilidade.
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Para levar isso em conta, basta considerar o sistema de Alice como sendo o sistema
bipartite CX ⊗HA e que Alice prepara o ensemble clássico-quântico:

{pX(x), |x⟩⟨x|X ⊗ ρAx }x∈X , (3.3)

onde {|x⟩X}x∈X é a base computacional de CX . Assim, não há dúvida quanto à distribu-
ição pX , que pode ser determinada realizando medições locais no sistema CX . Os estados
do ensemble são ortogonais entre si, de forma a separar a incerteza clássica da quântica.

De�nição 3.1.6 (Estado Clássico-Quântico). O estado misto correspondente ao ensemble
clássico-quântico acima é dito um estado clássico-quântico e tem matriz densidade dada
por:

ρXA =
∑
x∈X

pX(x) |x⟩⟨x|X ⊗ ρAx . (3.4)

Equivalentemente, um estado clássico-quântico em um sistema CX ⊗ HA é um estado
separável dado por (3.4) tal que os estados {|x⟩⟨x|X}x∈X são distinguíveis.

Note que TrX
{
ρXA

}
= ρA, com ρA dado em (3.1). Para qualquer ensemble {pX(x), ρx}x∈X

com X �nito, existe um estado clássico-quântico em D(CX ⊗ HA) associado, dado por
(3.4).

3.1.3 Canais Clássico-Clássicos (C-C)

Vejamos agora que canais clássicos surgem como um caso particular de canal quântico.

De�nição 3.1.7 (Canal Clássico-Clássico). Chamamos de Canal Clássico-Clássico ou
Canal C-C um canal quântico (A,NCC , B) que leva estados clássicos (De�nição 3.1.4)
de A em estados clássicos de B.

É de se esperar que tais canais correspondam exatamente com os canais clássicos vistos
no Capítulo 1. É o que mostraremos agora.

Teorema 3.1.8. (i) Um canal quântico clássico-clássico NCC : B(HA) → B(HB) deter-
mina um canal clássico (X , N,Y), dado por:

N(y|x) = Tr
{
NCC(|x⟩⟨x|) |y⟩⟨y|

}
.

(ii) Reciprocamente, dado um canal clássico (X , N,Y), existe um canal C-C NCC :
B(CX ) → B(CY) tal que:

NCC(|x⟩⟨x|) =
∑
y∈Y

N(y|x) |y⟩⟨y| .

Demonstração. Para ver (i), note que como NCC é canal C-C, para cada x ∈ X :

NCC(|x⟩⟨x|) =
∑
y∈Y

pY |X(y|x) |y⟩⟨y| ,

com pY |X(·|x) ∈ P(Y). De�nindo N(x) = pY |X(·|x), temos:

N(y|x) = pY |X(y|x) = Tr
{
NCC(|x⟩⟨x|) |y⟩⟨y|

}
.
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Para ver (ii), considere o canal NCC com a seguinte representação de Kraus:{√
N(y|x) |y⟩⟨x|

}
x∈X ,y∈Y

.

Que isso é de fato uma representação de Kraus segue de N ser uma distribuição de
probabilidade. Considere a ação do canal no estado clássico ρX =

∑
x∈X pX(x) |x⟩⟨x|:

NCC(ρX) =
∑
x,y

(√
N(y|x) |y⟩⟨x|

)
ρX
(√

N(y|x) |x⟩⟨y|
)

=
∑
x,y

N(y|x) ⟨x|ρX |x⟩ |y⟩⟨y|

=
∑
x,y

N(y|x)pX(x) |y⟩⟨y|

=
∑
y

(∑
x

N(y|x)pX(x)

)
|y⟩⟨y| .

Como
∑

xN(·|x)pX(x) ∈ P(Y), NCC(ρX) é um estado clássico. Em particular, tomando
pX = δx, temos:

NCC(|x⟩⟨x|) =
∑
y∈Y

N(y|x) |y⟩⟨y| .

Exemplo 3.1.9 (Canal Clássico Sem Ruído [12]). O canal clássico sem ruído (X , N(x) ≡
δx,X ) é representado como canal quântico C-C dado por:

∆(ρ) =
∑
x∈X

⟨x|ρ|x⟩ |x⟩ ⟨x| ,

que no contexto da teoria quântica é chamado de completely dephasing channel.

3.1.4 Canais Clássico-Quânticos (C-Q)

Canais quânticos que tomam como entrada estados clássicos tem um papel fundamental no
que segue. Tais canais são por vezes de�nidos na literatura como mapas N : X → B(HB),
onde X é um conjunto �nito de índices, ou seja, são uma codi�cação do alfabeto clássico X
no sistema quântico B. Como aqui canais quânticos são sempre mapas entre operadores,
vamos fazer um esforço a �m de obter uma de�nição adequada ao formalismo desenvolvido
até aqui.

De�nição 3.1.10 (Canais Clássico-Quânticos). Um canal NCQ : B(HA) → B(HB) é
dito um canal clássico-quântico ou canal C-Q se existe uma base {|x⟩A}x∈X de HA e
estados {σB

x }x∈X de forma que a ação de NCQ em um estado ρA é dada por:

NCQ(ρA) =
∑
x∈X

⟨x|ρA|x⟩A σ
B
x (3.5)

Denotamos este canal por (X ,NCQ ≡ σB
x , B).

Um canal C-Q tem o efeito de uma medição na base {|x⟩A}x∈X sobre A e preparo do
estado σB

x condicionado ao resultado da medição, por isso canais Q-C são também são
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chamados de canais de preparo. Em particular, dado p ∈ P(X ), a ação de NCQ no
estado clássico ρA =

∑
x∈X p(x) |x⟩⟨x| é:

NCQ(ρA) =
∑
x∈X

p(x)σB
x ,

levando distribuições de probabilidade sobre X em ensembles {p(x), σB
x } de B. O mapa

x 7→ σB
x determina inteiramente o canal C-Q. Se escrevermos:

σB
x =

dB∑
y=1

|axy⟩⟨axy| ,

e Kxy = |axy⟩⟨x|A, então {Kxy}dA,dB
x,y=1 é uma representação de Kraus para NCQ.

3.1.5 Canais Quântico-Clássicos (Q-C)

De�nição 3.1.11 (Canal Quântico-Clássico). Seja Y um conjunto �nito com {|y⟩}y∈Y
uma base ortonormal para CY . Um canal NQC : B(HA) → B(CY) é dito um canal
quântico-clássico ou canal Q-C se existe uma medição {Λy}y∈Y sobre A tal que, para
todo ρA ∈ D(HA):

NQC(ρA) =
∑
y∈Y

Tr
{
ρAΛy

}
|y⟩⟨y| . (3.6)

Denotamos este canal por (A,NQC ,Y).

Tomando {|j⟩}dAj=1 a base computacional de HA e

Kyj = |y⟩⟨j|
√

Λy, (3.7)

então {Kyj}dAj=1,y∈Y é uma representação de Choi-Kraus de NQC . Canais Q-C tem o efeito
de realizar uma medição sobre A e registrar o resultado no sistema clássico Y , por isso
são chamados também de canais de medição.

Reciprocamente, para qualquer medição {Λy}y∈Y sobre A, podemos de�nir um canal
Q-C associado, dado pela expressão (3.6)

3.1.6 Caracterização de Canais Entanglement-Breaking

Lema 3.1.12. Canais C-C, C-Q e Q-C são entanglement-breaking.

Demonstração. Parte do Teorema 2.3.24, já que canais C-C, C-Q e Q-C têm representação
de Choi-Kraus com operadores de posto um.

Teorema 3.1.13. Se (A,NEB, B) é um canal EB, então existem canais (A,NQC ,X ) Q-C
e (X ,NCQ, B) C-Q tais que NEB = NCQ ◦ NQC.

Demonstração. Como na demonstração do Teorema 2.3.24, NEB tem representação de
Choi-Kraus dada por {Kx ≡ |φx⟩B ⟨ψx|A}Rx=1, onde vale (2.23), de forma que {|ψx⟩⟨ψx|A}Rx=1
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é um POVM. Tomando X = {1, 2, . . . , R}, seja NQC o canal Q-C dado por (3.6) com
Λx = |ψx⟩⟨ψx|A, e seja NCQ o canal dado C-Q por (3.5) com σB

x = |φx⟩⟨φx|B. Então:

(NCQ ◦ NQC)(ρA) =
∑
x′∈X

⟨x′|

(∑
x∈X

⟨ψx|ρA|ψx⟩ |x⟩⟨x|

)
|x′⟩ |φx⟩⟨φx|B

=
∑
x∈X

|φx⟩ ⟨ψx|ρA|ψx⟩ ⟨φx|

=
∑
x∈X

Kxρ
AK†

x

= NEB(ρA).

Ou seja, canais EB são canais Q-C-Q, também chamados de canais de medição-
preparo.

3.2 Entropia Quântica

Vamos ver a versão quântica da entropia de Shannon, de�nida para estados quânticos,
independentemente da escolha de matriz densidade para representá-la.

3.2.1 De�nição

De�nição 3.2.1 (Entropia Quântica). Dado um estado ρ ∈ D(HA), a entropia de von
Neumann ou entropia quântica de ρ é dada por:

S(ρ) = −Tr {ρ log ρ} . (3.8)

Aqui, log(ρ) está bem de�nida para qualquer estado com autovalores não-nulos e é
independente da escolha de matriz densidade [50].

Lema 3.2.2 ([50]). Para qualquer X ∈ B(HA) diagonalizável para o qual log(X) está
bem de�nido, se X = UDU † com D = diag(x1, x2, . . . , xdA) e U unitário, então log(X) =
U log(D)U † onde

log(D) = diag(log(x1), log(x2), . . . , log(xdA)).

É fácil ver que a entropia quântica de um estado ρ é invariante por evolução unitária
ρ 7→ UρU †:

S(UρU †) = −Tr
{
UρU † log(UρU †)

}
= −Tr

{
UρU †U log(ρ)U †}

= −Tr {ρ log ρ}
= S(ρ).

Portanto, para calcular a entropia quântica de um estado, basta considerar a matriz
densidade diagonal associada à sua decomposição espectral, lembrando da convenção 0 ·
log 0 = 0.
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Teorema 3.2.3. Se ρ tem decomposição espectral dada por:

ρ =

dA∑
x=1

p(x) |x⟩⟨x|A , (3.9)

então S(ρ) = H(p).

Demonstração. Basta notar que na base espectral a matriz densidade é a matriz diagonal
com entradas p(x). Neste caso Tr {ρ log ρ} =

∑
x p(x) log(p(x)) = H(p).

Corolário 3.2.4. Se ρ ∈ CX é um estado clássico correspondente a p ∈ P(X ), então
S(ρ) = H(p).

Exemplo 3.2.5. Seja |+⟩ = 1√
2
(|0⟩+ |1⟩). Considere o estado misto:

ρ =
1

2
|0⟩⟨0|+ 1

2
|+⟩⟨+| .

Os autovalores de ρ são cos2(π/8) e sin2(π/8). A entropia da Shannon da mistura es-
tatística (1

2
, 1
2
) entre |0⟩⟨0| e |+⟩⟨+| é Hbin(

1
2
) = 1, enquanto S(ρ) = Hbin(cos

2(π/8)) =
0.6. Como veremos na Proposição 3.2.8, a divergência entre os valores se dá pela não-
ortogonalidade entre |0⟩ e |+⟩.

Teorema 3.2.6. Para todo ρ ∈ D(HA), 0 ≤ S(ρ) ≤ log dA. E ainda:

(1) S(ρ) = 0 se, e somente se, ρ é estado puro.

(2) S(ρ) = log dA se, e somente se, ρ é o estado maximamente misto 1
dA
1A.

Demonstração. Pelo Teorema 3.2.3, se ρ tem decomposição espectral (3.9), S(ρ) = H(p).
(1 ) segue pois H(p) = 0 se e somente se p = δx com 1 ≤ x ≤ dA, que ocorre exatamente
quando ρ é um estado puro. Também por (3.9), S(ρ) = H(p) = log dA se e somente se
p(x) = 1/dA.

A seguinte proposição segue facilmente da Decomposição de Schmidt (Proposição
2.2.6).

Proposição 3.2.7. Seja ρAB um estado puro do sistema bipartite AB, então:

S(ρA) = S(ρB).

Proposição 3.2.8 (Entropia Quântica do Ensemble [11]). Dado um ensemble {p(x), ρx}x∈X
em A, temos:

S

(∑
x∈X

p(x)ρx

)
≤
∑
x∈X

p(x)S(ρx) +H(p), (3.10)

com igualdade se e somente se os estados são ortogonais. Em particular:

S

(∑
x∈X

p(x) |x⟩⟨x| ⊗ ρAx

)
= H(p) +

∑
x∈X

p(x)S(ρAx ). (3.11)
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3.2.2 Entropia Relativa Quântica

Podemos também de�nir a versão quântica da entropia relativa (De�nição 1.1.25).

De�nição 3.2.9 (Entropia Relativa Quântica). Dados estados ρ, σ ∈ D(HA), a entropia
relativa quântica de ρ para σ é dada por:

D(ρ||σ) = Tr {ρ(log ρ− log σ)}

se supp(ρ) ⊂ supp(σ) e +∞ caso contrário.

É fácil veri�car o seguinte resultado, análogo ao Teorema 1.1.27:

Proposição 3.2.10. S(ρA) = log dA −D(ρA|| 1
dA
1A).

Se ρ e σ forem estados clássicos sob a mesma base, então D(ρ||σ) se reduz à entropia
relativa clássica (De�nição 1.1.25). Naquele caso a não-negatividade era garantida pela
Desigualdade de Gibbs (1.1.26). Temos um resultado análogo no caso quântico:

Proposição 3.2.11 (Desigualdade de Klein [5, 13]). Para quaisquer ρ, σ ∈ D(HA):

D(ρ||σ) ≥ 0,

com igualdade se e somente se ρ = σ.

Lema 3.2.12. Para todo σAB, Tr
{
σAB(X ⊗ 1B)

}
= Tr

{
TrB

{
σAB

}
X
}
.

Lema 3.2.13. Para ρA ∈ D(HA) e ρ
B ∈ D(HB),

log(ρA ⊗ ρB) = log(ρA)⊗ 1B + 1A ⊗ log(ρB).

Teorema 3.2.14 (Sub-aditividade da Entropia Quântica). Para ρAB ∈ D(HA ⊗ HB),
S(ρAB) ≤ S(ρA) + S(ρB), com igualdade se, e somente se, ρAB = ρA ⊗ ρB.

Demonstração. Pela Desigualdade de Klein:

S(ρAB) ≤ −Tr
{
ρAB log(ρA ⊗ ρB)

}
(e pelos Lemas 3.2.12 e 3.2.13, lembrando que ρA = TrB

{
ρAB

}
)

= −Tr
{
ρAB(log(ρA)⊗ 1B + 1A ⊗ log(ρB))

}
= −Tr

{
ρAB(log(ρA)⊗ 1B)

}
− Tr

{
ρAB(1A ⊗ log(ρB))

}
= −Tr

{
ρA(log(ρA)⊗ 1B)

}
− Tr

{
ρB(1A ⊗ log(ρB))

}
= −Tr

{
ρA log(ρA)

}
− Tr

{
ρB log(ρB)

}
= S(ρA) + S(ρB),

onde usamos que:

Tr
{
ρA(log(ρA)⊗ 1B)

}
= TrA

{
TrB

{
ρA(log(ρA)⊗ 1B)

}}
= TrA

{
ρA log(ρA)

}
= Tr

{
ρA log(ρA)

}
.

Proposição 3.2.15 (Desigualdade do Processamento de Dados Quântica [13]). Dados
estados ρ, σ ∈ D(HA), e um canal quântico (A,N , B):

D(N (ρ)||N (σ)) ≤ D(ρ||σ).
Em particular, considerando o traço parcial como canal quântico (Exemplo 2.3.14):

Corolário 3.2.16 (Monotonicidade da Entropia Relativa Quântica). Para estados ρAB, σAB ∈
D(HA ⊗HB):

D(ρA||σA) ≤ D(ρAB||σAB).
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3.2.3 Informação Mútua Quântica

Apesar de não existir uma noção na teoria quântica análoga à probabilidade condicional,
podemos reproduzir a fórmula do Teorema 1.1.12 usando a entropia quântica:

De�nição 3.2.17 (Entropia Condicional Quântica). Para um estado ρAB de um sistema
bipartite AB, a entropia condicional quântica de A dado B no estado ρAB é:

S(A|B)ρ = S(ρAB)− S(ρB).

Ao contrário da entropia condicional clássica, a entropia condicional quântica pode ser
negativa. De fato, pela Proposição 3.2.6, para um estado puro ρAB do sistema bipartite
AB, S(A|B)ρ = −S(ρB).

De�nição 3.2.18 (Informação Mútua Quântica). Para um estado ρAB de um sistema
bipartite AB a informação mútua quântica entre A e B no estado ρAB é:

I(A : B)ρ = S(ρA) + S(ρB)− S(ρAB).

Analogamente à informação mútua clássica, temos:

I(A : B)ρ = S(ρA)− S(A|B)ρ = S(ρB)− S(B|A)ρ. (3.12)

Teorema 3.2.19. Para um estado ρAB de um sistema bipartite AB:

I(A : B)ρ = D(ρAB||ρA ⊗ ρB).

Demonstração. Pelos Lemas 3.2.12 e 3.2.13:

D(ρAB||ρA ⊗ ρB) = TrAB

{
ρAB(log ρAB − log ρA ⊗ ρB)

}
= TrAB

{
ρAB(log ρAB − log ρA ⊗ 1B − 1A ⊗ log ρB)

}
= S(ρA) + S(ρB)− S(ρAB)

= I(A : B)ρ.

Corolário 3.2.20. Para qualquer estado ρAB de AB, I(A : B) ≥ 0.

Teorema 3.2.21 (Subaditividade Forte da Entropia Quântica). Sempre temos que:

S(ρABC) + S(ρB) ≤ S(ρAB) + S(ρBC).

Equivalentemente, I(A : B)ρ ≤ I(A : BC)ρ.

Demonstração. Seja σABC = ρA ⊗ ρBC . Pelo Corolário 3.2.16:

D(ρAB||σAB) ≤ D(ρABC ||σABC) (3.13)

e, pelo Teorema 3.2.19:

D(ρABC ||σABC) = I(A : BC)ρ = S(ρA) + S(ρBC)− S(ρABC).

Similarmente:

D(ρAB||σAB) = I(A : B)ρ = S(ρA) + S(ρB)− S(ρAB).

Substituindo em (3.13), obtemos o resultado.
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3.2.4 A Quantidade de Holevo

Vamos agora considerar as quantidades entrópicas quânticas de estados clássico-quânticos.

Teorema 3.2.22. Se ρXA é o estado clássico-quântico associado ao ensemble
{pX(x), ρAx }x∈X , então:

S(A|X)ρ =
∑
x∈X

pX(x)S(ρ
A
x ).

Demonstração. Pela Proposição 3.2.8:

S(A|X)ρ = S(ρXA)− S(ρX) = H(pX) +
∑
x∈X

pX(x)S(ρ
A
x )−H(pX)

Por (3.12) e pelo Teorema 3.2.22, a informação mútua quântica do estado clássico-
quântico ρXA é:

I(X : A)ρ = S(ρA)− S(A|X)ρ = S

(∑
x∈X

pX(x)ρ
A
x

)
−
∑
x∈X

pX(x)S(ρ
A
x ). (3.14)

De�nição 3.2.23 (Quantidade de Holevo). Dado um ensemble E = {pX(x), ρAx }x∈X de
A, de�nimos:

χ(E) = I(X : A)ρ = S

(∑
x∈X

pX(x)ρ
A
x

)
−
∑
x∈X

pX(x)S(ρ
A
x ), (3.15)

com ρXA =
∑

x∈X p(x) |x⟩⟨x| ⊗ ρAx .

Por (3.15) e pelo Corolário 3.2.20, a quantidade de Holevo é sempre não-negativa.
Como consequência obtemos a concavidade da entropia quântica.

Corolário 3.2.24 (Concavidade da Entropia Quântica ). Dado um ensemble de A
E = {pX(x), ρAx }x∈X :

S

(∑
x∈X

pX(x)ρ
A
x

)
≥
∑
x∈X

pX(x)S(ρ
A
x ).

3.2.5 O Teorema de Holevo

Para um ensemble {pX(x), ρx}x∈X e medição {Λy}y∈Y �xados, temos exatamente o cenário
de comunicação por canal que estudamos no Capítulo 1, onde o papel do ruído é feito
pela incerteza devido à indistinguibilidade dos estados do ensemble. De�nimos o canal
clássico NΛ : X → P(Y) por:

NΛ(y|x) = ⟨ρx,Λy⟩HS = Tr {ρxΛy} .

Tomamos Y como sendo a resultado da medição, ou seja, é uma variável aleatória com
valores em Y e com distribuição tal que pX,Y = pX(x)NΛ(y|x).
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De�nição 3.2.25 (Informação Acessível). A informação acessível de um ensemble
{pX(x), ρx}x∈X em HA, é dada por:

Iacc({pX , ρx}) = sup
Λ
I(X : Y ),

onde o supremo é tomado sob todas as medições Λ : Y → B(HA)
+ para qualquer Y .

Ou seja, é a quantidade máxima de informação clássica que pode ser armazenada
�elmente no ensemble {pX(x), ρx}x∈X . Dado qualquer conjunto de estados quânticos
{ρx}x∈X , temos:

sup
pX∈P(X )

Iacc({pX , ρx}) = sup
pX∈P(X )

sup
Λ
I(X : Y )

= sup
Λ

sup
pX∈P(X )

I(X : Y )

= sup
Λ
C(NΛ), (3.16)

onde (3.16) segue do Teorema da Codi�cação de Canais. Se {pX , ρx}x∈X é um ensemble
de estados distinguíveis e Λ é uma medição que os distingue, então:

Iacc({pX , ρx}) = H(X).

Proposição 3.2.26 ([51][52]). Dado um ensemble {pX , ρx} em HA, existe uma medição
Λ : Y → B(HA)

+ tal que Iacc({pX , ρx}) = I(X : Y ) com |Y| ≤ d2A.

Isso nos dá a cota superior Iacc({pX , ρx}) < 2 log dA, por (1.3). Note que essa cota não
depende do ensemble, que implica que, apesar de possuir in�nitos estados quânticos, o
sistema quântico A pode armazenar apenas uma quantidade �nita de informação clássica.

Calcular a informação acessível de um ensemble não é um problema trivial e é de
grande interesse (ver [53, 54]). A di�culdade é devido ao supremo ser sobre qualquer
POVM. Vejamos porém que a quantidade de Holevo do ensemble sempre fornece uma
cota superior para a informação acessível.

Teorema 3.2.27 (Teorema de Holevo). Para qualquer ensemble E = {pX(x), ρAx }x∈X de
estados de HA, temos que:

Iacc(E) ≤ χ(E), (3.17)

com igualdade se e somente se os operadores pX(x)ρ
A
x comutam entre si.

Demonstração. Seja ρXA o estado clássico-quântico (3.4) associado a E . Por (3.15) e pelo
Teorema 3.2.19, χ(E) = I(X : A)ρ = D(ρXA||ρX ⊗ρA). Dada uma medição {Λy}y∈Y , seja
(A,N ,Y) o canal Q-C associado (De�nição 3.1.11). Então:

(1X ⊗N )(ρXA) =
∑
x∈X

∑
y∈Y

Tr
{
ρAxΛy

}
|x⟩⟨x| ⊗ |y⟩⟨y|

=
∑
x∈X

∑
y∈Y

NΛ(y|x) |x⟩⟨x| ⊗ |y⟩⟨y|

= Diag(pX,Y ),
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onde pX,Y é o vetor de probabilidade em P(X×Y) de�nido por pX,Y (x, y) = pX(x)NΛ(y|x),
que interpretamos como estado clássico em D(CX ⊗CY). Neste caso a informação mútua
clássica e a informação mútua quântica coincidem e temos:

I(X : Y ) = D(pX,Y ||pX × pY )

= D((1X ⊗N )(ρXA)||ρX ⊗N (ρA))

≤ D(ρXA||ρX ⊗ ρA)

= χ(E),

com a desigualdade seguindo da Proposição 3.2.15. O teorema segue tomando o supremo
entre as medições. Uma demonstração para o critério de igualdade pode ser encontrada
em [13].

Corolário 3.2.28. Para qualquer ensemble E = {pX(x), ρAx }x∈X de A, temos que:

sup
Λ
C(NΛ) ≤ sup

p∈P(X )

χ(E) ≤ log(dA). (3.18)

O corolário acima mostra que um qubit pode armazenar �elmente no máximo um bit
de informação clássica.



Capítulo 4

Comunicação Clássica por Canais

Quânticos

Nesse capítulo, segundo principalmente [34, 13, 14], vamos explorar o uso de canais quân-
ticos na transmissão de informação clássica, ou seja, de como obter um canal clássico a
partir de um canal quântico. Esse é um processo que pode ser feito de diversas manei-
ras, dependendo de quais recursos quânticos utilizamos, levando a diferentes noções de
capacidade. Na Seção 4.1, introduzimos diversas quantidades relacionadas à transmissão
de informação clássica por canais quânticos. De�nimos formalmente a noção de código
quântico e de capacidade clássica de canais quânticos, que são dadas interpretações ope-
racionais em termos de esquemas de codi�cação. Enunciamos então o Teorema de HSW,
que é o análogo quântico do Teorema da Codi�cação de Canais, e citamos algumas de
suas consequências. A Seção 4.2 se dedica ao estudo da conjectura da aditividade, que
permaneceu um dos principais problemas em aberto da teoria da informação quântica,
que se mostrou falsa.

4.1 Capacidade Clássica de Canais Quânticos

Começamos ilustrando uma maneira de obter um canal clássico a partir de um canal
quântico.

Dado o canal quântico (A,N , B), considere que Alice quer enviar a Bob uma letra do
alfabeto X . Para isso, ela codi�ca cada x ∈ X em um estado Q(x) = ρAx ∈ D(HA). Para
enviar x, ela prepara o estado ρAx e o envia por N , de forma que Bob recebe o estado
σB
x = N (ρAx ) ∈ D(HB) que ele acessa realizando uma medição dada por um POVM

{Λy}y∈Y sobre o sistema B, obtendo um resultado y ∈ Y . Se Alice quer transmitir a
variável aleatória X com valores em X , ela prepara o ensemble E = {pX(x), ρAx }.

Figura 4.1: Esquema de comunicação clássica por um canal quântico. Triângulos representam

informação clássica e círculos representam informação quântica.

71
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Fixada uma codi�caçãoQ(x) = ρAx e uma medição {Λy}y∈Y , obtemos um canal clássico
(X , NQ,Λ,Y) dado por:

NQ,Λ(y|x) = Tr
{
N (ρAx )Λy

}
. (4.1)

A capacidade deste canal é dada pelo Teorema da Codi�cação de Canais:

C(NQ,Λ) = sup
pX∈P(X )

I(X : NQ,Λ(X)) = sup
pX∈P(X )

{
H(NQ,Λ(pX))−

∑
x∈X

pX(x)NQ,Λ(x)

}
.

Otimizando em relação à medição, obtemos:

sup
Λ
C(NQ,Λ) = sup

Λ
sup

pX∈P(X )

I(X : NQ,Λ(X)) (4.2)

= sup
pX∈P(X )

sup
Λ
I(X : NQ,Λ(X)) (4.3)

= sup
pX∈P(X )

Iacc({pX(x),N (ρAx )}). (4.4)

Otimizando também em relação ao ensemble, ou seja, em relação a Q e pX , temos um pos-
sível candidato à capacidade clássica de um canal quântico, que vamos de�nir formalmente
adiante.

De�nição 4.1.1 (Informação Acessível do Canal). A informação acessível do canal
quântico (A,N , B) é de�nida por:

Iacc(N ) = sup
Q,Λ

C(NQ,Λ) = sup
E
Iacc({pX(x),N (ρAx )}) (4.5)

Com o supremo na expressão à direita em (4.5) acima sendo sobre os possíveis ensem-
bles E = {pX(x), ρAx }. Para facilitar a exposição, vamos introduzir a seguinte notação:
Fixados um ensemble E = {pX(x),Q(x)} e um POVM {Λy}y∈Y , denotamos por:

IN (E : Λ) = I(X : NQ,Λ(X)) = H(NQ,Λ(pX))−
∑
x∈X

pX(x)NQ,Λ(x) (4.6)

a informação mútua clássica entre a entrada X com distribuição pX e saída NQ,Λ(X),
resultantes do esquema de codi�cação Q e decodi�cação Λ.

Proposição 4.1.2 ([55]). O supremo sobre ensembles E de A em (4.5) pode ser substituído
pelo máximo entre ensembles de estados puros {p(x), |ψx⟩⟨ψx|}x∈X com |X | ≤ d2A + 1.

Por (4.4), Proposição 3.2.26 e Proposição 4.1.2:

Iacc(N ) = max
E,Λ

IN (E : Λ).

Assim como no caso clássico, a noção de capacidade deve levar em consideração múlti-
plos usos independentes do canal. Vamos ver que a informação acessível falha em capturar
o comportamento desses casos, pois não é uma quantidade aditiva. Por exemplo, taxa de
transmissão (que vamos de�nir para canais quânticos a seguir) maior é atingível codi�-
cando o canal produto N ⊗N ⊗N . Nesse caso é possível atingir a taxa de transmissão:

1

3
Iacc(N ⊗N ⊗N ),



CAPÍTULO 4. COMUNICAÇÃO CLÁSSICA POR CANAIS QUÂNTICOS 73

que é uma quantidade pelo menos tão grande quanto Iacc(N ):

Teorema 4.1.3. Para quaisquer canais quânticos (A,N1, B), (C,N2, D):

Iacc(N1) + Iacc(N2) ≤ Iacc(N1 ⊗N2). (4.7)

Demonstração. SejamQ1,Q2 e Λ1,Λ2 tais que Iacc(N1) = C(NQ1,Λ1) e Iacc(N2) = C(NQ2,Λ2).
Tomando Q = Q1 ⊗Q2 e Λ = Λ1 ⊗Λ2 para N1 ⊗N2, temos que NQ,Λ = NQ1,Λ1 ×NQ2,Λ2 .
Pela superaditividade da capacidade de canais clássicos (Teorema 1.4.2):

C(NQ1,Λ1) + C(NQ2,Λ2) ≤ C(NQ1⊗Q2,Λ1⊗Λ2) ≤ Iacc(N1 ⊗N2).

Nosso interesse no comportamento assintótico de múltiplos usos independentes do
canal nos leva a considerar a quantidade:

Ireg(N ) = sup
n

1

n
Iacc(N⊗n) = lim

n→∞

1

n
Iacc(N⊗n), (4.8)

dita informação acessível regularizada de N . A segunda igualdade em (4.8) segue
da superaditividade da informação acessível (Teorema 4.1.3) (ver também appendix A
em [56]). Esta expressão é de pouco uso computacionalmente. Ao contrário do caso para
canais clássicos, essa expressão não se reduz ao caso de um único uso do canal, o motivo
sendo a superaditividade estrita da informação acessível.

Proposição 4.1.4. A informação acessível não é aditiva.

Isto foi primeiro demonstrado por Holevo em [57]. Veja [58] para um exemplo de canal
N com Iacc(N ) < 1

3
Iacc(N ⊗N ⊗N ).

Assim como na discussão sobre informação acessível de um ensemble, aqui podemos
obter uma cota superior mais simples de calcular. A expressão à direita em (4.5) e o
Teorema de Holevo (3.2.27) sugerem a seguinte de�nição:

De�nição 4.1.5 (Capacidade de Holevo). Dado um canal quântico (A,N , B), a capaci-
dade de Holevo N é de�nida por:

χ(N ) = sup
{p(x),ρAx }x∈X

χ({p(x),N (ρAx )}x∈X ), (4.9)

com supremo sobre todos os ensembles {p(x), ρAx }x∈X sobre qualquer X �nito.

Proposição 4.1.6 ([55]). O supremo sobre ensembles de A em (4.9) pode ser substituído
pelo máximo entre ensembles de estados puros {p(x), |ψx⟩⟨ψx|}x∈X com |X | ≤ d2A.

Pelo Teorema de Holevo (3.2.27) e (4.5), sempre temos:

Iacc(N ) ≤ χ(N ). (4.10)

Teorema 4.1.7. Para quaisquer canais quânticos (A,N1, B), (C,N2, D):

χ(N1) + χ(N2) ≤ χ(N1 ⊗N2).
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Demonstração. Segue pois para quaisquer ensembles {p(x), ρAx }x∈X e {q(y), ρCy }y∈Y em A
e C respectivamente:

χ({p(x),N1(ρ
A
x )}) + χ({q(y),N2(ρ

C
y )}) = χ({p(x)q(y),N1(ρ

A
x )⊗N2(ρ

C
y )})

≤ χ(N1 ⊗N2).

Se e quando a capacidade de Holevo é ou não uma quantidade aditiva é uma questão
delicada, à qual iremos dedicar a Seção 4.2. Devemos então considerar a quantidade de
Holevo regularizada:

χreg(N ) = sup
n

1

n
χ(N⊗n) = lim

n→∞

1

n
χ(N⊗n).

A de�nição de códigos para comunicação clássica por um canal quântico é análoga ao
caso clássico (De�nição 1.2.6):

De�nição 4.1.8 (Código de Canal Quântico). Um (M,n)-código para o canal quântico
(A,N , B) consiste em:

� Um conjunto M = {1, 2, . . . ,M} de mensagens e conjuntos �nitos X e Y , ditos
alfabetos de entrada e saída, respectivamente.

� Uma livro-código clássico Cn : M → X n.

� Um canal C-Q (X n,Qn, An) que age por xn 7→ ρA
n

xn .

� Um canal Q-C (Bn,Λn,Yn) associado à medição sobre B dada por {Λn
yn}yn∈Yn .

� Uma decodi�cação clássica Dn : Yn → M.

Para enviar a mensagem m codi�cada pela palavra-código xn(m), Alice prepara o
estado Qn(xn(m)) = ρA

n

xn(m) e o envia pelo canal N⊗n. Bob recebe o estado N⊗n(ρA
n

xn(m)) =

σBn

xn(m) ∈ D(H⊗n
B ) e realiza a medição {Λn

yn}yn∈Yn obtendo uma palavra yn ∈ Yn, que ele
decodi�ca como Dn(yn) = m̂. A probabilidade de que Bob decodi�ca corretamente a
mensagem m é: ∑

yn:Dn(yn)=m

Tr
{
σBn

xn(m)Λyn
}
.

Assim como no caso clássico, assumimos que as mensagens de M são emitidas uniforme-
mente, induzindo uma distribuição pXn ∼ Cn(W ) em X n. SeXn e Y n denotam as entradas
de Qn e saídas de Λn respectivamente, a informação mútua clássica I(Xn : Y n) sob esse
código é IN⊗n(En : Λn), dada por (4.6), com ensemble En = {pXn(xn), ρA

n

xn(m)}xn∈Xn , por
isso denotamos esse código por (En,Λn). Omitimos os índices n quando o contexto for
claro.
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De�nição 4.1.9. Dado um (M,n)-código (E ,Λ) para o canal quântico (A,N , B), de�ni-
mos:

� Probabilidade condicional de erro para a mensagem m:

Pe(E ,Λ)(m) = 1−
∑

yn:Dn(yn)=m

Tr
{
σBn

xn(m)Λyn
}

=
∑

yn:Dn(yn)=m

Tr
{
σBn

xn(m)(1B − Λyn)
}
.

� Probabilidade média de erro:

Pe(E ,Λ) =
1

M

∑
m∈M

Pe(E ,Λ)(m).

� A taxa de transmissão é dada por:

R =
logM

n
.

No que segue, denotamos por:

pe(M,n) = min
(E,Λ)

Pe(E ,Λ) (4.11)

a probabilidade média de erro minimizada entre todos os (M,n)-códigos (E ,Λ) para N .

De�nição 4.1.10 (Capacidade Clássica). Uma taxa R ≥ 0 é dita atingível para o canal
quântico (A,N , B) se R = 0 ou se existe uma sequência de (Mn, n)-códigos para N tais
que

R = lim
n→∞

logMn

n
, lim

n→∞
pe(Mn, n) = 0.

A capacidade clássica de N é de�nida por:

C(N ) = sup{R ≥ 0 |R é atingível para N}.

Essa de�nição é a versão quântica do que chamamos de capacidade operacional no
Capítulo 1 e, assim como naquele caso, essa de�nição não indica uma maneira de cal-
cular a capacidade clássica de um canal especí�co. No caso clássico isso foi remediado
pelo Teorema da Codi�cação de Canais, que fornece a capacidade como a capacidade
informacional, relativa a um único uso do canal, apesar da de�nição operacional de capa-
cidade clássica depender do comportamento assintótico de múltiplos usos independentes
do canal. Isso se deu pela aditividade da capacidade informacional.

Teorema 4.1.11 ([13]). A capacidade clássica de um canal quântico (A,N , B) é dada
por:

C(N ) = Ireg(N ) = lim
n→∞

1

n
max
E,Λ

IN⊗n(E : Λ).

Demonstração. Para ver que C ≤ Ireg(N ), considere uma sequência de (2nR, n)-códigos
(En,Λn) de taxa R > 0. De forma idêntica à demonstração da parte recíproca do Teorema
da Codi�cação de Canais (1.3.2), obtemos:

Pe(En,Λn) ≥ 1− I(Xn : Y n)

nR
− 1

nR
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= 1− IN⊗n(En,Λn)

nR
− 1

nR

≥ 1− 1

nR
max
E,Λ

IN⊗n(E ,Λ)− 1

nR
,

onde I(Xn : Y n) = IN⊗n(En,Λn) por (4.6). Como (En,Λn) é arbitrário, podemos substi-
tuir Pe(En,Λn) por pe(2nR, n) nas desigualdades acima. Tomando n→ ∞:

lim
n→∞

pe(2
nR, n) ≥ 1− Ireg(N )

R
.

Logo, para R > Ireg(N ), limn→∞ pe(2
nR, n) > 0 e portanto C(N ) ≤ Ireg(N ).

Para ver que C ≥ Ireg(N ), basta mostrar que qualquer taxa R < Ireg(N ) é atin-
gível. Seja então tal R, e seja n0 tal que n0R < Iacc(N⊗n0). Tome Q e Λn0 tais que
Iacc(N⊗n0) = C(NQ,Λn0 ) como na equação (4.5) (a Proposição 4.1.2 garante suas existên-
cias). Pelo Teorema da Codi�cação de Canais temos que n0R é uma taxa atingível para
NQ,Λn0 , logo existe uma sequência de (2n(n0R), n)-códigos clássicos para NQ,Λn0 tais que
P n
e → 0. Combinando esses códigos clássicos com a codi�cação Q e medição Λn0 , obte-

mos (2n(n0R), n)-códigos quânticos e concluímos que n0R é uma taxa atingível para N⊗n0 .
Esses mesmos códigos quânticos podem ser vistos como códigos de blocos de tamanho
nn0 para N , e portanto pe(nn0, 2

n(n0R)) → 0 para N .

Agora, para qualquer n′ > 0, podemos obter n su�cientemente grande tal que:

nn0 ≤ n′ ≤ (n+ 1)n0.

Então temos, escolhendo R′ de forma que (1 + 1
n
)R ≤ R′ < Iacc(N⊗n):

pe(2
n′R, n′) ≤ pe(2

(n+1)n0R, nn0) ≤ pe(2
n(n0R′), nn0) → 0,

onde a primeira e segunda desigualdades expressam que aumenta a probabilidade de erro
codi�cando com taxas maiores e blocos menores, e taxas maiores com blocos de mesmo
tamanho, respectivamente.

4.1.1 Esquemas de Codi�cação

Em um (M,n)-código quântico geral, tanto Alice quanto Bob podem utilizar emaranha-
mento como recurso. Na Seção 1.4, vimos que correlações clássicas entre entradas de um
canal DSM não podem utilizadas para atingir taxas de transmissão maiores. No contexto
quântico, temos à disposição não só entradas com correlações clássicas, mas também cor-
relações quânticas, na forma de estados emaranhados. Supondo que um canal quântico
preserve emaranhamento entre suas entradas, é possível que Bob detecte tais correlações.
Pelo Teorema da Não-Comunicação (Teorema 2.2.18), isso só é possível se a medição de
Bob for uma medição conjunta sobre o sistema composto de todas as componentes das
entradas.

É então instrutivo estudar os diferentes esquemas de codi�cação de um canal quântico
obtidos pela utilização ou não de emaranhamento, tanto por Alice quanto por Bob. A
vantagem desta perspectiva é que quando Alice codi�ca palavras xn ∈ X n exclusivamente
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por estados produto, tomando, em termos da De�nição 4.1.8, Qn = Q⊗n para algum canal
C-Q (X ,Q, A), então o canal resultante N⊗n◦Q⊗n é um canal C-Q. Similarmente, se Bob
realiza somente medições locais em cada componente da saída, dadas por Λn = Λ⊗n para
algum canal Q-C (B,Λ,Y), então o canal resultante Λ⊗n ◦N⊗n é um canal Q-C. Vejamos
em mais detalhe os quatro esquemas que resultam da utilização ou não de emaranhamento
por Alice ou Bob:

PP: (Estados Produto e Medições Produto) Neste caso, �xamos um canal C-Q (X ,Q, A)
com Q(x) = ρAx e um canal Q-C (B,Λ,Y), e de�nimos para cada n > 1 um (M,n)-
código de forma que Qn = (Q)⊗n e Λn = (Λ)⊗n, ou seja, tais que:

Qn(xn) = Q(x1)⊗Q(x2)⊗ · · · ⊗ Q(xn) = ρAx1
⊗ ρAx2

⊗ · · · ⊗ ρAxn
,

e
Λyn = Λy1 ⊗ Λy2 ⊗ · · · ⊗ Λyn .

Figura 4.2: Esquema PP: estados produto e medições produto.

EP: (Estados Emaranhados e Medições Produto) Neste caso, �xamos um canal Q-C
(B,Λ,Y), e de�nimos para cada n > 1 um (M,n)-código onde Qn é qualquer e
Λn = (Λ)⊗n.

Figura 4.3: Esquema EP: estados emaranhados e medições produto.

PE: (Estados Produto e Medições Conjuntas) Neste caso, �xamos um canal C-Q (X ,Q, A)
com Q(x) = ρAx e de�nimos para cada n > 1 um (M,n)-código com Qn = (Q)⊗n e
Λ qualquer.
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Figura 4.4: Esquema PE: estados produto e medições conjuntas.

Figura 4.5: Esquema EE: estados emaranhados e medições conjuntas.

EE: (Estados Emaranhados e Medições Conjuntas) Neste caso consideramos (M,n)-
códigos sem restrições.

Para cada esquema, temos uma noção adequada de capacidade clássica.

De�nição 4.1.12 (Capacidades [14]). Para um canal quântico (A,N , B), de�nimos:

CPP (N ) = lim
n→∞

1

n
max

E⊗n,Λ⊗n
IN⊗n(E⊗n,Λ⊗n); (4.12)

CEP (N ) = lim
n→∞

1

n
max
E,Λ⊗n

IN⊗n(E ,Λ⊗n); (4.13)

CPE(N ) = lim
n→∞

1

n
max
E⊗n,Λ

IN⊗n(E⊗n,Λ); (4.14)

CEE(N ) = lim
n→∞

1

n
max
E,Λ

IN⊗n(E ,Λ). (4.15)

Pelo Teorema 4.1.11, sempre temos que:

CEE(N ) = C(N ).

Teorema 4.1.13. Para qualquer canal quântico (A,N , B):

CPP (N ) = Iacc(N ).

Demonstração. SejaNQ⊗n,Λ⊗n o canal como em (4.1), comQ⊗n um esquema de codi�cação
em estados produto de An e Λ⊗n uma medição produto sobre Bn.

A probabilidade de transição de NQ⊗n,Λ⊗n é dada por:

pY n|Xn(y1, y2, . . . , yn|x1(m), x2(m), . . . , xn(m))
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=Tr
{
(Λy1 ⊗ Λy2 · · ·Λyn)(N (ρAx1(m))⊗N (ρAx2(m))⊗ · · ·N (ρAxn(m)))

}
=

n∏
i=1

Tr
{
Λ(yi)N (ρAxi(m))

}
=

n∏
i=1

pY |X(yi|xi(m)).

Ou seja, NQ⊗n,Λ⊗n = N×n
Q,Λ. Pela aditividade da capacidade de canais clássicos (Seção 1.4)

temos que C(NQ⊗n,Λ⊗n) = nC(NQ,Λ). Isso implica que:

sup
E⊗n,Λ⊗n

IN⊗n(E⊗n,Λ⊗n) = n sup
E,Λ

IN (E ,Λ) = nIacc(N ).

Substituindo em (4.12), obtemos o resultado.

Teorema 4.1.14. Para qualquer canal quântico (A,N , B):

CEP (N ) = CPP (N ) = Iacc(N ). (4.16)

Demonstração. A demonstração que segue é adaptada de [13] (ver [14] para uma demons-
tração alternativa). Note que sempre vale a desigualdade:

CPP (N ) ≤ CEP (N ),

já que os ensembles produto E⊗n em (4.12) são casos particulares de ensembles E em
(4.13). Vamos mostrar a desigualdade reversa para estabelecer a igualdade. Para isso,
basta mostrar que, para dois canais (A1,N1, B1) e (A2,N2, B2) quaisquer:

max
E,Λ1⊗Λ2

IN1⊗N2(E ,Λ1 ⊗ Λ2) ≤ max
E1,Λ1

IN1(E1,Λ1) + max
E2,Λ2

IN2(E2,Λ2), (4.17)

já que por superaditividade da informação acessível (4.1.3), a desigualdade acima implica
em particular que CEP (N ) ≤ CPP (N ).

Para obter (4.17), considere um ensemble E = {pX , ρA1A2
x }x∈X como entrada deN1⊗N2

e uma medição produto Λ1 ⊗ Λ2 sobre o sistema B1B2. O canal clássico resultante tem
probabilidade de transição (como em (4.1)) dada por:

pY1,Y2|X(y1, y2|x) = Tr
{
ρA1A2
x (N1 ⊗N2)

∗(Λ1
y1
⊗ Λ2

y2
)
}
= Tr

{
ρA1A2
x N ∗

1 (Λ
1
y1
)⊗N ∗

2 (Λ
2
y2
)
}
,

que podemos expressar como:

pY1,Y2|X(y1, y2|x) = pY2|X(y2|x)pY1|,Y2,X(y1|y2, x),

onde

pY2|X(y2|x) = Tr
{
ρA2
x N ∗

2 (Λ
2
y2
)
}

pY1|,Y2,X(y1|y2, x) = Tr
{
ρA1
y2,x

N ∗
1 (Λ

1
y1
)
}
,

com

ρA2
x = TrA1

{
ρA1A2
x

}
ρA1
y2,x

=
TrA2

{
ρA1A2
x (1A1 ⊗N ∗

2 (Λ
2
y2
))
}

Tr
{
ρA1A2
x (1A1 ⊗N ∗

2 (Λ
2
y2
))
} .
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Tomando E1 = {pX1(y2, x), ρ
A1
y2,x

} e E2 = {pX2(x), ρ
A2
x }, temos, pela de�nição de informa-

ção mútua clássica:

I(Y1, Y2 : X) = H(Y1, Y2)−H(Y1, Y2|X)

(e pela subaditividade da entropia e regra da cadeia para entropia condicional)

≤ H(Y1)−H(Y1|Y2, X) +H(Y2)−H(Y2|X)

= I(Y1 : Y2, X) + I(Y2 : X)

= IN1(E1,Λ1) + IN2(E2,Λ2).

Tomando o máximo entre os ensembles, obtemos (4.17).

Note que esse resultado era esperado, já que são necessárias medições conjuntas para
detectar emaranhamento.

4.1.2 Capacidade Clássica de Canais C-Q

Os esquemas de codi�cação com estados produto (PP e PE) resultam em um canal C-Q
(X n,N⊗n ◦ Q⊗n ≡ σBn

xn , Bn), logo para esses casos podemos nos restringir à análise de
canais C-Q. Já vimos que a capacidade resultante do esquema PP é a informação acessível
do canal. Já o esquema PE requer um estudo mais cuidadoso.

Teorema 4.1.15 (Capacidade de Holevo de Canais C-Q). A Capacidade de Holevo de
um canal C-Q (X ,N ≡ σB

x , B) é dado por:

max
pX

I(X : B)ρXB = max
pX

{
S

(∑
x∈X

pX(x)σ
B
x

)
−
∑
x∈X

pX(x)S(σ
B
x )

}
, (4.18)

onde
ρXB =

∑
x∈X

pX(x) |x⟩⟨x| ⊗ σB
x .

Ou seja, podemos nos restringir a otimizar sob os ensembles do tipo E = {pX(x), |x⟩⟨x|}x∈X
em (4.9).

Demonstração. Seja {q(i), ρi}i∈Σ um ensemble em CX tal que χ(N ) = χ({q(i),N (ρi)})
(que existe pela Proposição 4.1.6). Considere as decomposições espectrais de ρi:

ρi =

|X |∑
j=1

αij |ϕij⟩⟨ϕij| .

Então, como N é canal C-Q:

N (ρi) =
∑
x∈X

⟨x|ρi|x⟩ σB
x

=
∑
x∈X

|X |∑
j=1

αij ⟨x|ϕij⟩ ⟨ϕij|x⟩ σB
x

=

|X |∑
j=1

∑
x∈X

αij ⟨x|ϕij⟩2 σB
x .
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Note que:

p(x) =
∑
i∈Σ

|X |∑
j=1

q(i)αij ⟨x|ϕij⟩2

é uma distribuição de probabilidade em X . Temos:

S

(∑
i∈Σ

q(i)N (ρi)

)
= S

∑
i∈Σ

q(i)

 |X |∑
j=1

∑
x∈X

αij ⟨x|ϕij⟩2 σB
x


= S

∑
x∈X

∑
i∈Σ

|X |∑
j=1

q(i)αij ⟨x|ϕij⟩2
σB

x


= S

(∑
x∈X

p(x)σB
x

)
. (4.19)

Por concavidade da entropia quântica:

−
∑
i∈Σ

q(i)S(N (ρi)) = −
∑
i∈Σ

q(i)S

 |X |∑
j=1

∑
x∈X

αij ⟨x|ϕij⟩2 σB
x


≤ −

∑
i∈Σ

q(i)

|X |∑
j=1

∑
x∈X

αij ⟨x|ϕij⟩2 S
(
σB
x

)
= −

∑
x∈X

p(x)S(σB
x ). (4.20)

Somando (4.19) e (4.20):

χ({q(i), ρi}) ≤ S

(∑
x∈X

p(x)σB
x

)
−
∑
x∈X

p(x)S(σB
x ) = χ({p(x), σB

x }).

Mas escolhemos {q(i), ρi} como um ensemble que maximiza a quantidade de Holevo, logo
χ({q(i), ρi}) = χ({p(x), σB

x } = χ(N ). A expressão (4.18) segue então de (3.15).

Finalmente, podemos enunciar o análogo quântico do Teorema da Codi�cação de Ca-
nais:

Teorema 4.1.16 (Teorema de Holevo-Schumacher-Westmoreland (HSW)). Para todo ca-
nal C-Q (X ,N ≡ σB

x , B):
C(N ) = χ(N )

Note que, pelo Teorema 4.1.15, a capacidade de Holevo é, assim como a capacidade
informacional de um canal clássico, o supremo de uma informação mútua. A demonstração
do Teorema de HSW, à qual vamos dedicar o próximo capítulo, é similar ao Teorema da
Codi�cação de Canais. Vejamos algumas de suas aplicações importantes.

Teorema 4.1.17. Para qualquer canal quântico (A,N , B):

CPE(N ) = χ(N ) (4.21)
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Demonstração. Seja (X ,Q, A) o canal C-Q correspondente ao esquema PE e sejam Ñ⊗n =
N⊗n ◦ Q⊗n, também canais C-Q. Note que, para cada n ≥ 1:

max
E⊗n,Λ

IN⊗n(E⊗n,Λ) = max
E,Λ

IÑ⊗n(E : Λ),

já que, para qualquer estado ρA
n

xn de um ensemble E de An, Ñ⊗n(ρA
n

xn ) é um estado produto.

Por (4.14) e pelo Teorema 4.1.11:

CPE(N ) = lim
n→∞

1

n
max
E⊗n,Λ

IN⊗n(E⊗n,Λ) = lim
n→∞

1

n
max
E,Λ

IÑ⊗n(E : Λ) = C(Ñ ) = χ(Ñ ).

Basta notar agora que χ(Ñ ) = χ(N ). Para isso, seja Ẽ = {pX(x), |x⟩⟨x|}x∈X tal que
χ(Ñ ) = χ({pX(x), Ñ (|x⟩⟨x|)}). Então:

χ(Ñ ) = S

(∑
x∈X

pX(x)N ◦ Q(|x⟩⟨x|)

)
−
∑
x∈X

pX(x)S(N ◦ Q(|x⟩⟨x|)) ≤ χ(N ).

Por outro lado, se E = {pX(x), ρAx }x∈X é tal que χ(N ) = χ({pX(x),N (ρAx )}), então
de�nindo Q por Q(x) = ρAx temos:

χ(N ) = χ({pX(x),N ◦ Q(|x⟩⟨x|)}) ≤ χ(Ñ ).

Note que, para um canal C-Q (X ,N ≡ σB
x , B) e pX ∈ P(X ), denotando por σ o estado

misto correspondente ao ensemble {pX(x), σB
x }x∈X :

σ =
∑
x∈X

pX(x)σ
B
x ,

então S(σ) corresponde ao primeiro termo em χ({pX(x), σB
x }), logo:

C(N ) ≤ χ({pX(x), σB
x }) ≤ S(σ) ≤ log dB.

Proposição 4.1.18 ([13]). Para um canal C-Q , C(N ) = Iacc(N ) se, e somente se os
operadores pX(x)σ

B
x comutam, com p ∈ P(X ) tal que χ(N ) = χ({p(x), σB

x }).

4.1.3 Capacidade Clássica de Canais Quânticos

Como corolário do Teorema de HSW, obtemos o seguinte resultado, também referido na
literatura como Teorema de Holevo-Schumacher-Westmoreland, que nos dá a capacidade
clássica de um canal quântico qualquer em termos da capacidade de Holevo de suas
extensões sem memória.

Teorema 4.1.19. Para todo canal quântico (A,N , B):

C(N ) = χreg(N ) = lim
n→∞

1

n
χ(N⊗n). (4.22)

Em particular, se para todo n > 0, χ(N⊗n) = nχ(N ), então C(N ) = χ(N ).
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Demonstração. Que C(N ) ≤ χreg(N ) segue do Teorema 4.1.11 e do Teorema de Holevo
3.2.27. Para ver que χreg(N ) ≤ C(N ), seja R < χreg(N ), n0 > 0 e um ensemble
En0 = {pn0(x), ρ

n0
x }x∈X0 para algum X0 tais que:

n0R < χ({pn0(x),N⊗n0(ρn0
x )}x∈X0).

Considere então o canal C-Q (X0, Ñ ≡ N⊗n0(ρn0
x ), Bn0). Pelo Teorema de HSW:

n0R < χ({pn0(x),N⊗n0(ρ(n0)
x )}x∈X0) ≤ C(N⊗n0),

ou seja, n0R é uma taxa atingível para Ñ . Denotando por p̃e(M,n) a probabilidade
mínima de erro de Ñ , temos:

pe(2
(nn0)R, nn0) ≤ p̃e(2

n(n0R), n) → 0,

e similarmente à demonstração do Teorema 4.1.11, podemos concluir que R é uma taxa
atingível para N .

Note que, apesar de sempre termos Iacc(N ) ≤ χ(N ) (4.10), temos também que
Ireg(N ) = χreg(N ) = C(N ). Eis um exemplo de cálculo da capacidade clássica utili-
zando o Teorema 4.1.19:

Teorema 4.1.20 (Canais Quânticos de Capacidade Zero). Dado um canal quântico
(A,N , B), C(N ) = 0 se e somente se N é constante, ou seja, existe σB ∈ D(HB) tal
que N = σBTr {·}.

Demonstração. Se N é constante, então para qualquer ensemble E = {pX(x), ρAx }x∈X de
A:

χ(E) = S

(∑
x∈X

pX(x)σ
BTr

{
ρAx
})

−
∑
x∈X

pX(x)S(σ
BTr

{
ρAx
}
) = 0,

logo χ(N ) = 0. É fácil ver que χ(N⊗n) é constante para todo n > 0. Segue do Teorema
4.1.19 que C(N ) = 0. Suponha agora que N não é constante, ou seja que existem
ρA1 , ρ

A
2 ∈ D(HA) tais que N (ρA1 ) ̸= N (ρA2 ). Considere um estado clássico-quântico:

ρXA =
1

2
|1⟩⟨1| ⊗ ρA1 +

1

2
|2⟩⟨2| ⊗ ρA2 ,

onde X = {1, 2}. Note que:

χ({1
2
, ρAx }x∈X ) = I(X : A)ρ = D((1X ⊗N )ρXA||ρX ⊗ ρA) = 0

se e somente se (1X ⊗N )ρXA = ρX ⊗ ρA, ou seja:

1

2
|1⟩⟨1| ⊗ N (ρA1 ) +

1

2
|2⟩⟨2| ⊗ N (ρA2 ) =

1X

2
⊗
(
1

2
N (ρA1 ) +

1

2
N (ρA2 )

)
se e somente se N (ρA1 ) = N (ρA2 ). Logo temos que χ({1

2
, ρAx }x∈X ) > 0 e portanto C(N ) ≥

χ(N ) > 0.
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4.2 A Conjectura da Aditividade

Vimos no Capítulo 1 que o Teorema da Codi�cação de Canais fornece uma expressão para
a capacidade de qualquer canal clássico dependendo somente de um uso do canal (a ca-
pacidade informacional), e que isso advém do fato de que a capacidade de canais clássicos
é sempre aditiva. Analogamente, o Teorema 4.1.19 mostra que a capacidade clássica de
um canal quântico é dada pela capacidade de Holevo, que também depende apenas de
um uso do canal, caso sua capacidade de Holevo satisfaça uma hipótese de aditividade.

Se a capacidade de Holevo é ou não aditiva não é uma questão fácil, já que, como
vimos na Seção 1.4, uma demonstração da aditividade da capacidade de canais clássicos
utiliza propriedades que não tem análogo na teoria quântica. Essa questão foi considerada
primeiro implicitamente em [59], e formulada como uma conjectura em [60]. Uma versão
um pouco mais geral da conjectura que se tornou popular é a seguinte:

Conjectura da Aditividade: Para quaisquer canais quânticos N1 e N2:

χ(N1 ⊗N2) = χ(N1) + χ(N2).

Em particular, se a conjectura é verdadeira, então para qualquer canal quântico N , temos
que C(N ) = χreg(N ) = χ(N ) e portanto, que CEE(N ) = CPE(N ).

Na direção de elucidar a conjectura, se demostrou que a conjectura é satisfeita se
restrita a diversas classes de canais quânticos. Por exemplo, canais ideais [20], canais
depolarizadores [61] e canais unitários de qubits [62] satisfazem a conjectura. Veremos a
seguir uma demonstração, por [15], de que canais EB também satisfazem a conjectura.

A conjectura da aditividade permaneceu aberta até 2009, quando Hastings [8] demons-
trou, a partir de uma versão quântica do método de codi�cação aleatória, a existência de
um contraexemplo, que vamos discutir brevemente.

4.2.1 Capacidade Clássica de Canais EB

Vejamos um importante exemplo de classe de canais quânticos para os quais a capacidade
de Holevo é aditiva, e portanto, pelo Teorema 4.1.19, cujas capacidades clássicas coincidem
com suas capacidades de Holevo. Note que a demonstração do Teorema 4.2.2 a seguir não
utiliza o Teorema de HSW (Teorema 4.1.16).

Lema 4.2.1. Para ρAB ∈ D(HA ⊗HB) e um canal quântico (B,N , C):

TrA
{
(idA ⊗N )(ρAB)

}
= N (TrA

{
ρAB

}
) = N (ρB).

Demonstração. Basta comparar as expressões (2.9) e (2.16).

Teorema 4.2.2 (Aditividade dos Canais EB [15]). Para (A,M, C) um canal quântico
qualquer e (B,NEB, D) um canal EB:

χ(M⊗NEB) = χ(M) + χ(NEB).
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Demonstração. Pelo Teorema 4.1.7, basta mostrar que χ(M⊗NEB) ≤ χ(M)+χ(NEB).
Para isso, considere {p(x), ρAB

x }x∈X tal que χ(M⊗NEB) = χ({p(x), (M⊗NEB)(ρAB
x )}),

que existe pela Proposição 4.1.6. Como NEB é canal EB, para cada x ∈ X , (idA ⊗
NEB)(ρAB

x ) é separável, logo pela Proposição 2.2.9, existe Y �nito e qx ∈ P(Y) tais que:

(idA ⊗NEB)(ρAB
x ) =

∑
y∈Y

qx(y) |axy⟩⟨axy| ⊗ |dxy⟩⟨dxy| ,

com |axy⟩ ∈ HA e |dxy⟩ ∈ HD. Seja σY CD
x ∈ D(CY ⊗HC ⊗HD) dado por:

σY CD
x =

∑
y∈Y

qx(y) |y⟩⟨y| ⊗M(|axy⟩⟨axy|)⊗ |dxy⟩⟨dxy| .

Pela subaditividade forte da entropia quântica (Teorema 3.2.21):

S(σCD
x ) ≥ S(σY CD

x )− S(σY D
x ) + S(σD

x ), (4.23)

onde

σCD
x =

∑
y∈Y

qx(y)M(|axy⟩⟨axy|)⊗ |dxy⟩⟨dxy| = (M⊗NEB)(ρAB
x ). (4.24)

Como σY CD
x é um estado clássico-quântico, pelo Teorema 3.2.8 e pela aditividade da

entropia quântica para estados produto ( Teorema 3.2.14):

S(σY CD
x ) = H(qx) +

∑
y∈Y

qx(y)S(M(|axy⟩⟨axy|)⊗ |dxy⟩⟨dxy|)

= H(qx) +
∑
y∈Y

qx(y)S(M(|axy⟩⟨axy|)) +
∑
y∈Y

qx(y)S(|dxy⟩⟨dxy|)

= H(qx) +
∑
y∈Y

qx(y)S(M(|axy⟩⟨axy|)), (4.25)

onde usamos que S(|dxy⟩⟨dxy|) = 0, pelo Teorema 3.2.6. Similarmente:

S(σY D
x ) = H(qx) +

∑
y∈Y

qx(y)S(|dxy⟩⟨dxy|) = H(qx). (4.26)

Notando que:

σC
x =

∑
y∈Y

qx(y)M(|axy⟩⟨axy|) (4.27)

e, pelo Lema 4.2.1:

σD
x =

∑
y∈Y

qx(y) |dxy⟩⟨dxy| = TrA
{
(idA ⊗NEB)(ρAB

x )
}
= NEB(ρBx ). (4.28)

Substituindo (4.25), (4.26) e (4.28) em (4.23):

S((M⊗NEB)(ρAB
x )) ≥

∑
y∈Y

qx(y)S(M(|axy⟩⟨axy|) + S(NEB(ρBx ))
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e somando as desigualdades para cada x ∈ X , obtemos:∑
x∈X

p(x)S((M⊗NEB)(ρAB
x )) ≥

∑
x∈X

∑
y∈Y

p(x)qx(y)S(M(|axy⟩⟨axy|)+
∑
x∈X

p(x)S(NEB(ρBx )).

Finalmente, pela subaditividade da entropia quântica e pela desigualdade acima:

χ({p(x), (M⊗NEB)(ρAB
x )}) = S

(∑
x∈X

p(x)(M⊗NEB)(ρAB
x )

)
−
∑
x∈X

p(x)S((M⊗NEB)(ρAB
x ))

≤ S(ρC) + S(ρD)−
∑
x∈X

∑
y∈Y

p(x)qx(y)S(M(|axy⟩⟨axy|))

−
∑
x∈X

p(x)S(NEB(ρBx )),

onde, por (4.24):

ρCD =
∑
x∈X

p(x)(M⊗NEB)(ρAB
x ) =

∑
x∈X

p(x)σCD
x .

Logo, por (4.27) e (4.28):

ρC =
∑
x∈X

∑
y∈Y

p(x)qx(y)M(|axy⟩⟨axy|), ρD =
∑
x∈X

p(x)σD
x =

∑
x∈X

p(x)NEB(ρBx )

concluímos que:

χ(M⊗NEB) = χ({p(x), (M⊗NEB)(ρAB
x )}) ≤ χ(M) + χ(NEB).

4.2.2 Conjecturas Equivalentes

No esforço de melhor entender a aditividade (ou não) da capacidade de Holevo, diversas
outras quantidades relacionadas foram consideradas, com suas próprias conjecturas de adi-
tividade, que por �m se mostraram equivalentes à conjectura da aditividade e ofereceram
novos métodos para demonstrar a aditividade para certas classes de canais, assim como
potencialmente obter contraexemplos. Vejamos algumas dessas conjecturas equivalentes.

De�nição 4.2.3 (Entropia de Saída Mínima). Dado um canal quântico (A,N , B), sua
entropia de saída mínima é a quantidade Smin(N ) dada por:

Smin(N ) = min
ρ∈D(HA)

S(N (ρ)). (4.29)

Podemos pensar em Smin(N ) como uma medida do quão ruidoso é o canal N .

Pela concavidade da entropia quântica, em (4.29) basta minimizar entre os estados
puros de A. Em particular, para canais C-C, a entropia quântica em (4.29) é a entropia
de Shannon, e neste caso a entropia de saída mínima é aditiva, pois pela Proposição 1.1.4,
um estado puro de um sistema clássico composto é um estado produto. Já para sistemas
quânticos compostos AB, a existência de estados puros emaranhados implica em:

Ext(D(HA ⊗HB)) ⊋ Ext(D(HA))× Ext(D(HB)),
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e portanto a aditividade da entropia de saída mínima não segue diretamente.

O exemplo a seguir sugere que a aditividade da entropia de saída mínima está relaci-
onada à aditividade da capacidade de Holevo.

Exemplo 4.2.4 ([61]). Lembre que no Exemplo 2.3.5 de�nimos o canal depolarizador
Dp : HA → HA, para p ∈ [0, 1], dado por

Dp(ρ) = (1− p)
1A

dA
Tr {ρ}+ pρ.

A capacidade de Holevo de Dp é dada por:

χ(Dp) = log dA − Smin(Dp).

Note que, dado outro canal depolarizador Dq : HB → HB, se a entropia de saída mínima
é aditiva, então:

χ(Dp ⊗Dq) = log(dA · dB)− Smin(Dp ⊗Dq)

= log dA + log dB − Smin(Dp)− Smin(Dq)

= χ(Dp) + χ(Dq).

De fato, para canais depolarizadores, a entropia de saída mínima, e portanto a capacidade
de Holevo, são aditivas.

No geral, um contraexemplo da aditividade da entropia de saída mínima é um contra-
exemplo da aditividade da capacidade de Holevo:

Proposição 4.2.5 ([34]). Para quaisquer dois canais quânticos N1 e N2, se

Smin(N1 ⊗N2) < Smin(N1) + Smin(N2),

então:
χ(N1 ⊗N2) > χ(N1) + χ(N2).

Intuitivamente, se o uso emaranhado dos canais N1 e N2 é menos ruidoso que o uso
independente deles, então é possível transmitir �elmente mais informação pelos canais
emaranhados do que por usos independentes deles.

Outra quantidade relacionada à capacidade de Holevo é uma medida de emaranha-
mento. Lembrando que, pela Proposição 2.2.6, se σAB é um estado puro de um sistema
quântico bipartite AB:

S(σA) = S(σB).

Essa quantidade serve como de�nição para quantidade de emaranhamento presente em
um estado puro [63]. Uma extensão adequada para estados mistos é dada pela de�nição
a seguir [64].

De�nição 4.2.6 (Emaranhamento de Formação). Dado um estado σAB ∈ D(HA ⊗HB),
o emaranhamento de formação de σAB é a quantidade:

EF (σ
AB) = min

E(σ)

{∑
x∈X

p(x)S(|ψx⟩⟨ψx|)

}
,

com E(σ) ensembles do tipo {p(x), |ψx⟩⟨ψx|}x∈X tais que σAB =
∑

x∈X p(x) |ψx⟩⟨ψx|.
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Proposição 4.2.7 ([16]). As seguintes a�rmações são equivalentes:

1. (Aditividade da Capacidade de Holevo) Para quaisquer canais quânticos N1 e N2:

χ(N1 ⊗N2) = χ(N1) + χ(N2). (4.30)

2. (Aditividade da Entropia de Saída Mínima) Para quaisquer dois canais quânticos
N1 e N2:

Smin(N1 ⊗N2) = Smin(N1) + Smin(N2). (4.31)

3. (Aditividade da Entropia de Formação) Para estados σ1 ∈ D(HA1 ⊗ HB1) e σ2 ∈
D(HA2 ⊗HB2):

EF (σ1 ⊗ σ2) = EF (σ1) + EF (σ2).

4. (Superaditividade Forte da Entropia de Formação) Para um estado σ ∈ D(HA1 ⊗
HA2 ⊗HB1 ⊗HB2):

EF (σ) ≥ EF (Tr2 {σ}) + EF (Tr1 {σ}),

onde EF (σ) é calculado sobre a bipartição A1A2|B1B2, Tr1 {·} é o traço parcial do
sistema A1B1 e Tr2 {·} é o traço parcial do sistema A2B2.

4.2.3 O Contraexemplo de Hastings

Vamos descrever o primeiro contraexemplo da conjectura da aditividade, obtido por Has-
tings [8], que utiliza o método probabilístico para demonstrar a existência de um canal
cuja entropia de saída mínima não é aditiva. Os detalhes da demonstração envolvem
a teoria de matrizes aleatórias e está muito além do escopo deste trabalho. Para mais
detalhes, também ver [65, 66].

Para n > 0, sejam Un o grupo de matrizes unitárias em Mn(C) e µn a medida de
Haar normalizada em Un, que é a (única) medida de probabilidade em Un invariante por
produto à esquerda ou direita por elementos de Un (para mais sobre a medida de Haar,
ver [67, 68]). Considere um canal quântico dado por:

N (ρ) =
d∑

i=1

piUiρU
†
i ,

onde d > 0, {pi}di=1 uma distribuição de probabilidade e Ui selecionados aleatoriamente
de Un pela medida de Haar. Seja então o canal:

N (ρ) =
d∑

i=1

piU iρU
†
i ,

é possível então mostrar que existem n e d com 1 ≪ d ≪ n e {pi}di=1 tais que, com
probabilidade não-nula:

Smin(N ⊗N ) < Smin(N ) + Smin(N ) = 2Smin(N ).
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Logo, pelo método probabilístico, deve existir pelo menos um canal N que satisfaz a
relação acima, e pela Proposição 4.2.5, tal N é um contraexemplo da conjectura da adi-
tividade.

Note que a demonstração não é construtiva. De fato, não há ainda um contraexemplo
concreto para a conjectura da aditividade. Para mais sobre a conjectura da aditividade,
ver [19, 17, 18].



Capítulo 5

O Teorema de

Holevo-Schumacher-Westmoreland

Este capítulo se dedica à demonstração do Teorema de Holevo-Schumacher-Westmoreland,
enunciado no Capítulo 4 (Teorema 4.1.16), que é o análogo quântico do Teorema da Co-
di�cação de Canais 1.3.1. Fixamos, no que segue, (X ,N ≡ σB

x , B) um canal C-Q. Lembre
que pe(M,n) = min(E,Λ) Pe(E ,Λ) é a mínima probabilidade média de erro para (M,n)-
códigos (E ,Λ). Assim como o teorema clássico, vamos dividir a demonstração em duas
partes:

Parte Direta: Para R < χ(N ), usamos o método de codi�cação aleatória para
mostrar a existência de uma sequência de códigos cujas taxas tendem à R mas com
probabilidade máxima de erros tendendo a zero.

Parte Recíproca: Usamos o Teorema de Holevo e a aditividade da capacidade de
Holevo para canais C-Q para mostrar que, se R > χ(N ), então:

lim
n→∞

pe(2
nR, n) > 0.

Vamos começar pela parte recíproca, que podemos demonstrar com os resultados do
Capítulo 4. Para demonstrar a parte direta, vamos desenvolver a teoria de tipicalidade
quântica.

5.1 Parte Recíproca

Lema 5.1.1. Para todo n ≥ 1, χ(N⊗n) = nχ(N ). Ou seja, a capacidade de Holevo é
aditiva para canais C-Q.

Demonstração. Segue do Lema 3.1.12 e do Teorema 4.2.2, pois um canal C-Q é um caso
particular de Canal EB, cuja capacidade de Holevo é aditiva.

Demonstração da Parte Recíproca. Temos diretamente do Teorema de Holevo que para
todo n > 0, Iacc(N⊗n) ≤ χ(N⊗n). Pela demonstração do Teorema 4.1.11, obtemos que:

lim
n→∞

pe(2
nR, n) ≥ 1− 1

nR
max
E,Λ

IN⊗n(E ,Λ)− 1

nR
≥ 1− lim

n→∞

χ(N⊗n)

nR
= 1− χ(N )

R
,

90
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com a última igualdade partindo do Lema 5.1.1. Assim, se R > χ(N ), então temos
limn→∞ pe(2

nR, n) > 0.

Em [69, 70] foi demonstrada uma versão forte da parte recíproca, dando explici-
tamente um cota inferior para a probabilidade de erro de um código, mostrando que
limn→∞ pe(2

nR, n) = 1 caso a taxa assintótica dos códigos for maior que a capacidade de
Holevo do canal. Para uma discussão, ver [71].

5.2 Tipicalidade Quântica

Nesta seção, vamos desenvolver a versão quântica da propriedade da equipartição assin-
tótica vista na Seção 1.1.5.

5.2.1 Subespaços Típicos

Analogamente às sequências de variáveis aleatórias Xn i.i.d., vamos considerar estados do
sistema quântico composto Bn do tipo:

σ⊗n = (σB)⊗n =

n vezes︷ ︸︸ ︷
σB ⊗ σB · · · ⊗ σB,

onde σB tem decomposição espectral

σB =
∑
y∈Y

pY (y) |y⟩⟨y|B (5.1)

com |Y| = dB, e portanto (σB)⊗n tem decomposição espectral

σ⊗n =
∑

yn∈Yn

pY n(yn) |yn⟩⟨yn|Bn ,

onde |yn⟩ = |y1⟩ ⊗ |y2⟩ ⊗ · · · ⊗ |ydB⟩ é o autovetor correspondente ao autovalor yn =
y1y2 . . . ydB e pY n(yn) = pY (y1)pY (y2) · · · pY (yn).

De�nição 5.2.1 (Subespaço Típico). O subespaço δ-típico TBn

δ associado ao estado
σB como em (5.1) é o subespaço vetorial de H⊗n

B dado por:

TBn

δ = span{|yn⟩Bn | yn ∈ T Y n

δ },

onde T Y n

δ é conjunto δ-típico em relação a Y ≡ pY .

Chamamos de projetor típico o projetor ΠBn

δ do subespaço TBn

δ , ou seja:

ΠBn

δ =
∑

yn∈TY n
δ

|yn⟩⟨yn|Bn .

Para um δ > 0 �xo, dizemos que um estado ρB
n
é típico em relação a σB se os ve-

tores associados à sua decomposição espectral pertencem a TBn

δ , ou equivalentemente, se
ΠBn

δ ρB
n
= ρB

n
ΠBn

δ .
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Vejamos que subespaços típicos satisfazem resultados análogos aos Teoremas 1.1.33,
1.1.34 e 1.1.35, e suas demonstrações seguem diretamente desses teoremas. Tomamos TBn

δ

associado ao estado σB dado por (5.1).

Teorema 5.2.2 (Equipartição). Vale a desigualdade de operadores:

2−n(S(σB)+δ)ΠBn

δ ≤ ΠBn

δ σ⊗nΠBn

δ ≤ 2−n(S(σB)−δ)ΠBn

δ .

Equivalentemente, aplicando qualquer vetor |yn⟩ ∈ TBn

δ :

2−n(S(σB)+δ) ≤ pY n(yn) ≤ 2−n(S(σB)−δ).

Teorema 5.2.3 (Acúmulo de Probabilidade). Para todo ϵ ∈ (0, 1) e δ > 0, existe n ∈ N
tal que

Tr
{
σ⊗nΠBn

δ

}
≥ 1− ϵ.

Teorema 5.2.4 (Dimensão). Para todo ϵ ∈ (0, 1), existe n ∈ N tal que:

2n(S(σ
B)−δ) ≤ Tr

{
ΠBn

δ

}
≤ 2n(S(σ

B)+δ).

Note que Tr
{
ΠBn

δ

}
= dim(TBn

δ ).

5.2.2 Tipicalidade Condicional Quântica

Considere o ensemble {pX(x), σB
x }x∈X em B, e σXB o estado clássico-quântico correspon-

dente:

σXB =
∑
x∈X

pX(x) |x⟩⟨x| ⊗ σB
x .

Pelo Teorema 3.2.22:

S(B|X)σ =
∑
x∈X

pX(x)S(σ
B
x ). (5.2)

Para cada x ∈ X , escrevemos a decomposição espectral de σB
x como:

σB
x =

∑
y∈Y

pY |X(y|x) |yx⟩⟨yx|B ,

onde novamente |Y| = dB. Pelo Teorema 3.2.3 e pela expressão (1.1) temos:

S(σB
x ) = H(Y |X = x) = −

∑
y∈Y

pY |X(y|x) log(pY |X(y|x)).

Substituindo em (5.2):

S(B|X)σ = H(Y |X),
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com X ≡ pX e Y ≡ pX · pY |X . Para n cópias do ensemble {pX(x), σB
x }x∈X , corresponde o

estado clássico quântico:

σXnBn

=
∑

xn∈Xn

pXn(xn) |xn⟩⟨xn| ⊗ σBn

xn ,

onde

σB
xn =

∑
yn∈Yn

pY n|Xn(yn|xn) |ynxn⟩⟨ynxn|Bn . (5.3)

Interpretando amostras independentes do ensemble {pX(x), σB
x }x∈X como emissões

independentes de um canal clássico-quântico, uma entrada xn ∈ X n corresponde à saída
yn ∈ Yn com probabilidade pY n|Xn(yn|xn) dada em (5.3).

De�nição 5.2.5 (Subespaço Condicionalmente Típico). Dado o ensemble {pX(x), σB
x }x∈X

em B, o subespaço condicionalmente δ-típico com xn ∈ X n é dado por:

T
Bn|xn

δ = span{|ynxn⟩Bn |
∣∣H(yn|xn)− S(B|X)σ

∣∣ < δ},

onde H(yn|xn) é dado na De�nição 1.2.18.

Chamamos de projetor condicionalmente típico o projetor ΠBn|xn

δ do subespaço
T

Bn|xn

δ , ou seja:

Π
Bn|xn

δ =
∑

yn∈TY n|xn
δ

|ynxn⟩⟨ynxn|Bn .

Para um δ > 0 �xo, dizemos que um estado ρB
n
é típico em relação a σB se ΠBn|xn

δ ρB
n
=

ρB
n
Π

Bn|xn

δ .

Os seguintes teoremas seguem diretamente dos Teoremas 1.2.20, 1.2.21, 1.2.22:

Teorema 5.2.6 (Equipartição). Vale a desigualdade de operadores:

2−n(S(B|X)σ+δ)Π
Bn|xn

δ ≤ Π
Bn|xn

δ σ⊗n
xn Π

Bn|xn

δ ≤ 2−n(S(B|X)σ−δ)Π
Bn|xn

δ .

Equivalentemente, aplicando qualquer vetor |ynxn⟩ ∈ T
Bn|xn

δ :

2−n(H(Y |X)+δ) ≤ pY n|Xn(yn|xn) ≤ 2−n(H(Y |X)−δ).

Teorema 5.2.7 (Acúmulo (em Média) de Probabilidade). Para todo ϵ ∈ (0, 1) e δ > 0,
existe n ∈ N tal que:

EXn

{
Tr
{
σBn

XnΠ
Bn|Xn

δ

}}
≥ 1− ϵ. (5.4)

Ou seja, em média com respeito a pXn, a probabilidade de encontrar o estado aleatório
σBn

Xn no subespaço típico T
Bn|Xn

δ se aproxima de 1 para n su�cientemente grande.
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Teorema 5.2.8 (Dimensão). Para todo xn ∈ X n:

dim(T
Bn|xn

δ ) = Tr
{
Π

Bn|xn

δ

}
≤ 2n(S(B|X)σ+δ). (5.5)

Além disso, temos que, para todo ϵ ∈ (0, 1), existe δ > 0 e n su�cientemente grande tais
que:

EXn

{
Tr
{
Π

Bn|Xn

δ

}}
≥ (1− ϵ)2n(S(B|X)σ−δ). (5.6)

5.3 Parte Direta

Estamos prontos para demonstrar (segundo principalmente [12]) a parte direta do Teorema
de HSW:

Se 0 < R < χ(N ), então existe uma sequência de (2nR, n)-códigos quânticos (En,Λn)
tais que Pe(En,Λn) → 0 e portanto pe(2nR, n) → 0.

Podemos assumir, sem perda de generalidade, que, para cada n > 0, o canal Q-C Λn

associado a cada código tem contradomínio M (em termos da De�nição 4.1.8, estamos
tomando Λn := D ◦ Λ).

Fixamos pX ∈ P(X ) tal que χ(N ) = χ({pX(x), σB
x }) e n > 0. Identicamente à

demonstração do Teorema 1.3.1, vamos considerar códigos Cn : M → X n aleatórios com
distribuição dada por (1.15):

pXn(xn(m)) =
n∏

i=1

pX(xi(m)) =
n∏

i=1

pX(xi).

No que segue, para simpli�car a notação, vamos denotar Cn por C quando n for �xo.

Seja δ > 0 tal que R < χ(N )− 3δ. Para cada xn ∈ X n vamos denotar por

Πxn := Π
Bn|xn

δ ,

o projetor condicionalmente típico de xn associado ao ensemble E = {pX(x), σB
x }x∈X .

Escrevemos:
σ =

∑
x∈X

pX(x)σ
B
x ,

e denotamos por:
Πσ := ΠBn

δ ,

o projetor típico associado ao estado σ⊗n.

Note que escolhemos pX tal que, se σXB =
∑

x∈X pX(x) |x⟩⟨x| ⊗ σB
X , então:

χ(N ) = I(X : B) = S(σ)− S(B|X)σ. (5.7)

Analogamente ao caso clássico, onde utilizamos funções indicadoras dos conjuntos
típicos para identi�car erros de transmissão, podemos utilizar projetores típicos para
identi�car a presença de estados em subespaços típicos.



CAPÍTULO 5. O TEOREMA DE HOLEVO-SCHUMACHER-WESTMORELAND 95

Seja:

P =
∑
m∈M

ΠσΠxn(m)Πσ.

Note que P > 0, já que é a soma da conjugação de matrizes positivas por matrizes posi-
tivas (ver [72]).

Note que os estados que pertencem à imagem de P são exatamente os estados típicos
em relação a σ que são condicionalmente típicos com algum xn(m) ∈ X n em relação a E .

Para cada m ∈ M, considere os operadores positivos:

Pm = P− 1
2ΠσΠxn(m)ΠσP

− 1
2 ,

onde aqui denotamos por A−1 a pseudo-inversa de Moore�Penrose de A > 0, que
é a matriz não-negativa tal que AA−1 = A−1A = ΠA, com ΠA a projeção na imagem de A.

Denotando por ΠP a projeção sobre a imagem de P , note que:∑
m∈M

Pm = ΠP .

Bob pode então realizar a seguinte medição sobre Bn:

Λm = Pm +
1

M
(1Bn − ΠP ).

De fato, 1Bn − ΠP ≥ 0 pois ΠP ≤ 1Bn e
∑

m Λm = 1Bn .

A probabilidade média de erro com o código resultante (E ,Λ) é:

Pe(E ,Λ) =
1

M

∑
m∈M

Tr
{
σBn

xn(m)(1Bn − Λm)
}
≤ 1

M

∑
m∈M

Tr
{
σBn

xn(m)(1Bn − Pm)
}

(5.8)

Nosso objetivo é obter uma estimativa para EC{Pe(E ,Λ)}.

Na demonstração da parte direta do Teorema 1.3.1, obtemos uma cota superior da
probabilidade de erro considerando três tipos de erro, a desigualdade (1.17):

EC {Pe} ≤ EC{pY n|C{E0(m)}}+ EC{pY n|C{E1(m)}}+ EC{pY n|C{E2(m)}}.

Essa desigualdade segue simplesmente da subaditividade da probabilidade. No caso
quântico, este tipo de relação se torna não-trivial (ver [73]) devido à não-comutatividade
dos operadores envolvidos, em contraste às funções indicadores do caso clássico. A se-
guinte desigualdade cumpre esse papel na teoria quântica.

Proposição 5.3.1 (Desigualdade de Hayashi-Nagaoka [12, 74, 75]). Para S, T ∈ B(H)+

com S ≤ 1, temos que:

1 − (S + T )−
1
2S(S + T )−

1
2 ≤ 2(1 − S) + 4T,

onde a inversa é a pseudo-inversa de Moore�Penrose.
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Não é imediato que a desigualdade de Hayashi-Nagaoka fornece uma cota similar a
(1.17), mas vamos ver que este é o caso.

Considerando que P = ΠσΠxn(m)Πσ + (P − ΠσΠxn(m)Πσ),

1Bn − Pm = 1Bn − P− 1
2ΠσΠxn(m)ΠσP

− 1
2

≤ 2(1Bn − ΠσΠxn(m)Πσ) + 4(P − ΠσΠxn(m)Πσ).

Substituindo em (5.8):

Pe(E ,Λ) ≤
1

M

∑
m∈M

Tr
{
σBn

xn(m)(1Bn − Pm)
}

≤ 2

M

∑
m∈M

Tr
{
σBn

xn(m)(1Bn − ΠσΠxn(m)Πσ)
}
+

4

M

∑
m∈M

Tr
{
σBn

xn(m)(P − ΠσΠxn(m)Πσ)
}
.QQ

(5.9)

Note que a primeira parcela à direita da desigualdade acima é múltiplo da probabili-
dade da interseção dos eventos:

E0(m) : σBn

xn(m) não é típico em relação à σ.

E1(m) : σBn

xn(m) é típico em relação à σ mas σBn

xn(m) não é condicionalmente típico com
algum xn(m) relação à E .

Já a segunda parcela é múltipla da probabilidade do evento:

E2(m) : σBn

xn(m) é típico em relação à σ e σBn

xn(m) é condicionalmente típico com xn(m̂)
em relação à E , onde m̂ ̸= m.

Por de�nição σBn

xn(m) é condicionalmente típico com xn(m) em relação à E , logo:

σBn

xn(m)Πxn(m) = Πxn(m)σ
Bn

xn(m) (5.10)

Vamos começar analisando o primeiro termo do lado direito de (5.9). Para isso, vamos
usar a seguinte identidade, cuja veri�cação é imediata:

ΠσΠxn(m)Πσ = ΠσΠxn(m) +Πxn(m)Πσ − Πxn(m) + (1Bn − Πσ)Πxn(m)(1Bn − Πσ)

Veri�camos que:

Tr
{
σBn

xn(m)ΠσΠxn(m)Πσ)
}
= Tr

{
σBn

xn(m)ΠσΠxn(m)

}
+ Tr

{
σBn

xn(m)Πxn(m)Πσ

}
− Tr

{
σBn

xn(m)Πxn(m)

}
+ Tr

{
σBn

xn(m)(1Bn − Πσ)Πxn(m)(1Bn − Πσ)
}

≥ Tr
{
σBn

xn(m)ΠσΠxn(m)

}
+ Tr

{
σBn

xn(m)Πxn(m)Πσ

}
− Tr

{
σBn

xn(m)Πxn(m)

}
que pela propriedade cíclica do traço e por (5.10):

= Tr
{
σBn

xn(m)Πxn(m)Πσ

}
+ Tr

{
σBn

xn(m)Πxn(m)Πσ

}
− Tr

{
σBn

xn(m)Πxn(m)

}
= Tr

{
σBn

xn(m)Πxn(m)(2Πσ − 1Bn)
}

É fácil veri�car que:

σBn

xn(m)Πxn(m)(2Πσ − 1Bn) = σBn

xn(m)(2Πσ − 1Bn) + σBn

xn(m)(1Bn − Πxn(m))(1Bn − 2Πσ)
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Como Πσ ≤ 1Bn , 2Πσ − 1Bn ≤ 1Bn e portanto 1Bn − 2Πσ ≥ −1Bn , temos:

Tr
{
σBn

xn(m)ΠσΠxn(m)Πσ)
}
≥ Tr

{
σBn

xn(m)Πxn(m)(2Πσ − 1Bn)
}

= Tr
{
σBn

xn(m)(2Πσ − 1Bn)
}
+ Tr

{
σBn

xn(m)(1Bn − Πxn(m))(1Bn − 2Πσ)
}

≥ Tr
{
σBn

xn(m)(2Πσ − 1Bn)
}
− Tr

{
σBn

xn(m)(1Bn − Πxn(m))
}

= 2Tr
{
σBn

xn(m)Πσ

}
+ Tr

{
σBn

xn(m)Πxn(m)

}
− 2 (5.11)

Note que:

EC

{
Tr
{
σBn

xn(m)Πσ

}}
= Tr

{
EC

{
σBn

xn(m)Πσ

}}
,

e que, como o código de uma mensagem é escolhida independentemente da mensagem:

EC
{
σBn

xn(m)

}
=
∑

xn∈Xn

pXn(xn)σBn

xn = σ⊗n. (5.12)

Portanto:

EC
{
Tr
{
σBn

xn(m)Πσ

}}
= Tr

{
EC
{
σBn

xn(m)

}
Πσ

}
= Tr

{
σ⊗nΠσ

}
, (5.13)

EC

{
2

M

∑
m∈M

Tr
{
σBn

xn(m)(1Bn − ΠσΠxn(m)Πσ)
}}

=
2

M

∑
m∈M

EC
{
Tr
{
σBn

xn(m)(1Bn − ΠσΠxn(m)Πσ)
}}

=
2

M

∑
m∈M

EC
{
1− Tr

{
(σBn

xn(m)ΠσΠxn(m)Πσ)
}}

que por (5.11):

≤ 2

M

∑
m∈M

EC
{
3− 2Tr

{
σBn

xn(m)Πσ

}
− Tr

{
σBn

xn(m)Πxn(m)

}}
=

2

M

∑
m∈M

3− 2EC

{
Tr
{
σBn

xn(m)Πσ

}}
− EC

{
Tr
{
σBn

xn(m)Πxn(m)

}}
e por (5.13):

=
2

M

∑
m∈M

3− 2Tr
{
σ⊗nΠσ

}
− EC

{
Tr
{
σBn

xn(m)Πxn(m)

}}
Portanto, quando n→ ∞, pelos Teoremas 5.2.3 e 5.2.7:

ECn

{
2

M

∑
m∈M

Tr
{
σBn

xn(m)(1Bn − ΠσΠxn(m)Πσ)
}}

→ 0, (5.14)

pois Tr {σ⊗nΠσ} → 1 e ECn

{
Tr
{
σBn

xn(m)Πxn(m)

}}
→ 1.

Vamos agora analisar o segundo termo do lado direito de (5.9). Note que:
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Tr
{
σBn

xn(m)(P − ΠσΠxn(m)Πσ)
}
=
∑
m̸̂=m

Tr
{
σBn

xn(m)(ΠσΠxn(m̂)Πσ)
}

=
∑
m̸̂=m

Tr
{
(Πσσ

Bn

xn(m)Πσ)Πxn(m̂)

}
Como a xn(m) e xn(m̂) são independentes sob C, e por (5.12):

EC
{
Tr
{
(Πσσ

Bn

xn(m)Πσ)Πxn(m̂)

}}
= Tr

{
EC
{
(Πσσ

Bn

xn(m)Πσ)Πxn(m̂)

}}
= Tr

{
EC
{
(Πσσ

Bn

xn(m)Πσ)
}
EC
{
Πxn(m̂)

}}
= Tr

{
(Πσσ

⊗nΠσ)Πxn

}
Portanto, temos:

EC

{
4

M

∑
m∈M

Tr
{
σBn

xn(m)(P − ΠσΠxn(m)Πσ)
}}

=
4

M

∑
m∈M

∑
m̸̂=m

EC
{
Tr
{
(Πσσ

Bn

xn(m)Πσ)Πxn(m̂)

}}
=

4

M

∑
m∈M

∑
m̸̂=m

Tr
{
(Πσσ

⊗nΠσ)Πxn

}
= 4(M − 1)Tr

{
(Πσσ

⊗nΠσ)Πxn

}
≤ 4(M − 1)2−n(S(σ)−δ)Tr {ΠσΠxn} (5.15)

≤ 4(M − 1)2−n(S(σ)−δ)Tr {Πxn} (5.16)

≤ 4(M − 1)2−n(S(σ)−δ)2n(S(B|X)σ+δ) (5.17)

≤ 4M2−n(S(σ)−δ)2n(S(B|X)σ+δ)

= 4(2n(R−(S(σ)−S(B|X)σ)+2δ))

= 4(2−n(χ(N )−2δ−R)) (5.18)

≤ 4(2−nδ), (5.19)

onde (5.15) segue do Teorema 5.2.2, Πσσ
⊗nΠσ ≤ 2−n(S(σB)−δ)Πσ e pela monotonicidade do

traço ([76]). Já (5.16) segue do fato de que, para matrizes positivasX e Y , AXA∗ ≤ AY A∗

para qualquer matriz A, e portanto, como Πσ ≤ 1Bn :

Tr {ΠσΠxn} = Tr {ΠxnΠσΠxn}
≤ Tr {Πxn1BnΠxn}
= Tr {Πxn} .

(5.17) segue do Teorema 5.2.8. (5.18), que em algumas referências é chamada de Lema
do Empacotamento Quântico, segue de M = 2nR e da escolha de σB como o estado
que satisfaz (5.7). (5.19) segue da escolha de δ tal que R < χ(N ) − 3δ, ou seja, tal que
δ < χ(N )− 2δ −R. Logo, tomando n→ ∞, obtemos:

ECn

{
4

M

∑
m∈M

Tr
{
σBn

xn(m)(P − ΠσΠxn(m)Πσ)
}}

→ 0. (5.20)
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Finalmente, de (5.9), (5.14) e (5.20), temos que, com n→ ∞:

ECn {Pe(En,Λn)} → 0.

Concluímos que deve existir uma sequência de códigos Cn tais que, para os (2nR, n)-códigos
associados (En,Λn), temos Pe(En,Λn) → 0 e portanto que pe(M,n) → 0.
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