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Resumo

O tema central deste trabalho é a comunicacdo cléssica por canais quanticos. Intro-
duzimos os pré-requisitos minimos necessarios de teoria da informacao e teoria quan-
tica para formular e demonstrar o Teorema da Comunicagao de Canais e o Teorema de
Holevo-Schumacher-Westmoreland que caracterizam, no caso classico e quantico, respec-
tivamente, a capacidade de um canal. A capacidade de um canal classico é o maximo
das taxas de transmissao para as quais a probabilidade de erro tende assintoticamente a
zero dados usos repetidos e independentes do canal. O Teorema da Codificacao de Canais
fornece uma expressao para a capacidade em termos da informacao mutua entre entrada
e saida de um tinico uso do canal. A capacidade classica de um canal quantico ¢ definida
similarmente, e o Teorema de Holevo-Schumacher-Westmoreland descreve-o como um li-
mite envolvendo a dita quantidade de Holevo de produtos tensoriais do canal. Se essa
quantidade assintotica se reduz, como no caso classico, a uma quantidade envolvendo um
unico uso do canal, permaneceu uma questao em aberto até recentemente, e deu origem a
conjectura da aditividade. Apresentamos as diversas maneiras de como informacao clas-
sica pode ser transmitida por um canal quantico, cada uma com uma nocao adequada de
capacidade, e a relagao entre elas. Vemos que, apesar de falsa no geral, a conjectura da
aditividade é valida se restrita a certas classes de canais quanticos.

Palavras-chave: Canal Quantico. Capacidade Classica. Teorema de Holevo-Schumacher-
Westmoreland. Conjectura da Aditividade.
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Abstract

The central theme of this work is the classical communication through quantum channels.
We introduce the minimum necessary pre-requisites of information theory and quantum
theory to formulate and prove the Channel Coding Theorem and the Holevo-Schumacher-
Westmoreland Theorem which caracterize, in the classical and quantum cases respectively,
the capacity of a channel. The capacity of a classical channel is the maximum rate of
transmission for which the error probability asymptotically tend to zero given repeated
and independent uses of the channel. The Channel Coding Theorem gives an expression
to the capacity in terms of the mutual information between the input and output of a
single use of the channel. The classical capacity of a quantum channel is defined similarly,
and the Holevo-Schumacher-Westmoreland Theorem describes it as a limit involving the
so called Holevo’s quantity of the tensor products of the channel. Whether this quantity
reduces itself, as in the classical case, to a quantity involving a single use of the channel,
remained an open problem until recently, and gave origin to the additivity conjecture. We
present the various ways in which classical information can be transmitted by a quantum
channel, each one with an adequate notion of capacity, and the relation between them.
We see how, despite false in general, the additivity conjecture holds if restricted to certain
classes of quantum channel.

Keywords: Quantum Channel. Classical Capacity. Holevo-Schumacher-Westmoreland
Theorem. Additivity Conjecture.
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Introducao

O tema central deste trabalho é a transmissao de informacao classica por meio de canais
quanticos, topico da teoria da informacgao quantica. O termo informag¢ao como termo
matematico foi introduzido por Claude Shannon no artigo "A Mathematical Theory of
Communication"|1], com o intuito de desenvolver uma teoria quantitativa de processa-
mento de sinais, como ondas eletromagnéticas, nuvens de fumaca ou simbolos em uma
pagina, dando inicio & teoria da informacao. Para isso, Shannon percebeu que era ne-
cessario lidar com sinais em termos estatisticos, modelando uma fonte de sinais por um
processo estocastico, e canais de comunicacao como mapas entre distribuicoes de proba-
bilidade. A informacao contida em um sinal esta associada a quanto o sinal pode ser
comprimido, ou seja, o quanto de redundancia pode ser eliminada do sinal sem que ele
se torne irreconhecivel. Os dois principais problemas tratados por Shannon foram o de
quanto um sinal pode ser comprimido sem que haja perda de informacao, e de quanta
informacao pode ser fielmente transmitida por um canal de comunicacao ruidoso, sujeito
a erros aleatorios. Para comprimir um sinal, deve-se eliminar redundancias a fim de ex-
pressar a mesma informacao com menos recursos. Ja para transmitir um sinal por um
canal ruidoso, deve-se introduzir redundancias a fim de que o sinal nao seja corrompido
por erros, ideia por tras dos cddigos corretores de erros.

A solucao de Shannon para esses problemas se deu na forma dos dois teoremas fun-
damentais da teoria da informagao: o Teorema da Compressao de Dados, que quantifica
o maximo de compressao atingivel para um sinal, a sua dita entropia de Shannon, e o
Teorema da Codificacao de Canais, que di4 uma expressao para a capacidade de um canal,
a maior taxa de transmissao de informacao atingivel através de codigos corretores de erros.

Com o advento da computacao e criptografia quanticas, surgiu a necessidade adaptar
a teoria da informagdo ao contexto dos fendmenos quanticos [2, 3], levando as nogoes de
iformacao qudntica e canais qudnticos. A informacao quantica difere daquela conside-
rada por Shannon, & qual nos referimos por informacao cldssica em diversos aspectos. Por
exemplo, a unidade elementar de informacao classica é o bit, que corresponde & informacao
contida em um sistema que se encontra em um de dois possiveis estados distinguiveis entre
si. Ja a unidade elementar de informacao quantica é o qubit, que corresponde & informacao
contida em um sistema quantico que pode estar em um de dois estados distinguiveis, mas
também em uma infinidade de estados intermediarios, ditos estados de superposicao.

Foi demonstrado em [4] o anadlogo quantico do Teorema da Compressao de Dados, o
dito Teorema da Compressao de Schumacher (para uma demonstragio, ver [5]). J& o
Teorema da Codificacao de Canais pode ser estendido para o contexto quantico de va-
rias formas, j& que canais quanticos podem transmitir tanto informagao classica como
quantica. Neste trabalho, vamos estudar apenas a transmissao de informacao cléassica
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por canais quanticos. Em particular, vamos demonstrar o célebre Teorema de Holevo-
Schumacher-Westmoreland (HSW) [6, 7], que d4 uma expressdo para a maior taxa atin-
givel de transmissao de informacgao classica por um canal quantico, a dita capacidade
cldssica do canal quantico. Porém, ao contrario do Teorema da Codificacao de Canais,
a expressao para capacidade classica dada por este teorema é computacionalmente in-
tratavel. Acreditava-se que esta expressao sempre se reduz a dita quantidade de Holevo,
mais facil de computar, hipétese que ficou conhecida como conjectura da aditividade e
permaneceu um problema em aberto até 2009, quando Hastings demonstrou a existéncia
de um contraexemplo [8].

O objetivo deste trabalho é introduzir o leitor & teoria da informacao classica e quan-
tica, apresentando demonstragoes do Teorema da Codificagdo de Canais e do Teorema de
HSW, destacando as semelhancas entre elas.

O Capitulo 1, que segue principalmente [9, 10|, serve como uma introdugao a teoria
da informacao classica. Na Secao 1.1, apresentamos as defini¢coes e resultados basicos da
teoria. Na Secao 1.2 apresentamos os canais cléssicos e os codigos de canais. Na Secao
1.3, é dada a demonstracao do Teorema da Codificacao de Canais. A Secao 1.4 oferece
uma discussao sobre a aditividade da capacidade de canais, que se torna relevante no
contexto da teoria da informacao quantica.

No Capitulo 2 apresentamos os pré-requisitos da teoria quantica. Nas Secoes 2.1 e 2.2,
que seguem principalmente [11, 12, 10|, introduzimos os aspectos mais elementares da,
teoria quantica, como a nocoes de estado, medicao e emaranhamento. Leitores com expe-
riéncia em teoria quantica podem se arriscar a pular essas secoes. Na Secao 2.3, seguindo
[12, 13|, introduzimos os canais quanticos e suas diversas representagoes, em particular a
importante classe de canais entanglement-breaking.

No Capitulo 3, a Secao 3.1 introduz a forma como informacao classica pode ser repre-
sentada em sistemas quanticos, e os canais quanticos com entrada ou saida classicas. Na
Secao 3.2, apresentamos a entropia quantica e as quantidades anédlogas, e demonstramos
o importante Teorema de Holevo.

No Capitulo 4, comecamos apresentando na Secao 4.1 os diversos esquemas de codi-
ficacao de canais quanticos para a transmissao de informagao classica, com suas nocoes
apropriadas de capacidade, seguindo [13, 14]. Aqui enunciamos o Teorema de HSW e
exploramos algumas de suas consequéncias. Na Secao 4.2, demonstramos a propriedade
da aditividade para os canais entanglement-breaking e apresentamos as diversas formas da
conjectura da aditividade, seguindo [15, 16, 17, 18, 19, 20|. Terminamos com uma breve
discussao do contraexemplo de Hastings [8].

O Capitulo 5 se dedica a demonstracao do Holevo-Schumacher-Westmoreland, adap-
tada de 12, 21].

Como referéncia geral para teoria da informacao classica, veja |9, 22, 23, 24, 25|. Para
uma referéncia em teoria da informacao quéantica, veja [11, 10, 13, 26].



Capitulo 1

Teoria da Informacao Classica

Neste capitulo, vamos apresentar os conceitos bésicos de teoria da informacao com o ob-
jetivo de formular e demonstrar o célebre Teorema da Codificacao de Canais. Na Secao
1.1, seguindo principalmente [9, 23|, apresentamos o conceito de entropia de uma variavel
aleatéria e demonstramos a Propriedade da Equiparticao Assintética, uma ferramenta
tedrica essencial para a andalise do comportamento assintético de sequéncias de varidveis
aleatorias. Na Secao 1.2, apresentamos a no¢ao de canal ruidoso, que é o principal for-
malismo matemético para o estudo da transmissao de informacao, assim como a nocao
de capacidade de um canal. Na Secao 1.3, demonstramos o Teorema da Codificacao de
Canais, um dos principais resultados da teoria da informacao classica, seguindo principal-
mente [10, 21]. A demonstracao é similar a demonstragao do teorema analogo na teoria
da informacao quéantica, o Teorema de HSW, que sera demonstrado no Capitulo 5. Por
fim, na Secao 1.4, discutimos a propriedade de aditividade da capacidade classica, essen-
cial na demonstracdao do Teorema da Codificagao de Canais e cujo andlogo na teoria da
informacao quantica foi alvo de uma das principais conjecturas da area.

1.1 Entropia de Shannon

No que segue, X é uma variavel aleatoria discreta tomando valores © € X com distribuicao
px, onde X ¢ um conjunto finito de cardinalidade |X'|. Similarmente Y toma valores y € Y
com distribuicao py, e assim por diante.

1.1.1 Definicao e Exemplos

Definicao 1.1.1 (Conteido Informacional). Seja X tal que px(z) > 0 para todo x € X.
Chamamos de contetido informacional de x a quantidade

-we(57)

onde o logaritmo ¢ em base 2 e sua unidade de medida é o bit.

Este valor quantifica a surpresa ao obter o valor x em uma realizacao de X, ou em
outras palavras, a quantidade de informacao nova sobre X que obtemos pela realizacao
com resultado x. Podemos estender a i como uma funcao de eventos do espaco de medida
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O contetido informacional é definido de forma a satisfazer as seguintes propriedades:

1. Se X é deterministica, ou seja, existe zo € X com px(xo) = 1, entdo i(z) = 0. Uma
realizacao de X nao nos fornece informacao nova.

2. 1 & decrescente com a probabilidade. Resultados menos provéiveis fornecem mais
informagao.

3. 1(UNV)=1i(U)+i(V) para U,V C X independentes.

i(X) é em si uma variavel aleatoria. A entropia de Shannon ou entropia de X é
o valor esperado de i(X) com respeito a py:

ZPX ) log (

reX

) —> px(x)log(px (x)).

rzeX

Expandimos essa defini¢do para incluir quaisquer distribui¢oes de probabilidade (nao
somente estritamente positivas) pela convengao:

0-log(0) =0,

que é motivada pelo limite lim. o elog(1/¢) = 0.

A defini¢do acima sugere que H(X) seja interpretada como a quantidade de informa-
cao que esperamos adquirir com uma observacao de X, ou ainda, como uma medida de
incerteza do valor de X antes de observa-la.

Note que a entropia nao depende explicitamente de X, apenas de sua distribuicao.
Dado um conjunto finito X, seja P(X) o conjunto de medidas de probabilidade sobre X
Seus elementos sao fungoes do tipo p : & — [0,1] tas que > _,p(z) = 1. Fixada uma
enumeracdo de X, seja RY := RI¥l. Temos que P(X) ¢ um conjunto compacto convexo
de R*. Podemos entao definir a entropia como um mapa H : P(X) — R:

Definicao 1.1.2 (Entropia). A entropia de uma distribui¢ao de probabilidade p € P(X)
é dada por:

== p(x)logp(x

TeX
com a convencao de que 0 - log(0) = 0.

Chamamos de distribuicao de Dirac ou delta de Dirac a distribuicao de probabili-
dade 9, € P(X) definida por:

50(y) = 1, se y==x
)= 0, se y#ax

que é a distribuicao de uma variavel aleatoria deterministica X = x. O préximo teorema
confirma a intuicao de que tais fungoes sao exatamente aquelas que nao carregam incerteza
quanto a seus valores.

Teorema 1.1.3. Para todo p € P(X), H(p) > 0. H(p) =0 se e somente se p = 0, para
algum x € X.
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Demonstragdao. Para cada x € X, se 0 < p(x) < 1, entdo —logp(r) > 0, portanto
H(p) > 0. Mas entao:

H(p) = —Zp(x)logp(x) =0 <= Ve e X, px)=0o0up(z) =1

Claro que p(z) = 1 pode ocorrer somente para um elemento z. Neste caso p = J,. O

Dado um conjunto convexo A de um espaco vetorial H, denotamos por Ext(A) o con-
junto de elementos extremos de A, ou seja, dos elementos de A que nao sao dados como
combinacao convexa de outros elementos em A.

Teorema 1.1.4. Para X, e X5 conjuntos finitos:

Ext(P(X) x X)) = Ext(P(X1)) x Ext(P(Xa)).

Demonstracao. As distribuicoes extremais sobre um conjunto finito sdo as distribuicoes de
Dirac. Logo, os elementos de Ext(P(X})) xExt(P(X,)) sao do tipo (,,0,) comx € X,y €
Xs, que sdo em si distribui¢oes de Dirac d,, € P(X; x &»), portanto Ext(P (&) x Xy)) D
Ext(P (X)) x Ext(P(A3)). Por outro lado, 0., (2, y") = d.(2")d,(v) = (62, 9,) (2, y/), logo
Ext(P(X; x A3)) C Ext(P(A))) x Ext(P(X2)). O

Exemplo 1.1.5 (Entropia Binéria). A distribui¢do de Bernoulli 4 = (p,1 — p) tem
entropia dada por:

H(u) = —plogp — (1 —p)log(l — p).

Definimos a entropia binaria como a func¢ao real Hy;,(p) = —plogp — (1 —p)log(1 —p).
Esta é uma fungao continua positiva, concava, com valor maximo log2 = 1 em p = 1/2,
que corresponde a distribuicao uniforme. Vamos ver que essas sao propriedades geralmente
satisfeitas pela entropia.

Vejamos que a entropia é uma fungdo concava em P(X):

Teorema 1.1.6. O mapa H : P(X) — R ¢ continuo e para 1 < i < k, \; > 0 tais que
YuNi=1, ep € P(X), temos:

com tgualdade se, e somente se, py = py = -+ = pi.

Demonstracao. Considere a fungao:

(1) = —tlnt se O0<t<1
A 0 se t=0 ’
restrita ao intervalo [0,1]. Como ¢’ = —(1 +Int) e ¢” = —t~!, segue que p é continua e

estritamente concava. Podemos escrever:

H(p) = ﬁ > elp().
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A continuidade de H segue da continuidade de ¢. Ja pela concavidade estrita de ¢, temos

que para cada x € X:
k k
@ <Z /\z'pi(l’)) > (i)
i=1 i=1

com igualdade se e somente se p;(x) ndo depender de i. Somando essas desigualdades
para cada x € X e multiplicando por —In 2 nos da o resultado. O

Intuitivamente, o teorema anterior mostra que uma mistura estatistica de distribuicoes
pode criar mais incerteza.

Vejamos agora uma desigualdade fundamental em teoria da informacao.
Teorema 1.1.7 (Desigualdade de Gibbs). Para quaisquer p,q € P(X):

—> p(x)logg(x) > = p(x)logp(x

TEX zeX
com igualdade se e somente se p(x) = q(x) para todo x € X.

Demonstracao. Seja I = {x € X |p(xz) # 0}. Tomando derivadas, é facil verificar que,
para todo y > 0, Iny < y — 1. Assim, temos:

—gp ) ;p(ﬂc) (%—Q Z—;q(x)+xzelp(x)>

pois ) ., p(x) =1ed ., q(x) < 1. A desigualdade segue das propriedades do logaritmo

edelny =logyln2:
—> p()logg(x) > = p(x)log p(x

zel zel

Os somatorios podem ser estendidos para todo x € X', j4 que os termos se anulam caso

x ¢ I. O caso de igualdade implica que para todo = € I, p(x) lnf% = 0. Como

p(z) > 0, isso s6 é possivel caso p(x) = g(x) para z € I. Também neste caso temos que

Y werd(x) =1, logo q(x) = p(x) =0 caso = ¢ I.
O

Teorema 1.1.8. Para qualquer p € P(X):
H(p) < log|X],

com tgualdade se e somente se p € a distribuicao uniforme em X.
Demonstracao. Pela desigualdade de Gibbs, com ¢ sendo a distribuigéo uniforme:
= p(x)logp(x) < = p(z)log = ‘X‘ = log(|X).
TeX reX

O critério de igualdade para a desigualdade de Gibbs implica que H(p) = log|X| se e
somente se p é uniforme. ]

Ver [10] para uma demonstracido alternativa do Teorema 1.1.8 utilizando multiplica-
dores de Lagrange.
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1.1.2 Entropia Conjunta e Entropia Condicional

Vamos estender o conceito de entropia para varias varidveis aleatoérias.

Defini¢ao 1.1.9 (Entropia Conjunta). A entropia conjunta de X e Y é dada por:

HX,Y)== > pxy(x,y)loglpxy(z,y)).
(z,y)EX XY
Chamamos de informagao condicional de y dado z a quantidade i(y|z) = —log(py|x (y|x)),

onde r € X e y € ). Temos entao a entropia de Y condicionada pela realizagao X = z,
dada por:

H(Y|X = 1) = Eyx—{i(Y|2)} = = Y pyix (ylz) log(pyx (y]z)). (1.1)
yey

Logo, H(Y|X = x) é a incerteza que permanece sobre Y apo6s observar o evento {X = z}.

Definicao 1.1.10 (Entropia Condicional). A entropia condicional de Y dado X é:
H(Y|X) = Ex{H(Y[X = z)}
— Exy {i(Y]X)} (1.2)
—— > pxy(@,y)log(pyix(ylz))
(z,y)EX XY

Proposicao 1.1.11. Para qualquer varidvel aleatoria X, H(X|X) = 0.

Interpretamos H (Y |X) como a quantidade média de incerteza que permanece sobre Y
tendo observado X. De fato, isso se traduz formalmente na relagdo H(Y|X) = H(X,Y)—
H(X). Vamos demonstrar uma equagao equivalente cujo formato nos lembra a regra da
cadeia para diferenciacao.

Teorema 1.1.12 (Regra da cadeia). H(X,Y) = H(X) + HY|X).

Demonstracao.
H(X,Y) == pxy(z,y)log(pxy(z,y))
T,y
== pxy(@,y) log(px ()pyx (y]x))
Ty
= - ZPX,Y(I>y)(10ng(x) + log py|x (y/z))
Y
= _ZPXY z,y)log px (x ZPXY z,y)log py|x (ylz)
Ty
= —ZPX ) log px (z ZPXY (2, y)log py|x (y|z)
Y

= H(X) + H(Y|X)
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Note o uso da Regra de Bayes pxy = px|y - Py = Py|x - Px. Assim, trocando X e
Y acima nos da H(Y) + H(X|Y) = H(X) + H(Y|X). Pode-se facilmente mostrar por
inducao uma generalizacao do resultado anterior para varias variaveis aleatorias:

Corolario 1.1.13 (Regra da Cadeia Generalizada [9]). Sejam X1, Xs,..., X, e Y vari-
aveis aleatorias. Entao:

H(X1, Xy,... . X,|Y) = ZH(Xi|K Xi, Xp .0, Xia)

i=1
Com Xy = 0. Em particular, para n = 2:

H(X1, XolY) = H(Xq|Y) + H(Xo[Y, X7)

1.1.3 Informacao Miutua

Vejamos agora uma nocao de correlacao entre duas variaveis aleatorias, que mede a quan-
tidade de informacao compartilhada entre elas.

Definig¢ao 1.1.14 (Informagao Mutua). Chamamos de informag¢ao mutua entre X e YV’
a quantidade:

I(X:Y)=H(Y)-H(Y|X).
Para px € P(X) e py € P()), definimos:
I(px :py) =1(X:Y),
com X e Y quaisquer variaveis aleatorias tais que X ~ px e Y ~ py.
A informacao mutua é simétrica, ja que
I(X:Y)=HX)-HX|Y)=HY)-HY|X)=1(Y : X),

e quantifica a informacao em comum entre as variaveis. Segue facilmente as seguintes
equagoes:

I(X:X)=H(X),

I(X:Y)=HX)+HY)-H(X,)Y),

[(X :Y) < min{H(X), HY)}. (1.3)

Teorema 1.1.15. Em termos das distribuicoes de X e Y temos:

1Y) = Epr(aa)tog (ZXHE0)

- px (z)py (y)
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Demonstracao.

I[(X:Y)=H(X)-HX|Y) ==Y pxy(x,y)logpx(z) + Y pxy(x,y)log(pxy(z[y))

Z,Yy z,y

= pxy(z,y)log (pX'Y—(xm)

" px(x)

= > pxy(wy)log (M) |

o px (z)py (y)

]

Teorema 1.1.16. (X : Y) > 0, com igualdade se e somente se X eY sao independentes.

Demonstragao. Segue da desigualdade de Gibbs para as distribuicoes px y e px - py sobre
X XY

I(X:Y) =) pxy(z,y)log (M)

" px (z)py (y)

=Y pxy(@y)logpxy(z,y) = > pxy(®,y)log(px(2)py (y))

Ty T,y
>0,

com igualdade se, e somente se, pxy = px - py, ou seja, se X e Y sao independentes. [

Teorema 1.1.17 (Sub-Aditividade da Entropia). H(X,Y) < H(X) + H(Y), com igual-
dade se e somente se X e Y forem independentes.

Demonstrag¢ao. Segue do Teorema 1.1.16 e de I(X,Y) = H(X)+ H(Y) — H(X,Y) >
0. [l

Intuitivamente, esperamos que adquirir informacgao sobre Y nao aumente nossa incer-
teza sobre X, e que caso X e Y forem independentes, informacao sobre Y nao diminua
nossa incerteza sobre X.

Teorema 1.1.18. H(X|Y) < H(X), com igualdade se e somente se X eY forem inde-
pendentes.

Demonstragao. Segue de do Teorema 1.1.17 e darelagdo I(X : V) = H(X)—-H(X|Y). O

Defini¢ao 1.1.19 (Informacdo Miutua Condicional). Chamamos de informag¢ao mutua
condicional entre X e Y dado Z a quantidade:

(X :Y|2)=H(X|Z) - HX]|Y, ).

Se I(X : Y|Z) = 0, dizemos que X é condicionalmente independente de Y dado Z, e
vise-versa.

Proposigao 1.1.20 (Regra da Cadeia para a Informagao Mutua |9]). Sempre temos que:

I(X:Y,2)=1(X:2)+[(X:Y|Z)=1(X:Y)+ (X : Z|Y).
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Proposigao 1.1.21 (Sub-Aditividade Forte da Entropia de Shannon [27]). Sempre temos
que:
H(X.Y.Z) + H(Z) < H(X,Z) + H(Y, 2).

com igualdade se e somente se I(X :Y|Z) = 0. Equivalentemente I(X :Y|Z) > 0.

Corolario 1.1.22 (Monotonicidade da Informacdo Mutua). [(X : Y, Z) > I[(X : Y). In-
tustivamente, aprendemos pelo menos tanto sobre X observando Y e Z quanto observando
apenas Y .

Demonstrag¢ao. Imediato da Proposicao 1.1.20 e de que I(X : Y|Z) > 0 pela Proposicao
1.1.21. ]

Dizemos que variaveis aleatorias X, Y e Z formam uma Cadeia de Markov (deno-
tamos isso por X — Y — Z) caso Y depender apenas de X e Z depender apenas de Y,
ou equivalentemente, caso a probabilidade conjunta é dada por:

pr,Z(m,y,z) = px(2) 'pY|X(?J|$) 'pZ|Y(Z|y)~
Proposicao 1.1.23 ([9]). I(X : Z|Y) =0 se e somente se X — Y — Z.

Teorema 1.1.24 (Desigualdade do Processamento de Dados). Se X — Y — Z, entao
I(X:Y)>I(X:2).

Demonstracao. Segue da Proposicao 1.1.20 que:
I(X:2)+I(X:Y|2)=1I(X:Y)+1(X:Z|Y),

jaque I(X :Y|Z) > 0 pelo Teorema 1.1.21, e I(X : Z]Y') = 0 pela Proposicao 1.1.23. [

1.1.4 Entropia Relativa

A teoria da informacao fornece uma maneira de comparar distribuicdes de probabilidade
através de suas entropias, uma ferramenta de grande importancia em estatistica (ver, por
exemplo, [28]).

Definicao 1.1.25 (Entropia Relativa). Dadas p,q € P(X), a entropia relativa ou KL-
divergéncia (divergéncia de Kullback-Leibler) de p para ¢ é dada por:

D(pllg) = > pl= 10g< g)

reX
desde que g(x) # 0 para todo x € X, caso contrario definimos D(pl||q) = +oc.

Note que D(p||q) = 0 se, e somente se Vo € X, p(x) # 0 que implica em p(z) = ¢(x).
A entropia relativa nao define formalmente uma métrica, pois ndo é simétrica (por isso
dizemos entropia relativa de p para ¢, e ndo entre p e q). Apesar disso, a entropia relativa
fornece uma nocao de distancia que permite o uso de métodos geométricos em estatistica
[29].

Quando p e q forem as distribuigbes de variaveis aleatorias X e Y, escrevemos D(X||Y) =
D(pllq).
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Vamos ver a seguir como as diversas quantidades que definimos na secao anterior
podem ser expressas em termos da entropia relativa de distribui¢oes adequadas, nova-
mente tomando distribui¢oes p,q € P(X). Primeiro uma proposi¢ao fundamental que ja
demonstramos e utilizamos varias vezes:

Teorema 1.1.26. D(p||q) > 0, com igualdade se, e somente se, p = q.

Demonstragao. D(p|lq) > 0 nada mais ¢ do que a desigualdade de Gibbs! O
Seja Uy € P(X) a distribui¢ao uniforme em X'.

Teorema 1.1.27. H(p) =log |X| — D(p||Ux).

Demonstracao.

D(p|lx) = p(x)log (1;{(_1"))

= Zp(:r) log p(z) + log | X|

zeX

= —H(p) +log|X|.
Il

Isso confirma a intuicao de que a entropia de uma distribuicao ¢ uma medida de quanto
ela se assemelha & distribuicao uniforme.

Teorema 1.1.28. I(X :Y) = D(pxy || px - py)-

Demonstracao. Imediato do Teorema 1.1.15. O

Isso mostra como a informacao miitua entre duas distribuicoes mede o quao longe elas
estao de serem independentes.

1.1.5 Propriedade da Equiparticao Assintética

Vejamos agora como a entropia surge na descricao da estatistica de sequéncias de varidveis
aleatorias i.i.d. (independentes e identicamente distribuidas).

Considere X" = (X1, Xs,...,X,,) uma sequéncia i.i.d. de distribuicdo p, ou seja, se
" = (x1,...,,2,) € X" entdo pxn(x™) = p(x1)p(xs) ... p(x,). O que podemos dizer sobre
a distribuicao de tais sequéncias? Para n grande o suficiente, esperamos que x; apareca
em torno de np(z;) vezes. Considere uma sequéncia tipica que contém cada simbolo x;
aproximadamente np(x;) vezes:

Dxn (xn) ~ p(x1>np(x1)p(x2)np(:r2) . p(xn>np(:pn)

n

Isso implica em:

_%108;19)(”(30”) ~ - ZP(%’) log p(z;) = H(X),

=1

ou seja, a probabilidade de obter tal sequéncia é py»(z") ~ 27"#(X) Sequéncias de ta-
manho cada vez maior tendem a seguir uma distribui¢ao uniforme, caso nos restringirmos
apenas a tais sequéncias tipicas, e sua probabilidade esta relacionada a entropia de X.
Vamos ver que tal restricdo é razoavel para n suficientemente grande. Para isso vamos
usar uma das versoes da Lei dos Grandes Numeros:
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Proposicao 1.1.29 (Lei Fraca dos Grandes Nameros [30]). Seja (Y;)ieny uma sequéncia
de varidveis aleatorias i.i.d. com valor esperado E(Y') finito partindo de um espaco de
probabilidade (Q, X, P) e para cada n seja Y, = %Z?ZOYQ, dita n-ésima média amostral.
Entio temos que Y,, — E(Y) em probabilidade, ou seja, para todo ¢ > 0:

lim P (|Y, —E(Y)| <€) =1

n—oo

Definicdo 1.1.30 (Entropia Amostral). A entropia amostral H(z") de uma sequéncia
™ € X" com respeito & distribuicao px € P(X) é o valor

A" =~ log(px- ("),

onde pxn(z") = H?Zl px (3).

Teorema 1.1.31 (Propriedade da Equiparti¢do Assintética). H(X™) — H(X) em pro-
babilidade.

Demonstracao.
— 1
H(Xn) = _ﬁ long"(Xh R ,Xn)
1 n

- ; log p(X)
— —E(logp(X)) (em probabilidade)
= H(X).
[l

O nome Propriedade da Equiparticdo Assintotica (PEA) merece explicagdo. Equi-
particao é um termo que se refere a uma distribuicao uniforme e, como veremos, esse
teorema implica que com n — oo (assintoticamente) a distribuicao de sequéncias se acu-
mula em um conjunto relativamente pequeno, onde a distribuicao é bastante uniforme
(equiparticao).

Defini¢ao 1.1.32 (Conjunto Tipico). Chamamos 2" € X™ de sequéncia J-tipica em
relacao a X se:

|H(z") — H(X)| <.

O conjunto J-tipico em relagao a X é o conjunto de sequéncias J-tipicas em relagao a
X:

T = {a"| [H(z") — H(X)| < 6}

Quando o contexto for claro, chamamos conjuntos da forma 73" de conjuntos tipicos.

Os conjuntos tipicos tendem a ser menores que o conjunto de sequéncias possiveis,
porém acumulam a maior densidade de probabilidade (Figura 1.1.5).

Teorema 1.1.33 (Equipartigao). A probabilidade px» é aproximadamente uniforme em
TP. Para qualquer ™ € T5":

2—n(H(X)+5) < an(xn) < 2—n(H(X)—6)'
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XTL

<« |x"
(_271,H(X)

Figura 1.1: Conjunto o-tipico em relagao a X. Apesar de menor que o conjunto de possiveis
sequéncias por um fator exponencial, tende a acumular a medida de probabilidade.

Demonstragao. Segue de H(X)—6 < H(z") < H(X)+6 e H(z") = —2logpxn(a™). O

Teorema 1.1.34 (Acamulo de Probabilidade). Para todo € € (0,1) e § > 0, existe n € N
tal que pxn{T;*"} > 1 —e.

Demonstragio. Pela PEA temos que H(X™) — H(X) em probabilidade, ou seja:
lim px» {|H(X") — H(X)| <4} = 1.
n—00

Logo, existe n suficientemente grande tal que:

pxed{ T3} = pxn {[H(X") — H(X)| <6} > 1~

Teorema 1.1.35 (Cardinalidade). Para todo € € (0,1), existe n € N tal que:
(1 _ E)2n(H(X)—6) S |T5 ’ﬂ} S 2n(H(X)+5).

Demonstracao. Primeiro vejamos a desigualdade & direita:

= 9 n(HEO+) | TX"|

Por outro lado, pelo Teorema 1.1.34:

1—c¢ S an<T(§X")

;L’"ET(;Xn

= 9 n(HEO-9) | |TX"|
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Note finalmente que, para n suficientemente grande, os conjuntos tipicos sao menores
que o conjunto X" de todas as sequéncias na razio de 2"(X). No caso de entropia maxima
H(X) =log |X|:

}TéX" < 2n(H(X)+5) ~ |X|n )

1.2 Canais Classicos

Vamos agora nos dedicar ao estudo da transmissao de informacao. Para isso vamos
formalizar o conceito de canal ruidoso, que modela um meio de transmissao de informagao
sujeito a erros aleatorios.

1.2.1 Definicoes e Exemplos

Definicao 1.2.1. Um canal classico é dado por conjuntos X, dito o alfabeto de en-
trada, e Y, dito o alfabeto de saida, e um mapa N : X — P(}), dito o mapa de
transicao do canal tal que, para cada x € X', temos uma distribuicao de probabilidade
N(z) = p(-]x) € P(Y) dita a probabilidade de transicdo. Denotamos este canal por
(X,N,Y)ou (X,N =p(y|z),)V). Se a emissao de um simbolo de X é dada pela variavel
aleatoria X e a saida correspondente é dada por Y € ), entao:

p(ylz) = pyix (y|z)
é a probabilidade da saida ser y dado que a entrada foi x.

Neste capitulo, vamos nos referir a canais classicos simplesmente por canais.

Dada uma distribui¢ao p € P(X), temos, através do canal, uma distribui¢do N(p) €
P(Y) associada, dada por:

N(p)(y) =Y _ pla)p(ylz) (1.4)

TeEX

e uma distribuigdo conjunta w € P(X x Y) que satisfaz w(z,y) = p(z)p(y|z).

Assim, um canal (X, N,)) define um mapa N : P(X) — P(})), com N(z) = N(J,),

ou equivalentemente, uma matriz estocastica |X| x |V|:

pyilry)  pyelzy) -- p(y|y|\:c1)
N = p(y1’$2) . :
Wlow) o bl

de forma que a entrada do canal px é um vetor de probabilidade sobre X e pi N = py ¢
o vetor de probabilidade sobre ) que representa a saida do canal.

Exemplo 1.2.2 (Canal Ideal). Um canal (X, N,)) ¢é dito um canal ideal se N for
deterministica, ou seja, se para cada z € X, existe y € ) tal que N(6,) = ,. A matriz
estocastica associada a um canal ideal tem entradas igual a 0 ou 1.
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Exemplo 1.2.3 (Canal Binario Simétrico). Chamamos de canal binario simétrico
com ruido « o canal B, : {0,1} — {0, 1}, tal que:

p(0]0)
p(01)

(i) =1-a
p(1]0) = «

Se a = 0 ou a = 1, entao B, é um canal ideal, caso contrario ha uma chance de
erro. Se a = %, entao o canal é completamente ruidoso, e nenhuma informagao pode ser
transmitida por ele.

Figura 1.2: Canal binario simétrico.

Note que para uma entrada X e saida Y = B,(X), pela Defini¢do 1.1.10 temos:

H(Y[X) ==Y px(x) > pyix(ylz)log(py x(ylz))

z=0,1 y=0,1
= Hbm<04).
E possivel ver que, se X ~ U, entdo Y ~ Us.

A proposicao a seguir mostra que canais podem somente introduzir ruido, de forma
que qualquer divergéncia entre duas distribui¢oes se torna menos acentuada passando pelo
canal.

Proposigao 1.2.4 (Monotonicidade da Entropia Relativa [10]). Dadas p,q € P(X) e
(X, N,Y) um canal cldssico, entdo:

D(pllg) = D(N(p)||N(q))-

Esta proposi¢do é equivalente a desigualdade do processamento de dados (Teorema
1.1.24). Para uma demonstracao, ver [27]. O anélogo quantico da Proposi¢io 1.2.4 é a
dita desigualdade de processamento de dados quantica (Proposigao 3.2.15).

1.2.2 (Cobdigos de Canal

Vamos formalizar o canal resultante do uso repetido independente do canal para transmitir
sequéncias de simbolos (palavras) de tamanho arbitrario.
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Defini¢ao 1.2.5. A n-ésima extensao sem memoéria do canal (X, N = p(y|z),)) é
dada por (X", N*™ = p(y"|z"), V™) onde:

n

p(y"e") = [ [ plwilz)-

i=1
Se a entrada for dada por X™ ~ pxn, entao a saida é dada por
Y"=N"X")=(N(X1),N(Xa),...,N(X,)) = (Y1,Ys,...,Y,),

e temos que:
p(y"|2") = pyopxn (y71a") = | [ v, (wilzo)- (1.5)
i=1

Ou seja, a n-ésima extensao sem memoria corresponde a n usos independentes do ca-
nal. Note que nao temos necessariamente que X" = (X1, Xo, ..., X,,) é i.i.d. De fato, no
geral observamos correlacoes entre usos seguidos de um canal. Por exemplo, se X™ é uma
palavra da lingua portuguesa, com cada entrada uma letra do alfabeto latino, esperamos
que se X; for uma consoante, entao a probabilidade de X, ser uma vogal é relativamente
maior. Na Secao 1.4 vamos demonstrar que correlacoes em X", nao podem ser utilizadas
para melhorar a performance do canal, sob a hipotese de que seus usos sao independentes.

Chamamos de canal discreto sem memoéria (canal DSM) um canal considerado
com suas n-ésimas extensoes sem memoria, para todo n > 1.

~

W ] ~ X" yn ] _ w
— | Codificagao » Canal » Decodificacdo ———»
mensagem entrada saida mensagem

} estimada
Ruido

Figura 1.3: Modelo de comunica¢ido por um canal ruidoso.

Vejamos agora o modelo de comunicagao por canal ruidoso entre dois sistemas A e B,
tradicionalmente referidos como Alice e Bob. Alice deseja enviar uma mensagem m dentre
um conjunto de mensagens M. Para isso ela codifica cada mensagem por uma palavra-
codigo z™(m) € X™ de comprimento n, e envia uma letra por vez, ou equivalentemente,
envia a palavra pela n-ésima extensao sem memoria do canal. Bob recebe a saida y" € Y"
a qual ele atribui a mensagem m.
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Defini¢ao 1.2.6 (Codigo de canal). Um (M, n)-coédigo para o canal (X, N,)) DSM
consiste em:

e Um conjunto M ={1,2,..., M} de mensagens.

e Uma funcao codificacao C* : M — &A™ que leva cada mensagem m € M a uma
palavra C"(m) = 2™(m), dita a palavra-cédigo de m. Denotamos X" = C"(W),
onde W é uniformemente distribuida em M.

e Uma funcao decodificagao D" : Y* — M, a partir da qual definimos a variavel
aleatoria W = D"(Y"), com Y = N*"(X™).

Defini¢ao 1.2.7. Dado um (M, n)-codigo para um Canal DSM definimos:

Probabilidade condicional de erro:
P (m) = pw(W # W|W = m);

€

Probabilidade média de erro:

M
1
PP = L 3™ P

M
m=1
Probabilidade maxima de erro:
P .. = max Pe(”) (m).
’ 1<m<M

A hipdtese de que as mensagens W sao uniformemente distribuidas nao gera perda de
generalidade (Ver [9][24]) e tem a consequéncia conveniente de que a probabilidade média
de erro é de fato igual a probabilidade de um erro ocorrer:

A M R 1 M pW( i W N W:m) (n)
pw(W # W) :m§:1pW(W FW NW=m)= —m§:1 o (=) = P!
(1.6)

O préximo teorema serd usado de forma essencial na Secao 1.3, no contexto do método
de codificagao aleatoria.

Teorema 1.2.8. Dado um (M,n)-cddigo para um canal DSM, se e(n) < € para algum

e € [0, %], entdo para pelo menos [ M /2] mensagens m, temos que:
P™(m) < 2e.

Demonstra¢ao. Suponha que existem [M /2] mensagens com probabilidade de erro maior
que 2¢, que podemos assumir, sem perda de generalidade, serem {1,2,...,[M/2]}. Entao:

1 M
PO =L 3™ P
Mm:l



CAPITULO 1. TEORIA DA INFORMACAO CLASSICA 18
1 M
_ (n) 2 (n)
- Pe (m) + M Z Pe (m)
m=1 m=[M/2]+1

> XM+ S PO

m=[M/2]+1

AV
N
NE
-3
3
3

v
\‘(T\

que contradiz a hipotese. O

Se Alice usa um canal DSM para transmitir uma entre M mensagens equiprovaveis,
ela dard como entrada uma palavra-codigo binaria de comprimento log M. A taxa de
transmissao de dados é a razao entre o comprimento da mensagem original e o da mensa-
gem codificada. O objetivo da codificacao de canal é encontrar um cédigo que maximize
a taxa de transmissao pelo canal, transmitindo o maximo de informacao com o minimo
de usos do canal, sem que a mensagem seja corrompida pelo ruido.

Defini¢ao 1.2.9 (Taxa de Transmissao). A taxa de transmissdo de um (M, n)-codigo
é dada por:
log M

R= ;
n

com unidade bits/transmissdo. O nimero de mensagens M que podemos transmitir com
uma taxa R, usando blocos de tamanhon, é M = (2”Pﬂ . No que segue, quando escrevemos
(2"F, n)-codigos, nos referimos a ([2"%] , n)-codigos.

Definicao 1.2.10 (Taxa Atingivel). Dizemos que uma taxa R é atingivel para o canal
(X, N,)Y) se R =0 ou se existe uma sequéncia de (M, n)-codigos para N, tais que:

log M
B = i et

n— o0 n

com P™ 5.

e,max

Definigao 1.2.11 (Capacidade Operacional). A capacidade operacional de um canal
(X,N,Y) é dada por:

Cop(N) =sup{R > 0| R & atingivel para (X, N,))}. (1.7)

Ou seja, a capacidade operacional é a méxima taxa de transmissao de bits por uso
do canal que pode ser atingida com probabilidade de erro negligente. Transmissoes pelo
canal com taxa acima de C,,(NN) vao inevitavelmente conter uma maior parcela de erros,
mas ainda assim sao consideradas de interesse na teoria da informacao (ver, por exemplo,
Rate-distortion Theory em [9]). Aqui vamos nos concentrar em computar a capacidade
operacional de um canal, que a principio nao é uma tarefa trivial, pois se trata de uma
quantidade assintotica.
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Defini¢ao 1.2.12 (Capacidade Informacional). A capacidade informacional de um
canal (X, N,)) é dada por:

C(N)= sup I(p: N(p))= sup {H(N(M)—Zp(x)H(N(éx))}, (1.8)

pEP(X) pEP(X) zeX

onde N(p) é dada por (1.4). Se a entrada é dada por X e a saida por Y, entao:

C(N)= sup I(X:Y)= sup {H(Y) - pr(m)H(N(x))} . (1.9)

px €P(X) px EP(X) TEX

Note que 0 < I(X : Y) < H(X) <log(|X]), ou seja, (X :Y) é limitada com respeito
a X. Vejamos também que I1(X,Y) é concava com respeito a px. Como P(X) é compacto
em RY sempre existe uma distribuigao py que é maximo global de I(X,Y’), o que nao
quer dizer que tal distribuicao possa ser caracterizada facilmente.

Teorema 1.2.13. Dado um canal (X,N,Y) e Y = N(X), I(X : Y) é concava com
respeito a px.

Demonstragao. Por defini¢do, I(X :Y) = H(Y) — H(Y|X). Agora:

== v logpy(y) = =D pyix(yle)px (@ )10g{2pnx(y|x)px(fv)}-

yey yey xzekX TEX

Logo, para px|y fixo, H(Y') é concava com respeito a py. Também temos, pela Definicao
1.1.10:

H(Y|X) = ZPX )ZPY|X(y|$) 10ng|X(y|$),

TzEX yeY

que é linear com respeito & py para py|x fixo. Assim, I(X :Y) é a soma de uma funcao
concava e uma linear em py, logo I(X :Y') deve ser concava em py. O

Como o supremo em (1.8) é de uma fungao concava sobre o conjunto fechado convexo
P(X), ele é de fato atingido:

Corolario 1.2.14. Para todo canal (X, N,Y), existe p € P(X) tal que:

C(N) :prer%)f(p : N(p))-

Exceto para certas classes simples de canais [24], a capacidade informacional nao
admite uma férmula fechada e deve ser computada numericamente com métodos de pro-
gramagao nao-linear, como o método do gradiente [9].

O Teorema da Codificacao de Canal de Shannon afirma que:

A capacidade operacional de um Canal DSM (X, N,)Y) coincide com sua capacidade
mformacional:

Cop(N) = C(N).

Ou seja, uma taza de transmissGo R € atingivel se, e somente se, R < C(N).
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Note que isso mostra que a capacidade operacional, definida em relagao a um limite assin-
totico de multiplos usos do canal, corresponde a capacidade informacional, que quantifica
a maxima correlacao entre entrada e saida de um tunico uso do canal. A hipdtese de que
o canal é DSM ¢é essencial. O resultado analogo para o caso em que as transmissoes do
canal nao forem independentes, mas definirem um processo ergodico, é dado pelo Teorema
Shannon-McMillan-Breiman (ver [23]).

Antes de demonstrar o teorema, vejamos alguns exemplos de calculo da capacidade de
canal.

Exemplo 1.2.15. Vamos calcular a capacidade informacional de B, do Exemplo 1.2.3,
com entrada X e saida Y:

I(X:Y)=H(Y) - HY|X)
= H(Y) — Hpin(a)
<1— Hyn(a),

onde a ultima desigualdade parte de H(Y) < log2 = 1. Tomando X ~ U,, temos que
Y ~ U, e portanto que H(Y) = 1. Logo C(B(a)) =1 — Hypin().

Exemplo 1.2.16 (Maquina de Escrever com Ruido). Se X =Y = {A,B,C,... Y, Z},
chamamos de maquina de escrever com ruido o canal dado pela Figura 1.4, tal que
plylz) = % caso x = y ou x for a proxima letra do alfabeto depois de y (convencionando
que A vem depois de Z). A capacidade deste canal é log 13. Vejamos isso de duas formas.

A—— A
B\B
C C
D D
7 — 7

Figura 1.4: Méquina de escrever com ruido.

Primeiro, como no exemplo anterior:
CM)=maxI(X :Y)=max(H(Y)— HY|X)) =max(H(Y) — 1) =log26 — 1 = log 13.

Mas podemos chegar neste valor de forma que, como veremos a seguir, ilustra um mé-
todo geral para obter (em teoria) a capacidade de um canal. Basta notar que podemos
transmitir informacao pelo canal sem erro se enviarmos, por exemplo, apenas as letras
{A,C,D,F...,Y}. De fato podemos particionar ) em 13 conjuntos disjuntos correspon-
dendo unicamente a 13 letras que podemos enviar fielmente, nos dando a capacidade de
log 13 bits. Podemos, por exemplo, considerar um (13, 1)-codigo dado por:

C(A) € {A, B}, C(C) € {C,D},..., C(Y) € {Y, Z}.
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Exemplo 1.2.17 (Canal de Capacidade Zero). Para que a defini¢do de capacidade seja
util, devemos ter que um canal cuja capacidade é zero nao pode ser usado para transmitir
informacao. A saida de tal canal deve ser aleatoria. De fato, um canal (X', N = p(y|x),))
tem capacidade zero se e somente se N for constante, ou seja, se existe v € P()) tal que
Vx € X, N(z) = v. Vejamos isso. Pelo Teorema da Codificacdo de Canais temos que,
para qualquer p € P(X), I(p: N(p)) = 0. Pelo Teorema 1.1.16, temos que p e N(p) sdo
independentes. Logo N(p) =v € P(Y).

Vamos nos dedicar agora a demonstragao do Teorema da Codificacao de Canais, que
mostra que, em média, podemos transmitir fielmente C'(IN) bits de informagdo por uso
do canal. Intuitivamente, a demonstracao mostra que o uso independente do canal va-
rias vezes leva a um comportamento parecido com o da maquina de escrever com ruido
(Exemplo 1.2.16), onde o conjunto de possiveis sequéncias produzidas pelo canal pode ser
coberto por conjuntos quase disjuntos, correspondentes a entradas tipicas.

O argumento utiliza uma variacdo da propriedade da equiparticao assintética: um
canal DSM leva cada entrada tipica X" a aproximadamente 2"7(1X) gequéncias tipicas
em Y", todas aproximadamente equiprovaveis. O nimero total de sequéncias de saida
tipicas de comprimento n é aproximadamente 270 logo podemos particionar )" em
no méximo 2"HM)-HYIX)) — onl(X:Y) conjuntos disjuntos, que corresponde as possiveis
entradas tipicas. Assim, podemos fielmente transmitir no maximo ~ 2"/(X*Y) mensagens
de comprimento n, ou seja, a uma taxa de informagdo, no maximo, I(X : Y). O de-
safio maior é mostrar que esta taxa é assintoticamente atingivel. Para formalizar esse
argumento, comecamos estendendo o conceito de tipicalidade para canais.

1.2.3 Tipicalidade Condicional

Definicao 1.2.18 (Entropia Amostral Condicional). Dados 2" € X" y* € )", a
entropia amostral condicional de (z",y") com respeito a (X,Y) ~ pxy(z,y) =
px (@)py|x (y|z) & dada por:

T7/..M] N ]' n|..n
H(y"|z") = —Elogpw\xn(y |z"™),
onde
pynixn (Y |2") = pyix (Wil21) Py x (32]22) - - - Py ix (Yn|Tn)-

Defini¢ao 1.2.19 (Conjunto Condicionalmente Tipico). Dado =" € X™, y™ € Y™ é dita
condicionalmente /-tipica com 2" em relagio a (X,Y) se:

|H(y"|z") — HY|X)| <.

Chamamos de conjunto condicionalmente /-tipico com z" o conjunto de sequéncias
condicionalmente d-tipicas com z" em relagao a (X, Y):

T =yt eyt | [H(y ") - HY|X)| < 6},

o Y |x™ 0 o o
Quando o contexto for claro, chamamos conjuntos da forma 7T} " de conjuntos condicio-
nalmente tipicos.
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Vejamos agora que conjuntos condicionalmente tipicos possuem propriedades similares
as vistas na Secao 1.1.5 para conjuntos tipicos.

Teorema 1.2.20 (Equiparticao). A probabilidade condicional pyn xn € aprozimadamente
|

uniforme em Téyn ". Para quaisquer " € X" y" € Y":

9—n(H(Y|X)+5) < pynjxn (y*]z") < 9—n(H(Y|X)=0) (1.10)

Demonstracao. ITmediato da defini¢ao. O]

Teorema 1.2.21 (Acimulo (em Média) de Probabilidade). Para todo € € (0,1) e § > 0,

existe n € N tal que, em média com respeito & pxn, T;m‘xn tem probabilidade mator que
1—e:

Exe {proxe {Y" e 1"} > 1 (1.11)

Note como estamos introduzindo mais uma camada de aleatoriedade, supondo que a
sequéncia z" é dada pela variavel aleatoria X", e depois eliminando esta aleatoriedade
tomando a média. Como veremos, este ¢ um truque essencial na demonstracao do Teorema
da Codificacao de Canais.

Demonstracao. O resultado vai seguir de uma aplicagdo da Propriedade da Equiparticao
Assintotica (Teorema 1.1.31). Denotando a funcdo indicadora de um conjunto 2 por Iq,
temos:

EXn {pY"|X" {Yn G T;/nlxn}} :EXn {Eynp(n {[T(Syn|x'n (Yﬂ)}}
:]EXn7Yn {ITJY"\XW (Y’ﬂ)}
—pxnye {Y" e T (1.12)

Lembrando da nocao de informacgao condicional, podemos definir a variavel aleatoria
i(Y]X) = —logpy|x(Y|X), que usamos para expressar a entropia amostral condicional
H(Y™X™) das sequéncias i.i.d. X" e Y™

— 1
H(Y"|X") = ——log pypxn (Y"1 X")

= —% log (H pY|X(Yk‘Xk)>

k=1

1 n
T Z log py|x (Vi Xi)
k=1

1<
k=1

Com isso em maos, e lembrando da equagao (1.2) para H(Y|X), podemos reescrever

(1.12) como:
< 5} ,

que, pela Lei dos Grandes Numeros, tende a 1 e portanto existe n grande o suficiente tal
que (1.11) é satisfeita. O

n

%Zi(mxk) —Exyi(Y|X)

k=1

Dxn yn {‘H(Yn|Xn) - H(Y|X)‘ < 5} = Ppxnyn {
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yal§

Figura 1.5: Conjunto condicionalmente J-tipico com z™ em relacdo a (X,Y).

Teorema 1.2.22 (Cardinalidade). Para qualquer § > 0, existe n € N tal que, para todo
" e X"

‘Tgy "o | < gnHYIX)+5), (1.13)

Além disso, temos que, para todo € € (0,1), existe n € N tal que:

Exn {‘Tdy "X

} > (1 — €)M HT1X)-0), (1.14)

Demonstragao. A demonstracao de (1.13) é idéntica & do Teorema 1.1.35. Para ver que
vale (1.14), note que, pelo Teorema 1.2.21, existe n > 0 com:

\

< Exn > pyrxe ()

Yyn|xn
yn €T6 )

< Eyxn {2—n(H(Y|X)_5) ‘TaY"lxn }

_ 27n(H(Y|X)75)EXn {‘Téynp(n }

1.3 Teorema da Codificacao de Canais

Estamos prontos para demonstrar o Teorema da Codificacao de Canais.

Teorema 1.3.1 (Teorema da Codificagdo de Canais). A capacidade operacional de um
canal DSM (X, N = p(y|z),)) € dada por sua capacidade informacional:

Cop(N) = C(N)
ou seja, uma taza de transmissao R € atingivel para (X, N,Y) se e somente se R < C(N).

E comum na literatura dividir a demonstracao deste teorema em duas partes:
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Parte Direta: Para R < C(N), usamos o método probabilistico para mostrar a
existéncia de uma sequéncia de codigos cujas taxas tendem a R mas com probabi-
lidade maxima de erros tendendo a zero.

Parte Reciproca: Para R > C(N), usamos a aditividade da informa¢dao mitua
para mostrar que nao pode existir uma sequéncia de cédigos com taxas tendendo a
R mas cuja probabilidade maxima de erro tende a zero.

Por método probabilistico nos referimos ao método de demonstragao nao-construtivo que
garante a existéncia de um objeto em um espaco de probabilidade satisfazendo alguma
propriedade mostrando que a probabilidade de tal objeto existir € nao-nula. No nosso
contexto, o método é chamado de codificagao aleatdria, onde o espaco de probabilidade
serd o de possiveis codigos para um canal. Em [31] é demonstrada uma versao mais forte
da parte reciproca, que da uma cota inferior explicita para a probabilidade maxima de
erro e mostra que para codigos com taxa assintotica maior que C(N), linrri> gjlf P =1

(ver também [24, 25]).

1.3.1 Parte Direta

Demonstragdo. Lembre que um (2" n)-codigo determina M = 2"F palavras-codigo de
comprimento n, uma para cada mensagem do conjunto M = {1,2,... M}:

2"(1),2™(2),..., 2" (M) € X",

dadas pelo esquema de codificagao C* : M — X" que, pensado como a sequéncia
(x™(1),2™(2),...,2™(M)), chamamos de livro-cédigo.

Fixada uma taxa de transmissao R < C'(N), vamos primeiro mostrar a existéncia de
uma sequéncia de (M,n)-codigos, com M = 2"l (ou seja, com taxas de transmissao

R+ %), tais que Pe(") — 0. Depois argumentamos, pelo Teorema 1.2.8, que existe uma

sequéncia de (2"% n)-codigos tais que Pe(fﬁr)m — 0. No contexto do método de codificacao

aleatoria, este ultimo passo é as vezes chamado de ezpurgagao [10].

Vejamos este problema pela perspectiva de Alice e Bob, que comecam fixando d > 0 e
uma distribui¢do px € P(X) que maximiza a informac¢do mitua entre a entrada e saida
do canal, ou seja, tal que I(X,Y) = C(N) com Y = N(X) (que existe, pelo Corolario
1.2.14). Para todo n > 0, eles combinam o seguinte (M, n)-codigo:

Codificagao: Alice e Bob escolhem um livro-co6digo C (omitimos por enquanto

o indice n) de forma aleatoria: C = (z"(1),2"(2),...,2"(M)), onde z"(m) =
(x1(m), zo(m),...,x,(m)) é uma amostra de X" retirada i.i.d de acordo com a
probabilidade:

pxn (2" (m)) = pr(%(m)) = pr(wi) (1.15)

Ou seja, a probabilidade de uma palavra-codigo ser selecionada é independente de
escolha das outras palavras-codigo e também da mensagem m. Logo, os livros-codigo
sao elementos do espago de probabilidade (X™)M e sao distribuidos por:

px(z;(m)). (1.16)

pC(In(l), xn(2)’ ce >In(M)) = H |

n
m=1 i=
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Figura 1.6: Possiveis erros de decodificagao da mensagem 4. O ponto pertence a & (4), o
ponto rosa pertence & £1(4) e o ponto vermelho pertence a E3(4).

Decodificacao: Ao receber a saida y™ do canal, Bob determina, baseado em certos
critérios, se vai decodificar y" ou declarar que houve um erro. No caso de erro,
ele simplesmente decodifica y" como D(y") = m/, com m’ € M aleatoria, escolhida
uniformemente. Primeiro Bob testa se y" pertence ao conjunto d-tipico Ty " referente
a distribuicao Y = N*"(X™) dada pela equacao (1.5) na pagina 16, declarando um
erro caso nao pertencga. Ele entao testa se existe alguma mensagem m tal que y"
estd no conjunto condicionalmente d-tipico T(SY e (m) (lembre que Bob conhece o
livro-c6digo). Caso nao exista tal mensagem, Bob declara um erro. Caso existam
duas ou mais tais mensagens, Bob também declara um erro. E caso exista uma
tnica tal mensagem m, Bob toma D(y") = m.

Podemos particionar em trés eventos (Figura 1.6) o caso em que ocorre um erro de deco-
dificacdo quando Alice envia a palavra-codigo =" (m):

Eo(m): Bob recebe y™ que nao é §-tipica.

E1(m): Bob recebe y™ -tipica, mas nao condicionalmente J-tipica com z"(m). Ou
seja, y" & T(;ann(m).

Ex(m): Bob recebe y™ d-tipica, condicionalmente d-tipica com x™(m) e condicional-

mente d-tipica com z™(m’), com m’ # m. Ou seja, y" € T(;Y"‘x"(m) N T(;Ynun(m/).

Vamos estimar a probabilidade de ocorréncia de cada tipo de erro. Para isso, considere
C como vetor aleatorio com valor no conjunto de possiveis livros-codigo (X™)™ e com
distribui¢do dada por (1.16). Tomando o valor esperado da probabilidade média de erro
(Defini¢ao 1.2.7) sobre a distribui¢do de C, temos:

M

Ec {Pe(n)} = EC {% Z Pe(n)(m)} = Ec {% Zpyn|c {Sg(m) U Sl(m) U Sg(m)}} .

=1

Por linearidade:

Ee (P} = % S Ee {pynie {Eo(m) U & (m) U E(m)}}
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Note que, como a escolha de 2 (m) é independente de m, a probabilidade de erro nao
depende da mensagem m, ja que toda mensagem tem a mesma probabilidade de ser
emitida. Podemos entao assumir, sem perda de generalidade, que a palavra-codigo enviada
por Alice se refere & uma mensagem m € M fixada:

M
1
= E¢ {pyric {&(m) U & (m) U E(m)}}.
Pela subaditividade da probabilidade:

Ec { P} < Ee {pynic {&(m)}} + Ee {pync {E1(m)}} + Ee {pynic {E2(m)}} . (1.17)

Podemos agora analisar cada tipo de erro individualmente. Note que as funcoes indi-
cadoras dos eventos E(m), E1(m) e E2(m) sdo dadas, em termos da saida y”, por:

Legm) = 1 = Iy~ (y"), (1.18)

Leymy = Iy (") (1 = Lpymixnen (5")), (1.19)

-[52(771) - Z ITéY" (yn)IT(SYn|Xn(m)(yn)]Téyvqxn(m/) (yn) (120)
m/#m

Como as coordenadas de C = {X™(1), X"(2),...,X™(m)} sdo i.i.d., podemos levar em
conta somente a distribuicdo marginal X™(m) e substituir E¢ por Exn(,) e pync por
Pyn|xn(m) em (1.18) e (1.19). Assim, utilizando (1.18), e que para uma variavel aleatoria
Z e um evento , Ez {Io} = pz{Q}, temos:

Ec{pynixn(m){€(m)}} = Exnim) {pyrxn(m) {Eo(m)} }
= Exn(m) {Eynpcn(m) {1 — Ipy» (y")}}
=1 —Exnm)yn {ITgf" (y”>}
=1—Eyx {ITg"(y")}
=py{Y" ¢ T}
Por (1.19), temos:
Ec{pynxnm{€1(m)}} = Exnm) {EY"\X” {ITY" (") (1 - IT}”‘X”(M)@H))}}
< Exn(m) {IE "X (m { —1 anlxn(m)(y”)}}
= Exam {1 Eyn(x(m {I ;m\xwm)(yn)}}

Para analisar a probabilidade de erro do evento &(m), tomamos X™ = (X™(1m/))m-tm-
Note que pe = pxn(m) - pz. Por (1.20), temos:

Ec{pync{&a(m)}} = Ec {Eync{ Z Iy (y 5Y"\X"<m) (yn)[Tgmxn(m')(yn)}}

m'#£m
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< Ec¢ {EY"C { Z ITg’” (yn)ITg’”IXWm/)(yn)}}

/#m
< Z Exn X { yn|Xn {IT(;Y”(yn)ITg"\me’)(yn)}}
/#m
= D Extngm)xn(m)vn {ITg” (y")ngn\xn(mw(y”)}
/#m
=2 2 2 2 pe(@(m)pn(@"(m))
z(m) m'#m x™(m’/) y"

X pynpxn (" 2" (m) Iy (Y™ M pemien oy (4°)

=2 2 el (pw (") (5")) Lpymrencon (37)

m/#Fman(m’) y

<O Y 3 S pel e ()
m/#m zn(m')
< 9 n(H(Y)=8)gn(H(Y|X)+9) Z Z pxn ("
m'#m z" (m')
< Mo U(X:Y)=29)
_ gnR+1 9—n(C(N)-26)

_ 2—n(C(N)—R—26—%)‘

A cota acima é chamada de Lema do Empacotamento Classico por algumas refe-
réncias |32]|21]. Finalmente, pelos Teoremas 1.1.34 e 1.2.21, para todo € € (0,1), existe
N > 0 suficientemente grande tal que, para todo n > N:

Ee {Pe(n)} < pYn{Yn ¢ T5 "} + EX”(m) {pY"|X"L(m) {Yn ¢ T6Yn|Xn(m)}} + an(C(N)*Rf&S*%)

< e+ e+ 2MOW)—R=20—3)

Como R < C(N), podemos tomar 0 < ¢ < M de forma que Ecn {P(")} — 0. Ou

seja, em média, codigos aleatoriamente gerados a partir de nosso esquema tem probabi-
lidade média de erro tendendo & zero. Em particular a probabilidade de que exista uma
sequéncia de c6digos (C"),en com esta propriedade é ndo-nula.

Pelo método probabilistico, concluimos que deve existir tal sequéncia (esse passo é as
vezes chamado derandomiza¢do). Lembre porém que nosso objetivo é mostrar a existéncia
de (2"% n)-codigos cuja probabilidade méxima de erro tende a zero. Mas isso parte
do Teorema 1.2.8, jA que podemos expurgar os codigos obtidos: excluimos a metade
das mensagens com maior probabilidade de erro, finalmente obtendo uma sequéncia de
(M /2,n)-codigos com taxa log(2"+1/2) /n = R tais que P'thaz — 0. O

1.3.2 Parte Reciproca

Na demonstracao que segue, vamos utilizar a hipotese da aditividade da informagao mi-
tua:
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Se N é um canal DSM, entao para todo n > 0 e X" uma variavel aleatoria com
valores em X" temos que :

I(X": N*"(X")) < nC(N).

Note que aqui X" nao precisa ser i.i.d. Esse resultado vai seguir da aditividade da ca-
pacidade de canais, que vamos enunciar e demonstrar na proxima secao. Enfatizamos
esse resultado pois, como veremos no capitulo 4, vamos ver que o analogo quantico desta
propriedade nao é geralmente valida.

Dado R > C(N), vamos mostrar que para qualquer sequéncia de (M, n)-codigos com
taxa tendendo a R, temos que:
lim inf Pe(") > 0,

n—o0

que implica que a probabilidade de erro maximo nao tende a zero (pois P < Pe(%ax).
Para isso vamos precisar de um resultado auxiliar. Lembre que um (2%, n)-c6digo para o
canal DSM N consiste em funcgoes codificacao C™ e decodificacao D", onde as mensagens
sao dadas pela variavel aleatoria W uniformemente distribuida e um erro do cédigo ocorre
quando W # W, com W = D, (Y™), Y = N**(X") e X" = C*(W).

Lema 1.3.2 (Desigualdade de Fano). Dado um (2" n)-cddigo para o canal DSM N:
HW|W) <1+ P™.nR.

Demonstragio. Seja e = {W # W} o evento em que ocorre um erro e I, sua funcio
indicadora. Note que por (1.6), P{l. = 1} = P, Pelo Corolario 1.1.13, podemos
expandir H(I., W|W) de duas formas:
H (I, WIW) = H(W|W) + H(L|W,W)
=0
H(L, W‘W) = H(Ie’W) +H(W|L, W)v
—_——— —
= PR
onde H(I|W,W) = 0 pois temos conhecimento da entrada e da saida. H(IL|W) <
H(I.) <1 pelo Teorema 1.1.18 pois H(I.) = Hbm(Pe(n)) < 1. Pela definicao de entropia
condicional, temos que:
HW/|I,W)=P{I, = 0}H(W|W,I, = 0) +P{I, = 1}H(W|W,I. = 1)
< P log | M|
= P . nR,

pois HW|W,I, = 1) < HW) < logM e HW|W,I, = 0) = 0, ja que {W = m} =
{W = m}n{L(m) = 0} e portanto que H(W|W, I = 0) = Ey;, {H(WWV = m, L(m) = o)} -
Ey, {H(W|W =m}) = 0.

O

Demonstragao da Parte Reciproca. Para n > 0 e um (2"%, n)-codigo, note que W —
X" — Y™ — W forma uma cadeia de Markov. Assim podemos usar a Desigualdade do
Processamento de Dados (1.1.24) duas vezes para concluir que:

IW W) <I(W:Y") <I(X":Y™).
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Pela Desigualdade de Fano, e pela hipotese de que I(X" : Y™) > nC(N) > nl(X; : Y7):
HWW)—1 HW)-I(W:W)-1

P >
c - nRk nRk
_HW) —I(X":¥") —1
- nRik
_nR—-I(X":Y")—1
N nRk
_1 I(X":Y™) 1
N nRk nRk
- nRk nRk
N N
- R nRk
Assim, se R > C(N), para qualquer sequéncia de cddigos com taxa R, temos:
N
lim inf P > 1 — o) .
n—oo R

1.4 Aditividade da Informacao Mitua

Na demonstracao da parte reciproca do Teorema da Codificagao de Canais, utilizamos o
fato de que, para todo n > 1, I(X™ : N**(X")) < nC(N). Em particular temos:

C(N*™) < nC(N). (1.21)

Nessa secao, vejamos que essa desigualdade atesta que usos repetidos de um canal DMS
nao permite comunica¢do com uma taxa maior que C'(N), que se refere a um tnico uso
do canal. Na parte direta do Teorema da Codificacao de Canais utilizamos as n-ésimas
extensoes sem memoéria de N, mas apenas consideramos o caso em que as entradas X"
sao i.i.d. Vamos considerar agora entradas X" possivelmente correlacionadas.

Definicdo 1.4.1 (Canal Produto). Dados canais (X1, Ny = pi(y|z), 1) e (Xo, Ny =
p2(y|x), Vs), chamamos de canal produto o canal (X} x X}, N1 X Ny = p(y1, ya| 1, T2), V1 X
YV,) tal que:

P(Z/hyﬂﬂflal’z) = pl(y1!$1)p2(y2!$2).

Se a entrada é dada por (X, X5), entao:

P(Y1, Y2l 71, T2) = Py vaixs,xe (U1, ¥2]21, 2) = Pyvyx, (U1]21) - Pyajxs (Ya]@2). (1.22)

Iterando, podemos definir o produto de qualquer nimero finito de canais como o canal
resultante de uma sequéncia de usos independentes de cada fator. Note que as n-ésimas
extensdes sem memoria sdo canais produto. E razoavel questionar se correlacoes entre
as entradas de um canal produto pode resultar em uma capacidade superior & soma das
capacidades dos fatores. Isto ¢, se C'(Ny x No) > C(Ny) + C(N3), onde

C(Ny x Ny) = sup I(Xy1,X5:Y1,Ys).

PX1,Xo
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L1 N Y1
m C Z2 N Y2 > D m
Zn, N Yn

Figura 1.7: Usos independentes do canal para transmitir entradas correlacionadas. Triangulos
representam informacao classica.

Teorema 1.4.2. Dados canais (X1, N1,Y1) e (Xa, No, Vs), temos:
O(Nl X NQ) Z C(Nl) -+ O(NQ)
Demonstragdo. Sejam px, € P(&X;) e px, € P(Ay) tais que C(Ny) = I(X; : Y1), C(N2) =

I(X5:Y3) e px, x, = Dx, - Px,, com Yy = Ni(X;) e Yo = Ny(Xy). Nesse caso, as tinicas
dependéncias sao entre X; e Y7, e entre X, e Y5.

C(Ny x Ny) > I(Xy,Xs: Y1,Y3) (1.23)
= H(Y1,Ys) — H(Y1, Ya| X1, X5)
:H(Yl,YQ) _H(K‘X1,X2)—H(Y2’X1,X2,Y1) (1-24)
= H(Y1) — HY1|Xy) + H(Yz) — H(Y2| X) (1.25)

— [(X1:Y3) + (X : Ya)
= C(Ny) + C(Ny),

onde (1.23) segue da definicdo de capacidade informacional como supremo, (1.24) segue
da regra da cadeia generalizada e (1.25) da escolha de X; e X5 (e portanto Y; e Y3)
independentes. O

Em particular, dado N, para qualquer n > 0:

Loy > o).

n

Como a capacidade operacional é definida em relacao a muiltiplos usos independentes
de um canal, a capacidade informacional relevante, levando em consideragao possiveis
correlacoes entre as entradas, é dada pela seguinte definicao:

Definigao 1.4.3 (Capacidade Regularizada). Dado um canal (X', N,)), sua capacidade
regularizada é dada por:

Creg(N) = sup lC’(NX") = lim lC(NX”).

n N n—oo N
Note que C(N*") <log(|X|") = nlog(|X]), logo o limite acima est4 bem definido.

Se Creg(N) > C(N), isso significa que é possivel tomar vantagem de correlacdes entre
as entradas para transmitir informacao com uma taxa maior que a capacidade de um tinico
uso do canal. De fato, como veremos agora, isso nunca acontece. Por consequéncia, o
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Teorema da Codificacao de Canais mostra que a melhor taxa de transmissao assintotica,
a capacidade operacional, é idéntica & maior quantidade de informacao que podemos
transmitir (em média) por um tnico uso do canal.

Teorema 1.4.4 (Aditividade [9]). Dados canais (X1, N1,Y1) e (X, No, Vs), temos:
C(Ny x Ny) = C(Ny) + C(Ny). (1.26)
Em particular, por inducao:
Creg(N) = C(N). (1.27)

Demonstragao. Pelo Teorema (1.4.2), basta mostrar que C'(Ny x Ny) < C(Ny) + C(Na).
Considere (Xl,XQ) tal que C(Nl X Ng) = I(Xl,Xg . }/Vl,YVQ)7 com (Yi,Yé) = NXQ(Xl,XQ).
Entao:

C(N, x Ny) = I(X1, Xy : V1, Ys)
= H(}/laYQ) - H(}/I7Y2|X17X2)7

que pelo Corolario 1.1.13:
= H(}/I;YQ) - H(}/l|X1aX2> - H(}/Q|X17X27}/1>7

e como, para ¢ = 1,2, Y; depende somente de X; e é condicionalmente independente de
das outras variaveis aleatorias:

= H(Y,,Ya) ~ H(Yi|X)) — H(Y|Xo)
<HMW) + H(Y2) — H(Y1Xq) — H(Y>|Xo)
=1(X1: Y1) + (X5 : Y2)

< C(Ny) + C(Ny).

Portanto C'(Ny x Ny) = C(Ny) + C(Nz). Em particular, para qualquer canal DSM N,
C(N*%) = 2C(N). Por indugao, C(N*") = nC(N) para todo n > 1, logo:

Croy(N) = lim sup ~C(N*") = C(N).

n—oo 1
L]

Vamos ver no capitulo (4) que uma nogao razoavel de capacidade para canais quan-
ticos nao satisfaz a propriedade de aditividade. Portanto é interessante refletir sobre a
demonstracao do Teorema 1.4.4. Note que utilizamos a Regra da Cadeia Generalizada
(Corolario 1.1.13), que ndo tem anéalogo no caso quantico (o anilogo da entropia condicio-
nal na teoria quantica se comporta de forma distinta do caso classico, devido & auséncia de
uma nogao satisfatoria de probabilidade condicional quantica). Para enfatizar a natureza
classica deste resultado, vejamos uma demonstracao alternativa do Teorema 1.4.4 que nao
utiliza a Regra da Cadeira Generalizada mas sim outra propriedade caracteristica da te-
oria cléssica, o Teorema 1.1.4. A seguinte demonstracao foi inspirada por um comentario
em [19].
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Demonstragao alternativa para o Teorema 1.4.4. Sejam px, x, € P(X1 X Xy) e (Ny x
No)(Px,.x2) = Pviva € P(Qh x Va). Pela expressdo (1.8) para a capacidade de canais
classicos, temos que:

C(Ny x Ny) < H((Ny X No)(px, x.)) = >, pxaxa(2)H((N1 X Na)(6,))
rEX] X Xo
le Y2 Z Px; X2 (Nl X N2)(6 ))
TEXT X Xo

e como, para cada © € X} X Xy, 0, é um ponto extremal de P(X; x X)), pelo Teorema
1.1.4, existem x; € X e x5 € X, tais que 0, = (4, Iz, ), logo:

= H(pyl,y2> — Z le,Xg(x17I2)H((N1 X NQ)(527175902))

r1E€X1,22€X0

= H(py,v,) — Z P15, (21, 2) H(N1(0z, ), Na(0z,))

T1EX,x2EX,

= H(pyhyz) — Z le,Xg(xlax?)H(Nl(xl)aNQ(xQ))

T1E€X1,22€X

Por (1.22), Ni(z1) e Ni(z3) sdo independentes, logo:

=H(pvivs) = > Pxixo(@,22)(H(Ni(21)) + H(Ny(22)))

T1€X1,22€X2

H(py,.v,) Z px, (x1)H(Ny(x1)) Z Dx, (x2) H(Nay(z2))

r1E€X] T2 EXo

e pela subaditividade da entropia:

< H(pv,) + H(py,) Z px, (w1)H(Ni(21)) Z px, (w2) H(Na(22))

r1EX roEXo
H(Ni(px,)) = Y pxi (@) H(Ni (1)) + H(Na(px,)) = Y pxy(w2) H(No(2))
r1EX ToEXo
= I(px, : Ni(px,)) + I(px, : Na(px,))
< C(Ny) + C(Ny).

]

Vamos ver no capitulo seguinte que o andlogo quantico do Teorema 1.1.4 nao é vélido
no geral devido ao fendmeno de emaranhamento na teoria quantica, que oferece uma
das principais diferencas entre a teoria da informacao classica e da teoria da informacao
quantica.



Capitulo 2

A Teoria Quantica

Neste capitulo, desenvolvemos o minimo necessario do formalismo da teoria quantica
para compreender os conceitos de canal e entropia quanticas, seguindo principalmente
[33, 11, 10, 34]. Na Se¢ao 2.1, introduzimos o vocabulario basico e os postulados da teoria
quantica. Na Secao 2.2 apresentamos sistemas quanticos compostos e emaranhamento
quantico. A Secao 2.3 se dedica a canais quanticos, analogos quanticos dos canais ruidosos
vistos no Capitulo 1, suas diversas representacoes e as relagcoes entre elas, terminando com
a apresentacao da importante classe de canais entanglement-breaking.

2.1 Sistemas, Estados e Medicoes

Vamos apresentar os conceitos bésicos da teoria quantica, enunciados como postulados
que dao significado as nocoes de sistema quéantico, estados, medicoes, etc. Comecamos
apresentando a notacao de Dirac, particularmente conveniente em teoria da informacao
quantica. Muito deste capitulo serve para manter esse trabalho auto-contido, sem entrar
em detalhes sobre as motivacgoes fisicas da teoria. Para uma introducao mais completa a
notagao de Dirac, ver por exemplo [35, 36].

2.1.1 Sistemas quanticos

Por sistema quantico, queremos dizer qualquer objeto de estudo da fisica quantica. Ma-
tematicamente, cada sistema quantico fisico esta associado a um espaco vetorial complexo,
dito seu espago de estados (essa associagdo nao é Obvia, e é objeto central no estudo
dos fundamentos da fisica quantica), que vamos assumir como dado para cada sistema.
Na préatica, o sistema servira de indice para seu espago de estados. Neste trabalho, vamos
nos limitar a sistemas cujo espaco de estados tem dimensao finita.

Dado um sistema quantico A, denotamos por H4 o espaco de estados do sistema A.
H4 € um espago de Hilbert. Neste trabalho, veremos exclusivamente sistemas quanti-
cos, e portanto espacos de Hilbert, de dimensao d4 finita, que sao simplesmente espacos
vetoriais complexos com produto interno. Similarmente, para um sistema quantico B,
temos o espaco de estados Hp de dimensao dg, etc.

Um vetor em H 4 é escrito como um ket |¢) ,, omitindo o subscrito caso o espago refe-

rente esteja claro pelo contexto. O produto interno de H 4 é dado por (-|-) , : HaxHa —
C, linear na entrada a direita e conjugado-linear na entrada a esquerda, notacao usual

33
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em teoria quantica . Cada vetor |¢)) € H, define um tnico funcional linear dado por
|p) — (¥|¢), que denotamos por um bra (p| € H%. Aqui H* é o dito espago vetorial
dual de Hy,.

Pelo teorema da representagao de Riesz [37], podemos definir um isomorfismo antili-
near isométrico -1 : H 4 — HY, dita adaga, tal que:

(al) +Blo)" = o™ (Y] + 8" (¢,

onde -* denota conjugagao complexa. Vamos utilizar o mesmo simbolo para sua inversa
1 HY — Ha, que age por:

(a (7] + B {w)' = a”|7) + 5" |w).
Identificando H 4 ~ H’, tratamos a adaga como uma operagao involutéria em H 4.

Fixamos para H4 (e para o espaco de estados de qualquer sistema quéntico) uma
base ortonormal genérica {[i),}%, = {|1),,12)4,---,|da) 4}, que chamamos de base
computacional. A ortonormalidade de {|i),}#4, é expressa por (i|j) = 6;;. Pela base
candnica, tomamos o isomorfismo H 4 ~ C%, identificando {|i) f;‘l com a base canonica
e um vetor |¢) € H, pela matriz coluna:

(00
= |

V.,
onde ¢; = (i), de forma que [1)) = S°% (i|y)) |i). Os coeficientes 1; sdo chamados as

vezes de amplitudes de probabilidade de |¢). Considerando a base dual {(i|}%4, ¢ H*,
escrevemos:

Wy = () = [vr vy - W]

Assim, em coordenadas, a adaga corresponde & conjugacao hermitiana. Com essas nota-
coes, temos que o produto interno corresponde, convenientemente, ao bra-ket:

61
da
(Wle) = [vr w5 - 5] ¢ = Wids.
’ =1
bu.

A condicio de normalizacdo de um vetor |1)) € H4 pode entfio ser escrita como |[|1)]|* =

d 2
Eiil Wz| =L

Dados espacos de Hilbert H4, Hp, denotamos por B(Ha, Hp) o espago vetorial de
operadores lineares X : Hy — Hp, com a convencao de que escrevemos B(H ) para
B(Ha,Ha). Denotamos por 14 o operador identidade de H 4. Dado um operador X €
B(Ha, Hp), escrevemos X (|)) como X |[¢) e o produto interno entre |¢) e X |¢)) como

6)T (X [¥)) = (61X |) 5,
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com o sanduiche no lado direito da igualdade sendo a notagao de Dirac, que podemos
equivalentemente interpretar como (¢| X (|¢)), com X agindo no bra pela direita. Para
ver isso, note que [¢) — (¢| X |¢) 5 define um funcional linear para cada (¢p| € H%, que
denotamos por (¢| X. Assim, dado X € B(Ha, Hp) definimos a adjunta de X como o
operador X1 € B(H3, H?) tal que, para todo |¢) € Hp:

XT((gl) = (XTo| = (4] X,

que nos permite expressar a propriedade familiar:

(XTolw) = (01X V),

para todo [¢) € H4. Para X, Y € B(H ), temos que (XY)! = YTXT. Note a consisténcia
na notagao que nos permite pensar na adjunta de operadores como extensao da operacao
adaga:

(X )" = (v XT.

De fato [¢)" = (1] é 0 adjunto hermitiano de [1)), se visto como um funcional linear em H*.

Por dualidade, podemos, equivalentemente, definir a adjunta de X € B(H 4, Hp) como
o operador X1 € B(Hp,Ha) tal que, para todo |1) € Ha, |¢) € Hp:

(01X [0) 5 = (WIXT|0)

que expressa o fato de que, em termos de matrizes, a adjunta corresponde & conjugada
complexa da transposta.

Exemplo 2.1.1. Para X € B(H,) auto-adjunto, temos para todo |¢) , |¢p) € Ha:

(01X1) g = (WIX[e)5

Em particular, se |¢)) é um autovetor normalizado de X, com autovalor A, temos:

A= (W X[W) 5 = (WX |), = N
Demonstrando que os autovalores de um operador auto-adjuntos sao todos reais.

Denotamos por Mg, «4,(C) o espago vetorial de matrizes d4 por dp com entradas
complexas. Pelas bases computacionais, podemos munir B(Ha, Hp) >~ My, xa;(C) de uma
estrutura de espaco de Hilbert com o produto interno de Hilbert-Schmidt (-,-)ys
dado por:

(X,Y)gs = Tr {XTY}.

A notacao de Dirac também nos permite expressar operadores lineares. Dados |z) €
Ha e l|y) € Hp, definimos o operador linear ket-bra |y)(x|: Ha — Hp por:

[0) = ) (z¢) = (=[¢) |y) -

Podemos pensar nesse operador como aquele que leva |z) a |y). Pela notacao de Dirac, é
imediato que se X = |y)(z|, entdo:

(D1 X|) = (@ ly) (x| ¥) = (x[v) (o] y) -
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A adjunta de tal operador é dada por:

(ly) ()" = l=)(yl

e a composicao de tais operadores é dada por:

(o) (@ N(IT){wl) = l¢) (Wl7) (W] = @|7) [P)(w]-

Sejam {]])A}J L 418) 5}, bases computacionais de H 4 e Hp respectivamente. Entdo os

operadores {[i) <j|A};liff:1 formam uma base ortonormal de B(H 4, Hp) sob o produto

interno de Hilbert-Schmidt. Em termos de matrizes:

b 011 Q1py - ¢1¢d,4
[9) (Y] = ¢:2 [ e ] = ¢2:w1 .
Pds Ga i o Qayin

A ortonormalidade da base resulta na expressao, dita resolucao da identidade:

Z )il = La. (2.1)

Como um exemplo da conveniéncia da expressao acima, podemos decompor X €

B(Ha,Hp) como:

dg da dp da
X=X )G =YD (il X5 |i
i=1 j=1 i=1 j=1

Ou seja, X;; = (1|X|j) nos d a representacao matricial de X nas bases {|j>A}j LA e,

Por exemplo, podemos facilmente verificar que X = X X

X[ = (X)) = (IX[i)" = X,

A representacao matricial de um produto XY, para X|Y € B(Ha) é obtida aplicando

2.1:
da

@IXY]5) =D X[k (k[Y]5) = Zszij
K1

Exemplo 2.1.2. Seja U € B(H,) unitario, ou seja, vale que UUT = UTU = 1,. Lem-
brando que U (¢| = (¢| UT, vemos que U preserva o produto interno:

(UglUY) = (s|UTTI) = (¢lv)

e age em operadores de posto um (que sdo exatamente os ket-bras) por:

[¥){¢l = U)o U

Se 1) & um autovetor normalizado de U para o autovalor A, entao:

AP = XA = @UTU ) = (@ly) = 1.

Dadas duas bases {|¢J>}j 1,{|¢j>} de H,, existe um operador unitario U tal que
|pj) — |;). De fato:

da
U= Z ;) (b5] -
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Seja X € B(H.4) um operador normal (ou seja, XTX = X XT). Pelo Teorema Espectral
para Matrizes, existe uma base ortonormal de {|o;)}%, de autovetores de X, de forma
que:

da
X =Y aifai)(ail,
i=1

onde a; sao autovalores de X. Note que operadores do tipo |x) (x| sdo projecoes ortogonais
no espacgo unidimensional gerado pelo vetor |z).

2.1.2 Estados quanticos

Por estado de um sistema quantico, nos referimos a um objeto que descreva o sistema em
um dado momento. A nocao de estado quantico vai exercer um papel na teoria quantica
analogo as variaveis aleatorias na teoria da informacao classica, descrevendo nao s6 uma
configuragao do sistema, mas uma densidade de possiveis configuracoes.

O trago de um operador X é dado, em notacao de Dirac, por:

da
Tr{X} =) (jIX[5).

=1

Notando que valem:
Tr {X'} = Tr {X}",

Tr{l¢)(¢[} = (¥l9),

Tr{[¢) (V[ X} = ([ X]9) -
Um operador X € B(H4) é dito positivo se, para todo ) € Ha, (| X|) > 0. Todo

operador positivo é hermitiano e seus autovalores sao todos nao-negativos.

Primeiro Postulado: Um estado de um sistema quantico A corresponde a um
operador p € B(H,) tal que p > 0 e Tr{p} = 1. Uma matriz para o estado em
alguma base de H 4 é dita uma matriz densidade para o estado.

Nao devemos confundir essa nocao de estado com a expressao espaco de estados para
H 4. Nem todo vetor em H 4 corresponde a um estado. Denotamos por D(H 4) o conjunto
de estados de H 4, ou seja:

D(Ha) ={p€B(Ha)|p=0eTr{p} =1}

Chamamos de estado puro qualquer estado que pode ser expresso por uma matriz
densidade do tipo p = |¥) (1], onde [1)) é um vetor normalizado de H 4. Note que vetores
normalizados que diferem apenas por uma fase, como [1)) e €? |1)), para algum 0 € R,
correspondem ao mesmo estado:

e [) (Wl e = ) (Y.

Quando conveniente, vamos identificar o estado puro |[¢)(¢)| € B(H4) com o vetor nor-
malizado [) € Ha.
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Chamamos de ensemble uma mistura estatistica de estados puros {px(z), |¥s) }zex,
onde X é uma variavel aleatéria com valores em conjunto de indices X com distribuicao px
e |1,) sao vetores normalizados associados ao indice z € X. Como veremos, ensembles
surgem naturalmente na teoria quantica quando temos somente conhecimento parcial
sobre um sistema. Associamos ao ensemble {px (), [t;) }zcx & matriz densidade:

p=Ex{lvx)(Wxl} =D peltn) (Wul - (2.2)

reX

Estados descritos por uma matriz densidade da forma (2.2) sao ditos estados mistos
(estado puros sendo um caso particular, quando p tem posto um). Um mesmo estado misto
pode corresponder a infinitos ensembles distintos, correspondentes as distintas maneiras
de escrever o operador densidade do estado como uma combinagao convexa de estados
puros [11]. Reciprocamente, é facil ver que para qualquer matriz densidade p existe
um ensemble de estados puros {px(z),|V.)}zex tal que vale (2.2) (basta considerar a
decomposicao espectral).

Proposigao 2.1.3. O conjunto D(Ha) é convezo e seus elementos extremais sao os es-
tados puros.

Para uma demonstracao, ver [13]. No que segue, também vamos considerar ensembles
de estados mistos (ensembles de ensembles), ja4 que a matriz densidade do estado corres-
pondente a tal ensemble é simplesmente uma combinacao convexa de estados mistos, que
também é um estado.

Definigao 2.1.4 (Pureza). A pureza de uma matriz densidade p € D(H ) é dada por:

P(p) = Tr {2}

Exemplo 2.1.5 (Estado Maximamente Misto). O estado de A cuja matriz densidade é

dada por %lllA é dito o estado maximamente misto. A pureza deste estado é %l.

Proposigao 2.1.6. Dado um estado p € D(Ha), P(p) = 1 se, e somente se, p € um
estado puro.

Exemplo 2.1.7 (qubit). Neste caso dimHa = 2, logo B(Ha) ~ Msy2(C) e uma base
(ortogonal, pelo produto interno de Hilbert-Schmidt) conveniente é dada por:

| 10 |01 |0 —1 10
o1l YTt o]t Tl o) P77 |0 -1
onde oy, 0y € 0z sao ditas matrizes de Pauli, todas unitarias e hermitianas, logo qualquer
operador hermitiano é uma combinacdo linear nesta base com coeficientes reais. Em

particular, como Tr {14} = 2 e as matrizes da Pauli tem trago nulo, uma matriz densidade
p € B(H ) pode ser escrita como:

1 1
p==-(1a+z0x +yoy +20z) ==

1+2z x—y
2 2 ’

r+iwy 11—z

onde 1/2 ¢ o fator normalizador e o vetor 0 = (z,y,2) € R? é dito vetor de Bloch. A
condicao det(p) > 0 implica que

ol =a2® +y* + 22 < 1.
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Logo, existe uma correspondéncia bijetiva entre D(H 4) e a bola unitéaria do R?, que neste
contexto chamamos de esfera de Bloch. Temos que:

1
Tr{p’} = 5(1 +2* +y° + 27,

de forma que os estados puros correspondem, pelo Teorema 2.1.6, a fronteira da esfera de
Bloch, enquanto que os estados mistos formam seu interior. O estado correspondendo ao

centro da esfera é o estado maximamente misto:

1 1 1
Sl == ~ 1)1 .
5La =5 10)(0] + 5 11|

2.1.3 Evolugao Unitaria

Vamos agora descrever a dinamica de sistemas quanticos, que podem evoluir de forma
deterministica, familiar da fisica classica, como também de uma forma nao-deterministica
e fundamentalmente quantica, através de medicoes. Mais adiante vamos considerar evo-
lugoes estocasticas, que incluem evolucoes deterministicas e medicoes como casos parti-
culares.

Segundo Postulado: A evolucao deterministica de um sistema quéntico é descrita
por operadores unitarios.

Pelo Exemplo 2.1.2, um operador unitario U age em um estado puro |¢)()| € D(H 4) por:
(V)] = U ) (p| U,

Similarmente, um estado p € D(H4) evolui por U como p + UpUT.

No contexto de computacao quantica, evolucoes unitirias sao chamadas de portas
logicas quanticas, e constituem as operacoes elementares de um computador quantico
[33].

Exemplo 2.1.8. E facil ver que as matrizes de Pauli (Exemplo 2.1.7) sido operadores
unitarios em B(C?). Em computagdao quantica, correspondem as portas X,Y e Z.

2.1.4 Medicoes

Estados quanticos sao caracterizados pelas informagoes que carregam sobre o sistema.
Caracteristicas mensuraveis de um sistema sao chamadas de observaveis, cujos valores
sao obtidos por um processo de medicao. Diferentemente da fisica classica, onde o valor de
um observavel é completamente determinado pelo estado do sistema, na fisica quantica o
estado do sistema caracteriza apenas a probabilidade de obter um determinado resultado
ao realizar uma medicao. Além disso, nem toda medicao preserva o sistema, no sentido de
que possamos falar do estado do sistema apos a medicao. Vejamos o formalismo adequado
para lidar com medicoes de sistemas quanticos.

Defini¢ao 2.1.9 (PVM). Chamamos de medigao projetiva ou PVM (Projective Va-
lued Measure) sobre A uma fungao IT : X — B(H4)", para um conjunto finito X, cuja
imagem consiste em projegoes (II2 = II,,) ortogonais entre si (IL,II, = 0 para z # y), tais

que:
Z M, = 14.

zeX

Também descrevemos IT como um conjunto de projecoes {11, },cx C B(Ha).
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Terceiro Postulado: Se um sistema quantico A se encontra no estado puro
|Y) (| € D(Ha), a probabilidade associada ao resultado z ao realizar a medigao
{11, }zex € dada por:

Se o resultado x foi obtido, entao o estado pos-medigao do sistema é:

_ 1L [¢) ([ 11,

Se |X| = da, entao II, = |¢,) (.| para alguma base {|1,)}.cx de Ha. Neste caso
dizemos que o PVM ¢é uma medi¢ao com respeito a base {|1,)}.cx-

Se o estado de A é dado por p € D(Ha), a medi¢ao {11, },cx nos da o resultado x com
probabilidade:

P = (P, 1ls) g = Tr{plL;},
e neste caso o estado poés-medicao do sistema é:
LIl
Pe = Tr {plL;}

Na fisica quantica, ¢ comum considerar o PVM associado a um observavel X dado por
{|z) (2, }94,, onde, para cada 1 < n < dy, |z,) é um autovetor normalizado com auto-
valor \, € RT.

PVMs nao sao a nocao mais geral de medicao na teoria quantica. Na pratica, vamos
considerar medicoes como dadas pela seguinte definicao, que inclui medicoes que oferecem
somente informacao parcial do sistema:

Definicao 2.1.10 (POVM). Chamamos de medicao generalizada ou POVM (Positive
Operator Valued Measure) sobre A uma fungdo A : X — B(Ha)t, com X um conjunto

finito e tal que:
> Ap=1a

No que segue vamos denotar um POVM A por sua imagem {A,},cx. Se o estado de A é
dado por p € D(Ha), 0o POVM {A, },ex nos da o resultado = com probabilidade

p(x) = (p, Aa) g = Tr {pAs},

e o estado pos-medicao é considerado indeterminado, o que leva alguns autores a chamar
POVMs de medicoes destrutivas.

No que segue, sempre que falarmos de medicao, nos referimos a medicoes generalizadas.
Medigoes generalizadas em um sistema quantico sempre correspondem a uma medi¢ao
projetiva em um sistema maior (ver Naimark’s theorem em [12]).

2.2 Sistemas Compostos

Outro aspecto em que a fisica quantica difere da fisica classica é na descricao de sistemas
compostos. No geral, dois sistemas quanticos que entram em contato nao podem mais ser



CAPITULO 2. A TEORIA QUANTICA 41

descritos individualmente. Dados sistemas quanticos A, B e C', podemos consideré-los em
conjunto como um tnico sistema quantico, dito o sistema composto ABC, e chamamos
os sistemas constituintes de subsistemas. Um sistema composto de dois subsistemas é
dito um sistema bipartite. No caso do sistema composto ABC podemos identificar os
subsistemas bipartites A|BC, AB|C e AC|B, ditas biparticoes de ABC.

2.2.1 Produto Tensorial

Quarto postulado: Dados sistemas quénticos A e B, o espaco de estados do
sistema bipartite AB é dado pelo produto tensorial Hip = Ha ® Hp.

Para mais detalhes sobre o produto tensorial de espagos vetoriais, ver, por exemplo, [38].

Os estados puros de H4 ® Hp sao do tipo:
W)W’AB = |<P><90|A ® ’¢><¢|B'

Para as bases computacionais {[i) ,}%4,, {|j>B}?£1 de Ha e Hp respectivamente, temos

que {|i) , ® |j>B}fﬁlflf:1 é base ortonormal de Hap (com (-|-) ;5 = (:|) 4 (") 5)- Também
usamos a notacao |7, j) 45 := |i) 4 ®|Jj) g quando conveniente. Definimos a base computaci-

onal de Ha®@H g como {|i,7) 45 f;‘id,f:l, ordenada pela ordem lexicografica, de forma que o

produto tensorial de vetores corresponde ao produto de Kronecker de suas representacoes
matriciais:

s
sl Tal |
waelds=| " o] % | = | vida
va| o) | 7

V)

Analogamente, para X € B(Ha)eY € B(Hg), o produto tensorial de operadores X®Y €
B(Ha) @ B(Hp) ~ B(Ha ® Hp) & dado por (X @ Y)(|v) @ |¢) = X |¢) @ Y|), e
matricialmente pelo produto de Kronecker:

a1 a12 Ce A1d, CLHY CL12Y e aldAY

a921 99 Ce aad 4 (121Y CLQQY . CLQdAY
XY =| . . .| ®Y = : . :

Ada1 Adyu2 -+ Qduda adAlY adAQY c. adAdAY

De fato, considerando H 4 ~ C%, temos para cada elemento z € C% ® Hp uma tnica

representacao z = Zfﬁl i) ® b;, com b; € Hp. Dessa forma:

Hz\l2=<Z! ) &b ®b> S (il (b Zubn

=1
que evidencia um isomorfismo de espacos de Hilbert:

Ch@Hp~Hp@Hp & Hp=Hy".

n vezes
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- .. da)
De forma que a representacao matricial de z, como vetor em ’HBA) é:

by

Podemos similarmente identificar B(H4 ® Hp) ~ B(Ha) ® B(Hp) ~ M4, (C) ®
B(Hp) ~ My, (B(Hp)) ~ B(H), onde M, (B(#z)) denota, para cada n > 0, a al-
gebra de matrizes n x n com entradas em B(Hp), com norma sendo a correspondente
norma de operadores em B(’Hg“)). Assim, Z = (Z;;) € My, (B(Hp)) é identificado com

da
7 = Z 13)(j| ® Zi; € My, ®@ B(Hg).

i.j=1

Agora, para X € B(Ha), Y € B(Hp) temos:

XY= <dZAfl7ij|i><j|> ® (iymk)(”)

ij=1 k=1
dA dB

=S ule (s > mlbl)
ij=1 k=1

que ¢é exatamente o produto de Kronecker entre X e Y. Para mais detalhes sobre dlgebras
de matrizes, ver [39].

Defini¢ao 2.2.1 (Operador Local). Sejam A, B,C e D sistemas quanticos. Chamamos
de operador local um elemento de B(H4 ® Hp, He ® Hp) do tipo

X4=X®ly ou YBP=1,0Y

para X € B(Ha, He),Y € B(Hp, Hp). Dizemos que X4 é um operador local de A e que
Y® & um operador local de B.

Operadores locais afetam somente um subsistema de um sistema composto. Note que
operadores como X4 e Y comutam (X4AYZ =YPXA=X®Y).

O isomorfismo B(Has ® Hp) ~ Mg, (Hg”) nos permite identificar uma relacao de
ordem em B(H4 ® Hp), e determinar seus operadores positivos B(Ha ® Hp)™:

Proposigao 2.2.2. X = (X;;) € MdA(”HglA)) ¢ positiva se e somente Se para quaisquer
da elementos x1,xa,...,24, € Hp, a matriz ((x;|X|z;)):; € positiva.

Proposigdo 2.2.3. Dados X € B(H),Y € B(Hp):
e Tr{X®@Y}=Tr{X}Tr{Y}.

da = dg = ~
o Se {z;};2, sdo os autovalores de X e {y;};2, sdo os autovalores de Y, entdo os

dadp a

autovalores de X @Y sdo {x;y;}; 527
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2.2.2 Decomposicao de Schmidt

Nesta secao introduzimos uma maneira de identificar estados de um sistema bipartite
com operadores lineares, permitindo a transferéncia de propriedades e decomposicoes de
operadores para vetores no produto tensorial.

Definicao 2.2.4 (Vetorizagao). A vetorizagao ¢ o mapa Vec : B(Ha, Hp) — Ha ® Hp,
dado pela extensao linear de

Vec(|@) () = [¢) @ |9),
Para |@ZJ> € Ha, |¢> € Hp.

Proposicao 2.2.5. Vec : B(Ha, Hg) — Ha @ Hp é um isomorfismo de espagos de
Hilbert, considerando B(Ha, Hg) com o produto interno de Hilbert-Schmidt. Ou seja,
para X, Y € B(Ha):

(X,Y)ys = Tr {XTY} = Vee(X) Vee(Y) = (Vee(X), Vee(Y)) ap.

Pela identificacdo C% @ Hp ~ ”HgA), dada pelo produto de Kronecker, temos que:

d X 1)
A X |2
Vee(X) = Z ) ® X ), = :| > , (2.3)
= X |da)

ou seja, a vetorizagao representa um operador X : C% — C% como um vetor Vec(X) €
(CdAdB.

Vamos agora usar a vetorizacdo para transferir para estados bipartites a nocao de
posto e a decomposicao do valor singular.

Proposicao 2.2.6 (Decomposicao de Schmidt). Para qualquer vetor ) ,p € Ha @ Hp,

existem bases ortonormais {|a;)}™, e {|bj>}§lﬁl de Ha e Hp respectivamente, tais que

min(da,dp)
Wap = D VAlw) @b, (2.4)
k=1

para /A, € R ditos coeficientes de Schmidt. A expressio (2.4) é dita a decompo-
sicao de Schmidt de |¢) 45, € 0 nimero de coeficientes de Schmidt nao-nulos em (2.4)
¢ dito o rank de Schmidt de ) ,5, denotado por SR(|Y) 45). Se |) 45 representa um
estado puro, entio Y ,_; A\ = 1.

A decomposicao de Schmidt de |¢) , 5 é a vetorizacao da decomposicao do valor singular
de Xap = Vec '(|[¢0) 45) € B(Ha,Hp) [10]. Desta forma obtemos que, para qualquer
X € B(HA, HB)Z

rk(X) = SR(Vee(X)). (2.5)
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2.2.3 Emaranhamento quantico

Vejamos que existem estados puros de sistemas compostos que nao podem ser expressos
como produto tensorial de estados dos subespacos constituintes.

Definigao 2.2.7 (Estado Produto). Chamamos de estados produto os estados de H 4 ®
Hp que podem ser escritos como p? @ o8, com p? € D(H,4), 0P € D(Hp).

O estado p? ® o € D(H 4 ® Hp) ¢ a matriz densidade do ensemble

{pX(JJ) ' pY(?J); |¢m> ® |90y>}x€/\’,y€y>

onde {px(z), [thz) }rex tem matriz densidade p? e {py(y), |¢,) }yey tem matriz densidade
8. Ou seja, estados produto correspondem ao produto tensorial de estados mistos esta-
tisticamente independentes.

Definicao 2.2.8 (Estado Separavel). Chamamos 742 € D(H 4 ® Hp) de estado sepa-
ravel se pode ser escrito como combinagao convexa de estados produto:

X K
S pstedd, e 3immt o)
=1 =t

para algum K > 1, p € D(H,a), 0P € D(Hp) para cada i < K.

Proposicao 2.2.9 ([10]). Um estado separdvel 7P € D(Ha @ Hp) sempre pode ser
escrito na forma (2.6) tomando pit e oP estados puros.

Assim, estados separaveis correspondem as matrizes densidade de ensembles do tipo
{px(2),|Vs) ®|pz) }zes, implicando que o estado dos sistemas A e B estdo correlacionados
classicamente.

A existéncia de estados do sistema composto AB que nao sao separaveis é necessaria
para a representacao de correlacoes entre os sistemas A e B que sao essencialmente nao-
classicas, como é o caso no fenomeno de emaranhamento quantico. E o que nos leva a
definir o espaco de estados de AB como o produto tensorial, e nao a soma direta, de H 4

e HB-

Definicao 2.2.10 (Estado Emaranhado). Um estado de um sistema composto AB que
nao é separavel é chamado de estado emaranhado. A correlagao nao-classica resultante
entre os sistemas é o que nos referimos como emaranhamento quantico.

Exemplo 2.2.11 (Estado Maximamente Emaranhado Canonico). Seja ds > 2. Considere
o vetor |Qy,) € Ha, dado por:

da
|Qu,) = Vec(Leay) = Y i) @ Ji) € C4 @ C*, (2.7)
i=1

Chamamos de estado mazimamente emaranhado candnico o estado puro:

1
Way = 904,) (Qa,| € D(Ha).
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Vejamos que w,, ¢ emaranhado. De fato, suponha que wy, é separavel. Entao existem
estados puros o;, 7; € D(Ha), 0 < i < dg, tais que:

da
Wd, = E Pio; Q T;,
i=1

com p; > 0, > p; = 1. Como wy, ¢ puro, pela Proposi¢do 2.1.3, podemos assumir que
wa, = 01®71, e portanto que SR(w,,) = 1. Mas por (2.5) temos que SR(wg,) = rk(14) =
da. Logo, se dg > 2, wg, € emaranhado.

Seguindo o exemplo acima, é facil ver que vale o seguinte:

Proposigdo 2.2.12. Um estado puro pP € D(H4 ® Ha) ¢ separdvel se e somente se
SR(p) = 1.

Ou seja, os coeficientes de Schmidt de um estado bipartite determinam se o estado é
emaranhado. Como os coeficientes de Schmidt sao invariantes perante operadores unita-
rios locais, obtemos:

Proposigao 2.2.13. p8 € D(Ha ® Ha) ¢ separdvel se e somente se para quaisquer
U € B(Ha) eV € B(Hp) unitdrios, (U V)pAP ¢ separdvel.

A existéncia de estados puros emaranhados de sistemas quanticos bipartites é uma das
principais caracteristicas da teoria quantica. Em contraste com o Teorema 1.1.4, obtemos:

Corolario 2.2.14. Para sistemas qudnticos A e B, sedy > 1 ou dg > 1 :
Ext(D(H4 ® Hp)) 2 conv(Ext(D(Ha,)), Ext(D(Hg))),

onde conv denota o fecho convexo.

2.2.4 Traco Parcial

Vejamos como obter o estado de um subsistema a partir do estado do sistema quantico
composto.

Definicao 2.2.15 (Trago Parcial). Dado um sistema bipartite AB, definimos os tragos
parciais Tra : B(H4 ® Hp) — B(Hp) e Trg : B(Ha ® Hp) — B(H4) como as extensoes
lineares das funcoes satisfazendo:

Tra{X®Y}=Tr{X}Y, Trg{X®Y}=Tr{Y}X. (2.8)
Para pP € D(H 4 ® Hp), chamamos de estados locais de p? os estados:
pt =Trp {p*P} € D(Ha) e p? = Tra {p*?} € D(Hp).
Em particular, para |¢) , [¢) € Ha,|p), |w) € Hp, temos:

Trp {|0) (V] @ [w){pl} = [9) (W] {plw) .  Tra{lo) (Y| ® |w)(pl} = (¥]¢) lw) (el
A partir de (2.8), podemos verificar que, para p'® € D(H, @ Hp):

da dp

Tra {p*?} = (il @idp)p*? (i) @idp), Trs{p*} = (ida @ (j))p*"(ida @ |5)).

i=1 j=1
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Matricialmente, interpretando Z4p € B(Ha4 ® Hp) como a matriz em blocos Zap =
(Zij) € Ma,(My,(C)):

?1 ?2 gldA i
Zan=| . 7 T =N ez,
Zuw Zaw - Zan|
entao temos:
Tra{Zap}t =21+ Zoo+ -+ Za,a, € B(Hp) (2.9)
e
Te{Z} Tr{Zy.} ... To{Z4,}
Top {Zag) — Tr{?Zl} Tr{ZQQ} Tr{?sz} c BH.).
Te{Zon) Tr{Zoo) ... Tr{Zaa,)

Definigao 2.2.16 (Estado Maximamente Emaranhado). Se ds = dp, um estado p?? €

D(Ha ® Hp) é dito maximamente emaranhado caso Try {p?P} = Trp {pP} =
1 4/d, ou seja, caso seus estados locais sao o estado maximamente misto (Exemplo 2.1.5).

O estado wy, do Exemplo 2.2.11 é maximamente emaranhado, e qualquer outro es-
tado maximamente emaranhado em D(H 4 ® H ) pode ser obtido como (U ® V)wg,, para
U e B(Ha) e V € B(Hp) unitarios [41] .

Uma propriedade 1til do trago parcial é a seguinte:

Proposigao 2.2.17 ([42|). Para todo p*® € D(H, @ Hp):
Tr {,OAB} =Trp {TrA {pAB}} =Try {TrB {pAB}}. (2.10)

Além disso, Tra{-} e Trp{-} sdo as tdnica fungoes que satisfazem (2.10).

2.2.5 Medicoes Locais

O Exemplo 2.2.11 mostra que nao é sempre possivel atribuir um estado puro a um sub-
sistema de um sistema bipartite. Vejamos agora que dado pAZ € D(H, ® Hp), p* e pP
sao os tnicos estados dos subsistemas A e B que sao consistentes com o estado do sistema
composto.

Chamamos de medigao local em A uma PVM {P,},cx sobre H, ® Hp tal que, para
todo x € A:

P, =1L, ® 1, (2.11)

onde {I1,},cx € um PVM sobre A. Vejamos que estes operadores de fato se restringem a
medicoes no subsistema.
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Suponha que o sistema composto AB se encontra no estado puro pAf = ) (y] €
D(Ha ® Hp). Ao realizar a medigao local {P,},cx, a probabilidade de obter z é dada
por:

pe = Tr{|0)(¢| P}
= Tr {[¢))(¢] (I, © 1)}

= > _((ila @ ilp)(9) (0] (e @ T6) (104 ® |1) )

= Z<<z‘|A ® 1p) ( Z(ﬂA ® (jlp)p P (La ® |j>B>) (I, i) , ® 1p)
=Tr {pAHI} .

Isso mostra que se o sistema total se encontra no estado pZ, entdo o subsistema A é
corretamente descrito pelos operador local p. Usando medicdes locais em B, o mesmo
argumento mostra o resultado completamente anédlogo, que o estado do subsistema B é
dado por p”.

Isso porém, nao significa que p*? = p? ® pP (ja que nem todo estado ¢ separavel),
apesar do fato de que pAP e pA ® pP tém as mesmas distribuicdes de resultados para
medicoes locais.

Note que uma operagao local em A (evolu¢ao unitaria ou medigdo) nao deve afetar
o estado do subsistema B. Caso contrario, operacoes locais poderiam ser usadas para
transmitir informacao instantaneamente, contrariando o principio da relatividade especial.
De fato, como operacoes locais em A comutam com operacoes locais em B, a ordem em
que essas operacoes sao realizadas nao importa. Na verdade, assumindo que os sistemas A
e B possam estar separados na espaco por qualquer distancia, a nocao de simultaneidade
nao esta bem definida!

Teorema 2.2.18 (Teorema da Nao-Comunicagao). Seja AB um sistema qudntico bipartite
ep€D(HAs@HEB). O estado local pP do subsistema B € invariante a evolugoes unitdrias
locais e medicoes locais em A.

2.2.6 Purificacao

Todo estado nao-puro pode ser considerado um estado local de um estado puro de um
sistema composto maior.

Definigao 2.2.19 (Purificagdo). Uma purificacdo de um estado p* € D(H4) é um estado
puro dado por |U),, € D(Ha ® Hp) para algum sistema quantico de referéncia R, de
forma que:

PA = Trp {|\P><\IJ|AR} ) (2.12)

Se a decomposicao espectral de p? ¢ dada por:

da
P =" M lar)(axl, (2.13)
k=1
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entdo, tomando Hp ~ H 4, chamamos de purificagdo canénica de p” o estado |U)(¥| ,» €
D(HA X HR) onde:

V) ar = Z \/)\—k |ak) 4 @ |ak)p - (2.14)

Proposigdo 2.2.20. Dadas |¥1) 1, € |Us) ,p  duas purificagées de p*, com dg, < dp,,
existe uma 1sometria U : Ry — Ry tal que:

|\I[2>AR2 = (ﬂA QU |\I’1>AR1)~ (2-15)

Esssa proposicao é consequéncia de que, dada a purificagdo V) ,5, (2.14) é sua de-
composicao de Schmidt.

2.3 Canais Quanticos

Nesta secao, vamos introduzir a no¢ao de canal quantico que, além de surgir como um
modelo quantico de canal de comunicacao ruidoso, formaliza as evolugoes estocésticas de
sistermas quanticos, que incluem evolucoes unitarias e medicoes como casos particulares.

2.3.1 Defini¢coes e Exemplos

Como vimos na Se¢ao 1.2, um canal classico (X', N,)) pode ser interpretado como um
mapa N : P(X) — P(Y¥). Similarmente vamos definir um canal quantico (A4,N, B)
entre sistemas quanticos A e B, com N : B(H4) — B(Hp) um mapa linear que leva
estados de um sistema para estados de outro. Para isso, é necessario que, para qualquer
p? € D(Ha), N(p?) seja positivo e de trago um. Além disso, para que o canal esteja bem
definido quando o sistema A é visto como subsistema de um sistema composto, exigimos
que N seja completamente positivo, como definimos a seguir:

Definigao 2.3.1 (Mapa Positivo, Mapa Completamente Positivo). Um mapa linear & :
B(Ha) — B(Hp) é dito positivo se para todo X € B(H ) positivo, ®(X) é positivo. P é
dito completamente positivo se, para qualquer espaco de Hilbert Ho, o mapa idg ® ®
é positivo.

Para entender melhor esta definigao, considere Ho = C". Um operador Xga € B(He®
Ha) = M, (B(Ha)) pode ser escrito como:

Xea= Y _1i)(jle ® Xy,

/Z:7j

entao:
(X)) P(Xi9) d(Xy,)
fde © 0)(Xen) = Yl @ vy = | T TR R
N O(Xn) (Xpp) o B(X)

Definindo ®™ : M, (B(H.)) — M,(B(Hg)) por ®™(Xca) = (ide ® ®)(Xca), obte-
mos que ® é completamente positiva se e somente se cada ™ é positiva.
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Definicao 2.3.2 (Canal Quéantico). Um canal quantico entre sistemas quanticos A e B
¢ um mapa linear N : B(H4) — B(Hp) completamente positivo que preserva trago, ou
seja, tal que para todo X € B(H,):

Tr{N(X)} = Tr {X}. (2.17)
Também denotamos o canal por (A, N, B).

Note que bastava definir A/ com dominio D(H4) e contradominio D(Hg) de forma
que N preserve combinagoes convexas (de forma que A seja determinada pela imagem
dos estados puros de A). Mas como sempre que H 4 tem dimensao finita podemos obter
uma base de B(H 4) formada por elementos de D(H ) (ver, por exemplo [10]), tal mapa
tem uma unica extensao linear N : B(H ) — B(Hp) de forma que vale (2.17).

Exemplo 2.3.3 (Canal Constante). O canal (A, N, B) & dito um canal constante se existe
oB € D(Hp) tal que para todo p € D(Ha):

N(p) = Tr{p} o”.

A presenca do traco na formula é necessaria para que o dominio de N se estenda para
B(H.,) de forma a satisfazer (2.17).

Exemplo 2.3.4 (Canais Unitarios). Dizemos que (A, N, A) ¢ um canal unitario se:
N(p) =UpU",

para algum U € B(H ) unitario. Em particular, para U = 14 obtemos o canal ideal
id4 que é a fungao identidade em B(Ha, Ha).

Exemplo 2.3.5 (Canal Depolarizador). Para p € [0, 1] chamamos de canal depolari-
zador o canal quantico (A4, D,, A) dado por:

Dy(p) = (1= p)22Tr (o} + .

Note que D, é o canal ideal e D é o canal constante que retorna o estado maximamente
misto.

Uma ferramenta para demonstrar que os exemplos anteriores realmente sao canais

quanticos é o Teorema de Choi (2.3.9) que veremos adiante.

2.3.2 Isomorfismo de Choi-Jamiolkowski

Dados espagos de Hilbert H4 e Hp, vimos que a vetorizacdo (Defini¢do 2.2.4) é um
exemplo concreto do isomorfismo:

B(HA,HB) ~Hs® Hpg,

. d .
que nos permite tratar operadores em B(H 4, Hpg) como vetores em ’H%A). Vejamos agora
um isomorfismo:

B(B(Ha), B(Hg)) ~ B(Ha) ® B(Hg) ~ B(Ha ® Hp),
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que nos permite tratar mapas lineares em ® € B(B(Ha), B(Hp)) como operadores em
Cop € B(H4 ® Ha) ou, em termos de bases, como matrizes em My, (B(Hg)).

Definicao 2.3.6. Para H4 ~ C% e Hp espacos de Hilbert, o Isomorfismo de Choi-
Jamiotkowski ¢ o mapa C : B(B(Ha), B(Hp)) = B(Ha ® Hp) dado por

® = Cp = Y [i)(j] © ®(Ii) (j])-

1,j=1

Identificando B(H4 @ Hp) ~ B(H ) @ B(Hg) ~ My, @ B(Hg) ~ My, (B(Hz)), temos que
Cg é dada por uma matriz com entradas em B(Hp), dita a matriz de Choi de &:

O posto de Cp ¢ chamado de rank de Choi de .

Proposigao 2.3.7 ([41, 43, 44|). O Isomorfismo de Choi-Jamiotkowski C : B(B(H ), B(Hg)) —
B(H4® Hp) € um isomorfismo linear. Sua inversa € dada por:

CHp)(X) == Tra {p(X" ® 1)},
onde p € B(Ha®@ Hp) e X € B(H.a).

Para uma demonstragao, ver [45]. Existe uma outra forma de expressar a matriz de
Choi que serd conveniente:

Proposigao 2.3.8 ([34]). Para um mapa linear ® : B(Ha) — B(Hp) e X € B(Ha, Hp):
VeC(X> = (:H‘HA ® X) |QdA> )

Co = da(ida ® D)(way),

onde |Qq,) € wa, sdo dados no Exemplo 2.2.11.

2.3.3 Representacao de Choi-Kraus de mapas completamente po-
sitivos
Para qualquer K € B(Ha, Hp), considere o mapa de Adg : B(H4) — B(Hp) dado por
Adg(X) = KXK', Adg(X) é positivo, ja que para todo Y € B(Ha, Hp):
Adg (YY) = KY'YKT = (YK (YKT) > 0.

Além disso, Adg é completamente positivo, pois, ide ® Adx = Ady gx para qualquer
espaco de Hilbert He. Assim, a soma de mapas desta forma também é completamente
positivo. Vejamos que de fato todo mapa completamente positivo é desta forma.
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Teorema 2.3.9 (Teorema de Choi [46]). Para ® : B(Ha) — B(Hgp) um mapa linear, as
sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

1. ® é completamente positivo.
2. Cg € positiva semidefinida.

3. Ezistem operadores {K;}, C B(Ha,Hp) com R = rk(Cs) o rank de Choi de @,
tais que:

R
O =) Adg,. (2.18)
=1

Demonstracao. Ja vimos acima que 8 — 1. 1 — 2 segue da Proposicao 2.3.8 e de que
wq, € B(C¥)* ja que entdo (idsy ® ®)(wy,) é positivo para ® completamente positivo.
Para ver 2 — 3, considere a decomposicao espectral de C:

R
Co =Y [}l
=1

onde R = 1k(Cyp) e |1);) € Ha®H g nao-normalizados. Pela Proposigao 2.2.5, a vetorizagao
é inversivel, logo existem K; € B(H, Hp) tais que:

[ i) = Vee(K) = V/da(lp, ® K) |Q,) -

Assim obtemos:

R
Co = Z dA(ILHA ® Ki) |QdA> <QdA| (]]"HA ® Ki)T

=1

R
- Z dAAdJlA@JKi (wdA)

i=1

R
= da(ida ® Adk,)(wa,)

i=1

R
= E Cadg,
=1

=Cxr adg,
Pelo Isomorfismo de Choi-Jamiotkowski, obtemos (2.18). O

. o~ R . ~ .
Uma decomposicao da forma ® =) ;" | Ad, ¢ chamada de representagao de Choi-
Kraus de ®. Apesar de nao ser Unica, distintas representacoes sao relacionadas por
transformacoes unitarias:

Proposigao 2.3.10. As familias de operadores { K}, {Vi}}1, C B(Ha,Hp) formam a
representacao de Choi-Kraus de um mesmo mapa linear ® se, e somente se, existe matriz
unitdria U € M,(C), com n = max{N, M} < dadp, tal que K; = Y7, UyV;, onde a
familia com menos operadores é estendida pelo operador nulo de forma que ambas familias
tenham o mesmo tamanho.
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Para uma prova, ver [11]. Podemos agora obter uma caracterizagdo dos canais quan-
ticos em termos de sua representacao de Choi-Kraus:

Teorema 2.3.11. Um mapa linear ® : B(Ha) — B(Hp) é um canal quintico se e somente
se existem {K;}Y., C B(Ha, Hp) tal que:

N
O =) Adg,
=1

garantindo que ® é completamente positiva, e ainda com:

N
> KK =1y, (2.19)

i=1
que garante a preservacao do traco.

Demonstracao. Jasabemos que ® é completamente positiva se e somente se vale a primeira
equacao. Agora, para todo X € B(H4):

Tr{®(X)} = Tr {i KiXKiT}

=1

I
,MZ

Tr {KZXKJ }

1

)

I
‘MZ

Tr {KZTKZ-X}

=1

Tr{<§;KjKi)X}.

Portanto Tr {®(X)} = Tr{X} se e somente se vale (2.19). O

Com o Teorema de Choi em maos, vejamos alguns exemplos importantes de canais
quanticos.

Exemplo 2.3.12 (Canal Produto). Dados canais quanticos (A1, N1, By) e (As, Ny, Bs),
com representagoes de Choi-Kraus {K;} e {L;} respectivamente, obtemos o canal pro-
duto (A;As, N7 ® N3, B1Bs) dado por:

Nl ®N2 - ZAdKi®Lj‘
Y]

Em particular, para qualquer canal quantico NV, temos que N*" = N @N---@N ¢ o

n vezes
canal quantico que resulta de n usos independentes de N.

Exemplo 2.3.13 (Composi¢ao de Canais). Dados canais quanticos (A, N7, B) e (B, N3, C),
com representacoes de Choi-Kraus {K;} e {L;} respectivamente, o canal composicdo
(A, Ny 0 Nq, C) é dado pelos operadores de Choi-Kraus {L; K}, de fato:

(Na o M) (p?) = ZLj (Z KipAKiT> L= (LiK:)p* (LK)

7:7j
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Exemplo 2.3.14 (Traco e Traco Parcial como Canais Quéanticos). O canal (A, Trs {-},C)
com representacio de Choi-Kraus {K;} = {(i|}, onde {|i)} é a base computacional de H 4,

age por:
da

da
Tra {p*} = 3 Gl o () =3 Gloi) = Tr {p*},
i=1 i=1
ou seja, o traco pode ser visto como um canal quantico. Similarmente, o canal produto
Tra {-} ® idp tem representagao de Choi-Kraus:

Tra{} @idp(p*®) = Y ((i| ® 1p)p P ((i] @ 15)" = Tra {p"7} .

i=1

Veremos no Capitulo 3 que o processo de preparo de um sistema quantico em um dado
estado, assim como a realizacao de uma medicao sobre o sistema, podem ser vistos como
canais quanticos.

2.3.4 Representagao de Stinespring

A representagao de Choi-Kraus é mais frequentemente encontrada na teoria da informacao
quantica, ja que nos permite computar diretamente a acao do canal. Mas sua interpre-
tacao fisica nao é imediata. Vejamos agora uma representacao de canais quanticos que é
conceitualmente mais proxima da nocao de canal classico, ou seja, de um processo com
ruido, com perda de informacao para um ambiente maior.

Teorema 2.3.15 (Dilatagdo de Stinespring). Dado um canal qudntico ® : B(Ha) —
B(Hp), existe um espaco de Hilbert Hp e uma isometria V : Ha — Hp & Hp, dita uma
isometria de Stinespring, tal que

®(X) =Trg {VXVT}, (2.20)
para todo X € B(Ha).

Demonstragio. Seja { K}, C B(Ha,Hp) uma representagao de Choi-Kraus de ®. To-
mando Hz = CF e definindo V por:

R
V=> K ®li
=1

com {]i)}2 | a base computacional de CF. V é uma isometria pois,

R
Vv = (ZKT )(ZK ® i) ) =Y KK =1y,
i=1
e temos que, para qualquer X € B(H.,),

Tep (VXV} = ZTrE{KXKT®| Gl = ZKXKT O(X).

,j=1
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No contexto de C*-dlgebras, a dilatagdo de Stinespring aparece em outra forma [39][26],
e considera mapas completamente positivos unitais. Podemos recuperar esta versao con-
siderando o mapa dual ®* de um canal quantico.

Definigao 2.3.16. Dado um mapa linear ® : B(H4) — B(Hp), chamamos de mapa
dual o anico mapa linear ®* : B(Hp) — B(H ) tal que:

(®(X),Y)gs = Tr{®(X)TYV} = Tr {XT0*(YV)} = (X, 2*(Y)) s,
para todo X € B(Ha),Y € B(Hp).

E facil ver que para qualquer mapa linear (®*)* = ®, e que ® ¢ completamente positiva
se, e somente se, ®* também for. Chamamos um mapa linear de unital se preserva os
operadores identidade.

Lema 2.3.17. Um mapa linear ® : B(Ha) — B(Hp) preserva trago se, e somente se, *
¢ unital, ou seja, se P*(Ly,) = Ly,

Para uma prova, ver [12].
Lema 2.3.18. Dado K € B(Ha,Hp), Adi(Y) = Adg+(Y), para todo Y € B(Hp).
Demonstracao.
(Adg(X),Y) s = (KXK' Y)ps

=Tr {(KXK")TY}

=Tr {KX'K'Y'}

=Tr {X'K'YK}

= (X, Adgi+(Y))ms.

[

Lema 2.3.19. Sejam Ha, HE espacos de Hilbert de dimensao finita, Trg : B(HAQHE) —
B(Ha) o trago parcial. Entao para todo Y € B(Ha), Trp(Y) = (Y ® 1y,,).

Corolario 2.3.20 (Versdo dual da dilatagdo de Stinespring). Para qualquer mapa linear
O : B(Ha) — B(Hp) completamente positivo e unital, existe um espaco de Hilbert Hp e
uma tsometria V : Hy — Hp ® Hg tal que:

P(X) = VI(X @ 1y, )V,
para todo X € B(Ha).

Demonstracao. Como @ é unital, o Lema 2.3.17 implica que ®* é um canal quantico. Pelo
teorema 2.3.15, existe H g e uma isometria de Stinespring V' tal que para todo Y € B(Hp):

*(Y) =Trg {VYV'} = Trp {Adv(Y)}.
Temos que, para todo X € B(H 4):

(X, Trg {Adv(Y)}) rs = (X @ Ly, Ady(Y))us
= (Ady+(X @ 1y,), Y)us
= (VI(X @ 13,)V,Y)us,

que implica em ®(X) = (&*)*(X) = VI(X ® 13,)V. =
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Teorema 2.3.21. Seja (A, N, B) um canal qudntico e Hg o espaco de Hilbert que surge
de uma dilatacao de Stinespring. Para qualquer estado puro [¢)(Y|gp € B(Hp @ Hg),
existe um operador unitdirio U € B(Hs @ Hp @ HE) tal que

N(X) = Trap {UX @ [¥)(¥l5)U"} (2.21)

para todo X € B(Ha).

Demonstragdo. Seja V : Hy — Hp ® Hp uma isometria de Stinespring, |V)(¢|zp €
B(Hp ® Hp) um estado puro e |¢){(¢|, € B(H4) um estado puro. Se {|i),}%4, é uma
base ortonormal de 4, entdo temos os conjuntos {|z;) %, {|y:)}%4, € Ha @ Hp @ He,
ambos ortogonais, definidos por:

|zi) = 9), @V [i) 4 e |yi) = i), ® V) g -

Como ambos tem o mesmo tamanho e sdo ortogonais, entao existe U € B(HAQHpQ@HE)
tal que
U|y2):|xz>, i€{1,2,...,dA}.

Para |z) € H 4 qualquer, temos que:

U

A

U(lz) @ [¥)pr) = p_ (20 U(li)4 @ |¥) pg)

(i[2) (1924 @ V' [i) 4)

(2

U

i=1
=[) sV ]z),.
Com isso em mao, vejamos que 2.21 vale para X = |[i)(j|,, para quaisquer i,j €
{1,2,...,d4}, e o teorema segue por linearidade.

Trap {U(11) (], @ 19) @lpp)UT} = Trap {U(|i) 4 @ [¢) p) ({3 4 @ (@l ) UT}
=Trap{([¢)4 @V [i) ) (o], @V (jl4)}
= Trag {|¢)(¢l, @ Vi) (j|, V}
=Trg {V|i><j|AvT}
= N([3){j] 1)

onde usamos que Tru {|¢)(¢| 4} = 1, sendo um estado puro. O

2.3.5 Relacao entre as representacoes

Cada forma de representar de canais quanticos que vimos nesse capitulo esta relacionada,
e podemos obter cada uma dada outra:

Proposigao 2.3.22. Seja ® : B(Ha) — B(Hp) um canal quintico e { K;}*., C B(Ha, Hp)
uma familia de operadores. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

1. (Choi-Kraus) Temos que

R R
©=> Adg, e > KK =1,
=1 1=1
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2. (Choi-Jamiotkowski)

Co = Z\/ec OVec!(K;), e R=1k(Csp).

8. (Stinespring) Para Hgp = Ct e V : Hay — Hp @ Hg dado por

R
V=> K®li,
=1

temos que, para todo X € B(Ha):

O(X) =Trg {VXVT}.

Para uma demonstragao, ver [12].

2.3.6 Canais Entanglement-Breaking

Vamos ver agora uma classe de canais quanticos, introduzidos em [47|, de grande impor-
tancia na teoria da informacao quantica, como veremos no proximo capitulo.

Definigao 2.3.23. Um canal quantico (A, NEB B) ¢ dito um canal entanglement-
breaking (ou canal EB) se, para qualquer sistema quantico C' e estado p“* € D(Hc®@H.A),
o estado (idg @ N'FB)(p CA) separavel.

Teorema 2.3.24 (|10, 47]). Para um canal quantico (A, NFB  B), as sequintes afirmacoes
sao equivalentes:

1. NEB ¢ entanglement-breaking.
2. A matriz de Choi Cyes € separduvel.

3. NEB possui representacio de Choi-Kraus com operadores de posto um.

Demonstracao. 1 — 2segue da Proposicao 2.3.8, que nos da, para He = Ha, que Cyes =
da(ide @ NEB) (w4, ), que é separével caso vale 1.

Para ver que 2 — 3, suponha que C)ys5 é separavel. Entao pela Proposicao 2.2.9, para
algum conjunto de indices X e p € P(X), existem vetores normalizados |¢,) € Ha, |¢.) €
Hp tais que:

(ida © NP)(wa,) = Z| (Gla @ NFE(|0)(4]4) = Zp ) [tha) (thal 4 ® |@a) (Palp -

reX

(2.22)

Considere o mapa ® : B(H4) — B(Hp) dado por:
=da > T {p(@) [¢e) (Yal 4 P} ) (Pal -
TeEX

Vejamos que ® ¢ um canal quantico com representacao de Kraus dada por:

(Ko = V(@) lea)s ()

TEX
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Note que cada K, tem posto um. E imediato que ® = >, Adg,, basta entdo verificar
que Y KIK, =14.

D OKIK, = dap(e) (palea) [90) (Wl

reX rzeX

= da > p(x) (1) (Wl 4,

TeEX

note porém que:

Zp |¢x ¢x|A—TrB{ZP |¢z ¢x|A®|¢x><§0z|B}

reX zeX

:diTrB{D (Gla ® NEB<|><|>} (por (2.22))
Z! (4 @ Te{NFE(i) (] o)}

- d—z ) (1.4 ® Tr {]i) ] 4}

=%;ri><u

La
dy’

que nos da ), KIK, = 1,. Por fim vejamos que ® = N'FB. Para isso, note que:

(ids ® ®)(wa,) = Z\ (ia ® (dAZTr{p ) [¢a) %IAHU!}!%)(@AB)

TEX
= Zp ) D (Wali) [8) (Gl Gle) @ [ (0l
TeEX i
—ZP ) [te) ¢I|A®‘¢x><9@I’B
TeX
= (ida ® N*F)(way),

logo Cyes = Cgp, e pelo isomorfismo de Choi-Jamiotkowski temos N8 = ®.

Vejamos agora que 3 — 1. Suponha que NFB tem representacio de Choi-Kraus

{K, = |¢s) g (Vu| 4 11, onde podemos assumir que |¢, ), ¢ normalizado. Entdo:
R R
ZKle = Z |¢z><w:c|A = La. (2.23)
=1 =1

Seja Ho =2 Hy e pCA € 'D(HC ®7‘[A):

R

(ido @ NP)(p“) =3 (Lo @ @u) p (Yl )p“ (Lo @ ) 4 (22l )

z=1
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(Ie ® lpo)p) (Lo ® (¥l )07 (Te @ 1) 4) (Lo ® (pul5)

M=

8
Il
—

NE

TrA {PCA(ILC ® |¢x><¢az’A)} ® |902?> <90x|B .

i
I

Definindo

c Tra {PCA(ILC ® |¢x><wx|A)}
p =
- Tr {p“A(1c ® [te) (Vu|4)}

temos que:

p(x) = Tr {p“ (Lo @ [u) (¥l 1)}

(ide @ NP (p“Y) =3 p(a)pS @ |@a) (@alp

r=1

é separavel se p for uma distribuicao de probabilidade. Do Lema 3.2.12:

p(x) = Te {p™* (Lo ® [ ) (¥l o) } = Tr {Tre {p“*} ) (Wal s}

o8

e por (2.23) isso define uma probabilidade (pois as projecoes |1),)(1,|, definem um

POVM). Como p®4 é arbitrério, obtemos 1.

]



Capitulo 3

Teoria da Informacao Quantica

Na Secdo 3.1, que segue principalmente [10], vamos ver como informagao classica pode
ser representada por estados quanticos na forma de ensembles de estados distinguiveis, e
como informagao classica pode ser armazenada em sistemas quanticos e transmitida por
canais quanticos. Para isso, definimos classes de canais quanticos cujas entradas ou saidas
sao estados distinguiveis, fornecendo uma caracterizacao dos canais entanglement-breaking
em termos dessas classes. Na Se¢ao 3.2, seguindo [10, 27|, introduzimos a entropia quan-
tica, assim como outras versoes quanticas das quantidades entropicas vistas no Capitulo
1. Veremos também a dita quantidade de Holevo de um ensemble, uma cota superior
para a quantidade méxima de informacao cléssica que pode ser armazenada fielmente no
ensemble.

3.1 Informacao Classica em Sistemas Quanticos

Nesta secao, vamos ver que sistemas quanticos podem armazenar informacao classica
fielmente caso seja preparado em um estado misto cujas componentes puras sao ortogonais
entre si.

3.1.1 Estados Distinguiveis

Considere o seguinte cenério: Alice quer armazenar simbolos de X', gerados pela variavel
aleatoria X, em um sistema quantico A. Para isso, ela escolhe um estado p, € D(H4)
para cada x € X', e prepara o sistema no estado:

P = px(x)pa, (3.1)

TeX

que corresponde ao ensemble {px(z), p;}rexr. Futuramente, Bob quer acessar os dados
armazenados (sabendo que correspondem & variavel aleatoria X). Para isso, ele deve
realizar uma medicdo sobre A dada por um POVM {A,},cx. Idealmente, Bob gostaria de
diferenciar entre os elementos de X', ou equivalentemente, entre as distribuicoes 9., que
correspondem aos elementos extremais de P(X). Na teoria da informacao classica isso é
possivel, ji que nesse caso Ext(P (X)) é finito. Bob pode estar incerto de qual simbolo
foi armazenado, mas ele sempre sabe diferenciar os possiveis resultados. Mas o espaco
de estados puros de um sistema quéantico é infinito (ndo-enumeravel), o que impede que
medig¢oes com finitos resultados possiveis diferenciem perfeitamente entre dois estados
quanticos puros.

29
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Definicao 3.1.1 (Estados Distinguiveis). Um conjunto de estados {p;}.cx € D(Ha) é
dito distinguivel se existe uma medigdo {A,},cx sobre A tal que:

Ve,ye X, Tr{p.A,} =6,:(v), (3.2)

ou seja, que se o estado de A é p,, entdo o resultado da medicao é x com probabilidade
um. Dizemos que os estados p, sao distinguiveis entre si.

Em contraste com a teoria classica onde os estados do sistemas sao sempre distingui-
veis, nao é sempre possivel distinguir entre diferentes estados de um sistema quanticos
com apenas uma medicao:

Proposigao 3.1.2 ([11]). Um conjunto de estados {p;}rex € D(Ha) € distinguivel se e
somente se {p;}zex forem ortogonais entre si sob o produto interno de Hilbert-Schmidt.

Assim, vemos que Alice pode armazenar informacao classica de uma fonte X perfeita-
mente em H,4 caso |X| < da, codificando os simbolos x € X em estados ortogonais.

Exemplo 3.1.3. Um caso simples é quando X = {0,1}, Ha = (C*)®", e para cada
r € X, p. = |z)(z|, onde {|x)},cxr é a base computacional de H4. Aqui é possivel
armazenar n bits de informacao classica em n qubits. Para recuperar os dados classicos,
basta realizar a medi¢ao com respeito a base computacional.

Definigao 3.1.4 (Estado Classico). Um estado p* € D(H,4) é dito um estado classico
de A se, para {|z)}.cx a base computacional de H, e p € P(X):

pt = () |z) (x|

TEX

Um estado classico determina (e ¢ determinado por) uma distribui¢io p € P(X). E
facil ver que se p é um estado classico e U € B(H4) é unitaria, entdo UpUT & estado
classico.

A existéncia de conjuntos de estados nao-distinguiveis esté intimamente associada com
o seguinte resultado:

Proposicao 3.1.5. Nao eziste operador unitdrio U € B(Ha ® Ha) que, para quaisquer
vetores normalizados |) ,|) € Ha, satisfaca:

U(ly) @1e)) = |4) @ |4).

Implicando que nao existe maneira universal de clonar estados puros. Para uma de-
monstragao, ver [10]. Um resultado andlogo também vale para estados mistos [48][49].

3.1.2 Estados Classico-Quanticos

No cenéario de armazenamento e acesso de uma fonte classica X em um sistema quantico
A, assumimos que Bob conhece a distribuicao px, assim seu objetivo é apenas determinar
qual emissao de X foi armazenada. Esse é um detalhe importante pois caso o ensemble de
Alice tenha estados nao-distinguiveis, Bob nao poderia reconstruir py. A incerteza clas-
sica advinda de X se mistura com a incerteza quantica gerada pela nao-distinguibilidade.
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Para levar isso em conta, basta considerar o sistema de Alice como sendo o sistema
bipartite C* ® H 4 e que Alice prepara o ensemble classico-quantico:

{px(@).|2)(z]x ® p Yoex, (3:3)

onde {|z)y }zex ¢ a base computacional de C*. Assim, ndo ha duvida quanto & distribu-
icao px, que pode ser determinada realizando medi¢oes locais no sistema C*. Os estados
do ensemble sao ortogonais entre si, de forma a separar a incerteza classica da quantica.

Definigao 3.1.6 (Estado Classico-Quantico). O estado misto correspondente ao ensemble
classico-quantico acima é dito um estado classico-quantico e tem matriz densidade dada
por:

=Y px(@) [a){zlx ® 7. (3.4)

reX

Equivalentemente, um estado classico-quantico em um sistema C* ® H,4 é um estado
separavel dado por (3.4) tal que os estados {|z)(z|y }zex sdo distinguiveis.

Note que Trx {p**} = p#, com p* dado em (3.1). Para qualquer ensemble {px (), ps }sex
com X finito, existe um estado classico-quantico em D(C* ® H,) associado, dado por
(3.4).

3.1.3 Canais Classico-Classicos (C-C)

Vejamos agora que canais classicos surgem como um caso particular de canal quantico.

Definicao 3.1.7 (Canal Classico-Classico). Chamamos de Canal Classico-Classico ou
Canal C-C um canal quantico (A, N°Y B) que leva estados classicos (Definigao 3.1.4)
de A em estados classicos de B.

E de se esperar que tais canais correspondam exatamente com os canais classicos vistos
no Capitulo 1. E o que mostraremos agora.

Teorema 3.1.8. (i) Um canal qudntico cldssico-cldssico NCC : B(Ha) — B(Hp) deter-
mina um canal cldssico (X, N,)), dado por:

N(ylz) = Tr {N“C(|2)(=]) ly){yl} -

(ii) Reciprocamente, dado um canal cldssico (X, N,)), eziste um canal C-C N¢C :
B(CY) — B(C?Y) tal que:

NO(|z)(z]) =) N(yle) ly)y
yey

Demonstragdo. Para ver (i), note que como N'9C é canal C-C, para cada x € X

N (|x)(x ZPY|X ylz) [y) (vl ,

yeyY

com py|x(-|z) € P(Y). Definindo N(x) = py|x(-|z), temos:

N(ylz) = pyix (ylz) = Te AN ([2) (x]) ly) (yl} -
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Para ver (i), considere o canal N'““ com a seguinte representagao de Kraus:

(VNG ly) (!}

Que isso é de fato uma representacao de Kraus segue de N ser uma distribui¢ao de
probabilidade. Considere a a¢do do canal no estado classico p* =3 1 px(z) |z)(z]:

N = 3 (VNG ) el ) o (V) o))
:wa (el o) 1) (]

reX yey

—ZN ylz)px () [y) (Y]

=3 (Z N(y|x)px(x)> ly){yl-

Como >, N(-|z)px(z) € P(Y), N9C(pX) é um estado classico. Em particular, tomando
px = 0z, temos:

N(|z)(]) =Y N(yle) [y)y

yeyY

U

Exemplo 3.1.9 (Canal Classico Sem Ruido [12]). O canal classico sem ruido (X, N(z) =
dz, X) é representado como canal quantico C-C dado por:

Alp) = (alplz) |z) (a,

zeX

que no contexto da teoria quantica é chamado de completely dephasing channel.

3.1.4 Canais Classico-Quanticos (C-Q)

Canais quanticos que tomam como entrada estados classicos tem um papel fundamental no
que segue. Tais canais sdo por vezes definidos na literatura como mapas N : X — B(Hp),
onde X é um conjunto finito de indices, ou seja, sao uma codificacao do alfabeto classico X
no sistema quantico B. Como aqui canais quanticos sao sempre mapas entre operadores,
vamos fazer um esforco a fim de obter uma definicao adequada ao formalismo desenvolvido
até aqui.

Definigao 3.1.10 (Canais Classico-Quanticos). Um canal N9 : B(H4) — B(Hp) é
dito um canal classico-quantico ou canal C-Q se existe uma base {|z) 4 },ex de Ha e
estados {08} ,cx de forma que a agao de N¢? em um estado p* ¢ dada por:

Nt =) (alptlz) 407 (3:5)

TeEX

Denotamos este canal por (X, N°? = o8 B).

Um canal C-Q tem o efeito de uma medigdo na base {|z) ,},cx sobre A e preparo do
estado o condicionado ao resultado da medigdo, por isso canais Q-C sdo também sao
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chamados de canais de preparo. Em particular, dado p € P(X), a acdo de N9 no
estado classico p* =Y 1 p(x) |z) (2] é

Nt = plx)or,

levando distribuigoes de probabilidade sobre X em ensembles {p(z),s2} de B. O mapa
x + o8B determina inteiramente o canal C-Q. Se escrevermos:

dp
oy = Z |y ) (Qay]
y=1

e Ky = |agy)(z|,, entdo {Ka;y}gf;’iﬁ‘ ¢ uma representacio de Kraus para N9,

3.1.5 Canais Quantico-Classicos (Q-C)

Definicao 3.1.11 (Canal Quantico-Classico). Seja J um conjunto finito com {|y)},ey
uma base ortonormal para C¥. Um canal N9¢ : B(H4) — B(CY) é dito um canal
quéantico-classico ou canal Q-C se existe uma medicdo {A,},cy sobre A tal que, para
todo p € D(H):

N (p*) = "Tr {p*A} ly)(yl. (3.6)
yey

Denotamos este canal por (A, N9 ).

Tomando {|j) ;l“l a base computacional de H 4 e

Ky = [y) (i1 V/Ay, (3.7)

entao {Kyj}?il,yey é uma representacao de Choi-Kraus de N9, Canais Q-C tem o efeito
de realizar uma medicao sobre A e registrar o resultado no sistema classico ), por isso
sao chamados também de canais de medicgao.

Reciprocamente, para qualquer medigao {A,},cy sobre A, podemos definir um canal
Q-C associado, dado pela expressao (3.6)

3.1.6 Caracterizacao de Canais Entanglement-Breaking

Lema 3.1.12. Canais C-C, C-Q e Q-C sao entanglement-breaking.

Demonstracao. Parte do Teorema 2.3.24, ja que canais C-C, C-Q e Q-C tém representacao
de Choi-Kraus com operadores de posto um. O

Teorema 3.1.13. Se (A, NFB B) é um canal EB, entdo existem canais (A, N9° X) Q-C
e (X,N° B) C-Q tais que NFB = N9 o NOC,

Demonstracdo. Como na demonstracdo do Teorema 2.3.24, N8 tem representacio de
Choi-Kraus dada por { K, = |¢.) 5 (V] 4} 2, onde vale (2.23), de forma que {|1,.) (] 4},
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¢ um POVM. Tomando X = {1,2,..., R}, seja N9¢ o canal Q-C dado por (3.6) com
Ay = [) (el 4, € seja N9 o canal dado C-Q por (3.5) com 08 = |p,){(¢.| 5. Entao:

NQoN)(ph) = (| (Z (Val o) !x><$!> |7') 92} (Pal g

r'eX reX

reX

=Y K,p'K]
zeX

= NEE(p).
O

Ou seja, canais EB sdo canais Q-C-Q, também chamados de canais de medigao-
preparo.

3.2 Entropia Quantica

Vamos ver a versao quantica da entropia de Shannon, definida para estados quanticos,
independentemente da escolha de matriz densidade para representa-la.

3.2.1 Definicao

Definicao 3.2.1 (Entropia Quéantica). Dado um estado p € D(#H,), a entropia de von
Neumann ou entropia quéntica de p é dada por:

S(p) = —Tr{plogp}. (3.8)

Aqui, log(p) estd bem definida para qualquer estado com autovalores nao-nulos e é
independente da escolha de matriz densidade [50].

Lema 3.2.2 (|50]). Para qualquer X € B(Ha) diagonalizdvel para o qual log(X) estd
bem definido, se X = UDUT com D = diag(x1, 7, ...,1q,) e U unitdrio, entdo log(X) =
Ulog(D)UT onde

log(D) = diag(log(x1)7 10g($2), s alOg(di))'

E facil ver que a entropia quantica de um estado p ¢ invariante por evolucdo unitéaria
p UpUT:
S(UpU") = =Tr {UpUT log(UpU")}
= —Tr {UpU'Ulog(p)U'}

= —Tr{plog p}
= S(p).

Portanto, para calcular a entropia quantica de um estado, basta considerar a matriz
densidade diagonal associada a sua decomposicao espectral, lembrando da convengao 0 -
log 0 = 0.
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Teorema 3.2.3. Se p tem decomposicao espectral dada por:

p—Zp ) 2) (x4, (3.9)

entdo S(p) = H(p).

Demonstracao. Basta notar que na base espectral a matriz densidade é a matriz diagonal
com entradas p(x). Neste caso Tr {plogp} =" p(x)log(p(z)) = H(p). O

Corolario 3.2.4. Se p € C* ¢ um estado cldssico correspondente a p € P(X), entio

S(p) = H(p).
Exemplo 3.2.5. Seja |+) = \%(!0} +1)). Considere o estado misto:

!0><0\ +5 !+)< -

Os autovalores de p sao cos?(m/8) e sin®(7/8). A entropia da Shannon da mistura es-
tatistica (1,1) entre |0)(0] e [+)(+| é Hyn(3) = 1, enquanto S(p) = Hpy;y(cos?(m/8)) =

22
0.6. Como veremos na Proposicao 3.2.8, a divergéncia entre os valores se da pela nao-

ortogonalidade entre |0) e |+).
Teorema 3.2.6. Para todo p € D(Ha), 0 < S(p) <logda. E ainda:
(1) S(p) =0 se, e somente se, p é estado puro.

(2) S(p) =logda se, e somente se, p € o estado mazimamente misto iILA.

Demonstragao. Pelo Teorema 3.2.3, se p tem decomposicao espectral (3.9), S(p) = H(p).
(1) segue pois H(p) = 0 se e somente se p = 0, com 1 < x < d4, que ocorre exatamente
quando p é um estado puro. Também por (3.9), S(p) = H(p) = logda se e somente se

p(z) = 1/d4. O

A seguinte proposicao segue facilmente da Decomposicdo de Schmidt (Proposigao
2.2.6).

Proposicio 3.2.7. Seja p*? um estado puro do sistema bipartite AB, entdo:

Proposicao 3.2.8 (Entropia Quantica do Ensemble [11]). Dado um ensemble {p(x), ps }zex
em A, temos:

S (ZM%’)/&) <> p(@)S(p.) + H(p), (3.10)

zeX zeX

com igualdade se e somente se os estados sao ortogonais. Em particular:

(Zp ) ) (x| ®px> H(p)+ Y pla)S(ps). (3.11)

TEX rzeX
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3.2.2 Entropia Relativa Quantica

Podemos também definir a versdo quantica da entropia relativa (Defini¢ao 1.1.25).

Definigao 3.2.9 (Entropia Relativa Quéantica). Dados estados p,0 € D(H 4), a entropia
relativa quantica de p para o é dada por:

D(pllo) = Tr{p(log p —log o)}

se supp(p) C supp(o) e +00 caso contrario.

E facil verificar o seguinte resultado, analogo ao Teorema 1.1.27:
Proposicdo 3.2.10. S(p*) = logda — D(p*||7;14).

Se p e o forem estados classicos sob a mesma base, entdo D(p||o) se reduz a entropia
relativa classica (Definigdo 1.1.25). Naquele caso a nao-negatividade era garantida pela
Desigualdade de Gibbs (1.1.26). Temos um resultado analogo no caso quantico:

Proposigao 3.2.11 (Desigualdade de Klein [5, 13]). Para quaisquer p,o € D(Ha):
D(pl|o) =0,
com igualdade se e somente se p = 0.
Lema 3.2.12. Para todo 0%, Tr {o*5(X @ 15)} = Tr {Trp {c*P} X }.
Lema 3.2.13. Para p* € D(H,) e pP € D(Hp),
log(p” @ p”) = log(p™) © 1 + 14 @ log(p”).
Teorema 3.2.14 (Sub-aditividade da Entropia Quéantica). Para p*? € D(Ha ® Hp),
S(pAB) < S(p?) + S(pP), com igualdade se, e somente se, pAP = p ® pP.
Demonstracao. Pela Desigualdade de Klein:
S(p*?) < =Tr {p*"log(p" @ p”)}
(e pelos Lemas 3.2.12 e 3.2.13, lembrando que p* = Trp {p*#})

= —Tr {p*?(log(p") @ 15 + 14 ® log(p”))}
= —Tr {p*”(log(p") @ 1)} = Tr {p*” (14 @ 10g(p")) }
= —Tr {p*(log(p") @ 1)} — Tr {p” (14 @ log(p"))}
= —Tr {p"log(p")} — Tr {p” log(p”)}
— S0 + (P,
onde usamos que:
Tr {p*(log(p") @ 1)} = Tra {Trp {p"(log(p™) @ 1p)}} = Tra {p*log(p™)} = Tr {p* log(p™) } .
O

Proposigao 3.2.15 (Desigualdade do Processamento de Dados Quéntica [13]). Dados
estados p,o € D(H,4), e um canal qudntico (A, N, B):

DWN(p)IN(2)) < D(pllo).

Em particular, considerando o traco parcial como canal quantico (Exemplo 2.3.14):

Corolario 3.2.16 (Monotonicidade da Entropia Relativa Quantica). Para estados p*Z, 048 €

D(Ha® Hp): Al A AB|| .AB
D(p*l|o?) < D(p™"|lo™?).



CAPITULO 3. TEORIA DA INFORMACAO QUANTICA 67

3.2.3 Informacao Mitua Quantica

Apesar de nao existir uma noc¢ao na teoria quantica analoga & probabilidade condicional,
podemos reproduzir a férmula do Teorema 1.1.12 usando a entropia quantica:

Definigao 3.2.17 (Entropia Condicional Quantica). Para um estado p*® de um sistema
bipartite AB, a entropia condicional quantica de A dado B no estado p*? é:

S(A|B), = S(p*?) = S(p”).

Ao contréario da entropia condicional cléssica, a entropia condicional quantica pode ser
negativa. De fato, pela Proposicio 3.2.6, para um estado puro pAZ do sistema bipartite

AB. 5(A|B), = —5(").

Definigao 3.2.18 (Informacdo Mitua Quantica). Para um estado p*? de um sistema
bipartite AB a informacao miitua quantica entre A e B no estado p4? é:

I(A: B), = S(p") + S(p") = S(p*?).
Analogamente & informacao mutua classica, temos:
I(A: B), = S(o") — S(AIB), = S(s) - S(B|A),. (3.12)
Teorema 3.2.19. Para um estado p*P de um sistema bipartite AB:
I(A: B), = D(p"P||p" @ p®).
Demonstracao. Pelos Lemas 3.2.12 e 3.2.13:
D(p*P||p* @ p”) = Trap {p"*” (log p** —log p* @ p”)}

= Trap {p*"(log p** —logp" @ 15 — 14 @ log p”)}
= S(p™) + S(p”) = S(p™?)

=T1(A: B),.
O
Corolario 3.2.20. Para qualquer estado p*® de AB, Z(A: B) > 0.
Teorema 3.2.21 (Subaditividade Forte da Entropia Quantica). Sempre temos que:
S(pA) + S(p") < S(p*”) + S(p"C).

FEquivalentemente, Z(A : B), < Z(A: BC),.
Demonstragdo. Seja 04P¢ = pA @ pPC. Pelo Corolario 3.2.16:

D(p"P||o*?) < D(p"FC||0*C) (3.13)

e, pelo Teorema 3.2.19:
D(p"P[0"P) = Z(A: BC), = S(p") + 5(o7) — 5(o"°).
Similarmente:
D(p*P||o"F) = Z(A: B), = S(p*) + S(p”) = S(p*?).

Substituindo em (3.13), obtemos o resultado. O
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3.2.4 A Quantidade de Holevo

Vamos agora considerar as quantidades entropicas quanticas de estados classico-quanticos.

Teorema 3.2.22. Se p*4 é o estado cldssico-quantico associado ao ensemble
{px (@), p }oex, entdo:

A|X ZPX

reX

Demonstracao. Pela Proposicao 3.2.8:

S(AIX), = S(p**) = S(p™) = H(px) + >_ px(2)S(ps) — H(px)

TeEX
O

Por (3.12) e pelo Teorema 3.2.22, a informagdo mitua quantica do estado classico-
quantico pX4

(X : A), = S(p*) — S(A|X), = S (pr ) > px(x) (3.14)

reX zeX

Defini¢io 3.2.23 (Quantidade de Holevo). Dado um ensemble €& = {px (), p2},ex de
A, definimos:

x(€)=I(X : 4) —S(pr ) > px(x) (3.15)

reX reX

com pX4 =3 . p(x)|z)(z| @ p.

Por (3.15) e pelo Corolario 3.2.20, a quantidade de Holevo é sempre ndo-negativa.
Como consequéncia obtemos a concavidade da entropia quantica.

Corolario 3.2.24 (Concavidade da Entropia Quantica ). Dado um ensemble de A

& = {px(z), P} Yuen:
S (pr(@fé‘) > px(@)S(p})

reX reX

3.2.5 O Teorema de Holevo

Para um ensemble {px (), ps }zex € medigao {A, } ey fixados, temos exatamente o cenario
de comunicacao por canal que estudamos no Capitulo 1, onde o papel do ruido é feito
pela incerteza devido a indistinguibilidade dos estados do ensemble. Definimos o canal
classico Ny : X — P(Y) por:

NA<y|x) = <pxaAy>Hs =Tr {pry}'

Tomamos Y como sendo a resultado da medicao, ou seja, é uma variavel aleatéoria com
valores em ) e com distribuicao tal que pxy = px(x)Na(y|z).
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Definicao 3.2.25 (Informagao Acessivel). A informacgao acessivel de um ensemble
{px (), pz }zex em H,, & dada por:

Lice({px, pa}) = sup I(X:Y),

onde o supremo ¢é tomado sob todas as medig¢oes A : Y — B(H4)" para qualquer Y.

Ou seja, ¢ a quantidade maxima de informacao classica que pode ser armazenada
fielmente no ensemble {px(z),ps}zcx. Dado qualquer conjunto de estados quanticos
{pz}zex, temos:

sSup [acc({an px}) = Sup sup [(X : Y)
px€P(X) pxEP(X) A

=sup sup I(X:Y)
A px€eP(X)

= sup C(Ny), (3.16)
A

onde (3.16) segue do Teorema da Codificacdo de Canais. Se {px, pz }zex ¢ um ensemble
de estados distinguiveis e A é uma medicao que os distingue, entao:

]acc({an px}) = H(X)

Proposigao 3.2.26 ([51][52]). Dado um ensemble {px, p.} em Ha, existe uma medi¢ao
AN:Y = B(Ha)T tal que Lee({px, pz}) = (X : Y) com | Y| < d3.

Isso nos da a cota superior Io..({px, p:}) < 2logda, por (1.3). Note que essa cota nao
depende do ensemble, que implica que, apesar de possuir infinitos estados quanticos, o
sistema quantico A pode armazenar apenas uma quantidade finita de informacao classica.

Calcular a informacao acessivel de um ensemble nao é um problema trivial e é de
grande interesse (ver [53, 54]). A dificuldade é devido ao supremo ser sobre qualquer
POVM. Vejamos porém que a quantidade de Holevo do ensemble sempre fornece uma
cota superior para a informacao acessivel.

Teorema 3.2.27 (Teorema de Holevo). Para qualquer ensemble & = {px(x), p3}ecx de
estados de H 4, temos que:

Lace(€) < X(E), (3.17)

com igualdade se e somente se os operadores px (x)p? comutam entre si.

Demonstracdao. Seja p*X* o estado classico-quantico (3.4) associado a €. Por (3.15) e pelo
Teorema 3.2.19, x(£) = Z(X : A), = D(p*4||p* ® p*). Dada uma medigao {A,},cy, seja
(A,N,)) o canal Q-C associado (Definigao 3.1.11). Entéao:

(Lx @ N) () =D D Tr{piA,} |2) (el ® y){y]

TeEX yey

=> ) Nalyla) ) (x| @ [y) (]

reX yey

= Diag(pX,Y)7
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onde px y ¢ o vetor de probabilidade em P (X xY) definido por px y (z,y) = px(x)Na(y|z),
que interpretamos como estado cléssico em D(C* @ CY). Neste caso a informagao mitua
classica e a informagao mutua quantica coincidem e temos:

(X :Y)=D(pxy|lpx x py)

= D((1x @ N)(p*)[|p* @ N(p?))
< D(p*p* @ p?)
= x(€),

com a desigualdade seguindo da Proposigao 3.2.15. O teorema segue tomando o supremo
entre as medigoes. Uma demonstracao para o critério de igualdade pode ser encontrada
em [13]. O

Corolario 3.2.28. Para qualquer ensemble € = {px(x), p2}rex de A, temos que:

sup C(Ny) < sup x(€) <log(da). (3.18)
PEP(X)

O corolério acima mostra que um qubit pode armazenar fielmente no maximo um bit
de informacao cléassica.



Capitulo 4

Comunicacao Classica por Canais
Quanticos

Nesse capitulo, segundo principalmente [34, 13, 14], vamos explorar o uso de canais quan-
ticos na transmissao de informacao classica, ou seja, de como obter um canal classico a
partir de um canal quantico. Esse é um processo que pode ser feito de diversas manei-
ras, dependendo de quais recursos quanticos utilizamos, levando a diferentes nocoes de
capacidade. Na Secao 4.1, introduzimos diversas quantidades relacionadas & transmissao
de informacao classica por canais quanticos. Definimos formalmente a nocao de cédigo
quantico e de capacidade classica de canais quanticos, que sao dadas interpretacoes ope-
racionais em termos de esquemas de codificacao. Enunciamos entao o Teorema de HSW,
que é o andlogo quantico do Teorema da Codificagao de Canais, e citamos algumas de
suas consequéncias. A Secao 4.2 se dedica ao estudo da conjectura da aditividade, que
permaneceu um dos principais problemas em aberto da teoria da informacao quantica,
que se mostrou falsa.

4.1 Capacidade Classica de Canais Quanticos

Comecamos ilustrando uma maneira de obter um canal classico a partir de um canal
quantico.

Dado o canal quantico (A, N, B), considere que Alice quer enviar a Bob uma letra do
alfabeto X. Para isso, ela codifica cada x € X em um estado Q(z) = p2 € D(H,). Para
enviar x, ela prepara o estado p2 e o envia por N, de forma que Bob recebe o estado
ol = N(p2) € D(Hp) que ele acessa realizando uma medi¢io dada por um POVM

{A,},ey sobre o sistema B, obtendo um resultado y € Y. Se Alice quer transmitir a
variavel aleatoria X com valores em X, ela prepara o ensemble £ = {px(z), p2}.

(o a1

Figura 4.1: Esquema de comunicacdo classica por um canal quantico. Triangulos representam

informacao cléssica e circulos representam informagcao quantica.

71
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Fixada uma codificagdo Q(z) = pZ e uma medigao {A,},cy, obtemos um canal classico
(X, Nga,Y) dado por:

Noalylz) = Tr {N (o)A} . (4.1)

A capacidade deste canal é dada pelo Teorema da Codificacao de Canais:

C(Nga)= sup I(X :Ngx(X))= sup {H Noa(px)) pr JNoa(x }

px€P(X) px €P(X) TEX

Otimizando em relacao a medicao, obtemos:

supC(Nga) =sup sup I(X : Nga(X)) (4.2)
A A pxeP(X)
= sup supl(X : Ngx(X)) (4.3)
px€EP(X) A
= sup [acc({px(ﬂf),/\/(pf)}). (4.4)
px EP(X)

Otimizando também em relacao ao ensemble, ou seja, em relacao a Q e px, temos um pos-
sivel candidato a capacidade classica de um canal quantico, que vamos definir formalmente
adiante.

Definigao 4.1.1 (Informacgdo Acessivel do Canal). A informacao acessivel do canal
quantico (A, N, B) é definida por:
Loce(N) = SQu/I\) C(Ngn) = Sup Loee({px (z), N(pf)}) (4.5)

Com o supremo na expressao a direita em (4.5) acima sendo sobre os possiveis ensem-
bles £ = {px(x), p2}. Para facilitar a exposi¢do, vamos introduzir a seguinte notagio:
Fixados um ensemble €& = {px(z), Q(z)} e um POVM {A,},cy, denotamos por:

In(E : A) = I(X : Noa(X)) = H(Noa(px)) = Y px(2)Noa(x (4.6)

a informacao mutua classica entre a entrada X com distribuigdo px e saida Nga(X),
resultantes do esquema de codificacao Q e decodificacao A.

Proposicao 4.1.2 ([55]). O supremo sobre ensembles € de A em (4.5) pode ser substituido
pelo mdzimo entre ensembles de estados puros {p(x), |Vz) (Ve|}eexr com |X| < d% + 1.

Por (4.4), Proposigao 3.2.26 e Proposicao 4.1.2:
Lce(N) = max In(E : A).

Assim como no caso classico, a nocao de capacidade deve levar em consideracao multi-
plos usos independentes do canal. Vamos ver que a informagcao acessivel falha em capturar
o comportamento desses casos, pois nao é uma quantidade aditiva. Por exemplo, taxa de
transmissao (que vamos definir para canais quanticos a seguir) maior é atingivel codifi-
cando o canal produto N'® N ® N. Nesse caso é possivel atingir a taxa de transmissao:

%Iacc(/\f@w\f@/\/),
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que é uma quantidade pelo menos tao grande quanto I,..(N):

Teorema 4.1.3. Para quaisquer canais qudnticos (A, N1, B), (C, N, D):
[acc<N1) + Iacc(NQ) S [acc(Nl ®N2) (47)

Demonstragao. Sejam Qy, Qa e Ay, Ay tais que Lo (N7) = C(Ngy a,) € Tace(N2) = C(Ng,a,)-
Tomando Q@ = Q; ® Qs e A = A} ® Ay para N ® N3, temos que Nga = Ng, o, X No, ,-
Pela superaditividade da capacidade de canais classicos (Teorema 1.4.2):

C(NQLAI) + C<NQ2,A2> S C(NQ1®Q2,A1®A2) S [acc(Nl ®N2)
]

Nosso interesse no comportamento assintotico de mdaltiplos usos independentes do
canal nos leva a considerar a quantidade:

Ty (N) = sup %fm(/v@")  lim L (N, (4.8)

n n—oo 1

dita informacgdo acessivel regularizada de N. A segunda igualdade em (4.8) segue
da superaditividade da informacao acessivel (Teorema 4.1.3) (ver também appendix A
em [56]). Esta expressdo é de pouco uso computacionalmente. Ao contrario do caso para
canais classicos, essa expressao nao se reduz ao caso de um tnico uso do canal, o motivo
sendo a superaditividade estrita da informagao acessivel.

Proposicao 4.1.4. A informacao acessivel nao € aditiva.

Isto foi primeiro demonstrado por Holevo em [57]. Veja [58] para um exemplo de canal

N com I..(N) < %Iacc(/\/@)/\/'@/\/).

Assim como na discussao sobre informacao acessivel de um ensemble, aqui podemos
obter uma cota superior mais simples de calcular. A expressdo a direita em (4.5) e o
Teorema de Holevo (3.2.27) sugerem a seguinte defini¢ao:

Definicao 4.1.5 (Capacidade de Holevo). Dado um canal quantico (4, N, B), a capaci-
dade de Holevo N ¢ definida por:

XWN) = sup x({p(x), N (p7)}eer), (4.9)

{p($)7p£}z62€
com supremo sobre todos os ensembles {p(z), p2},ex sobre qualquer X finito.

Proposicao 4.1.6 ([55]). O supremo sobre ensembles de A em (4.9) pode ser substituido
pelo mdzimo entre ensembles de estados puros {p(z), |Ve) (Ve|}eexr com |X| < d4.

Pelo Teorema de Holevo (3.2.27) e (4.5), sempre temos:
Lce(N) < x(N). (4.10)

Teorema 4.1.7. Para quaisquer canais quanticos (A, N1, B), (C, N3, D):

X(M) + x(MN2) < XM @ N).
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Demonstragio. Segue pois para quaisquer ensembles {p(z), p2}ex € {q(y), pyc}yey em A
e C respectivamente:

x({p@), M(pH}) + x(Ham), Na(pS)}) = xUp(@)a(y), Ni(p2) @ Na(p))})
< XNV @NL).
0

Se e quando a capacidade de Holevo é ou ndao uma quantidade aditiva é uma questao
delicada, a qual iremos dedicar a Secao 4.2. Devemos entao considerar a quantidade de
Holevo regularizada:

1 1
Xreg(N) = sup EX(NW) = lim —y(N®").

n—oo 1

A defini¢ao de cédigos para comunicacao classica por um canal quantico é analoga ao
caso classico (Defini¢ao 1.2.6):

Definicao 4.1.8 (Codigo de Canal Quantico). Um (M, n)-coédigo para o canal quantico
(A, N, B) consiste em:

e Um conjunto M = {1,2,..., M} de mensagens e conjuntos finitos X e ), ditos
alfabetos de entrada e saida, respectivamente.

e Uma livro-codigo classico C* : M — X",

e Um canal C-Q (X", Q", A") que age por z" — p’ .

e Um canal Q-C (B", A", Y") associado & medigdo sobre B dada por {A. },neyn.

e Uma decodificacao classica D" : Y" — M.

Para enviar a mensagem m codificada pela palavra-codigo z"(m), Alice prepara o
estado Q™ (z"(m)) = pﬁ(m) e 0 envia pelo canal N®™. Bob recebe o estado N®"(p2, my) =

I"(
fnn(m) € D(ME") e realiza a medi¢ao {A}.}yneyn obtendo uma palavra y" € V", que ele

decodifica como D"(y") = m. A probabilidade de que Bob decodifica corretamente a

mensagem m é:
Z TI‘ {O'Enn(m) Ayn} .

y™:Dp(y™)=m

g

Assim como no caso classico, assumimos que as mensagens de M sao emitidas uniforme-
mente, induzindo uma distribui¢ao px» ~ C"(W) em X", Se X™ e Y™ denotam as entradas
de Q™ e saidas de A" respectivamente, a informacao mutua classica I(X" : Y™) sob esse
codigo é Iyen(E™ : A™), dada por (4.6), com ensemble E" = {pxn (xn)7pf:(m)}xn€)(n, por
isso denotamos esse codigo por (€",A™). Omitimos os indices n quando o contexto for
claro.
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Definigao 4.1.9. Dado um (M, n)-codigo (£, A) para o canal quantico (4, N, B), defini-
mos:

e Probabilidade condicional de erro para a mensagem m:

RPENm) =1 Y Tr{ofl, A}

y":Dn (y™)=m

= Y Tr{ofm(ls—Ap)}.

y™: Dy (y™)=m
e Probabilidade média de erro:

PAEA) = 12 3 P(E A)(m).

meM

e A taxa de transmissao é dada por:

log M
R= 2"
n
No que segue, denotamos por:
(M,n) =min P,(E, A 4.11
pe(M,n) = min F(€, A) (4.11)

a probabilidade média de erro minimizada entre todos os (M, n)-codigos (€, A) para N.

Defini¢ao 4.1.10 (Capacidade Classica). Uma taxa R > 0 é dita atingivel para o canal
quantico (A, N, B) se R = 0 ou se existe uma sequéncia de (M,,n)-codigos para N tais

que
log M,
R= lim -8 , lim p.(M,,n) =0.

n—00 n n—00

A capacidade classica de N ¢ definida por:

C(N) =sup{R > 0| R ¢é atingivel para N}.

Essa definicao é a versao quantica do que chamamos de capacidade operacional no
Capitulo 1 e, assim como naquele caso, essa definicao nao indica uma maneira de cal-
cular a capacidade classica de um canal especifico. No caso classico isso foi remediado
pelo Teorema da Codificacao de Canais, que fornece a capacidade como a capacidade
informacional, relativa a um tnico uso do canal, apesar da definicao operacional de capa-
cidade classica depender do comportamento assintotico de multiplos usos independentes
do canal. Isso se deu pela aditividade da capacidade informacional.

Teorema 4.1.11 ([13]). A capacidade cldssica de um canal qudntico (A,N,B) é dada
por:
.1
CN) =1IN) = JLIEOEIQ%XINW(S : A).
Demonstragio. Para ver que C' < I,.,(N), considere uma sequéncia de (2"%,n)-codigos
(€™, A™) de taxa R > 0. De forma idéntica & demonstra¢ao da parte reciproca do Teorema
da Codificagao de Canais (1.3.2), obtemos:
I(X":vy") 1

pEn A>T L)
(7, A7) 2 nR nR
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 Lyen(EMAY) 1

nR nR

1
>1— — . -
>1 nRHSI,&}\XIN@) (E,A)

=1
1
nR’

onde I(X™:Y™) = Iyen(E",A") por (4.6). Como (€™, A™) ¢é arbitrario, podemos substi-
tuir P.(E™, A") por p.(2"%,n) nas desigualdades acima. Tomando n — oo:

lim pe(2"f,n) > 1 — ]Teg—(jv)

n—o0 R

Logo, para R > I ,(N), lim, e pe (2", 1) > 0 e portanto C(N) < I,y (N).

Para ver que C' > I,.,(N), basta mostrar que qualquer taxa R < I, (N) & atin-
givel. Seja entdo tal R, e seja ng tal que ngR < I ..(N®™). Tome Q e A™ tais que
Loce(N®™0) = C'(Ng ano) como na equacao (4.5) (a Proposigao 4.1.2 garante suas existén-
cias). Pelo Teorema da Codificagdo de Canais temos que ngR é uma taxa atingivel para
No ano, logo existe uma sequéncia de (27(0f) n)_codigos classicos para Nog ano tais que
P’ — 0. Combinando esses codigos classicos com a codificagao Q e medigao A™, obte-
mos (208 n)-codigos quanticos e concluimos que ngR é uma taxa atingivel para N®".
Esses mesmos codigos quanticos podem ser vistos como codigos de blocos de tamanho
nngy para N, e portanto p.(nng,2""%) — 0 para N.

Agora, para qualquer n’ > 0, podemos obter n suficientemente grande tal que:
nng < n' < (n+ 1)ng.

Entdo temos, escolhendo R’ de forma que (1 + )R < R < Lo (N®"):

Pe(2"E n") < p (20708 lng) < (27007 ng) — 0,

onde a primeira e segunda desigualdades expressam que aumenta a probabilidade de erro
codificando com taxas maiores e blocos menores, e taxas maiores com blocos de mesmo
tamanho, respectivamente. ]

4.1.1 Esquemas de Codificagao

Em um (M, n)-codigo quantico geral, tanto Alice quanto Bob podem utilizar emaranha-
mento como recurso. Na Secao 1.4, vimos que correlagoes classicas entre entradas de um
canal DSM nao podem utilizadas para atingir taxas de transmissao maiores. No contexto
quantico, temos a disposi¢ao nao sé entradas com correlagoes classicas, mas também cor-
relacoes quanticas, na forma de estados emaranhados. Supondo que um canal quantico
preserve emaranhamento entre suas entradas, é possivel que Bob detecte tais correlacoes.
Pelo Teorema da Nao-Comunicacdo (Teorema 2.2.18), isso s6 ¢ possivel se a medigao de
Bob for uma medicao conjunta sobre o sistema composto de todas as componentes das
entradas.

E entdo instrutivo estudar os diferentes esquemas de codificacio de um canal quantico
obtidos pela utilizagdo ou nao de emaranhamento, tanto por Alice quanto por Bob. A
vantagem desta perspectiva é que quando Alice codifica palavras 2" € X" exclusivamente
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por estados produto, tomando, em termos da Defini¢ao 4.1.8, Q" = Q%" para algum canal
C-Q (X, Q, A), entao o canal resultante N®" o Q®" é um canal C-Q. Similarmente, se Bob
realiza somente medicoes locais em cada componente da saida, dadas por A” = A®™ para
algum canal Q-C (B, A,)), entdo o canal resultante A®” o N®" & um canal Q-C. Vejamos
em mais detalhe os quatro esquemas que resultam da utilizacao ou nao de emaranhamento
por Alice ou Bob:

PP: (Estados Produto e Medicoes Produto) Neste caso, fixamos um canal C-Q (X, Q, A)
com Q(x) = p2 e um canal Q-C (B, A,)), e definimos para cada n > 1 um (M, n)-

codigo de forma que Q" = (Q)®" e A" = (A)®", ou seja, tais que:

Q"(z") = Q1) ® Q2) @ -+ ® Q) = pf), ® pls, @ -+ D iy,
Ay" :Ay1 ®Ay2 ®"'®Ayn'

»L1 > pﬁl N A Y1 >

N Jg A * Y2 1D m

N A —p—

i1
é..

Figura 4.2: Esquema PP: estados produto e medi¢oes produto.

EP: (Estados Emaranhados e Medi¢oes Produto) Neste caso, fixamos um canal Q-C
(B,A,Y), e definimos para cada n > 1 um (M, n)-coédigo onde Q™ é qualquer e

A" = (A)®".
» L1 > —> N > o A > Y1 >
R R R , JA L Jo |
SN e oY e P e AV P v p i,
> Lp > > N > > A_ > Yn >

Figura 4.3: Esquema EP: estados emaranhados e medic¢oes produto.

PE: (Estados Produto e Medi¢oes Conjuntas) Neste caso, fixamos um canal C-Q (X, Q, A)
com Q(x) = p2 e definimos para cada n > 1 um (M, n)-codigo com Q" = (Q)*" e
A qualquer.
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B [N @ |

m C T3 > Q —> N an A > Y2 D ™m
Ty, > —@ N o'i‘i > Un

Figura 4.4: Esquema PE: estados produto e medi¢oes conjuntas.

» L1 > > N > U1 >

%2 10 Al—N —1 5 1A )

pm" 0-;,;” —

>y, > > N > > > Un, >

Figura 4.5: Esquema EE: estados emaranhados e medigoes conjuntas.

EE: (Estados Emaranhados e Medi¢oes Conjuntas) Neste caso consideramos (M, n)-
c6digos sem restrigoes.

Para cada esquema, temos uma nocao adequada de capacidade cléssica.

Definigao 4.1.12 (Capacidades [14]). Para um canal quéantico (4, N, B), definimos:

Cpp(N) = Tim. % S Iyen (EF™, A®™); (4.12)
Crp() = lim - max Iyon (£,A°"): (4.13
Cpe(N) = lim % D Tyan (€%, A); (4.14)
Cpp(N) = lim % max Lyen(E,A). (4.15)

Pelo Teorema 4.1.11, sempre temos que:
Cpe(N) = C(N).
Teorema 4.1.13. Para qualquer canal quantico (A, N, B):
Cpp(N) = Liee(N).

Demonstragao. Seja Ngen pen 0 canal como em (4.1), com Q%" um esquema de codificagio
em estados produto de A" e A®" uma medi¢ao produto sobre B™.
A probabilidade de transicao de Ngen pon € dada por:

pynixn (Y1, Y2, - YnlT1 (M), 22(M), - 20 (M)
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_HTI{A yz pxzm)}

= HpY|X(yi’$i(m>)‘
i=1
Ou seja, Noen pen = NG’y Pela aditividade da capacidade de canais classicos (Secio 1.4)
temos que C'(Ngen, A®n) = nC(Nga). Isso implica que:

sup  Lyen (EF", A®") = nsup[N(S A) = nlye(N).

£&n A®n

Substituindo em (4.12), obtemos o resultado.

Teorema 4.1.14. Para qualquer canal quantico (A, N, B):
Cep(N) = Cpp(N) = Lyee(N). (4.16)

Demonstra¢ao. A demonstracio que segue é adaptada de [13] (ver [14] para uma demons-
tracdo alternativa). Note que sempre vale a desigualdade:

Cpp(N) < Cep(N),

j& que os ensembles produto £¥" em (4.12) sdo casos particulares de ensembles £ em
(4.13). Vamos mostrar a desigualdade reversa para estabelecer a igualdade. Para isso,
basta mostrar que, para dois canais (Ay, N7, By) e (As, N3, By) quaisquer:

1 < 1 1 2 2 )
Jmax Inien, (€, A ® A?) max Iy, (€7, A7) + max I, (€7, A7), (4.17)

ja que por superaditividade da informacao acessivel (4.1.3), a desigualdade acima implica
em particular que Cpp(N) < Cpp(N).

Para obter (4.17), considere um ensemble £ = {py, p2142},.cx como entrada de N;QN5
e uma medicao produto A ® A2 sobre o sistema B;B,. O canal classico resultante tem
probabilidade de transi¢do (como em (4.1)) dada por:

le,Yz\X<yla Yo|z) = Tr {PfIAQ (Nl ®N2)*(A;1,1 ® A2 } Tr {PAIAQN*(Al ) ®N2*<A32,2)} )
que podemos expressar como:
le,Yz\X(yla Z/z’m) = pY2|X(y2‘x)le|,Yg,X(yl‘yZa 35)7
onde
Pyoix(Walr) = Tr {p2NF (A3} pripvax(ualy2, @) = Tr {pj NY (A, )},

com
) ) Tra, {p2(1a ®N*( ))}
2 = TI‘ {pA A2} p;zx - Tr 2{pA1A2 ]1,4 1® N* }
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Tomando &' = {px, (2, %), il } € E* = {px,(x), p22}, temos, pela defini¢ao de informa-
¢ao mutua classica:

(e pela subaditividade da entropia e regra da cadeia para entropia condicional)
< H(Y1) = HW[Yz, X) + H(Y2) — H(Y>|X)
= I(Y1: Ya, X) + I(Ya: X)
= I, (ENAY) + Iy, (€7, A%).
Tomando o méximo entre os ensembles, obtemos (4.17). ]

Note que esse resultado era esperado, j4 que sao necessarias medigoes conjuntas para
detectar emaranhamento.

4.1.2 Capacidade Classica de Canais C-Q

Os esquemas de Codiﬁca(;éo com estados produto (PP e PE) resultam em um canal C-Q
(X", N®" o Q¥ = ¢B" B") logo para esses casos podemos nos restringir a andlise de
canais C-Q. Ja vimos que a capacidade resultante do esquema PP é a informagao acessivel
do canal. J4 o esquema PE requer um estudo mais cuidadoso.

Teorema 4.1.15 (Capacidade de Holevo de Canais C-Q). A Capacidade de Holevo de
um canal C-Q (X,N = o8B B) ¢ dado por:

maxZ(X : B) XB:maX{ (pr ) pr } (4.18)

px
zeX TEX

onde

pr ) |x) :z:\@a

zeX
Ou seja, podemos nos restringir a otimizar sob os ensembles do tipo € = {px(x), |x){x|}rex
m (4.9).

Demonstracao. Seja {q(i), pi }iex um ensemble em C¥ tal que x(N) = x({q(i), N(p:)})
(que existe pela Proposi¢ao 4.1.6). Considere as decomposi¢oes espectrais de p;:

X

pi =Y i i) (6351
=1
Entao, como N ¢é canal C-Q:

N(p) =) (alpil) o
|x]|
=y Zaij (2|9ij) (Dijlx) oy
| X
=) oy (algi) ol

j=1 zeX
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Note que:

X

ZZ az] x’¢z]

i€x j=1

é uma distribuicao de probabilidade em X'. Temos:

|X|
S (Z q(i)/\/(m)) =S D a) [ DD i (xley)* o?

1€X 1€ J=1zeX

¥

= Z ZZ alj ZL”QZ] Uf

zeX \ iex j=1
=S (Zp(m)af) . (4.19)
zeX
Por concavidade da entropia quantica:

¥

=D dDSW () = =D _a)S | 33 e Grlo)* o7
|x|
<=2 al) DY e {aléy) S (o)
= _ Zp(m)S(Jf). (4.20)

TEX

Somando (4.19) e (4.20):

x({q(@), pi} <S(Zp ) > plx)s x({p(x),07}).

reX reX

Mas escolhemos {q(7), p;} como um ensemble que maximiza a quantidade de Holevo, logo
x({q(@), pi}) = x({p(x), 0B} = x(N). A expressao (4.18) segue entao de (3.15). O

Finalmente, podemos enunciar o anilogo quantico do Teorema da Codificagao de Ca-
nais:

Teorema 4.1.16 (Teorema de Holevo-Schumacher-Westmoreland (HSW)). Para todo ca-
nal C-Q (X,N =08, B):
CN) =xWN)

Note que, pelo Teorema 4.1.15, a capacidade de Holevo ¢, assim como a capacidade
informacional de um canal classico, o supremo de uma informacao mitua. A demonstracao
do Teorema de HSW, a qual vamos dedicar o proximo capitulo, é similar ao Teorema da
Codificacao de Canais. Vejamos algumas de suas aplicagoes importantes.

Teorema 4.1.17. Para qualquer canal quintico (A, N, B):

Cru(N) = X(N) (4.21)
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Demonstracao. Seja (X, Q, A) o canal C-Q correspondente ao esquema PE e sejam Ne&n —
N®" o Q%" também canais C-Q. Note que, para cada n > 1:

gg]).g}[i I/\/’@n(g A) = rrg%\X ]N@n (5 . A),

ja que, para qualquer estado p2. de um ensemble € de A", N®"(pA7) é um estado produto.

Por (4.14) e pelo Teorema 4.1.11:

Cpe(N) = lim 1 max e (E¥™", A) = lim — ! maXIN@,n(é’ A) = C(N) = x(N).

n—o0 1, £®n A n—oo N,

Basta notar agora que X(N) = x(N). Para isso, seja €& = {px(z),|z)(x|}sex tal que
X)) = x({px (2), N(|z){x])}). Entdo:

=5 (pr(w) Q(f) (z]) ) > px(@)SW o Q(la)(x])) < x(N).

zekX TeEX

Por outro lado, se & = {px(x), p}ecx ¢ tal que x(N) = x({px(x),N(p2)}), entdo
definindo Q por Q(z) = p? temos:

XV = x({px (@), N o Q(lz)(z])}) < x(N).
O

Note que, para um canal C-Q (X, N = o5, B) e px € P(X), denotando por o o estado
misto correspondente ao ensemble {px(x), o8}, cr:

o= pr(:v)af,

reX

entdo S(o) corresponde ao primeiro termo em x({px(x),c?}), logo:
CN) < x({px (@), 0,}) < S(0) < logdp.

Proposicao 4.1.18 ([13]). Para um canal C-Q , C(N) = I...(N) se, e somenle se os
operadores px (x)oB comutam, com p € P(X) tal que x(N) = x({p(x),c5}).

x YT

4.1.3 Capacidade Classica de Canais Quanticos

Como corolario do Teorema de HSW, obtemos o seguinte resultado, também referido na
literatura como Teorema de Holevo-Schumacher-Westmoreland, que nos da a capacidade
classica de um canal quantico qualquer em termos da capacidade de Holevo de suas
extensoes sem memoria.

Teorema 4.1.19. Para todo canal qudntico (A, N, B):

CUN) = XregN) = Tim Zx(N®") (4.22)

n—oo M

Em particular, se para todo n > 0, x(N®") = nx(N), entio C(N) = x(N).
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Demonstragao. Que C(N) < xpeg(N) segue do Teorema 4.1.11 e do Teorema de Holevo
3.2.27. Para ver que x,4(N) < CN), seja R < Xypeg(N), ng > 0 e um ensemble
E™ = {pny(x), pI°}1ex, para algum AXj tais que:

noll < X({pno (x)’_/\/@no (on)}me«\’o)-

Considere entao o canal C-Q (Xy, N = N®"0(pm0), B). Pelo Teorema de HSW:
o R < X({Puo (), N¥™ (08 }oey) < CNE™),

ou seja, ngR ¢ uma taxa atingivel para N. Denotando por p.(M,n) a probabilidade
minima de erro de N, temos:

P20 nng) < 52700 n) = 0,
e similarmente & demonstracao do Teorema 4.1.11, podemos concluir que R é uma taxa
atingivel para N. O

Note que, apesar de sempre termos I,..(N) < x(N) (4.10), temos também que
Lieg(N) = Xreg(N) = C(N). Eis um exemplo de calculo da capacidade classica utili-
zando o Teorema 4.1.19:

Teorema 4.1.20 (Canais Quanticos de Capacidade Zero). Dado um canal quéntico
(A,N,B), C(N) = 0 se e somente se N é constante, ou seja, existe o8 € D(Hp) tal
que N = oBTr {-}.

Demonstra¢io. Se N é constante, entdo para qualquer ensemble & = {px(z), p2}ex de

A:

&) =5 (szmaBTr {m?}) S @S T () = 0,

reX TEX

logo x(N) = 0. E facil ver que x(N®") é constante para todo n > 0. Segue do Teorema
4.1.19 que C'(N) = 0. Suponha agora que N ndo é constante, ou seja que existem
Pl pgt € D(H4) tais que N (pf) # N(p3). Considere um estado classico-quantico:

1 1
A= Il @ o+ 5 22l @ o,

onde X = {1,2}. Note que:
1
X({§7Pf}xex) =I(X : A), = D((1x @ N)p*||p* @ p?*) =0

se e somente se (1x @ N)p*4 = pX ® p?, ou seja:

3 D1 AD) + 5 212 @ Mpf) = 2 @ (060 + 4 60))

se e somente se N'(pf') = N'(pg). Logo temos que x({3, p2 }scx) > 0 e portanto C(N) >
XWN) > 0. O
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4.2 A Conjectura da Aditividade

Vimos no Capitulo 1 que o Teorema da Codificacao de Canais fornece uma expressao para
a capacidade de qualquer canal classico dependendo somente de um uso do canal (a ca-
pacidade informacional), e que isso advém do fato de que a capacidade de canais classicos
é sempre aditiva. Analogamente, o Teorema 4.1.19 mostra que a capacidade classica de
um canal quantico é dada pela capacidade de Holevo, que também depende apenas de
um uso do canal, caso sua capacidade de Holevo satisfaca uma hipotese de aditividade.

Se a capacidade de Holevo é ou nao aditiva nao é uma questao facil, ja4 que, como
vimos na Secao 1.4, uma demonstracao da aditividade da capacidade de canais classicos
utiliza propriedades que nao tem analogo na teoria quantica. Essa questao foi considerada
primeiro implicitamente em [59], e formulada como uma conjectura em [60]. Uma versao
um pouco mais geral da conjectura que se tornou popular é a seguinte:

Conjectura da Aditividade: Para quaisquer canais quanticos N e N5:

XN ® N2) = x(N1) + x(Na).

Em particular, se a conjectura é verdadeira, entao para qualquer canal quantico N, temos

que C(N) = Xyeg(N) = x(N) e portanto, que Crp(N) = Cpg(N).

Na direcao de elucidar a conjectura, se demostrou que a conjectura é satisfeita se
restrita a diversas classes de canais quanticos. Por exemplo, canais ideais [20], canais
depolarizadores [61] e canais unitarios de qubits [62] satisfazem a conjectura. Veremos a
seguir uma demonstragao, por [15], de que canais EB também satisfazem a conjectura.

A conjectura da aditividade permaneceu aberta até 2009, quando Hastings [8] demons-
trou, a partir de uma versao quantica do método de codificacao aleatoéria, a existéncia de
um contraexemplo, que vamos discutir brevemente.

4.2.1 Capacidade Classica de Canais EB

Vejamos um importante exemplo de classe de canais quanticos para os quais a capacidade
de Holevo ¢é aditiva, e portanto, pelo Teorema 4.1.19, cujas capacidades classicas coincidem
com suas capacidades de Holevo. Note que a demonstracao do Teorema 4.2.2 a seguir nao
utiliza o Teorema de HSW (Teorema 4.1.16).

Lema 4.2.1. Para p*? € D(Ha ® Hp) e um canal quantico (B,N,C):
Tra {(ida @ N)(p"P)} = N(Tra {p*7}) = N (p").
Demonstragao. Basta comparar as expressoes (2.9) e (2.16). O

Teorema 4.2.2 (Aditividade dos Canais EB [15]). Para (A, M,C) um canal quantico
qualquer e (B, NEB D) um canal EB:

X(MONFB) = (M) + x(NFP).
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Demonstracdio. Pelo Teorema 4.1.7, basta mostrar que x(M @NEB) < x(M) + x(NEB).
Para isso, considere {p(x), p2% Lucw tal que x(M®AP) = x({p(x), (M&NZ5)(p15)}),
que existe pela Proposicao 4.1.6. Como NP & canal EB, para cada r € X, (idy ®
NEB)(pAB) & separavel, logo pela Proposicao 2.2.9, existe ) finito e ¢, € P() tais que:

(ldA ®NEB quc |a:cy axy| ® ’dxy>< :vy| )

yey

com |ag,) € Ha e |dy,) € Hp. Seja 0¥ P € D(CY ® He ® Hp) dado por:

0y P = @) [9) ] © M(lazy ) amy)) @ Idey) (dey |

yey

Pela subaditividade forte da entropia quantica (Teorema 3.2.21):

S(05") 2 8(0;P) = S(0; ") + S(07), (4.23)
onde
Z% M(|azy)(azy]) @ [day)(doy| = (M @ NFP) (pP). (4.24)
yeY
Como oY“P ¢ um estado cldssico-quantico, pelo Teorema 3.2.8 e pela aditividade da

entropia quantica para estados produto ( Teorema 3.2.14):

S(o, YCD H(q.) + Z% M(lazy)(azy|) ® |duy) (day|)
yeY
qgv +qun ‘azy axy| +ZQm |d:£y a:y’)
yey yey
H(q:) + ) ao(y)S(M(laz,) (amy))), (4.25)
yeY

onde usamos que S(|dyy)(dsy|) = 0, pelo Teorema 3.2.6. Similarmente:

S(oYP) = H(q) + Y qe(y)S(|duy){dayl) = H(ga)- (4.26)

yey

Notando que:

=D da(y)M(|asy) {az,|) (4.27)

yey

e, pelo Lema 4.2.1:

Z Qx |dxy acy| =Tra {<1dA ® NEB)(p;?B)} = NEB(ﬂxB) (428)
yey

Substituindo (4.25), (4.26) e (4.28) em (4.23):
S(MONFP)(p1") =D~ ao(y) S(M(lazy) (amy|) + SINFH(p))

yeY
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e somando as desigualdades para cada r € X, obtemos:
Zp([t) M@NEB > Zzp QCC |a1’y CLacy| +Zp NEB px ))
rEX reX yey rEX

Finalmente, pela subaditividade da entropia quantica e pela desigualdade acima:

x({p(fv),(M®NEB)(pr)})ZS(ZP( JM @ NFF)(p ) > p(@)S(M @ NFP)(ph?

zeX

< S(0%) +5(0”) = 357 pl)g () S(M(Jazy) (azy )

reX yeY

=) " p(@)SINFE(pE)),

reX

reX

onde, por (4.24):
b= Zp( )(M @ NFP)(p Z p(z
reX reX
Logo, por (4.27) e (4.28):
=3 @) @M(az)lan)), 7= pa)el =D pla)NFP(p?)
TEX yeY rzeX zeX

concluimos que:

XM @NFF) = x({p(@), (M & NTF)(p:7)}) < x(M) + x(NVP).

4.2.2 Conjecturas Equivalentes

No esfor¢o de melhor entender a aditividade (ou nao) da capacidade de Holevo, diversas
outras quantidades relacionadas foram consideradas, com suas proprias conjecturas de adi-
tividade, que por fim se mostraram equivalentes a conjectura da aditividade e ofereceram
novos métodos para demonstrar a aditividade para certas classes de canais, assim como
potencialmente obter contraexemplos. Vejamos algumas dessas conjecturas equivalentes.

Definicao 4.2.3 (Entropia de Saida Minima). Dado um canal quantico (4, N, B), sua
entropia de saida minima ¢ a quantidade S,,;,(N) dada por:

Smin(N) = min SN (p)). (4.29)

pED(H )

Podemos pensar em S,,;,(N') como uma medida do quao ruidoso é o canal N.

Pela concavidade da entropia quantica, em (4.29) basta minimizar entre os estados
puros de A. Em particular, para canais C-C, a entropia quantica em (4.29) é a entropia,
de Shannon, e neste caso a entropia de saida minima é aditiva, pois pela Proposicao 1.1.4,
um estado puro de um sistema classico composto ¢ um estado produto. Ja para sistemas
quanticos compostos AB, a existéncia de estados puros emaranhados implica em:

Ext(D(Ha ® Hp)) 2 Ext(D(H4)) x Ext(D(Hz)),

)
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e portanto a aditividade da entropia de saida minima nao segue diretamente.

O exemplo a seguir sugere que a aditividade da entropia de saida minima esta relaci-
onada a aditividade da capacidade de Holevo.

Exemplo 4.2.4 (|61]). Lembre que no Exemplo 2.3.5 definimos o canal depolarizador
D, : Ha — My, para p € [0,1], dado por

1
Dy(p) = (1=p) - Tr {p} + pp.

A capacidade de Holevo de D, é dada por:

X(Dyp) =logda — Smin(Dp)-
Note que, dado outro canal depolarizador D, : Hp — Hp, se a entropia de saida minima
é aditiva, entao:

X(Dp ® Dy) = log(da - dp) — Spin(Dp @ Dy)
=logdy + logdp — Spin(Dp) — Smin(Dy)
= X(Dy) + x(Dy).

De fato, para canais depolarizadores, a entropia de saida minima, e portanto a capacidade
de Holevo, sao aditivas.

No geral, um contraexemplo da aditividade da entropia de saida minima ¢ um contra-
exemplo da aditividade da capacidade de Holevo:

Proposicao 4.2.5 ([34]). Para quaisquer dois canais qudnticos N1 e Na, se
szn(Nl ®N2) < szn<N1) + Smm(-/\/-2>7

entao:

XN @ Na) > x(N1) + x(N2).

Intuitivamente, se o uso emaranhado dos canais A e N3 é menos ruidoso que o uso
independente deles, entao é possivel transmitir fielmente mais informacao pelos canais
emaranhados do que por usos independentes deles.

Outra quantidade relacionada a capacidade de Holevo é uma medida de emaranha-
mento. Lembrando que, pela Proposicao 2.2.6, se 04 é um estado puro de um sistema
quantico bipartite AB:

S(04) = S(oP).

Essa quantidade serve como definicao para quantidade de emaranhamento presente em
um estado puro [63]. Uma extensdo adequada para estados mistos é dada pela definigao
a seguir [64].

Definigao 4.2.6 (Emaranhamento de Formagdo). Dado um estado 042 € D(H, ® Hp),

o emaranhamento de formacao de 04? ¢ a quantidade:

Ep(c?P) = i {Zp<x>5<|wm><wz|>} :

com & (o) ensembles do tipo {p(z), [V.) (Vs }eer tais que 048 =" | p(2) [¢e) (Y]
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Proposicao 4.2.7 ([16]). As sequintes afirmagées sao equivalentes:

1. (Aditividade da Capacidade de Holevo) Para quaisquer canais quanticos Ny e Ny:

XN @ N3) = x(N1) + x(N2). (4.30)

2. (Aditividade da Entropia de Saida Minima) Para quaisquer dois canais quanticos

Nl € NQ.’
Smin(N1 @ N2) = Spin(N1) + Siin(N2). (4.31)

3. (Aditividade da Entropia de Formagao) Para estados o1 € D(Ha, @ Hp,) € 03 €
D(%AQ ® HBQ)"
EF(O'l X 0'2) - EF(Ul) -+ EF<O'2).

4. (Superaditividade Forte da Entropia de Formagdo) Para um estado o € D(Ha, ®
HAQ ® HBl ® HB2)

EF(O') Z EF(TI'Q {U}) + EF(Trl {O’})7

onde Er(o) € calculado sobre a biparticao Ay As|By By, Tri{-} € o traco parcial do
sistema A1By e Tro{-} € o trago parcial do sistema AyBs.

4.2.3 O Contraexemplo de Hastings

Vamos descrever o primeiro contraexemplo da conjectura da aditividade, obtido por Has-
tings [8], que utiliza o método probabilistico para demonstrar a existéncia de um canal
cuja entropia de saida minima nao é aditiva. Os detalhes da demonstracao envolvem
a teoria de matrizes aleatorias e estd muito além do escopo deste trabalho. Para mais
detalhes, também ver |65, 66].

Para n > 0, sejam U,, o grupo de matrizes unitarias em M, (C) e p, a medida de
Haar normalizada em U,,, que é a (tinica) medida de probabilidade em U, invariante por

produto a esquerda ou direita por elementos de U,, (para mais sobre a medida de Haar,
ver |67, 68]). Considere um canal quantico dado por:

d
Np) = ZpiUipUiTa
i=1

onde d > 0, {p;}&, uma distribui¢do de probabilidade e U; selecionados aleatoriamente
de U,, pela medida de Haar. Seja entao o canal:

d

7

N(P) = E piUipU;,
i=1

é possivel entao mostrar que existem n e d com 1 < d <K n e {pi}glzl tais que, com
probabilidade nao-nula:
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Logo, pelo método probabilistico, deve existir pelo menos um canal N que satisfaz a
relacao acima, e pela Proposicao 4.2.5, tal A/ é um contraexemplo da conjectura da adi-

tividade.

Note que a demonstracao nao é construtiva. De fato, nao h& ainda um contraexemplo
concreto para a conjectura da aditividade. Para mais sobre a conjectura da aditividade,
ver [19, 17, 18|.



Capitulo 5

O Teorema de
Holevo-Schumacher-Westmoreland

Este capitulo se dedica a demonstragao do Teorema de Holevo-Schumacher-Westmoreland,
enunciado no Capitulo 4 (Teorema 4.1.16), que é o anélogo quantico do Teorema da Co-
dificacdo de Canais 1.3.1. Fixamos, no que segue, (X, N' = o2, B) um canal C-Q. Lembre
que p.(M,n) = mine py P.(€,A) é a minima probabilidade média de erro para (M, n)-
codigos (€, A). Assim como o teorema classico, vamos dividir a demonstragdo em duas
partes:

Parte Direta: Para R < x(N), usamos o método de codificagdo aleatoria para
mostrar a existéncia de uma sequéncia de codigos cujas taxas tendem a R mas com
probabilidade maxima de erros tendendo a zero.

Parte Reciproca: Usamos o Teorema de Holevo e a aditividade da capacidade de
Holevo para canais C-QQ para mostrar que, se R > x(N), entéo:

lim p.(2"% n) > 0.

n—oo

Vamos comecar pela parte reciproca, que podemos demonstrar com os resultados do
Capitulo 4. Para demonstrar a parte direta, vamos desenvolver a teoria de tipicalidade
quantica.

5.1 Parte Reciproca

Lema 5.1.1. Para todo n > 1, x(N®") = nx(N). Ou seja, a capacidade de Holevo é
aditiva para canais C-Q).

Demonstracao. Segue do Lema 3.1.12 e do Teorema 4.2.2; pois um canal C-Q é um caso
particular de Canal EB, cuja capacidade de Holevo é aditiva. O

Demonstracao da Parte Reciproca. Temos diretamente do Teorema de Holevo que para
todo n > 0, L.(N®") < x(N®"). Pela demonstragao do Teorema 4.1.11, obtemos que:

. R 1 1 - XWVE) XW)
n > R n - > — i 2 7
nhm Pe(2,m) > 1 R ax Iyen(E,N) - 1 nhm - 1

Y

90



CAPITULO 5. O TEOREMA DE HOLEVO-SCHUMACHER-WESTMORELAND 91

com a ultima igualdade partindo do Lema 5.1.1. Assim, se R > x(N), entao temos
lim,, o0 pe(27, 1) > 0.
O

Em [69, 70| foi demonstrada uma versdo forte da parte reciproca, dando explici-
tamente um cota inferior para a probabilidade de erro de um c6digo, mostrando que
lim,, o0 pe(27,n) = 1 caso a taxa assintotica dos codigos for maior que a capacidade de
Holevo do canal. Para uma discussao, ver [71].

5.2 Tipicalidade Quantica

Nesta secao, vamos desenvolver a versao quantica da propriedade da equiparticao assin-
totica vista na Secao 1.1.5.

5.2.1 Subespacos Tipicos

Analogamente as sequéncias de variaveis aleatorias X" i.i.d., vamos considerar estados do
sistema quantico composto B™ do tipo:

n vezes
A

Ve

o®n — (UB)®” —gB ®UB . ®OB,
onde o tem decomposicao espectral

o = "py(W) lv) g (5.1)

yeY

com || = dp, e portanto (¢7)®" tem decomposicao espectral

o™ = > Py (") 1YY e

onde |y") = |y1) @ |y2) ® -+ ® |ya,) € 0 autovetor correspondente ao autovalor y" =
Y1y - - Yap € Pyn (") = py (Y)py (Y2) - - Py (Yn)-

Definigao 5.2.1 (Subespago Tipico). O subespago d-tipico T2 associado ao estado

0P como em (5.1) ¢ o subespago vetorial de HS" dado por:

y" e Ty,

TF" = span{|y™) zn
onde TY" ¢ conjunto d-tipico em relagao a Y = py-.

Chamamos de projetor tipico o projetor II¥" do subespago T2", ou seja:

B™ n n
m7 = > 1Y)y g
y"ET(;yn
Para um § > 0 fixo, dizemos que um estado p®" & tipico em relacdo a o se os ve-

. N « o~ Y .

tores associados a sua decomposigio espectral pertencem a TP", ou equivalentemente, se
B" B" __  B"TTB"

Iy p= = p” 15 .
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Vejamos que subespacos tipicos satisfazem resultados analogos aos Teoremas 1.1.33,
1.1.34 e 1.1.35, e suas demonstragoes seguem diretamente desses teoremas. Tomamos T"
associado ao estado o dado por (5.1).

Teorema 5.2.2 (Equiparti¢do). Vale a desigualdade de operadores:
2—n(S(OB)+5)H6B" < H(SB"O.(XmH(SB" < 2—n(S(JB)—6)H5B"‘

Equivalentemente, aplicando qualquer vetor |y") € TE"

27n(S(o'B)+6) < pyn (yn) < 2771(5(0'3)76)'

Teorema 5.2.3 (Actimulo de Probabilidade). Para todo € € (0,1) e d > 0, existe n € N
tal que
Tr {o®"1I5 n} >1—e

Teorema 5.2.4 (Dimensdo). Para todo € € (0,1), existe n € N tal que:
2n(S(ch)76) < Tr {H(;B"} < 2n(S(0'B)+6).

Note que Tr {II?"} = dim(T}").

5.2.2 Tipicalidade Condicional Quantica

XB

Considere o ensemble {px(z),08},cx em B, e 0% o estado cléssico-quantico correspon-

dente:

pr ’@0

TeEX

Pelo Teorema 3.2.22:

S(BIX), =) px(x (5.2)

reX

Para cada x € X, escrevemos a decomposigao espectral de o2 como:

Op = ZPY|X(?J|$> 1Y) (Y

yey

onde novamente |Y| = dp. Pelo Teorema 3.2.3 e pela expressao (1.1) temos:

Sloy)=HYIX =12) = - ZPY|X(9|$) log(py|x (y|x)).

yey

Substituindo em (5.2):

S(B|X), = H(Y|X),
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com X =py e Y = px - py|x. Para n copias do ensemble {px(z),05},cx, corresponde o
estado classico quantico:

X = 3" pn(a”) [2") 2" @ o
reX™
onde
oh =D Dyrpxe (U7 2") [y ) (U | 5o (5.3)

Interpretando amostras independentes do ensemble {px(z),05},cx como emissoes
independentes de um canal classico-quantico, uma entrada z” € X" corresponde a saida
y™ € Y™ com probabilidade pyn x»(y"|z") dada em (5.3).

Definigao 5.2.5 (Subespaco Condicionalmente Tipico). Dado o ensemble {px (), o8}, cx
em B, o subespago condicionalmente /-tipico com 2" € X" é dado por:

T2 = span{|y™) pn | [H(y"|2") — S(B|X),| < 8},

onde H(y"|z") ¢ dado na Definicdo 1.2.18.

|z

Chamamos de projetor condicionalmente tipico o projetor an " do subespaco

Bn n .
T; 2" ou seja

B"|x™ n n
m = STy

Y|z

yneT,;

B’n, .

. n o, ., . ~ B |x™ n
Para um § > 0 fixo, dizemos que um estado p®" é tipico em relagao a o se Il 2" 5B =

Bry(B"la"
p~ 1l .

Os seguintes teoremas seguem diretamente dos Teoremas 1.2.20, 1.2.21, 1.2.22:
Teorema 5.2.6 (Equiparticdo). Vale a desigualdade de operadores:
2_"(S(B\X)o+5)H6Bn‘xn < Hf%nafnnﬂfn‘x" < 2—n(S(B|X)g—5)HéB"\x”‘

Fquivalentemente, aplicando qualquer vetor |yl.) € TaBn\;pn .

an(H(Y|X)+5) < Pyn|xn (yn’$n> < 27n(H(Y\X)76).
Teorema 5.2.7 (Acimulo (em Média) de Probabilidade). Para todo € € (0,1) e § > 0,

existe n € N tal que:
Exr {Tr {UQZH(?"'X"}} >1-—e (5.4)

Ou seja, em média com respeito a pxn, a probabilidade de encontrar o estado aleatorio

n 6.0 B X" a a
¥, no subespaco tipico Ty X" se aprorima de 1 para n suficientemente grande.
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Teorema 5.2.8 (Dimensdo). Para todo 2" € X":
dim(TéBn‘xn) — Tr {H53"|$"} < Qn(S(B|X)o+6)' (55)

Além disso, temos que, para todo € € (0,1), existe § > 0 e n suficientemente grande tais
que:

Exn {Tr {Hf"‘x"}} > (1 — €)2SBIX)o=3), (5.6)

5.3 Parte Direta

Estamos prontos para demonstrar (segundo principalmente [12]) a parte direta do Teorema,
de HSW:

Se 0 < R < x(N), entao existe uma sequéncia de (2"%, n)-codigos quanticos (£, A™)
tais que P,(€™, A") — 0 e portanto p,(2"%, n) — 0.

Podemos assumir, sem perda de generalidade, que, para cada n > 0, o canal Q-C A"

associado a cada codigo tem contradominio M (em termos da Definicdo 4.1.8, estamos
tomando A" := Do A).

Fixamos px € P(X) tal que x(N) = x({px(z),02}) e n > 0. Identicamente a

’»Yx

demonstracao do Teorema 1.3.1, vamos considerar c6digos C" : M — X" aleatdrios com
distribuigao dada por (1.15):

n n
pxn(2"(m)) = [ [ px(@i(m)) = [ [ px(a2).
i=1 i=1
No que segue, para simplificar a notacao, vamos denotar C" por C quando n for fixo.

Seja § > 0 tal que R < x(N) — 34. Para cada 2" € X™ vamos denotar por

Bz

Hzn = ]:[6 ;

o projetor condicionalmente tipico de z" associado ao ensemble & = {px(z),08}.cx.

Escrevemos:
_ B
o= E px(z)oy ,

zeX
e denotamos por:
. 1B"
I, :=1I5,

o projetor tipico associado ao estado o®".

XB

Note que escolhemos py tal que, se 0% =3 . px(z)|z)(z| ® 0¥, entdo:

YN) =Z(X : B) = S(0) — S(B|X),. (5.7)

Analogamente ao caso classico, onde utilizamos funcoes indicadoras dos conjuntos
tipicos para identificar erros de transmissao, podemos utilizar projetores tipicos para
identificar a presenca de estados em subespacos tipicos.
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Seja:
P=>" M,
meM
Note que P > 0, ja que é a soma da conjugacao de matrizes positivas por matrizes posi-

tivas (ver [72]).

Note que os estados que pertencem & imagem de P sao exatamente os estados tipicos
em relagdo a o que sdo condicionalmente tipicos com algum z"(m) € X" em relagdo a £.

Para cada m € M, considere os operadores positivos:
P, = P_%Hanxn(m)nop_%a
onde aqui denotamos por A~! a pseudo-inversa de Moore—Penrose de A > 0, que

é a matriz nao-negativa tal que AA™! = A~'A =114, com II4 a projecao na imagem de A.

Denotando por IIp a projecao sobre a imagem de P, note que:
> P, =Ip.

Bob pode entao realizar a seguinte medicao sobre B"™:

1
+M(B P)

De fato, 1gn —IIp > 0 pois IIp < 1pgne > A, = lpgn.

A probabilidade média de erro com o codigo resultante (£, A) é
1 1
P(€,0) = 5 > Tr{ol,,(Is —An)} < i > T{ol,,(1s—Pn)}  (5.8)
meM meM
Nosso objetivo ¢ obter uma estimativa para Ec{P.(E,A)}.

Na demonstracao da parte direta do Teorema 1.3.1, obtemos uma cota superior da
probabilidade de erro considerando trés tipos de erro, a desigualdade (1.17):

Ec {P.} < Ec{pynic{&(m)}} + Ec{pynic{&1(m)}} + Ec{pynic{Ea(m)}}.

Essa desigualdade segue simplesmente da subaditividade da probabilidade. No caso
quéntico, este tipo de relagdo se torna nao-trivial (ver [73]) devido a nao-comutatividade
dos operadores envolvidos, em contraste as funcoes indicadores do caso classico. A se-
guinte desigualdade cumpre esse papel na teoria quantica.

Proposigdo 5.3.1 (Desigualdade de Hayashi-Nagaoka [12, 74, 75]). Para S,T € B(H)™"
com S < 1, temos que:

1—(S+T)28(S+T)2 <2(1 —8)+4T,

onde a inversa € a pseudo-inversa de Moore—Penrose.
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Nao ¢é imediato que a desigualdade de Hayashi-Nagaoka fornece uma cota similar a
(1.17), mas vamos ver que este & 0 caso.

Considerando que P = I, IIzn(m)lly + (P — HoIlm g I1,),
Tpn — P = lgn — P73, I gy 11, P2
< Q(Ian — HUHmn(m)HU) -+ 4(P — Ho'Hz"(m)Ha)-
Substituindo em (5.8):

1 n
PAEA) < 15 3 T {08 (Lo — P)

meM

2 . 4

<+ > T {0l (Ln — oI Il,) } + i > T {0l (P = Mollne]Il,) }.QQ
meM meM

(5.9)

Note que a primeira parcela a direita da desigualdade acima é miltiplo da probabili-
dade da intersecao dos eventos:

. _Bn" ~ s ~ s
Eo(m) © O,y Na0 € tipico em relacdo a o.

Ei1(m) : o,y € tipico em relacdo a o mas o1}y, nao é condicionalmente tipico com
algum 2" (m) relagao a .
Ja a segunda parcela ¢ multipla da probabilidade do evento:

n Lo, . ~ N n L, . . . N
Ey(m) : afn(m) é tipico em relagdo a o e O’fn(m) é condicionalmente tipico com x"(m)

em relacao a £, onde m # m.
Por definicao ann(m) ¢ condicionalmente tipico com z"(m) em relagao a &, logo:
B B
O (gm) e m) = Hanm) 0n (m) (5.10)

Vamos comecar analisando o primeiro termo do lado direito de (5.9). Para isso, vamos
usar a seguinte identidade, cuja verificagcao é imediata:

Haﬂxn(m)ﬂa = Haﬂxn(m) + Hx"(m)Ha — Hxn(m) + (]an — Hg)Hxn(m)(]an — Hg)
Verificamos que:

Tr {02 Mo IlanmyIly) } = Tr {05 Mo llan(m) } + Tr {2 Man ) Lo }
—TI' {an(m n m)} +Tr{0’xnm ILBn _HU)Hm"(m)<]lB” —HU)}
> Tr {02y Lo Tlon(my b+ Tr {02y Mo oy o} — T {020 ) W ) }

que pela propriedade ciclica do traco e por (5.10):

=Tr {O’ :c”(m H } + Tr {Umn (m) (m)HO'} —Tr {ann(m)ﬂxn(m)}
=Tr {Ux7’ (m) zn(m)(ZHo — I[Bn)}

E facil verificar que:
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Como II, < 1gn, 2II, — 1gn < 1= e portanto 1g» — 2I1, > —1gn, temos:
Tr {02y Mo lan ) 1Le) } > Tr {02 an () (20T — 1) }
- Tr{aB"( (211, — 1pn }+Tr{afJ ILBn — My (my) (Lpn — 211, }

m

=2Tr {azn(m HU} + Tr {amn (my [T (m)} -2 (5.11)

Note que:
Eo {Tr {0z o} } = Tr {Ec {ou o} }

e que, como o codigo de uma mensagem ¢é escolhida independentemente da mensagem:

Ee {0} = Y pxe(a™)ol’ =o®". (5.12)
znexn
Portanto:
Ec {Tr {0 o} =Tr {Ec {O‘zn(m L} =Tr {o®"11, }, (5.13)

2 n
Ec {M Z Tr {Ufn(m)(lB" - HUHI"(’”)H")}}

meM

2 "
=— Z Ec {Tr {05, (1pn — MoTlpn(ITs) } }
mGM

= Z Ee {1 = Tr {(070 ) HoTlan oy 1) } }
m€./\/l

que por (5.11):

eM

i

= Z —2Bc {Tr {cZ, I, } } — Ec {Tr {0y anm } }
eM
e por (5.13):

2
= > 3-2Tr {0®"L,} — Ec {Tr {0, Darim) } }
meM

Portanto, quando n — oo, pelos Teoremas 5.2.3 e 5.2.7:

Ecn {% Z Tr {0 (Lpn — Hgnxn(m)ng)}} -0, (5.14)

meM
pois Tr{o®"11,} — 1 e E¢n {Tr {O'mBrzl(m)Hx"(m)}} — L

Vamos agora analisar o segundo termo do lado direito de (5.9). Note que:
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Tr {02y (P = MoTlan )} = > Tr {0 (oI I1,) }

m#m

= Z Tl" fﬁ?m)ﬂg)ﬂxn(m)}

m#m
Como a z"(m) e 2" (1) sdo independentes sob C, e por (5.12):
Ec {Tr { fnn(m)Ha z" m)}} Tr {EC { fnnm }}
=Tr {Ec { (I afnnm }Ec {Hac"(m }}
= Tr {(IL,0%" 11,11, }

Portanto, temos:

4 n
Ec {M > T {ol,, (P - Hgnxn(m)ng)}}
meM
o S Ee (T { (0 )M }
meM m#m
4
=37 2 2 T {(o™ )}
meM m#m
= 4(M — 1)Tr {(I1,0®"I1,)[zn }
< 4(M — 1)27"S@O =0Ty (T 1T, } (5.15)
< 4(M —1)27™ Tr{Hxn} (5.16)
< 4(M —1)27™ oS (BIX)s+9) (5.17)
< 42 ~S(0)=0)gn(S(BIX)s+)
:4<2n(R (S(o)— (B\X)g)—l-Qé))
= 4(27"xN)-2-R)) (5.18)
<427, (5.19)

onde (5.15) segue do Teorema 5.2.2, I1,0%"11, < 2_”(5("3)_5)1_[0 e pela monotonicidade do
traco ([76]). Ja (5.16) segue do fato de que, para matrizes positivas X e Y, AXA* < AY A*
para qualquer matriz A, e portanto, como II, < 1 gn:

Tr {I1,11n } = Tr {TL w11, In}
=Tr {Hmn} .
(5.17) segue do Teorema 5.2.8. (5.18), que em algumas referéncias é chamada de Lema
do Empacotamento Quantico, segue de M = 2"% e da escolha de o” como o estado

que satisfaz (5.7). (5.19) segue da escolha de § tal que R < x(N) — 34, ou seja, tal que
d < x(N) =20 — R. Logo, tomando n — oo, obtemos:

Ecn {;‘4 S Tl (P - H(,Hxn(m)ng)}} — 0. (5.20)

meM
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Finalmente, de (5.9), (5.14) e (5.20), temos que, com n — oc:
Ecn {P.(E",A™)} — 0.

Concluimos que deve existir uma sequéncia de codigos C™" tais que, para os (2"%, n)-codigos
associados (€™, A"), temos P.(E",A") — 0 e portanto que p.(M,n) — 0.
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