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RESUMO 

Estudam-se os efeitos de flutuaç5es nas propriedades cri 

ticas e tricríticas do modelo de Potts anisotré;pico de tren s esta-

dos na presença de um campo externo, na teoria de campos contínuos. 

Partindo de uma extensão da teoria de transições de fase de Lan-

dau, introduzem-se transformações do grupo de renormalização, em 

primeira ordem em c =d
c 
-d, para gerar relações de 	recorrência. 

Estas equações diferenciais são resolvidas em dois casos: (a) d
c
= 6, 

a dimensionalidade critica de teorias 4) 3
; (b) d

e 
=4, a dimensio-

nalidade critica de teorias q)
4 

(modelo XY). Em ambos os casos, 

obtêm--se razões não universais de temperaturas 	t
' 
 de magnetiza- 

m
t 	

h
t 

t.
c 

ções -1-11-- e de campos externos 	do modelo XY nos pontos critico e 
c 

tricritico do modelo de Potts. Tais resultados são aplicados ao es 

tudo da transição de fase estrutural do SrTiO
3 
sob a ação de uma 

pressão não diagonal p//[1+6, 14-5, 1-2] levando a uma razão não 
6 

universal de 
-E
t 

. Procuram-se formas de escala explícitas e uni-
c 

versais para a susceptibilidade, a magnetização e a parte 	singu- 

lar da energia livre obtendo-se na região critica em d = 4- 	di 

mensoes, obtendo-se um crossover" do comportamento do modelo XY 

ao comportamento do modelo de Potts. Obtém-se que a razão entre a 

susceptibilidade calculada acima e abaixo do ponto crítico é uma 

quantidade universal. 



1. INTRODUÇÃO  

O estudo de transições de fases 	um tema de muito interes 

se na atualidade. Em muitos casos, as várias fases que um dado sis 

tema pode assumir são bem diferenciadas e transições entre elas 

se dão de forma abrupta. Variando-se algum parâmetro da teoria, 

a temperatura, por exemplo, duas fases podem tornar-se mais e mais 

semelhantes em suas propriedades ate que, num dado ponto, suas di 

ferenças desaparecem. Além deste ponto não há duas fases, uma Uni 

ca fase homogénea persiste. Para exemplificar melhor, tomemos um 

sistema magn(Stice. Para baixas temperaturas, na ausjncia de campo externo )  tal 

sistema encontra-se ordenado em duas possíveis fases: magnetização +M e mag-

netização -M o . A transição entre estas duas fases se dã de forma abrup 

ta com AM = 2M. Aumentando a temperatura, no entanto, M
() 
 torna-

-se cada vez menor, a transição entre as fases +M
o 

e -M
o 

torna-se 

menos abrupta. No limite deT .÷T , teremos M
o
(T) =()ea transi- c: 

ção se dá de forma continua. Para T
c
, o sistema apresenta uma 

única fase de M
o = O: fase desordenada (Fig. 1.1)

1 ' 2 
 

Mais formalmente definimos transições onde derivadas de 

primeira ordem de potenciais termodinâmicos relevantes mudam des-

continuamente em função de suas variáveis como transições de fase 

de primeira ordem (Fig. 1.1). Para o caso magnético, a magnetiza-

ção M = -F/11) , onde F é a energia livre de Gibbs e H d o 

campo magnético aplicado, muda de valor abruptamente ,ao mudarmos 

o sinal do campo externo aplicado (Fig. 1.2) para T <T
c

. 
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Figura 1.1 - Gráfico de magnetização x temperatura para um sistema  

magnjtico na ausjncia de campo externo aplicado. 

(a) Para T
o 
 < Te  o sistema apresenta duas fases dis- 

 tintas com M = ±M 	(b) Para T 	T o sistema apre- o 	 o 
senta uma única fase com M = O. Em T =T

c 
hã uma trans 

sição de fase contínua de segunda ordem. 
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Figura 1.2 - Gráfico de campo externo em  função da temperatura. (a) T < T. 

Neste caso, para H ?. 0, o sistema encontra-se ordenado com mag 

netização M=+M
o ; para H 0, o sistema ordena-se com M = -Mo

. 

Em H = 0 as duas fases coexistem. Na passagem por H = O há uma 

mudança abrupta no valor da magnetização (transição de fase de 

primeira ordem); (h) Para Tc ' em H=0, a magnetização M =O. 

Na passagem de H por zero a magnetização muda de sinal conti-

nuamente em T T (transição de fase de segunda ordem). 



0 ` r 
2 	

apresenta uma divergjncia em T = T
c 

(Fig. 1.3). 

T 
X 

10 

. 
por outro lado, transições nas quais as derivadas de prí 

moira ordem permanecem continuas, mas derivadas de ordem superior 

sejam divergentes em determinados pontos, são, em geral, denomina 

das transições de fase continuas de segunda ordem. Para o caso mag 

netico, a magnetização M serã continua, mas a susceptibilidade 

Figura 1.3 - Gráfico de susceptibilidade em função de temperatura 

- a susceptibilidade diverge em T = T. 

Ainda neste problema, o calor especifico 	C 

apresenta uma divergjncia em T = T. 

Transições de fase contínuas de segunda ordem podem ain 

da serem definidas com base na simetria do sistema
1  . Neste caso, 

a transição ocorre, quando há-  uma quebra espontãnea de simetria, 

II 

ou seja, o sistema passa de uma fase desordenada (mais simétrica) 



(L) 

no limite de t 	0 +  se t > O ou t 	O -  se t < 0, onde 

1 1 

a ordenada (menos símetrica) continuamente. 

Um problema de interesse no estudo de fenjmenos críti-

cos e a determinação das leis assíntOticas que governam a aproxi 

mação ao ponto crítico. Tal aproximação e representada por expoen 

tes: são os expoentes críticos 2 . Assim, a energia livre associada 

ao comportamento assintOtico serã dada por (na ausjncia de campo 

externo): 

2 - 

e 
e a temperatura reduzida e onde a j o expoente associado à diver- 

gjncia do calor específico na temperatura crítica T = T 	e onde 
c 

as funções 
+„ 
(t) e '!'(t) fornecem correçoes ao comportamento crí- 

tico para valores acima e abaixo de T respectivamente, podendo ser 
c 

expressas como 

(r '-- (t) 	4 (3 - 	I t 
	

(1.2) 

Obteve-se que os expoentes críticos, como por exemplo 

u, são quantidades universais 3 
 . Para melhor compreendermos es 

ta universalidade e a que ela esta associada, tomemos, por exem-

plo, a susceptibilidade de um sistema magnético. Podemos escreve-

-la em termos das correlações das flutuações na magnetização 4 

(1.3 ) 
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\-,r1 	r 	 (1.4) 

onde m(r) é a densidade de magnetização e 	o alcance das corre 

laçOes de sorte que a susceptibilidade por unidade de volume e da 

da por: 

m(r) Sm co) 
(1 .5) 

  

Sabemos que a susceptibilidade na região crítica diver-

ge. Como isto ocorre? Ora, a densidade de magnetização não diver-

ge. A única possível fonte de divergencia esta que ao nos aproxi 

marmos do ponto crítico, o alcance da integração torna-se cada vez 

maior. Fisicamente isto significa que as correlações de flutua-

ções da magnetização envolvem regiões cada vez maiores. O alcance 

das correlações e chamado de comprimento de correlação Na re-

gião crítica a susceptibilidade diverge porque E diverge. 

Voltemos, agora, à hipótese de universalidade. A origem 

física desta hipótese esta na observação de que fenõmenos críti-

cos são dominados por flutuações na magnetização, por exemplo, as que 

.aparecem em escalas É, que são muito maiores que o alcance da inte 

ração interatõmica. Assim, tais flutuações não enxergam os deta 

lhes do potencial. 

Deduz--se daí que o comportamnito crítico independe dos 

detalhes do sistema tais como parâmetro de rede. Quantidades ter-

modinãmicas dependerão de tais parâmetros de forma tal que uma sim 

4 piles reescala de variaveis eliMine tal dependenein . Depreendemos 

dal que tais quantidades termodinâmicas podem ser expressas como 
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funções homogêneas de seus parãmetros
4,5

. A hipótese de homogeneida 

de traz, portanto, duas conseqüências: (a) os expoentes críticos 

apresentam relaçóes entre si dadas, por exemplo, por: 

4 2 	+ Y-  7-- 
	 (1.6) 

1 (1.7) 

d , 2 ._. o. 	 (1.8) 

onde a é o expoente associado ao calor especifico C %t --() , 13 a mag- 

netização M% t í3 , y ã susceptibilidade x 	t, ó ao comportamen- 

to do campo magnético com a magnetização na temperatura 	crítica 

-v 
h 	M , v o expoente associado ao comprimento de correlação 	A-, t ; 

(b) podemos reescrever a energia livre (e outras quantidades ter-

modinãmicas) na região crítica como 
 

( E j  11) 
	

1- C -t; 	bc) 
	

( .9) 

Se tomarmos b = 	onde 	z, e o comprimento de correlação: 

t 	, (1.10) 

-v 
Como na região critica 	= xt 	e h = yt +A , 	a energia 

livre, nesta região, será dada por: 



1- (E, h) :7. 

onde a = + 1 — e c= + A — eondeveloexpoente associado ao com- 

portamento crítico do comprimento de correlação e A o expoente as 

gociado ao campo. 

Desta forma reduzimos o problema de uma função de duas 

variáveis, F(t,h), ã uma função desconhecida f(y) e uma variável 

t que determinam a forma de escala da energia livre com a tempera 

tura. Observamos que os expoentes críticos são universais, enquan 

to que f(y) e x dependem do detalhe do sistema considerado. 

A hipótese de universalidade reduz os diversos comporta 

mentos críticos a um número limitado de classes, onde cada classe 

possui em comum a simetria do parâmetro de ordem, o alcance da in 

teração e a dimensão. Dentro de cada classe, os expoentes 	críti- 

cos serão idênticos e as formas de escala x e f(y) das 	quantida- 

des termodinâmicas terão a mesma forma funcional embora dependam 

4  5 
de parâmetros x e y característicos 	de cada sistema ' . 

- 
Stauffer et al.

6 
 generalizaram a hipótese de universali 

dade termodinãmica através da hipótese de dois fatores de esca- 

la 	(two-scales-factor) para funções de correlação. Esta hipótese 

estabelece que funções de correlação são universais a menos 	de 

dois fatores de escala. Isto significa que dados dois fatores 	de 

escala como, por exemplo, x = t M
-1/  e z = h M , podemos deter 

minar as amplitudes de quantidades termodinâmicas e, além disso, 

podemos relaciona-las. Assim, quando duas quantidades termodinãmi 

cas apresentarem a mesma dependência com estes fatores de escala, 

a razão entre estas quantidades não universais será universal. 

1 4 
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Assim, obtiveram-se razões universais de calor especifi 

	

+ 	 + 	 -1.  
co -- , susceptibilidade X— , comprimento de correlação 	e parte _  

	

C 	 X 	 r 
singular da energia livre calculados acima e abaixo da temperatu- 

ra critica respectivamente 

Esta universalidade provim do fato de que perturbações 

tais como temperatura e campo magnético (t e h) que levam o sis- 

tema para temperaturas inferiores à critica são as mesmas que le 

vam o sistema a temperaturas superiores à crítica. No caso 	da 

energia livre, por exemplo, o fato da forma funcional de (!)
+
(t) com 

t ser a mesma que a forma funcional de 	com t tem como conse 

qWencia a universalidade de 
	

(tW(1). 

O comportamento critico do sistema depende basicamente 

de sua simetria. Perturbações tais como a inclusão de um campo 

magnético externo, a inclusão de uma pressão externa ou uma aniso 

tropia interna mudam a simetria original do problema, levando, con 

seqüentemente a uma mudança de comportamento crítico. 

Tomemos, para exemplificar, um sistema magnético de duas 

componentes descrito pelo modelo XY. Tal sistema apresenta um pon 

to critico em t =0 que separa uma fase desordenada de uma fase or 

denada onde o sistema poderá se ordenar segundo qualquer uma de 

10 
suas duas componentes (Fig. 1.1 e 1.2) 	. A presença de uma aniso 

tropia g entre as componentes gerará uma diferenciação no compor-

tamento crítico de cada componente. Haverá, então, uma linha cri 

tica t 1  =t+g=0associadaauma componente e outra t
2 
=t-g = 0 

11 
associada sa outra (Fig. 1.4) 	. 

Para descreverem - se estes novos comportamentos críticos, 

estendeu - se a 	hipótese de scaling 	(1.1), ou seja, supos-se que
12 
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a-o( 
L 

(1. 12) 

T T 
- 

onde t = 	T 
b  e a temperatura reduzida do modelo simá-trico (g =0), 

b 
ã j o expoente associado ao calor especifico do caso sim5,tríco e 

onde (1) e o expoente de "crossover" que conduz do ponto 	bicrítíco 

a uma das duas linhas criticas. As fullçjSes .- (z,t) e 	(z,t) 	com i.

i = 1,2 e z E igl/t, g5  fornecem o comportamento nas proximidades das 

linhas críticas i = 1,2 para a região da fase desordenada (+) e 

ordenada (—). 

O comportamento singular das linhas criticas esta conti 

do nestas funções. Obteve—se que este comportamento e dado por
12  

2  ._ o( 	 -i- 
- 

(IP 	E. 	

1 

) , ( 7._. — z_ c i  ) 	
r 	._ 

(_ 
	;ti 

1_ c+, (i-) A- 	z.) 1 t i -.,. ] 	( 1.13) 
I 

2  çz,L) 

	 2-0( 1 
	 4- 	

E 	- 	( 1 . 1 4) 

onde O. é o expoente associado ã singularidade do calor especifi- 

co do modelo de ISing (modelo de uma componente) e z —z 	= O e 
c 1 

 
z —z 	= O são as linhas críticas. No limite g 	O, 

c
2 

Assim o efeito da quebra de simetria g é o de levar o sistema de 

E 
um comportamento XY (a = 	) à um comportamento Ising (a

T 
= 	). 

k", 

2 
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12.) 

Figura 1.4 - Diagrama T x g para o modelo XY com anisotropia
11 . 

O sistema apresenta 3 fases: (a) Desordenada 	(Fase I); 

(b) Ordenada segundo uma componente para g > O (Fase II); 

(c) Ordenada segundo a outra componente para g < O (Fase 

III). As fases I e II e I e III estão separadas por li- 

(1)  nhas de segunda ordem determinadas por g /t = z(1) e 
c l 

 

g /t = z (2) respectivamente. Tais linhas encontram-se 
e 2 

em g = O no ponto bicrítíco onde T = T
b 

(temperatura cri- 

tica do sistema simétrico). As fases II e III encontram-

-se separadas por uma transição de fase de primeira ordem 

(linha cheia). 

Além deste "crossover" muito interessante, obtiveram-se 

dois outros resultados. 

Em primeiro lugar, averiguou-se que a razãoz)r(t z) 
- 1' ' 	- 1 	' 



vt/ 
x L1-) ) H 

3 , 	Q.2) 
t* 
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ei universal, indicando, assim, que não só a forma funcional de 

com t é a mesma que a de 	,z), como também a forma funcional 

- 
com z (t e z são os parametros que levam o sistema para fora das 

linhas criticas) e a mesma
12

. 

Em segundo lugar, observou-se que os valores da tempera 

tura reduzida nas linhas criticas, t 	e t 	, determinados a g fi 

I 
c, 	c 7 	

— 

xo por z = z , 
e z = z 	respectivamente, apresentam razão de pa- 

c1 	
c
2 

_ 
rametros t 	/t 	r\-,  z 	/z 	universal. Tal universalidade de razão 

c 1 	c 2 	
e 2 	c 1  1 

de parãmetros esta associada ao fato de que uma única perturbação 

g leva o sistema a linha critica (1) ou a linha critica (2) (Fig. 

1.4). 

Ë conhecido que o comportamento crítico de sistemas fí-

sicos depende basicamente de sua simetria. Perturbações que alce 

rem a simetria do problema podem levar: (a) a um crossover de um 

comportamento crítico a outro via ponto bicriti 11 12 co 	' 	; 	(b) a um 

crossover de uma transição de primeira a segunda ordem via ponto 

13 14 
tricritico 	' 	; 	(c) ao desaparecimento de uma transição de pri- 

meira ordem em um ponto critico '

14 
 

Neste trabalho, iremos nos concentrar no estudo 	destas 

duas últimas possibilidades. Com  este propOsito, consideraremos a 

versão "standard"
15,16 do modelo de Potts de Ires estados, 	esta- 

dos estes projetados em um sistema de duas componentes, de 	sorte 

que na sua formulação continua o hamiltoniano será dado por
17 

 : 

Z 	a)
4 Lei 
	

(1.15) 



onde r e o parâmetro relacionado â temperatura r= 
T -T o 

T 
	C onde 

(1.16) 

.4 
4 a t-J2_ 
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o 
(( , ) são as componentes dos campos associadas as componentes dos 

estados de Potts. Resultados via teoria de handau 1  para o hamil-

toniano acima fornecem que o sistema sofre uma transiçao de fase 

de primeira ordem para r = 
w
— de uma fase <> = = O (fa 
2u 

se desordenada) ou para unia fase II 	<çb> 	-e 	O 	(fa- 2u 

se ordenada) ou para uma fase III 	O e <0 	O (fase ordenada). 

Este modelo descreve algumas realizações físicas 	tais 

C O M O : 

(a) Transição magnética que ocorre com ferromagnetos cUbicos com 

eixos faceis ao longo das arestas dos cubos ao aplicarmos um 

campo magnético externo segundo a diagonal do cubo. 

(b) Transição estrutural de trigonal a pseudotetragonal que ocor-

re com o SrTiO
3 

(títanato de estroncio) sob a aça() de uma pres 

são diagonal
19 

 

Uma anisotropia interna entre as componentes dos 	esta- 

dos de Potts, quebra a simetria entre os campos 	e q) em todos os 

termos do hamiltoniano gerando, na presença de um campo 	externo 

paralelo a uma das componentes de Potts, o seguinte hamiltoniano a : 

       

( 
) 41) rl  ( 	) 	C -Ç-7L. ) 2  yV i.  

3 

       

a
Maiores detalhes da obtenção deste hamiltoniano serão dados no Capitulo 2. 



20 

onde r 1  E r +g , r 	E r -g, w 
1 

w 	3g w' w 2 = w gw' 	= u+gu --j. gu' 
1 	, 

u 2 	u + g :1 e 	u 3  = u -g
u 	3 

-7-  g 
11 
 , sendo g, g w , 	g 

11 	 u ll 
para- 

metros de quebra de simetria. 	Na ausjncia 	dl anisolropia inter 

na, r
1 
=r

2 
 =r, w

1 
=w

2 
 =w, 	

2 
=u, U 3  =u, 	e 	h

l 
=0 na ausencia 

de campo externo. Resultados via teoria de Landau
20

, para o hamil 

toniano acima, fornecem que o sistema, para h
1 
<O, sofre uma tran 

sição de primeira ordem de uma fase 1 onde <> 	O e <P = O mas 

O ao h
1  4 

 O (fase desordenada) para uma fase II onde <0 “) 

e <0> = O mas <0> f> O ao h
1 
 O (fase ordenada). Esta transição 

acaba em um ponto crítico. O sistema sofre, para h 1 > 0, uma tran-

sição de primeira ordem da fase I a uma fase III onde <(,b> # O e 

<IP> # 0. Esta transição transforma-se em de segunda ordem em um 

ponto tricrítico (Fig. 2.2). 

Além do diagrama de fases (Fig. 2.2), foram obtidos os 

valores dos parâmetros de temperatura r, de campo magnético h 1 
e 

de magnetização <P = M nos pontos crítico e tricrítico via teo-

ria de campo médio de Landau considerando todas as quebras de si- 

, 20 
metria 	. 

Nesta tese, apresentamos e discutimos os resultados de 

estudos sistemíiticos da influjncia conjunta de flutuações e de que 

bras de simetria externas sobre o comportamento crítico e tricrí-

tico do modelo de Potts de três estados bem como de algumas reali 

zaçOes físicas a ele associadas. 

Para compreender o problema e estabelecer os 	objetivos 

do nosso trabalho, voltemos ao hamiltoniano (1.15). 	Na 	ausencia 

do termo trilinear e de campo externo h
l' 

este hamiltoniano j idõn 

tico ao do modelo XY
10

, que apresenta, em r =0, uma transição de 

segunda ordem de uma fase 1 desordenada <> = 	= O ou a uma fa- 
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se ordenada II <0> # 0 e <O =0 ou a uma fase ordenada III <0> =0 

e < (1 ) › 	0. 

Interpretamos o termo trilinear como uma perturbação res 

ponsável pelo "crossover" do comportamento de segunda ordem XY ao 

comportamento de primeira ordem do modelo de Potts 21 . 

Igualmente interpretamos o campo externo h
1 

e as quebras 

de simetria quadrática, trilinear e quãrtica como perturbações. 

Com isto, estendemos a hipótese de 	escala 	(1.11) 	da 

forma: 

2 _oc 

	  D 

, -
9 	 w 

vJ 	 gu ) 	(1  	, 

t4 	4 	k. 	Eq°11  14u  
,cj 	C 	11 1 

■_U 1 

2-o< 
w Y(tg'i 

  

) 

(1 . 17 ) 
, 

vv 	w 	v./ ~: T'Jfct 	ck) 	W 

 

1/4„, 
\IV 	w -  

    

T -T 
onde t - 	 e a temperatura reduzida do modelo XY (T b e a tem 

T
b 

peratura do ponto bicritico), onde(I)
w 	

o expoente relativo 	ao 

"crossover" do comportamento XY a Potts, onde (;),(1)1, 
u 

, (1) 1  são os 

expoentes associados ãs quebras de simetria quadrática ]  trilinear 

e quãrticas respectivamente e onde A e o expoente associado ã pre 

sença de um campo magnético externo e o expoente a e o relativo ã 

singularidade do calor especifico do modelo XY. De (I) sairão as sin 

gularidades associadas aos pontos critico e tricritico respecti-

vamente. Tais singularidades ficam explicitadas ao reescrevermos 
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(1) --c (x l ,x 2  ...) na regido critica para temperaturas abaixo 	(-) 	e 

acima (4-) da temperatura critica como: 

c ( h 1) 	) X 	X4 X.L.-5 1  ( 1 .18 ) 

g 	
gw 	 gu  

onde x =  	x = 	x, 3 
1/0 	' 	2 	0/(1) w 	

4 	0 ¢ u  /0w 	
x5 

w 	 w 	 w w 
w 

	

h
1 	

x
5 

= 
gu  

e x 	 onde x
c 

e uma função de x 2, x 3, x4,x5 

OI/0 	
6 

E w
A/11)

w 
 , 

u w 
W 

e x
6 

tal que x
1 
-x

c 
= O no ponto crítico e onde a

c 
e o expoente 

que fornece o comportamento singular do calor específico no ponto 

crítico. Igualmente na região tricritica reescrevemos (1)
t 

como: 

X4) 
x .5 , 	) 	At 

2.-3e 

_ A t ) (1.19) 

onde a t j o expoente associado ã singularidade do calor específi-

co na região de segunda ordem acima do ponto tricrítico e onde x t 

 e uma função de 
x2'x3'x4'x5 

e x
6 

tal que x
1 
-x

t 
= O no ponto tri-

crítico. 

Observamos que x
1 

= x
c 

e x
1 

= x t definem 	temperatura 

reduzida t no ponto crítico e no ponto tricrítico respectivamente. 

Blankschtein & Aharony
14 

acharam, que sob efeito de flu 

tuações, na ausãncia de quebra de simetria trilinear e quártica, 
x 
tc 
	

t 
 a razão de temperaturas ---) 	% 

--- 	
— e universal. Igualmente eles ob 

t 
 

t 	 h 
tiveram que as razões de campo magnético ----- 

h 	
e de magnetização 

M 	 t 
—c são universais. 
T1 	

são 

Este resultado é um pouco surpreendente, pois para ter- 
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mos esta universalidade precisamos supor que perturbaçães que le- 

vam ao ponto crítico são as mesmas que levam ao ponto tricrítico. 

Na ausência de quebra de simetria, w e a única perturba 

ÇÃO. 	Neste 	caso, 	a universalidade é esperada já' que 	tanto o 

ponto crítico como o tricrítico serão provenientes de 
. 

uma unica 

- 

perturbação. Na presença de um segundo par âmetro perturbativo, a 

quebra de simetria quadrãtica g, como os pontos críticos e tricrí 

tico são diferentes combinações destes dois parãmetros (w e g), a 

universalidade obtida por Blankschtein e Aharony
14 e, no mín i mo, 

surpreendente. 

Então, iremos mostrar nestetrabalho, como a influencia 

conjunta de flutuações e de quebra de simetria total (incluímos a 

quebra de simetria trilinear e quartica), no calculo das 
t 	h 

--t-.
—
t 
	h

1 
-- e 

M
Mt

c
,as tornam não universais. 

c 	c 
Com a finalidade de confirmar ainda mais tais 

dos, calculamos estas razões para o modelo de Potts de tres 	esta 

dos onde w não j uma perturbação. Neste caso,os pontos crítico e 

tricrítico são independentes e mesmo na ausencia de quebra de si- 

h t 	
Mt 

metria, h 
	

e 1\--1-C. 	
são não universais. 

c 
Insistimos na importância do fato de tais razões serem 

não universais, pois universalidade permite a realização de medi-

das sem preocupação com os parãmetros do sistema (parâmetro de re 

de, temperatura em que a medida j feita, etc ...). 
h 

Baseando-se na suposta universalidade de 1-1 - 	Blanks- 
c 

chtein e Aharony, obtiveram, para o SrTiO
3 

sob tensão não diagonal 

p/d1 +6, 1 +6, 1 -26], 	universal 32 .
d t  
c

t  
Com nossos resultados, iremos mostrar que is-- j não uni- 

c 
versal e que correções de não universalidade são relevantes. 

razoes 

resulta- 
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Outra questão de interesse, é o estudo do "crossover" 

do comportamento XY ao comportamento crítico de Potts. Para tanto, 

com base na forma de escala (1.17), obteremos formas explicitas pa 

ra a parte singular da energia livre, para a magnetização e para 

a susceptibilidade na região critica. Destas funç6es, obteremos 

a forma como se da.  o "crossover". 

Vimos anteriormente que sistemas simples, onde um núme 

ro reduzido de parimetros (temperatura e quebra de simetria qua- 

drática) leva o sistema para fora do ponto critico, apresentam ra 

zOes de quantidades termodinâmicas calculadas acima e abaixo do 

ponto critico universais. 

No nosso caso, temos um sistema com vários 	parâmetros 

(t, w, g, g w , g u , 	que levam o sistema para fora do ponto cri- 

tico. 

Iremos demonstrar que tais parâmetros aparecem em combi 

nações tais que as razões de quantidades termodinâmicas tais como 

a razão de susceptibilidades calculadas acima e abaixo do ponto 

crítico, são universais. 

O diagrama de fases (Fig. 2.2) para o modelo de 	Potts 

de trJs estados descrito no começo deste capítulo a  foi obtido com 

analise de campo medi°
11 
 . Iremos obter correções de flutuações pa 

ra a região critica de tal diagrama. Esta correção modifica a for 

ma da linha de coexistência entre as fases I e II. 

Com base neste novo diagrama de fases, iremos obter a 

forma de escala dos parâmetros S e p (do SrTiO
3
) com a temperatu-

ra, chamando especial atenção para o fato de que tais formas de es 

a 
Maiores detalhes encontram-se no Capitulo 2. 
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cala dependem substancialmente da correção de flutuações. 

Este trabalho encontra-se dividido da seguinte maneira: 

(a) No capítulo 2, um capítulo de revisão e de extensão de traba 

lhos anteriores de outros autores, estudamos o modelo de Potts 

de três estados na presença de quebra de simetria e campo ex-

terno, e obtemos o hamiltoniano continuo de Potts com quebra 

de simetria total e na presença de campo externo. 	Reproduzi- 

mos resultados conhecidos
20 

para o diagrama de fases, para os 

parãmetros r, h e M nos pontos críticos e tricríticos e para 

a equação de estado. Mostramos a relação entre as transições 

magnéticas que ocorrem com ferromagnetos cúbicos sob a ação 

de campo externo não diagonal e a transição de Potts na pre-

sença de quebra de simetria geral e campo externo h 1, genera 

lizando trabalho de Mukamel et al.
13  . Reproduzimos a relação 

entre as transição estrutura do SrTiO
3 

sob pressão não diago 

nal p e as transições de Potts na presença de quebra de sime-

tria geral e campo externo h
1
. Aplicamos resultados de campo 

médio ao SrTiO 3, reproduzindo resultados conhecidos 
 

(b) No capítulo 3, discutimos a influencia de flutuações sobre o 

valor dos parãmetros r, h
1 
e M nos pontos crítico e tricríti-

co. Para tanto, usamos teoria renormalizada de perturbações. 

Através da aplicação das transformações do grupo de renormali 

zação sobre o hamiltoniano nu ("bare"), geramos relações de 

recorréncia d-dimensionais. Resolvemos tais relações em dois 

casos: d = 4 -c dimensões e d = 6 -c dimensões. No primeiro ca 

so, o termo trilinear w é interpretado como uma perturbação em 

um modelo XY que e renormalizãvel em d = 4 -c dimensões; e, no 

I INSTITUTO 
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segundo caso, resolvemos o problema para o modelo de Potts com 

pleto que e renormalizável em d = 6 -E dimensões. Obtemos, pa 

ra estes dois casos, os parãmetros de temperatura t, magneti-

zação M e campo magnético h nos pontos crítico e tricrítico, 

	

t
t 	

Mt 	
h

t 
bem como as razOes

t , M 
	e h  . Mostramos que estas razões 

	

c 	c 	c t 
são não universais e que, como conseqüência a razão --(5--) onde 

c 
(S e o parâmetro de anisotropia do SrTiO 3 

sob pressão p//[1 +ó, 

1 +(S, 1 -2(5] e não universal. 

(c) No capítulo 4 estudamos mais em detalhe o "crossover" do mode 

lo XY ao comportamento crítico de Potts. Obtemos, para tanto, 

os expoentes a, y e r3 associados ao comportamento do calor es 

pecífico, da susceptibilidade e da magnetização respectivamen 

te. Tais expoentes são analisados em duas regiões: ao w 	O, 

ou seja, na região do comportamento XY e para w 	O na proxi- 

midade do ponto crítico de Potts. Verificamos, então, que nes 

ta região, o modelo de Potts apresenta expoentes do modelo de Ising. Ain 

da neste capítulo, obtemos razão universal de susceptibilida-

des calculadas acima e abaixo do ponto crítico. Encerramos o 

capítulo 4, mostrando a relevância de correções de flutuações 

sobre a forma da linha de coexiste- ncia entre as fases I e II 

(Fig. 2.2). Como conseqnância disto, estabelecemos uma forma 

de escala entre os parâmetros c e p do SrTiO
3 

sob tensão 

p/d1 +6, 1 +6, 1 -26] com a temperatura. 

(d) No capítulo 5, fazemos uma síntese das conclusões a que 	c he - 

gamos. 



2. O MODELO DE POTTS DE TReS ESTADOS E  SUAS REALIZAÇÕES CONTINUAS  

2.1 O Modelo e a sua Versão Contínua 

O modelo de Potts é uma generalização do modelo de Ising 

(spins clãssicos em dois estados). Assim como o modelo de Ising 

descreve spins em interação que podem ser paralelos ou antiparale 

los, pode-se imaginar um modelo que descreva sistemas de spins con 

finados a um plano, com cada spin apontando para uma das p's dire 

ções especificadas pelos ãngulos15 '16 

3 	2 n n i 	p (2.1) 

   

P 

Tal modelo chama-se modelo de Potts planar e seu hamil-

toniano e dado por 

( = — /  _ 	E)  

Ce 	 CO 5 e 
(2.2) 

onde a soma sobre <ij> e sobre sítios vizinhos e J(0) é proporcio 

nai ao cosseno do ãngulo entre os estados em que se encontram dois si 

tios quaisquer. 

Outro, seria o modelo de Potts "standard" dado por uma 

interação não nula se os spins vizinhos estiverem no mesmo estado, 

ou seja, 



2 8 

è

p) 	9 
	 (2.3) 

onde a soma <ij> e sobre sítios vizinhos e ct e 13,  são 	os 	estados 

nos quais os spins i e j se encontram. 

Outra formulação do modelo de Potts standard seria des-

crevendo a (5(a, ■3) de forma a ressaltar a sua simetria em um espa 

ço de p - 1 dimensões, ou seja 16  

(Ç, 	 p (2.4) 

onde a são p vetores apontando para os vértices de um hiperte-

traedro de p-1 dimensões. Tais vetores representam os estados de 

Potts. 

Para o modelo de Potts de trjs estados, teremos trjs ve 

-÷3 
tores a , a ou a apontando para os vértices de um triãngulo. Tais ve 

tores são projetados em um espaço bidimensional e suas componen-

tes são dadas por (Fig. 2.1): 

1 	Íg 	o 
3 

(2.5) 
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Figura 2.1 - Representação dos três estados de Potts. 

Os tres estados de 	 a2  ea ±3 estão repre 

sentados em uni sistema de duas componentes. 

A simetria entre os trjs estados de Potts pode ser que-

brada se sob o sistema for aplicado um campo externo paralelo a 

componente 1 (eixo 1 da figura 2.1) e se supusermos que para cada 

componente hã um acoplamento J. 
j 
 diferente, ou seja, (2.3) e (2.4) 

serão reescritos como: 

(2.6) 

.-)- 	 --)- ... 
onde os spins S

i 
E (s

i  ,
0

i 
 ) ( s

i 
 e o

i 
são as componentes de S

i
) es- 

tão em um dos tres estados a 	a ou a de Potts e onde J. 	e 	 - .. são 
ij 

os termos de troca associados às componentes 1 e 2 respectivamen- 

te. 
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2122 	
i Usando a transformaçao de Hubbard - Stratonowich ' 	i re 

mos obter a influência desta anisotropia no hamiltoniano de cam-

pos-contínuos associado ao modelo. 

A transformação consiste numa generalização da identida 

de matemática 

ci sQi- b 5 	-- b 1.i ci  2 t y  (13 .1. 2,05) 

 

 

(2.7) , e 	- e 	d y  e 

 

   

Escrevemos a função de partição associada ao hamiltoniano (2.6) 

COMO: 

z   Yi■ 	A P f 	[ 	+ 	R  
-} 	 < ,si  

iv 	 N; 

4. ? 	-- . 4- -T  [2  j 	
i. 'J 

	

3. ' 	+ 2. Iiii 	, 	r. ,J J 

L 	 41p 

--- 	ri 3,i V); 	h i  
N 	i■ 

(2.8) 

onde a soma sobre {s.,G.} e sobre as possíveis configurações 	do 

spin S. 	,o
i
). Expandimos a exponencial associada ãs componen 

tes do spin, da forma: 



N 
lf 

3 

:2 7. 	3- t 

ç z  + .f s  + 	
4 

 

—i 	3'. 	4 1, , 
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(2.9) 
1. 

Como desejamos manter até a ordem quârtica nos campos, 

desprezamos 0(f
5 ). Tomando a exponencial do logaritmo e expandin 

do o logaritmo, obtemos a 

exP 2__ 	ç 	1 = exp 
2 

 

2 

+3  

  

/1 

+ en-5 ) 	(2.10) 

+ 5,2 4 FS 2 V S.  

    

Dado que 	E 	f E 0 (jã 
{G.s.} 

J 
mamos sobre as configurações {0.,s.} 

J 	J 

que 	E 	G. = 	S 	s. =O), 
{ (3. } 	1 {s.} 	1  

1 	 1 
em (2.10) obtendo: 

S O 

N 

	

a
A soma sobre j indicada 	esta restrita ao fato de ser só sobre primeiros 

vizinhos de 	onde 	E 	. 
i 	j i 	<ij> 



i  

-2  

1",i 
Jmj m 

(2.12) 

(.1)". , 
1 	1 

K.. e J. 	em termos de suas com 

R,, 	1,• 

32 

- 	6 	1.' 	• 	•• /  
t, e, rn,n 

m 	tY 4),Q,„4' 
f")  

(2. 1 1) 

Substituindo-se (2.11) em (2.8) obtemos uma função 	de 

partição independente do spin dada por: 

Z 	II 
JC e I — 	 < 

   

N 

 

/ 	2  

	

5 \ 	IQ .  J.  • 

	

-- -5- \ 	R- 
3 /  
(pi Ptcr,n7 

Reescrevemos h, 

potentes de Fouríer dadas por: 



r,:  • 

e 

L e 

( 

ci • ( r, 

33 

'110 
-7 -7 

	

Ki t  7_ k ( '1", -.  — Í 	1 	\-- 	KQ 	e 
..1 	 J 	I 

N el  
I 

3 (-:);. - --1-4ii  ) , -,_ 	i.. 	\- 5 	e 
---- ¡___ 	1 N 9  

(2.13) 

Supomos que a interação j de curto alcance, ou seja, pa 

ra 	q 	1 -41 << a -1  

N k0 { i - el
z 
 C j 

•= - 1 2 J  (2.14) 

onde a j o parâmetro de rede. Substituindo-se (2.13) e (2.14) 	na 

função de partição (2.12), teremos que: 

á 	e. 	 (2. 15a) 

onde H
ef 

j o hamiltoniano efetivo dado por: 



f 

72. 1 — C12 
O 

9 , 

fi z. 
1)  (1 _9 _els 13 
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—  
+ 	u 4'93 	 g 

(1, 

 

i- 2 i ISó 49  4 9 , 
--9,- % - 93 

   

(2.156) 

onde C e uma constante independente dos campos. 

Na ausencia de flutuações, de campo externo e de termos 

de 0(c1)
3
) (teoria livre), 1 -2J 	= O 	e 	1 -2K

o 
= 0 permitem o cres 

cimento arbitrário das amplitudes dos campos (1) 	e 1.1) , gerando di- 
g 

verg -encias nas funçoes de correlaçao. A tais diverg&ncias esta as 

rociado o comportamento crítico do sistema, nas temperaturas cri- 

ticas da teoria livre, T
o 
 e T t  dadas por: 
 o 

— 2 J, 	T — To 
To  

1 — 2 k , 	Ã 0 '  (2.16) 

   

To ' 
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onde T
o é a temperatura crítica para o ordenamento segundo 0 (com g 

ponente paralela ao campo externo) e To a temperatura crítica as-

sociada ao ordenamento segundo (componente perpendicular ao cam 

po externo). Ao primeiro chamaremos de ordenamento longitudinal e 

ao segundo, ordenamento transversal. 

Escrevemos a função de partição como uma expansão em tor 

no de T
o 

e T
o . Fazendo a transformada inversa de Fourier e fazen-

do à passagem ao contínuo, obtemos a seguinte função de partição: 

(2. 17a) 

2 
y 	I- 

a 	
CI) 4 r2, 	(C76) 2  +(Y1') 2 ] + 3\d, 

i 

(2.17b) 

onde Ao_ 

Y_1  = 	T- - 

T. 

2 = T -  

Io` 
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w1  _ _ \TE - To 
56 To 

= 	‘, G _ 	_2 	•— 
56 To To )  

5 

 

49 

 

 

uz  

  

T -  
Ìo 

— 

 

 

1-B 

 

_ 

 

      

d3  = 5  
49.) 

 

- 4 T- To  

Toi  

 

(2.18) 

  

    

onde r 0  é uma constante independente dos campos que será mantida, 

pois contribui na construção da parte singular da energia livre. 

O hamiltoniano (2.17) pode ainda ser reescrito como: 

1 

2 

-I- 11 4' G 4) 2 j t vui  

2 	 a. 	 11 

c) 	— 

 

(2.19) 

  

onde u =u
3 
 e u

2 	1 
.0 =u

3 
e onde usou-se o fato de que 

u1+u3 
- 1  

— 2u
2 

= O. 
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Na ausJncia de quebra de simetria, o hamiltoniano acima 

recai no de Potts simétrico com r 1  =r 2  =r, w l  =w 2  =w, u, = u e 

u 2  = 0. 

Na ausjncia de flutuações espaciais, VO = O e V1P = O, 

et 	
a expansão de Landau para a energia livre se (t ,  e IP minimi- 

20 
zam a expressão 	. 

2.2 Expansão de Landau para a Energia Livre  

Na ausencia de flutuações, Fontanari e Theumann
20 

estu-

daram, usando a expansão de Landau para a energia livre
1 , o mode 

lo de Potts de trjs estados na presença de campo externo e com que 

bra de simetria geral. 

Repetiremos aqui alguns resultados mais relevantes, re-

sultados estes que serão úteis para o restante deste trabalho. 

Na ausencia de flutuações na eq. (2.19), a energia 	li- 

vre de Landau e dada por 

(4) 
2 

wi 
a 

4 ) 	( 4) 1- 	Cf) 	(2.20) 

onde (j) e ti) são determinadas minimizando a expressão, ou seja, são 

as soluções das equações 
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/ 	' - 	vv, 	-+ 	4_ u 2.1  cl 	4 

 

  

rl  3 vvi  (2.2 1) cs 

 

     

      

4 4 (P 	2 ( 11, ) + 	- hl --- 
(P-4 

=LT) 

= 1.2 	- 6 vv, Uji  ti; 3  4 4 	
2 
	(u1+ 	 o  - 

(2.22) 

que definem trjs fases dadas por 

Fase 	I: 	rCk--  

Fase II: 

Fase III: (2.23) 

Nas fases I e II, ir) = O. Neste caso reescrevemos a ener 

gia livre como: 

F ( ) c) 	±2_ 
A 

(2.24) 

e a condição de mínimo (2.21) como 
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ti A 	r‘) 7 

Li L-1.1  

I 	 •-••• (2.25) 

onde fizemos um deslocamento em 	
a 

da forma 

(2.26) 

4 U /  

que gerou parãmetros 

  

L1, 
(2.27) 

rV 	 t 
U 	U i  4- Li 2_ (2.28) 

(2.29) 

4 Cl, 	3 Z 	. 1)..5C) 	C7, 3 	11 C1 1  

	

vV i 
 3 	

v\il 
	 (2.30) 

	

LI, 	 1.1, 

Note-se, que F(q5,0), Eq. (2.24), e basicamente a 	ener- 

gia livre de Landau do modelo de lsing
10 

 . 

Para h
1 
 =0 a expressão (2.25), mínimo da energia livre 

(2.24), apresenta trãs soluções 

a
A escolha deste deslocamento ficara clara a seguir. 
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(a) --- 	 ) 	SCÀÇÀ ) 	 — Wi 

ti 

U i  

(2. 3 1) 

(b) ou SC3Q )  _ 1V1 4_ 	:ri 	(,.> rr■ \r∎  < j) 	(2.32) 

4 L.3 

    

 

-I  O —  

4 (a, 

(2.33) 

    

    

Para "í-
1 
 >0, 0 =0 e o mínimo; para r 1 <0, (b) e (c) defi 

nem dois mínimos de igual energia livre. Nesta regido coexistem 

duas fases. É a região de coexistjncia entre as fases I e II. Tal 

coexistãncia de fases desaparece ao tomarmos 11
1 
R) (o modelo de 

Ising não tem transição se 1.1
1 
R)). Ora, h

1 
 =0 dado por (Eq. (2.30)) 

Ys \JVi_ 	 (2.34) 

R a  

define a linha de coexistãncia entre as fases I e II. Em í:
1 
 =0 as 

trjs soluções coincidem, e temos aí o ponto crítico. Neste 	ponto 

=0, e definida por M E Q , e dada por ¢ = 	/~1 (justamente o va 
4U 

lor de deslocamento de 	em (2.26)). 

Introduzimos os parâmetros de quebra de simetria 

a magnetização do sistema original descrito pela Eq. (2.20), 	com 
w 
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5 ci 4- w, _ [ 1 +3 G w J 

Via= w - 	 VV [ 

1-í 

Ui  4 t-1 4 = Lit 4 O\ 
Ju  

L1 L 	Lt 

 

= f — 

u 9  
w 

(2.35) 

onde r, w e u são os parãmetros quadrãtico, trilinear e quãrtico da teo-

ria simétrica de campos contínuos com simetria S 3, o grupo de permutações de 3 

elementos, e onde g, g w , gu  e g'u  são os parãmetros relativos a quebra de sime-

tria quadratica, trilinear e quarticas. De posse destas definições, rees 

crevemos a magnetização crítica dada por (1) = 
w

1 
como: 

4u- 
1 

- 	

v1/4./ 	
+ 

1-1 

 

(2.36) 

Como
1 
 =0 é que define o ponto crítico, 	o valor do 

parãmetro de temperatura r no ponto crítico (usando a Eq. (2.27)) 



C dado por 

_ 3 vv a  
C — 

1— 3G 4GC-,,,„- C-f 41C (2.37) 

   

Finalmente, substituindo-se a expressão acima em (2.34), 

obtemos o valor do campo crítico dado por: 

42 

h - -1 	- 
-1 e, 

Usando 

h
1 
 =0 (2.34), da forma: 

1 	9Ç ,A, 	 (2.38) 

a curva de 	coexistência, (2.35), reescrevemos 

  

ciGW 
 - 2C„ 	2 a

' 

 

- R + 
5 

_ G + 
.5 	2 

(2.39) 

   

    

onde 

 

w- 

,46 h  ut, 2  

w 3  
(2.40) 

A expressão (2.22) apresenta, além da solução trivial: 

(2.41) 



VV 2  

UL 

a 

3 	I 
vV, 	L1, ± U2_ ) 

-r 
2 / 

\"./z  

14 : 
2 
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que define as fases I e II, a solução 

u t  + 
(2.42) 

que define a fase III. Se (a) e (b) apresentarem valores diferen-

tes, estas duas fases (I e III) encontram-se separadas por uma 

transição de fase de primeira ordem a . Agora, se 

rz  _4 	( 
(2.43) 

determinado por (2.42) for também nulo, 	(a) e (b) coincidem. Nes 

te caso, (1) = O define a curva de segunda ordem entre as fases 	I 

e III. Substituindo-se ci5 determinado por (1) = O em (2.21), 	obte- 

mos que esta curva é dada por: 

9 Nr2 ■Aiz 	 LÀ2: ) 

a 
C-1,' 4 	Lia.'  

2: 
(2.44) 

a A curva de coexistência entre as fases I e III é determinada numericamente 
igualando-se as energias livres para 	dado por (a) e por (b) 20 . 



, ' + L 

ci; 1 
Ut + 5vvi.  -+ 9 \Ata.  
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- 1G, 	r2_ 	u (' -t-  ui 
1/2  

  

ri  W2.  

 

1 ) 

u -t- 	I  - 2- ) 
2. 

5 

 

5 

  

vv2 

  

eu; ± u,' 

    

2 + vv23  (14 1 '1, 11,` 21 kV, (2.45) 

1-1 Liz) 5 u, 1,12.)  
/ 

Esta curva encontra a curva de primeira ordem que apare 

ce se 4), Eq. (2.43), for diferente de zero em um ponto: 	o 	ponto 

tricrítico. 

	

Determinamos o ponto tricrítico substituindo-se 	(2.42) 

em (2.21) e exigindo que a equação: 

2. 

U t * Ua la  	12_ c  
2 

1,Vz 	 _v rz = o 
(2.46) 

L1 1 	 I   

apresente uma única raiz
20 . Perturbativamente por iteração em G, 

G , G
u 

e G' essa raiz é dada por: 

   

2C1 Vv 	
i5 e 	t L (11:. -- 
• 32_ (2.47) 
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Na obtenção desta expressão usamos as definições (2.35). 

Substituindo-se (2.47) em (2.43), obtemos o valor do pa 

rimetro de temperatura r no ponto tricritico dado por: 

Y t 
W2  1 	4. 5 G — 
u 	1G 

+ 4.5 	C L, - :t 	
il) 

(2.48) ■,v 	5e) 	61./  

Substituindo - se (2.48) em (2.44), obtemos o valor 	do 

campo magnético externO no ponto tricritico, 

41 C=1 	L4c1 	- 	 3 G 	(2.49) 

5 	w. L40 	iG 

De posse destes resultados, traçam-se diagramas de fase 

14,20 
típicos (Fig. 2.2 e Fig. 2.3) 
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Figura 2.2 - Diagrama de fases  H
1
-R na ausãncia de quebra de simetria

14 
 . 

De (2.39) obtém-se a linha de coexistãncia (a) entre as fa-

ses I e II. Esta linha acaba em um ponto crítico determina-

do por (2.37) e (2.38). A curva de coexistãncia (b) entre 

as fases I e III (curva cheia) é determinada numericamente. 

A curva (c) de segunda ordem (curva pontilhada) entre as fa 

ses I e II; é.  obtida de (2.44) e (2.45). Esta curva encon-

tra a de primeira ordem no ponto tricrítico, determinado 

por (2.48) e (2.49). Todas estas expressões são tomadas a 

G = G
w 

= G
u 

= G' = O. 



R 
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Figura 2.3 - Diagrama de fases H 1
-R na presença de quebra de simetria  . 

Para G = -0.0298, G = G /  = O e Gw 
= -0,0067, o diagrama 

u u 
acima apresenta diferenças quantitativas em relação a Fig. 

2.2 (sem quebra de simetria). 
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2.3 Realizações Físicas do Modelo de Potts  

2.3.1 	Sistemas Magnéticos com Anísotropia Cúbica sob a Ação de  

Campo Magnético Externo Não  Diagonal h//[14 - cS,  14- 8, 1 - 2(S]  

Sistemas magnéticos com anisotropia cúbica tais como o 

Fe, NdAl 2 , DyAl 2 , etc ... foram largamente estudados
23-25

. Experi 

mentalmente sabe-se que, na ausjncia de campo externo, tais siste 

mas se ordenam segundo um de seus eixos fáceis [100], [010] ou [001]. 

Tal transição é de segunda ordem. Sob a ação de um campo externo 

-1)17/[111], diagonal, haverá um ordenamento inicial paralelo ao cam 

po para IhI > h A 
onde h

A 
é função da anisotropia cúbica e da tem-

peratura. Diminuindo-se o valor de verifica-se que, para = 

= h
A 
ocorre um segundo ordenamento segundo um dos trjs eixos fã 

13 	 15 
ceis 	. Esta transição e de primeira ordem (Fig. 2.4) 15 . 	Sob 	a 

ação de um campo não diagonal h//[1-1-(S, 1+6', 1-2(5] observa-se que, 

para um dado valor de 6, a transição de primeira ordem passa a ser 

de segunda (Fig. 2.4j 26 . 
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Figura 2.4 - Este é um gráfico obtido experimentalmente onde 

a temperatura fixa desenha-se a curva de magne-

tização paralela ao campo x campo magnético 

aplicado nas direções (a) [111], (b) [11 - 2J-], 

(c) [11 3].  entre (b) e (c) a trans 

formação da transição de primeira ordem em uma 

de segunda em um ponto tricritico 25 . 

Podemos associar tais sistemas a um hamiltoniano de cam 

pos contínuos de três componentes que contenha um termo de aniso-

tropia cúbica e um termo de campo externo dado por
13

: 

a(0 --aço ) 2 )+ 
/ 4 

 v 4 4 h. 

(2.50) 

onde 1) E (4) x , (1) y , O z ), r e a variável de temperatura, -1*1 e o campo 

externo aplicado e v e o termo de anisotropia cúbica. 

	

_ _ _ . _ _ 	• 

	

omvurIrro CME 	I 
IOTEC A 
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Na ausência de flutuações, o mínimo da energia livre de 

Landau associada ao hamiltoniano (2.50)', 	para h = O e para um 

termo de anisotropia cúbica pequeno v < < ul) v < O e dado, pa 

ra r < 0, por 	(C1; 0 ,0,0) ou $ = (0j 0  O) ou $ 	(0,0,( 0 ), ou se 

ja, o sistema ao ordenar-se o fará segundo um dos três eixos 	fá- 

ceis [100], [010] ou [001]. Este fato pode ser facilmente verifi- 

cado notando-se que a energia livre associada a um 	ordenamento 

(P n (13  ) 
' 

o 	o 
' 

-- 	ordenamento segundo a direçao [111], e maior que 
/3" IrS  

a associada ao ordenamento segundo um dos eixos fáceis. Na presen 

ça de um campo externo diagonal ri//[111], estabelece-se uma compe 

tição entre o termo de campo que tende a ordenar o sistema diago- 

T+ 4) 0 
nalmente 0 E 	 —2 	e o termo de anisotropia cúbica 	que 

favorece o ordenamento segundo um dos eixos fãceis. Para valores 

altos do campo gl >> h
A 

(h
A
%v T

o
3  
), o sistema se ordena parale-

lamente ao campo. Baixando-se o valor do campo o termo de aniso-

tropia cúbica torna-se relevante. Ao !hl = h A, ocorre uma transi 

ção de primeira ordem de um ordenamento diagonal à cúbico
13 

 . 

Mukamel et al.
13 
 obteve que a energia livre de Landau 

associada a (2.50), na região de transição de primeira ordem, po-

de ser escrita como a energia livre do modelo de Potts de trãs es 

tados. Neste sentido a transição de fase em lh = h
A 

e a de Potts. 

Generalizando o trabalho de Mukamel et al., incluindo 

flutuações e quebra de simetria, iremos demonstrar, nesta seção, 

que o hamiltoniano que descreve a transição de sistemas cúbicos mag 

neticos sob a ação de um campo externo não diagonal ri//[1+(5, 1+6, 1-26] 

com ó K< 1, e equivalente ao do modelo de Potts de tres estados 

com quebra de simetria quadrática, trilinear e quártica e na pre-

sença de um campo h 1  % 0(5). Esta equival&ncia permite a utiliza- 
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çao dos resultados obtidos para Potts no estudo dos sistemas mag-

néticos. Esta aplicação será, no entanto, deixada para um traba-

lho futuro. 

Partimos do hamiltoniano (2.50), fazemos uma transforma 

ção da forma: 

= I -f c.5 	(1,/ 	4  E 	, á)x 

	

" 	- 8 ) 
Ei 

), 	
o x qby  

(2-  

-2 ) 	(kl  (1 -2.á) - Zez_ (1-+) 

 

 

2.  

 

(2.51) 

     

      

e obtemos um hamiltoniano equivalente ao da Eq. (2.50), dado por: 

(u())14 ciV 	 2/-1 	C 2  

9 

I g (1 -ás- ) (1),,2  .ce -4- 

- 	(£4 3(5:) 

	

1?)(l -4 2, ) 	12.  4 i B 	— ) c/), 

3 
Z 	9 	+ 	) 42,i1  4 cl 

- h R dt 4 	9 t — L-1 ) 95: 4) (2  

4 

(2.52) 

onde h E[h x ,h y ,h] com h =h =h =h. z   
x 	y 	z 

Ao hamiltoniano (2.52) associamos uma energia livre, na 

ousencia de flutuações, cujos mínimos são dados por: 



-+ is \I-1 ( 	ó) 01 
	 :0(2,53)  

+ 4u 
- 2 

o 

-2 -- 

14  Li  4 

v-9 	( 1-V 2.6) ck: c1)3. + 36 	- (5 ) cPo 1  c}), 

2, 
-+ 	cl), 

Ch C:2_ 4 	u_  ó-) o 

4- V  {1.245 (W -1-  

18 C2- 	736) 4)  4:22- + 

r(1)  

2. 

— 3 

2. 

   

43G 
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■-2  i2 	 -3 
-+ 	 \_/_ { 1 a 

o 	
4?) 

2. 	9 
+ 4u 4)0' 	Lfu 4)0  gF 

+ z 	s  
_2. 	 - -z 

2  -+ 36 (1- 2(5) 40  42.  4 3C,  (1 +2S) 	4), 

-T 3 
-4- ig qi  

- - 
á_el 	- 5 42 41 	=o (2.54) 

—1- 	( 1 4 --- 	 ) 

	 o 	
(2.55) 

cujas soluções definem as seguintes fases: 

i) Fase I: 

ii) Fase II: 

4o  .# o 

C 

1 
•0 o (s) ) 	o cio h o 

o 00 8 o 

U) 	 o oc 	c 

()7C 0o S o 



4 1 
2 

2 

4 L-1 4  

4 (" cba 	— 

1 C2  ) 	
tiv3  

c,  4 Lie  2 o 

a 	+ 

2 

Lio 
 

(2.58) 

3  
— 7  VV2  

7 
— a 

,..-r2" 

"-eo t U 
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iii) Fase III: dp 	) 	--=(:) 	3  2  °W --1—> 	1-1 

I> 	00 j---->C2 

 

iv) Fase IV: 	960 	° 	C) 1 	° 	O 
	

(2.56) 

Para campos hI » h
A 
muito grandes, o sistema terá pre 

ferência por ordenar-se segundo as fases I e II (ordenamento para 

lelo ao campo). Reescrevemos, neste caso, o
o 

= (I) 4-(1,
O 
 onde <ci, 

 o
= 	o 

O  

e de (2.53) (3 0  será solução de: 

  

\l3 
(2.57) 

u 

 

onde desprezamos termos O(cS
2
). 

O hamiltoniano (2.52) poderá ser reescrito como: 

 

.d 	r  

L 	
)z 

2  

  

onde 



o 

V 
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r 
- z 

- 2. 

v) 
	-t- 8 v 

2. 	r 4 /1 (t(+ v) \i C 

- 2_ 
3 

r-t, 2_ 
\A/ 	- 

2 

5 

- 	u v 4R cç 
— 

\7\/4 = 4 	) 	 — 
2v 

\A/ Cl V S . 5 = 
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u o  

• 

U ± V 
3 

r\J 

1.  = 	Lt -+ V 

2 	-.. 4 v 

Li 4v) 4 Li v cS 

rj1 2.1 	.2 	u 	- 	v (5.  

( 43S ) 

LÀ 

2f2 v ( - 

- g ri y cs- 
3 

 

 

- — 	v 	3  

3 
(2.59) 
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Para r <O, o sistema está na fase II, ou seja, jã estí 

ordenado segundo (I)
o 

(<
o
> =

o
). Mantendo r fixo (temperatura fi-

xa), mas diminuindo-se o valor do campo externo aplicado, em = 

= hA, teremos que o termo de anisotropia cúbica v, que favorece o 

ordenamento segundo um dos três eixos fãceis, provoca um segundo 

ordenamento ou segundo ( 2 , ou segundo (0 1 , 0 2 ). Como, nesta região, 

. 

(I) o e não crítico, iremos integra-lo, tomando o traço parcial 	so- 

bre a função de partição associada à (2.58), obtendo o seguinte 

hamiltoniano: 

x + r2 
 

4- (V C1),) a 	(\--7  qb2) Z  2_ 

j, 3 

v\11 (1), 

-3w2  CP2. 	1-1  
u2  2  _ hl q42 j 	(2.60) 

r 	4 C LÀ 4 V') Ç -4- g \/ cS 

2 

+ 

212. 	 - 

3 

z 

i 	IG 	
(u -1-v) 

r± k2 t_A -4 



	

- z 
	

-2. 

	

R  u v) 2  4,0  	2v c5 — 	v 26 4,,  
v z 

r 412-Á U-k  ) (v o  í r 
_ 

2. 	
+

— 
V 

2. 
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a Ti 	 2 

3 2 (LI -+ V) vá-  cicio  u„ [u À/ _ 	Li 	°P3  

2. 	 . —z 
r iz (u-+ 	4): 	

12-  ( u" .) 4)0 

\ 2. 	 -2. 

, j 	(u 	R(U -VV) (po 	vj 	52_ (LÁ 	v cS 
`A3 — 	2)  

 _i__ 
Y+1 	

3Z 
2.tu 	3 3 ,„ 	 r+Q(u-+ .Çc.) 2" 	5  

z 
v 2 (5' 

— , 	z. 
P" -I- 1 2. ( U -+ 

s\u  
3 

- 3 
(2.61) 

No caso de 8 = 0, ou seja, para h//[111], o hamiltonia-

no (2.60) é o do modelo de Potts de trjs estados simetrico a . Este 

modelo prev uma transição de fase de primeira ordem que, na au-

sencia de flutuações, e dada por 26 : 

v2 
(2.62) 

iJ 	  

11 3  

ou seja, substituindo-se os parãmetros (2.61) acima, obtemos 13  

InA  -u 2. 9 
(2.63) 

a
Ver o hamiltoniano (2.17b) tomando r 1 

=r
2 
=r ' w 1 =w2 =w u 1 

=u2 =11 3 =u e h l 
=0. 
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fornece o campo critico para o qual se dá a transição de primeira 

ordem. Ainda na ausõncia de flutuações, obtém—se que esta transi- 

çao se da com um salto de magnetizaçao dado por
26

: 

(2.64) 

ou seja, substituindo-se os parãmetros (2.61), teremos 	um salto 

de magnetização dado por 13 : 

<4 _ 0.3 (2.65) 

Estes resultados foram confirmados experimentalmente de 

forma qualitativa . Resultados teóricos mais precisos podem ser 

obtidos mediante a inclusão de flutuações, o que deixaremos para 

um trabalho posterior a . 

No caso de 6 “■ , ou seja, para -ii//[1+6, 1+, 1-2(5], o ha 

miltoniano (2.60) e o do modelo de Potts de tres estados com que-

bra de simetria e na presença de campo externo (comparar (2.60) 

com (2.19)). Qualitativamente, na ausé- ncia de flutuações, podemos 

prever que a transição de fase de primeira ordem irã desaparecer 

para um (S =6
c 

em um ponto critico e em (5 =6 t 
em um ponto trícríti 

co onde .(5
c 

e 6
t 

são proporcionais ao valor do campo magnético ex-

terno h
1 
 de Potts nos pontos crítico e tricrítico, respectivamen- 

a A obtenção de um hamiltoniano jã se constitui um primeiro passo na obtenção de 
resultados com flutuações. 
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te (ver seção 2.1.2). Resultados quantitativos exigiriam análise 

numérica mais precisa e a inclusão de flutuações, o que deixare- 

mos para um trabalho futuro 	Experimentalmente detectou-se a pre 

sença do ponto tricritico 25 , 

2.3.2 	o SrTiO
3 

sob Tensão Não Diagonal  1-)//(14-,  14-(S, 1-2Ô]  

Muito se tem estudado o SrTiO
3 
jã que fenjmenos multi-

cri:ticos estao a ele associados 27 . Investigações experimentais,atra 

ves de diversas técnicas, demonstram que, a temperatura de 105 K, 

o cristal sofre uma transição estrutural de uma fase cúbica a te-

tragonal
28

'
29 . Estabeleceu-se que tal transição é de segunda o r 

dem
30

. 

Em sua fase cúbica, o SrTiO
3 

apresenta cada átomo de Ti 

rodeado por seis oxigjnios, formando um octaedro (Fig. 2.5). O cam 

po cristalino sobre o átomo de Ti e formado principalmente por sua 

interação com os oxigenios. A experiencia sugere
30 que o octaedro 

gira de um ângulo -1- 11) ao longo de um dos três eixos [100], [001] ou 

[010] ao sistema se ordenar
30

. 

Como o octaedro gira de um ângulo -"IP, a rede fica alte-

rada. Formam-se, na verdade, duas subredes com ângulos alternados 

30 
(Fig. 2.6) 	. A nova rede não e mais cúbica, e sim tetragonal. 
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•5r 

OT; 

X O 

 

G. 

  

(a) (b) 

Figura 2.5 - Estrutura cúbica do SrTiO 3. 
(a) Para T > 105 K o SrTiO 3 

apresenta a estrutura cúbica onde átomos de Ti são rodea-

dos por seis oxigjnios formando um octaedro. (b) Visão do 

plano perpendicular ao eixo [001] da rede cúbica (a) onde 

nota-se uma estrutura periódica de periodicidade a. 



	

■ 10 	-IP 

	

, 	, 	• 	 1  
O 	Ó 

x 
O x 

• x 
O X  o 	O 

xe x  e  
O 	O 

X 
 O 

X 

X 11)  

1 	  
aa 

(b) 
• Sr 

x O 

a 
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(a) 

Figura 2.6 - Estrutura tetragonal do SrTiO 3
30

. (a) Para T = 105 K 

o SrTiO
3 
sofre uma transição estrutural assumindo uma 

forma tetragonal. Tal transição ë de segunda ordem e 

se dá com um parâmetro de ordem que é função de IP; 

(b) O octaedro original sofre rotações alternadas se-

gundo um eixo [001], por exemplo. A rede fica idjnti 

ca neste eixo, mas no plano perpendicular a este eixo 

a periodicidade passa de a a 2a. Assim sendo, a rede 

passa de cúbica a x a xa a Letragonal 2a x 2a xa. 



( 3 
(2.67) 

2. 

- 4) 2) 4 bt  
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Como a transição de fase acima descrita, esta associada 

a rotação ±11) do octaedro TiO 6 , parece razoavel estabelecer-se co-

mo parametro de ordem o deslocamento do oxigênio, deslocamento es 

te associado a esta rotação e dado por: 

te, 

 

(2.66) 

  

ande a d o parâmetro de rede e 1,1J É o ãllgulo de rolação 28 1 	Dacuan 

do-se na simetria do cristal construiu-se uma energia livre de Lan 

dau para o problema
28 . Posteriormente generalizou-se este procedi 

mento gerando-se um hamiltoniano da forma31 '32 

tr,  

I< 42. -1- 	C (V "  

2 
ot 

+ uo 
\ 2- 
) 1-  Ve 

cc 

C1 

onde a é o parâmetro de rede e onde somente K depende fortemente 

da temperatura. A primeira integral esta associada ao fato do sis 

tema apresentar eixos de simetria [100], [001] e [010]. 

A segunda integral inclui a ação de uma tensão elástica 

{T..} E T externa sobre o sistema e sua influencia sobre o deslo-
1J 

cemento do oxigénio. A forma específica desta integral provem de 

questões de simetria. As componentes T.. da tensão elástica são 

dadas por: 
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(2.68) 

onde a E (a
l' 

a
2' 

a
3
) é um vetor unitário que estabelece a dire-

ção da tensão. 

Os parãmetros deste hamiltoniano a 4.2 K em cgs são da 

dos por
28 ' 53  

25 
- 3, OG 10 

c - - 

42. 
- 5:0c3 te 

15 
b

t 	
9E, R) 

-124 

b e  	7.3t-t 	3-0  

► 1 
c 
	

C 	1C 

-8 
	 (2.69) 

Para uma tensão diagonal a//[111], obteve-se experimen-

talmente que o sistema se ordena inicialmente através de uma tran 

sição de segunda ordem de uma fase pseudocilbica a trigonal. Tal 

transição pode ser visualizada através de uma rotação do octaedro 

TiO
6 

em torno de um eixo [111] (Fig. 2.7). Para temperaturas meno 

res que a da transição cúbica-trigonal, baixando-se o valor da 

pressão a uma pressão critica, ocorre um novo ordenamento. O sis-

tema sofre uma transição de primeira ordem de uma fase trigonal a 

pseudotetragonal. Tal transição pode ser entendida como devida à 



4 6' 

competição entre o termo de anisotropia cúbica v ()
4 +q)

4 
- ; - 0 4 ) 	que 

o o 	2 

favorece o ordenamento tetragonal e o termo de pressão que favore 

. 
ce o ordenamento trigonal. Uma visão geral da translçao e dado pe 

lo diagrama de fases (Fig. 2.8). 

Figura 2.7 - Transição cúbica a trigonal.  (a) visão do pla 

no perpendicular ao eixo [111]. Uma tensão ex 

terna provoca o efeito equivalente ao de girar 

o sistema de um jingulo segundo o eixo [111]; 

(h) Do giro do ãngulo surge uma fase trigonal. 
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Figura 2.8 - Diagrama de fases p x T para o SrTiO 3 . Sob a ação de uma 

pressão diagonal p//[111] o sistema inicialmente passa de 

uma fase I (pseudocúbica) a II (trigonal) através de uma 

transição de fase de segunda ordem (linha pontilhada). 

Baixando-se a temperatura, o sistema passa da fase II(tri 

gonal) à III (pseudotetragonal) através de uma transição 

de primeira ordem (linha cheia). Esta última é.  a transi-

ção de Potts simetrico19. 
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Blankschtein et a1.
32 

demonstraram que à transição tri 

gonal-pseudotetragonal do SrTiO 3  associa-se a transição de primei 

ra ordem prevista pelo modelo de Potts de trjs estados simétrico. 

Para uma tensão externa a//[1+6, 1+6, 1-26] 	levemente 

não diagonal (ó << 1), da fase trigonal atingem-se duas possíveis 

fases que no limite de (S .4- O convergem para a fase pseudotetrago- 

nal (Fig. 2.9). Tais transições associam-se às previstas pelo mo- 

delo de Potts de três estados na presença de campo externo e de 

20 32 
quebra de simetria ' 	. 

Na ausjncia de flutuações j obteve-se que a energia livre 

de Landau associada -a transição trigonal-pseudotetragonal 1 ou 

trigonal-pseudotetragonal 2 é a do modelo de Potts de três esta-

dos com quebra de simetria total e campo externo. Generalizaremos 

tal resultado, mostrando que o hamiltoniano (incluindo flutuações) 

associado a estas transições e.  equivalente ao da seção 2.1. 
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(b)cz 	(1, ,i) 

(c) .7) 	(o , 0, 1 ) 

Ir- 

3 

(0.1 Cb) 	 (c) 

Figura 2.9 - Diagrama de fase p 	a 3  do SrTiO 3
32 . Diagrama de fases 

numérico do módulo da pressão versus terceira componen-

te 
	
= te (a 	(a l' 

a
2, 

a3 ) do vetor unitário que fornece a di 

reção da pressão. As linhas cheias indicam transições 

de primeira ordem, as pontilhadas de segunda. A região 

assinalada com um círculo e representada pelo modelo de 

Potts de trEs estados com quebra de simetria e na pre-

sença de campo externo. (I) representa a fase trigonal; 

(II) uma fase pseudotetragonal 1 e (III) uma fase pseu-

dotetragonal 2. 
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por: onde os parãmetros são dados 

A 

À. 
	 (2.71) 

[ro  
2 

_ 2r2  (Â., 3  
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Para tanto, fazemos uma rotação nos campos O's da forma: 

(2.70) 

_ - 
e uma transformação nas coordenadas a

-1 = x 	x de modo que hamilto 

niano (2.67) possa ser escrito como: 



- b,) poe 	,Ç2) 	0(/c 

1 

.:7....{"K bt p -+ 

b p4  
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r0  7 {I< 	2 ibt, p 

k) 	k lp t  p 
3  

0(e) 	Q z  / C 

rz - 
- 5 0 ) Q /c 

- 1 
3 	P v 5 (G be - 	pc5\  

u a  
- Ct 

‘.,t.„ 	/ 

Li-c4  
Vo 	ci 	v, / 

R o_ / C 

b et, 

b e  c+. C 

915 	f 	 (iab„ + ht .) p 	+ 
• 

121-4 + b it  ) 	+ OCM) 

C W) 
(2.72) 

2 

6, a /C 

Como para p > O, 1. 0  <r 	r 2, o sistema se ordenara ini- 

cialmente segundo (P o , ou seja, segundo uma direção diagonal do cu 
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bo. Esta é a transição de uma fase pseudocúbica à trigonal. 	Tal 

transição ocorre quando o octaedro TiO 6  gira ao redor de um eixo 

[111] 	(Fig. 2.7). 

Na fase trigonal 6 	(1; +(1) 	(1) 	(1) 2 	
(1) 2 	

ja 	que 
o 	o 	o' 	1 

os valores médios <q)
1 
 > e <(1)

2
> são nulos. Podemos reescrever o ha-

miltoniano em termos da parte de flutuação dos campos, obtendo: 

    

z 	2 
= 	[ 0. + ri 4, 

2 
4 (0 .4 \A/c_, 

cv 

.4 a cp o 

    

1 

2 

\\/11 4'23  — 	t 4,) + vva 	-+ 4z ) i 4  3 ;)  Qa. 	-+ 	+ 

4P'2.)a Ua ( 1 z -- 4 	1. 	) 	 (I)Q1 

(2.73) 

onde 

fo  = ro 	i2. ( 1_1 	 o 

ri =  r1 + 4 C 1-Àj 	) 4,0  

— 

( LtoL4 	) 
4o  
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2 

 3 
40 

Li 	Llj A 	) 4 

F 	= 

lA o  = 	Li o 	\ 

3 

■ 

2 

— 24r 	1 

3 

tv 

LÀ 

Li s 	( Uó + vj) 

-- .5 
Zi C L1 01 	) 

5 	° 

ro 	 + v<, 
o 

-5 

(2.74) 
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De posse do hamiltoniano (2.73) obtemos: 

ca  e 

(2.75) 

re  

Após o ordenamento inicial <0 () > = Cl
o'  ) 
	baixando a tempe- 

ratura o sistema sofrera um segundo ordenamento segundo 0 1 
ou se 

gundo (02'01).  Como, neste sentido, o 
e não crítico, tomamos o 

traço parcial sobre 0 0  eliminando do hamiltoniano sua presença ex 

plícita. Com  isto, (2.73) assumirá a forma: 

co 

H = fei 
d
x{ 	[ r1  

z 	A 

a. -t ri 4, t (
\—'7  

 

2' 	, 

at L ) 
	1-4  ( 	 1 - 5 c a 

(2.76) 

com parãmetros dados por: 

- 
t 	( uo' 	V. 

rz  __, 

—2. 
ç 	4 (_ LÀ-e. 	) 

ti 

ro 



r∎i 
— 	V\.4) 

R. 

	

"-v 	S( 5 
3 ro  

73 

'N/ 

W 
	

VVI  

2r2: W1.  

5 9 13 

- ro  

u U 1 
 

1E  
3 

Vo 

ha 
915 

(2.77) 

hl 	913 

onde usando-se que (1) 0  e tal que minimize Fa o
)(h

o 
=0)(ver (2.74)), 

ou seja, usando-se que 

.ra— 

	 (2.78) 

teremos que: 

h 
n = 	— rü  

I 	1 
/ Uo -t \./c,  

1 	 I 	/ 

Lie 1- V__52 
-,' 

1 	, 	1 
U / 	e -1- V..; 

C 	1 	 1 ) uç  4 Ç-..:, 

—3 

rZ  ro  
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vti„_2, ■ridv'  
3 

r 
1  u .t v o  

cr) 13  ro  Li C u~
lt 	) 

ul  - uoi  A- -5 
 yvl 

-- 

6 	LLi  4 V 
3 

3 

h 	_ g - ib 

 

ro  

 

(2.79) 

   

3 

Para ó = O, ou seja, r 1  = r 2 , w
1 
 = w 2, u

2 
= h1 = O, 	o 

hamiltoniano (2.76) nada mais é que do modelo de Potts de trjs es 

tados simétrico na ausência de campo externo. Tal modelo prev uma 

transição de fase de primeira ordem em r 1 
= - w

2
/2u

1 
26, 

 na qual 
1 

o sistema passa de uma fase desordenada de Potts (<qh 1
> = O) (fase 

trigonal para o SrTiO
3
) a ordenada de Potts (fase pseudotetrago-

nal do SrTiO
3
) (<4)

1
> = - w

1
/2u

1
). A tais parãmetros de Potts as-

sociam-se os do SrTiO 3
32 

6. EB k cm 

- 

23 rY) 

(2.80) 

(2.81) 

o 
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onde usamos os parâmetros (2.69) em (2.72) e em (2.78) e 	(2.79). 

De (0 1 ) 	- w 1 /2u 1  sai que "salto" na magnetização diagonal de 

Potts é dado por: 

_I C 

C.5 4 	tc C m (2.82) 

onde usou-se (2.69), (2.72) e (2.79) bem como (2.75). 

Para ó # O, o hamiltoniano (2.76) é* equivalente ao do 

modelo de Potts de trés estados com quebra de simetria quadrãti-

ca, trilinear e quãrtica e na presença de campo externo. Na ausjn 

cia de flutuações, aplicando-se resultados de campo médio (seção 

2.1), pode-se prever que haja uma transição de fase de primeira or 

dem entre as fases trigonal (fase I de Potts) e pseudotetragonal 1 

(fase II de Potts) que acaba em um ponto crítico dado por
20

'
32

: 

- 

4 0 	-_-_ 	6. CIOL1 	10 	( G. 9 10
10

) 	 (2.83) 
c 

 

. CO 	( O • 1/40 (2.84) 

  

— 

25 15 ( 2) ) (2.85) 

em unidades de cgs e onde usou-se (2.36), (2.37) e (2.38), bem co 

mo (2.69), (2.72) e (2.79). Os resultados entre parénteses descon 

32 
sideram a quebra de simetria trilinear e quartica . 
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Ainda aplicando resultados de campo médio, pode-se pre- 

ver que haja uma transição de fase de primeira ordem entre as fa 

ses trigonal (fase I de Potts) e pseudotetragonal 2 (fase III de 

Potts) que se transforme em de segunda ordem em um ponto tricriti 

co dado por 20
'
32 

 

_10 

— 	to. q 33 	( 	10  

 

(2.86) 

0 . 0 37 	( - o c 4 2A 
(2.87) 

24 	( 2R) (2.88) 

em unidades de cgs. Novamente os resultados entre parénteses des- 

consideram a quebra de simetria trilinear e quartica. Para obter 

mos os resultados acima, usamos (2.47), (2.48) e (2.49), bem como 

(2.69), (2.72) e (2.79). 

Comparando os resultados obtidos para os pontos critico 

e tricrítico na presença 20 
ou não 32 

de quebra de simetria trili- 

near e quartica, observamos que os primeiros corrigem os últimos 

em cerca de 6%. 

Com a finalidade de completar a analise de campo médio 

realizada por Blankschtein et al., podemos obter, usando (2.34), 

a curva de primeira ordem que separa a fase trigonal (Potts I) da 

pseudotetragonal 1 (Potts II) dada por: 

-t e 
— G 136-  ic 

- o.clec Áo css, (2.89) 
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onde usamos (2.72) e (2.79). Na expressão anterior, desconsidera- 

MOS a quebra de simetria trilinear e quártica. 

Igualmente usando (2.44) e (2.45), obtemos uma expres- 

são para a curva de segunda ordem que separa as fases trigonal e 

pseudotetragonal 2 (Potts III) dada por: 

-19
-3  

io 	¡Kip 	6,1 1 10  + G I- 	O 1•</p 	0.49 ■ 0  F(/K)  

'te). 	F 
;)) 

1  

4, 45 	2.3 to 	P(K 	i 
tc, 

— 0152. 10 p/ i ..<  (2.90) 

onde usamos (2.69), (2.72) e (2.79). Na expressão acima, desconsi 

deramos a quebra de simetria trilinear e quártica. 

2.4 Resumo 

Neste capítulo, inicialmente fizemos uma descrição suma 

ria do modelo de Potts de tre's estados, obtendo sua formulação con 

tínua. Chamamos especial atenção ao fato de que uma anisotropia no 

termo de troca do hamiltoniano discreto dá origem a quebras de si 

metria nos termos quadráticos, trilineares e quárticos do hamilto 

niano contínuo. Revimos alguns resultados conhecidos de campo mé-

dio. Estabelecemos que sistemas magnéticos com anisotropia cúbica 

sob a ação de um campo magnético não diagonal h//[1+6, 1+6, 1-26] 

são realizações físicas do modelo, generalizando o trabalho de 



Mukamel et a1.
13  

Reobtivemos que o SrTiO
3 
sob uma tensão não 	diagonal 

;//[1+(S, 	1-2] é uma realização física do modelo. Aplicamos 

os resultados de campo médio de Potts a este composto. Obtivemos, 

estendendo o trabalho de Blankschtein et a1.
32

, uma equação de es 

tado (S/K vs. p/K para a transição de primeira ordem entre as fa- 

ses trigonal e pseudotetragonal 1 e de segunda ordem, entre as fa 

ses trigonal e pseudotetragonal 2. 

Nos próximos capítulos obteremos uma forma sistemãtica 

de incluir flutuações aos resultados ate aqui obtidos. Eles cons-

tituem a parte central deste trabalho que tem por objetivo princi 

pal estudar o efeito de flutuações sobre os parâmetros e funções 

termodinâmicos. 

78 
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3. INFLUENCIA DE FLUTUAÇÕES E DE QUEBRA DE SIMETRIA NOS COMPORTAMENTOS 

CRÍTICO E TRICRÍTICO DO MODELO DE POTTS DE TRÊS ESTADOS  

3.1 	Introdução  

No capítulo anterior, reobtivemos os parâmetros relati-

vos a temperatura, magnetização e campo magnético nos pontos cri 

tico e tricrítico de Potts em uma teoria de campo médio. Neste ca 

pítulo, iremos obter a influjncia de flutuações sobre tais parãme 

tros. Para tanto, precisamos de uma forma sistemática de inclui-

-las. Isto e" o que iremos obter a seguir. 

Inicialmente, partimos do hamiltoniano (2.15b) e o rees 

crevemos como: 

ti 

i vo s --9 9 
4- 	} 

ti 

_ 
-9,-1, 	Cl, 	<1 	-9,- 9 - 93 

(3.1a) 

onde fizemos uma transformação nos campos dada por 0 = 	+ M e 

= 	com <cl) > = M e <4) > = O de forma a estarmos restri- 
ci 

tos às fases I e II de Potts. Com  esta transformação os parâmetros 

em (3.1a) relacionam-se aos em (2.15) via: 
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ro 	ro + i r‘  NI. 	
3 	

N\ 	1v1 

ÇA. 4. 6 ∎Ar, M 4 2_, u l  N1 
2, 

r2. \`' 2_ 

 

wz  _ 
3 

2 
h 	 - ã VVI  1\1 - 

( 3. 1 b ) 
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Fazendo esta mesma transformação dos campos para o ha- 

miltoniano (2.17b), obtemos: 

el dx 	[ ( '7  
t 2  

ti 	 ,N)  

) 2' 	 ÇV IP) 4 ri 	1')  

  

  

ti 	 ). 	 Li 

4 U1 	2- L12.  L13 	_ h 

(3.2) 

De posse de X, podemos escrever quantidades físicas tais 

como a susceptibilidade, a magnetização, etc, fazendo uma expan-

são da exponencial da parte não quadrática (nos campos) do hamil- 

toniano acima. 

Tomemos a susceptibilidade longitudinal dada pela fun 

ção de correlação de dois campos <(P(1)> a momento nulo
33 . Para aco 

plamentos h, w 1
, w 2 , u 1

, u
2 
 e u

3 
pequenos, expandimos as exponen-

ciais e obtemos: 

x 	< 	> 
9 

J ,C,()))d.cP) 	e 
- 

(3.3) 

Segundo esta expressão,a susceptibilidade será divergen 



(3.4) 

J i  
J 	(9 2 --k ■'1) 
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te para r
1

O que define, à esta ordem, a temperatura critica co 

mo r1 =T - T (0)
c 	

. 

A ordens seguintes, nesta expansão, teremos: 

ci 
cl N 2  

1 8 vvi  

q
Z 

 "1 o 

onde mantivemos termos ate a ordem de um loop (cada loop corres-

ponde a uma integral de momento). Neste caso, a susceptibilidade 

longitudinal divergirá para uma temperatura dada pelo zero da ex-

pressão: 

T 

r 
2 

1T1  412 UI 	
d 9 	Wi 

o 	9
1 

  

(3.5) 

o 

  

Substituindo-se (3.5) em (3.4), o inverso da susceptibi 

lidade será dado por: 

— 12 ui  Ti  cï ( 9 2 4 11 ) 

_3() 

o 

(3.6) 

Observamos que as integrais divergem no limite infraver 

melho na região critica (ao T
1 

0) para dimensões d 5. 4 e d 6, 

respectivamente. A forma "standard" de evitar as diverge- ncias é 

fazer uma expansão fora da região critica e utilizar o grupo de 

renormalização para fazer um mapeamento ã região critica. 
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Do que foi visto anteriormente, podemos concluir que cam 

po médio a  (zero loops) funciona bem para teorias u
1 
 Cf) 4  em d >4 di-

mensões e para teorias W
1

(t)
3 
 em d >6 dimensões, já que correções 

de flutuações (um loop) são não divergentes nestes dois casos. Apre 

sentaremos, a seguir, uma forma sistemática de incluir flutuações 

sem divergJneias. 

3.2 Equações do Grupo de Renormalização  

3.2.1 	Introdução  

Nosso objetivo, nesta seção, serã o de construir, a par 

tir do hamiltoniano 3b dado por (3.1a), um hamiltoniano X(Z) atra-

vãs da eliminação das componentes de Fourier dos campos clo, 
g 
 , 1.1) q  com 

e £  <III <1 mantendo a função de partição inalterada. A relação 

entre 'Me R(Z) fornece o gerador do grupo de renormalização e con 

seqüentemente as relações entre os parãmetros não renormalizados 

✓i ,

- 

	r 2 , ... relativos a 	e os renormalizados r 1 	
r
2

(2,) 	re 

lativos a R(Z). ComoM(Z) leva o sistema foram da região critica 

podemos, usando seus parãmetros, calcular quantidades físicas sem 

o perigo das divergências infravermelhas. 

Para obtermos M(2,), seguiremos os seguintes passos
35 : 

(a) Eliminaremos todas as componentes dos campos com e -2' <III <1 

tomando o traço parcial sobre elas. Tal procedimento reduz o 

a os resultados obtidos ne ausãncia de flutuações são os mesmos que os da ordem 
de zero loops, onde X 	% (T - T c

) 1. 
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numero de graus de liberdade de N a N(2,) = N e 

(b) Renumeraremos e reescalaremos tais componentes de forma a termos 

± 	 i± 	1-÷1 	2, 
0 	

1 	<1 	onde 	lq'l = lq1 e 	; 

(c) Estenderemos o sistema em todas as dimensões por um fator de es 

2 
cala e 	, substituindo N por N(2.) e

d2, 
; 

(d) Tomaremos 	infinitesimal de forma a obtermos relaçoes dife- 

renciais entre os parametros renormalizados e não renormaliza 

dos através da linearização das transformações do grupo de re 

normalização. 

3.2.2 Eliminação das componentes altas de Fourier  

Para eliminarmos parte das componentes de Fourier, sepa 

ramos cada somatório em (3.1a) em dois termos dados por: 

(3.7) 

e definimos por k -as componentes de Fourier com e 	>q >0 (compo 

nentes baixas) e por q as restantes (componentes altas). Além dis 

so, expandimos as exponenciais Irilineares r quiírlic o s nos campos. 

Procedendo assim, a função de partição associada a (3.1a) será re 

escrita como: 

-3£(1h1<e4) 

I (1 4,  el 	 1— A 

ci 	1 	°I 



■ 
- 9. - 92. - I  <3 

onde 

e 

( ri s 	) 	+ 	± 9 2  ) 
.1 L- C1 

a(C) 	{Wi 	) 	 N 
2, 
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L wl 
k 	ka 1<„, 	-k1 -1-<2  j 

L 	(i) 
N 	I k,

k2 	-1S-1(2  

     

k3 —K 	k3  

\- 

k ' K 

e a parte não quadrãtica expandida 

A 
92 .T 9, 	 - 

3 wy  

  

(1) — 

  

N 
)9 ,g592, 

l'e'al (/3 

+ z 	cjo 1)  
- 7. -9, - 95 	7 	72 	73 - 7. - ?2 -  

-f 	[(ou, 
9. '74 1 1/43 1 -9,-92 -k, 

t )92.,K3 
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491 j9.2 43k3 (1)-  qi -q.i-k3 	L!1 1)Cit 199z 

  

t 	Liz 4- 

    

ka  
e 	- k3 (I) 91 	k 	91 - ki  -  k3  t 

) 	kã  

4 luz 	(1) 
k-1 _3 

g-) 2,CP 4),_ 2. t-Pli - k3  

4 6 u, 1P 9 , Yk, 4K3 	
-Kz -h3 	- 

	I \ 	
(3.8) 

onde, por simplicidade, suprimimos os tils dos campos. 

Tomamos o traço parcial sobre as componentes q dos cam 

pos e  obtendo 	a ordem de um loop a 

 

- ~ (tRi<e 0 )  

.L1 - 3 C1(k) 1[(1 (7 2 +0(Cr-i-?2-' Z. = 

  

(3 . 9 ) 

onde 

n 	
[R") (1) 
	-+ a2 ( )  kk 

	 LbJ 	1 -<z  ) 	4) 
-k, 

Kz) cl)  k i  k, 
V 
L 	(k"' k ) 4° N 	 Kl  K2. 	k3 

KJ1 l<3 
-k2  - k3  

2.C4 ( 	,<2l k3 ) C  tx3 	-R, 	_ K3 + 	k, ) ' (t,,,,_ k3  -I- t< 3 

(3.9a) 

a Um loop e uma integral em momento. 



L4 (1<l)  K1) W2, 2' 1,1 2  + C28 

T4 k„ 	w 3 ) 	\- "‘" 5 	
(

, + e 1 5 k, 

- C24  

C.z) 
- C zel  

2 
k,) W2  	-1-3 ( k, 	) 

onde 

2, 
iç k ) 	a is 11 LIl1" ala :12.. L-6 t 013 j(k) n// 	ald j(k) ‘7\4 2  

2  

rt) 
ata 1.2  U s  Cla 5 	(k) \A/2  

3 

b11  J ( k) wl  (.4 1 	bia k, 	ua. 
2 

1013  L,U<, ) k) 

3 
k K 

J 

b2 (k, ) 	62i  3, C k, 
f.2 
Wi L'1 2 	b22 Jz (  U W 	 b 

"1  3 	25 	 )wZ143 

r,  2 
LLI ( k ,)‘) b244 	WI ) 	w, VV2 

CL1 (-14t.) k2 K3) C 11  lek,) 	+ C 12,  32. (1<i) 	-t c 13 	( k, i f<2. ) vVi U1 1- 

CALI L z  k, l< 2.) 'dl  112  + C i5 I 1  (1< 1 , I<2 i i<3 ) VVI  F Cic 	k3  ) W2.  

Cz 	k3 ) 

- 

C .21  ji(ki) 	-V C22 

1-1{<, )1<a ) Z., 2 t42 + 

1<-1 	(-12. 143 	C2 73 	( i<1 u22  

C2,5 k.z ) + C, L 2. 3 	2c, 3 (k .) ka)  v`l-; (") 2. i" 

ti/ 
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Ç CK.1 	 j.i. k1) Liba. 	Ce 	(k,) 1-1 52  4. (3 5  I, (k, k 	ú\i-1, 2 u,+ 

C3 ,4  1- 2.1  (1<à) 	 C35  TL, k„ k2 k3  ) '.\\i/2. 11  

d= d1 .
I 
	

d12, 	W.1 

(3.9b) 

onde os coeficientes d.., b.., c.. e d.. são calculados no apendi 

	

13 	13 	13 	13 

ce A e as somas 	 L i (k 1 ,k 2 ) e T i (k 1 ,k 2 ,k 3 ) são calcula- 

das, sob sua forma integral, no apêndice B. O produto em q em (3.9) 

e proveniente das integrais gaussianas: 

 

R[k e e] 

  

	

Tf á () á IP 	e 
1 	1  

 

)( ;-'2,4 (1 2 ) (3.10) 

     

3.2.3 Renumeração das componentes baixas de Fourier 

Após a eliminação das componentes altas de Fourier, os 

vetores k restantes são somados de O < kl
-2,  

<e . Fazemos uma renu- 

meração das componentes de Fourier através de uma transformação 

2 
de variãveis k > k' E k e de sorte que as novas somas irão de 

O <11c'l <1. A mudança de variãveis tem como conseqüencia que 



PO 

, e  _e 
(3 . 11 ) 

) 	= 	á t 	( I I 	I ) 

Reescrevemos os campos em forma padrão, com um fator de 

escala 

A (a - n_t) 
e 

1(2-9,) Q 
e 

4.\ 

 

  

(3.12) 

Esta reescala nos campos multiplica o traço por um fa 
[(2 -n 1 /2 -fl 2 /2)NUMR, 

tor 	de 	e 	 onde 	N(Q) é o número de compo 

nentes altas dos campos. 

Estas transformações aplicadas na função de 	partição 

(3.9) modificam-na. Ela apresenta, então, a forma: 

ii c1(1) dy 	e 
kl 	1-z 

P.- 1- '71-) I\I“)) e 	- 

- 4k5  1 	A 	Q  
(3.13) 



1 

4- 

onde 

90 

nig 

	

N V. -- 	1-- -Y_, • 'd  2 k
. 

\ 	(2  — r2z) e 
+ (I 

4 / 	Yki 	
.'l k ) .1 + 

	

.._3 w, e 

	rb 

Tld 	9)1(1 	gmte-.1< )  

+ 
(Lt_2t71 )p 

u e (13:<) 	91)t< ' 	■ 

	

1 	k3  

- r/i -1 2.) 
4 2 eiz  e 

Ki 

— c.)4 	) 

L' 	+ u3  e 	(pc•i) 
k l) 	14.11 	K; 

cl) k , e 

(3.14) 

e 

A 	
4 

= -en {(ei z t 	) ( 
(3.15) 

onde , 3  e" proveniente da exponenciação do produto em que aparece " 

em (3.9). 
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3.2.4 Renumeraçlo do numero de graus de liberdade  

Ao somarmos sobre as componentes de Fourier q, diminuí- 

mos o número de graus de liberdade de N a N(Q) = N e 	Devemos 

reescrever o hamiltoniano como função de N(Z). 	Substituímos 	na 

função de partição (3.13), N = N(0 e 	e obtemos: 

( 

 

(1-1--q,_92.)N(Q)Q _m(K) 

d9 e 

 

A 	p 

  

 

I d 

    

     

(3.16) 

onde 

lef1 	1 	[ 'vsv't ( o e 	(1) gs _2e 	 (i) 4 	+ rz(Q)) e('2.1z)e 

/NI( 0 1 	 

- 92 ) 

— 3 \7\1.2 U) e. 

1-  
- k3  

k,) K~ , k 3  

(q-d-2 92 )Ç 

	

+ 2, (-1, o) e 	
tà 	 Li3(e) e 	4k) ,  4Ka  

Ck 	1-)- 	- k3  

	

TN(Q) 2 	h e 	 4, 

, 	, 

- k, 

(3.17) 
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e onde, por simplicidade, eliminamos as linhas ( I ) da notaçao das 

componentes de Fourier k. 

3.2.5 	R, infinitesimal  

Ao tomarmos 2, infinitesimal, podemos expandir e = 1+2,. 

Ficamos só com os termos lineares. Desta forma, (3.16) pode ser 

reescrita como: 

1 4 2. ZiN(e) - 	-a2  + 	e .1 	 .) a - 

(3.18) 

onde 
 

=Z. 

A 

e 

3 	.7= 	at„, 

âG 	4Ê,(e=o) + e -ãç 

a
A expressão de 	sai de (3.9) onde os coeficientes e as integrais acham-se 
nos apendices A e B, respectivamente. 
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+ I 	Ç"."  
W. e)  L-  

k') 4 k3 

2 71 (t)  4 
ki 	

k, 	r<3 

4. .2[4-9,-92 -d j 14 2.  

Nice) 7 	ct 
.2. 	.2. 

1-ç 

( 3.19) 

Esta função de partição pode ainda ser escrita como: 

h 

do cV-1),, 	e 

onde 

3-1(n , Nd) 70  (Q) 

i co, è,4  u) K2] 

(e) + u) k 2i 	+ 

i  
N(Q) L- 

[‘;‘/' (-e)Lt 
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— 3 .v■ii2, (1)R,  (13n3 - -4(1-k3 

4- 2, u2( 	2).3 ( C ) LpK, 9-) 	,P)53 	, t-<ã  - 3 k3 	—112 

(3.20) 

k 

Reescrevemos cada um dos parãmetros da expressão acima, 

para 2 	infinitesimal como: 

ro 	= fo  ( 	+ 
	 (3.21) 

cv(). 

Substituindo-se tais parâmetros em (3.20) e comparando 

com (3.17), obtemos que: 

à r"r/c 	 -- 
d2. 	

à 2 

evZ.va 2. 
ri  

	

p
N 

G 2 — 	ri - 1€vv_i 	- 	1<d.  k,x12  cia  + 12, ká.  ui  q,  4 Li kct  

L1 
2 • , 2 

r  r , 	(2, — 2. 	— 3G )-( d.  W2  9 
2 	

Li 1<ct -4- 	 -4- 1 2, 	L/3  9 
01Q. 

ciL 



zt 	 Ni 2, 

c1  

d  wi  

d l. 

 ei 	r) 	36 	al'‘)  3  N;-\\ij 3  — e k)ci 9., 3 
 NA/2

2 

(Q. 	, 

d 

Q, 
9,) wz (3 - 	 - 

2 
_ 	

2 - 3 
‘Aiz + 	k q Cl VI/  2  

95 

Cl
a  

kot C12' 	C1 2  - 	i<ot Vlia  (-13  - IG 	91  Cl a  "/2 11 2, 

- d- 

- 

	

2, 	.2. 	 .\# 1-4 	""' 

	

9, 	- 1E2 Kd  Leu Wi  -} 

+ 2 l E kcl 
:l c\

i/1 L IS 72 	
3 

' 	k- 	 =-z 	2 
 u2 
 

- 	kel 

ti 	Ni 2 

w9- 

1 (1 ( 	_ 	Ci‘  

z 
- 3 Q., Wd.  9,  -v 2, 

12, keL 92 
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du, 
01Z. 

ti  

( 4- d-91- r)z) /12, 4 36 kd 	c_42,  — Í 	kct 	2  rscii,  
v v 

1 2. 2 + 

+íoB kd  rv 3  

(4, 
V / 1 go 1 	N, 2 ,ci 

9.t I z  
2 

(-42 	lee) kd 

1<d ?-41 1,) 1È kd 
LI: — 	t.'01 I z  Liz 

L3 

- 3 2 kol 
N 	 ") 2 z tv 2 	r 	NI 3 

V/ VV 
1 C12 	1 	2 

-v 	'" /.4 — 	 ka 	3 

9( 	
w2 

du5 	( 4  

cl J7_ 

, 2 , 
03 -I- 2 	clz  9 1  W2 q 	 2,41i tZ 

131 11 /2 	2  '2- 

— 5C u3  _ 32y kcji  

q
ti 

IL c 	1, 2, 

i t 
dia 

r d/2,) (3.22) 

Na aus'encia da quebra de simetria, ou seja, para 	r
1 
 = 

= r
2 
 =r, w 1 =w 2  =w , u 1  =u 2  =u 3 =u e em d = 6 —c dimensões, as 
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relações acima recaem nas obtidas anteriormente para o modelo de 

Potts de três estados simétrico com campo externo
26 

 . 

Na ausência de quebra de simetria trilinear e quártica, 

ou seja, para w
1 
=w

2 
=w e u 1 

=u 2 
=u 3 

=u e em d = 4 -c dimen 

sões, as relações acima recaem nas obtidas para o modelo de Potts 

de três estados com quebra de simetria quadrática e na presença 

de campo externo
14 . 

UídiiiinçUe aS “all5fOrma9Oes feitas: (a) diminuímos o 

número de graus de liberdade de N a N(Z) = N e -d2"; (b) reescala-

mos o sistema definindo k' = e k de forma a preservarmos a densi-

dade espacial de graus de liberdade N k
d 

= N(Z) k Id ; (c) tomamos 

(2-n i )Z/2 

1) 1( = (I) 	
e 

k e 	
(P I(  , de forma a preservarmos a magnitude 

das flutuações dos campos. 

De acordo com estas transformações, a função de correia 

ção de dois campos G(2,=0) relaciona-se ã de dois campos renormali 

zados G(R) via 

G Ck, 4(, ) = 	< 	K  ckk 

  

I2) 	C 
k 

(3.23) 

onde Ye e W são respectivamente o hamiltoniano nu (bare) e o ite 

rado. Estes se relacionam via 
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_ 	, 	4 t e 	4  C ( 
(-1 

(3.24) 

onde R define as transformações do grupo de renormalização. 

Variando-se os parâmetros do hamiltoniano inicial (va-

riando 0, localizamos um hamiltoniano fixo V invariante frente 

a transformações adicionais, ou seja, invariante frente a R, logo 

diX/d2, . O. 

Examinemos (3.23). Sabemos que a função de correlação 

no ponto fixo é de longo alcance 34
. O hamiltoniano associado a es 

te ponto é, neste sentido, critico. Na região critica, a função 

de correlação de dois campos é dada por 34
: 

K 	cb_ 
(3.25) 

onde n 1 e o expoente crítico da função de correlação. 	Substituin 

do-se (3.25) em (3.23), obtemos que a função de correlação G(9=0) 

dada por: 

> 1 
-(01-11.)e 

a 

 

2- (3.26) 

independerã do processo de renormalização (independente de Z) se 

o parâmetro de reescala dos campos al i  for igual ao expoente críti 

CO p 1 . 

d; 3 	dr 4  
No ponto fixo, sabemos que 

d£ 	d2, = O.  Assim sendo, 
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neste ponto, os parãmetros de reescala dos 

conseqüentemente, os expoentes críticos n i  

campos, e 	e n 2 e , 
e n

2 
serão dados por: 

21 

-1 	 - 	
,,, 

) 	

2, 	
18 k ci 	_ (3.27) 

12, " ( VIÀ -f 
U. — 	

—3 	4  

ã 9z  

2, 
w 

(3.28) 

Na fase desordenada (M =0) e no ponto crítico (r 1  =0), 

as expressões acima serão dadas, respectivamente, por: 

i8 	 (w12  +w)-9 rz 	( 6 	et 	2' 
	(3.29) 

3 1, kc( 	 wz - 9 +r2, Rd (6 - --.3j-f)vv12 

	(3.30) 

= 0) as expressões (3.27) e (3.28) assumirão a forma: 

n a = 	G 

12 Rei 	(21. — L') w12 -1- w2.2  - 	ri  Rd ( 6 — 	v■A22  

Na fase desordenada (M =0) nas na região tricrítica (r 2 

(3.31) 

(3.32) - W
2 

3 r1 kd ( G _ 32 \ 
) wz 
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Estas expresses na aus'encia de quebra de simetria e em 

1/ d 	6 -c dimensoes recaem em 

'Y1 (3.33) 

conforme o obtido por Pytte
26

. 

Em d = 4 -E dimensões e na ausancia de quebra de sime-

tria, n
1 

n = 0, conforme o obtido anteriormente 14
. 

O nosso próximo passo será resolvermos as relações de 

recorrjncia (3.22) para obtermos expressões explicitas para os pa 

rãmetros renormalizados r 1 (9), ;
2 (£), ... como funções de £ e dos 

parãmetros iniciais. 

Para resolvermos tais relações, precisamos fixar a di-

mensão a ser usada, ou seja, precisamos estabelecer qual é a di-

mensão crítica d
c da teoria, acima da qual campo médio e válido 

e abaixo da qual calcularemos a influjncia de flutuações. 

Conforme foi visto na seção 3.1, teorias em wcp 3 
apresen 

tara dimensão crítica d
c = 6 dimensões, enquanto que teorias 	em 

u(1) 4 apresentam dimensão crítica d
c = 4 dimensões. A dimensão crí- 

tica mais apropriada a ser tomada seria, portanto, no caso 	de 

- 
u(1)

4 
+w(1)

3 
 , e d

c =6 dimensões. Na próxima seção incluiremos flutua- 

ções, estudando o problema em d = 6 - c dimensões, onde E << 1. 

No caso, no entanto, de um problema onde o acoplamento 

trilinear w é uma perturbação, podemos reinterpretar o nosso mode 

lo u(1)
4 

+w(p
3 

como um modelo XY, ou seja, uma teoria em (1) 4 
com duas 

componentes com uma perturbação w(1) 3
. Neste caso, tomamos a dimen-

são crítica do modelo XY, d
c = 4 dimensões. 
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3.3 Influência de Flutuações e de Quebra de Simetria no Compor-

tamento Crítico e Tricrítico do Modelo de Potts de Três  

Estados: Um Estudo em d = 6 -E Dimensões 

3.3.1 	Solução das relações de recorrência 

O estudo de teorias na presença de dois acoplamentos 

complexo. Em geral, estabelece-se um dos acoplamentos como uma per 

- 14 36 
turbaçao ' 	, relegando a um segundo plano sua influjncia. 

Muito embora em d = 6 -E dimensões o acoplamento quárti 

co seja aparentemente irrelevante
26 , para o nosso estudo,não o e, 

sendo o responsãvel pelo aparecimento da transição de primeira or 

dem
26 , pontos crítico e tricritico

14  . 

A presença de dois acoplamentos igualmente relevantes ge 

ra um sistema de relações de recorrência de difícil solução. 

Iremos obter, neste trabalho, uma solução aproximada res 

trita a certo intervalo de valores para os acoplamentos u e w, in 

tervalo este conveniente para o estudo dos pontos crítico e tri-

crítico. O estudo do problema mais geral serã deixado para um tra 

balho posterior. 

Passemos, portanto, ã solução. Tendo isto em mente, re-

escreveremos os cl i (Z)'s dados por (3.17) como: 

4 	 _ 	í ( Q)  

 

2 

(, ■ Q) 	rj()-i- 	e ( e) ç'•(Ã) 'pç) 
L
-(Z) ici- ÇZ) 	— 

 

Ci 
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,,a 

9.L(Q).1W 	 (Ç') 	2 :1'̂)i(e) 	(n+ '''È(Ê)(Q)+ 2  f(C)  4 ..vij() ) 

[ 	:è1,(0)1 2 	LA 4- rá (Q) 

(3.34) 

Definimos novos parâmetros renormalizados 

I 	(e) 
2_ 	ri 

Ç 	(P) 

\2x,', 

1.W) 	 f (o) 
2. 	ui, 

1-1-1(12) 	RCQ) 	 (2) 
.2_ 	v, 

que substituídos em (3.22) juntamente com (3.34) gerarão: 

(3.35) 

_ 

dQ. 	dQ. 
1 	4 
z 	de r.1 

N 	 ) ) 

111 ) 	+ 3 G l< vi:1-,(e) 	3Ç, 	+ ±2 1;c  Lli ( Q) -1-1 (.p) 1  

2. 
+ kG U2(0 ,U) — 	( 	3C 	 [ 1 + 3 l1eo  

1 +T1 (Q) 

(Q.

) 
[1 + 11( 

-I- 3C i<, \Va  A ia (e)  
i+i-a i0 	+ 



_24 1.<E, UJ ) 
5 

- 	f1(2) - 11(0) 
+ 

_ 8 k 
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,(n - T23(Q) 	j 
14 1-2(Q) 

(3.36) 

ondesupusernosquef-(Q) % 0(u,w
2 ). Tomamos, agora, que os ter- 

ri 

mos explicitamente 0(u,w
2 ) relacionam-se a f- (t) (os termos en- 

r. 

	

tre chaves). Desta forma, a relação de recorrência para T 1 (2.) 	se 

rã dada por: 

( 2 - i  ) 	oG I 	'1 2  T1  -+ 3G, K b  L/2 2  iz + ia iç L T1 2  

(3.37) 

onde não colocamos, por simplicidade, explicitamente a dependên-

cia em 2, e a relação de recorrência para f. (Z) por: 1   

Ti fo T13 (0 + 3G Itb  V/2  -5 1 2. 10  

t + [t + )/ 1- T2( 

r.1 	Ç.,(0 4. 56 	\A/1  (0 
ci Q 	1  

Tz3(O  

111. 4 -1.- )..tA 
2- 2-1  i<6 e, (F)  1. 1 - 	113(i) 	- e 	U2 (1 1 	L(()- 

 1-r 

( 3.38) 



C 

c0 4 OCO = .1 -Cr [i 1 T1 (0 .1 _ 	eis 	+ Ì,, f c(c) Ti  e 

i +  11 eL ~ 

Ti  f  a) 	.+ I 	f 	+ 	ri a) 	d e, ,. 0(c) 
2 1+ Ti 	 T o 	j 4 110 

Substituímos 
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r 	-2e 	_2c 	p 
---- 	

)-,„ 	
+ E 	od 

ri. 

 

(3.39) 

 

em (3.38) e obtemos: 

    

çï 
e 4 

.2 
+36 Kk, Vq2,  

   

_ 
+  372: 1.2.10  — 	12: r2.( 

1. 4 T2, 	(1-4 -1 .2f  

-14 	-2e 
e - TL e -  i1 ll (  

1. 	T1 (0, 
- 

ke z Le - 
	

: )-(e) 

	 (3.40) 

-+ -1-2 ((') 

Integrando os dois lados de0aZeusando que: 

(3.41) 



-1814 W2 (n[1- 2 -1-2. (C) enLli-F2,(01- 	T2(e)  

.1 -I- 	(Q) 

(v 2 

obtemos: 
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-2t 

e 	Ç (i,) - ç, (o) 	12 ke  Vja.2 (P) 
1. 	1  

2 

— 	(Q) Pn E .t -1- J.,(Q) 	TI(Q)  

j 1 -t 	- 

+ (2 K 6  U) U) ii (Q) 	V(e) ?ir) Li.-i-fi(nj + 

u2(.(2) [ 	 1-

- 	

2.(Q) + 12.( o ) k" ), 	.4 T2( Q ) .fl 	C 
-" 

+ içs 14,  \i\j_t i  - 2 Ti 	[1--t 	- 	 

1 + Ti_ 

.4_ is 1<, 	- 

- 2, T 

1 + Ta, J 

- 	

12, 1<t, U.1.   

2. + Taa  en 1 
(3.42) 

onde facilmente identificamos f- (2,) com o termo entre chaves da- 
r

1 
do por: 
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_ 	Cvf  i(01 - a - C ► , [14.i-1W] (  

1 -+ -1-1 ( 0 

  

A. 

- 	W2 (0 1  _ 2 iz.«) Pv -Ifl+ -1-z (0j 	_  J2.(P)  

+T2. (() 
f 

4 12, k LU) ilt u) 	(Q) En I 1 -+ 	(t) 

  

r 

4 4 I< 	U2(0[ 
	

T2 (Ç) 
	

{1 T.2_(Q) 

(3.43) 

Procedendo da mesma forma com as demais relações de re-

corrência de (3.22), obtemos relações para os novos parametros re 

normalizados dadas por a : 

áI z 

G-4 

2, 
Z 	) 1 2, + 	kg, \A!, 	+1 2 ] 	1 (0 	+./t 	Ua  (3.44) 

,NJ 

/  4 3e Re 	_ 5(2, 1<,,, '14, 4 12 	1,‘,11  
1 dQ, 

 

  

- 2}-11<G 	L), T2.  (3.45) 

    

a por simplicidade, nas relações de recorrjncia não explicitaremos a dependên-
cia'em Q. 
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E 

 

^.1 
N k' 

 ti!  
- 	kto 	k'\" 	-4- 	,/ 	g 	CN) (.1  TI .+ 

	

- 2 	 - 	1 dE 

 

‘2, tz 

-*F 	K1/4;, \7,/, 1,1i  T 	iç Kt) 1\li 	[ 
	

t 	
(3.46) 

(_ 2, -I- C... - 2 7  ) 	± ZIG k 	1.11 	-1- 	a 1-56  UZ  1,:x:11, 2j  1 72, K é, 	-1- 

2 
.4 BI-4, Uz  Tz  

2 
+ F -- 71 -91 )U2s  4- 	K u  1)-2_ v. v.1 — 	 Vv(z.  _4_ 

es.1 

	

) 	 N ) 

	

+ iSc 1.<6 Liz  1;v1,.." 	ic8 kk, 1)3 	ic 4 kt, 	■41, 

-4. .2 1-1 	Vt.  112, 	+ 	1--)2, 

-4 .2 Li k,, U2 U3 Tz, 

(3.47) 

(3.48) 
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(1°3 	ç- 2. I- — 

ci 

,Ns 

t  2'Q kç  ti5  kivt 	72, k, • 	 .2, 

+ '12 	Li' 	9 '14 U: T i  (3.49) 

-‘) - 

) 	— 	 I 	3 R,6  14,12_  
(3.50) 

e expressões para(2,) e f (2,) dadas por: r 2 	fi 

12 kc;  111 	f _ 	4- 
2 

T2 1 [1 4 -1- ] +4 14)  q 

112  — 3G W.2 f  

i Z  

 iz 1 
—il  

-12n E1 4 Til 

n [ I + 
Ï,- Iz  (3.51) 

_ 
— -3 I< b 	Ls-- 	+ T' Êr) El ±T. 11 3 1<c cfri, [1- — Ta, 4. í2 	ti-ajj 

(3.52) 



Substituindo-se estas expressões na relação de recorrãn 

cia para 
(12, 	

(3.45), obtemos: 
dW 1 (i) 
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Como f W. 	0(C» 2)  e t u 	0(u 2 ) d esprezaremos estes fa- 

 tores e consideraremos W.1 
	 1 	1 

w. e U. % u.. Os fatores f- e fu 
con 

1 	 w. 
1 

tribuiriam nas expressões de r 1  (Q)e
2
(t) sõ ã ordem de dois loops, 

Portanto, é razoável despreza-los aqui. 

Suponhamos agora que, assim como os parãmetros não re- 

normalizados 	i 2 , 	 ,.. relacionam-se aos não reescala 

dos r 1 , r 2 , w 1 , w 2  ... via (3.1b), nossos novos parâmetros renor- 

malizados T
1'  T 2 	

W
1 	

... relacionam-se a novos parãmetros 

rEllonÂlindo5 aão reacalddod t 1 (t), t 2 (t), w i (t) „ i a, medintc d5 

mesmas relações, ou seja, via 

T1d) := 	+ E Dji(Q) M(0) 	la ut(e) Mu) 

-1,2.(C) = lalQ) - b tira d.) M(Q) 4 4 112  ) M(2) 

+ 4 Lu) M(F) 

) 	urzin — 4 u2 (Q ) WQ) 
3 

2 
12,1(Q) 	L1le.)1(2) SVV,WH(Q) — 	u1 (ç) H(e) (3.53) 

a
t i (j) e t 2 (Q) são novos parãmetros renormalizados relativos ao hamiltoniano 
(2.17b) a campo h

1 
nulo. 



d , Lvv, + u 

çl»N_I 4 L1 	11.1. d 11  4 M ÇNI 
Q 	 d 2 	, 

	

(J6K 	"t Ui j 3  - 

i z  , r  4 72 KG L v\ii  4 4u, Mi { ti 6w1 Mi- 

214 15-6 t4.2. E vv2._ 	r ta 	11 ,1 4- O 1 1\112 ) 

(3.54) 

du
1
(R) 

De (3.47) tiramos d2, 	
Descontando este fator, iden 

•  

tificamos os termos independentes de M(Q) como a relação de recor 
dw

1
(i) 	 dM(Z)  

rjnciadR, 	
e os dependentes de M(2,) com a relação 	d£ 	da  — 

das, respectivamente, por: 

a 	9 1 ) \Ai1 	3E kc, vv1
3 
— 3Q,  k5:7) w? 

3 	

— 
ã. 	-2 á Q. 

U 2_ V\ra  L 	 (3.55) 
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dR, 	' 

111 

c 11'11 

c 1 
(3.56) 

Procedendo-se da mesma forma com as relaçães para 

dT
1 
 (Z) 	dT 2 (2,) 	dfi(t) 

 d 	
ã 

2- 

__ 3 1<6 liVzz 	3(-) kc 

— 8 K, U2  Wi  É j_ -+ i 	(c, uz  1/4/\/2.  ( E + É ) 

- t-i kC° Z-4 3 ""5-, 	 (3.57) 

dt, 	(2, 9i)  

cl 
1  -1- 3EKe, ~~ L1+ 6k~~~z2 ~ z  

-+ 12, "<b 

	

2 	 2 

	

tl ti 	4 L  1-<(,) LIZ 1-2.  
(3.58) 

dt 	dt 	e 	
(12, 	, obtemos: 

'  

7) 	t 	t'\/2 2  tl + É i + 12 14, 143  t 
dQ 

L12, L. 12. 4 	 (3.59) 
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, 

‘'‘/.1. 	+ J kL, tA,"?, tz2  

(3,60) 

Com o objetivo de avaliarmos em separado a influãncia 

de flutuações e de quebra de simetria, reescrevemos cada um dos 

novos par metros mormalizados como formados de uma parte siã- 
trica e de um termo de quebra de simetria. Assim: 

t i. t o 	-Ho + 3 L (U ) ■ 

Nix; lt) = w (Q) +
Q 
 ( e ) 
w, 

LiL(t) = 	u(e) 	(0 

A(R) 	, R In , j,(2) 

M (Q ) nl(C) + 	(P) 
NI 

(3.61) 

onde t(£), w(Q), u(2,), FIM e m(2) 	são parãmetros renormaliza 



113 

- 	26 
dos relativos ã teoria simétrica , enquanto que os g(Z)'s são pa 

rãmetros renormalizados relativos à quebra de simetria. 

Em g h (t) e gm (0 encontra-se o efeito da quebra de sime 

tria quadrática, trilinear e quártica sobre o campo e a magnetiza 

ção. Tal efeito só aparece por renormalização. 

Substituindo-se (3.61) em (3.58) e (3.59), obtemos: 

_ 	 4 	dom.  
J1 	,à 2, 	d2. 

2 

(2, — 	t-+ g ) 4 36 H 6  ( w + 	) ( E + 	.+ 
v„, 

+ 3G 1<c. ( IN 4 5)4 ( 	_ 	ta 	( u 4 	)(t 4 5 )+ u, 

+ 	ke, (ui-) 
u, 

(3.62) 

e 

- 	(€ -5) + 	2 1-<6  ( 	--t- 	) t 
Jvv, 

4 
N t 	v(c)  ( u t  c' 	( 	

— 
	 )

z 	j<cu 4 cj ii) 	) 
(3.63) 
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yllde estas expressões eram a relação de recorrãncia para a tempe 

ratura reduzida renormalizada da teoria simetrica 26  dada por: 

_ (21) t.  .4_ 42 K c„ ,v 2 
	

+ 16 R6 u e 
	

(3.64) 

e para a quebra de simetria quadrãtica dada por: 

dg 
(2 -7)5 i 6 ICE, uc 4 Ia° k6  w t Ciw  — 12 k(c)  

(3.65) 

De (3.62) e (3.63) obtivemos que as quebras de simetria 

trilineares g (£) e g (t) não são independentes, relacionando-
w1 
	w2 

-se via 

+ 	g v,  (e) = c 
	

(3.66) 

de sorte que definimos: 

g je) 	—3 co 	ci (e) 
3 wi  

(3.67) 

e que as quebra de simetria quãrticas g ul (2,), g u2 (i) e g
u3

(£) não 
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são independentes, relacionando-se via: 

H) + 	(t) 	+ 	( e) =c 
	

(3.68) 

il, 	 U2 c13 

de sorte que definimos: 

gu,u) 	oj i(u 

3 
(C) (3.69) 

26 

e onde n = 12 K 6
w 2 

Substituímos (3.61), (3.67) e (3.69) nas relações de re 

dw 1 	dw2 	 du l (t) 	du2 (£) 	du3 (2,) 
dM(2,) 	dh(Z)  	 correncia para 	di ' IT,  , e 	 

d2, 	' 	d i 	di 	' 	dt 	dR, 

dadas por (3.55), (3.57), (3.56), (3.60) e (3.47) a (3.49), 	res- 

pectivamente, gerando: 

_ s2 n ) 	..i. 481<c)  ti L; 

Ç, 	à 	2, ( 

(3.70) 

, r  
— 2,1)) 	2.8e k e, u kév2  ge 	 (3.71) (  



dm  _ 2 _ 	4 ) ry)  

di. 

(3.73) 

que juntamente com (3.64) compõe o conjunto de relações de recor- 
. 26 

rencia relativas ao problema na ausencia de quebra de simetria . 

Mesmo neste caso, não foi apresentada na literatura nenhuma solu-

ção para este conjunto de relações acopladas. 

obtemos, também, das substituições descritas acima, rela 

ções de recorre^ncia para as quebras de simetrias dadas por: 

d9 	E2  

d 
9,„ 	5) 1-{ (,)  4v ci 4- 8o K, 	t 9w  

+ 32 1-çk, u vv 	k€, 
	L J 5,1  

(3.74) 

cielt u  
j 	 E. _a o s . ei 	g Cs 	a 

Q1 	
A.4. 

116 

S'GLI 1" )  W L, 3 
	 (3.75) 
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1̀ 9u 	.2, 4 e _ 217 ) 	t. 	 k6  vvj u -+ 

Kb II g -4 h4 ire, u z c 
Ju 

(3.76) 

_ ( 4 _ 	_ 	) 3?1  _ ia l'<6 /x) 	j — IZ 1 	E ci 

(3.77) 

_ G 

5., 't 4 2 kb k,1/ 

(3.78) 

Estabelecemos anteriormente E como um parâmetro pequeno 

(E << 1). Se o acoplamento trilinear simétrico não renormalizado 

w for de ordem E1/2,  o renormalizado w(Q) ' w 
ee£/2, 

 a mais baixa 

ordem em E, também será de ordem E 1/2 . Neste caso, observamos que 

termos de um loop nas relações de recorrjncia (3.64) a (3.78) se-

rão de ordem E superior aos de zero loops. Além disso, u(t) t(Q) 

que é de ordem de um loop também será de ordem E, ou seja, 

ut ' u(R) t(2,) % 0(E). Não podemos, por este motivo, desprezar ter 

mo algum nas relações de recorrência que formam, assim, um siste-

ma de equações fortemente acopladas. 



supomos que F(Q) < O(•E ) não apresentam contribuições da for 

. Substituindo-se (3.79) a (3.83) nas relações de recorrên- 

onde 

ma i 
E 
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Para resolvermos estas relações, sugerimos que os para-

metros renormalizados simétricos apresentem a forma: 

EU)
2.e 	F€( 

:
0  

ev e e 	fl.+ C. 1:1 (e) li (3.79) 

Fw (e) 

1N/ 	= W tAi 	CF,,v(e)j 	 (3.80) 

_ a c 	E Pu (Q) 	-2C 
LACe) = u e 	e 	ru u e -{1 	Eu  (e) 

4e 	C-. ►-7?,(() 
/s)n 	 e 	e VI 	

Lie 
time -É 1 + G(e) 1 (  

(3. 81) 

(3.82) 

(„F-,„( e)  
Men = m E e m 	G. Fm (c)_} (3.83) 

cia (3.64) e (3.70) a (3.73), obtemos: 

E F (Q) 	[ hc 1-cb w 2-  + i6 k(c, Lk 
t (3.84) 

(3.85) F Q) 	_ 	8 1<(,, u.) -2' 4 42 kc:, u 
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F u (Q):C t 	 8O 1 b u t 	 (3.86) 

M 
( ) z 	- 	G R6 \,,,p2, 	 (3.87a) 

6  1<c ■ival Fen 	L -  ã 
( 3. 87 b) 

Ao fazermos a aproximação F(£) < 
	estamos na verda- 

E , 

de, restringindo a nossa SolueLS a vaiam do t t 1111 . EJ[d uma 
mação será consistente, como veremos nas próximas seçoes, com os 

valores de R. necessários para o estudo das regiões crítica e tri- 

critica. 

Fazemos o mesmo com relação aos parãmetros renormaliza- 

dos responsáveis pela quebra de simetria, ou seja, 

2e  cF3 d) 	zQ 

9(Q) = 	 t s  	+ e 1-3 (Q)} 

612: u) 

3 v,( e) 7--  9,, 	
, - -- 	+ 	(Q) 

ci„ 

(3.88) 

(3.89) 

-X 
u dy, 9,,  e, e 	941±E. FIA

M' 
— 

(3.90) 

E 51(Q) 

9
ú 	 U 

	e 
-2 c 

Cl e { i +e, Fim} (3.91) 
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- g, 
(Q) 	2P 

C. 	R 	, gm  
(3.92) 

e. 
É Fq  (P) 	4í)  

H - C e 
(3.93) 

Substituimos as expressões acima em (3.65) e em (3.74) a 

(3.78), obtendo 

- 	■,vz 	i G 1-( 6  u t 	1(,) 	t. 9 w  + i2, 1<6 t 29,  
5 	 9 

(3.94) 

e 4  38 N6 w 2  -+ 8c I -<(:) U t 	_e 
2, 

e F (Q) 

LL W skb vv ( 3 9,t — 

 

 

3N 
(3.95) 

   

866 sivul„ (3.96) 
- 2A )< 9 VV 

     

6 F 	_ 	-
4 iria ■ <(,) w 2J 	12.4L- 	u 	1-( Q, \, ,,/ - 9  4  SIG "/ L-À  9w 	ê 

(3.97) 
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12 1-40 	ry, 
	e 	(3.98) 

e "F:  ( — 	
G_

6 
VV2 	(1,V.9 	1

-2 
-4- tni 	j i e 	(3.99) 

- 

De posse das relações de recorrésncia e de suas soluções 

em d = 6 -E dimensões, iremos estudar o comportamento critico e 

tricrítico do modelo. 

3.3.2 Estudo da influência de flutuações e da quebra de simetria 

no comportamento crítico do modelo de Potts de três esta-

dos em d = 6 -E dimensões 

No caso do campo externo aplicado ser negativo h 1
< O, te 

remos que M <O (da fase I) e conseqüentemente r 1 <r
2 

(lembramos que 

r
1 

e r 2 
são dados por (3.1b)). Neste caso, o sistema irã se orde-

nar segundo a componente do campo cl) (fase II). Como a componente 

tl) não se ordena, podemos tomar o traço sobre ela. Obtemos, assim, 

a partir do hamiltoniano renormalizadoet) (3.20), um hamiltonia 

no efetivo (sem alterar a função de partição) dado por: 

eff _ - En 	j 1 diP(k) e — 
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-() 
z 

{I _4 4 â CI CP(k) e 
fc 	 ! 

;:niva  ( ) 
d 1  

cI 

d d 
d9) 7 " .ïj(7 ) q")( ? .) 

d 	-21 	-s) 
LI3 ( e) 	dcl  áci'dcri b((i) 41') 	q) ( - 7-7'1") 

C itz -z reFF (1) "' 3 
C71) 	

+ VVQFF I+ 
	

y f 

     

(3.100) 

onde C e" uma constante e onde 

1 z C■11 (Z) 	-t 	2)1(() 

(3.101) 



e 

--, 

/1.) 	) reg 7= ,71. 	+ 4 u2,10 
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weyç 	+ O( 
312 

 ) 

( 3. 10 2 ) 

(3.103) 

= 	().) 	+ o ( G') 

1 

(3.104) 

 

e 

 

ti e g_ 	(Q) 1— 3 .;\:'2,(e) 

 

(3.105) 

 

e ondeio:1
6gK6 g

5
dg com K6 E- 

u 3 . 

Resolvemos as integrais acima. Substituímos (t) e h(Q) 

por suas expressões em função de T 1 (Q) e í(Q) dadas por 	(3.35), 

(3.43) e (3.52). Fora da região crítica da componente tomamos 

f 2
(Z) % 0(1) obtendo que os parãmetros r eff 

e  h
eff 

do hamiltonia- 

no efetivo serão dados por: 

2  reg 	T.,(4) + 9 k, ‘,V, a) 
2 	_ 

I - 	fia) Vn (1-4-T,M) — Tile)  

- G 1- 6  U f 	— 	) 	112( E ) e i (I+ Tin)) - yh b  \\:/,) 
(3.106) 
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be44 	3 vi):1 (Q) 	Ttil) 4 "hW N (1-+T.,(0)1 

(3.107) 

onde além das substituições citadas,calculamos as integrais. 

Como na composição de W 1
(Z) aparece um parâmetro M(2), 

podemos toma-lo tal que anule c7,7 1 00. Neste caso, o hamiltoniano 

efetivo (3.100) apresenta para h
eff 

.t
eff 

.0 um ponto critico que 

separa uma fase desordenada (t eff 
>0) onde <4)> = O de uma fase or 

denada (t eff 
<0) onde <CPS O. t eff 

e.  a temperatura reduzida as-

sociada ao modelo de Potts de dois estados sendo dada por
26 : 

a  
e 	 -P ,r1(1-1- Leyf 	(3.108) 

Leg 	reyf 4 G 1-Ç, 1-4ey[- 	t yy 

De (3.106) e (3.108) obtemos que a esta temperatura re- 

duzida associa-se o parâmetro T 1 (Q) = t eff 
Observamos também que 

MOO só fornecerã o valor da magnetização do sistema original (ha 

miltoniano (2.15b)) onde <cIP = <C1)> +M(Q) para t eff 	ou seja, 

para <Cli> = O e que tal magnetização é dada por w eff 
=O. Substituin- 

do weff 
=0 em (3.107), obtemos h eff 

=fi(t). 

Pelo que foi visto acima, o ponto critico fica determi- 

nado pelo conjunto de condições: 

weg = 
(3.109) 

5F- 	= 
(3.110) 



h eF  = NU) —c — 

onde desprezamos termos de ordem superior em E. Temos ainda a con 

dição de estarmos fora da região crítica da componente (1), ou seja, 

I2 	= 1 	 (3.112) 

De w
eff 

=
1
(Z) = O, teremos que: 

MU) ,  -vvt(C)  
4 u,( 2 ) 

(3.11 3 ) 

onde usamos a definição de W
1
(£) dada por (3.53). A ordem de zero 

loops (E =0), a expressão acima e.  a da magnetização critica, coin 

cidindo com o resultado de campo médio (2.36). Reescrevemos M(Q) 

da forma: 

1 
Ma), _ w(() 	9,,(E)  _ 	ciuu) 	cJu(() 	1 4 0 (9 z ) 

U(Q) 	wt() 	d(E) 	314(0 

(3.114) 

onde usamos (3.61) para separar a parte simétrica da não simétri-

ca e interpretamos esta última como uma perturbação. 

Substituímos (3.53) em (3.110) e (3.112). Usamos ainda 

M(Q,) dado por (3.114) e os demais parãmetros dados por (3.61). Fa 

125 
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zendo isto obtemos respectivamente: 

-r 4 M  = " 3LLL1 21( Q))  — (21 V:(()) 	(f)  ) C"v 	.4 5 14 	(2(e1))) (- gti 	° U)] 

(3.115) 

12 1n Un-3(e) .4  \A/2( C) 4 3vv(0 
1-i 	 Lt(Q) 

4 54/2(0- 2 ff) 4 	le)j-- 
U 2 (1) I- 	-lu 	12. Li  

(3.116) 

A ordem de zero loops,(3.115) fornecera (lembramos que 

a esta ordem r ti  t) a temperatura reduzida critica r c  u t c de cam 

po médio obtida em (2.37). 

Subtraindo-se (3.115) de (3.116), obtemos à ordem de ze 

5 v\12  	 15 wc-i (3. 117) 
(- 1 

-2 4-J 	.2, 	 Li jÁ 2 	41 4  () Ju  

ec 	 VV4 
u 	 J. 	a vy 	 (3.118) 

ro loops: 
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onde usamos que à ordem de zero loops, cada termo de (3.115) 	e 

(3.116) depende de 2 da forma e 22' (ver (3.79) a (3.83) 	e (3.88) 

a (3.92)). Usamos também as definições (2.35). Cabe notar que G, 

- 
G 
w 
 ,G

u 
 eG

u 
 são quantidades adimensionais. 

Os parâmetros renormalizados M(2,), u(2,) ... 	apresentam 

uma dependência com 2, dada por (3.79) a (3.83) e (3.88) a (3.92). 

Substituindo - se tais dependências e usando dado por (3.118), ob 

temos uma magnetização critica à ordem de um loop dada por: 

M c 
	w 	+ 3Gxv  

1.4_ 

{ F92 c ) 
_ 	ec ) 

4 

 3 L1 L 
	Q, — 	(2e)] + 	9.,12 hin tQc ) L 

(3.119) 

5G  C4 	Z88 Gvv 3Gtv  — G + L 
5 

— 39 G W 

tf 
(3.120) 

onde tomamos t = t com t c 
dado por (2.37). Mantivemos termos até 

w2 c 
a ordem w

2 Zn TT  % c 2,11 e
-22„c

%.c k. Como supusemos nas expressões de 
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(3.79) a (3.83); (3.83) a (3.92) que ü < 	, teremos que ER, serã um pa 

ramefro pequeno de êstpánsíe. Este será o parãmetro de expansão que 

passaremos a usar. 

Afirmamos anteriormente haver uma justificativa para con 

siderar ER, < 1. Olhemos a expressão para a magnetização (3.113). 

A ordem de zero loops e na aus'encia de quebra de simetria, a mag 

netizaçlo critica serâ dada por M c = - 4u  . Tal magnetização deve 

ser pequena para manter a validade da expansão de Landau. Assim, 

como w % 0(E 1/2 ), devemos tomar u ti  0(AE) (A >> 1, mas AE < 1) 

1 	
2 

para que Mc % O( 1/2  « 1). Como E Z c 	
E Zn W, 	teremos 	que 

Ac 
E 9.,

c 
"-= E Zn A. Como Zn A < A e 	EA < 1, teremos que C Q,

c 
< 1 que e 

justamente a nossa suposição inicial. 

Na expressão (3.115) substituímos (3.79) a (3.83), (3.88) a 

(3.92) e Z =St, c 
dado por (3.118), bem como tomamos iterativamente 

t = t
c 

com t c 
dado por (2.37) nos termos de um loop, gerando: 

c_  w 
z 	

3 _ 	Cf 	9 G _ 

[1g0 4 ZgSG 4 123  (G, —LiGj) 11 -5;(, k,v 2 n W 2  

(3.121) 

De (3.111) obtemos que 

t i et) M(0 	 fri 4 3Wi (r)le) 	04 (C) N13(P) 	 (3.122) 
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onde substituímos i71(2,) por (3.53). Substituindo-se M(Z) por (3.113) 

obtemos: 

5 

01(ü 	(2) ti(2) 

1.11 (0 	g U:in 
(3.123) 

Esta expressão, à ordem de zero loops, coincide com a 

de campo médio dada por (2.34). Substituindo-se (3.61) e t(4) da-

do por (3.115) na expressão acima, obtemos: 

9,(e ) 
	w3 (C) 	1 	 91(2 ) 

-1.1 2u) I 1G. 	1G 	w(e) 	'guio 	.22-1u(1) 

(3.124) 

onde, à ordem de zero loops, a expressão acima coincide com o re-

sultado de campo médio dado por (2.38). Substituindo-se em (3.124) 

(3.79) a (3.83), (3.88) a (3.92),10 = 2, c  dado por (3.118), bem co-

mo iterativamente t = t
c 

onde t
c é dado por (2.37), obtemos: 

3 

RC 	W  
koll a  

9 G, — 2  ( 	 G )_} C 2" - 1sG fig5bw- 

— 	 5 	 4 	GLi 	1G vv2,2n \,\1 2  
u 

(3.125) 

onde tomamos h +g h  = h em .4, = O. 



130 

3.3.3 Estudo do efeito de flutuações e de quebra de simetria no  

comportamento tricrítico do modelo de Potts de trjs esta-

dos em d = 6 - E dimensões 

No caso do campo externo aplicado h 1 
 ser positivo, M >0 

(fase I), conseqUentemente
1 

>
2. 

Neste caso, o sistema irá se 

9;. 4ellar segundo i(fase III). Como, neste caso, 1; serão não críti me 

ca, podemos tomar o traço sobre ela. Obtemos, então, partindo 

do hamiltoniano renormalizadoR,(t) (3.20), um hamiltoniano efeti 

vo dependente só de V) sem, no entanto, alterar a função de parti- 

ção. Tal hamiltoniano efetivo será dado por: 

.3-(0e ff 	— i-"»,  
(k) 	e 

_ 
01 

fjci  1 24 ri  
AfoelP) 

ri e. 	{i—A . 	.e 

„ A áet' ■A,',U) (9) (cr) (C) 7) + 

+ cycOlu 
ti 

u,( 0)01) 
91) ((1 ") 	C111-79 + 

d 
, (9) 	[90 Lij'ecl 	 k (e) 9() 

Atn - d 	xL4_ Lreu  tv"i_ (ç (P ) 2- 	A- de sT 4' .4 ■,"eu "4 
- 	2, 	- 

(3.126) 



onde 

p cici  
af0( P) = 	

x 	
r 	(Vq) ) 2  4 U.5  (0 L\l '‘jiii  (3.127) 
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c 
d9 

c~t r
1

(e) 

 

reg.  = 7:2fl )  112 (Q) - 

   

— 3 çjv1 (Q) 	 + 	( F. 
Cl 2  -I. 

11' 
 e) (3.128) 

Lie 	= 11,5  e)  
(3.129) 

`1e4^ o (E2.) (3.130) 

e ond4:1 6 q 4(1 5  K
6 

dq EYTT q
5 

dq. 

Dado que M(Q) é a magnetização segundo Ex), 	teremos 

<0 = m(X) e conseqüentemente <c7")' (x)> = 0, gerando: 



0 E 

dQ 

z 
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( 	 = 

„ AU) 
licickci.tp 	4,  e 

 

e -4(  
) 

-i 	N 

O = rl (Q; hu'd + 3 v■,"/,(Q) 

i;) ( ) 	3 Zi  ) 	dc9 	4 	3 v■/2 (Q) 

a2 -4 

  

Ci 	l'»; (e)  

( 3.131) 

Substituímos (3.131) em (3.128). Calculamos 	as 	inte- 

grais. Substituímos 	2
(£) por seu valor em (3.35) e (3.51) e obte 

MOS: 

- 	1 21e) 4 T;g) 

Nr-1 	41-.(P)) _4 

T2 (n) 

2 fn 2 - 2 -11( 
2 

f) 5 .j 
T,2. (E) 

e Ff 
	

1-2 a) - 	k u 1  

(3.132) 

onde usamos a condição de estar fora do ordenamento segundo (I), ou 



seja, 

1-,(0 =1 (3.133) 
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Substituindo-se (3.35) e (3.52) em (3.131), 	bem 	como 

calculando as integrais e usando (3.133), obtemos: 

'140 11:1 t o 	tr1", Ç3,134) 

O hamiltoniano efetivo (3.126) nada mais é que o do mo-

delo de Potts de dois estados
26

. Ele define, para u
eff 

<O uma tran 

sição de primeira ordem que, em u eff 
= O, transforma-se em de se-

gunda ordem em um ponto: o ponto tricrítico. Lembramos que a tran 

sição de segunda ordem apresenta temperatura reduzida t
eff 

nula 
 

dada por 

he .0 = 'fé 	Rb 
2 
1 	-(' 

' 
t• 4_ 	(_ 	(14 re,{ f)] (3.135) 

' 

Substituindo-se (3.135) em (3,132), teremos que: 

= 	1 2. ( e) + 0(e) (3.136) 

Desta forma no ponto tricrítico, teremos 

(3.137) 



134 

vv, U) ueu = 1--1_3 (n — 
( Q) 

(3.138) 

I1 ( Q) -z o (3.139) 

onde (3.139) resultou de substituirmos (3.137) em (3.134). 

De (3.133) e (3.138), obtemos que a magnetização 	M(t) 

será dada por: 

	

M(F) _3 	Ai(e)  

	

--- /4 	u(e) 
j + 	Bvv4 ) 	Su(Q) _ _ 	9u(e)  7- 9u (Q) 

{
w(C) 	IAM 4 u(e) 1-1(e) 6U(Q) 

(3.140) 

onde usamos (3.53) e (3.61). Substituindo-se (3.140) 	em 	(3.133) 

e em (3.137), obtemos, respectivamente: 

Ti (e)U0 4 w' 2 (Q) 	L(5 + 1,( (C) 	_ 9 3„,,(0 + 27 	ÍrN (1 (O-39 1 (0)1- 
u e) _ L-1 	vv(e) 	w(e) Lit-lin 

1 
_  	\ia uldi +  'c/Á ( ) _ 1 5 ciull 4. 5 _ 	9LIU)  _ 

Li(k) 	L 	Liu(É) 	G 	uk(e) 	tÀ(e) 
i 

(3.141) 

1 2 In= t(e,) 	W 2 (e) q 4 t-t( e)9(e) 	q 9,,u) 
u 	1-1 	w , (c) 	wto 

+ 	[ 	9-11( e)  _ 	cl t (t) 	O 
2 	t-1(12) 	3 	um 

1 
9 Su ()  

u(e) 

(3.142) 
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onde usamos novamente (3.53) e (3.61). Na ausjncia de quebra de 

simetria, a subtração de (3.142) de (3.141) fornece que: 

vvt(') 

In 
L_k 

( 3.14 3 ) 

Substituindo-se por iteração esta expressão nos coefi- 

cientes das quebras de simetria G t s, obtemos que a subtração de 

— 

(3.141) de (3.142) gerara.: 

1 q 	vv(i)  
u (Q ) 

r 

2 L(lç) 	1 + 	9 ( e )  ?-"Q) 	2 
:2+ 	w(e) 	w(c) 

9, (C) 
R we) 

(3.144) 
u(Q) 

 

obte- 

M( C) = 3 ,./(e) 

iC9 u( 
_ 4 u(F)9(P) 	 i5 9u ( e)  _ gulQ) 

9 	,,2(() 	w'in 	52 L(1Q) 	uiel 

Substituindo-se (3.144) em (3.140) e em (3.142), 

mos, respectivamente: 

(3.145) 
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1 

	

5 UM9W  _ 5 1,It9 ) 	Li5 	_ 

vv ?(0 	"Ij wie) 	25b we) 	Li(e) 

(3.146) 

Substituindo-se (3.53) em (3.139) 

PI (Q) 	tia) MU) + 3 vvIl() )ma(É) 4 4  111 (Q) M 3(Q) (3.147) 

Substituindo-se (3.61) bem como M(t) dado por (3.145) e 

t(Q) dado por (3.146) na expressão acima: 

1 ) 

.2.5Q) 

‘V
3
(Q)

4 	

tlins(Q) 	11 	 gula  
liz(e) 	24 	v 2(f) - 	w(e) 	utZ) 

f?) 	92(e)  
37, 	lt (C) .) 

(3.148) 

A ordem de zero loops, (3.145), (3.146) e (3.148) coin-

cidem com as expressões obtidas via campo médio, dadas respectiva 

mente por (2.47), (2.48) e (2.49) já que, a esta ordem, são inde-

pendentes de Q. 

A ordem de zero loops, de (3.134) obtemos 
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— Lrl 1+ 	- 	civv 	1-1- G - 	if 
0 3 	32, 	2 

(3.149) 

onde usamos (3.79) a (3.83) e (3.88) a (3.92) 	e 	as 	definições 

(2.35). 

Já à ordem de um loop, substituímos (3.79) a (3.83) 	e 

(3.88) a (3.92) em (3.145), (3.146) e (3.148) e obtemos respecti-

vamente: 

MHE  = 3 _Y\ {1-G-2G rti. 
1G Lk- 

- 51 G 	Likqg  Gu - Liiiq G 'k(„ \Al 2  EY1  
512 	 f2 	 u 

(3.150) 

t t  ‘, V ‘- 

(-I 
LI 5  
25 6 

c ,, 

1845  G 	
C, ■ 

2q1G 	4_ 51105cu  4 )52.5 14 	2i (,w n " 
7 w  Wn 	t 

(3.151) 

_ 31 	\ Ai 3+ 	ICu„; + 14  cl C, _ 	C7, 	{ I.  4 25G-4  

	

256 u 3 	3 	 9 L 

16c1 	_ 3 .4C5  Gw 	I1813  
25C 	

CI ci  -4 C 	Cui  Wk, v` 	1/`'  

	

.2 '5Q, 	
(3.152) 
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onde usamos R, t dado por (3.149), bem como t =t c  dado por 	(2.48) 

(valor de zero loops) iterativamente nos termos de um loop, 

3.3.4 Razões de parâmetros críticos e tricríticos  

Um dos aspectos importantes do estudo de fenõmenos cri 

ticos é o fato de haver quantidades universais. Tais quantidades 

são de fãcil medida jã que independem de propriedades específicas 

do sistema. 

Em campo médio, razões entre temperatura crítica e tri-

crítica, magnetização crítica e tricrítica e campo magnético cri-

tico e tricrítico são trivialmente universais, jã que campo médio 

um procedimento que apaga as características específicas do sis 

tema. Somente com a inclusão de flutuações, podemos estar seguros 

da universalidade ou não de uma dada razão. 

Assim sendo, a razão entre a temperatura tricrítica da-

da por (3.151) e a temperatura crítica dada por (3.121), apresen-

ta a forma: 

I t  
q {± 4 
9 	1:16 

5.C4 - 
4 

+ — 	C,' 
 Ti G  _ 256 

tc 
 4 — G t g-G 
 2- 	v‘'  - 	 (G I(  — C i p 

-5 	J 

(.15 G et;  

7 ,52j 	3z 2..j 1 	e 	wr2 {)r)  

`i mo  
(3. 153) 

esta expressão é obviamente não universal, pois depende de quanti 
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dades dimensionais w e u. Igualmente a razão entre a magnetização 

tricrítica dada por (3.150) e a magnetização crítica dada por 

(3.120) apresenta a forma: 

( 	— G w  4 .-5 G u  — 
\ 	 32 	8 	14 	15:5 	_ 

M c 	5G,A; 	G u  + ,L(.4 
	4 -- 

t( 

_ 

<2 

;32q 3 i 	61W)3 r 	, uv" tn 	 ‘42.4  

512. (3.154) 

esta expressão, dependente deweuénão universal. Da mesma for 

ma, a razão entre o campo magnético tricrítico dado por (3.152) e 

o campo magnético crítico dado por (3.125) apresenta a forma 

gi (1+ 	ilGv A 4(1 G LA  _ 	) 	 +[4. 	 s  15  _ u  
Rt 	-5 	5 	z.73  

[1 clGw 	( 	- 	
8 	a 

5 -525 G s,„ 	32 1C_5  
6 	,`,) 	

5T-3!5'2, ( I  

25C 	
14, ■.\/` Cn 

(3.155) 

esta expressão também é não universal. Cabe notar que mesmo na au 

sé- ncia de quebra de simetria, estas duas últimas razões são não 

universais. Tal não universalidade não é, de fato, surpreendente 
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já que, em d = 6 -C dimensões os pontos crítico e tricritico são 

quantidades absolutamente independentes. 

3.4 Influência de Flutuações  e de Quebra de Simetria no Compor-

tamento Critico e Tricrítico do Modelo de Potts de três Es- 

tados: Um Estudo em d = 4 -c dimensões 

3.4.1 Forma de escala  em d = 4 -C dimensões  

O estudo de teorias com dois acoplamentos de igual rele 

váncia, como foi ressaltado na seção anterior,e muito complicado. 

Simplificamos tal problema tomando um dos acoplamentos como uma 

perturbação, no caso tomaremos o acoplamento trilinear como uma 

perturbação. 

No limite simétrico, 	na ausência de campo externo 	e 

tomando-se o acoplamento trilinear nulo, o hamiltoniano (2.17b) 

será o do modelo XY que apresenta uma transição de fase contínua 

com expoentes críticos conhecidos10 '
14  . Considerando o campo ex-

terno, as quebras de simetria e o acoplamento trilinear como per 

turbações em torno do modelo XY, estendendo a hipótese de scaling 

usual 14 '
37 , podemos escrever a energia livre associada ao sistema 

COMO: 

( E) w) 	9, ) 9-u 
2.-0( 

L -4).‘„,
1 ~v 

(3.156) 
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onde t 
T -T 

 
e.  a temperatura reduzida do modelo XY e onde T c 

 

c 
a temperatura da transição de segunda ordem XY. Igualmente 

- 0 , 	e 0 1  são expoentes associados às quebras de simetria; 0 é w- u 	u 	 w 

associado ã perturbação trilinear; A é associado ao campo externo 

e a é associado ao comportamento do calor especifico no ponto cri 

tico XY. Para este modelo a magnetização comporta-se como 

< (1) P 
(3.157) 

- 
onde 0 e o expoente do modelo XY. 

O modelo XY com perturbação trilinear w e quebra de si-

metria quadrãtica g e na auséncia de quebra de simetria trilinear 

e quãrtica foi estudado anteriormente 14 . Neste caso, obtiveram-se 

valores para a, 0, w e A
14 . Nesta seção, iremos obter (I)

w
, (I)

u 

e (P u . 

Na auséncia de quebra de simetria trilinear e quãrtica ) 

 foram obtidas14  razões universais de temperatura, magnetização e 

campo magnético calculados nos pontos tricrítico e crítico. Nes-

ta seção, iremos obter tais razões na presença de quebra de sime 

tria trilinear e quãrtica. 

3.4.2 Solução das relações de recorrjncia em d = 4 -E dimensões  

Com a finalidade de obtermos formas explícitas para os 

parãmetros renormalizados r(£), w
i u

i
(£), fl.00 como função 

dos parãmetros não renormalizados da teoria XY simétrica t e u, 

como função das perturbações simétricas não renormalizadas h 1 
e w 



1"2 

relativas ao campo externo e ao termo trilinear e como função dos 

parãmetros não renormalizados de quebra de simetria g, g
w, 

g
u 

e 

g u
, iremos solucionar as relações de recorrência (3.22) expressas 

em d = 4 -E dimensões. 

Tendoistoemmente,reescreveremososq,(9) de forma a 

 separar as contribuiçoes explicitamente de 0(e), ou seja, reèsere 

veremos os q.(2,) como: 

2 
r, -+ i 	ri  (3.1 5 8) 

r t  + 

(1 4 	è.) 

(3.159) 

Substituímos as expressões acima na relação de recorrên 

cia para 	
d k 
	(3.22): 

dr 

2:11 — 	K i4 iJ i  
Z 	'y 2 

— 4 l<14 	1 2  - 1_3 k 	V\JA. - 15 k4 IA/2  _ 

z  

2 

 

1--t 

I 
- 2 

+ 	
 

1 tiz  

 

*- 256 ¡< 4  CN/1 2  	- 271 - 11 2  

( 1  4  r,)Z 

3G <y- 	T-2 	4 
2 	C 

J". (  
Z 

"1"" T2 ) 2  

(3.160) 



e identificamos 

1  - 	
- L1 	14, [ ‘/Ál1z 	,P.',(2.z ] 

(3.161) 

1'7 	12 I1, , u, 	- T, tn 	Pt ‘t 	u2 

1 4 	- 18 	,n 4 Ì1 ) 	
4 Ti 

j _ 

- 18 Ka 	
r 

en () 4 -1 z ) -+ 
(3.162) 

Procedendo da mesma maneira com as relações de recorrên 
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cia para 
2 	dW. 	da. 

dQ ' 	di ' 	dt 
e dh 

áQ , obtemos tanto relações de recor 

rância para os novos parâmetros renormalizados T 2 (t), Wi (i), U i (t) 

e H(Q) definidos em (3.35), dadas por: 

di 	2.-  
- 4,9  I - 	 i <Li U3 T2 - 

d Q 

ti 

(- )2, 	- 3 C kg i/V2.  

U2.  - te, kk., CV, L.)2 	- 	2 ky 	I:"\\/, U3  

(3.163) 

(3.164) 

(3.165) 
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dUI 2 
-= 	_ 3G k kl 	- 	k 4 (-}2- 

d Q 

(3.166) 

d Uz 	c- 	- ia 	- (2 l<4 Uz  03 - /6 k4 022 

	
(3.167) 

(a, 

cl U3  = 	_ 3G kl  U.52  - Kj U42. 

	 (3.168) 

0\k 

(3.169) 
ti 
	

( 3 
	

4 3 	'■(■/1 	- 
	

'‘'‘/‘'z 2 

CO M O 

.42 K L;  U3  1- 	 -rz) 
	

Uz 	1 _ j1  Pn ( 1 +Ti ) _ 

- 3Ç, \N/2, 2 	(I*11.) - 	-4 , 2-1 	rt  -Ã2.) 
	

(3.170) 

= - 	[ - 	En ( 	TA -t 3W2  [ 1 - 	en ( -t 1 4) 
(3.171) 

onde tanto f-
w 
 %0(w

3
) como f

u. 
%0(u

2
) fornecerão contribuições aos 

nossos cálculos. Por simplicidade, tomaremos W. = w. 	e U. = u.. 

	

1 	1 	1 	1 

Novamente esta aproximaçao gera correções ã ordem de dois loops às 

expressões para r t  e 'r' 2 . 

Suponhamos que os novos parametros renormalizados pos-

sam ser escritos como (3.61). Substituindo-se tais expressões na 
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relação de recorrjricia (3.164), obtemos que: 

d\r( 111 	= + 24 du, + ul 	►,1 
cjí 

   

i4 E)1,1/41-3G k 	v1 u , -f 	ky W 	1-  2 	( 1 -t 	)1,11.  — 

/ 

- 36 kw  412  - 	1-<,i  UZ .1 

du
1  

Substituindo-se 	dt dado por (3.166) na expressão aci 
dw

1  
ma, obtemos a uma relação de recorrância para dt 

 e outra para 

dM(Z) 
 dt 

dados por 

	 _ (1+ -Ç- )vv — -3G 	v\jui 	iz 	LÁ z  
d 

(3.173) 

ci  - 	1 - 
2, 	

1‘1 ( 

k 	) 
(3. 1 74 ) 

Procedendo-se da mesma forma com as relações de recor- 
dw 2 	dT 1 	dT 

	

1 	2 	dH(t)  
rância para  	 , obtemos as relações de 

di ' 	dt ' 	dt 	e 	dt 

recorrância para os novos parãmetros renormalizados w 2 (2" ), t 1 (£), 

 t
2
(t) e h(t) associados ao hamiltoniano de (2.17b). Tais relações 

são dadas por: 

(3.172) 

Cl \/ \if 2 - ( -1 -+ 6 	w 	Li I< 	E I < 	v' '11 	Z, 	VV-2. u 

	

2 	
Li 
W 
I 1 

- 	Li V 	Z —  (3.175) 

dC. 
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- 
Zti  - 12, k U l t i - y  Ri.4  Uz t4 - ibl<L4 Vv.1.2 -.ffkH iA/2. 

l

2  

d 
(3.176) 

âz  - 2t z  - aky u,5 12 - k~ “.2 	- 3E, 	vviz 
	

( 3.1 77) 

ciK 2 )?, 	k 4  — 	tL 	 (3.178) 

UM o 01):11‘70 dê aváliãfteA AépAeAdAmWA AS 

cias de quebra de simetria e da perturbação trilinear w, reescre 

veremos os novos parãmetros renormalizados em termos de uma con-

tribuição simétrica relativa ao modelo XY, função de t e u, uma 

perturbação trilinear simétrica w, correção de quebra de simetria 

ao modelo XY, (g, g u , g u ) e correção de quebra de simetria -a per 

turbação trilinear gw . Assim, reescrevemos 

L, (Q)f.(Q) + q IQ) - 	"12( ° 
utn 	

(3.179a) 

‘( ) (n 	9(Q) I- . 9  Wi° 	+ 	W_' ) 	a) 4 9 W 2(1)  91 (0 
2 utn - w 	10 ul0 d 	2,2(c) j 	(3.179b) 

Ez a) = E (e) - "jd) — q W 2 (Q)  
-2 u(ç) 

(3.180) 

vm n 	\V( t ) (3.181a) 



2  
(12, 	

dada por (3.167), teremos que: 
du 

cia para 
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U (Q)LIR) 

W2, ( ) 	W(Q) 	lvv  () 

14 (1) 	u(Q) 	jd (Q) — 1- 	( ç) 

(3.181b) 

(3.1 82) 

(3.1 8 3) 

di (Q) 	U(e) 4 9u (Q) (3.184) 

U s a) 	L(C) _ , ( e) 
	

(3.185) 

(Q ) 

(3.186) 

W1.0 0410_1_ 	vv1C) 

u(e) -) 	-8 LIN) 6.1 	Lfie) 

3 „ w  ui  9 	- 
03u) L4 

- 2 ta)vV(e q 1 0 	tR)WM  g i m 
LiM Ju z u2 (i) Ju 

(3.187) 

Substituindo-se estas expressões na relação de recorrên 

Uá U  2 

J.1L 	dZ, 	cr■),, 

u — 4o ki_f 	_4. e 	I  — I ► 8 	ue l  
Ju 	 Ju  

(3.188) 
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de forma que obtemos uma relação de recorrência para o acoplamen- 

to quãrtico da teoria simétrica dada por: 

	 - E u 	Lr() k„, u 2 
	

(3.189) 

cl 

e uma relação de recorrência para uma das quebras de simetria quár 

tica 

Ok
I 

— L 4 ok
I 

JU 	 JU 

Procedendo-se da mesma forma com 

0.190 

du 	dw. 	dt 1 	1 i 	clã 
d£ ' 	dk ' 	(12., 	e  d£ 

dadas, respectivamente, pelas expressões (3.166) e de 	(3.173) a 

(3.178), obtemos relações de recorr'encia para o modelo XY simétri 

co dadas por: 

— 	KLA U t 
	

(3.191) 

Á‘l  (3 	) 

cl 

(3.192) 

M 
k 

(3.193) 

onde t(i) é a nova temperatura renormalizada para o modelo XY si 

métrico. h(9) e M(2) são o novo campo e a magnetização renormali-

zada. Obtemos também, a relação de recorréncia para a perturbação 

trilinear w 
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ávv _ 	ç: W _ 	k4 Lt 
dçc 	/ 

(3.194) 

bem como as relações de recorr'encia relativas 'as contribuições de 

quebra de simetria dadas por: 

á5 	2kLi uci 
dO, 

(3.195) 

" 

	

( 1-F 
	

)gyv 

	 I< u 
	 (3.196) 

q 	G, o 
deiu 

- 12<4 9u (3. 1 97) 

Tais relações apresentam como solução: 

(3.198) 

(3.199) 

Q(Q)
2/5  

(3.200) 

) 

	

(3.201) 
Iv1 (.Q 
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* 

 

wiC) 	siv 

   

(3.202) 

  

/5 

  

-te r  
W) 1/5  

( 3.203) 

(3.204) 

(3.205) 

CM) I5 
 

eC 
9u  e 	

(3.206) 

onde 

Ca) 	4 + 
14* 

- onde u e o ponto fixo do modelo XY dado por: 

(3.207) 

(3.208) 

onde a temperaturá reduzida não renormalizada do modelo XY t rela 
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ciona-se aos parâmetros do hamiltoniano não renormalizado simetri 

co via: 

r 4- q W 2 	 (3.209) 
U 

A 
e o novo campo externo h não renormalizado, relaciona-se aos para 

metros do hamiltoniano inicial via: 

Pi 

	

3 w24 	 24 VI n -.7.: 	 — 	— 	 - 	- 
L 	LÀ -3 	8 	u a vv 	IG 	u3 

Cl .-11

2

) [1.9 	 ( 9—  9' -+ 3 )i g 	Lio  L/ 2, 	2. 
(3.210) 

Na ausência de quebra de simetria trilinear e quãrtica, 

ou seja, para g
w 
 = g

u 
 = g

u = 0, os nossos resultados coincidem com 

os obtidos por Blankschtein et a1. 14 , que desconsideraram estas 

duas quebras de simetria. 

3.4.3 Estudo da influencia de flutuações e de quebra de simetria  

no comportamento crítico do modelo de Potts de troes esta-

dos em d = 4 -E dimensões 

No caso do campo externo aplicado ser negativo, h
1 

< 0, 

a magnetização M será também negativa, M <0 (na fase I). Neste ca 

so,
12 e o sistema se ordenara segundo (P. Como (1) é não críti 

ca, podemos tomar o traço parcial sobre V), obtendo a partir do ha 
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miltonianoi(Z), um hamiltoniano efetivo, preservando a função de 

partição. Tal hamiltoniano efetivo serã, então, dado por: 

1 '\).3 
_2_, 	reFf  9, 	(U7, b) J.4 Weff 4, 	fç  e ) 4 	 0- - 

(3.211) 

onde 

Y '“ = 
4 L1 2  1()) IS w). (e) 

(3.212) 

heç 	1(Q) 4 3  

we  

(3.213) 

(3.214) 

(3.215) 

   

k 4 	9 3 rl e1  k 	2 I 
(3.216) 

   

o 
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Substituindo-se, em (3.212),f 1 (t) por (3.35) 	e (3. 1 62 ) , 

resolvendo-se as integrais e usando a condição de estar fora do 

ordenamento segundo q), ou seja, usando 

1 2, ( 0 ,.1 	 (3.217) 

obtemos que 

Y'eç = Ti(() — C k g  d i (C) 
	- riu)Cn (iiiito) 	-h 	4 2 (0 _f  

ti 

Kg 	 n (i4r,(o) -+ 	
Ti(Q) 

Titf) j  (3.218) 

Tomando-se M(9) tal que anule weff' 
teremos que o hamil 

toniano efetivo é o do modelo de Ising. Tal modelo apresenta uma 

temperatura reduzida dada por
10

: 

teU = roeH: A- 6 Kl  tleSv [1 - fr g P (' 4 ref ) 
	

(3.219) 

Substituindo-se (3.219) em (3.218) obtemos que: 

heR -- 11W 4 O ( w z ) 
	

(3.220) 

O modelo de Ising apresenta um ponto critico em h eff 
= 

= t
eff 

= 0. Substituindo-se,em (3.213),17100 por (3.35) e (3.171), 

resolvendo-se as integrais e usando a condição (3.217) de estar 
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fora do ordenamento segundo i, obtemos que 

h 	171 (() ) 	3  
('FÇ 

v■i,10 	— Ti (t) 	( 14.11 t 0)] 	
(3.221) 

Assim, o ponto critico ficara determinado por: 

we Ff 	) 	o 
	

(3.222) 

beg , 	11 (e) 
	

(3.223) 

\l eu = 	
,e 	 (3.224) 

De (3.222) obtemos que a magnetização M(9) será dada por: 

C)  

ti LI I R) 

	

_ w(C) 	5 gw (Wt  5 ga le) 	3  11( fli  

	

LILA le) 	w(e) 	/-4 	UM 	10 	u(C) 
(3.225) 

onde usamos (3.61) e (3.179) a (3.187). Substituindo-se a expres-

são acima em (3.217) e em (3.223) obtemos: 
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T2 1t) 	t(Ofi_ 3_ (jutn 	cve) 	w 2(e)  
ic 	(Q) J 	4 	LM') 

\Ai 2 	
( u 

1\ 
 - 

Li  3 w 	(e) 	(3.226) )  	 8 • z (e) 	12_ LM) 

Ti (Q) 	1(Q) [i 4 3 	guK ) ] 	3(e) — _91 	w.2(ç)  

±0 	u(e) 	 u(t2)  

— 	u2w) 

	

21 w 2(e) 	(e) _4_ 14  w2(e)  q 1  ( 
L( 2 () -)Lj  -'11 (3.227) 

onde usamos (3.61) e de (3.179)a (3.187). Multiplicamos 	(3.227) r (£)1 	3 gut  ("– 
e (3.226) respectivamente por 	

3 g:  i _i_
10 u(0_1 

e r 	
10 u(0_ 
— 	 • Após, 

subtraímos as express6es resultantes, obtendo, -a ordem de 	zero 

loops: 

e c 

_ 9 e, t 13 G, .-- 	C, i  
2c 	G 

pc 	_ 
(3.228) 



M c = 	 
4u 

4- 5  G, 

l t  
_e 
- r 	2 

f"C ) 

1+ 3 G, 

O C u  
3 

R C N„\/ 2 

c" 

4 
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onde usamos as expressões de (3.198) a (3.206) -a ordem de zero loops e as de- 

-R, 
finições (2.35). Substituímos e c  em Q(2) dado por (3.207), obte 

MOS 

Q ) 

u 	 e - 
_ t)c  

-  
4-  

e_ 	R 
	

(3.229) 

-C 

onde R E 1 +(u*  —u)/u * (e 	c  —1) 

Substituindo-se (3.228) e (3.229) nas dependãncias com 

2, de (3.198) a (3.206) e estas expressões em (3.225), obtemos 	a 

magnetização no ponto crítico dada por (lembramos que <(i)>. = M): 

(3.230) 

Em u = u 



W 2  c 
r c 

'c vv 
M _ - 1 	/ 	1  VV` 
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lo (3.23 1 ) 

onde 13.- = 1  - c 
cl) 	2 	5-  e onde usamos 

c1 
ci v,/ 	 ) CitÀ 	L 	e 

À ordem de zero loops (E =0), a expressão (3.231) coincide com 

o resultado (2.36) obtido via campo médio se reescrevermos G e G w 

como funções de G e G
w 

dados por (3.179b) e (3.181b) 

Substituindo-se (3.228) e (3.229) nas expressões de 

(3.198) a (3.206) e as expressões resultantes em (3.227), obtemos 

que a temperatura reduzida XY t calculada no ponto crítico de 

Potts serã dada por: 

E 

t 3 
	

15-  

44 c 
iLA 

9 

w 2  
(1 

(3.232) 

Em u = u 
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1 

 

= — G -f 	Cu 
15 

 

1Ã G ' 

9 u 	k 

e 

c) " 
(3.233) 

onde á = 1 +rd 

A. ordem de zero loops (C =()), substituindo-se este vá-

lor de t c 
em (3.209), obtemos um valor para r c 

 idêntico ao obtido 

em (2.37) via teoria de campo médio, se substituirmos G e G w 
pe-

las expressões (3.179b) e (3.181b) funções de a e Õ. 

Substituindo-se M(Q) dado por (3.225), t(Z) dado por 

(3.227) na expressão (3.224), onde 11(Z) é dado por (3.61) ) e usan-

do de (3.179) a (3.187), obtemos: 

1‘  , ,(C) 	— 
u`(2) 

(e)  )(0 .1_ 

yv 2.(C) 

 

44 	9,4(C) 
	

4)Lici 	9,4(() 
	

(3.234) 

5 	u(E) 
	

3 	L4 (e) 

Substituindo-se (3.228) e (3.229) nas expressões 	de 

(3.198) a (3.206), e as expressões resultantes em (3.234), 	obte- 

mos o campo magnético fi calculado no ponto crítico dado por: 



C 
- 5_ 

_ 

ti e 3.235) 
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A 

f 
( c  

•1 

+ Z. C1 + 

Em u = u * 

gc = — 	( ■,v2 
A / 
	°/(--3/z 	

2.4 

a G  
,t3 G 	r  ) 	 1 	

c, 

4  
.5 	L, 	

5 
3 ci L( 	

(,,v2 
co4,  (3.236) 

onde A 	3 
= 2 - TU 

A ordem de zero loops (E =0), substituindo-se 	fi c 	
em 

(3.210), obtemos um valor para h 1 	identico ao (2.38) obtido via 
c 

teoria de campo médio, se substituirmos G e Gw  por (3.179b) e (3.181b). 

Na ausencia de quebra de simetria trilinear e quártica, 

a temperatura, a magnetização e o campo magnético críticos coin-

cidem com resultados de Blankschtein e Aharony
14

. 
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3.4.4 Estudo da influ'encia de flutuações e da quebra de simetria 

no comportamento tricritico do modelo de Potts de tres es-

tados em d = 4 -c dimensões 

No caso de h 1  >0, a magnetização M >0, conseqUentemente 

1 >f
2 
e o sistema se ordena segundo a componente Cl) dos campos. 

Como (I)é não critica, tomamos T 1 (Q)  = 1 e podemos tomar o traço 

parcial sobre esta componente, obtendo a partir do hamiltoniano 

(3.13) um hamiltoniano efetivo semelhante ao (3.78) dado por: 

rnv 
e 
	

- 	2, 
	reff 	(.\7(P) 2] 	LieUs g" £1 + Vei: 	,} 	(3.237) 

onde 

reg = 1(e) 	4 1-1210 

— 	"4( 0 	h(e) — 	v-tjj (e) 
r1 (0 

 

(3.238) 

 

L'eçç" 	Li3(n - 	N2 2  ■,'.', (e) 
2. ( e) 

(3.239) 

(3.240) 
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14  9 	I (3.241) 

    

Dado que MOO é o parâmetro responsãvel pela magnetiza-

ção do sistema, teremos (lembrar que <0> = M(0) 

o 

O 	rii,( Ê) 4 5 "', 2 1 e) 

(3.242) 

Substituindo-se h(Q) obtido da expressão acima, na ex-

pressão para r eff  dada por (3.239) e calculando-se as integrais, 

obtemos: 

reu  = Tz lQ) — 6 k 	A I (Q) — 	r‘;̀1/2a( °' ) J [I— a(e)en(1-+T.,(C))1 — 

r•J 2 
— 11 k w 

2 
en 	T ■ Q) 	_ T.210 Pn ige) 
t--T 1 10 	i— Ã2M) 	2 

(3.243) 

onde usamos a expressão para f 2 (Z) (3.61) e (3.170), 	bem 	como 

T
1
(Q) = 1. Substituindo-se (3.61) e (3.171) em (3.242) 	e 	calcu- 

lando-se as integrações, obtemos: 

(3.244) 
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Conforme foi visto na seção 3.3.3, o hamiltoniano efeti 

vo (3.237) descreve, para u
eff 

<0 uma transição de primeira ordem 

que transforma-se em de segunda (u
eff 

>0 t
eff 

=0) em um ponto 

tricrítico (u
eff t eff 

=0), onde t
eff 

 e a temperatura reduzida pa 

ra o modelo de Ising em d = 4 - c dimensões, dada por
10

: 

.f €Ff 	reff 	k i4  ueff l 1 _ re u ). ,()  ( 14 rergi 	(3.245) 

De posse desta relação, estabelecemos o ponto tricríti-

co pelo conjunto de expressões: 

1-2.  (e) =--0 

LleF 	 \A/2(C) 

Tm) 

(3.246) 

(3.247) 

Tl ç e ) (3.248) 

De (3.247) obtemos que a magnetização renormalizada tri 

crítica será dada por: 

M (C ) 

	

w(e) 	i _ 	,7) giALO  

	

uco 	( 	2-1 
Ej ,', (o) 	_ 
u(C ) 

[ 	2  ),7-re) 	uce) (3.249) 
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onde usamos (3.61) bem como (3.179) a (3.187). 

Substituindo - se (3.249) em (3.246) e em (3.248) bem co-

mo usando (3.61) e (3.179) a (3.187), obtemos respectivamente: 

(0 	tU) 	tA/ 2 (e) 	2-1 	v1 ( (/) 	(() — 	
!''`'' .

( f) ».(t) 1- 	 A.+ 
U(e) 	3C 	u2(e) 	u 2 (e) 

4.1 Ff 	4 9 u ()) 	gut (n _ o  
 1G uu) 	3  u(e) (3.250) 

"T1 (Q) 	t(e) -I- V) 	kA,,2 (e)  _ 65 	1,v2(e) 	(C) — 
u() 	d- (e) 

.._ 6 w(e.)\( ..2utã‘  ri _ ,,,,e )  _ , ,„, 

	

,(e) 	L 	Qat_i(C) 	G 	L1(Q) 

2 
	ci 

u(G) 
 u(Q) 

	

8 gu ie) 	_ 
2  u(C) J 

(3.251) 

Na ausência de quebra de simetria, subtraindo-se (3.250) 

de (3.251) teremos que: 

( 3 .25 2) 

8 u(C) 

Substituindo-se (3.252) nos termos de quebra de sime-

tria em (3.250) e (3.251) e tomando-se a diferença entre as duas 

expressões resultantes, teremos 
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wa )  ‘ra Lac; 
u(C ) 

_ 	
u 

4 ut0a 	9u(e) 	15 9 i  
4 	 ie) 

- 	24 'w2(.0 30 	1-1(Q) 	2y 	u(e) 

r 

(3.253) 

ordem de dois loops, usando as expressões de 	(3.198) 

a (3.206), obtemos: 

P t  
e 

t E  = 	2G 	4  Çiu 	3 
5 1  32 	 40 	1Z (3.254) 

Substituindo-se (3,253) em (3.249), a magnetização terá 

a forma: 

►vice) = w(e) 	_ 	G(e) _ 	ct w (c) — 
u(e) L 	1) 	Lt 

	

-1-83  c, u (c) _ 	GL,  (c) 
-12.80 	 12R 

(3.255) 

onde usamos (2.35). Substituímos (3.254) e (3.229) nas expressões 

(3.198) a (3.206) e as expressões resultantes em (3.255). Obtemos, 

então, a magnetização no ponto tricrítico dada por: 



G 
 r 	

2/ 
") 	5  3 

ri 6 ) 
3C, 	12, G, I: 

w  G u  
8G 

2_3 c 
—  

 ./1.1 
3 

-1-- 
R ( ü1rt)2] 7J 
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(3.256) 

Em u = u 

M
t f--,

2 

)84  çt 
u* 

_ 
w z • 1 ç't 

2C 

W2 	

Fol 
 	t_( 

[ sc, 
8  	C/ti r t/ 	1 

L U 4( 6 .) (3.257) 

A ordem de zero loops (E =0), esta expressão 	coincide 

com o resultado de campo médio (2.47) se substituirmos G e G
w por 

funções de a e 	dadas por (3.179b) e (3.181b). 

Substituindo-se (3.253) em (3.250), obtemos: 

EU) 	q 	( e ) 139 	Liou(e)91e)_  39 9,,(Q) 	1.3 /CO  
U(e) 	 g v,,, "2-(e) 	8 	ute) 	ti 	u(e) 	(3.258) 
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Substituindo-se (3.254) e (3.229) em (3.198) a (3.206), 

e as expressões resultantes em (3.258), obtemos a temperatura re-

duzida XY t calculada no ponto tricritico de Potts dada por: 

t-. - 9 	w 
t - 

(4,4 U 

) 2 
39 	 3q G R "—* 

e 4  

(3.259) 

Em u = u 

o 	? 	1J9-1 
t i 	 çt.  

6 1-1 	uk 
39 -t ¡CG - ,59 C, 

c. 	L1  

2- e 
4 

c 

+ _ 73 c 	(t'/ 2  Yi.) 10  Li 	Cl 	u  

( 3 .260) 

-A ordem de zero loops (E =0), substituindo-se 	t t 	
em 

(3.209), obtemos r t  que apresentara o mesmo valor que o obtido em 

(2.48) via teoria de campo médio, se substituirmos G e G
w 

por fun 

ções de G e G
w 

dadas por (3.179b) e (3.181b). 

No ponto tricritico H(9C) dado por (3.242) 	será.. nulo. 

Substituindo-se (3.61), M(2) dado por (3.255), usando as 	expres- 

sões (3.179) a (3.187), bem como, usando t(9) dado por 	(3.258), 



81 (w
2 

25C 

6/4, -5/2 
Yt, 1 1 

   

3 420 
í 

1 
e 
10 

t) (3.263) 
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na expressão H(Z) = 0, obtemos 

i  R) 	81 	w 3 ( 	.f 	5É 	_ 	.qu i0) 

256 	1,( 2 (0 L 	2 + 	w 2(e) 	120 	tAU) 

„i eu) 
3G 	u(a 

(3.261) 

Substituindo-se (3.254) e (3.229) nas  expressões 	de  

(3.198) a (3.206) e as expressões resultantes em (3.261), obtemos 

o campo magnético externo calculado no ponto tricrítico dado por: 

   

   

— 81 	W-3  

256 L4 z  

 

 

   

 

e 	-- 

411 L5 

 

4 9g+  G' 
3Ç u  

(3.262) 

  

Em u = u * 
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A ordem de zero loops (c =0), substituindo-se 	h
t 	

em 

(3.210), obtemos h 1 	ao obtido em (2.49) via teoria de 
I t 

campo médio, se substituirmos G e G
w 

por funções de G
w 
e G dadas 

por (3.179b) e (3.181b). 

3.4.5 Razões de parãmetros críticos e tricríticos 

Ao construirmos expressões para a temperatura reduzida 

XY, magnetização e campo magnético nos pontos crítico e tricríti-

co, podemos faz&-lo, separando cada um dos parâmetros da forma 

x 	Aw e 	G, , 	 (3.264) 

onde x = t,m,h e e = , 
23 24—T , respectivamente. Assim, a razão 

entre as temperaturas tricrítica e crítica, dadas respectivamente 

por (3.259) e (3.260) e por (3.232) e (3.233) torã, então, a forma: 

26 	 G 

-1-- 1- 39 i- ie G; - -2 Gc, (k'v 2  í--'t )
5 +  .1., Gül  (w 2  f.  Vc i 	_.. 

1L1 	/ 	 L 	
c 

te', L 	 8 
_ 	

\ 	/ 

	

- 	( j.  
f 	10

— 

.-/s  - C 	.+ 	-- 5 
G Li 	'-' 2 ç.c

/ 
  G— ..L._ G ul  (vx( 2 f.c  ) 70 	fc  

L,t 	(._.) 	■ ?a 	/ 

? v\, 2 C  \ 	'' 

* • 	
3(A -t-  10 (-1 -+ 	3+1  Gi--i ( j:4  ) tj 5

12 5, 

	'2'6 	Ei, 
(14 —Lt  
	  e\j)  

5 

(3.265) 

(

_E 
To 1 -L.) 

Se 	3Q  



onde em u = u 

t 	[ 39+ LOG] 	ye 	 G 
- 	

 (7,-) 	t I  - 	

o 

 4
o 

—G1  

• /5 
5 J.-é 	4 8 çc  

  

G/ _1 
'10 

(.1 	r 	14. 
- 

u 	L 14B 	2 1 	e.  

(3.266) 

Analisemos inicialmente o caso de u = u . Neste caso, 

os dois primeiros termos de (3.266) são universais. Na aus&ncia 

de quebra de simetria trilinear e quártica, o termo entre chaves 

Será igual a 1. Neste caso, a razão de temperaturas crítica e tricríti 

ca serã universal
14 . No caso, no entanto, da presença de quebra 

de simetria trilinear e quártica, tal universalidade é quebrada. 

Para u 	, mesmo na aus -encia de quebra de simetria, a 
t 

razão -E 
serã não universal. A uni

)E 
.± 	

14

versalidade, neste caso, e recu 
2 

perada se tomarmos o limite de - 
w 	O 	,ou seja, sa << E . 
2 c 

A razão entre a magnetização tricrítica e crítica dadas 

respectivamente por (3.256) e (3.257) e por (3.230) e (3.231) te-

rá, por sua vez, a forma: 
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F,c, 

c 	1 4-i 
)ro -,  

.(7/5 

;c 20 20 

2C E 
kiv 2 i 	23Lfq 	(tiv 2  ry 	G 

[5 	rá 	Jr 1 2 Çw 	 1(" (2) -( ç5.- f‘5) -) 	e 
3Cw 

 ev ` Ç') 1- 5  u( \LÏ2ç Li  ri  c G (3.267) 

onde em u = u 

Mc  

c 	c 
5 

rc 

G vi 

Els  

_I -+ 	íc  

	

2e 	 2C 	 C 

	

Aj
u2lE  5- 	2—G1 	5  -4- C 	

5 5 
c 

e 

(,-) g 	€ 	
7.3 cre'i_ 

10 - 	e/k2  

(3.268) 

Como anteriormente, a não universalidade de (3.268) só' 

existe na presença de quebra de simetria trilinear e quãrtica 14  . 
(w 2\s 

Jã no caso u Au *  somente no limite 
u) 	

O e na ausência de que 

bra de simetria trilinear e quártica, esta razão será universal. 

A razão entre os campos magnéticos tricrítico e crítico dados, res 

pectivamente, por (3.262) e (3.263) e por (3.235) e (3.236) terá a forma: 



onde em u = u 

      

2E 	2E 
2G 	 5 

G 

	

r2 5 / 81- 	6 -4 1_ Cu   — - - - 	u 	1 
i2 	

it 
C.,  

L 
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—
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2é. 	 e 

_ 	Gu  (— 	

'D 4_ 	çut  ív 
LI L  

‘1 1 ) /Ic  

16 	3 	120 	u 	36 	1 	i  
2e 

	

5 	Á 	 t/ 
349 C; 112  )%) 	5'e [14 2.4G 	(w' 

1-1   

 

G 	
2€. 

1-1 	 Ç 	Gt( -11X2  ) 3  j I w2 	(;-/à c:6 

2ta 	L  

*
ti) (—Çc )- ■ 

So 	u c 	[1. 4 	CuC (_. 2  P1 

(3.269 ) 

w2 ( 
G / 	 si 

Sg-À- ct4 FL 	3i-ig G o ft  
36 3 

(3.270) 

Igualmente aqui em u =u
* 

a não universalidade da razão 

de parâmetros é gerada pela presença das quebras de simetria tri 

linear e quártica. Tomando-se G u 
= Gu = 0, a expressão será uni- 

versai 14 No caso de u Au , mesmo 

dade esta condicionada a tomarmos 

para G u = Gu 	
0, a universali- 

(w
2 

n  14 
\ u) 	

• 



3.5 Aplicação ao SrTiO 3  

Como foi demonstrado no capítulo 2 (seção 2.3), o SrTiO 3 

sob a ação de uma pressão p, descrito pelo hamiltoniano (2.71), so 

fre ) 
 para altas temperaturas,(ver figura 2.7) uma transição de fa-

se estrutural (de segunda ordem) de uma fase pseudoclibica, a tri 

gonal. Baixando a temperatura, o sistema sofrera um segundo orde-

namento estrutural, desta vez será uma transição de fase de pri- 

meira ordem da fase trigonal para uma fase pseudotetragonal. Co-

mo i neste segundo ordenamento, (1) 0  e.  não crítica, tomamos o traço 

sobre ela, obtendo o hamiltoniano de Potts (2.76) como função de 

parãmetros de (2.71). 

Olhando tal procedimento, devemos chamar a atenção para 

o fato de que próximo ao ponto bicrítico, como a transição trigo 

nal-pseudotetragonal está muito próxima ã pseudoctibica-trigonal, 

o 
k O gerando, assim, divergências ao tomarmos o traço sobre 0

o 

(ver (2.77)). 

Se, no entanto, aplicarmos as transformações do grupo 

de renormalização a (2.73), geramos 
o

(2,
1
) = 1 e eliminamos tais 

divergências. Podemos, neste caso, tomar o traço sobre cl)
o
(£

1
) e 

por conseguinte, obtemos um hamiltoniano (2.76) de Potts, onde ca 

da um dos parãmetros (2.77) é função de parãmetros renormalizados 

função de £
1 
de (2.71). Para obtermos estes parãmetros renormaliza 

dos explicitamente, deveríamos gerar e resolver as relações de re 

corrãncia a eles associadas. Como isto encontra-se na literatu-

ra 32 , não iremos fazê-lo aqui. Usaremos, no entanto, os resulta-

dos "  lã obtidos. 

Longe do ponto bicrítico ( r̂.
o 
 >> O) 	podemos tomar o tra 
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u (3.272) 

2E 
24 	G 	}-t 	14. 

0 1. 	t 	* 
ii0 	 _5 

E nio (3.273) G„') 	U -1 	Ë 	54 9  G
uc 

á 
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ço sobre (P
o 

sem renormalização, ou seja, neste caso
'1 

= 0. 

Para estudarmos o comportamento crítico e tricrítico as 

sociados 'a transição trigonal-pseudotetragonal, aplicamos confor-

me o descrito na seção 3.2, as transformações do grupo de renorma 

lização ao hamiltoniano (2.76) (os parãmetros deste hamiltoniano 

serão função de 2, 1 
prOximo do ponto bicrítico). No caso do ponto 

crítico, como (1) 2  j não critica, tomamos tais transformações ate 

2
(R, c ) = 1; no caso do ponto tricrítico, como Cr) ë não crítica, to  

mamos tais transformações ate 1 (2 t ) = 1. 

De (3.270) sabemos que a razão entre o campo tricrítico 

de Potts e o campo crítico de Potts é dada por: 

	

_C 	 2E 

SI 
	 2 TC> ói  

	

1 	n(c,)(.‘_"!_) 	b(C„) 	 (3.271) 

ondeG,G,G 	eG
ut 	

u 	u 
são os valores de G e G nos pontos cri u

c 	
uc 	u t 	 — 

tico e tricrítico, respectivamente. 

De (2.72) e (2.77), obtemos: 
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(Lus) at (D)  St.(P,) 

4'oc U1) Foc (C,) &R) 

 

(3.274) 

 

Supondo que Po (2.1) % P 	(2, ) 	e 	Cl
O  

) 	(Z ) 	Cpoc(2,1) 	o 
t 	

1 	
Po 
	1 	t 	1 

que em campo médio é verdadeiro (ver (2.83), (2.85), (2.86), (2.88)), 

obtemos que: 

(3.275) 

R c 

tanto para a região bicrítica como fora dela. 	Substituindo-se 

(3.275) em (3.271), obtemos que: 

 

RI 	í si ■ 

iG 	80 

ae 
\ -"!3- 	, 	2 
) 	b (11Y ) 

-1 1" 

 

 

(3.276) 

Observemos detalhadamente esta expressão. À ordem de ze 

ro loops (e =O) a razão 

I 	_ 5, oc,L 

iG 
(3.277) 

confere com a de campo médio dada pelas Eqs. (2.84) e (2.87) e é 

trivialmente universal. Na ausência de quebra de simetria trili- 

near e quãrtica, em tr?s dimensões (E =1), correções de flutuações 



gerarão, uma razão dada por 32  
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(3.278) 

que corrige campo médio em cerca de q.12%. 

Para compatibilizarmos o hamiltoniano de Potts dado por 

(2.17b) e por (2.18) com o do SrTiO 3  dado por (2.76) e (2.77) 	de 

vemos tomar 

(3.2 7 9) 

(3.280) 

e, conseqüentemente 

u 1  (Sç TO3 ) 	( 

t-t 4  (SrTiO3 ) (3.281) 

onde 

(3.282) 

2-Á 

ou seja 

(3.283) 
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Substituindo-se u 1  e u 2 por suas expressões em (2.79) 

G 	5,4, 	{12, bei  -1. b ei  

\--) 

	

3 	[ 	bit Pl 
o 

(3.284) 

Substituindo-se os parâmetros do SrTiO 3  por (2.69) e p 

e (5 por seus valores calculados no ponto critico dados por (2.84) 

e (2.85), obtemos 

-Z 
O. iie Xo 

No ponto tricritico de campo médio 

(3.285) 

- O.CAC. to (3.286) 

onde substituímos p e d em (3.284) por seus valores no ponto tri-

critico dados por (2.87) e (2.88). 

Substituindo-se (3.279), (3.285) e (3.286) 	em 	(3.276) 

obtemos: 

1 _ o 21 ío 	

ae 	 6 
_ 	, 5 	 10  

ãi 	21 10 	
-2 	2 

 

iG 30 ) 	

b* 

(3.287) 
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Uma questão interessante é vermos qual o peso da corre-

ção não universal de flutuações e quebra de simetria sobre o va-

lor da razão
t
RS

c
. Tal correção corresponde a expressão não uni 

versal apresentada entre chaves. Para tanto, iremos tomar um pos- 

2 
sível valor de Y-- . De (2.77) e (2.74) sabemos que 

u 
 

W 	2 rf2. 	U,) 
3 

••■ 

Li s 	o 	(3.288) 

Substituindo-se (2.78) em (3.288), obtemos 

W ' 
: ,,0 ' (Q1) 	t e

, I 	Lcik 

(3.289) • r,  

Consideremos a região bicrítica. Nesta região, o 
é cri 

tico e, conseqüentemente, iteram-se as relações de recorrjncia ate 

o 
(2,

1
) = 1. De (2.74) e (2.78), r 0 ( 21) = -1. Reescrevemos, então, (3.289) 

COMO: 

  

[ 	
((2, ) .Y 

[ u0 ( P.) 4- 	( )_} 1.4 

 

(P.) 
9 	I uo (P,) 

. 	 (3.290) 

 

32 
Da solução das relações de recorrencia relativas a (2.74), 

obtemos que 
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1 w vc 	uout) 	( v,2: ) 3 

u* 	. 	o 4. 	u,„' 
(3.291) 

V 

de recorrência relativas ao hamiltoniano (2.74)
32

, tomamos u 	
1

(R, = ' 	) - u*
H  

E 
onde- 	 é o ponto fixo do modelo de Heisemberg associa- 

4 
da a (2.74). 

	

Assim, dado que u = u   
, 
obtemos que na re- 

XY 	4 0 K4  

gião bicritica, 

vv2  o. oc3 
21 4  

(3.292) 

Substituindo-se (3.292) e E =1 em (3.287), obtemos que 

a razão 

(3.293) 

corrige em cerca de 1% o resultado universal (3.278) obtido na au 

sência de quebra de simetria quartica 14  . 

Em termos experimentais, na verdade, cada uma destas cor 

reções é difícil de constatar. É notável, no entanto, ressaltar que 

a influãncia de flutuações e quebra de simetria trilinear (1%), des 

prezada por outros autores 14
, gera correções maiores que as obti-

das sõ por flutuações (0.12%) e por eles considerada. 

Neste capítulo, obtivemos correção de flutuações ao com 

portamento crítico e tricrítico do modelo de Potts de trjs esta- 

De (2.69) temos que
-7 

% 	e da solução das relações 
11 

 

o 



dos. 

Realizamos este estudo em dois casos distintos: 	(a) em 

d = 6 -c dimensões onde tanto o acoplamento trilinear como o quãr 

tico, são igualmente relevantes. Neste caso, obtivemos que flutua 

ções (mesmo sem quebra de simetria) geram razões de parãmetros cri 

ticos e tricríticos não universais. Lembramos que, em campo médio, 

tais razões são trivialmente adimensionais; (b) em d = 4 - E di- 

2 
mensões, onde 17

u 
 — « 1. Neste caso, a presença de quebra de sime- 

tria trilinear e quãrtica, gera razões não universais. 

Obtivemos, ainda, que como conseqUncia da não universa 

lidade da razão de campo magnético critico e campo magnético tri-
6 

critico, a razão entre 	— (lembramos que S é o fator que forne- 
c 

ce o quanto a pressão é não diagonal) para o SrTiO 3 
sobre pressão 

p//[1+8, 1+8, 1-26] é não universal. 

No próximo capítulo, estudaremos a equação de estado pa 

ra este modelo. 
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4. EQUAÇÃO  DE ESTADO E RAZÃO DE SUSCEPTIBILIDADES CALCULADAS 

ACIMA E ABAIXO DA TEMPERATURA CRITICA 

4.1 	Introdução  

No capítulo anterior, vimos que podemos interpretar 	o 

modelo de Potts de três estados como um modelo XY sob a ação de 

uma perturbação trilinear. Na aus'encia de tal perturbação temos o 

modelo XY e, na sua presença, o modelo de Potts. A passagem de um 

comportamento a outro denomina-se usualmente de crossover
33 . 

Nas próximas seções iremos estudar este crossover. Obte 

remos, para isto, o comportamento critico de quantidades físicas 

tais como a magnetização, a susceptiblidade e a energia livre, bem 

como a razão de susceptibilidades calculadas acima e abaixo da tem 

peratura crítica. Além disto, obteremos a influência de flutua-

ções sobre a forma da curva de coexistência entre as fases I e II 

(a equação de estado h 1  x r). Finalmente, aplicaremos este resul-

tado ao SrTiO 3* 

4.2 Funções Termodinãmicas  

A energia livre por grau de liberdade é dada por 34 : 

F 	3. 	- fv, 

N/ 

E aG 1 
N 

(4.1) 

onde 1.13 = t 1/kT esta contido em F e onde N é o número de graus 
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de liberdade e ZW a função de partição associada a (3.1). Para 

o modelo XY simétrico (w
1 
 =w 2 ; u

1 
 =u

2 
 =u 3  =u e r

1 
=r

2 
=r),funçOes 

termodinãmicas tais como a susceptibilidade associada a 	(2.17b) 

. 
apresentam divergências infravermelhas em r = O como foi mostrado na seção 3.1. 

Com a finalidade de evitarmos tais divergincias, aplicamos as trans 

formações do grupo de renormalizaçio conforme o explicado no ca- 

pitulo anterior (seção 3,2), As transformações não mudam em nada 

a função de partição Z, produzem, no entanto, uma redução do mime 

ro de graus de liberdade do sistema de N a N' = N e d2 	de forma 

que a energia livre por grau de liberdade relaciona-se à energia 

livre por grau de liberdade renormalizada via: 

FER] 	e 
_AC 
 F C g(t)] 

_de [3t(e)] 	3-uoj 
(4.2) 

onde separamos a energia livre por grau de liberdade renormaliza-

da em dois termos: um independente dos campos CIS e F[gW) ] e 

um dependente dos campos jt,  e tf, F
1
[X(t)]. O primeiro termo provem 

de 0 (2,) e será dado pela solução da relação de recorren 

cia (3.22) 

	 = á ?so — _4. 	1-<4 	(i n [ 	?",(Q)) (14 rz(())
] 

(4.3) 

cuja solução em d = 4 -E dimensões e dada por: 
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-d? 	 -dE 

r,(Q) 
2 

{. 1 4 Fi () 	(;. ( 

r  

214 	e 	{ tn LI-tr,d)ni+ F(i)1 - LeW+1- ri. NI 	wi.N1 3 +U(NI 4 h 1 M _ 

(4,4) 

onde usamos r o  dado por (3.1b) e tomamos r (

R, 

o 

-d 	e[1 -K ]. Lem 
(I 	a 

bramos que r o 
e uma constante arbitraria e mudar seu valor não al 

tera propriedades físicas associadas ã energia livre. 

Podemos resolver as integrais em (4.4). Tomemos a pri 

meira e apliquemos uma solução por partes: 

e A 
cl e 

e 	-N"\ [ 14  ç's; ( O] jç' = 

e 
3 4 	 e_cle [ -1.;(Q)   _ 

712(
0 	clQA  

kq 	e.
-c112 e 	Lit- 71 (0 	 - 	

(ik 

2d 

	

1,4 	 (ti 	_ en(ti 
2d 

(Q) + 7' 2  _ 	 (e) 2n e 	- 
2 

( 1 + 71(0) — en (i+ it (P)) 

 

_cc 

E). 	

ri ( 

 

(4.5) 
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1  
onde usamos que 	, 
	

= 2 1 	à ordem de zero loops 	(ver (3.22)). 

Para a segunda integral, obtemos uma expressão análoga. 	Substi- 

tuindo-se estas duas integrais em (4.4) obtemos: 

\ 
- 	_ G.  4-  çl tn(it(jj+ 	Cn(f-t? 2. ) 4 

- tr.] (t+ 1 ) - Én (i+ çr;) - C 	[I- r1 (Q) -1' 12,(Q) 

Z2 
4 71  (Q) Cn( 	, ∎ Q)) 4_ --'2,(Q) t n (i+çr-t(e)) 	- 

- en t 	1 1 	)) 	-en ( 1 4 72. 	) 

— 	e 	712(0.) r 	4 	M
2

-4- Wi 	4 U,
3 	

111 11 
2 	 2 

o 

Olhemos com atenção a integral 

1 	- 1.5 	e-Q\11‘ 	 ?"2.2.(e) 
J 

(4.6) 

(4.7) 

tomemos E 1  (2,) = T
1 
 (Z) +0(c) 	e 2

(£) = T 2 +0(c). Substituindo-se 

T
1 
 (Z) e T 2

(Z) por (3.53) obtemos: 
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A 

_de ( 
L(b 4 •tat iQ‘ ) + 2 tá ()[ (ç2) I1 1 (Q) 4 12 Lii ( ĵ)(94() .] 

2 Lz 	{- 6 w„( 	M(Q) 	ui (t%)) 112(Q)1 1-  1.6  wi (e) vid) 4 izu t d)0(ê)] 4  • 

- 	Vv d.) N1( F ) 	/I 1( 2._ (() r12-W z  i [.  

   

k i4  

d 
O 

J 

  

   

 

w2 ( C ) t2
() 4 	INI (t 	( W:12 ( i) 	kid.12( )) 

2 

 

 

( 	 ( 	U1 (04- 
_ (2 u_i (011 d) _ Lj  u 2. 1 ) -1z( Q.) 

  

01C"  
.2U ú2 ( ) 	 [- 3G L W — 	 .} e 

( 4 . 8) 
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Os termos entre colchetes nada mais são que as relações 

de recorrjncia para 

A 

á [ e  

CQ 

n/ L
n
A  

[ e 	Li t01 
dQ 

G " 
2 e 

e 	vvi t0 

t 

ái 

-G 
[ 

(4.9) 

respectivamente, 	como podemos verificar das 	expressões (3.173) 	a 

(3.178). 	Substituímos 	(4.9) 	em (4.8) 	e calculamos 	as integrais, 

obtendo: 
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t,2(i:) 4 	ji - 

rd) ÁM(0 
L 	chi 

1 = 
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M(Q) 	 
dk\, 

4 i Md) tid) 	MU.)  	+ 

   

   

vvi ( L) d 11(0  + M(C) d'v1d) ,1-F  N1 5 (é)[u.1 (0 d. 1°) -1. 

,i(Q) c11 (0 
cd. 

,t) 
, 

1.1.2  e (1.) + e.2.4 (i) 	+ e. 	E L mu)] - FIM] 
d 

o 

k Li  

() 
e 	E(d.) 4 9 ( L ) 	w(  ) 	( ê  

-2, 	L.4 (b 

l<4 f 
--• 

-4- 5 
	t(e)  9(() -- 

10 u(e) 

f2, _ 9 	v■-ii() 	Ít() 	- 	'\ -sL) .9 	- 9 vv 2 a0  9 I (j) 

	

2 U(Q) 	 Laê) 	u 2 (e) 

u'e‘.) 
ud.) .L1 

O - MU)] - U[m] 

- 	 2. E(Q ) - 9 w - (e) LU)) AQ 4 e FLNun 
o 	 uva 
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_ciP 
e 	÷ 	[M(Q)] 4 = 	ky  Eis) 

   

t 	_ 	_st 
z_, 

( 4.10) 

onde usamos as definições (3.279) e (3.280), substituímos o com- 

portamento com X dos parâmetros pelas expressões de 	Ç3.198) 	a 

(3.208) e integramos. A expressão 

2 	 5 
F [ (vi m] 	R( e ) tico 	a + 	t M Pue) + vvf.t (wi(e) -f U1  (P) )1(e) 

(4.11) 

nada mais é que a energia livre de Landau para o modelo de Potts 

de três estados escrita em função dos novos parâmetros renormali 

zados. Substituindo-se (4.10) em (4.6), obtemos que a parte de 

energia livre independente dos campos será dada por: 

P. 
	 ro 1C. 

Fo  e ] L. 	— . 1<4 	 + 71 2 	►1) 	e 	1. 4. 
2 c-) 

- Pn I+ 	- (7-n (i+ Y1) - e-d(' 	- 	- fiz (() 	7:1( 0eri(i +it1 (P)) 

?' 2 (e) 	(1-1- Fim 	7:1  ) — en( 4 	( Q)) — C? ( 1 4 72.  ( )) +4 _dé 	. z ,s 1 
 e 	[ 	( 'f) tz(0 .1 

o 

(4.1 2) 
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onde tomamos r 1 ; t 1 tO(c) e h - h i tO(u), 

A parte dependente dos campos na Eq. (4.2) sairá do lo- 

garitmo da parte dependente dos campos da função de partição (3.19), 

ou seja, de 

Fi IVO] 	- 	 - 	1_ 
	[ r, ( e) dp '--F (((P )a 

(P 2 +(VY) 2 	Zi le) CP 3  — 3 	C• Y 2.4  

	

U1(L) 4)4 t 2u, ► 0 ( t+ 2 + u 2s (U) 	il(t)4) 

(4.13) 

Expandimos os termos não quadráticos nos campos da expo 

nencial e obtemos: 

à 4) cl 	{ — 	+ 

d e ) 3 .7■,./2 	) 

-\1 42 + 1?Lt2 	(% ) Z 	P L 
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Fi ladni. 
z 
A 	i G) [(r4 7:1 U)] c 1 + 	j 

{. 	■7)/ 1 (É) 	
(5 	

'AO 

	

e 	(li _ n 1 _  

	

J e, 	dq) 

-[ 3 \Z'a (Ê) 	f 4) 4)2 C 	c-idic14)  + 

J
.  

el 4 dg")  

uLto 	1 (P`' 
_ £(0 

e 	(14_,  

r 
_I e 

a-U 
zJ Pn [9 2 -+ 7,W1 4c1 4 

+ 3 U1(e) 	1 )2 	-7:1(c) 

(4.14) 

Estamos interessados em obter o comportamento de fun-

ções termodinãmicas na região crítica. Nesta região, conforme vi-

mos nas seções 3.3 e 3.4, a componente é não crítica, logo 

..í. 2 (R,) r\-,  0(1). 	Já 	a 	componente 	(I) 	ordena - se 	e
1
00 -9- 0. 

A energia livre não deve ser singular nesta região, mas derivadas 

dela o serão. Neste sentido, separaremos a energia livre em dois 

4 
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termos: um regular ao i" 1 (t) 	0, ou seja, um termo cuja derivada 

de segunda ordem com relação a y£) não seja divergente, e 	um 

termo singular, ou seja, um termo cuja derivada de segunda ordem 

com relação a
1 
 (t) seja divergente ao r 1 
	

0. 

Neste sentido, reescrevemos (4.14), ã ordem de um loop, 

C OM O : 

F4 	Pt (C) + (4.15) 

Fi d) 	141 f_i 	-R n 	1 	?i a)]  + `7,(2.) - 7í z(Q) Qn [1 -1-  
8 1  

2  4- ;,(e) 	en 	+ ?/2.ltn2. - 7 à) 	+ ?/(Q)] 

(4.16) 

v1 5 (Q ) 

 

71 2. (Q) rer) r1  (C) 

 

3 (4.17) 

Podemos observar que derivadas de F 1  dado por (4.16) 

com relação a
1
(2,) são regulares em 

1
(2,) 	O, enquanto que já a 

derivada segunda com relação a f.
1
(t) de F

1 	
dado por (4.17) diver 

ge logaritmamente ao r 1 (2,) 	0. Termos de ordem superior 	(dois 

loops, trás loops, etc ...) que são função de 
1
(2,) podem apresen 

tar igualmente derivadas segundas em r 1 (2) divergáncias. Por este 
motivo, faz-se necessário ressomarem-se estes termos divergentes 

em 
1
(Z) O a toda ordem no número de loops. 
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Para separarmos estes termos, olharemos os termos díver 

gentes da derivada segunda de F
1
(2,) em relação a i

1
(Z)

' 
ou seja, 

derivamos (4.14) da forma: 

 

1 1  
+ 6 ui  (Q) if 	'9  

[9 2 -4 ?'..t(0] 4  

 

R)  

= 	2 
• c. o 

 

(4.18) 

Tomamos d = 4 -c dimensões e reescrevemos a integral aci 

ma como: 

1 4 ir; ( e ) 

 

3-G Q 

	cki  
ej+ 

  

1- 
2 

 

ky  

   

     

  

nu) 

  

 

- 	Y1 (Q)
=  

   

(4.19) 

No limite de 
1
(£) 	O, a expressão 
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ti 
i4";») 	 147A 

el 

kl  '2 
-1+ -ç

2 	 -24 -€ J9 	 ,, 	1

y ci _ ri li) (i - 	7 	2'1 
[1 2 4.7 ,u)]` 	Z 

r III 
i1(0  

r- 	r 
E 

(4.20) 

terá um termo regular e um singular. Como queremos calcular somen 

te a parte singular de (4.18), desprezaremos os termos regulares 

de (4.20). Substituindo-se a parte singular de (4.20) em (4.18), 

obtemos 

á 2F, 

et 7,(0_ 6  

  

— 
2E 

	

- 	 -C 

	

ri (e) 	6 ü1 (•) kl-, 	ri  U) 

(4. 21) 

Somando-se e subtraindo-se à (4.21) um termo convenien-

te, obtemos um polinSmio dado por: 

J 2  ri. (O 

71 (ei 	2 14 u, (Q) g  

5 
(4.22) 

Assim sendo, ã ordem mais baixa em c: 
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_Ç 

\(i(a 	3C LI,) k,  ( l,.(sh 2  - 	) 	- 

49 a.1 10
6  

ç4.23? 

Juntando-se (4.23) e (4.16) .a (4.12), 	reescrevemos 	a 

energia livre (4.2) da forma: 

F + çs 
(4.24) 

u tQ) 	
4 

e  
I L(11) M(Q) + 

:de .[. 	b(Q) [.  tu) — st.  ,,v7-(Q.)  1 4.
- 	 L) 	 a tç utg.) 

1 1 (Q)   	+ 3G11,1() )  km 
+ 1.31 U) 1\114(Q)— Ç\1Q) M(Q) _ 

/ta,  U,11) 

-7 .12.(Q) 	 1-2„ 2 (Q) 	Vn T2. 11) 1 
-4 UM) 	7) 

3 
1A/A M U )+ 

_G 	
1/3  

7j(t) - 

(4.25) 

onde f
s 
contém a singularidade associada ã energia livre e onde 
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1' -7- 	l<4 	i 	?2_ 	nEs+?,] 	?-1enL1-t?13 ,-. 
8 

rç4al n (i+  ? 1 	±-f— 
	 (4.26) 

E e onde u l  , 	. Como veremos mais tarde, 2, contem as singula 
36

E 
 K 4  

cidades relacionadas ao modelo XY. Neste sentido, f r 
é regular jã 

que independe de R, enquanto que f s 
é a parte da energia livre ge 

radora de singularidades. Como vemos, hã duas singularidades: uma 

relacionada ao ponto critico de Potts que ocorre ao r 1 (R) 	O e 

que estã em F
1 

; outra, relacionada ao comportamento crítico XY 

	

que ocorre ao t ± O (dado w 	O). 

Por conveniência, reescreveremos a magnetização como: 

(Q) = 	v1/411") 	
4_ 	11-1(Q) 
	 (4.27) 

4 LUO.) 

onde M(i) = -w 1 (t)/4u 1 (£) é a magnetização crítica (ver (3.226)). 

Substituindo-se (4.27) em(4.25), obteremos que: 

L 

-de k. 	ÉU0 	 I.  E(Q) - 	w2M 	VIU) NAU0 
ç 	 2. 	m) Un) L 	 Lt (-Aia) 

L1(ovv, 2(e) _ 
3? um) 

1- 
TM.)  i + u o \ 	Tia) - 1 11 

15 
 -j 
	

t1 	rçN(e)-A- 

u i cu 	ui
2 

s 
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te) " 4 (0 — heff 
	

(4.28) 

onde 

Ls 	E 1 11) — w2(Q )  

ext (Q) 

heç =) 4 	E1(Q)  v■/,(0 - 
4 uh(Q) 

1M) 	Leg 	4 Lt1l0 en 2 (Q) 
	

(4.29) 

Cabe notar que o último termo de (4.28) é a energia li-

vre de Landau para um sistema Ising de temperatura reduzida t eff' 

campo externo h eff 
e magnetização m(2.)

10
. t

eff 
fornece, como vi-

mos em (3.224), a diferença entre a temperatura reduzida XY t(Z) 

e o seu valor no ponto critico de Potts. 

De (3.242), sabemos que: 

2  VI (Q,) 	Li(Q.) M(Q) + 3 v\ii (Q) Ma ) 4 u1(Q) kv‘ 

3 
 K

4  ■;‘',/ (e) 	Tan _ 3 	Q) 	 - .2..(Q-) 
.1 

(4.30) 
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Substituindo-se (4.27) na expressão acima, teremos que: 

Ee mtt) n 4 u1 1Q) r(Q) ± 6 N Lut) mu) TI R) 	TIML) 

(4.31 ) 

onde usamos a condição de estar fora da região crítica de IP, ou 

seja, usamos que T 2 (Q) = 1. Esta expressão e, na verdade, o míni- 

mo da energia livre F com relação a variações de m(2,) e é a ex- 

pressão para a equação de estado de um sistema Ising
10 

 . 

A susceptibilidade longitudinal é dada pela função de 

correlação dos campos <(j) (i)> a momento nulo, ou seja, para o hamil 

toniano não renormalizado é dada por: 

(4.32) 

Como vimos na seção 3.1, para evitarmos divergências in 

fravermelhas ao r O, aplicamos ao problema as transformações do 

grupo de renormalização. . 

Ao aplicarmos as transformações do grupo de renormaliza 

ção, redefinimos os campos da forma CI)(2,) = e 11). Tendo isto em 

mente, podemos associar a susceptibilidade renormalizada x(K(Z)) 

:à susceptibilidade física X (não renormalizada) dada por (4.32) 

10 via 	: 

(4.33) 
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ou seja, usando o hamiltoniano (3.20), calculamos xa(0) e obte- 

mos 

0 3 ,10  
e 	r1(12) 	LU ) 	("' 	I 	— 1 9ai 7,u1 

Nz 
18 KL4  wi (k) 

_ 18 l<14  \-",x):U.) j 	13  `k\  
o  ice - 4 ?-iakni 

(4.34) 

Substituindo-se (3.35) e (3.162) bem como resolvendo-se 

as integrais, obtemos que em T 2 (Z) = 1, a expressão anterior as-

sume a forma: 

-1  = e 	.-1-  it) + 6  H  LILIQ) Tíln PO TS. a ) +- 

.4_ Ki 	{ i 	CnTito] I 
(4.35) 

Obtivemos até agora expressões para a energia livre, pa 

ra a equação de estado e para a susceptibilidade como função de 

Z. A equação T 2 (£) = 1 dada por (3.227) tem como solução a expres 

são: 
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i s 	) 	 
w 	w 0vi4,4 

9m  

u  

(4.36) 

K á obtido substituindo-se (4.36) na dependjncia em Q de (3.227). 

Esta dependencia e dada pelas expressões de (3.198) ate 	(3.208). 

Desta forma/ K será dado por: 

.. X .I. )ÃZ IX3)XN))(31 
41 	45  xi[ _ 	+ 	x" 12 

Xr 

onde definimos 

" -tjt x5) 
(4.37) 

 

ut  

w 4. 

   

   

     



g u  

u 	4) M W u s Tw 

5 — w  (1)1, (1)„, 

  

(4.38) 

 

e obtemos 

U = Z  ( i + _5_ ) 
	

(4.39) 

onde este é o valor do expoente do comprimento de correlação para 

o modelo XY 10 . Desta forma, podemos ver diretamente de (4.36) que 
1/(P

w 
ao w 	-9-0, e comporta-se como o comprimento de correlação 	do 

modelo XY. Alem disso, obtemos: 

(\) = 	1 .4 -e-- 	 (4.40) 
ic 
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(4.41) 

que são os expoentes associados ã quebra de simetria quadrática e 

ao termo trilinear obtidos por Blankschtein et al. 14  e que forne- 

cem o crossover do comportamento XY simétrico ao XY com quebra de 

simetria e do XY ao Potts, respectivamente. Igualmente, obtemos: 
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(4.42) 

,(4)- - --e u - 	5 
(4. 43) 

  

10 
(4,44) 

 

que são os expoentes associados ã quebra de simetria trilinear e 

quãrtica. Estes expoentes nunca foram antes obtidos
18 

 . 

De (4.29) sabemos que: 

_ 	— 	É te.) 

	

es- f - 	 1 	 - 

\iv 2 (C) 
 A 	LI(.) 

(4.45) 

esta expressão pode ser reescrita como (3.228). Cada parâmetro de 

Q. 
(3.228) apresenta uma dependgncia em e dada pelas expressões de 

(3.198) ate (3.208). Substituindo-se em (4.45) este comportamento 

em e por (4.36), obtemos que: 

B 

[ 

[. I x2, )(3.)(4, )(51 x 

+ — 2 E (14 XI 
10 	5 lo 

+ A e 1 	(4.46) 

n 	j 	 (4.47) 



(e,) 	tes, ç  
/I um) 

m ( C) 	feSI  
u,1Q) 

_ 12, R4 ut(e) ?r) 
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A=- 	pr, 
5 

. x _ 	x 	a x5 C 	.5 (4.48) 

X -= c 
	x  (4.49) 

X X Pn u /1/4/ 	 (4,50) 

K = k j X1= 

 

 

 

_ z. ?c, 	5 -t _4 Xy _ 44 X 	1 -t 
_2, 	.20 	 5 	1C) (4.51) 

  

A condição de se estar no ponto crítico é satisfeita por 

t
eff 

=0 ou seja, por X = x c . 

Sob a condição T
2
00 = 1 e tomando h

eff 
= 0,a expressão 

(4.28), mínimo da energia livre, tem como solução: 

(4.52) 

- 12 kiA  ui tÊ) 	2 teff 	 (4.53) 

tesçAi ll (4.54) 
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onde estas soluções foram obtidas por iteração no número de loops. 

A primeira solução e o mínimo da energia livre (4.28) 

para t
eff 

> O e h
eff 

= 0, ou seja, para região acima do ponto cri 

tico na continuação analítica da curva de coexistência entre as 

fases I e II, A segunda e a terceira solu5ão ;  são mínimos da ener 

gia livre (4.28) para t eff  >0 e h eff  = 0, ou seja, para a região 
w

1 
 (Z) 

da curva de coexistência entre as fases I M(R) = 4u (Z) + m(Z) 	e 

w1(° 	
, 

a fase II (MU) - - 	m(0) . Assim, 2m(R)é o salto de 4u 1 00 

magnetização entre as fases I e II (Fig. 4.1). 

h'Ff 

Figura 4.1 - Diagrama heff  - teff : A fase I apresenta magneti- 
w (t) 

zação M
I M-

(t)
4u

1 

 1
(t) 	

mm(R)e a fase 	II I 

1  M
II

(R) = 	 m(t). Estas duas fases estão 4u (R) 

separadas por uma linha de primeira ordem heff  = O 

que em t
eff = O acaba em um ponto crítico. 	Para 

t
eff > O o sistema apresenta 	magnetização w 1  (t) M( t) - 4u 1  (t) • 
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De (3.201) sabemos que m(9) = m e
(1—E12)£ de sorte que 

tanto (4.53) como (4.54) são reescritos como: 

 

4 -e 
6 

 

1 15 
R 	 tn2,} e 

 

 

(4.55) 

onde 

_€12  
4 	.efç 

   

  

   

6 

2 	L11 

 

k 23  

(4.56) 

UI  

_ c 1z 

(4.57) 

onde substituímos t eff 
por (4.46) em R e onde u l  = £136 K 4 . 

Substituindo-se t eff 
por (4.46) com R dado por (4.56) e 

e
2, por (4.36) obtemos: 

[ 	
'/-1- 	v\I I.  i + .Ç.--.. /-\ 	4 

2 

(4.58) G ‘ç 	p,.)  (2. 1:? B) 
6 Lií R 
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()) 
"1 

2 	020 

(4.59) 

= 7- (4.60) 
G 

Observemos, cuidadosamente, esta expressão. 	Lembremos 

que w ë o parãmetro de "crossover" entre o modelo XY e o modelo 
1/d) 

de Potts. Para w ±0, a temperatura reduzida t= w w  anula-se e m 

irá a zero com expoente 0 = XY' 
ou seja, com expoente do modelo 

XY w 

tria quadrática, esta forma recai na da linha critica do modelo 

XY com quebra de simetria
12  . Neste caso, temos a transição de se-

gunda ordem deste modelo
10 . Tomando w R), o sistema ordena-se se 

gundo Potts, ou seja, há uma transição de primeira ordem com sal- 
13, XY 

to na magnetização proporcional a w W não nulo. No ponto cri 

tico, ou seja, ao X - x c 	
O, este salto desaparece com expoente 

= I' 
do modelo de Ising. 	Isto ocorre, 	pois 	neste ponto, o 

modelo de Potts ordenado segundo uma de suas 	componentes 

(aquela que coincide com um estado) com um valor de magne-
w 1 (£) 

tização M(Z) =- 4u1(Z) 	
adquire dois possíveis valores de mag- 

' 

w1 
(2,) 

 (2') 	
w

1
0 

4u 	 (Q) 

( 
netização M(Z) = - 	+ m(£) 	(fase 1) e M(Z) = 	4u 	m(Z) 

1 	 1 
(fase 1I) de igual energia. Ora, temos aí claramente um ordenamen 

to Ising (Figura 4.1). 

XY. Na ausé- ncia de quebra de simetria, a forma de escala m/w 

 
recai na do modelo XY simetrico

10  . Na presença de quebra de sime- 

Olhemos, agora, a susceptibilidade. Acima do ponto cri- 
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tico, ou seja, para m(R) = O, (4.35) pode ser reescrita como: 

r 	113 	r  
e 	fi 	R 	L 1 1■Á w` ) (4.61) 

onde usamos (4.29). Substituindo-se t eff por sua expressão (4.46) 

e e
t por (4.36) obtemos: 

	

1- Ac - ç 	k 2 6  

	

6 	Ru 	.1 

    

(4.62) 

i 4  
5 (4.63) 

E (4.64) 

Abaixo do ponto crítico, ou seja, para m(9.) 	O, (4.35) 

pode ser reescrita como: 



L4 

x 
4 1 e 

3 ' 
) 

 
xq- x5) e, 

u 	 3 — 

ii3 
113 - e A 

_r 

''1[X- 
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_ 

 

_ 	k4  u2, G Ui n ( z, 	) - A 
113 

R „ 

  

U1 	6 LÀ1  

(4.65) 

onde usamos (4.29) e (4.53) e substituímos t eff 
por sua expressão 

em (4.46) e e
2, por (4.36). Reescrevendo 11 1 (0 =u(2,)+gu

(2,) 	g:_1 (0 

e 	u2 (2,) = u(2) +g'11 (2), obtemos 

(4.66) 

onde y xy  e y
I 

são os expoentes definidos em (4.63) e (4.64) e onde 

(4.67) 

Lio t< 

e 
3G,  

(4.68) 
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sio respectivamente os pontos fixos do XY e Ising. 

A susceptibilidade calculada acima ou abaixo do ponto 

1/çb 
crítico, ao tomarmos w w-)- 0, diverge com y = y XY' ou seja, com ex- 

poente do modelo XY. Na ausjncia de quebra de simetria, a forma 

W 
de escala X/w 	,ao w 	O recai do modelo XY simétrico

10 . Na pre 

sença só da quebra de simetria quadr á tica, esta forma de escala 

recai na da linha crítica do modelo XY assimétrico 12 . Para w # 0, 

mas na região critica, ela diverge, ao X - x c  .4  0, com y =y i , ou 

seja, com o expoente do modelo de Ising. Tal comportamento 	está 

de acordo com o comportamento da magnetização anterior. 

A razão de susceptibilidades calculadas acima e abaixo 

do ponto critico é dada por: 

 

+ —C3 	i 	- X5 A_ 
C I i4.1 

5 	20 	5  
■-■ 

  

(4.69) 

que nada mais é que a razão entre (4.62) e (4.66) 	tomadas 	em 

u 1
(Z) = u I 

e u = uxy . Observemos que tal razão é universal, mes 

mo com quebras de simetria trilinear e quãrtica. Na ausjncia 	de 

quebra de simetria trilinear e quãrtica, ou seja, para x 4 
=x 5 

=0, 

idjntica ã razão de susceptibilidades calculadas acima e abaixo 

da temperatura crítica para o modelo de Ising " . 

Normalmente razões universais de quantidades termodinã-

micas calculadas acima e abaixo da temperatura crítica são espera 
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das, quando um único parâmetro, a temperatura, tira o sistema da 

região critica
10  . No nosso caso, no entanto, temos uma série de 

parâmetros, a temperatura, o acoplamento trilinear e as quebras 

de simetria que tiram o sistema da região crítica. Esta razão per 

manece universal, pois tais parâmetros combinam-se de modo a for-

mar uma quantidade [X - x 
C
I que tira o sistema do ponto critico. 

Voltemos 'a expressão f s  em (4.28). Sob a linha de co-

existância, reescreveremos f
5 
 como: 

f, (4.70) 

onde 

de 
-Ei2 	L/3 

Ti2 (C) e  {_ 	tu() I-  T110 - I j 	4 
48 uía)

Ul 

. 

Leff m(£) 4 LI ul m( ) 
(4.71) 

a parte singular da energia livre ao T 1 (2) 	O e onde f
s2 

conte 

rá todos os demais termos. Separamos, desta forma, pois, em (4.71), 

o comportamento singular associado ao ponto critico. 

Substituindo-se m(i) = O, bem como usando as definições 

(4.29), obtemos que f s
,para t eff 

> 0, será dado por 
i 

 

d —d e 	r = 	e 	L 1 	j 	R 

4 g ui  

(4.72) 
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Substituindo-se e
t 

por (4.36) e t eff 
por (4.46) obtemos 

2--eç í  

[ 	(c "] 

Li 8 Ui  

ZEI\ - G 	
Ijr)kI  

6 

(4.73 ) 

(4.74) 

10 

_ 	
(4.75) 

I — 

Substituindo-se m(2) dado por (4.53) em (4.71), obtemos 

e I Eqã  

lz Ui  

11
3  R ' 

Ur 

(4.76) 

Substituindo-se e
R. por (4.36) e t eff 

por (4.46), obtemos 

2-am/ 
2-0 1- 	 113 

[ 	 4"/ 	X-Kc] 	Rx 	42.GA - (j-; 
izu, 

4.1 

)-7 	
B 

UI 
IR„ 

(4.77) 
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Calculamos aqui somente as partes da energia livre que relacio-

nam-se as diverg'encias em funções termodiná .micas na regido crítica. Ao 

tomarmos w ± 0, f s 
anula-se com o expoente 2 -a XY onde a XY e o 

1 
expoente que fornece a singularidade do calor especifico do mode- 

lo XY. Na aus'encia de quebra de simetria, a forma 	de 	escala 
2-a ' 	(1) 

XY
/ 
 w lo 

f /w 	ao w 	O recai na do modelo XY simétrico 	. Na pre 
1 

sença só de quebra de simetria quadrática, recai na da linha cri- 

tica do modelo XY assimétrico 12 . Para w # O, mas (X -2( c ) +O, f s  

anula-se com expoente 2 - a I onde a I é o expoente que fornece o COM 

portamento singular do calor especifico do modelo de Ising. 

Nesta seção, obtivemos expressões explícitas para o sal 

to da magnetização na curva de coexistjncia entre as fases I e II, 

para susceptibilidade calculada acima e abaixo do ponto critico e 

uma parte da energia livre, parte esta responsável pelas singula-

ridades na região crítica, calculada acima e abaixo do ponto crí-

tico. 

De posse de tais funções, observamos um "crossover" do com 

portamento XY a Potts - crítico (Ising). Verificamos igualmente a 

universalidade de razão de susceptibilidades calculadas acima e 

abaixo do ponto crítico. 

4.3 Curva de Coexist&ncia entre as Fases I e II e Equação de Es-

tado do SrTiO
3 

4.3.1 	Curva de coexist&ncia entre as fases I e II  

Como vimos na seção anterior , h eff 
= O define a região 

s 



211 

de coexistJncia entre as fases I e II. 

Substituindo-se de (3.179) a (3.187) na expressão 	de 

h
eff 

dada por (4.29) e o comportamento com e de cada 	parâmetro 

dados por (3.198) a (3.208) por (4.36), obtemos que: 

21/  t_ 	
W2)..} r 	2 NiV 

\ 	
-24-7 	LÁ 

(4.79) 

onde, por simplicidade, desprezamos a quebra de simetria trilinear 

e quãrtica. 

9 w
2 

ordem de zero loops (4.79) recai, tomando-se t E r + -2- 

(3.210) e fi E h 1
- 
- 	ES (3.211), no resultado de campo médio (2.34). 

A esta ordem, o gráfico H - T ã uma reta. Além disso, a esta or-

dem, pode-se construir uma relação dada por 

 

_ 	_T -4- 2,0 
5 	3 	29 

(4.80) 

função de parãmetros adimensionais dadas por 14
: 

-a- 	'16 LÁ" h 
.24 w 3  

 

    



212 

T 	L'd  
9 w 2  

(4.81) 

A ordem de um loop, o gráfico H - T deixa de ser uma re-

ta. Alem disso, se substituirmos (4.81) em (4.79), obtemos uma re 

lação 

= 	G _ 	+ 2o 
3 	3 1-  t-) 24"  

ki 2 
25 

En 
(4.82) 

função de parãmetros adimensionais (4.81), mas função também de 

w
2 

parãmetros dimensionais 
2 

Para um valor específico de 	e para um valor de c 

podemos representar graficamente (4.82) (Figura 4.2). 

fT ^ 

1 
T 

(o) 

(b) 

Figura 4.2 - Diagrama H - T para o modelo de Potts com inclusão de flutuações  
2 

Para G = - 0.0298; G u  = Gxti  = Gw  = 0; E = 0.1 e 	= 1 	(valor 

escolhido por simplicidade) traçamos H - T: (a) ã ordem de zero 

loops; (b) ã ordem de um loop. 
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4.3.2 Equação de estado  para o SrTiO 3 
sob a ação de uma pressão  

p segundo uma direção [1+6, 1+6, 1-26]  

De acordo com o que foi visto na seção 2.3, o SrTiO3 
sob 

a ação de uma pressão p//[1+6, 1+6, 1-26] é uma realização física 

do modelo de Potts de tr'es estados sob a ação de um campo externo 

h % 0(6) e com quebra de simetria quadrática g ti 0(6), trilinear 
1 

g
w 

% 0(6) e quártica g 	u 0(6). 

Na ausjncia de quebra de simetria trilinear e quãrtica 

os parimetros do SrTiO 3  relacionam-se aos do modelo de Potts via 

(2.72) e (2.79), ou seja, os parâmetros de temperatura r, de aco- 

plamentos trilinear w, quãrtico u, quebra de simetria quadrática 

g e campo externo h 1 
do modelo de Potts relacionam-se aos do SrTiO

3 

via 

'f• 
.4- 

2 	V. kl 	
/ 	+ 	1 

P 

_ v2 	(12, e 	t 	[-- 	

r 
k + — 6  p 3  t 
y ( UU I + 

il 
12 

i 
2 F-2 voi 	+ 3 )-t P 



u vo  
6 

1 
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- Z (6 - t 

(4.83) 

onde b
e
, b

t' 
 u

0 
e v0 dados por (2.69) dependem fracamente da tem- 

peratura 
 

 de sorte que somente R sere a vari ável dependente 121@ tem 

peratura. De (2.72) e (2.69), tomamos que: 

_!3 
122 io 

_13 
b t  , -3.3 10 

4- 
U. =. X10 

Vo  = —0.6 10 (4.84) 

-77 

e 
onde bi' 
	t 	oo 
b' e u e /v e  independem de temperatura e onde K = 0.16 K 10 - . 

Substituindo-se (3.209) e (3.210) em (4.79), obtemos: 

e, 	\V W2  
— 

LÀ 	S' Ll 

C (5 vv 2 
 ic 

9. 
W -

Zi U / 



215 

N = 2 _ 	_ R- 	_ 1-± G l[ P„,( 	'14  

3 	3 1c 24 	3 

(4.85) 

onde 

z p 
1-1  

w 3  

R 

 

U rLj  

3 	kAll 

 

 

= 
w 2  

(4.86) 

Substituindo-se (4.83) e (4.84) em (4.85) e (4.86), ob-

temos explicitamente a equação de estado do SrTiO 3 
sob pressao não 

diagonal 

Cp 	L (90 
IAO 	p 4 Dt-)E Pri (E k i -4 Fp # sg) 
8 1 

(4.87) 

onde 
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5v0' 

423 	Ltot 
b 	13  ) 	 2, 	4. 	t 5  ) 

t 

_ti 
1,5-5c3 

B = 	 s vo '  
24 1. 	1,1 0 	vo ' 

-3-  
1 

o. 5 5S 

C a 
vo 	Liot  1- 5  v 

( IA', 4 Vol 	v01  

-Q 
`)_ 	I. 2C to 

4u„I + 5 va 1 	ç, bei  - 
.24- 	vo t  

-I2 

At. cit. 	ke) 

bt 
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E 	_ vo)   	 

	

3 	(tÁj + 
3 / 

Li o' 4 5vo ' 

n. 53G 

    

F 14 
9 

  

4uot  t 5 vv i  

 

    

__I3 
2' 	3, ig ¡o 

1 	3 b e - 

7, o 9?) (4.88) 

Voltemos ã expressão (4.87). À ordem de zero loops (E = 0) 

onde 

n 
P 

(4.89) 

rn C)) ;o 
I I 

- 	c 	- 	q.1-11 
(4.90) 
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e onde se p escalar linearmente com a temperatura K, da 	forma 

p = x K t  (Fig. 4.3), teremos que S independe da temperatura expli 

citamenté (Fig. 4.4). 

Tomemos a mesma expressão (4.87),s6 que ã ordem de um 

loop. Multiplicamos (4.87) por 1 + 2 
E

27 B 
Z
n 

K 	substituímos ES 

B — 
K + C (valor à ordem de zero loops), obtemos: 

"I+ 	?r■ 	 Ce1.14 C-6V kl] _ 

- 	 k L-1-6, P) ?n (c 4 	1' 

onde 

á, 	— 4 b t. 4_ 	2, 
81 c 	2413 

o. N57-  

A 
	,2 

-to4 

o 0 Li 3 

(4.91) 



âc. 	D 

b 	b 4 -Do 

c:=,.• 	E1- 14 

4 ie 
(4.92) 

Da expressão (4.90) tiramos que se a pressão p escalar 

com a temperatura K1 da forma (Fig. 4.3): 

X (4.93) 

(4.94) 

escalara como (Fig. 4.4) 

5 
,o\-7i) G 

(4.95) 

219 

+ d ÇtÁ), 	4c 	( 2- 4 6) 
40 X 

(4.96) 
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- = oj (4.97) 

De (4.95) observamos que flutuações fazem 6 depender ex 

plicitamente da temperatura K. 

Uma maneira de verificarmos esta última expressão seria 

fazendo-se medidas de 6 para diferentes temperaturas, sela predi- 

ção de campo médio, 6 seria constante, enquanto que, ao incluir- 

1 
mos flutuações, obtivemos 6 dependente de K: 

Figura 4.3 - Gráfico 	- K '  - Traçamos a dependência de p com I(' 

para E = 1 para dois casos: (a) à ordem de 	zero 

loops onde p escala linearmente com K ' ; (b) ã ordem 

de um loop onde p escala como K 0.86 
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Figura 4.4 - Grãfico  Ik 
 r, 	\ 

	

x) 	
K - Traçamos a dependãncia de (5 com K 

 - 
para dois casos: (a) ã ordem de zero loops (sem flutua 

ções) quando (5 é constante (1); (b) ã ordem de um loop 

(com flutuações) onde (5 depende de K' (2). 

Nesta seção, obtivemos a influjncia de flutuações sobre 

a forma da curva de coexistãncia entre as fases I e II. Mostramos 

que a inclusão de flutuações modifica a forma da curva e a torna 

não universal.  Aplicamos este resultado ao SrTiO 3 
sob tensão não 

diagonal p E p[14-5, 1+6, 1-26] e obtivemos formas de escala de p 

e S como função de K' como temperatura. Mostramos que flutuações 

modificam substancialmente tais formas de escala. 



5. RESUMO E CONCLUSÕES 

Esta tese teve por objetivo o 	estudo do modelo de 

Potts de trjs estados com quebra de simetria, e na presença de 

campo externo e de realizações físicas a ele relacionadas. 

Tendo isto em mente, partimos da formulação discreta pa 

ra o modelo de Potts de três estados em sua versão "standard
n15,16 

onde, cada um dos três possíveis estados, apontam para os verti-

ces de um triengulo equilátero, representamos tais estados em um 

sistema de duas componentes e, através da transformação de Hubbard-

Stratonowich21 '22 , obtivemos a formulação contínua em termos de 

campos (t) e onde cada um destes campos está associado a uma das 

componentes dos vetores de Potts. 

Introduzimos uma quebra de simetria entre as componen-

tes dos vetores de Potts no hamiltoniano discreto e mostramos que 

esta quebra de simetria dá origem, no hamiltoniano contínuo, ã que 

bra de simetria nos termos quadráticos r 1 0
2 

e r 2 4)
2
, trilineares 

w
1 
 (1)

3 e w 2 (1)t1)
2 e quárticos u 1 

 (1) 4 , u
2

1)
2

II)
2 

e u 3 IP
4 . A presença de um 

campo externo paralelo a uma das componentes de Potts, gera, no 

hamiltoniano contínuo, um termo linear h (1). 1 

Demonstramos, portanto, que uma quebra de simetria en-

tre as componentes dos estados de Potts, gera quebra de simetria 

quadrática, trilinear e quártica no hamiltoniano contínuo de cam 

pos. 

Ao modelo de Potts de três estados simétrico, estão re-

lacionadas algumas realizações físicas, entre elas: (a) sistemas 

magnéticos com anisotropia cúbica sob a ação de campo externo dia 
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gonal ii//[111]
13

; 	(b) SrTiO 3  sob a ação de pressão externa p se- 

gundo uma direção diagonal cc//[111] 1 . 

Buscamos realizações físicas para o modelo de Potts de 

três estados na presença de campo externo e com quebra de sime-

tria. Encontramos na literatura
32 

que o SrTiO
3 
sob a ação de uma 

tensão p não diagonal segundo uma direção -cC//[1+6, 1+6, 1-26] cor 

responde a uma realização física para Potts assimétrico e com cam 

po. 

Demonstramos, então, que sistemas cúbicos magnéticos com 
a ação de um campo não diagonal h//[1+6, 1+6, 1-26] correspondem 

a uma realização física para o modelo de Potts de trjs estados com 

quebra de simetria e campo externo, onde a quebra de simetria e o 

campo externo de Potts h 1  são proporcionais a 6. 

De posse do hamiltoniano contínuo, utilizando a teoria 

de campo médio de Landau, reproduzimos o diagrama de fases de va-

riação 
 4 ur 

riação d2 temperatura R E -g 	como função campo externo 	H 1 
E 

_ 16 	1
u 

. Este diagrama mostra tres fases: 	I. 	<O> 	O 	sõ se 
27 w

3 

h
1 	

O; 	II. 	<O> 	O mesmo se h 1 
= O; 	III. 	<O> # O <O> 	O. 

As fases encontram-se separadas por transições de fase de primei-

ra ordem. A linha de primeira ordem entre I e II acaba em um pon-

to crítico, a entre I e III transforma-se em de segunda ordem em 

um ponto tricrítico. Em tais pontos, conhecem-se os valores da tem 

peratura r, da magnetização M = <O> e do campo externo h 1 . Razões 
r t 	 Mt 	 h lt  

c 
entre as temperaturas 

7."; 
, magnetização 	e campos externos 

h 1c 
tricríticos e críticos são trivialmente adimensionais e univer-

sais. Tal universalidade vem do fato que a aproximação de campo 

médio apaga a influ&ncia dos detalhes do sistema sobre resultados 
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físicos, se estes forem adimensionais. Tal influência, quando exis 

te, só pode ser resgatada com a inclusão de flutuações. 

Com a finalidade de obter a influ'encia de flutuações, 

1 ' 
aplicamos as transÉormaçoes do grupo de renormAli2ãoãO cem éStpAti-

são em E = d
c 
-d (d

c 
é a dimensionalidade crítica superior da teo 

ria) no hamíltoniano contínuo de Potts, gerando relações de recor 

rância para os parãmetros renormalizados. 

Solucionamos, então, estas relações para dois casos: 

(a) Em E = 6 - d, já que teorias com termos trilineares são renor-

malizãveis em 6 -E dimensões. Muito embora o termo trilinear 

seja o que defina a dimensão de renormalização, mantivemos o 

termo quártico, que sendo aparentemente uma variável irrelevante 

do ponto de vista do GR, é imprescindível para ter uma ener 

gia livre estável. Além disso, sem este termo,não há transi-

ção de primeira ordem e, conseqüentemente, ponto crítico e 

tricrítico. Da solução das relações de recorrência, obtivemos 

os parãmetros de temperatura reduzida t, magnetização M = <(1)> 

e campo magnético h l  nos pontos critico e tricrítico. Obtive-

mos, então, as razões de temperaturas t
—
t tricrítica e crítica, 

	

M t 	
c h tt  

magnetizações 	tricrítica e crítica e campos magnéticos h  

c "lc 

tricrítico e crítico. Tais razões j ã ordem de um loop, ou seja, 

sob a influência de flutuações são não universais, como de-

monstramos no capitulo 3. Cabe notar que mesmo na ausência de 

quebra de simetria, esta razão é não universal". 
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(b) Em E 2 4 ed. Neste caso, consideramos o acoplamento trilinear 
como uma perturbação e usamos o fato de que teorias com ter-

mos 
 

 quarticos são renormalizavels em d = 4 -E dimensões. As-

sim, ao invés de Potts, temos um modelo XY com perturbação tri 

linear. Lembramos que o modelo XY apresenta em t =0 uma tran- 

, 
	f ase 

r 
siçao de 	de se g unda ordem. Da solução dag ralaWS dÀ ?é 

corr;ncia, obtivemos a témpMtu?a téchAidã XY t, á mãgnAti2a 

M çao n = <(1)> e o campo magnético h nos pontos crítico e tricrí 

tico de forma perturbativa em w e nos termos de quebra de si-

metria. Obtivemos razões não universais de temperaturas redu 
t 	 mt 	ht 
t zidas --t , magnetização n—c 	 c 

e campos magnéticos —
! tricríticos 

c  

e críticos. Levando em conta só parcialmente os efeitos de 

quebra de simetria, ou seja, na presença só de quebra de si-

metria quadrática, tais razões, mesmo na presença de flutua-

ções, são universais. Este fato fez outros autores
14  acredita 

rem na universalidade da teoria. A introdução, no entanto, de 

quebra de simetria trilinear e quártica, na presença de flu-

tuações, modifica este quadro. Obtivemos, então, que o efeito 

conjunto de flutuações e quebra de simetria trilinear e quár 

t 	
18 

t tica, gera razões não universais —
t , —

t e ri— 
c 	

m
c 	c 

Blankschtein e Aharony 32 aplicaram resultados de campo me 

dio obtidos para o modelo de Potts de trãs estados com quebra de 

simetria só no termo quadrático ao SrTiO 3 
sob tensão, segundo uma 

direção a//[14- (5, 11- (S, 1 - 26] e obtiveram 75--- = -5.18. Incluiram pos 
c 

teriormente flutuações (ainda só considerando quebra de simetria 
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c S t 
ge em cerca de 0.12% o resultado de zero loops = -5 (semelhan 

te -a campo médio). 

Posteriormente, acreditando na importãncia das quebras 

de simetria trilinear e quãrtica, Fontanari e Theumann
20 

obtive- 

(S 
ram, em campo médio, 6 —

t 	-4.901 com inclusão de quebra de sime- 
c 

tria trilinear e quãrtica corrigindo em cerca de 6% campo 	médio 

sem quebra de simetria trilinear e quãrtica. Cabe notar que resul 

tados com inclusão de flutuações, ate então calculadas
32 , foram me 

nos relevantes que os obtidos com quebra de simetria trilinear e 

quártica. 

Aplicando os nossos resultados, obtidos para o modelo 

de Potts de trãs estados com quebra de simetria quadrática, tri-

linear e quártica, ao SrTiO 3 
com tensão não diagonal na direção 

a//[1+6, 1+6, 1-26], obtivemos que: 

6 t  
(i) uma razão não universal. Tal não universalidade é devi- 

c 
da ao efeito conjunto de flutuações e quebra de simetria tri 

linear e quártica. 

S t 
(ii) --- na região bicritica, ou seja, a não universalidade corri 

c 
ge em 1% resultados anteriores. Cabe ressaltar que o efeito 

conjunto de flutuações e quebra de simetria trilinear e quár 

tica á mais importante que flutuações (sem quebra de simetria). 

á t 
quadrática) e obtiveram -a ordem de um loop -J

— = -4.994 que corri- 

O comportamento na região crítica e" de interesse já que, 
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nesta região, espera-se que quantidades termodinâmicas, tais como 

a susceptibilidade, o calor específico, etc, apresentem diverge'n-

cias. Tendo isto em mente, obtivemos expressões para a parte sin 

guiar da energia livre, para o salto na magnetização m = <O> -M c 

 e para as susceptibilidades calculadas acima e abaixo da região 

crítica. Tais expressões foram obtidas na curva de cogidiAiláâ 

entre as fases I e II, 

Verificamos que, ao tomarmos w 	O, tais quantidades ter 

modinHmicas apresentam comportamento crítico do modelo XY, ou se- 
i 

ja, a magnetização m se anula com t 	w] ] elevado a um expoen- 
3 

E,  te 0 = O xy  = 1 - 	ou seja, com o expoente do modelo XY,ea sus 20  1/0w 
ceptibilidade 	diverge com t 	elevado a um expoente 	y 

E y
xy 	

1 + 5 , ou seja, com o expoente do modelo xy. Fazendo w R), 

passamos a observar que, a magnetização m se anula ao (t -t c )-*0, 

1 
ou seja, no ponto crítico com expoente 0 = 0, = -2- 

	,ou seja, com 

o expoente do modelo de Ising e a susceptibilidade irã 	divergir)  

ou seja, com ao (t -t
c
) +0 com expoente Y = y i  = 1 c , expoente 

do modelo de Ising. 

Como w = O corresponde ao modelo XY, nada mais natural 
1/0 w 

que, ao tomarmos w 	-4- 0, obtenhamos o comportamento critico do 

modelo XY, que se caracteriza por apresentar uma transição de fa-

se de segunda ordem ao t ± 0. Ao tomarmos w 0, cruzamos para a 

região Potts (crossover). O modelo de Potts apresenta transição de 

primeira ordem e, a rigor, nenhuma divergãncia na susceptibilida-

de seria observada. No entanto, tal transição encerra um ponto cri 

tico. Neste ponto, a susceptibilidade diverge. Aí o sistema passa 

de um ordenamento <0 = M c 
para dois possíveis ordenamentos <0 = 

= m +M c 
e <0 = -m +M c 

relativos respectivamente às fases I e II 
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de Potts. Esta situação caracteriza nitidamente um comportamento 

Ising. Por este motivo, obtivemos a susceptibilidade 	divergindo 

com Y = 

Como foi discutido na introdução, razões de funções ter 

modinãmicas calculadas acima e abaixo da temperatura critica são, 

em geral, quantidades universais. Tal universalidade provem do fa 

to de que nestes sistemas, uma única perturbação, a temperatura 

leva para fora da região critica tanto para temperaturas superio-

res como inferiores
10 . 

No nosso problema, temos inúmeras perturbações, tais co 

mo o acoplamento trilinear w, as quebra de simetria e a temperatu 

ra. Não é, portanto, óbvio que a razão de uma destas funções deva 

ser universal. Fizemos o cãlculo em d = 4 -E dimensões para a ra-

zão de susceptbilidades calculadas acima e abaixo da temperatura 

crítica (sobre a curva de coexistãncia entre as fases I e II) e 

obtivemos que é universal. 

Muito embora tenhamos muitas perturbações, elas são tais 

que combinam-se para formar T 1 
= (t -t

c
) que á a perturbação res-

ponsãvel por levar o sistema para fora da região crítica, para re 

giões acima como abaixo do ponto crítico. Obtivemos, por este mo-

tivo, a razão universal de susceptibilidades. 

Em campo médio, Blankschtein e Aharony
14 obtiveram um 

diagrama de fases de temperatura adimensional R = 1 ur por cam- 

16 h 1
u2 

po externo adimensional H 1 
= 

27 	3 
. Neste diagrama, as fases I 

w 
 

e II são separadas por uma reta de coexistência (transição de pri 

meira ordem) entre as fases I e II que acaba em um ponto crítico. 

Esta reta H 1 
E H 1 (R , G) depende só de parãmetros adimensionais, sen 

do pois, universal. 



229 

Incluindo o efeito de flutuações, obtivemos uma curva 

de coexistência entre as fases I e II dada por uma função 	H 1 
 

2 

= H i (R,G,pc) dependente de parâmetros adimensionais H l , R, G e 

w 2 
dimensionais — . Além disso, a inclusão de flutuações transforma 

a reta, obtida em campo médio, em uma curva. 
2 

De posse da equação de estado de H l  = 	 apli 

ando ao SrTiO 3 , obtemos uma equação ó .7. ó(p,K T ) onde p é a res-  p 

são e K' d variável função de temperatura. Desta expressão, supon-

do que em campo médio K /p % x, obtivemos que 6, em campo médio, 

não depende explicitamente de temperatura, sendo neste sentido, 

universal. 

Ainda de (5 = 6(p,K I ), -a ordem de um loop, ou seja, com a 

J-0.14e 
inclusão de flutuações, supondo que K 	/p % x, obtivemos que 

6% K'0.1e , ou seja, 6 depende explicitamente da temperatura
40 . 

Muito embora tenhamos aplicado os resultados obtidos so 

mente ao SrTiO 3, cabe lembrar que demonstramos que sistemas magna 

ticos com anisotropia cúbica sob a ação de um campo externo 

h//[1+d, 1-2(5] é uma realização física do modelo de Potts. 

A aplicação dos resultados do modelo de Potts a estes sistemas se-

rã deixado para trabalho posterior38. 



ABSTRACT 

The renormalization and the criticai and tricritical 

behavior of the three-state Potts model with broken symmetry 

between the state vectors and with a external field is studied 

in a field theory. As an extension of Landau phase-transition 

theory, renormalization group transformations, tt,  first Qrder in 

d c 	are applyied, generáting rècurtión rélatios. Théu 
differential equations are solved in two cases: (a) d c 

= 6 the 

(i)
3 -field criticai dimension; (b) d

c 
4 the (1)

4
-field (XY model) 

criticai dimension. In both cases, non-universal ratios of 
t
tt t 

temperatures r— , magnetizations -- and externai fields 
c 	 c 	 c 

tricritical and criticai are obtained. Such results are applyied 

to the structural phase transition of SrTiO 3  stressed along 
8 

8

, 

• 
;//[1+8, 1+8, 1-28] yielding a non-universal ratio 	'"" 	Finally, 

c 
 

the susceptibility, the magnetization and the singular part of 

the free energy are calculated in d = 4 - E dimension at the 

criticai region, showing the crossover from XY model to Potts 

model behavior. Universal ratio of susceptibilities calculated 

above and bellow the criticai point is obtained too. 



APUDICE A 

CÁLCULO DOS COEFICIENTES DE a 1 (k), 	a2 (k), b 1 (k 1 ,k 2 ), b 2 (k 1 ,k 2 )  

5 1 (k 1 ,k 2 ,k 3 ), 	c 2 (k 1 ,k 2 ,k 3 ), 	c 3 (k 1 ,k 2 ,k 3 ) 	e 	d  

As expressões para a (k) 	provenientes da expansão 

da exponencial em (3.8) e conseqüente integraçao dos campos $ 

são compostas por coeficientes numéricos e somas. Neste apêndice 

iremos mostrar sistematicamente como obter diagramaticamente 	os 

coeficientes numéricos e a forma explícita das somas. 

A.1 	Cãlculo dos Coeficientes de a 1
(k) 

Escrevemos a
1
(k) como 

ut  4 a i  2, .12.  Jit o<> wt  +014 J, (k) (A.1)  

onde a 11 
provem da integração em (3.8) de 

2,, 

li 	(Lit,_„1P49  GolE (k`P.,.. (PIO) -91 	W3  

K 

	

f dcp 	z 
1 	9 	" 

(A.2)  



onde identificamos 

e, conseqüentemente, 

(11 , = iz 

Se representarmos os coeficientes da forma: 

U i =_—) 

z (1) 

1 

ç  

1 --- 

	 A 

A 

232 

X 

e as somas da forma 

Cf- 

L, 	- 	 t 	) 

1_ 	r2 :1 	-7 

2 1 —t  

r 
L L_ 	1- 4 r 

- 

k - 



C IC. 1  4l< 	- E c K1 — (-) ) 2  4 r-; 

k i  1< -9 / 	t 

/ 

Cl 

/ 	‘, k, -c( 

/ L 	 =_ 
3 
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, 	. 	ti  

peym 	 ► z,  

 

Cl 

k - 

---- 	 ---... 

-

• 

N 

\---------/I  

_ 	4' 7:1 
(.1 

L ki ka-1 ).. -1 -c 	-4 1-1  

=> 

-1 
_ti ki k;1 — ) °— ]--' 

4<à.  - 	 2, permu Icio 



I?, 4  k..1-"- 	 -J-.) 	( 

\ 111 —9 

4_ 	IN , 	/ 
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--1 [ q.?  Y.-.11 	L (k l + k--(1) 2 + 1)'i. ] I  I.. 	f2 	2 p ermutelçu 
3 ti 

9'4 	kv4 

9 
141-9 

1 -  - - 
■ cl 

=> 	_ _ _ 
1 

r • 

'1) --f 	J 	L 	- 9) 2 4 

E ci  + ;,--z  4 k3  - 
) 2+ g. ] 	 '•+ 

1e).  _9 

 

u 

  

k., + )71 3 -  L. 	t -1)2-  Y2 	r i  k2,--( 2 )'yJ 	-/- 

+ 5 Pe,ry-nu çcf  



k2  - 

4 

k2  — 
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W.; 	-iy 	- 9 	4 k3  

4- _= 

Ci 

 

 

122 

    

    

    

    

    

    

 

Mie 

 

    

    

[ 	 .4  7.4 	[ 	4 f‹3 9 I + [ ( -9)'+i; 2 	n, 

	

1) 1 )'3. 	+ 

+ *3 p m ÇOe 

( I<
2 	 ( 	37::z] 	 ) 

-- 
per ffiLI FrAC ?  C) CA 

         

tia  -(1 

   

ll ~ _ c~  

   

               

                 

  

-2 4-  

  

(2, 

 

■,.;L 	k3 - • 

 

k, 

 

t 

   

     

+ t 

   

4 . 

     

        

— — 

      

   

LI 

        

C' 

   



k 

2 	 kj-2 - 1-1/4/3 

– 	/ s„?" 
21 4— \(-) 
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e os campos (1) e ti) como_ 	_ k 	e 	k 	, reescrevemos (A.2), como: 
k 	k 

onde a integração em d4 q  é representada por uma contração sob for 

ma de flexa. Diagramaticamente, o fator 6 provem do fato de haver 

diagramas equivalentes a este. Da mesma forma, obtemos do diagra- 

ma 

c\I 	-9  

2 
k K 

Ki k3 

a soma 

-1 
1 2 ) 

(l z (A.6)  

e o coeficiente 

g i z 	1-4 
(A.7)  

onde CD representa o acoplamento u2. a 13 
provém, por sua vez, 	da 



r (fi z 	f.3) L(K-7)- -)- r., i 
(A.8)  

cP, 	Jn A e 

L (1 	(I)9  4)1 e 	1 

T o 4)., (i_.  , 
ji 

ci 

integração em (3.8), de 

L. 1  a,3 	t2 'A‘.1 	(i) (I) 2 	I 

	

3 Jck) I 	-k = 
k 

onde identificamos 

31 0<)   (9 2 + 1'1 ) I  [(k-V-4  
9 

e, conseqüentemente 

(A.9)  

(A.10) 
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Diagramaticamente teremos: 

Ci--1-1-------- .N 
,9( -11 -45 	' 	-4 - Ç 

■ 
/ 

, 

6 

e' 

k.1  

= 	-9 

__ 	.L. _ O u, , 
, 2,  
vv. 1  -v 

x2 
2 



K-9 

/'---\ _ k _ _á (3 
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onde as flexas indicam as possíveis contrações que geram um fator 

de 2 e, conseqUentemente 

4, 3  = _ (A.11) 

O fator 9 no diagrama ã esquerda, provem do fato de ha- 

-2 
l 	- 

e 

ha-

ver 9 diagramas equivalentes e o fato -   proveniente da expan 

são da exponencial em (3.8). Genericamente, a expansão desta expo 

nencial gera fatores da forma: 

14111 4- n4 4..- 

~i) Çcator re.10. k v,3 o. enOns Clo 
, 	

ex p c.) 11 r)GC4i 

  

rin, I n,! n,!__. 

onde n 1 ,..., é o número de acoplamentos do tipo 1,2 .... Como no 

exemplo acima hã 2 acoplamentos do tipo w 1' 
o fator é - 2. Comoa 

contração pode se dar de duas formas diferentes, aparece um fator 

de simetria de contração igual a 2. Procedendo da mesma forma ) do 

diagrama 

kz 	kL 
	v  

Az 

obtemos a soma 

2 
) 	■11 - 5 "4  

(k) 	 ( 

, 	? f 'rz 	I 1 	rd 
(A.12) 

e o coeficiente 
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0 t4 - - 1 8 (A.13) 

A.2 Cálculo dos  Coeficientes de a  ( ) 

Escrevemos a 2 (k) como 

	

2 	 (A.14) 
Oz (k) = 	U2 + C12. 2 	L-J3 1-  Q23 )(k) wz  

Procedendo da mesma forma que anteriormente, 

mas 	obtemos 	os 	coeficientes 	e 	as 	somas, 	ou seja, 

91 	—9 , - kal-k3 

dos diagra 

2 U)-/ 	k  - 	/ 
- 

"ã 
11 

21. 	2  \\\\ 

Kz.  

x 
aze = 4 (A.15) 

- 9, - 	 - 4,3 

G 

/4\  
w3 

• !j:w - 	(I a 	2.2 	- 

(A.16) 



_ig 

2 43 (k ) Uk y_, 

(A.17) 33 (k) 	{{.0(- 9)#7diLf-t 	_[(k_ )24;2 1 

(A.18)  023 = - 3G 

A.3 Cãlculo dos Coeficientes de b (k ,k 
1 	1 	2 

Escrevemos b
1
(k) como: 

(A.19) 

b11 Ji ( k.) vv,u, 	6 1 , J(k1) vv:, u, + 1) (3  ta. (k.„ 	Zi 3 + 

tia 

240 

onde b
11 

resulta da integração em (3.8) de: 
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kt) W2, 

I)„ 	) w1  L (í) 
/<2 	-1Z.1- K2  

- th-J( 1 71)9 1),  

(1)L1 kj. 	92 	41 Cli 	Kl (.2 -9 e 
13,  

4d(i e  " 

= 2_ ( 3G) l'?;2  (A.20) 

onde identificamos a soma em q com J
1
(k

1
) e onde b

11 	
-36. Equi- 

valentemente, do diagrama 

A 

luz
93  
	 r  

  

.11 

  

    

-15 

 

,- 	-■ 	i 
3G, 	Kl 	,A  .1 	I / 

0., - - 	1 	/ \ 
\.. 	____ 	..- \ 

k, -1 
ti 

11/1 	
<ib 

 

     

    

   

1 

x2, 

   

obtemos o coeficiente 

bt1 = 3t1 (A.21) 

Da mesma forma, obtemos os demais termos de (A.19) da- 

dos por: 
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L 
Kl  

J 

x 2, 

- 36 	_ _Á 	g 
1.11 _ 

(A.24) 

(A.25) 

bI3 = 3 e,  

L A Lk,,k2,) 	L(1 2  
- 

Yi1 	L 	- -h (k) 4.7) 4 _, 

(A.23) 

1 	
92. - 

N 4 AZ 
- 

(A.22) 

t 7 G 	kl  

19 12 

1, 
•■ 

ciA 
Ç 
	5 

/ 

Q 

à 

	

, 	, 
1+ kz, 

	

_ _ _ 	- 

k i  _ 



R , 1z + 2 p 

— 

\4/ 4s 

^93  
412, 	- (12 

\ / 

(A.28) 
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I_ V+ 	{(k,-V,?.2 :1 1 [ (k2 +9) 4.+72.j 	(A.26) 

1 

onde as flexas indicam as possíveis contrações. 

A.4 Cálculo dos  Coeficientes de b
2
(k

1
,k

2
) 

Escrevemos b 2 (k 1 ,k 2 ) como: 

k,) 
	

b2.1 J1 (ki) Oaü.  + 1322. 
	( 	vv2, u3 	bQ3 	) 	u 4 

b2 y Lã ( i .L) 1(.2 ) (A.27) 

onde, procedendo da mesma forma que anteriormente, obtemos: 

	

12. 	-1?1 -92, 	93 	
- ki-k213  

	

■ 	i 	∎ 	; 	-1  
i 	\ 

\...,/ 
	 ‘. 	i 

L.1 
i 	 -113% 

fei \4  

	

-----._ 	
k1 	4\2. 

--,,, 	 .1 

x2., 

9 	kz 

A f  -é 	p 
_ 



b 2.  .7. - 12  (A.29) 

4 le 

b2 3 -I6 Kz  

bzq 	30 (A.31)  

(A.30)  

1 

-t .3e 

.J 

Kg „  
R, 

1/4  	 1 / 

ry 
5 14 

A 

+ 2p 

-5L1 — 3 C, 

ti 

9z 	(t. 	1- 12 
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, 	z  
91) 	

-. 	
L 	r1 	+ 2-4 ri 

+ 2 p ç? (A. 32 ) 

  

X z, 

b 	3G 

Kg 

(A. 33) 



x2 

Cif = — 3E 

93 -" -93 

R I  Iz z  

Z 

- Qt-k..1 -  3 

/ 5 

k2  

(A.34) 

onde 2p indica 2 permutações entre os momentos k
1
,k

2
,k

3. 

A.5 Cálculo dos Coeficientes de c 1 (k 1 , k 2, k 3 )  

Escrevemos c
1
(k 1 ,k 2, k 3 ) como: 

, 	9 

kl k2 Wa) 	Cgr 
J1

( kl) til  + 	Cla 	( 	) 	c1 3 1.1 ( 

-\ v li  

4 C IL4 42( kf) 	
ti 	4. c is  Ti ( 	k,k3 ) 

4  
C G 12. (k, , R.;-f 1<3 ) v 

„,3 
W.1 

(A.35) 

onde, usando o mesmo procedimento que anteriormente, obtemos: 

.5/0  / 	 A 

93 	- e& -1/2-1 	13 	" 14 4t..? 	 Kl 

\ 	/ 	 \ 	/ 
- 

1 / 	 / 	 ..- 	■ 	/ 

	

-18 ;2; 	 = 	
. , 

/t5, 	 - -3G 	c 	d 

	

, , 	 , , 	„, 
/ , 	, 	 - _ - 

/ 	\ 	, 	 k 	 \ 	kii-w.,,w, 

	

, 	 , 

	

, 	,„ 	 .., 	 , 
w, 	122 k 

	

l'i 	2 
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3 

_J 

(A.36) 

k3 

k/ 	
U2 4 113  

2..   



C12. ---- — li 

o. • 	̂ 
97,  —11- 11; 912. 12—  Ve 

■ / ‘ 

(A.37 ) 

á 
3 

/ 2/4. 
-- ó - — — b— 	—$ +u3  2 1 

-J 

ki 
■1 / -t-k2  + k3  72 

In 

, 
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/ 
<k "—/, °-11-931  

\ 	i 	 /. 	‘' 	/ 
\ 	

\ / 
27 	\ 	w 

I
/ 

/ N 

I 	 1 	 / 	\ 
i 	 I 	 / 

	

^ 	 i i 	\ 1  
kt 	'<i 	kl 	K2  

l. 	  

	

1J 	  

X8 

Ci3 = .21G 
	

(A.38) 

x 

Cly 	̀12 	 (A.39) 

1 k 	11 

9/ 	— tt)-4 c  lA 9a 
/ :2, / ■ 	r\ 	■ 	/ 

\ 	/ 	\ 	/ 	\ 	/ 	\ 	/ 

.24 	\ / 	■ 1 	\ / 	\ / 

	

) 	i 	I 
.... 	I 	I 	I 

1A1 
	12, 	 k 1i  

X 49 

— 

- _ _a_ - _ 

+ + 

st 	0 k1  

c4 	= {62, (A. 40) 

Por simplicidade, não indicamos explicitamente as possi 

veis contrações quando o seu número for elevado. 



(k,, k2 , k3  ) 

(A.41) 

x 48 

(A.42) 

_24 

II 
Ki 

— ,r2- 12 1 c'¡J 
A 

_ 	 __À 	k, +k,4 k3  
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72(k.) ,<2,1.<3.) 

9 
(A.43) 

A.6 Cálculo dos Coeficientes de c 2 (k 1, k 2,
k 3 ) 

Escrevemos c 2 (k 1,
k 2, k 3 ) como: 



C21 = 

-1 2; 

(A.45) 

- 

k, 	 3 

/ 	 k , 4 41)  w...3  

4'‘‘,  a. 
2 C 

1(k1) 

Lr‘11) 
k3k, -k1- - 

- 

X 
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cJ( Kil Ki l(1) 	C21 	kl) ti, uz 1 C22 J2 k)) 	1-1. 4 C3 J3 ( idl) 

"2 
	

2 
4. C2 Li 	( kl )  kz ) W/2 	

r, 
 4- C 2 5 1-2 	 + 

[-3 ( 	JK2) w, 
j1\,:12 (-1 	L C2 	-1: Cu 	j 1-41 6 1 	

-NV

V) d2 

( 1 ) 	 (1/ 
I- C:28 	( 	 4 C.:2q 1 3  l K,) 142) k)3 ) rV,"12 	+ 

(2) ", 3 
qg T4 C• ) 	3 ) 	W.t "/2 

CS) 
Ca4 1 5 	k3) 

(A.44)  

onde procedendo como anteriormente, obtemos: 



-32, 

	-N/ 

3 

c 

(A.49) 
Cz5 	soa' 

(A.48) 

P 
k, K, 4 is 

1<, 

x g 
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(A.46) 

(A.47) 
c23 = 16  

1 
n 	p, n 	► 	) 	1 1i 

2, 	-14 -C) a, 	411 	" ti.çlj 	
1,4 -. Kl  -13  

/ 	k 	 / — 4 ` 	/ 
/ 	\ 	/ 	\ 	/ 

4 	
\ / 

; 	 , 

1 1., 
,<, 	 w, 

  

  

. .3G 
	A 

∎ 	+ lp 
t 1(.3  

 

 

 

onde 1p indica uma permutação 	(k
1 
 ,k

2 
 )4-+ (k

3 
 ,k

1 
 +k

2 
 +k

3 
 ). 



)(' 

O 	- 
1.3 

(A.51) 

    

3E 

-_-_ 

k3 
/ 

R 	A 	  - - k, 	1.1„à ip 

    

    

(b) 
C:27 = 3C) 

R, 
	 1  

X 

1o,3 

p
i 

3 

\ 	, 

R 
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k3 

/ 3 

   

A 	A A 
93 
\ I  
/ 

1 4  

      

      

      

  

- 

  

	krr kl  .4 Ic3  I 1D 

  

       

       

.•■ 

          

             

             

C -À 	-z. 	1,-1 14 
(A.50) 

       

 

k3 

k l 1 Ri 1 W3  

 

 

p 

 

    

x Z 

(a) 
C24 = 1 4 4 

1 
A 	 A A 

- ,, -92i 	92 	- 9z-w. 
\ 2/  \ 	

\ 
\. 

N 	 l 

./ 
3e 

I, 	, s 	 ,
i<, k, 	le,' 	k 	— 
	 1 

Vr  
x 2, 

---- -40 g 	 (A.53) 



2 

x 2 

c 2(j = - 	ti 

r
k3) 	c 	

Ni 1.1 r- 
(K1  4 4 	L(k,--9) 	j 1 , V-i- 7.1  2_[r 

.4- .3 	r n-) 	);)çcY,".. 
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-81 

A 	A 	I 	I 	111 	h 	)1 

	

- kr`tz 'là 41 - 92 S2 	1 -92 	- kl - 72 

\A7  
-L -329 

1.1 	 Q3 

0-  - - - - - - - 
I 	I 
I 	I 

+10 
RI 	À 	, 	k.it kl  tki 	' 

 

I J. 	kl 	 k1 /(.1 

  

- 32)-1 ,// \t/ \\ / \I 

4.2. 	 1/3  

1 
1‹, 	1 	_ 14  i 12(3 -t W3 -1. 1  /Ll 

1./1.  t KJ.  Iu 

y3 

(Z) 

+ 	2»-i (A.56)  

TqC klj kz 11t3Ì ` 6 L_  
--t 

1-t- r1-1 	k, 9)*A-Yi (kl - 1</. +9) .2 4- 7, 	[ (k,4 

+ 5 	rrn (A.57)  
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-Si 

& 	A A 	
I 

12, 12 - UI C12, -(1a -k1  

/ 1 
ÇQI 	 111 11  

32_1.4 
4 1p 

k, 	-I ka  

(3) 

C2q ã2it 
(A.58) 

1 -1  r 	N., 	r  
[( kl-1) + r2  ej 	(k. +7)

2 	1 - I 

+4 	L( 	— 

-I- 3 per a) 

 

 

(A.59) 

A.7 Cálculo dos Coeficientes de c 3 (k 1 ,k 2 ,k 3 ) 

Escrevemos c 3 (k 1 ,k 2, k 3 ) como: 

C3  (k k Cal 1 2  ( kl) Uz
2  
 4 C32 	u3  + 

C33  L 3( k., ) 
-z 	 z 

1.À. 	C3LI 	e kl Wa  ) 

C35 T3 ( ) 	 \`/2 9  

(A.60) 

Procedendo-se da mesma forma que anteriormente, obtemos: 



Ci l 

_ 18 

n1 	 l 

Xz 

C3z _-56 

A K 
(ta 	2 1', 1) 

3G 
	 i 

111 	

7 	 
2, 

= 36 

(A.62) 

44'3  

,  

C.:43 (A.63 ) 

A 

k' 'Ç2 

\ 

A. 
kl 

3 

k 1 -r-N2 -t 

 

, \ 	 " A A 

13 ,, 	; k , -lisa -9.5 	% 	- k . -.1< 13 
\ 	/ 

\ 	/ 	 \ / 7 	est 

kz 	 k 

  

k
3 

\ 

1 %  4 k,24 k3  

  

2 

k, 
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	 —v  

X 

C 	= 	 (A.64) 



3 k- á 	7 

0411 1i vv; 

(A.67) 

(A.68) 

dl l  -= 3 

  

  

3 

 

   

   

x a 
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A 4 4 I -s-cp 

/ 
/ 	N 	• 

I 	1 ,^ 	I 	11 
it; 	k, 

1(3  

 

fri ka 4 k 3  

xc 

C35 	321 
(A.65) 

A.8 Cálculo dos Coeficientes de d  

Escrevemos d como: 

d 	la  

onde procedendo exatamente como nos casos anteriores: 

 

(A.66) 

 



APÊNDICE B 

CÁLCULO DE 1., J i (k), L i (k 1 ,k 2 )  e T i (k 1 ,k 2 ,15 3 )  

No apjndice A j obtivemos expressões explícitas para os 

coeficientes a 1 (k), a 2 (k) ... como funções das somas 	1., 	J.(k), 

L i (k 1 ,k 2 ) e T i (k 1 ,k 2 ,k 3 ). Fazendo a passagem ao contínuo, 	trans- 

formamos estas somas em integrais. 

Da mesma forma como,ao gerarmos os acoplamentos trili-

neares e quãrticos em (2.18) desprezamos termos de 0(k
2
) por se 

rem não relevantes para o comportamento crítico do sistema, ao ge 

rarmos estes acoplamentos renormalizados, desprezaremos termos des 

ta mesma ordem. Assim, os coeficientes b 1,  b 2,  c 1, c
2 

e c
3 

e con-

seqüentemente as integrais a eles relacionados, ficam independen 

tes de k. 

Por outro lado, assim como,ao gerarmos os acoplamentos 

quadrãticos, o fizemos separando-os em termos independentes de k 2 , 

r
1 

e r 2, e termos dependentes de k
2 que fornecem, respectivamente, 

as temperaturas crítica e tricrítica do sistema e a divergjncia 

da função de correlação: ao calcularmos os acoplamentos quadrãti-

cos renormalizados,também separaremos em uma contribuição indepen 

dente de k
2 que fornecerã a divergéncia da função de correlação. 

Assim, os coeficientes a 1 
 (k) e a 2

(k) serão reescritos como 

2- 
a . (k) = a .  (k =0) +k

2 
ã i 

e conseqüentemente J .  (k)= J . (k =0)+k J.. 



B.1 	Calculo de I. 1 

No limite contínuo, as somas (A.3) e (A.6) são expres-

sas como integrais, dadas por: 
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1 ) 2. (B.1) 

onde 

fi 
- 2 

Ser-) 	E 	ci.(3 (B.2)  

a 

e a área da esfera unitária em d dimensões. 

Tomando-se .9, infinitesimal, reescrevemos (B.1) da forma: 

 

M I L  1) 

di 
c I e') 

  

kd 

I+ 

(B.3)  

B.2 Calculo de J i (k) 

As integrais J.(k) compõem tanto os coeficientes quadra-
i 

ticos a
i
(k), como os trilineares b(k) e quárticos c

1 
 (k). 	Nestes 

dois últimos, conforme ressaltamos anteriormente, desprezaremos con 
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tribuições de 0(k
2 ); nos primeiros, no entando, teremos de consi-

derar tais contribuições já que estas fornecem o comportamento cri 

tico das funções de correlação de dois campos. 

B.2. 1 	Cálculo de ,J (c) e J 2 (k) 

Reescrevemos (A.9) e (A.12) no limite contínuo como: 

2i1 

c')  '1_ 	 t,2 
	

(B.4) 

Et k-c)'4 "d [ce-4 .?,: 1 

Expandindo-se o denominador até 0(k
4
), obtemos: 

t k) 

11 	,2ii 

Q-2 L J 0 

 

i 

EC1 2  4 '(‘L  

•st \ 

+ ri_ I 
, 	 2 

— ( 2- k " c1) 

1 
c ( t") 

(B . 5 ) 

    

 

[

z. 9 -±  

  

Resolvemos as integrais em 0, 	e em 1 > q >e, obtendo: 

) _ 	kd  

[-ti+ -r2 4  
+ c(eik) 

[1 4 

(B.6) 



onde Kd  é dado por (B.2). 

B.2.2 Calculo de J (k) 

(k) 

Reescrevemos (A.17) no limite continuo como: 

i 
a I d 

	

( 	 Eer4in[W-9t-al 

	

e - 	„, 

( B . 7 ) 

Novamente, expandimos os denominadores até 0(k
4 ) e toma 

mos R. infinitesimal 

.3 3,(w) = 	. 4  k2  

CÁ 471 [1-472] 

_ kd 
+ ;A, j 2 	+ 
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	  4 
kd (B.8) 

  

B.2.3 Calculo de L.(k k 	e T.(k k k ) l' 2 	 l' 2' 3 

Como estas somas s6 compõem os coeficientes trilineares 

b.equarticosc.,desprezaremos contribuições de 0(k
2 ) de sorte 

que, no limite contínuo, tornam-se .sa. esta ordem integrais indepen 
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dentes de k. Assim, resolveremos as integrais (A.24), (A.26), (A.32), 

(A.34), (A.41), (A.43), (A.55), (A.57) e (A.59), 

da forma: 

respectivamente, 

4 01 kt 
(B.9) 

L 3 L  1, ) 14,.1 ) 

i'''3 1L 147r2.] 

(B.10) 

(B.11) 
L, (k1 )  Wa) ,   k 4 	( 

LI + 7ii 2" 

c~ i l<7 
	 (B.12) 

i z  ( k i , 	l<3 ) 

+ 	1" 

kei  
( 	) 

1». I + ):"."2  

(B.13) 

k, = 

  

(B.14) 

El P.'11 3 111+í7:j 
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1-4 ( 	) 

 

kGi  
+ 0(1,:). ) 

 

 

o(ki2 ) 

onde tomamos 2, infinitesimal. 
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