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RESUMO

Epidemias afetam a humanidade com frequência. Quando sua propaga-

ção atinge todo o planeta, con�gura-se uma pandemia. No ano de 2020, o mundo

enfrentou surtos de contaminação de uma doença respiratória causada por um novo

coronavírus, o que exigiu das autoridades competentes a implementação de medidas

de combate e prevenção. A compreensão da dinâmica de epidemias é essencial para

prever cenários e fundamentar decisões, motivo pelo qual o uso de modelos mate-

máticos constitui uma ferramenta indispensável para descrever o comportamento

dessas doenças. Entre os modelos mais utilizados, destacam-se os compartimentais,

que dividem a população afetada em classes com características e inter-relações bem

de�nidas. Esses modelos são estruturados com base em conjuntos de equações di-

ferenciais que descrevem as taxas de variação das categorias populacionais que os

compõem. Um exemplo notável é o modelo SIR (Suscetível-Infectado-Removido),

que inclui parâmetros constantes representando as taxas de transmissão da doença

e de remoção do grupo infectado. No entanto, o uso de valores constantes para

descrever a taxa de transmissão ao longo de períodos prolongados pode não ser e�-

ciente, dado que alterações no comportamento das pessoas, medidas governamentais

e a evolução da própria doença podem modi�car tal parâmetro nesse intervalo de

tempo. Com base nessa premissa, este trabalho propôs uma abordagem para o mo-

delo compartimental SIR que modi�ca o parâmetro de infecção, permitindo que,

em vez de assumir um valor constante, seja variante no tempo. Essa modi�cação

possibilitou a representação da atividade da COVID-19 em períodos mais extensos.

Para validar o novo modelo, foram utilizados dados o�ciais fornecidos pelo governo

do Estado do Rio Grande do Sul. Por meio desses dados, aplicou-se um algoritmo de

otimização destinado a minimizar o somatório dos quadrados dos erros entre o total

de infectados registrado nos dados e o valor simulado pelo modelo. Posteriormente,

os resultados obtidos foram comparados ao comportamento real da doença no es-

tado, atestando a precisão do modelo. Além disso, com base nas taxas de infecção

xxiii



estimadas pelo algoritmo, investigou-se a capacidade do modelo de prever a ativi-

dade da doença em cenários futuros. O cálculo do erro percentual entre o número

total de infectados observado no período e a previsão do modelo revelou que, para

intervalos de 7 ou 14 dias, o modelo apresentou resultados satisfatórios de predição,

com erros percentuais inferiores a 0, 13% e 0, 6%, respectivamente.
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ABSTRACT

Epidemics frequently a�ect humanity. When their spread reaches the

entire planet, a pandemic is established. In 2020, the world faced outbreaks of a res-

piratory disease caused by a new coronavirus, which required competent authorities

to implement measures for combating and preventing it. Understanding the dyna-

mics of epidemics is essential for predicting scenarios and informing decisions, which

is why the use of mathematical models is an indispensable tool for describing the

behavior of these diseases. Among the most commonly used models, compartmental

models stand out, which divide the a�ected population into classes with well-de�ned

characteristics and interrelations. These models are structured based on sets of di�e-

rential equations that describe the rates of change of the population categories they

comprise. A notable example is the SIR (Susceptible-Infected-Removed) model,

which includes constant parameters representing the disease transmission rates and

the removal rate of the infected group. However, using constant values to describe

the transmission rate over extended periods may not be e�cient, as changes in peo-

ple's behavior, government measures, and the evolution of the disease itself can alter

this parameter over time. Based on this premise, this study proposed an approach

to the SIR compartmental model that modi�es the infection parameter, allowing it

to vary over time instead of assuming a constant value. This modi�cation enabled

the representation of COVID-19 activity over extended periods. To validate the new

model, o�cial data provided by the government of the State of Rio Grande do Sul

were used. Using this data, an optimization algorithm was applied to minimize the

sum of squared errors between the total number of infected individuals recorded in

the data and the value simulated by the model. Subsequently, the results obtained

were compared to the actual behavior of the disease in the state, con�rming the

accuracy of the model. Additionally, based on the infection rates estimated by the

algorithm, the model's ability to predict the disease's activity in future scenarios

was investigated. The calculation of the percentage error between the total number
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of observed infections during the period and the model's forecast revealed that, for

7-day or 14-day intervals, the model provided satisfactory prediction results, with

percentage errors lower than 0.13% and 0.6%, respectively.
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1 INTRODUÇÃO

A humanidade convive com doenças infecciosas desde o início de sua

história. Algumas dessas enfermidades podem acometer simultaneamente um grande

número de indivíduos em uma determinada localidade. Quando ocorrem surtos de

contágio de uma mesma doença em uma região especí�ca, considera-se que tal re-

gião está enfrentando uma epidemia. Caso a disseminação dessa doença ultrapasse

fronteiras e atinja toda a população mundial, con�gura-se um caso de pandemia.

A prevalência e os efeitos de uma epidemia podem variar amplamente.

Em países com baixo nível de desenvolvimento, mesmo doenças consideradas de

baixo risco podem resultar em consequências graves. O nível de desenvolvimento

econômico de uma região determina, em grande medida, a qualidade dos serviços de

saúde e a e�cácia na vigilância e contenção de doenças infecciosas. Por esse motivo,

ainda são registradas taxas alarmantes de mortalidade em epidemias de malária,

tifo e cólera, entre outras enfermidades que seriam facilmente tratáveis [9]. Além

disso, uma epidemia pode gerar impactos econômicos signi�cativos em uma ou mais

regiões. Em muitos casos, as medidas de controle adotadas afetam a circulação de

pessoas e o funcionamento de estabelecimentos, ocasionando prejuízos econômicos

durante o período de vigência dessas ações. Dessa forma, compreender os mecanismos

associados a essas crises sanitárias torna-se essencial para de�nir estratégias e�cazes

de enfrentamento.

Em 2020, o mundo foi acometido pela pandemia do novo coronavírus. O

vírus causador da COVID-19 teve sua origem na cidade de Wuhan, na China, onde os

primeiros casos foram registrados ainda em 2019 [6]. No ano seguinte, a disseminação

alcançou países de todos os continentes, obrigando as autoridades a implementar

medidas de controle e prevenção. No Brasil, o primeiro caso da doença con�rmado

pelo Ministério da Saúde ocorreu em 26 de fevereiro de 2020, poucas semanas antes

de a Organização Mundial da Saúde (OMS) anunciar que a Europa havia se tornado
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o novo epicentro da pandemia. O primeiro óbito no país foi registrado em março de

2020. No Estado do Rio Grande do Sul, o primeiro caso de infecção foi registrado

em 10 de março de 2020 [3], e o primeiro óbito no estado ocorreu em 25 de março

de 2020, na cidade de Porto Alegre.

Os coronavírus constituem um grupo de vírus de RNA que causam

doenças em mamíferos e aves. Em seres humanos, podem provocar infecções res-

piratórias leves, como uma espécie de gripe comum, ou graves, como a Síndrome

Respiratória Aguda Grave (SRAG). Esta última é causada pelo SARS-CoV-2, o

agente etiológico da COVID-19, responsável pela pandemia que assolou o mundo

em 2020 e que, até o momento, já resultou na morte de milhões de pessoas em todo

o planeta [4].

Os sintomas causados pelo novo coronavírus manifestam-se de forma

variável entre os indivíduos, podendo oscilar entre quadros leves e severos [1]. Em

média, o aparecimento dos sintomas ocorre três dias após o contágio, embora seja

possível que um indivíduo apresente manifestações até sete dias após a exposição ao

vírus [21]. O grupo sintomático constitui a maior parcela da população infectada.

Entretanto, pelo menos um terço dos indivíduos contaminados permanece assinto-

mático. Apesar disso, os indivíduos assintomáticos também são capazes de transmitir

a doença [2].

A transmissão do novo coronavírus ocorre, predominantemente, pelo

contato direto entre seres humanos, seja por vias respiratórias ou por superfícies

contaminadas. Toda vez que uma pessoa infectada tosse, espirra, fala ou respira,

partículas contendo o vírus são liberadas e podem in�ltrar-se no organismo de indi-

víduos expostos. Boca, nariz e olhos constituem as principais portas de entrada do

vírus [2]. Ademais, a interação direta não é a única via de transmissão da doença.

Partículas virais podem permanecer depositadas em superfícies, como objetos, cor-

rimãos e outros locais frequentemente tocados, possibilitando a infecção de pessoas

saudáveis que entrem em contato com essas áreas.
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Para controlar a disseminação da doença no Brasil, diferentes políti-

cas de controle foram implementadas em cada estado. No Rio Grande do Sul, o

sistema adotado foi denominado Programa de Distanciamento Controlado. Essa po-

lítica baseava-se em bandeiras de�nidas semanalmente, com critérios e protocolos

especí�cos a serem seguidos pelos diversos setores da sociedade. No modelo, o estado

foi dividido em 21 regiões, considerando-se a velocidade de propagação do vírus e a

capacidade de atendimento do sistema de saúde. Ao todo, foram levados em conta 11

indicadores para determinar a gravidade da situação em cada região. De acordo com

o risco identi�cado pelos indicadores, atribuía-se uma cor (amarela, laranja, verme-

lha ou preta) para classi�car a região. A cor amarela indicava uma situação mais

amena, em que medidas �exíveis eram aplicadas ao setor econômico e à circulação

de pessoas. À medida que o risco aumentava, a classi�cação progredia para as cores

laranja, vermelha e, por �m, preta, que representava o perigo máximo, com altíssimo

risco de contágio. Nesse último cenário, normas mais rigorosas eram adotadas para

conter a disseminação do vírus [5].

Para a adoção de medidas de prevenção e combate, torna-se essencial

compreender os fenômenos epidemiológicos. Nesse contexto, a modelagem matemá-

tica apresenta-se como uma ferramenta extremamente útil. Por meio de modelos

matemáticos, é possível simular a dinâmica de sistemas que reproduzem, por exem-

plo, o comportamento de uma doença infecciosa. Dessa forma, torna-se viável ana-

lisar e interpretar os resultados, buscando identi�car causas e delinear estratégias

de controle de epidemias [37]. Quando devidamente calibrado, um modelo matemá-

tico oferece um recurso valioso para autoridades políticas e sanitárias, permitindo

fundamentar a tomada de decisões e a implementação de medidas mais e�cazes.

Na literatura, encontram-se diversos tipos de modelos epidemiológicos.

Dentre os mais utilizados, destacam-se os modelos compartimentais, que segmentam

a população em classes com características comuns e estabelecem relações entre elas

[41]. Esses modelos podem ser ajustados conforme os fatores considerados, mas,

3



em geral, são constituídos por um conjunto de equações diferenciais que descrevem

como as taxas de transição entre os compartimentos envolvidos evoluem ao longo do

tempo. Cada equação do sistema apresenta parâmetros que desempenham um papel

fundamental na dinâmica das doenças, ao indicar de que maneira os compartimentos

se inter-relacionam. Um exemplo clássico é o modelo SIR, que classi�ca a população

em três classes: suscetíveis, infectados e removidos. O modelo utiliza essas categorias

e parâmetros constantes para descrever as variações no número de indivíduos em

cada compartimento ao longo do tempo.

No artigo [17], o modelo SIR foi utilizado para descrever o comporta-

mento da COVID-19 em diferentes comunidades. No estudo, a população total não

foi considerada constante, o que resultou em uma dinâmica diferenciada na classe de

indivíduos suscetíveis, que não diminuiu de forma monótona, como ocorre quando

a população é de�nida como �xa. Assim, demonstrou-se que a classe de suscetíveis

pode aumentar em períodos de surto, e investigou-se a e�cácia de medidas governa-

mentais em cada comunidade analisada. Os autores concluíram que, com o suporte

de dados con�áveis, o modelo SIR é adequado para prever tendências epidêmicas

relacionadas à disseminação da doença, uma vez que é capaz de acomodar surtos

e ser ajustado aos dados registrados. Além disso, evidenciou-se que, ao comparar

os dados publicados com as simulações, o modelo pode ser utilizado para avaliar a

e�cácia das intervenções governamentais.

Em [44], discute-se a di�culdade em obter predições e�cazes da COVID-

19 utilizando modelos epidemiológicos. Os autores avaliaram as razões pelas quais

os resultados variavam tanto, concluindo que isso se deve à não identi�cação das

calibrações necessárias nos parâmetros do sistema. Em seguida, avaliaram o uso de

dois modelos compartimentais, SIR e SEIR, para representar as informações con-

tidas nos dados de casos con�rmados. Demonstraram que o modelo SIR apresenta

um desempenho superior e que a utilização de modelos mais simples pode ser mais

con�ável do que o uso de modelos complexos. Para isso, modelaram os impactos
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da quarentena na cidade de Wuhan, na China, e um possível segundo surto após o

término da medida.

No trabalho [40], um modelo SIR estendido, com dois compartimentos

adicionais, foi adotado para analisar a dinâmica da disseminação do novo corona-

vírus, levando em consideração o isolamento social. Nesse modelo, foram inseridas

as classes de indivíduos isolados e de óbitos. Com base nessas equações, simulou-se

o comportamento da doença a �m de investigar a melhor estratégia para a adoção

dessa medida, avaliando o momento mais adequado para seu início, a duração do

isolamento e o momento apropriado para sua interrupção. Os cenários considera-

dos envolveram 50%, 70% e 80% da população isolada, com início da restrição de

contato nos 5º, 10º, 15º e 20º dias após a con�rmação do 50º caso. Com base nos

dados o�ciais, os autores concluíram que o melhor período para o início da medida

ocorre entre o 10º e 15º dias, uma vez que a atividade da doença permanece estável

durante a fase de isolamento. Além disso, destacaram que a saída dessa condição

deve ser gradual, após 30 dias, para evitar um novo pico de infecção.

No artigo [29], os autores desenvolveram um modelo compartimental

com classes adicionais, considerando mortes e hospitalizações, a �m de descrever

a disseminação do novo coronavírus na China. Com esse modelo, foi estudado o

impacto das subnoti�cações e estimada a necessidade de leitos hospitalares. Utili-

zando dados governamentais, foram identi�cados os parâmetros do modelo e, com

eles, investigados cenários nos quais diferentes percentuais de casos não detectados

alterariam a magnitude da doença no país.

Em [16], os autores propõem um modelo SIR discretizado, com as taxas

de infecção e remoção dependentes do tempo. Utilizando dados fornecidos pelas

autoridades chinesas, eles demonstram que o modelo apresenta um erro inferior a

3% em cada dia da pandemia de COVID-19 simulada. Além disso, utilizam o modelo

para analisar o impacto das infecções não detectadas na disseminação da doença.

Adicionalmente, mostram que, por meio do raio espectral de uma matriz 2 × 2,
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composta pelos parâmetros do modelo, é possível prever a ocorrência de surtos.

Dessa forma, investigam países que poderiam estar à beira de um surto de COVID-

19 em março de 2020. O artigo também demonstra a e�cácia do distanciamento

social no controle da propagação da doença.

No artigo [39], foi realizada uma pesquisa sobre diversas publicações

envolvendo modelagem matemática e uso da inteligência arti�cial para entender a

dinâmica da COVID-19. Ao todo, foram estudados 61 artigos de periódicos, nos quais

se constatou o amplo uso de modelos compartimentais, especialmente os modelos

SIR e SEIR. Quanto às implementações de IA, a utilização de redes neurais foi a

mais destacada. Os autores constataram que tanto a modelagem matemática quanto

a inteligência arti�cial têm se mostrado ferramentas con�áveis para o entendimento

da pandemia.

No trabalho [26], de 2022, foram investigadas as razões pelas quais al-

gumas previsões da COVID-19 falharam. Os autores concluíram que, entre outros

motivos, a modelagem incorreta, a falta de transparência, dados com erros e a au-

sência de evidências sobre o efeito das intervenções estão entre as principais causas.

Eles a�rmam que a modelagem cuidadosa, respeitando os aspectos característicos da

doença, e a validação do modelo são fundamentais para evitar erros. Além disso, de-

fendem que decisões importantes sejam baseadas em evidências globais, não apenas

em casos especí�cos.

O artigo [47] propôs simular um algoritmo de Monte Carlo de um mo-

delo SIR, com ciclos de 1 dia, a �m de estimar os picos de demanda clínica e os

cenários em que a capacidade hospitalar apresentava sobrecarga na região metropo-

litana da Filadél�a. Os parâmetros utilizados no modelo foram extraídos de outros

artigos e, portanto, não foram identi�cados no trabalho.

No artigo [49], é investigada a mudança nas taxas de reprodução da

COVID-19 em diferentes regiões do território chinês. Constatou-se que a taxa de re-

6



produção controlada, que expressa a disseminação da doença quando há intervenção

das autoridades, foi muito inferior à taxa de reprodução básica, que mede o número

médio de novas infecções quando não há interferências, o que indicou a e�cácia das

medidas adotadas pelo governo local. Para determinar esses valores, foram imple-

mentadas três abordagens: os métodos baseados na verossimilhança de Poisson, na

taxa de crescimento exponencial e um estocástico com base no modelo SIR.

Em [18], é utilizado o modelo SIR convencional para determinar o

valor da taxa de reprodução da infecção básica na Itália, durante o surto inicial

da COVID-19, ao longo de duas semanas. Utilizando dados do Ministério da Saúde

do país, os autores calcularam valores semelhantes aos observados no surto inicial

ocorrido na China, na cidade de Wuhan. As taxas calculadas con�rmam também

evidências anteriores, encontradas na literatura, que apontam valores semelhantes a

essa taxa quando se aplica o modelo SIR ao novo coronavírus.

Outra aplicação do modelo SIR na descrição da COVID-19 foi testada

em [43], no qual se analisou a e�cácia desse sistema de equações na reprodução

da doença, qualitativa e quantitativamente, em diversos países. Mostrou-se que, ao

reduzir o modelo sequencialmente à equação logística, a dinâmica foi retratada ade-

quadamente com alto grau de correlação, permitindo sua utilização para estimativas

preditivas. Além disso, avaliou-se o impacto das medidas de prevenção nos parâme-

tros envolvidos. Para isso, foram utilizados dados do Centro Europeu de Controle

de Doenças. Veri�cou-se que a redução da taxa de infecção durante o surto pode

originar-se não apenas da diminuição do contato, mas principalmente do efeito nor-

mal de desaceleração característico do intervalo completo do surto. Isso proporciona

uma oportunidade para estimar com mais garantia a qualidade da previsão baseada

na curva logística.

No artigo [45], adotou-se um modelo SIR, com taxa de infecção variante

no tempo, para investigar a tendência epidêmica da COVID-19 na Itália. O objetivo

era considerar diferentes medidas de intervenção na disseminação da doença. Para
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isso, utilizaram-se dados de séries temporais da COVID-19, de 22 de janeiro a 02 de

abril de 2020, e estimou-se a taxa de reprodução básica média no país, comparando

o resultado obtido com a região de Hunan, na China, que possui população total

semelhante. Métodos de Cadeia de Markov foram aplicados para a obtenção do

número de reprodução básico da doença. Os autores concluíram que as políticas

de controle adotadas na província chinesa também tiveram efeitos semelhantes na

Itália. Em ambos os casos, notou-se uma queda considerável no número de infecções

no período em que as medidas foram executadas.

Outro artigo que utilizou um modelo SIR com taxa variante no tempo

foi [8], no qual os autores desenvolveram um método para estimar o número de

reprodução básica da doença através do Filtro de Kalman. Utilizando uma versão

discretizada do sistema, a proposta foi determinar esse valor em tempo real. Para

isso, utilizaram dados sobre novos casos para construir uma série temporal e estimar

quantos infectados havia em certo tempo t, para então aplicar o Filtro de Kalman

e estimar a taxa de crescimento dessa série. Por �m, utilizando a referência teórica,

foi possível obter a taxa de reprodução básica. As estimativas foram feitas para 124

países e permitiram avaliar as medidas que reduziram o valor desse número, tais

como distanciamento social, lockdowns, etc.

Em [35], é feita uma modi�cação no modelo convencional SIR para

considerar os casos de infecção não relatados. Assim, adicionou-se um novo parâme-

tro ao sistema e, utilizando dados o�ciais, identi�caram-se seus valores para casos

de gripe e COVID-19 no condado de Missoula, em Montana, EUA. O intervalo es-

tipulado para o novo parâmetro foi [0, 1], estabelecendo-se que, quando a maioria

dos casos é relatada, o valor da constante adicional é próximo ou igual a 1. Por

outro lado, quando há muita subnoti�cação, o parâmetro de relato aproxima-se de

0. Para a identi�cação com os dados da COVID-19, foi constatado que o valor �cou

próximo de 1, e assim concluiu-se que o modelo SIR convencional seria apropriado

para descrever o comportamento da doença na região. Já para os dados de gripe, os
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valores encontrados se aproximavam de 0, indicando alta subnoti�cação, o que levou

os autores à conclusão de que o modelo SIR tradicional, sem o novo parâmetro, é

incapaz de retratar o comportamento real dessa enfermidade.

No trabalho de [14], desenvolveu-se um modelo compartimental deri-

vado do SIR, incluindo a classe de óbitos, denotada por D, e considerando a po-

pulação em R como sendo composta apenas por recuperados. Com o novo modelo

SIRD, adotou-se também sua forma discretizada, a �m de considerar os parâmetros

envolvidos no novo sistema como variáveis em função do tempo. O modelo foi apli-

cado na descrição da pandemia de COVID-19 na Itália, com o intuito de veri�car a

evolução da doença no país, levando em conta as diferentes medidas de prevenção

praticadas pelo governo. Além de observar a e�cácia de algumas medidas, o modelo

permitiu também notar o intervalo de tempo no qual as políticas começaram a surtir

efeito. Outra constatação do trabalho é que, com o passar do tempo, a taxa de recu-

peração começou a aumentar e a de mortalidade a diminuir. Com essa informação,

os autores sugeriram como possível causa a melhor resposta do sistema de saúde,

além de mudanças na letalidade do vírus.

Em [27], é utilizado um modelo SIR discretizado para estimar a pre-

valência do vírus da COVID-19, combinando diferentes fontes de dados disponíveis,

como óbitos, casos con�rmados, testes positivos, etc. Por meio de uma estrutura

bayesiana, calibrou-se o modelo para projetar o número de novas infecções nos es-

tados de Ohio e Indiana, nos Estados Unidos. Como resultado, os autores puderam

constatar que o número de infectados foi subestimado, sobretudo no início da pan-

demia.

Com base nesses estudos, é possível a�rmar que, embora viáveis para

retratar certos aspectos da pandemia, os modelos compartimentais apresentaram

limitações quanto à sua implementação. Os sistemas tradicionais, que assumem va-

lores constantes para os parâmetros, esbarram na con�guração da doença a longo

prazo, sendo mais indicados para períodos curtos, nos quais a COVID-19 alterou
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pouco seu comportamento. Já os modelos que utilizaram parâmetros variantes no

tempo focaram sua análise nas medidas de contenção dos governos. Entretanto, se-

ria possível aplicar um modelo compartimental para descrever o comportamento do

novo coronavírus em períodos ainda mais prolongados? E o que esses modelos po-

dem nos dizer sobre a tendência futura da pandemia? Seria possível que um modelo

simples e determinístico nos fornecesse um prognóstico do que ocorrerá nos próximos

dias, semanas ou meses?

A partir dessas questões, propôs-se neste trabalho uma adaptação para

o modelo SIR. A proposta consiste em alterar o parâmetro que representa a taxa de

infecção, de modo que ele seja variante no tempo, expresso por uma função constante

por partes. Dessa forma, pode-se denotar essa taxa por meio de um vetor. O objetivo

é que cada entrada desse vetor denote uma taxa de infecção especí�ca para o período

considerado. Assim, se for analisado um intervalo longo de tempo, não é necessário

que um único valor represente todo o período. Por exemplo, se o tempo analisado

for de um mês, pode-se obter um vetor com 30 valores, em que cada um indica a

taxa de infecção diária. Desse modo, é possível que o modelo consiga expressar o

comportamento da doença em intervalos mais prolongados, para os quais se dispõe

de dados.

Para validar o modelo desenvolvido, foram utilizados dados o�ciais for-

necidos pela Secretaria de Saúde do Rio Grande do Sul, os quais registravam o

número de infectados pelo novo coronavírus no estado. Com base nesses dados,

identi�cou-se o vetor das taxas de infecção em dois cenários distintos.

No primeiro cenário, calcularam-se taxas semanais, ou seja, uma taxa

de infecção para cada semana analisada, abrangendo as 21 regiões de agrupamento

em que o território estadual foi subdividido. O objetivo dessa análise foi comparar

os resultados do modelo com o comportamento real da pandemia durante a vigência

do Programa de Distanciamento Controlado. No segundo cenário, identi�caram-se
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taxas diárias para o estado como um todo, com o propósito de examinar a atividade

da pandemia em uma base diária.

Em ambas as situações, foi aplicado um algoritmo de otimização, o

qual minimizou a soma dos quadrados das diferenças entre o número total de infec-

tados registrado nos dados o�ciais e aquele estimado pelo modelo. Essa abordagem

permitiu ajustar os parâmetros de forma a representar com precisão a evolução da

pandemia.

A identi�cação de um vetor com um grande número de entradas pode

apresentar elevada complexidade. Isso ocorre porque o algoritmo de otimização re-

quer valores iniciais para ajustar a solução até alcançar a ótima. No entanto, como

o problema é não convexo, há a possibilidade de que os valores inicialmente atribuí-

dos di�cultem a convergência para a solução desejada, além de acarretarem um alto

custo computacional.

Para contornar essas di�culdades, torna-se essencial inicializar o algo-

ritmo com valores relativamente próximos à solução pretendida. Considerando-se o

elevado número de componentes no vetor, foi desenvolvida uma estratégia iterativa

para determinar os valores iniciais. Essa estratégia consiste em iniciar o algoritmo

com um vetor contendo apenas um elemento e, a cada iteração, duplicar o número

de entradas do vetor. Os valores iniciais de cada iteração são de�nidos com base

nos resultados obtidos na etapa anterior. Esse processo é repetido até que o número

total de entradas duplicadas exceda o número de entradas desejado.

Ao �nal do processo, as entradas excedentes são descartadas, e o algo-

ritmo é executado até atingir a solução ótima. A validação do modelo foi realizada

por meio da comparação de grá�cos que representam o comportamento real da pan-

demia e o simulado pelo modelo identi�cado.

Após o desenvolvimento e a validação do modelo por meio da identi�-

cação de parâmetros, investigou-se sua capacidade de prever cenários futuros. Além
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de descrever a evolução da doença em um período conhecido, avaliou-se a acurá-

cia do modelo na previsão do comportamento do coronavírus no estado em tempos

posteriores.

Para essa análise, considerou-se que o comportamento da doença seria

desconhecido a partir de um determinado ponto, simulando-se a evolução do nú-

mero total de casos a partir desse momento. Na simulação, foi utilizada uma taxa

de infecção constante, previamente identi�cada pelo modelo com taxa variável no

tempo. Em seguida, calculou-se o erro percentual entre os resultados previstos e os

dados observacionais reais, analisando-se as condições nas quais o modelo apresentou

e�cácia.

Este trabalho está disposto da seguinte forma: no capítulo 2, são apre-

sentados modelos epidemiológicos compartimentais comumente utilizados na lite-

ratura, destacando a con�guração dos sistemas de equações diferenciais de cada

modelo. A seguir, no capítulo 3, encontram-se os métodos numéricos estudados para

a obtenção dos resultados, abordando técnicas de simulação numérica para equações

diferenciais e também de otimização, necessárias para a identi�cação dos parâme-

tros. Logo após, no capítulo 4, propõe-se o uso de um novo modelo SIR, com a

taxa de infecção variante no tempo, para simular a atividade da pandemia em um

intervalo prolongado. A identi�cação dos parâmetros para validação do modelo, as

simulações e os resultados são apresentados. No capítulo 5, é feita a investigação so-

bre a capacidade do modelo em prever o comportamento da pandemia em períodos

futuros. Por �m, no capítulo 6, são feitas considerações sobre os resultados obtidos

neste trabalho e sobre possíveis trabalhos futuros.

Parte dos resultados dessa tese compôs um artigo que foi aceito e apre-

sentado em [24]. Outra parte dos resultados produzidos integrou artigo submetido à

revista Trends in Computational and Applied Mathematics (TCAM), que também

está publicado em [23]
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2 MODELOS MATEMÁTICOS PARA

EPIDEMIOLOGIA

Modelos epidemiológicos são ferramentas essenciais para a compreensão

e prevenção de padrões de doenças em populações humanas ou animais. Além de

serem cruciais para entender a propagação de doenças infecciosas, eles também são

aplicados em uma variedade de outros contextos de saúde pública, podendo ajudar

a prever tendências futuras, identi�car grupos de alto risco, avaliar o impacto de

intervenções e políticas de saúde e guiar a alocação e�ciente de recursos [9].

Existem diferentes tipos de modelos epidemiológicos, cada um com suas

próprias vantagens e limitações. Modelos determinísticos, que utilizam equações di-

ferenciais para descrever as mudanças nas populações ao longo do tempo, são úteis

para compreender a dinâmica geral de uma doença. Por outro lado, modelos es-

tocásticos incorporam aleatoriedade e incerteza, tornando-os mais adequados para

simular eventos raros ou situações em que a variabilidade é importante [10].

Os modelos epidemiológicos compartimentais constituem uma classe

importante dentro do arsenal de ferramentas utilizadas na epidemiologia. Esses mo-

delos, amplamente utilizados na literatura, dividem a população em classes com

características comuns [37]. Esses compartimentos representam os indivíduos envol-

vidos no processo e o estado no qual se encontram. As principais classes adotadas

nesses modelos são [22]:

� Suscetíveis (S): formada pelas pessoas não infectadas que estão aptas

a contrair a doença quando expostas ao agente responsável pela trans-

missão;
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� Expostos (E): fração do grupo suscetível que já foi exposta ao contágio

mas que ainda não apresentou sintomas ou a manifestação da doença.

Nesse estágio, a doença pode ser transmitida ou não, dependendo do

caso;

� Infectados (I): Indivíduos que estão doentes e são capazes de infectar

algum suscetível;

� Removidos (R): Pessoas que foram infectadas mas já não são mais por-

tadoras da doença, seja por motivo de cura ou morte. Também não

podem mais transmiti-la e são imunes a uma nova infecção.

Com base nessa classi�cação, considera-se a população total como a

soma dos indivíduos pertencentes a cada uma dessas classes. Assim, denotando essa

quantidade total por N , tem-se que N = S +E + I +R. Contudo, nem todos esses

grupos precisam ser contemplados na modelagem. Geralmente, a escolha das classes

a serem utilizadas leva em consideração a doença em questão, de acordo com as

formas de contágio e a maneira como ela se propaga na população [37].

2.1 Modelo SIS

O Modelo SIS é útil para compreender a dinâmica de doenças que não

conferem imunidade duradoura após a recuperação, podendo auxiliar os pesquisa-

dores no desenvolvimento de estratégias de controle e prevenção mais e�cazes para

essas doenças [9]. Nesse modelo, os indivíduos podem se infectar com a doença,

recuperar-se e voltar ao estado suscetível, estando sujeitos a serem reinfectados,

como ilustrado na representação em (2.1). Nesse cenário, não há pessoas removi-

das no sistema. Além disso, a classe de expostos é desconsiderada, pois assume-se

que a manifestação dos sintomas ocorre em um curto intervalo de tempo após o

contágio. Assim, o uso desse tipo de modelo é mais adequado para representar o
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comportamento de enfermidades com baixas taxas de mortalidade e com períodos

de imunidade inexistentes ou de curta duração, como as gripes comuns [25].

S −→ I −→ S (2.1)

O modelo SIS é descrito através de equações diferenciais que levam

em conta as taxas de transmissão da doença e de recuperação. Estas equações, que

podem ser vistas em (2.2), descrevem como a proporção de indivíduos suscetíveis e

infectados na população muda ao longo do tempo.
dS(t)

dt
= −βS(t)I(t) + γI(t)

dI(t)

dt
= βS(t)I(t)− γI(t),

(2.2)

Na primeira equação, o primeiro termo, −βS(t)I(t), representa a di-

nâmica de transmissão da doença, em que β é a taxa de transmissão e S(t)I(t)

corresponde ao número de interações entre indivíduos suscetíveis e infectados que

podem resultar em transmissão. O segundo termo, γI(t), descreve o processo pelo

qual os indivíduos infectados, I(t), recuperam-se, sendo γ a taxa de recuperação.

Na segunda equação, o primeiro termo indica o número de novos infecta-

dos, que aumenta à mesma taxa em que a população deixa a condição de suscetível.

O segundo termo representa os indivíduos recuperados, que deixam o estado de

infectado na mesma proporção em que retornam à condição de suscetível.

A população total é expressa por N = S(t) + I(t). A Figura 2.1 apre-

senta uma representação grá�ca do modelo.

Uma das principais características do modelo SIS é a existência de um

equilíbrio endêmico, no qual a doença permanece circulando inde�nidamente em uma

população, mantendo uma prevalência constante. Esse equilíbrio é determinado pela

relação entre a taxa de transmissão da doença e a taxa de recuperação.
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Figura 2.1: Modelo SIS com β = 0.5 e γ = 0.1

2.1.1 Solução Analítica

Outra maneira de compreender a evolução de uma pandemia em seu

estágio inicial é por meio do cálculo de uma solução analítica aproximada da segunda

equação diferencial do sistema. Para isso, admite-se S = N − I e considerando que,

no instante t = 0, I(0) = I0 > 0, de (2.2), segue:

dI(t)

dt
= βSI − γI (2.3)

dI(t)

dt
= β(N − I)I − γI (2.4)

dI(t)

dt
= βI

[(
N − γ

β

)
− I

]
, (2.5)

que caracteriza uma equação logística cuja solução pode ser obtida via separação de

variáveis. Usando a condição inicial, obtém-se:

I(t) =
βN − γ

β +
[
(βN − γ) 1

I0
− β

]
e−(βN−γ)t

(2.6)

Com isso, quando t → ∞, I → N − γ
β
e, consequentemente, o ponto de equilíbrio é

assintoticamente estável. Em outras palavras, o modelo indica que, com o passar do

tempo, o número de infectados tende a se aproximar cada vez mais de N − γ
β
. Além

16



disso, pode-se observar pela solução analítica que, se a razão entre as taxas γ e β

for maior que o tamanho da população N , a propagação da doença tende a cessar,

já que I(t) → 0 quando N < γ
β
.

2.2 Modelo SIR

O modelo epidêmico SIR, proposto por Kermack e McKendrick (1927),

é um dos mais populares na descrição de doenças com transmissão comunitária,

aquelas cuja origem da infecção em uma pessoa é indeterminada, pois o agente

transmissor circula entre toda a população [9]. Em sua dinâmica, admite-se que um

indivíduo infectado só possa ser removido do sistema, desconsiderando-se a possibili-

dade de reinfecção. Sendo assim, o modelo pode ser representado esquematicamente

da seguinte forma:

S −→ I −→ R (2.7)

Nesse panorama, a população total N é dada pela soma S(t) + I(t) +

R(t) = N . A con�guração do modelo SIR é expressa pelo conjunto de equações

diferenciais ordinárias: 

dS

dt
= −βIS

N

dI

dt
=

βIS

N
− γI

dR

dt
= γI

(2.8)

Note que, na primeira equação do sistema, que denota a taxa de variação

da população suscetível, a contaminação desses indivíduos ocorre pela interação

entre as classes S e I. Assim, considera-se que há uma probabilidade de que o

indivíduo suscetível contraia a doença quando interagir com algum infectado capaz

de transmiti-la. Essa taxa de infecção da população suscetível por um infectado é
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expressa pelo parâmetro β. Dessa forma, à mesma taxa com que uma parcela da

população deixa o grupo de suscetíveis, ela ingressa no de infectados. Da mesma

maneira, uma parte da população infectada deixa essa classe, após um determinado

período, e passa a pertencer ao grupo dos removidos. Assim como no modelo SIS,

os parâmetros referentes à taxa de infecção e de remoção são constantes positivas,

representadas por β e γ, respectivamente. Na Figura 2.2, é apresentado um exemplo

grá�co do modelo.
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Figura 2.2: Modelo SIR com β = 0.5 e γ = 0.1

2.2.1 Solução Analítica

É possível também avaliar a evolução da epidemia em um modelo SIR

quando, no início do processo (t = 0), o número de pessoas suscetíveis é praticamente

toda a população (S ≈ N). Sendo I(0) = I0 > 0 tem-se que, na segunda equação:

dI

dt
=

βIN

N
− γI = I(β − γ), (2.9)

cuja solução pode ser facilmente determinada pelo método da separação de variáveis:

I(t) = I0e
(β−γ)t = I0e

γt(β
γ
−1) (2.10)
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Tomando R0 =
β
γ
, segue que:

� Se R0 > 1, I(t) → ∞, ou seja, a epidemia permanece em crescimento;

� Se R0 < 1, I(t) → 0, isto é, a infecção tende a se encerrar com o tempo.

A constante R0 é denominada taxa de reprodução da infecção e o pe-

ríodo médio de infecção é dado por 1/γ.

2.3 Modelo SEIR

Um dos mais populares para descrever fenômenos epidemiológicos, o

modelo SEIR é comumente utilizado para analisar dados de infecção durante os

diferentes estágios de sua propagação e avaliar a efetividade de medidas de conten-

ção, como os lockdowns [22]. Nesse modelo, uma pessoa suscetível, quando exposta

ao vírus, pode não apresentar sinais de infecção imediatamente, permanecendo as-

sintomática por um período especí�co. Esse intervalo é denominado fase latente

[31]. Após essa fase, cuja duração varia conforme a doença, o indivíduo permanece

infectado até alcançar a recuperação ou evoluir para o óbito. O modelo também

desconsidera a possibilidade de reinfecção, conforme retratado no esquema (2.11):

S −→ E −→ I −→ R (2.11)

A versão clássica do modelo SEIR é composta por quatro equações

diferenciais ordinárias que descrevem o comportamento de cada uma das classes

admitidas. Além das constantes de infecção β e de remoção γ, um novo parâmetro,

referente à fase latente, µ, é acrescentado ao sistema. Esse parâmetro dimensiona o

atraso entre o contato infeccioso e o aparecimento dos sintomas que con�guram a
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infecção. Dessa forma, as equações são caracterizadas da seguinte forma:

dS(t)

dt
= −βSI

dE(t)

dt
= βSI − µE

dI(t)

dt
= µE − γI

dR(t)

dt
= γI,

(2.12)

com N = S(t)+E(t)+I(t)+R(t). Para exempli�car gra�camente o comportamento

do modelo SEIR, observa-se um exemplo na Figura 2.3.
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Figura 2.3: Modelo SEIR com β = 0.5, γ = 0.1 e µ = 0.7

2.3.1 Solução Analítica

Para observar a evolução da pandemia na perspectiva do modelo SEIR,

é necessário a análise de dois grupos que afetam a dinâmica de infecção quando

S ≈ N . Desse modo, pode-se investigar a solução analítica das classes de Expostos e

Infectados para veri�car a tendência de progressão da epidemia ao longo do tempo.
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Assim, se no instante t = 0 tem-se I(0) = I0 e E(0) = E0, considera-se o sistema:
dE(t)

dt
= βNI − µE

dI(t)

dt
= µE − γI

(2.13)

A partir daí, toma-se:

y′(t) =

 dE(t)
dt

dI(t)
dt

 , A =

 −µ βN

µ −γ

 , y(t) =

 E(t)

I(t)


e resolve-se o problema de valor inicial (PVI):y(t) = Ay(t)

y(0) = y0,

(2.14)

onde

y0 =

 dE(0)
dt

dI(0)
dt

 =

 E0

I0


Calculando os autovalores λ = {λ1, λ2}:∣∣∣∣∣∣ −µ− λ βN

µ −γ − λ

∣∣∣∣∣∣ = µγ + µλ+ γλ+ λ2 − µβN

= λ2 + λ(µ+ γ) + µ(γ − βN)

Então,

λ =
−(µ+ γ)±

√
(µ+ γ)2 − 4µ(γ − βN)

2

Sabe-se que a solução do sistema de EDO é do tipo y(t) = eλtv, onde v é um autovetor

associado ao autovalor λ. Sendo assim, observa-se as seguintes possibilidades:

� se N < γ
β
, segue que 4µ(γ − βN) > 0. Assim, se (µ + γ)2 > 4µ(γ −

βN),
√

(µ+ γ)2 − 4µ(γ − βN) <
√

(µ+ γ)2 = (µ + γ). Isso implica

que λ1, λ2 < 0, o que faz y(t) → 0 quando t → ∞. No caso em que

(µ + γ)2 < 4µ(γ − βN), os autovalores serão complexos de parte real

negativa, o que indica o mesmo comportamento com o passar do tempo.

Consequentemente, projeta-se o �m da epidemia;
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� SeN > γ
β
, segue que 4µ(γ−βN) < 0. Desse modo,

√
(µ+ γ)2 − 4µ(γ − βN)

>
√

(µ+ γ)2 = (µ+ γ). Portanto, ao menos um dos autovalores λ será

positivo. Logo, y(t) tem crescimento exponencial e a epidemia perma-

nece em progressão.

Como visto, os modelos epidemiológicos compartimentais baseiam-se

em sistemas de equações diferenciais não lineares. Sendo assim, é conveniente que,

para simular a dinâmica de uma doença por meio desses modelos, sejam utilizados

métodos computacionais. No próximo capítulo, serão apresentadas algumas técnicas

que podem ser empregadas nas simulações.
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3 MÉTODOS NUMÉRICOS

O aprimoramento dos métodos numéricos tem desempenhado um papel

essencial na integração entre a matemática e suas aplicações nas ciências e tecno-

logias. Com o aumento da capacidade computacional, a utilização de simulações

computacionais de modelos matemáticos tem se expandido, consolidando-se como

uma prática amplamente adotada em diversas áreas do conhecimento humano [34].

Essas técnicas computacionais visam obter aproximações numéricas para problemas

que não podem ser resolvidos de forma analítica, uma situação frequente em mode-

lagens matemáticas de fenômenos reais. Nesse contexto, a escolha do método a ser

utilizado exige a consideração de aspectos como precisão, e�ciência computacional

e o impacto do erro de simulação nos resultados [42].

De forma geral, os algoritmos de métodos numéricos podem ser classi-

�cados em três categorias: diretos, iterativos e recursivos [28]. Os métodos diretos

proporcionam uma solução aproximada em um número �nito de passos. Por sua vez,

os métodos iterativos realizam melhorias sucessivas na precisão, aproximando-se pro-

gressivamente da solução exata à medida que as iterações avançam. Para determinar

o momento de encerrar as iterações, é usual a de�nição de um critério de parada

ou a aplicação de um teste de convergência que estabeleça o número adequado de

passos. Já os métodos recursivos são caracterizados por sub-rotinas que chamam

a si mesmas, dividindo o problema em subproblemas semelhantes, cuja solução é

interrompida com base em um critério de término prede�nido.

As técnicas de aproximação numérica têm sido adaptadas para resolver

uma ampla gama de problemas matemáticos, tais como a resolução de equações

algébricas, a obtenção de soluções de sistemas lineares e não lineares, a interpo-

lação de pontos, o cálculo de derivadas e integrais, e a determinação de soluções

para equações diferenciais ordinárias e parciais [34]. No caso especí�co dos méto-

dos de otimização, o objetivo é identi�car a melhor solução para um determinado
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problema dentro de um conjunto de soluções viáveis, denominado conjunto factível.

Para alcançar os resultados apresentados neste trabalho, foram implementados mé-

todos para a obtenção da solução numérica de um sistema de equações diferenciais

e algoritmos de otimização.

3.1 Métodos Numéricos para Equações Diferenciais

Ordinárias

As equações diferenciais desempenham um papel crucial na modelagem

matemática de fenômenos naturais abordados pela ciência. A formulação dessas

equações decorre da relação entre variáveis e suas taxas de variação instantâneas,

permitindo a representação matemática do problema em análise. Contudo, em mui-

tas situações, os fenômenos reais são descritos por expressões cujas soluções analíti-

cas não podem ser obtidas. Nesse caso, a equação diferencial que descreve o evento

pode ser simpli�cada, viabilizando sua resolução analítica. Alternativamente, méto-

dos numéricos podem ser empregados para aproximar a solução do problema original,

gerando resultados mais próximos dos dados observados no fenômeno estudado [13].

Na maioria dos casos, essas abordagens buscam determinar a solução de um pro-

blema de valor inicial, ou seja, uma solução aproximada da equação diferencial que

satisfaça uma condição inicial prede�nida.

A estimação da solução numérica de um problema de valor inicial para

uma equação diferencial requer expressões que aproximem as derivadas das funções.

Dada uma função f , a sua derivada no ponto t0 pode ser de�nida como [34]:

f ′(t0) = lim
h→0

f(t0 + h)− f(t0)

h
(3.1)

Portanto, pode-se obter uma aproximação para f ′(t0) simplesmente

computando o valor do quociente para um h pequeno. Dessa forma, para h > 0,
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tem-se:

D+
h f(t0) =

f(t0 + h)− f(t0)

h
≈ f ′(t0) (3.2)

Se h < 0:

D−
h f(t0) =

f(t0)− f(t0 − h)

h
≈ f ′(t0) (3.3)

Essas aproximações para a derivada são denominadas diferenças pro-

gressivas, se h > 0, e diferenças regressivas, quando h < 0 [13]. Como cada um

desses métodos fornece uma estimativa aproximada da derivada, é esperado que es-

ses resultados contenham erros. Portanto, para avaliar a qualidade da estimativa, é

importante compreender os erros associados calculados em cada caso.

O erro que cada aproximação produz no cômputo da derivada pode

ser observado por meio da expansão das funções em série de Taylor. Dentre várias

representações, pode-se de�nir essa expansão por [7]:

f(t0 + h) =
∞∑
k=0

fk(t0)

k!
hk = f(t0) + hf ′(t0) + h2f

′′(t0)

2
+ · · ·+ hk f

(k)(t0)

k!
+ · · ·(3.4)

Para truncar a série no termo de ordem 2, considera-se o Teorema de Taylor, o qual

mostra a existência de ξ ∈ (t0, t0 + h) tal que [34]:

f(t0 + h) = f(t0) + hf ′(t0) + h2f
′′(ξ)

2
(3.5)

Então, isolando o termo f ′(t0), obtém-se:

f ′(t0) =
f(t0 + h)− f(t0)

h
− h

f ′′(ξ)

2
(3.6)

A estimativa de erro é dada a partir da diferença entre a solução analítica exata e

a solução simulada. Portanto, o erro de aproximação para diferenças progressivas é

determinado da seguinte forma:

f ′(t0)−D+
h f(t0) =

f(t0 + h)− f(t0)

h
− h

f ′′(ξ)

2
−
(
f(t0 + h)− f(t0)

h

)
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= h
f ′′(ξ)

2
= O(h),

Denota-se por O a ordem do erro de aproximação. Nesse contexto, observa-se que

o erro é de ordem h, ou seja, proporcional ao valor de h. Em outras palavras, ao

reduzir h em 10 vezes, espera-se uma diminuição correspondente do erro, também

em 10 vezes. O mesmo raciocínio aplica-se às diferenças regressivas na determinação

da ordem do erro.

É importante destacar que ambos os métodos mencionados são sensí-

veis ao tamanho do intervalo de diferenciação escolhido. Adicionalmente, deve-se

considerar que os cálculos são realizados em máquinas com capacidade de arma-

zenamento �nito, o que pode ocasionar erros numéricos caso os valores utilizados

ultrapassem os limites suportados pelo sistema computacional. Assim, embora seja

esperado que o erro diminua com a redução de h, é prudente adotar cautela na

escolha desse parâmetro.

3.1.1 Método de Euler

O método de Euler é uma das técnicas de aproximação mais utiliza-

das para se determinar a solução de um problema de valor inicial de uma equação

diferencial de primeira ordem [13]. Dado um PVI de�nido por:
dy

dt
= f(t, y(t))

y(t0) = y0

(3.7)

o procedimento consiste em aproximar a derivada presente na equação através de

uma das técnicas de diferenciação apresentadas anteriormente. Considerando dife-

renças progressivas, tem-se:

dy

dt
≈ y(t+ h)− y(t)

h
= f(t, y(t))
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Assim, basta isolar o termo y(t+ h) e obtém-se:

y(t+ h) = y(t) + h · f(t, y(t)) (3.8)

Esse método é conhecido como Método de Euler explícito, que estima o

valor da função no ponto t+h a partir de seu valor no ponto t. Como a condição inicial

é conhecida, os pontos subsequentes podem ser determinados, com as distâncias

entre eles de�nidas pelo valor atribuído a h. Para justi�car a aplicação do método,

é necessário analisar sua consistência e o erro gerado em sua utilização.

O erro de truncamento local (ETL) é de�nido como a diferença entre a

solução analítica e a solução numérica, considerando apenas uma iteração e supondo

que o passo anterior forneça a solução exata. Quando ETL = O(hp+1), o método

é classi�cado como consistente de ordem p [34]. Assim, é possível determinar tanto

a consistência quanto a ordem do erro do Método de Euler. A solução analítica no

ponto t0+h pode ser obtida por meio de uma expansão em série de Taylor, conforme

apresentado em (3.5), enquanto a solução numérica é estimada de acordo com (3.8).

Portanto,

ETL =

(
y(t0) + hy′(t0) + h2y

′′(ξ)

2

)
− (y(t0) + hf(t0, y(t0))) (3.9)

como y′(t0) = f(t0, y(t0), segue que:

ETL = h2

(
y′′(ξ)

2

)
= O(h2) (3.10)

Logo, o método de Euler é consistente de Ordem 1.

3.1.2 Método de Runge-Kutta de Quarta Ordem

Dada a equação diferencial y′(τ) = f(τ, y(τ)), aplica-se a integração em

ambos os lados da igualdade, no intervalo t ≤ τ ≤ t+ h, tal que:

y(t+ h) = y(t) +

∫ t+h

t

f(τ, y(τ))dτ = y(t) + h

∫ 1

0

f(t+ hτ, y(t+ hτ))dτ (3.11)
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a partir disso, pode-se aproximar a segunda integral através de um somatório [42],

como segue:

y(t+ h) = y(t) + h

∫ 1

0

f(t+ hτ, y(t+ hτ))dτ = y(t) + h
m∑
i=1

biki (3.12)

onde

k1 = f(t, y(t)) (3.13)

ki = f

(
y(t) + h

i−1∑
j=1

aijkj, t+ cih

)
, com i = 2, . . . ,m (3.14)

Dessa forma, basta calcular os valores de bi, ci e aij que melhor aproximem a solução

numérica ao resultado analítico. Esse esquema de aproximação caracteriza os méto-

dos de Runge-Kutta. Na literatura, são apresentadas as condições para determinar

os valores dessas constantes [12, 13, 34, 42]. Nota-se que, ao considerar apenas um

ponto e atribuir b1 = 1, obtém-se uma expressão equivalente ao Método de Euler.

Para o caso em que se utilizam 4 pontos, a expressão obtida é apresentada a seguir

[34]:

y(t+ h) = y(t) +
k1 + 2k2 + 2k3 + k4

6
(3.15)

onde

k1 = hf (t, y(t))

k2 = hf

(
t+

h

2
, y(t) +

k1
2

)
k3 = hf

(
t+

h

2
, y(t) +

k2
2

)
k4 = hf (t+ h, y(t) + k3)

Esse método é denominado Runge-Kutta de quarta ordem, pois possui ETL = O(h5)

e, portanto, tem ordem de consistência igual a 4, o que indica uma precisão superior

em relação ao Método de Euler previamente descrito.
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Ambos os métodos apresentados também podem ser aplicados para

determinar as soluções de um sistema de equações diferenciais ordinárias. Dado um

sistema do tipo: 

y′1(t) = f1(t, y1, y2, . . . , yn)

y′2(t) = f2(t, y1, y2, . . . , yn)

...

y′n(t) = fn(t, y1, y2, . . . , yn)

(3.16)

com as condições iniciais y1(t0) = y1,0, y2(t0) = y2,0, . . . , yn(t0) = yn,0, pode-se

reescrever o sistema mediante uma notação vetorial, sendo:

y′(t) =


y′1(t)

y′2(t)
...

y′n(t)

, f(t, y(t)) =


f1(t, y(t))

f2(t, y(t))
...

fn(t, y(t))

, y0 =


y1,0

y2,0
...

yn,0

.

Dessa forma, a resolução do sistema (3.16) apresenta-se como uma solução para o

PVI: y′(t) = f(t, y(t))

y(t0) = y0

(3.17)

que pode ser estimada a partir dos métodos apresentados.

3.2 Métodos Numéricos para Otimização

Os problemas de otimização têm como objetivo encontrar a melhor so-

lução possível para um conjunto de parâmetros que atenda às condições do fenômeno

investigado, identi�cando os valores máximos e mínimos de uma função objetivo [33].

As técnicas de otimização são geralmente empregadas quando não é possível calcular

analiticamente os valores dessa função devido à complexidade do problema ou ao
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elevado número de soluções possíveis. De forma geral, um problema de otimização

pode ser de�nido como segue:

Minimizar f(x) sujeita a x ∈ D. (3.18)

A função f é denominada função objetivo, e (3.18) é considerado factível se o con-

junto D for não vazio [30], ou seja, se houver uma solução na região considerada.

Neste contexto, admite-se apenas o caso de minimização, pois maximizar f(x) em

uma região é equivalente a minimizar −f(x) na mesma região.

Uma solução de mínimo global para o problema (3.18) é qualquer ponto

x̂ ∈ D que satisfaça:

f(x̂) ≤ f(x), ∀x ∈ D (3.19)

Soluções de mínimo local con�guram-se na existência de uma vizinhança U tal que

dado um x̂ em U ,

f(x̂) ≤ f(x), ∀x ∈ D ∩ U (3.20)

Se D = Rn, o problema é classi�cado como de otimização irrestrita [30]. Quando f

é diferenciável, uma condição necessária para que um ponto x̂ seja um mínimo local

de f [33, 38] é que ∇f(x̂) = 0. A partir da função objetivo, diferentes métodos de

otimização podem ser aplicados, os quais se diferenciam pela utilização ou não de

derivadas.

3.2.1 Método de Newton

O método de Newton geralmente é utilizado para resolver uma equação

do tipo:

F (x) = 0, (3.21)
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onde F : Rn → Rn. Sendo x∗ uma solução aproximada da equação (3.21), pode-se

obter uma expansão de primeira ordem em série de Taylor para F (x) em torno de

x∗. Dessa forma,

F (x) ≈ F (x∗) + (x− x∗)F ′(x∗) (3.22)

Assim, substituindo a expansão de (3.22) em (3.21):

F (x∗) + (x− x∗)F ′(x∗) = 0 =⇒ x = x∗ − (F ′(x∗))−1F (x∗) (3.23)

A equação (3.23) provê uma iteração para o método de Newton, que pode ser ex-

pressa como:

xk+1 = xk − (F ′(xk))
−1F (xk), onde k ≥ 0 (3.24)

sendo x0 um valor inicial conhecido. Se F : R → Rn, rede�ne-se a equação (3.24) na

forma:

xk+1 = xk − (JF (xk))
−1F (xk) (3.25)

na qual JF (xk) representa a matriz Jacobiana de F calculada no ponto xk.

Muitas situações em diferentes áreas do conhecimento são modeladas

por sistemas de equações não lineares. Nesse contexto, o método de Newton tem

sido amplamente utilizado no meio cientí�co. No entanto, sua e�cácia depende da

escolha de um intervalo que contenha a solução e no qual a função e sua derivada se-

jam contínuas [38]. Outra aplicação desse método ocorre na resolução de problemas

de otimização [38], como o descrito em (3.18). Por ser uma técnica de rápida conver-

gência para sistemas não lineares, sua implementação pode produzir bons resultados

na resolução de ∇f(x) = 0.

Conforme apresentado anteriormente, uma condição necessária para que

x̂ seja um mínimo local de uma função objetivo f é que o valor da derivada nesse
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ponto seja nulo. Em outras palavras, para determinar o valor de mínimo, é necessário

resolver a equação ∇f(x̂) = 0. Assim, de�nindo F = ∇f(x̂), o método de Newton

(3.25) pode ser aplicado para encontrar o valor de x̂ que minimize a função obje-

tivo. Nesse caso, como F corresponde ao gradiente da função objetivo f , a Matriz

Jacobiana de F é equivalente à Matriz Hessiana de f no processo iterativo:

xk+1 = xk − (Hf (xk))
−1∇f(xk) (3.26)

onde Hf (xk) representa a matriz Hessiana de f no ponto xk. Vale ressaltar que o

método não favorece pontos de mínimo em relação aos de máximo, sendo, portanto,

necessário atentar para o intervalo e o ponto inicial escolhidos [30].

3.2.2 Método Simplex de Nelder-Mead

Em contraste com métodos que utilizam derivadas para otimização,

como o método de Newton, foram desenvolvidas técnicas que dispensam o cálculo de

derivadas para resolver o problema. Entre essas técnicas, destacam-se os algoritmos

de busca direta, processos iterativos que testam um conjunto de pontos na função

objetivo para determinar o próximo passo da iteração e aproximar o valor de mínimo

[15]. Nesse contexto, um dos métodos mais utilizados para solucionar problemas

de otimização irrestrita é o método simplex de Nelder-Mead, reconhecido por sua

simplicidade e facilidade de implementação [36].

O método de Nelder-Mead busca minimizar o valor de uma função de

n variáveis sem a necessidade de informações sobre suas derivadas. A partir de um

conjunto de n + 1 pontos no espaço Rn, forma-se uma �gura geométrica chamada

simplex, cujos vértices correspondem a esses n + 1 pontos. A estratégia do método

consiste em avaliar, a cada iteração, o valor da função objetivo em cada vértice,

descartando o maior valor e atualizando o simplex por meio de processos de re�exão,

expansão, contração ou encolhimento [15].
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Seja f(x) uma função real com x ∈ Rn. Considera-se as seguintes cons-

tantes:

� a - coe�ciente de re�exão;

� b - coe�ciente de expansão;

� c - coe�ciente de contração;

� d - coe�ciente de encolhimento;

Tais constantes devem satisfazer as condições [36]:

a > 0, b > 1, 0 < c < 1, 0 < d < 1 (3.27)

O algoritmo de Nelder-Mead padrão costuma adotar os seguintes valores para os

coe�cientes[32, 36]:

a = 1, b = 2 e c =
1

2
= d. (3.28)

De�ne-se também o centroide x̄ dos n melhores pontos, ou seja, dos pontos que não

foram descartados:

x̄ =
n∑

i=1

xi

n
(3.29)

O centroide é a base para realizar as operações do método. Cada uma delas visa

gerar um novo ponto, que pode substituir o descartado na próxima iteração. As

operações são descritas como segue:

1. Ordenação: em cada etapa ordena-se os vértices de modo que satisfaçam

f(x1) ≤ f(x2) ≤ f(x3) ≤ · · · ≤ f(xn+1).

2. Re�exão: re�ete o vértice descartado sobre a face oposta do simplex,

computando o ponto de re�exão xr por:

xr = x̄+ a(x̄− xn+1); (3.30)
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Se f(x1) < f(xr) < f(xn), substitui-se xn+1 pelo ponto xr na próxima

iteração.

3. Expansão: Se f(xr) < f(x1), calcula-se o ponto de expansão xe, dado

por:

xe = x̄+ b(xr − x̄) = x̄+ ab(x̄− xn+1) (3.31)

se f(xe) < f(xr), toma-se xe em substituição a xn+1 na próxima itera-

ção. Caso contrário, o ponto tomado é xr

4. Contração: Se f(xr) > f(xn), realiza uma contração entre x̄ e o melhor

ponto entre xr e xn+1.

a) contração externa: Se f(xn) ≤ f(xr) < f(xn+1), isto é, xr é

estritamente melhor que xn+1, calcula-se:

xce = x̄+ c(xr − x̄) = x̄+ ac(x̄− xn+1) (3.32)

Se f(xce) < f(xr), aceita-se xce para a próxima iteração. Senão, efetua-

se a operação de encolhimento, descrita mais adiante.

b) contração interna: Se f(xr) ≥ f(xn+1), computa-se:

xci = x̄− c(x̄− xn+1) (3.33)

Se f(xci) < f(xn+1), admite-se o ponto xci na próxima iteração. Do

contrário, efetua-se a operação de encolhimento.

5. Encolhimento: Calcula-se o valor de f nos n pontos dados por mi =

x1 + d(xi − x1), para i = 2, . . . , n+ 1. Então, cria-se um novo simplex,

cujos vértices serão dados por x1,m2, . . . ,mn+1. Cabe salientar que os

novos vértices não estarão ordenados de acordo com seu valor na função

objetivo.
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No procedimento descrito anteriormente, observa-se que, ao determinar

xr e comparar seu valor na função objetivo com o valor dos pontos do simplex

na mesma função, obtém-se uma boa minimização caso o ponto re�etido resulte

no menor valor entre os calculados. Assim, é conveniente expandir o simplex nessa

direção, através do ponto xe. Se isso não ocorrer, ou seja, se xr não fornecer um

bom valor para a função objetivo, é possível que o simplex já esteja próximo do

ponto de mínimo procurado. Nesse caso, processam-se as operações de contração.

Se, ainda assim, não se obtiver um novo valor para um vértice que seja melhor que

o do ponto a ser descartado, é provável que o ponto de mínimo esteja no interior

do simplex, e, portanto, realiza-se a operação de encolhimento. Naturalmente, o

algoritmo irá convergir para a solução desejada, e pode-se de�nir um critério de

parada monitorando, por exemplo, o tamanho do simplex [32].
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4 MODELO SIR COM β VARIANTE NO

TEMPO

A taxa de infecção no modelo SIR convencional representa como um

indivíduo infectado transmite a doença para a população suscetível. Esse parâmetro

é essencial para compreender a disseminação de uma enfermidade ao longo do tempo.

Entretanto, a atribuição de um valor �xo a essa taxa por um período prolongado

pode gerar imprecisões na simulação do comportamento da doença. Tal limitação

decorre da dependência do modelo em relação à interação entre as classes suscetíveis

e infectadas, interação que pode sofrer alterações ao longo do tempo.

Mudanças comportamentais nos indivíduos, motivadas pela propaga-

ção da doença, podem alterar a probabilidade de infecção. Além disso, medidas de

contenção adotadas pelas autoridades podem reduzir o contato entre as classes, en-

quanto mutações no agente causador da doença podem aumentar ou diminuir sua

contagiosidade. Esses fatores contribuem para a variabilidade da taxa de infecção.

Com base nisso, propõe-se uma modi�cação no modelo SIR, permitindo

que a taxa de infecção β varie ao longo do tempo. Essa abordagem possibilita uma

análise mais precisa da propagação da doença em intervalos diários, semanais ou

mensais, permitindo prever mudanças em seu comportamento. O modelo revisado é

con�gurado da seguinte maneira:



dS(t)

dt
= −β(t)I(t)S(t)

N

dI(t)

dt
=

β(t)I(t)S(t)

N
− γI(t)

dR(t)

dt
= γI(t),

(4.1)

onde β(t) é a taxa de infecção variante no tempo t.
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A proposta deste trabalho é de�nir a função β(t) como uma função

constante por partes, permitindo sua parametrização, de�nida por:

β(t) = [β1 β2 · · · βk−1 βk] , (4.2)

onde

β(t) =



β1, 0 < t ≤ t1

β2, t1 < t ≤ t2

β3, t2 < t ≤ t3

...

βk, tk−1 < t ≤ tk

, (4.3)

em que k é o número de dias, semanas, meses, etc.

4.1 Simulação do Modelo

A simulação do modelo requer a aplicação de um método computacional

para obter a solução numérica do sistema de equações diferenciais que caracteriza

o modelo SIR. Neste estudo, foi utilizado o método de Runge-Kutta de quarta

ordem, adequado para a resolução de problemas do tipo y′(t) = f(t, x). O período de

amostragem adotado foi �xo, simulando o comportamento do sistema em intervalos

diários, de forma compatível com a estrutura dos dados utilizados.

Além disso, considerando que o período médio de infecção é dado por

1/γ, �xou-se o valor dessa constante com base na estimativa média de 10 dias [6].

Assim, assumiu-se γ = 0, 1, o que con�gura o modelo SIR simulado da seguinte
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maneira: 

dS(t)

dt
= −β(t)I(t)S(t)

N

dI(t)

dt
=

β(t)I(t)S(t)

N
− 0.1I(t)

dR(t)

dt
= 0.1I(t)

(4.4)

De�ne-se como saída o acumulado de pessoas infectadas, que pode ser determinada

por:

Ŷ (t) =

∫ τ

0

β(t)I(t)S(t)

N
dt = N − S(t), (4.5)

onde τ é o tamanho do período considerado. Com isso, para a simulação de (4.4)

pelo método Runge-Kutta, considerou-se:

dy

dt
=



dS(t)

dt

dI(t)

dt

dR(t)

dt


(4.6)

e também:

f(t, y(t)) =



−β(t)I(t)S(t)

N

β(t)I(t)S(t)

N
− 0.1I(t)

0.1I(t)


(4.7)

Nos resultados apresentados neste trabalho, o tamanho do passo ado-

tado no algoritmo foi h = 1, em função da natureza dos dados disponíveis. Esses

dados foram amostrados em uma base diária, justi�cando a escolha do passo h para

preservar o intervalo temporal utilizado na agregação das informações. Além disso,

como a �nalidade é representar o comportamento de uma epidemia em escala diária,

39



essa decisão assegura maior aderência do modelo ao fenômeno estudado, permitindo

uma descrição mais compatível com a frequência de coleta dos dados.

O período de iteração n foi de�nido conforme a granularidade desejada.

Para os resultados que analisaram a taxa de infecção semanal, utilizou-se n = 7. Já

para a identi�cação diária, adotou-se n = 1.

Para exempli�car a simulação do modelo, o algoritmo foi executado em

um caso hipotético. Considerou-se uma população de 500 habitantes e analisou-se a

disseminação de uma doença diariamente nesse cenário. O período simulado foi de

30 dias, com o vetor β composto por 30 elementos. Essas entradas, que representam

as taxas de infecção diárias, foram de�nidas aleatoriamente, limitando-se a valores

positivos. Dessa forma, a atividade da doença simulada nesse cenário hipotético pode

ser observada na �gura 4.1.
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Figura 4.1: Simulação do modelo SIR

4.2 Identi�cação do Modelo

A utilização de um modelo matemático para descrever um fenômeno

epidemiológico requer um conhecimento prévio adequado sobre sua dinâmica ou a
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utilização de dados reais para determinar os valores de seus parâmetros. Contudo,

o número de parâmetros e a qualidade dos dados empregados na sua identi�cação

in�uenciam diretamente na precisão do modelo [19]. Assim, a escolha do sistema

deve considerar as informações disponíveis sobre a doença estudada.

A pandemia do novo coronavírus apresentou um cenário de constantes

mudanças. Novas informações sobre seu comportamento foram obtidas ao longo

do tempo, e muitas particularidades da doença ainda podem ser desconhecidas.

Nesse contexto, para empregar dados dessa doença na construção de um modelo

que represente sua dinâmica, é fundamental dispor de informações consistentes e

con�áveis. Entre as diversas informações coletadas, o número de casos registrados

destaca-se como uma alternativa relevante.

A identi�cação de parâmetros é uma técnica utilizada para validar mo-

delos a partir de dados obtidos em experimentos práticos [11]. Primeiramente, de�ne-

se um vetor contendo os parâmetros que se deseja identi�car. Para determinar seus

valores, utiliza-se um algoritmo de otimização que compara o comportamento do

fenômeno estudado com o comportamento simulado pelo modelo. O algoritmo ajusta

iterativamente os valores desses parâmetros para que o modelo se aproxime o máximo

possível da realidade. Um dos procedimentos amplamente utilizados em problemas

de otimização é o método dos mínimos quadrados.

O método dos mínimos quadrados tem como objetivo calcular um vetor

θ que minimize o somatório de uma função F (θ) elevada ao quadrado [48]. Para

ajustar um modelo matemático que descreva um fenômeno cujas informações de

saída são conhecidas, a função F é de�nida como a diferença entre a saída estimada

pelo modelo e a saída observada nos dados. Considerando Y (t) a saída obtida pelos

dados e Ŷ (t) a saída simulada pelo modelo, a função a ser otimizada é expressa por:

J(β(t)) =
n∑

t=1

(Y (t)− Ŷ (t, β(t)))2 = (Y − Ŷ (β(t)))T (Y − Ŷ (β(t))), (4.8)
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onde n é o número de amostras do experimento, J é dita função objetivo, a que se

quer minimizar, e:

β(t) = arg min J(β) (4.9)

No Matlab, o método de otimização dos mínimos quadrados pode ser implementado

utilizando a função fminsearch, baseada no método Simplex de Nelder-Mead, ou a

função lsqnonlin, fundamentada no método de Newton. Neste trabalho, ambos os

métodos foram aplicados para avaliar qual deles apresentava melhor desempenho.

Os resultados obtidos foram semelhantes, razão pela qual optou-se por apresentar

os correspondentes à solução obtida com a função fminsearch.

No caso deste trabalho, a saída do modelo corresponde ao número acu-

mulado de infectados. O vetor a ser otimizado, de modo que o modelo represente

com maior precisão o comportamento real desse total de casos, é o das taxas de

infecção β(t). O número de amostras, n, refere-se ao número de dias considerados,

visto que os dados foram registrados diariamente.

4.2.1 Dados

Para realizar a identi�cação dos parâmetros do modelo, foram utiliza-

dos dados fornecidos pela Secretaria de Saúde do Estado do Rio Grande do Sul,

disponíveis no site https://ti.saude.rs.gov.br/covid19/. Esses dados estão organiza-

dos por pessoa contaminada, apresentando a data de registro do caso e informações

adicionais, como sexo, idade, entre outras. O mapeamento foi realizado por meio da

divisão do Estado em 21 regiões, cada uma com um centro de saúde base localizado

em uma cidade do respectivo território, conforme apresentado na Tabela 4.1. Nes-

ses centros, são registradas as informações e implementadas medidas de combate à

pandemia de acordo com a situação epidemiológica de cada região.
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Região Código

Bagé R22

Cachoeira do Sul R27

Canoas R08

Capão da Canoa R04,05

Caxias R23-26

Cruz Alta R12

Erechim R16

Guaíba R09

Ijuí R13

Lajeado R29,30

Novo Hamburgo R07

Palmeira das Missões R15,20

Passo Fundo R17-19

Pelotas R21

Porto Alegre R10

Santa Cruz R28

Santa Maria R01,02

Santa Rosa R14

Santo Ângelo R11

Taquara R06

Uruguaiana R03

Tabela 4.1: Divisão das Regiões do RS

Com base nesses registros, é possível construir grá�cos que mostram o

número de casos detectados diariamente, bem como o total acumulado de infecções.

Para exempli�car, utilizou-se o software Matlab para analisar a con�guração diária

da pandemia no Estado, identi�cando períodos mais críticos, de crescimento e de

decrescimento no número de casos, entre outras observações. Esses comportamentos

estão ilustrados nas Figuras 4.2 e 4.3.
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Figura 4.2: Número de casos diários no RS
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Figura 4.3: Casos Acumulados no RS

O grá�co da Figura 4.2 evidencia aumentos expressivos no número de

casos de COVID-19 em determinados períodos, os quais podem ser associados à

disseminação de diferentes variantes do vírus. Entre essas, destaca-se a variante

Ômicron, cuja introdução resultou em um crescimento acentuado na parte �nal do

período analisado. Esse comportamento está em conformidade com características

especí�cas da Ômicron, como sua maior transmissibilidade, que contribuiu signi�-

cativamente para o aumento no número de infecções, especialmente em populações

amplamente expostas ao vírus e com alta circulação de pessoas.
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Com esses dados, torna-se possível realizar a identi�cação do modelo

por meio do algoritmo de otimização, cujos resultados serão apresentados nas seções

subsequentes.

4.2.2 Otimização

A otimização dos valores do vetor de parâmetros, referentes às taxas de

infecção do coronavírus, foi realizada de duas maneiras. Primeiramente, aplicou-se o

algoritmo para identi�car taxas semanais nas regiões de agrupamento em que o Rio

Grande do Sul foi dividido, considerando um período de 50 semanas. Posteriormente,

com base nos resultados obtidos, executou-se o mesmo algoritmo para modelar o

comportamento diário da COVID-19 no Estado como um todo, ao longo de 770

dias.

Para a aplicação do algoritmo, é necessário estabelecer condições iniciais

para as variáveis de estado que compõem o modelo. Assim, os valores de�nidos foram:
S(0)

I(0)

R(0)

 =


N − 1

1

0

 , (4.10)

onde N é a população total da região estudada.

O problema de otimização abordado apresenta elevada complexidade

devido à sua natureza não convexa e à dimensão in�nita do espaço de solução.

A ausência de convexidade implica na possibilidade de múltiplos mínimos locais,

di�cultando a identi�cação de um ponto de mínimo global. Ademais, a dimensão

in�nita do espaço de solução amplia a di�culdade de análise e resolução, exigindo

métodos mais so�sticados para lidar com as variáveis envolvidas.

Para resolver o problema de dimensão in�nita, adotou-se uma parame-

trização para a função β(t). Essa parametrização consistiu em representar β(t) como
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uma função constante por partes, dividindo o intervalo de de�nição em subinterva-

los e atribuindo a cada um deles um valor constante, conforme descrito em (4.3).

Essa abordagem transformou o problema original em um de dimensão �nita, res-

tringindo o número de parâmetros necessários para descrever β(t). Como resultado,

tornou-se viável aplicar métodos de otimização em um espaço �nito, simpli�cando a

análise e a busca por soluções, sem comprometer signi�cativamente a qualidade da

aproximação do problema original.

Para tratar o problema de não convexidade, buscou-se inicializar o ve-

tor de parâmetros com valores ajustados previamente para estarem relativamente

próximos da solução. Com esse propósito, foi desenvolvido um algoritmo iterativo

que inicia com um vetor contendo apenas um parâmetro. A cada iteração, o número

de entradas no vetor era duplicado, permitindo a identi�cação gradual de mais pa-

râmetros. Esse processo iterativo foi mantido até que o vetor alcançasse o número

desejado de parâmetros. Essa estratégia assegurou uma aproximação progressiva e

controlada da solução, minimizando os riscos de convergência para ótimos locais e

aumentando a e�ciência da busca em um problema não convexo.

4.2.3 Algoritmo de Otimização

O algoritmo proposto é constituído por múltiplas etapas e tem como

objetivo identi�car um vetor de parâmetros de dimensão M . Inicialmente, de�ne-se

o número de parâmetros M , correspondente ao tamanho do vetor a ser identi�cado.

Por exemplo, ao determinar taxas de infecção diárias para um período de 770 dias, o

vetor conterá 770 entradas, ou seja,M = 770. Alternativamente, para taxas semanais

ao longo de 350 dias, o vetor terá 50 elementos, cada um representando uma semana,

resultando em M = 50.
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Na sequência, estabelece-se um critério de parada m, de�nido como:

m = min{p ∈ N | 2p > M},

ou seja, o menor valor inteiro positivo de m tal que 2m > M . Para o caso em que

M = 770, obtém-se m = 10, enquanto que para M = 50, tem-se m = 6.

O processo iterativo do algoritmo inicia-se com a identi�cação de um

vetor contendo apenas um elemento. Em cada iteração subsequente, o vetor é du-

plicado, e o resultado da iteração anterior é utilizado como condição inicial para a

próxima. O algoritmo está projetado para realizar m+1 iterações. Na última itera-

ção, descarta-se qualquer elemento excedente, ajustando o vetor à dimensão M , de

acordo com a solução �nal pretendida.

Para ilustrar o funcionamento do método descrito, apresenta-se o passo

a passo do algoritmo aplicado ao caso em que se deseja identi�car um vetor con-

tendo 770 entradas (M = 770). Esse exemplo demonstra de forma prática cada

etapa do processo, incluindo a determinação do critério de parada m e as iterações

subsequentes até a obtenção do vetor �nal.

1. De�nição da dimensão M do vetor:

O objetivo é identi�car um vetor com 770 entradas, correspondente às

taxas de infecção diárias para um período de 770 dias. Assim,M = 770.

2. Determinação do critério de parada m:

De�ne-se m como o menor inteiro que satisfaça 2m > M , ou seja:

m = min{p ∈ N | 2p > M}

Para M = 770 tem-se:

29 = 512 < 770 e 210 = 1024 > 770

Logo, m = 10, e o algoritmo executará m+ 1 = 11 iterações.
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3. Iterações do Algoritmo:

A cada iteração j, o vetor identi�cado é representado por βj
i , onde i

indica a posição do elemento no vetor na iteração j. Cada elemento βj
i

representa a taxa de infecção para um intervalo especí�co de dias no

período total de 2m = 1024 dias.

O vetor inicial utilizado na otimização de cada iteração j é formado

a partir do vetor identi�cado na etapa anterior (j − 1), duplicando os

valores obtidos. Na primeira iteração (j = 1), o vetor inicial foi de�nido

como β(t) = [1]. A seguir, descrevem-se os detalhes de cada iteração:

� Iteração 1 (M = 1): De�nido o valor inicial nesta iteração como

sendo [1], o vetor resultante contém apenas o elemento β1
1 , que

representa a taxa de infecção para todo o período do dia 1 ao

1024. Como o período efetivo é de 770 dias, o excedente de 254

dias é descartado. Assim, β1
1 corresponde ao intervalo do dia 1 ao

770, isto é,

β(t) = [β1
1 ], 0 < t ≤ 770

� Iteração 2 (M = 2): O vetor inicial nesta iteração é [β1
1 β1

1 ],

ou seja, o vetor identi�cado no passo anterior, duplicado. Então,

o vetor resultante será dado por [β2
1 β2

2 ]. O período total de 1024

dias é dividido em dois intervalos de 512 dias: β2
1 representa a taxa

de infecção do dia 1 ao 512; β2
2 cobre o intervalo do dia 513 ao

1024, mas admite-se apenas até o dia 770. Assim, β2
2 corresponde

efetivamento ao intervalo do dia 513 ao 770, como segue:

β(t) =

β2
1 , 0 < t ≤ 512

β2
2 , 512 < t ≤ 770
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� Iteração 3 (M = 4): Nesta iteração, o vetor inicial é dado por

[β2
1 β2

1 β2
2 β2

2 ], de�nido ao duplicar-se o resultado obtido na etapa

antecedente. Após executar o algoritmo de otimização, o vetor

resultante possui quatro elementos, dado por [β3
1 β3

2 β3
3 β4

3 ]. O

período de 1024 dias é dividido em quatro intervalos de 256 cada,

onde: β3
1 equivale à taxa de infecção do dia 1 ao 256; β

3
2 do dia 257

ao 512; β3
3 do dia 513 ao 768; β3

4 do dia 769 ao 1024, porém como

descarta-se o excedente, esse valor corresponde aos dias 769 e 770.

Desse modo, tem-se:

β(t) =



β3
1 , 0 < t ≤ 256

β3
2 , 256 < t ≤ 512

β3
3 , 512 < t ≤ 768

β3
4 , 768 < t ≤ 770

� Iteração 4 (M = 8): Duplicando os valores obtidos na iteração

anterior, de�ne-se [β3
1 β3

1 β3
2 β3

2 β3
3 β3

3 β3
4 β3

4 ] como sendo o vetor

inicial para essa etapa do algoritmo. Agora, o período dos 1024 dias

é dividido em 8 intervalos de 128 dias cada, e as taxas identi�cadas

�cam distribuídas como:

- β4
1 : dia 1 ao 128;

- β4
2 : dia 129 ao 256;

- β4
3 : dia 257 ao 384;

- β4
4 : dia 385 ao 512;

- β4
5 : dia 513 ao 640;

- β4
6 : dia 641 ao 768;

- β4
7 : dia 769 ao 896;

- β4
8 : dia 897 ao 1024;
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Contudo, como o período desejado é 770 dias, o valor de β4
8 não

é utilizado nessa representação, e o β4
7 efetivamente corresponde

apenas aos dias 769 e 770. Com isso,

β(t) =



β4
1 , 0 < t ≤ 128

β4
2 , 128 < t ≤ 256

β4
3 , 256 < t ≤ 384

β4
4 , 384 < t ≤ 512

β4
5 , 512 < t ≤ 640

β4
6 , 640 < t ≤ 768

β4
7 , 768 < t ≤ 770

� Iterações subsequentes (M = 16, 32, . . . , 512): Em cada itera-

ção j, o vetor contém 2j−1 elementos, de�nidos por βj
1, β

j
2, . . . ,

βj
2j−1 , representando taxas de infecção para os intervalos de tama-

nho 1024/2j−1. O vetor inicial utilizado na otimização de cada ite-

ração é o vetor identi�cado na iteração anterior, duplicado. Apenas

os intervalos dentro do período efetivo dos 770 dias são considera-

dos, descartando os excedentes.

4. Ajuste �nal:

Na penúltima iteração (j = 10), são identi�cados 512 elementos (β10
1 ,

β10
2 , . . . , β10

512), correspondendo a 512 intervalos de 2 dias cada. Dessa

forma:

� Para a última iteração (j = 11), o vetor inicial é formado dupli-

cando os valores identi�cados na penúltima, gerando um vetor de

1024 elementos dado por:

β(t) = [β10
1 β10

1 β10
2 β10

2 · · · β10
512 β10

512]
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� Como o vetor �nal precisa conter exatamente 770 elementos, o

excedente de 254 é descartado antes da otimização. Assim, o vetor

inicial nesta última iteração contém os primeiros 770 elementos do

vetor duplicado.

� Após a última execução do algoritmo, os 770 elementos �nais β11
1 ,

β11
2 , . . . , β11

770 são identi�cados, correspondendo a cada um dos dias

do período de análise dos 770 dias.

O resumo do procedimento descrito pode ser visto na Tabela 4.2

Iteração Número de Parâmetros Tamanho do Período Vetor Inicial Vetor Final

1 1 1024 dias [1] [β1
1 ]

2 2 512 dias [β1
1 β1

1 ] [β2
1 β2

1 ]

3 4 256 dias [β2
1 β2

1 β2
2 β2

2 ] [β3
1 β3

2 β3
3 β3

4 ]

4 8 128 dias [β3
1 β3

1 β3
2 β3

2 β3
3 β3

3 β3
4 β3

4 ] [β4
1 β4

2 · · · β4
7 β4

8 ]

...
...

...
...

...

j 2j−1 1024/2j−1 dias [βj−1
1 βj−1

1 · · · βj−1

2j−1 βj−1

2j−1 ] [βj
1 βj

2 · · · β2j−1
j−1 ]

...
...

...
...

...

10 512 2 dias [β9
1 β9

1 · · · β9
256 β9

256] [β10
1 · · · β10

512]

11 770 (1024 - excedente) 1 dia [β10
1 β10

1 · · · β10
385 β10

385] [β11
1 · · · β11

770]

Tabela 4.2: Iterações do Algoritmo de Otimização

É possível também de�nir um pseudocódigo do algoritmo de otimização

descrito anteriormente, conforme 4.3 :

Nas próximas seções serão apresentados os resultados da identi�cação

do modelo SIR, com taxa de infecção variante no tempo, utilizado para descrever

o comportamento do novo coronavírus nas regiões de agrupamento em que o Rio

Grande do Sul foi dividido, bem como sua dinâmica no Estado como um todo. Em

cada caso, será realizado um comparativo entre os resultados obtidos pelo modelo e

o desenvolvimento real da doença. Para tanto, foram analisados os grá�cos gerados

pela simulação e os obtidos a partir dos dados observados.
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Pseudocódigo do Algoritmo de Otimização

Entrada:

- M: número de parâmetros desejados

- Função_Otimização: função que realiza a otimização para identi�car os parâmetros

Saída:

- Vf: vetor �nal com M elementos identi�cados

1. Inicializar o vetor inicial Vi = [1]

2. Calcular m como menor inteiro tal que 2m < M

3. De�nir PeriodoTotal = 2m

4. De�nir Nro_iterações = m+ 1

5. Para j=1 até Nro_iterações fazer:

- Tamanho_vetor = 2^{j-1}

- Dividir o PeríodoTotal em Tamanho_vetor intervalos iguais

- Se j = Nro_iterações:

Remover o excedente fora do intervalo de M dias;

Tamanho_vetor = M

- Otimizar valores do vetor: VetorIdenti�cado = Função_Otimização(Vi, intervalos)

- Se j <Nro_iterações:

Formar Vi duplicando os elementos do VetorIdenti�cado

6. Retornar Vf=VetorIdenti�cado

Tabela 4.3: Pseudocódigo do Algoritmo de Otimização

A população total de cada zona, bem como do Estado, contida nos

dados utilizados para identi�car os parâmetros, está apresentada na Tabela 4.2.3.

Esses números foram empregados como condições iniciais para as variáveis de es-

tado, conforme discutido na seção anterior. Nas simulações, foram desconsideradas

as dinâmicas populacionais, como crescimento ou declínio demográ�co, além de pro-

cessos de migração e outras interações entre os indivíduos de cada região.

52



Código da Região População

R22 188571

R27 203390

R08 778554

R04,05 397129

R23-26 1228814

R12 151898

R16 233010

R09 413416

R13 229282

R29,30 356164

R07 829897

R15,20 345622

R17-19 660667

R21 878788

R10 2369149

R28 350710

R01,02 559270

R14 223720

R11 279720

R06 234957

R03 466912

RS (total) 11379640

Tabela 4.4: População Total das Regiões e do RS
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4.3 Resultados da Identi�cação para as Zonas de

Agrupamento

A validação do modelo foi realizada considerando as 21 regiões de agru-

pamento em que o estado do Rio Grande do Sul foi subdividido. Essa abordagem

possibilitou analisar a aplicabilidade do modelo em diferentes contextos regionais,

levando em conta suas características individuais. A identi�cação realizada para to-

das as regiões permitiu veri�car a capacidade do modelo de capturar as dinâmicas

especí�cas de cada área, proporcionando uma análise mais robusta e representativa.

Além disso, o fato de poucas regiões apresentarem comportamentos

similares reforça a importância de ampliar a divisão regional. Um maior número de

regiões pode fornecer mais dados e variações contextuais, o que contribui para testar

a e�cácia do modelo em cenários distintos. Essa ampliação aumenta a con�abilidade

dos resultados e demonstra que o modelo possui potencial para ser aplicado em uma

diversidade de situações, validando sua versatilidade e precisão.

Com base nisso, foi realizada a identi�cação do modelo para todas as

21 zonas de agrupamento. O período analisado abrangeu 50 semanas, ou 350 dias.

Como as medidas de combate à propagação da doença nessas zonas eram de�ni-

das semanalmente pelas autoridades, optou-se por identi�car taxas semanais para

esse caso, permitindo observar a e�ciência dessas medidas. Assim, a otimização de-

terminou um vetor com 50 elementos, em que cada entrada de β(t) corresponde a

uma semana. Esses valores foram representados em grá�cos para viabilizar a análise

pretendida.
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4.3.1 Identi�cação para R22 - Bagé

A região R22 tem como cidade-base Bagé, mas inclui também outros

5 municípios. Com base nos dados dessa região, foi executado o algoritmo de oti-

mização, permitindo a identi�cação do vetor β, que representa as taxas de infecção

semanais. Na Figura 4.4, apresenta-se a comparação entre a saída do modelo, que

calcula o número acumulado de infecções, e o total acumulado informado pelos da-

dos. Observa-se que o comportamento do modelo é bastante semelhante ao dos dados

reais, evidenciando sua e�cácia em descrever a atividade da doença.
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Figura 4.4: Modelo SIR para R22 - Bagé

Na Figura 4.5, ilustra-se a variação dessas taxas ao longo do período

analisado, correspondente a 50 semanas.

Destaca-se um crescimento acentuado entre a 16ª e a 19ª semana, in-

tervalo no qual a doença atingiu seu pico de infecção na região. Nas semanas subse-

quentes, observa-se uma redução nos valores das taxas, indicando, possivelmente, a

implementação de medidas de contingência.
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Figura 4.5: Taxas de Infecção para R22

4.3.2 Identi�cação para R27 - Cachoeira do Sul

A zona de agrupamento que tem como cidade-base Cachoeira do Sul

abrange 12 municípios. Utilizando os dados dessas cidades, realizou-se a identi�cação

do modelo para a região, conforme apresentado na comparação dos grá�cos na Figura

4.6.
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Figura 4.6: Modelo SIR para R27 - Cachoeira do Sul

Na �gura, observa-se que a identi�cação foi novamente capaz de repro-

duzir com e�ciência a evolução dos casos acumulados, evidenciada pela proximidade
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entre as curvas. Os valores das taxas de infecção identi�cados estão representados

na Figura 4.7.
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Figura 4.7: Taxas de infecção para R27

Nessa região, veri�ca-se que a maior probabilidade de infecção ocorreu

na 8ª semana, embora outros períodos de maior risco tenham sido observados, como

nas semanas 21 e 33. A redução nas semanas subsequentes a esses picos pode ser

atribuída, possivelmente, à implementação de medidas de controle.

4.3.3 Identi�cação para R08 - Canoas

A região R08 é composta pela cidade de Canoas, onde se localiza o

centro de saúde-base, e outros 17 municípios em suas proximidades. O resultado da

identi�cação do modelo aplicado a essa região está ilustrado no grá�co da Figura

4.8.

Mais uma vez, percebe-se a semelhança entre as curvas simulada pelo

modelo e aquelas geradas a partir dos dados, indicando uma boa precisão na identi-

�cação. Os valores das taxas de infecção identi�cadas estão representados na Figura

4.9.
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Figura 4.8: Modelo SIR para R08 - Canoas
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Figura 4.9: Taxas de Infecção para R08

A análise dessas taxas revela que houve um pico de infecção por volta da

8ª semana. Após esse pico, a taxa apresentou uma queda, mantendo-se praticamente

estável por algumas semanas. Posteriormente, veri�cou-se um período de quedas

quase consecutivas entre a 22ª e a 31ª semana. No entanto, em seguida, as taxas

voltaram a crescer de forma acentuada.
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4.3.4 Identi�cação para R04,05 - Capão da Canoa

A região analisada é composta por 23 municípios localizados no litoral

norte do Estado, com Capão da Canoa como cidade-sede, onde foi estabelecido o

centro de saúde responsável pelo registro e organização dos dados epidemiológicos. A

partir desses dados, realizou-se a identi�cação do modelo, que demonstrou ser capaz

de reproduzir de forma con�ável o comportamento do coronavírus nesse território,

como ilustrado na Figura 4.10.
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Figura 4.10: Modelo SIR para R04 e R05 - Capão da Canoa

Os resultados obtidos mostram uma boa aderência entre as curvas ge-

radas pelo modelo e os dados observados, evidenciando a e�cácia da abordagem

adotada. Essa precisão é fundamental para a aplicação do modelo em cenários se-

melhantes, uma vez que reforça sua capacidade de representação das dinâmicas de

infecção em diferentes contextos regionais.

Na Figura 4.11, apresenta-se a evolução das taxas de infecção ao longo

do período analisado. Observa-se que o momento de maior probabilidade de con-

trair a doença ocorreu na 8ª semana, caracterizando o pico de infecção para essa

região. Esse dado é consistente com padrões observados em outras regiões, indicando
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que fatores contextuais, como densidade populacional e interação social, podem ter

in�uenciado no aumento das taxas nesse intervalo de tempo.

Além disso, o grá�co destaca a importância de medidas de controle e�-

cazes para mitigar a propagação da doença. Após o pico da 8ª semana, é possível

notar uma leve tendência de queda nas taxas de infecção, sugerindo que as ações ado-

tadas pelas autoridades de saúde podem ter contribuído para conter a transmissão

do vírus.
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Figura 4.11: Taxas de Infecção para R04 e R05

4.3.5 Identi�cação para R23, 24, 25, 26 - Caxias do Sul

A região R23, 24, 25, 26 é composta por 50 cidades e tem, em Caxias

do Sul, a base dos centros de saúde. A partir dos registros obtidos para essa zona

de agrupamento, identi�caram-se as taxas semanais de infecção para simular, por

meio do modelo, a situação da pandemia nesses locais. A Figura 4.12 apresenta

a comparação entre o resultado obtido pela identi�cação e o comportamento real

gerado pelos dados.
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Figura 4.12: Modelo SIR para R23, R24, R25 e R26 - Caxias do Sul

Mais uma vez, observa-se a semelhança entre os dois grá�cos sobrepos-

tos. Assim, conclui-se que o modelo demonstrou precisão também nesse caso.

Outra análise possível é a de que o número acumulado de infectados

começou a crescer mais precocemente do que nas regiões anteriores. Nota-se que

a inclinação da curva aumenta signi�cativamente antes do centésimo dia. Em con-

trapartida, nas regiões previamente analisadas, o crescimento mais acelerado foi

observado apenas próximo ao dia 100. Dessa forma, esperava-se que as taxas iden-

ti�cadas indicassem valores mais elevados em semanas anteriores, em comparação

aos casos observados anteriormente.

De fato, veri�ca-se, na Figura 4.13, que apresenta as taxas de infecção

identi�cadas, chances consideráveis de infecção já na quarta semana. Além disso,

percebe-se que as taxas permaneceram elevadas por um período signi�cativo, atin-

gindo um pico na décima primeira semana. Contudo, observaram-se quedas nas

semanas seguintes, com estabilização dos valores, sem grandes oscilações a partir

desse ponto.

61



Tempo (semanas)

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

T
a

x
a
 d

e
 i
n

fe
c
ç
ã

o
 β

 (
p

o
r 

s
e
m

a
n
a

)

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

Figura 4.13: Taxas de Infecção para R23, R24, R25 e R26

4.3.6 Identi�cação para R12 - Cruz Alta

Esta região agrupa 13 municípios, tendo Cruz Alta como base do centro

de saúde. A identi�cação realizada a partir dos dados desse centro reproduziu uma

atividade semelhante à observada nos registros, conforme ilustrado na Figura 4.14.
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Figura 4.14: Modelo SIR para R12 - Cruz Alta

Ao analisar a forma como a taxa de infecção se alterou semanalmente,

observa-se que houve um aumento nas primeiras semanas, atingindo um pico na

oitava semana. Em seguida, possivelmente devido às medidas adotadas pelas auto-
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ridades para conter o contágio, registrou-se uma queda nos valores. Uma nova alta

acentuada foi observada nas 19ª e 22ª semanas. Posteriormente, ocorreu outra queda

na 25ª semana, que se manteve até a 31ª, quando os casos voltaram a crescer. A par-

tir desse ponto, a amplitude do grá�co manteve-se baixa, indicando pouca variação

nos valores da taxa nas semanas seguintes.
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Figura 4.15: Taxas de Infecção para R12

4.3.7 Identi�cação para R16 - Erechim

Localizada no norte do estado, a região R16 abrange 34 cidades, tendo

em Erechim sua base de saúde. Com as informações obtidas nesse centro, realizou-se

a identi�cação do vetor das taxas de infecção, permitindo a plotagem dos grá�cos do

acumulado de infectados. Ao confrontar as curvas geradas a partir do modelo e dos

dados o�ciais, como ilustrado na Figura 4.16, observa-se uma grande semelhança

nos comportamentos, o que con�rma a e�cácia da identi�cação.

Desse modo, também é possível analisar o desenvolvimento das taxas

identi�cadas ao longo das semanas consideradas, como apresentado na Figura 4.17.

No grá�co, nota-se a ocorrência de períodos de aumento signi�cativo na taxa de

infecção, que atingiu seu pico na décima quarta semana. Esse aumento pode ser
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Figura 4.16: Modelo SIR para R16 - Erechim

corroborado pela aceleração observada nos casos acumulados no grá�co anterior.

Por exemplo, observa-se que o crescimento acentuado na 32ª semana resultou em

uma curva com inclinação mais acentuada no total de acumulados algumas semanas

depois, por volta do 250º dia.
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Figura 4.17: Taxas de Infecção para R16
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4.3.8 Identi�cação para R09 - Guaíba

Nesta região, estão agrupadas 19 cidades, incluindo Guaíba, onde se

localiza o centro de saúde responsável pelo registro dos dados epidemiológicos. As

taxas de infecção semanais identi�cadas a partir dessas informações geraram uma

saída para o modelo, cujo comportamento se aproximou consideravelmente dos da-

dos reais. Essa semelhança pode ser observada na Figura 4.18, que apresenta uma

comparação entre os dois grá�cos.
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Figura 4.18: Modelo SIR para R09 - Guaíba

Os valores identi�cados permitem, ainda, uma análise detalhada das

taxas semanais e de suas variações ao longo do tempo. A Figura 4.19 ilustra essa

dinâmica, evidenciando a evolução da pandemia na região. Percebe-se que o período

de maior probabilidade de infecção ocorreu por volta da 14ª semana. Entre a 10ª e a

20ª semana, observou-se uma maior oscilação nas taxas de infecção. Após esse inter-

valo, os valores tornaram-se mais estáveis, indicando uma diminuição nas �utuações

da propagação do vírus.

A estabilidade observada nas semanas seguintes pode re�etir tanto o

impacto de intervenções de saúde pública quanto a adaptação da população às me-

didas preventivas.
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Figura 4.19: Taxas de Infecção para R09

4.3.9 Identi�cação para R13 - Ijuí

Com o centro de saúde base localizado em Ijuí, a região R13 abrange

20 municípios do noroeste gaúcho. Os dados coletados nesse centro permitiram a

identi�cação do modelo, que conseguiu representar com boa precisão a dinâmica da

pandemia nessa zona de agrupamento. A comparação entre o resultado do modelo

e o comportamento real do número total de infectados pode ser conferida na Figura

4.20.
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Figura 4.20: Modelo SIR para R13 - Ijuí
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O grá�co que apresenta a evolução das taxas de infecção identi�cadas

está ilustrado na Figura 4.21. Observa-se que a taxa começou a apresentar uma

ascensão signi�cativa a partir da décima semana, atingindo o pico de infecção na

décima quarta semana, quando então passou a declinar. Posteriormente, houve um

novo crescimento próximo à vigésima semana, embora a amplitude das variações

tenha se tornado menor nos períodos subsequentes.
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Figura 4.21: Taxas de Infecção para R13

4.3.10 Identi�cação para R29,30 - Lajeado

A região é composta por 37 cidades, dentre as quais Lajeado, onde se

localiza a base dos centros de saúde desses municípios. Com base nos dados registra-

dos nessa unidade, realizou-se a identi�cação do modelo, obtendo-se um resultado

compatível com a situação real da pandemia nesse território, conforme apresentado

na Figura 4.22.

Para compreender a dinâmica do contágio nessas cidades, veri�ca-se a

evolução das taxas de infecção identi�cadas, ilustrada na Figura 4.23. Observa-se

que, nessa região, os valores das taxas já eram elevados nas primeiras semanas, o

que indica um possível surto de COVID-19 nesse período. Esse fato pode explicar
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Figura 4.22: Modelo SIR para R29 e R30 - Lajeado

o crescimento precoce do número acumulado de infecções, por volta do 50º dia,

conforme destacado na Figura 4.22. A taxa apresentou uma queda signi�cativa a

partir da 12ª semana, mas voltou a crescer de forma acentuada na 20ª semana. A

partir de então, as taxas demonstraram um comportamento mais estável, com menor

amplitude entre os valores.
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Figura 4.23: Taxas de Infecção para R29 e R30
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4.3.11 Identi�cação para R07 - Novo Hamburgo

A zona de agrupamento R07, cujo centro de saúde base está localizado

em Novo Hamburgo, abrange 15 cidades. Os casos registrados nessa região possibi-

litaram a identi�cação dos parâmetros do modelo, de forma que o comportamento

simulado correspondesse de maneira precisa ao observado na realidade. O grá�co

comparativo entre os dois comportamentos está apresentado na Figura 4.24.
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Figura 4.24: Modelo SIR para R07 - Novo Hamburgo

A evolução das taxas de infecção identi�cadas ao longo do tempo é

exibida na Figura 4.25. Observa-se no grá�co que o maior crescimento dessa taxa

ocorreu a partir da 10ª semana, quando houve um aumento expressivo nos valores,

até atingir um pico na 14ª semana. Após esse período, observou-se uma redução nas

taxas, que permaneceram relativamente estáveis até o �nal do período analisado.

Essa estabilidade posterior pode indicar uma desaceleração na propa-

gação do vírus, possivelmente em função da adoção de medidas de controle mais

e�cazes ou de uma mudança no comportamento da população.
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Figura 4.25: Taxas de Infecção para R07

4.3.12 Identi�cação para R15, 20 - Palmeira das Missões

Formada por 52 cidades do norte do estado, esta região tem em Pal-

meira das Missões o centro de saúde base, no qual estão registrados os dados sobre

as infecções nesses municípios. Com base nessas informações públicas, determinou-se

o vetor β, que contém as taxas de infecção semanais, com o objetivo de simular a

atividade da COVID-19 nessa zona de agrupamento. O resultado obtido foi satis-

fatório, pois foi possível observar um comportamento bastante semelhante entre a

simulação e os dados reais, conforme ilustrado na Figura 4.26.

Na Figura 4.27, observa-se a variação da taxa de infecção ao longo

das semanas analisadas. Percebe-se que o ponto de maior probabilidade de contá-

gio ocorreu na 14ª semana. Após esse pico, os níveis de contágio permaneceram

substancialmente mais baixos até o �nal do período estudado.

A redução nos níveis de infecção após o pico pode sugerir a e�cácia de

medidas de controle implementadas ou uma diminuição natural na propagação do

vírus. Essa diminuição gradual é importante para entender a evolução da pandemia

e planejar futuras intervenções de saúde pública.
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Figura 4.26: Modelo SIR para R15 e R20 - Palmeira das Missões
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Figura 4.27: Taxas de Infecção para R15 e R20

4.3.13 Identi�cação para R17, 18, 19 - Passo Fundo

Esta região abrange informações de 63 cidades, cujos dados são centra-

lizados e registrados no centro de saúde base localizado em Passo Fundo. A análise

conduzida para essa área permitiu a identi�cação de parâmetros do modelo epidemi-

ológico, possibilitando a simulação da evolução da pandemia. Os resultados obtidos

demonstraram grande aderência à realidade, o que pode ser constatado na Figura

4.28, onde as curvas geradas pelo modelo e pelos dados reais apresentam sobre-

posição quase completa. Esse nível de precisão reforça a con�abilidade do método
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de identi�cação utilizado, validando-o como ferramenta robusta para o estudo de

cenários epidemiológicos.
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Figura 4.28: Modelo SIR para R17, R18 e R19 - Passo Fundo

No que diz respeito à dinâmica das taxas de infecção identi�cadas,

representadas na Figura 4.29, observa-se que a maior probabilidade de contágio

concentrou-se nas primeiras semanas analisadas, alcançando o ápice na 8ª semana.

Esse comportamento sugere que a região enfrentou um período inicial de dissemina-

ção intensa, possivelmente in�uenciado por fatores como a ausência de medidas de

contenção efetivas ou elevada taxa de transmissibilidade inicial do vírus.

A partir da 10ª semana, os dados indicam uma estabilização das taxas

de infecção, com a ausência de picos expressivos nos valores subsequentes. Tal es-

tabilidade pode estar relacionada à implementação de intervenções sanitárias, como

distanciamento social, uso de máscaras e campanhas de conscientização, além do au-

mento da imunidade na população após o pico inicial. No entanto, mesmo com essa

redução, é importante ressaltar a necessidade de monitoramento constante, dado

que oscilações, ainda que menores, podem ocorrer em resposta a novos surtos ou

relaxamento das medidas preventivas.
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Figura 4.29: Taxas de Infecção para R17, R18 e R19

4.3.14 Identi�cação para R21 - Pelotas

Contando com 22 municípios localizados no sul do estado, a região R21

possui em Pelotas a base para o registro das informações relacionadas à pandemia

nesses locais. A partir desses dados, foi possível calcular as taxas semanais de infecção

e modelar o comportamento da doença. A Figura 4.30 apresenta a comparação entre

os resultados da simulação e os dados reais observados.
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Figura 4.30: Modelo SIR para R21 - Pelotas
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Conforme se veri�ca na �gura, a precisão do modelo é evidenciada pela

proximidade entre as curvas simuladas e reais. Assim, passa-se a analisar a varia-

ção das taxas ao longo dos 350 dias, conforme ilustrado na Figura 4.31. O grá�co

demonstra que, apesar de um início mais estável, houve um elevado índice de con-

tágio por volta da 14ª semana, momento em que a pandemia atingiu seu pico na

região. Após esse período, ainda que tenham ocorrido outros episódios de alta, a

taxa manteve-se signi�cativamente abaixo do valor máximo registrado.
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Figura 4.31: Taxas de Infecção para R21

4.3.15 Identi�cação para R10 - Porto Alegre

Porto Alegre, juntamente com outras 5 cidades de sua região metropo-

litana, compõe a região R10, cujos dados sobre a pandemia são sistematicamente

catalogados na capital gaúcha. Esses dados permitiram identi�car o vetor das taxas

de infecção semanais, fornecendo subsídios para a análise da precisão das simula-

ções em comparação com o comportamento real do número total de casos. A Figura

4.32 apresenta a correspondência entre as curvas simuladas e os dados observados,

evidenciando a e�cácia do modelo na representação da realidade. Essa proximidade
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reforça a con�abilidade do método empregado para projetar a evolução da pandemia

na região.
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Figura 4.32: Modelo SIR para R10 - Porto Alegre

No intuito de compreender a dinâmica das taxas semanais de infec-

ção, é analisado o grá�co da Figura 4.33. Observa-se que, nas semanas iniciais, as

taxas permaneceram relativamente baixas, re�etindo uma fase de controle inicial

da disseminação. No entanto, a partir da 10ª semana, veri�ca-se um crescimento

acentuado na probabilidade de contaminação, que culmina no ápice registrado na

14ª semana. Após esse pico, a taxa de infecção apresentou uma queda signi�cativa,

estabilizando-se em patamares relativamente baixos até o �nal do período avaliado.

Esses padrões sugerem a possível in�uência de intervenções sanitárias

e comportamentais no controle da disseminação do vírus, ainda que outros fatores

possam ter contribuído para essa dinâmica.
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Figura 4.33: Taxas de Infecção para R10

4.3.16 Identi�cação para R28 - Santa Cruz

Esta zona de agrupamento abrange 13 municípios localizados no Vale

do Rio Pardo, tendo em Santa Cruz do Sul a sede dos centros de saúde responsá-

veis pelo gerenciamento e catalogação das informações relacionadas à pandemia. As

taxas semanais de infecção identi�cadas para esses territórios permitiram realizar

simulações da atividade da doença e comparar os resultados com o desenvolvimento

real dos casos na região. A Figura 4.34 ilustra a correspondência entre os dados simu-

lados e os observados, destacando a precisão do modelo empregado para representar

a evolução da pandemia nesse agrupamento territorial.

A partir das taxas identi�cadas, foi possível analisar como ocorreu o

processo de infecção nessa região. O cenário apresentado é caracterizado por uma

considerável oscilação, indicando pouca estabilidade na propagação da doença ao

longo do período avaliado. Nas semanas iniciais, observou-se uma maior probabili-

dade de contaminação, com o pico das taxas registrado na 8ª semana. Apesar das

�utuações semanais, a amplitude das variações manteve-se relativamente limitada,

sugerindo que, embora os índices tenham oscilado, o comportamento geral da do-

ença não foi marcado por mudanças extremas. Esse padrão pode re�etir a interação
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Figura 4.34: Modelo SIR para R28 - Santa Cruz

entre fatores locais, como medidas de contenção, comportamento populacional e

características epidemiológicas especí�cas.
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Figura 4.35: Taxas de Infecção para R28

4.3.17 Identi�cação para R01,02 - Santa Maria

Na área central do estado, encontram-se as 32 cidades que integram a

zona de agrupamento de Santa Maria, onde está situada a sede base dos centros de

saúde responsáveis pelo gerenciamento das ações de saúde pública nesses municípios.
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Os dados coletados nessas localidades foram utilizados para calcular as taxas de

infecção semanais da região, possibilitando a simulação do comportamento do novo

coronavírus. A Figura 4.36 ilustra a correspondência entre os resultados da simulação

e os dados reais, evidenciando a precisão do modelo na representação da dinâmica

da doença.
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Figura 4.36: Modelo SIR para R01 e R02 - Santa Maria

No que se refere às taxas identi�cadas, veri�ca-se um crescimento mais

acentuado a partir da 11ª semana, culminando no pico registrado na 14ª semana.

Posteriormente, observa-se uma queda abrupta nesses valores, o que pode indicar a

implementação de medidas de contenção por parte das autoridades de saúde. Após

esse declínio, a taxa volta a apresentar crescimento na 18ª semana, estabilizando-se

em um comportamento mais regular a partir desse ponto. A Figura 4.37 apresenta

gra�camente essas mudanças nos valores, oferecendo uma visão clara das �utuações

ocorridas ao longo do período analisado.

Esses padrões sugerem que a adoção de estratégias de contenção pode

ter exercido papel signi�cativo na redução inicial das taxas de infecção, enquanto o

crescimento posterior pode re�etir possíveis relaxamentos nas medidas ou alterações

no comportamento da população. A análise contínua desse tipo de dado é funda-
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Figura 4.37: Taxas de Infecção para R01 e R02 - Santa Maria

mental para compreender a efetividade das políticas públicas implementadas e para

a de�nição de estratégias futuras no enfrentamento de pandemias.

4.3.18 Identi�cação para R14 - Santa Rosa

No noroeste do estado está localizada a região R14, composta por 22

municípios cujos dados sobre a população infectada foram coletados e registrados.

A sede dos Centros de Saúde responsáveis pelo monitoramento e catalogação das

informações encontra-se em Santa Rosa. A partir desses dados, e com o uso de um

algoritmo de otimização, foi possível determinar as taxas de infecção semanais, que

serviram de base para a simulação do comportamento da doença nesse território. A

Figura 4.38 apresenta a correspondência entre as curvas geradas pela simulação e

pelos dados reais, evidenciando que o modelo foi capaz de reproduzir, com e�ciência,

a dinâmica do número total de infectados.

Além de reproduzir a evolução dos casos totais, o vetor identi�cado

permite analisar a variação da taxa de infecção ao longo das semanas avaliadas,

conforme ilustrado na Figura 4.39. O grá�co evidencia que o período mais crítico

da pandemia na região ocorreu na 14ª semana, quando as taxas atingiram seu pico.
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Figura 4.38: Modelo SIR para R14 - Santa Rosa

Um segundo aumento signi�cativo foi observado na 22ª semana, embora de menor

intensidade em comparação ao anterior. Após esse ponto, a propagação da doença

apresentou um comportamento mais estável, com oscilações moderadas no restante

do período analisado.
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Figura 4.39: Taxas de Infecção para R14

Esses padrões sugerem que a região enfrentou duas ondas distintas de

aumento na taxa de infecção, provavelmente relacionadas a eventos especí�cos ou

alterações nas medidas de controle. A estabilidade registrada no período �nal pode
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indicar o impacto positivo de intervenções sanitárias mais consistentes ou mudanças

no comportamento populacional.

4.3.19 Identi�cação para R11 - Santo Ângelo

A região R11 compreende 24 municípios localizados nas Missões e no

oeste do estado do Rio Grande do Sul. A quantidade total de infectados nessas

localidades, ao longo das semanas analisadas, foi informada pela base dos Centros

de Saúde, situada em Santo Ângelo. A partir desses dados, foi calculado o vetor β,

que representa a taxa de infecção semanal da região, com o objetivo de descrever a

evolução dos casos totais registrados. A Figura 4.40 apresenta a comparação entre

os resultados obtidos pela identi�cação dos parâmetros e o grá�co gerado com base

nos dados reais. Essa comparação evidencia que o modelo conseguiu reproduzir, com

e�cácia, o comportamento da pandemia na região.
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Figura 4.40: Modelo SIR para R11 - Santo Ângelo

Em relação às taxas identi�cadas, detalhadas na Figura 4.41, veri�ca-

se que a região enfrentou dois períodos de crescimento mais acentuado: o primeiro

ocorreu entre a 11ª e a 16ª semanas; o segundo, entre as semanas 20 e 21, sendo neste

último momento registrado o ápice da probabilidade de infecção. Após esse período,
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o comportamento da pandemia apresentou maior regularidade, com oscilações menos

intensas nas taxas de infecção.
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Figura 4.41: Taxas de Infecção para R11

Esses padrões sugerem que a região experimentou uma fase inicial de

aceleração na transmissão do vírus, seguida de uma segunda onda de crescimento,

de menor duração, antes de atingir maior estabilidade. As diferenças nas curvas

podem re�etir fatores como alterações no comportamento da população, mudanças

nas políticas de controle sanitário ou a introdução de intervenções especí�cas.

4.3.20 Identi�cação para R06 - Taquara

Na zona de agrupamento R06 estão localizadas 8 cidades, sendo Ta-

quara a sede dos Centros de Saúde responsáveis por esses municípios. Os casos

registrados na população dessa região foram utilizados para determinar o vetor β,

representando as taxas de infecção semanais. Com base no vetor identi�cado, foi

possível simular o modelo epidemiológico e comparar o número total de infectados

estimado pelo modelo com os dados reais registrados. A Figura 4.42 ilustra essa com-

paração, evidenciando a correspondência entre os valores simulados e os observados.

82



Tempo (dias)

0 50 100 150 200 250 300 350

A
c
u
m

u
la

d
o
 d

e
 I

n
fe

c
ta

d
o
s
 (

p
e
s
s
o
a

s
)

0

2000

4000

6000

8000

10000

12000
Saída (dados)

Saída (modelo)

Figura 4.42: Modelo SIR para R06 - Taquara

A semelhança entre os comportamentos observados con�rma a e�ciência

do modelo em reproduzir a dinâmica real da pandemia na região. Assim, procede-se

à análise das taxas calculadas, conforme demonstrado no grá�co da Figura 4.43.

Observa-se que, após um início com pouca variação, a região experimentou um

aumento signi�cativo na taxa de infecção a partir da 10ª semana, atingindo o pico

da pandemia na 14ª semana. Posteriormente, a taxa de infecção apresentou uma

tendência de estabilização, indicando um controle mais e�caz da disseminação da

doença.
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Figura 4.43: Taxas de Infecção para R06
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4.3.21 Identi�cação para R03 - Uruguaiana

A última região analisada corresponde a 11 cidades localizadas na fron-

teira oeste do Rio Grande do Sul. Uruguaiana é a sede dos Centros de Saúde res-

ponsáveis pelo registro e catalogação dos dados epidemiológicos desses municípios,

pertencentes à zona de agrupamento R03. Com base nas informações da população

infectada, foi determinado o vetor β, que representa as taxas de infecção semanais.

Essas taxas permitiram a simulação da atividade da COVID-19 nessa região e sua

comparação com os dados reais registrados. A Figura 4.44 demonstra que o modelo

reproduziu de maneira e�ciente a dinâmica da doença, evidenciando sua precisão e

con�abilidade.
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Figura 4.44: Modelo SIR para R03 - Uruguaiana

O estudo da dinâmica das taxas de infecção semanal está ilustrado no

grá�co da Figura 4.45. A análise do vetor β revela que a pandemia atingiu seu ponto

mais crítico na 14ª semana, com o maior índice de contaminação registrado. Além

disso, entre a 20ª e a 25ª semana, foram observados outros períodos de elevação,

possivelmente relacionados a eventos ou fatores que impulsionaram a transmissão

do vírus. Após esse intervalo, as taxas de infecção apresentaram pouca variação,

mantendo-se relativamente estáveis até o término do período analisado.
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Figura 4.45: Taxas de Infecção para R03

Essa estabilização nas taxas pode indicar o impacto de medidas de

controle adotadas na região ou uma possível imunização parcial da população em

decorrência de infecções prévias. A análise contínua das taxas é essencial para ava-

liar a e�cácia das intervenções e identi�car tendências que possam orientar futuras

estratégias de saúde pública.

A análise de todas as regiões ressalta a relevância de se considerar a

dinâmica local da pandemia na formulação de estratégias mais direcionadas e e�ca-

zes de controle. Observa-se que o comportamento das taxas de infecção apresenta

variações signi�cativas entre as regiões, mesmo dentro de um único estado. Esses re-

sultados indicam que abordagens homogêneas podem não ser su�cientes para lidar

com as especi�cidades epidemiológicas de cada localidade.

A heterogeneidade observada re�ete fatores diversos, como densidade

populacional, infraestrutura de saúde, adesão às medidas preventivas e caracterís-

ticas socioeconômicas. Assim, políticas públicas fundamentadas em dados regionais

permitem intervenções mais assertivas, que consideram tanto as particularidades de

cada comunidade quanto a evolução temporal da pandemia.
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Além disso, a análise regional destaca a importância do monitoramento

contínuo e da aplicação de modelos matemáticos para prever cenários futuros. Essa

abordagem não apenas auxilia no controle da disseminação do vírus, mas também

otimiza o uso de recursos e aumenta a e�cácia das medidas de mitigação.

4.4 Resultado da Identi�cação para o Estado

Logo após veri�car a precisão do modelo em descrever a atividade da

doença nas regiões a cada semana, avaliou-se sua e�cácia em retratar o comporta-

mento da COVID-19 no estado como um todo. Para esse propósito, considerou-se

um período abrangente de 770 dias, equivalentes a 110 semanas. A análise, nesse

caso, foi re�nada para a escala diária, permitindo uma observação mais detalhada da

propagação da doença ao longo do tempo. Para isso, calculou-se as taxas de infecção

diárias, possibilitando o acompanhamento das variações na transmissão em cada dia

especí�co. Esse processo resultou na determinação de um vetor β com 770 entradas,

cujos valores iniciais foram atribuídos utilizando o processo iterativo previamente

descrito.

Com a identi�cação desses parâmetros, veri�cou-se que, mesmo nesse

nível mais detalhado de análise, o modelo demonstrou alta capacidade de reproduzir

�elmente a evolução real do número de casos totais registrados no estado. As curvas

simuladas e observadas mostraram-se praticamente sobrepostas, corroborando a e�-

cácia do modelo. Tal resultado pode ser visualizado na Figura 4.46, que evidencia a

acurácia do algoritmo ao descrever o comportamento epidemiológico da doença.

Além disso, a dinâmica de variação das taxas de infecção diárias, ilus-

trada na Figura 4.47, revelou oscilações ao longo do período estudado. Entre os

padrões observados, destaca-se um aumento signi�cativo entre o 650º e o 700º dia,

indicando uma aceleração no ritmo de novos casos. Uma possível explicação para

esse crescimento acentuado pode ser atribuída ao surgimento de novas variantes

86



tempo (dias)

0 100 200 300 400 500 600 700 800

N
ú
m

e
ro

 t
o
ta

l 
d
e
 i
n
fe

c
ç
õ
e
s

×106

0

0.5

1

1.5

2

2.5

Simulação do Modelo

Total Infectados (dados)

Figura 4.46: Comportamento Real x Simulado

do SARS-CoV-2, que, nesse intervalo, apresentaram maiores índices de transmissi-

bilidade. Essas variantes, identi�cadas em diversos estudos realizados no período,

foram amplamente reconhecidas por modi�car a dinâmica da pandemia, reforçando

a importância de estratégias adaptativas de controle.
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Figura 4.47: Taxas de Infecção diárias para o RS

Com a identi�cação dos parâmetros do modelo, também foi realizada

uma simulação numérica do sistema de equações que o con�gura. Essa abordagem
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permitiu analisar detalhadamente a evolução das diferentes classes epidemiológicas

ao longo dos 770 dias analisados. A Figura 4.48 ilustra esse comportamento, evi-

denciando as dinâmicas entre as categorias da população (suscetíveis, infectados e

recuperados). Essa análise fornece uma visão abrangente sobre o impacto temporal

da pandemia, permitindo a validação do modelo frente aos dados observados.
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Figura 4.48: Simulação do Modelo com β variante no tempo

A partir dos dados disponíveis, foi possível calcular as taxas de infec-

ção diárias, possibilitando um acompanhamento detalhado do comportamento e da

evolução das infecções ao longo do período. O modelo demonstrou boa precisão em

retratar a dinâmica da pandemia nos dias passados, fornecendo informações im-

portantes para compreender os padrões históricos da disseminação da COVID-19.

Entretanto, cabe questionar: essa técnica, além de explicar os eventos passados, pode

ser utilizada para prever o comportamento da doença no futuro?

Essa indagação motivou a investigação sobre a capacidade preditiva do

modelo. Considerou-se a possibilidade de utilizar os parâmetros identi�cados e as

tendências observadas para projetar a atividade da COVID-19 em períodos subse-

quentes aos já registrados. Tal análise poderia oferecer subsídios para a formulação

de estratégias de controle e mitigação. No próximo capítulo, será apresentado um
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estudo aprofundado sobre essa possibilidade, explorando as potencialidades e as li-

mitações do modelo na previsão de cenários futuros.
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5 PREDIÇÃO DO MODELO

A predição por meio de modelos matemáticos constitui uma área fun-

damental em diversas disciplinas, como física, engenharia, economia e biologia. Por

meio de equações matemáticas, busca-se descrever e prever o comportamento de sis-

temas com base em dados conhecidos ou em suposições sobre o seu funcionamento

[10]. No contexto da epidemiologia, prever a dinâmica de uma doença infecciosa

pode auxiliar as autoridades na antecipação de cenários e na adoção de medidas

preventivas necessárias.

Para obter resultados precisos, é essencial compreender que a mode-

lagem preditiva exige a observância de etapas indispensáveis. As condições para a

predição incluem o desenvolvimento de um modelo matemático que represente com

precisão o sistema estudado. Nesse processo, torna-se imprescindível de�nir as va-

riáveis relevantes para o problema e realizar adaptações ou simpli�cações, quando

necessário. Além disso, é fundamental validar a precisão do modelo, comparando as

simulações geradas com dados reais. Essa validação permite avaliar se o modelo é

capaz de representar adequadamente o comportamento do sistema [20].

Neste estudo, empregou-se um modelo matemático com parâmetro vari-

ante no tempo para descrever a dinâmica de uma epidemia em um período passado,

no qual os dados observacionais estavam disponíveis para a identi�cação dos parâme-

tros do modelo. Com base na análise retrospectiva, foi determinado o comportamento

temporal do parâmetro ao longo da fase histórica da epidemia.

Para a projeção futura da epidemia, utilizou-se o último valor calcu-

lado desse parâmetro como aproximação para simular o comportamento da doença

nos períodos subsequentes, para os quais não há dados disponíveis. Dessa forma,

realizaram-se previsões para horizontes de 7, 14, 30, 60 e 180 dias, avaliando a ro-
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bustez e a adequação dos resultados frente à ausência de dados futuros que permitam

uma estimativa contínua do parâmetro.

5.1 Resultados

Um dos objetivos deste trabalho é avaliar a e�cácia do modelo desen-

volvido na previsão do comportamento de uma doença infecciosa. Para isso, foram

utilizados dados observacionais referentes à pandemia de COVID-19 no estado do

Rio Grande do Sul, com o propósito de validar a capacidade do modelo de repre-

sentar, com precisão, a dinâmica da doença ao longo de um período de 770 dias.

A partir dessa validação, busca-se, também, examinar o potencial do modelo para

prever o comportamento da epidemia em intervalos temporais futuros.

O processo de veri�cação da e�cácia do modelo em predizer o comporta-

mento da COVID-19 no estado ocorreu da seguinte forma: inicialmente, assumiu-se

o 100º dia da pandemia como ponto de partida, considerando que, a partir desse

momento, não havia informações adicionais sobre a evolução da doença. Com base

nisso, foi simulada a progressão da epidemia utilizando um parâmetro constante,

identi�cado no modelo para o 100º dia, até o �nal dos 770 dias. Os resultados si-

mulados foram comparados aos dados reais observados para intervalos de 7, 14, 30,

60 e 180 dias à frente. Para cada intervalo, calculou-se o erro percentual eT entre as

previsões do modelo e os valores reais observados, dado por:

eT =
Y (t+ T )− Ŷ (t+ T, β)

Y (t+ T )
,

onde T = 7, 14, 30, 60, 180 é o intervalo de tempo em que será feita a predição.

O mesmo procedimento foi repetido sucessivamente a partir do 101º

dia, seguido pelo 102º dia, e assim por diante, até o 500º dia da pandemia. Para

cada horizonte de previsão futuro (7, 14, 30, 60 e 180 dias), foram realizadas 400

simulações, correspondentes aos diferentes pontos de partida. Em cada simulação,
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calculou-se o erro percentual entre os valores projetados pelo modelo e os dados reais

observados, permitindo uma avaliação detalhada da precisão do modelo ao longo dos

diversos períodos.

Ao término de todas as simulações, os erros percentuais calculados para

cada um dos períodos futuros foram organizados em histogramas. Para cada hori-

zonte de previsão, determinaram-se o erro percentual médio e o desvio padrão dos

valores obtidos. Ademais, comparou-se a distribuição dos erros, representada nos

histogramas, com a curva gaussiana, o que possibilitou a análise da aderência dos

erros à distribuição normal.

5.1.1 Predição para 7 dias (T = 7)

Nesta subseção, foi aplicado o método descrito anteriormente para ava-

liar a capacidade de predição do modelo em relação ao horizonte de 7 dias à frente.

Essa avaliação consistiu na análise da distribuição dos erros percentuais entre os

valores projetados pelo modelo e os dados observados, conforme ilustrado na Figura

5.1.

Os resultados obtidos indicaram que a distribuição dos erros percentuais

apresentou uma semelhança notável com a distribuição normal, representada pela

curva Gaussiana sobreposta ao histograma dos dados. Especi�camente, a média dos

erros percentuais foi de 0, 0013, com um desvio padrão de 0, 0108. Esses valores

sugerem que a maior parte dos erros está concentrada em torno da média, que, por

sua vez, é muito próxima de zero. Tal comportamento denota baixa variabilidade

nos erros percentuais e reforça a adequação do modelo para prever, com elevada

precisão, o cenário pandêmico uma semana à frente.

Adicionalmente, a proximidade da distribuição dos erros à curva gaus-

siana sugere que as incertezas no modelo podem ser atribuídas, em grande parte,
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Figura 5.1: Erros percentuais para 7 dias no futuro

a fatores aleatórios e não a problemas estruturais na formulação do modelo mate-

mático. Essa característica é desejável em modelos preditivos, pois implica que os

desvios observados são previsíveis dentro de um padrão estatístico bem compreen-

dido.

Desse modo, pode-se concluir que o modelo desenvolvido apresenta boa

capacidade de predição para um intervalo de 7 dias, fornecendo informações úteis

para o planejamento de ações e a alocação de recursos no contexto da pandemia.

5.1.2 Predição para 14 dias (T = 14)

Após veri�car a e�cácia do modelo em prever a evolução da pandemia

para um horizonte de uma semana, buscou-se avaliar sua habilidade em predizer a

situação duas semanas no futuro. Esse cenário é ilustrado no grá�co da Figura 5.2,

que apresenta a distribuição dos erros percentuais obtidos nas simulações realizadas.

Os resultados indicaram que o erro percentual médio foi de 0, 006, en-

quanto o desvio padrão atingiu 0, 031. Esses valores sugerem uma maior dispersão
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Figura 5.2: Erros percentuais para 14 dias no futuro

em relação ao horizonte de 7 dias, evidenciada por uma quantidade mais signi�cativa

de simulações cujo erro ultrapassou o intervalo de um desvio padrão da média. Ainda

assim, a distribuição dos erros manteve alguma semelhança com a curva gaussiana,

conforme observado no histograma.

A análise desses resultados revela que, embora o modelo tenha apresen-

tado uma precisão ligeiramente inferior no horizonte de 14 dias, ele ainda demonstrou

capacidade de capturar tendências gerais da evolução da pandemia nesse intervalo.

Essa leve redução na e�ciência preditiva pode ser atribuída à maior incerteza ine-

rente a horizontes temporais mais amplos, que ampliam a possibilidade de eventos

externos interferirem na dinâmica epidemiológica.

Portanto, conclui-se que, para a previsão de duas semanas, o modelo

manteve desempenho satisfatório, mas sua e�cácia foi moderadamente reduzida em

comparação ao horizonte de uma semana. Esse comportamento é esperado em mo-

delos preditivos devido ao acúmulo de incertezas à medida que se estende o intervalo

de projeção.
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5.1.3 Predição para 30 dias (T = 30)

O objetivo desta subseção foi avaliar a resposta do modelo ao simular a

evolução da pandemia em um horizonte de 30 dias no futuro. Para isso, aplicou-se o

procedimento descrito anteriormente, gerando os resultados apresentados na Figura

5.3, que ilustra a distribuição dos erros percentuais obtidos nas simulações e sua

comparação com a curva normal.
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Figura 5.3: Erros percentuais para 30 dias no futuro

Os resultados revelaram um erro percentual médio de 0, 039 e um desvio

padrão de 0, 125. Esses valores indicam que, embora a média dos erros tenha per-

manecido relativamente baixa, o desvio padrão elevado evidencia uma considerável

dispersão nos erros. Isso signi�ca que muitos valores simulados pelo modelo �caram

distantes da média, caracterizando uma variabilidade signi�cativa nas previsões.

A análise da distribuição dos erros percentuais reforça essa conclusão,

uma vez que foram observados numerosos casos com desvios substanciais em relação

ao valor médio, indicando uma menor aderência à distribuição normal. Tal compor-

tamento sugere que o modelo, ao tentar projetar a atividade da pandemia para um
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horizonte de 30 dias, é sensível a fatores não capturados adequadamente por sua

formulação.

Portanto, conclui-se que, nesse cenário, o modelo não apresenta um de-

sempenho con�ável para prever a dinâmica da pandemia em períodos de um mês.

Essa limitação re�ete a complexidade crescente em previsões de longo prazo, que

estão mais suscetíveis a variáveis externas e eventos inesperados, destacando a ne-

cessidade de abordagens complementares ou re�namentos no modelo para melhorar

sua precisão nesse horizonte temporal.

5.1.4 Predição para 60 dias (T = 60)

Nesta subseção, apresentam-se os resultados da simulação do modelo

desenvolvido para prever a evolução da pandemia em um horizonte de 60 dias a

partir do último ponto conhecido. O procedimento consistiu em calcular os erros

percentuais de cada estimativa, comparando os valores simulados com os dados reais

observados, conforme detalhado anteriormente.

Os resultados indicaram um erro percentual médio de aproximadamente

0, 23 evidenciando um elevado grau de imprecisão nas projeções. Além disso, o des-

vio padrão calculado foi de 0, 5332, um valor signi�cativo que re�ete a ampla vari-

abilidade nos erros observados. Esses números demonstram que, ao considerar um

horizonte temporal mais longo, o modelo apresenta maior di�culdade em representar

adequadamente a dinâmica da pandemia.

A Figura 5.4 apresenta a distribuição dos erros percentuais obtidos,

acompanhada de uma curva que representa a distribuição normal para comparação.

Observa-se claramente que a distribuição dos erros percentuais não possui similari-

dade com a curva normal, caracterizando uma dispersão acentuada e um comporta-

mento assimétrico em relação à média.
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Figura 5.4: Erros percentuais para 60 dias no futuro

Esses resultados indicam que, para previsões de 60 dias, o modelo pro-

posto não é e�ciente em capturar a complexidade da evolução da pandemia. A alta

imprecisão pode ser atribuída a fatores como mudanças inesperadas na dinâmica

epidemiológica, intervenções externas não consideradas no modelo, ou limitações na

abordagem matemática utilizada. Isso ressalta a necessidade de aprimorar os pa-

râmetros que possam aumentar a capacidade preditiva do modelo para horizontes

temporais mais longos.

5.1.5 Predição para 180 dias (T = 180)

Após constatar que o modelo não apresentou precisão su�ciente para

simular o comportamento da pandemia em horizontes de 1 ou 2 meses no futuro,

realizou-se uma nova análise para avaliar sua capacidade de prever a dinâmica da

doença em um período de 6 meses (180 dias) à frente. Os resultados dessa simulação

estão apresentados na Figura 5.5, que exibe a distribuição dos erros percentuais

obtidos, acompanhada da curva gaussiana para comparação.
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Figura 5.5: Erros percentuais para 180 dias no futuro

Os dados revelaram um erro percentual médio superior a 1, 23, ou seja,

123%, indicando uma discrepância extremamente elevada entre as previsões do mo-

delo e os dados reais. Além disso, o desvio padrão calculado foi próximo a 2, 42

(243%), re�etindo uma variação extremamente ampla nos erros. Esses valores dei-

xam claro que o modelo, nesse horizonte temporal, não é capaz de representar com

con�abilidade a evolução da pandemia.

A análise da Figura 5.5 reforça essa conclusão, uma vez que a distribui-

ção dos erros percentuais não apresenta qualquer semelhança com a curva normal,

evidenciando uma dispersão signi�cativa e um comportamento altamente irregular.

Tais resultados sugerem que a capacidade preditiva do modelo se degrada substan-

cialmente em horizontes temporais mais extensos, provavelmente devido à ampli�-

cação de erros acumulados e à ausência de fatores externos relevantes no modelo,

como novas intervenções de controle, mudanças de comportamento populacional ou

mutações no agente infeccioso.

Portanto, conclui-se que o modelo proposto é inviável para previsões de

6 meses no futuro. Essa limitação decorre da incapacidade do parâmetro constante

de capturar as mudanças dinâmicas que caracterizam a evolução de uma epidemia,
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especialmente em contextos in�uenciados por intervenções das autoridades, muta-

ções da doença ou alterações comportamentais na população.
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6 CONCLUSÃO

O uso de modelos compartimentais simples, como o modelo SIR, é

amplamente discutido na literatura cientí�ca. No entanto, os parâmetros desses mo-

delos, geralmente representados por constantes positivas nas equações diferenciais

que os de�nem, restringem sua aplicação a cenários especí�cos. Neste trabalho, foi

aplicado um modelo compartimental SIR para descrever a dinâmica do novo co-

ronavírus em um longo intervalo de tempo. Para tanto, modi�cou-se a formulação

clássica do sistema de equações, ajustando o parâmetro da taxa de infecção. Em vez

de assumir um valor constante, esse parâmetro foi de�nido como variável ao longo

do tempo.

A modelagem adotou uma função constante por partes para a taxa de

infecção, representada por um vetor em que cada elemento é uma constante especí�ca

para uma unidade de tempo analisada. Essa abordagem permitiu desenvolver um

modelo capaz de descrever a evolução da COVID-19 em períodos prolongados para

os quais existem dados observacionais.

A validação do modelo proposto foi realizada mediante a identi�cação

do vetor de parâmetros. Para isso, utilizaram-se dados da população infectada pelo

novo coronavírus no estado do Rio Grande do Sul. Foi aplicado um algoritmo de

otimização baseado no método dos mínimos quadrados, que comparou a quanti-

dade total de infectados registrada nos dados observacionais com as estimativas de

infectados geradas pelo modelo desenvolvido.

Inicialmente, foi veri�cada a capacidade do modelo de descrever o com-

portamento semanal da doença, identi�cando-se um vetor de parâmetros que repre-

senta as taxas de infecção semanais. Para essa análise, compararam-se os resultados

da otimização com os dados provenientes de 21 regiões de agrupamento, nas quais

o estado do Rio Grande do Sul foi subdividido. A análise grá�ca revelou que, em
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todas as regiões, o modelo reproduziu com precisão a evolução do número total de

casos, demonstrando sua e�cácia. Adicionalmente, as taxas semanais em cada zona

de agrupamento foram apresentadas, permitindo identi�car períodos de maior ou

menor risco de contágio.

Em seguida, avaliou-se a capacidade do modelo de representar a ativi-

dade diária da COVID-19 em todo o estado. Essa análise baseou-se na comparação

entre o grá�co gerado a partir dos dados o�ciais e aquele simulado pelo modelo

ajustado por otimização. Os resultados evidenciaram que o modelo reproduziu com

e�ciência o comportamento diário da doença, uma vez que as curvas resultantes

permaneceram praticamente sobrepostas, comprovando a precisão da modelagem.

Neste trabalho, desenvolveu-se também um algoritmo iterativo inova-

dor, projetado para inicializar o vetor de parâmetros a ser identi�cado com valores

previamente ajustados, aproximando-os da solução desejada. Essa estratégia teve

como objetivo mitigar o risco de convergência para mínimos locais, superando as

di�culdades típicas de problemas de otimização não convexos. O algoritmo opera

de maneira progressiva, aumentando gradualmente a dimensão do vetor de parâme-

tros ao longo das iterações. Em cada etapa, otimiza-se os parâmetros adicionados

até alcançar a quantidade total previamente estabelecida. Essa abordagem assegu-

rou elevada precisão na simulação, permitindo a identi�cação e�caz de um grande

número de parâmetros.

Este trabalho também propôs o uso de um modelo simples e determi-

nístico para prever o comportamento de uma epidemia. Para tal, adotou-se uma

taxa de infecção constante, correspondente ao último valor identi�cado pelo modelo

com taxa variável no tempo, com o objetivo de simular a atividade da epidemia

em diferentes períodos futuros. Realizou-se uma análise estatística, cujos resultados

indicaram que o modelo apresenta boa precisão até duas semanas à frente. Simu-

lando a atividade da doença para 7 dias no futuro, obteve-se um erro médio inferior

a 0, 13%, o que evidencia sua capacidade preditiva. Para 14 dias, o erro percen-
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tual gerado foi inferior a 0, 6%, indicando que o modelo também é adequado para

compreender o comportamento da pandemia nesse intervalo. Ressalta-se, contudo,

que, para períodos mais longos, não se esperava boa precisão, motivo pelo qual foi

proposto um modelo com taxa variável no tempo para tais casos.

Conclui-se, adicionalmente, que os procedimentos utilizados na identi�-

cação de parâmetros do modelo podem ser particularmente úteis para sistemas cuja

dinâmica seja menos in�uenciada por fatores ambientais.

6.1 Trabalhos Futuros

A obtenção dos resultados deste trabalho abriu possibilidades para in-

vestigações mais aprofundadas na adaptação de modelos simples para o estudo de

doenças epidemiológicas. Algumas direções para estudos futuros incluem:

6.1.1 Identi�cação de uma Taxa de Remoção Variante no Tempo

Nos resultados apresentados, �xou-se o valor de γ, parâmetro que mede

a taxa de remoção da população infectada, com base no período médio em que um

indivíduo permanece portador da doença. No entanto, é plausível que, em deter-

minados períodos, esse tempo varie, podendo ser maior ou menor. Assim, pode-se

adotar a mesma abordagem de considerar esse parâmetro como variante no tempo,

permitindo a análise de condições nas quais a doença persista por mais tempo em

indivíduos.

103



6.1.2 Modelagem com Vacinação

No �nal de 2020, diferentes vacinas começaram a ser desenvolvidas para

conter a propagação da COVID-19. Com a implementação de políticas de vacinação

especí�cas em cada localidade, surge a possibilidade de incluir um fator de vacinação

nos modelos epidemiológicos. Por exemplo, no modelo SIR utilizado para descrever a

dinâmica do novo coronavírus, pode-se estabelecer uma função v(t) para representar

a atividade de imunização no cenário a ser simulado.

A função v(t) é responsável por levar uma parcela da população suscetí-

vel diretamente para a classe dos removidos. Nesse contexto, o modelo se caracteriza

como: 

dS(t)

dt
= −β(t)I(t)S(t)

N
− v(t)

dI(t)

dt
=

β(t)I(t)S(t)

N
− γI(t)

dR(t)

dt
= γI(t) + v(t)

(6.1)

A função v(t) pode ser de�nida de diversas formas. Uma abordagem é

assumir que a relação entre a vacinação e a população suscetível seja proporcional,

representada por δS, em que δ é a taxa de vacinação. Além disso, outros fatores,

como a efetividade da vacina, podem ser incorporados ao modelo. Essa extensão

permite determinar as taxas de infecção em populações parcialmente vacinadas e

comparar os resultados com aqueles obtidos no presente estudo, no qual a vacinação

não foi considerada.

6.1.3 Técnicas de Controle

Além da identi�cação de parâmetros, técnicas de controle podem ser

ferramentas valiosas para aplicação em modelos epidemiológicos. Essas técnicas en-
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volvem o estudo de estratégias que permitam determinar valores dos parâmetros

de modo a projetar um cenário desejado. Por exemplo, é possível desenvolver um

método que de�na o valor da taxa de infecção β, de forma a garantir que a demanda

sobre o sistema de saúde local permaneça abaixo de um limite preestabelecido.

Para essas aplicações, diferentes técnicas podem ser comparadas. En-

tre os métodos mais tradicionais, destaca-se o controle PID (Proporcional Integral

Derivativo), amplamente utilizado em sistemas dinâmicos para ajuste contínuo. Mé-

todos mais avançados, como o controle preditivo, também podem ser empregados.

Esses métodos utilizam a otimização em tempo real para prever o comportamento

do sistema e ajustar os parâmetros com maior precisão, considerando restrições e

metas especí�cas.
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