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PROPRIEDADE DA MÉDIA NO CONTEXTO
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Resumo

Neste trabalho, investigamos novas propriedades do Laplaciano fracionário, um

operador não-local que tem atráıdo grande atenção. Apresentamos dois resultados

principais: o primeiro garante a existência de minimizantes quasi-abertos para um

funcional relacionado a este operador, obtido através de propriedades de conjun-

tos com peŕımetro fracionário finito; o segundo apresenta uma versão não-local da

Propriedade da Média para funções sub-harmônicas no contexto fracionário, obtido

a partir de propriedades da transformada de Fourier e da solução fundamental do

Laplaciano fracionário. Estes resultados se relacionam com a técnica do Prinćıpio

de Seleção, que permite restringir o estudo de desigualdades geométricas para uma

classe de conjuntos regulares.

Palavras-chave: Equações Diferenciais Parciais, Desigualdades Geométricas

e Funcionais, Laplaciano Fracionário, Funções s-Sub-Harmônicas, Propriedade da

Média, Prinćıpio de Seleção.
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Abstract

In this work, we investigate new properties of the fractional Laplacian, a non-

local operator that has received great attention. We present two main results: the

first guarantees the existence of quasi-open minimizers for a functional related to

this operator, obtained through properties of sets with finite fractional perimeter;

the second presents a non-local version of the Mean Value Property for sub-harmonic

functions in the fractional context, obtained from properties of the Fourier transform

and of the fundamental solution of the fractional Laplacian. These results are

related to the technique of the Selection Principle, which allows restricting the

study of geometric inequalities to a class of regular sets.

Keywords: Partial Differential Equations, Geometric and Functional Inequali-

ties, Fractional Laplacian, s-Subharmonic Functions, Mean Value Property, Selec-

tion Principle.
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Introdução

Desigualdades Geométricas são tema de estudos desde a antiguidade e estão

longe de perderem o seu interesse, a exemplo de [4, 5, 6, 8, 14], dentre outros. Muitas

delas estão intrinsecamente relacionadas com Desigualdades Funcionais e Equações

Diferenciais Parciais (EDP’s), como por exemplo a Desigualdade Isoperimétrica e a

Desigualdade de Sobolev, a primeira relaciona quantidades geométricas de conjun-

tos, enquanto a segunda relaciona normas de funções, sendo posśıvel verificar em

certos contextos que ambas são equivalentes e a Desigualdade de Faber-Krahn, que

relaciona informações geométricas de um conjunto a partir de uma EDP.

Quando trabalhamos com subconjuntos de Rn que possuem boas regularidades

(por exemplo, abertos com bordo suave), temos à disposição mais ferramentas na

investigação de propriedades relacionadas à desigualdade em questão, por exemplo,

fazendo estimativas para a função que parametriza o bordo do conjunto. Para uma

discussão sobre algumas técnicas e recentes resultados envolvendo desigualdades

geométricas e funcionais como as supracitadas, sugerimos a consulta de [13].

Nesse sentido, uma pergunta que surge é: quando é posśıvel restringir o estudo

de uma desigualdade geométrica à classe de conjuntos “bons o suficiente”, ou, em

outras palavras, sabendo que uma dada desigualdade é válida para conjuntos com

boas regularidades, é posśıvel concluir que a mesma é válida para qualquer conjunto?
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Para tal abordagem, o trabalho revolucionário de Cicalese e Leonardi [8] introduz

a técnica do Prinćıpio de Seleção, utilizando-a para obter uma nova demonstração

para uma versão quantitativa ótima da Desigualdade Isoperimétrica.

Em linhas gerais, a ideia do Prinćıpio de Seleção se baseia em produzir uma

sequência de conjuntos com boa regularidade (por exemplo, com fronteira C1) a par-

tir de uma famı́lia de conjuntos “ruins” que satisfazem uma certa condição. Uma

vez que se tenha a desigualdade desejada válida para conjuntos regulares, supõe-se

por absurdo que a mesma não vale para conjuntos mais gerais. Assim, é posśıvel

construir uma sequência de conjuntos que não satisfazem a desigualdade e, a partir

do Prinćıpio de Seleção, produz-se uma nova sequência de conjuntos “mais regu-

lares” que preservam as propriedades dos anteriores, o que gera uma contradição.

Esta técnica traz uma nova abordagem para desigualdades geométricas e funcionais,

permitindo restringir seu estudo a conjuntos com melhores propriedades.

Seguindo o racioćınio descrito acima, Brasco, De Philippis e Velichkov [5] obtêm

uma versão quantitativa ótima para uma desigualdade do tipo Faber-Krahn, pri-

meiro mostrando que ela é válida para quaisquer conjuntos quase-esféricos, isto

é, conjuntos suavemente próximos da bola unitária centrada na origem, e posteri-

ormente estendendo esta desigualdade para conjuntos arbitrários a partir da cons-

trução realizada com o Prinćıpio de Seleção. Isto envolve a análise dos minimizantes

de um funcional definido para subconjuntos contidos em uma bola fixada, através

de propriedades e estimativas relacionadas à solução de uma EDP associada.

O desenvolvimento desta técnica é bastante intrincada e requer análises pro-

fundas, uma vez que é intrinsecamente relacionada ao problema em questão. Em

contrapartida, os resultados obtidos ao longo do processo se mostram interessantes

por si só. Inspirados por este contexto, iniciamos este trabalho investigando pro-

priedades similares às encontradas em [5], porém agora no contexto não-local do
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Laplaciano fracionário.

Para a obtenção da sequência de conjuntos regulares através do Prinćıpio de

Seleção, primeiro é necessário considerar uma classe de conjuntos mais gerais, cha-

mados de quasi-abertos, definidos na página 12, os quais possuem propriedades um

pouco menos exigentes do que os conjuntos abertos. Neste sentido, o Caṕıtulo 2 é

dedicado ao estudo do funcional Gη̃,j, definido em (2.10), adequado ao propósito do

Prinćıpio do Seleção, e para o qual provamos o seguinte resultado:

Teorema. O ı́nfimo de Gη̃,j, dentre todos os conjuntos quasi-abertos contidos em

uma bola fixada, é atingido por um conjunto quasi-aberto.

Este resultado é uma contraparte do caso local estabelecido em [5], onde a

ideia utilizada para a demonstração se baseia na construção de uma sequência de

conjuntos de ńıvel do tipo {uk > sk}k∈N, onde sk converge a 0, com peŕımetro

(local) uniformemente limitado independente de k ∈ N, da qual é posśıvel extrair,

através de resultados de compacidade, um conjunto limite. Devido à natureza

não-local do operador que consideramos neste trabalho, não foi posśıvel obter uma

limitação uniforme no peŕımetro fracionário, definido na página 13. Para superar

este problema, consideramos agora sequências de conjuntos com ńıvel fixado do tipo

{uk > ti}k∈N, para cada i ∈ N. Desta forma, obtemos um conjunto limite Wi, i ∈ N,

e com a construção dos ńıveis ti’s de modo que ti converge a 0, após mais algumas

análises conseguimos obter o minimizante desejado.

O próximo passo na investigação de melhores propriedades dos conjuntos mini-

mizantes produzidos no Teorema acima, é mostrar que os conjuntos são na verdade

abertos. Para este propósito, são necessárias análises mais refinadas acerca de sua

função energia, como por exemplo, estimativas uniformes em uma vizinhança de

um ponto no qual a média da função é pequena, dentre outras. Neste sentido, o

Caṕıtulo 3 investiga algumas propriedades de funções s-sub-harmônicas em geral,
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com relação à uma propriedade da média não-local adequada para as estimati-

vas que desejamos, e que têm aplicações relacionadas à função energia mencionada

acima. Desta forma, no Teorema 3.1.3 provamos a validade da seguinte propriedade

da média não-local:

Teorema. Seja 0 < s <
1

2
. Se u ∈ Hs ∩L∞ é uma função s-sub-harmônica em um

aberto Ω, então para quase todo x ∈ Ω e r > 0 tais que Br(x) ⊂ Ω, vale

u(x) ≤
∫
CBr(x)

u(y)Cn,sr
2s

|x− y|n (|x− y|2 − r2)s
dy,

onde Cn,s > 0 é uma constante adequada.

Com este e outros resultados auxiliares, obtemos uma estimativa local para

funções com média não-local pequena, a qual é dada no Teorema 3.2.2:

Teorema. Se u ∈ Hs ∩ L∞ satisfaz (−∆)su ≤ 1 em Rn e∫
CBρ(x0)

u(y)Cn,sρ
2s

|y − x0|n(|y − x0|2 − ρ2)s
dy ≤ mρs,

para certos parâmetros m,ρ, então

sup
Bκρ

4
(x0)

u ≤ C(n,s)(mρs + ρ2s), ∀κ ∈ (0, 1/3).

Alguns resultados referentes à funções s-harmônicas e propriedade da média já

são estabelecidos. Para citar alguns: em [1] o autor obtém uma representação para

funções com regularidade C2s+ε, a qual envolve o Laplaciano fracionário da função

e a média não-local com a mesma função ηr que usamos aqui, e que pode ser usada

para obter a propriedade da média para funções com tal regularidade; já em [22] o

autor obtém uma propriedade da média para funções s-sub-harmônicas com uma

função média diferente da que trabalhamos aqui.

Para finalizar, no Caṕıtulo 4 delineamos algumas perspectivas para a conti-

nuação deste trabalho, que consiste em relacionar os dois caṕıtulos antecessores no

desenvolvimento do Prinćıpio de Seleção neste contexto do operador Laplaciano

fracionário.
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Caṕıtulo 1

Pré-requisitos

Neste caṕıtulo, introduzimos notações e definições que utilizamos ao longo do texto,

bem como resultados necessários para o entendimento do texto e que fazem parte da

teoria já estabelecida, sendo assim apenas enunciados sem demonstração. Também

inclúımos alguns resultados que acreditamos ser conhecidos, embora não tenhamos

encontrado referências que os justifiquem e, portanto, inclúımos as demonstrações

dos mesmos para a conveniência do leitor.

1.1 Notações e definições

Ao longo de todo o texto consideramos n ≥ 2.

Conjuntos de Rn

(i) Dado um conjunto A ⊂ Rn, denotamos o seu complementar por CA = Rn \A,

e o seu fecho topológico por A;

(ii) Denotamos a norma euclidiana em Rn por |x| =
√
x1

2 + · · ·+ xn2, enquanto

que o produto interno usual é denotado por x · y = x1y1 + · · · + xnyn, onde
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CAPÍTULO 1. PRÉ-REQUISITOS

x = (x1,x2, . . . , xn), y = (y1,y2, . . . ,yn);

(iii) Dados x ∈ Rn e t > 0, denotamos por Bt(x) = {y ∈ Rn; |x − y| < t} a

bola aberta de raio t centrada em x. Quando a bola tiver centro na origem,

denotamos Bt := Bt(0);

(iv) Denotamos a medida (de Lebesgue) de um conjunto E ⊂ Rn por |E|. A

medida da bola unitária de Rn é denotada por ωn = |B1|;

(v) Dados dois conjuntos A,B ⊂ Rn, denotamos a diferença simétrica entre A e

B por

A∆B = (A \B) ∪ (B \ A) . (1.1)

Observamos que |A∆B| = 0 se, e somente se, A e B são iguais a menos de

um conjunto de medida nula;

(vi) Dada uma função f : Rn → R e t ∈ R, definimos o conjunto

{f > t} := {x ∈ Rn; f(x) > t}.

Espaços de funções

(i) Dados 1 ≤ p <∞ e U ⊂ Rn, o espaço (das classes) de funções p-integráveis a

Lebesgue em U é denotado por

Lp(U) =

ß
f : U → R; f é mensurável e

∫
U

|f(x)|p dx <∞
™
,

munido da norma

‖f‖Lp(U) =

Å∫
U

|f(x)|p dx

ã 1
p

.

Usamos também a notação do produto interno

〈f, g〉L2 =

∫
U

f(x)g(x) dx, f, g ∈ L2(U).
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CAPÍTULO 1. PRÉ-REQUISITOS

Quando p =∞, definimos

‖f‖L∞(U) = sup ess
x∈U

|f(x)|.

Denotamos ainda por Lploc o espaço das funções que pertencem a Lp(K) para

todo compacto K ⊂ Rn.

No caso em que U = Rn, escrevemos simplesmente Lp = Lp(Rn). Finalmente,

para simplificar a escrita e facilitar a leitura, utilizamos também a notação∫
f =

∫
Rn
f(x) dx;

(ii) Dados um aberto Ω ⊂ Rn e k ∈ N, denotamos o espaço das funções f : Ω→ R

cujas derivadas parciais até a ordem k são cont́ınuas,

C∞c (Ω) = {ϕ : Ω→ R; ϕ ∈ C∞(Ω) e S(ϕ) é compacto},

onde S(ϕ) é o suporte de ϕ, definido por S(ϕ) := {x ∈ Ω; ϕ(x) 6= 0}.

(iii) O espaço de Schwartz das funções suaves cujas derivadas de qualquer ordem

decaem mais rápido do que potências de x é denotado por

S = {ϕ ∈ C∞(Rn); ∀α, β ∈ Nn
0 , sup

x∈Rn
|xαDβϕ(x)| <∞},

onde Nn
0 = (N ∪ {0})n, com a notação usual de multi-́ındice xα = x1

α1 . . . xn
αn ,

e Dβ =
∂β1

∂x1
β1
. . .

∂βn

∂xnβn
. Em concordância, definimos S ′, o espaço dual de

S , chamado de espaço das distribuições temperadas. Dadas u ∈ S ′ e ϕ ∈ S ,

denotamos a ação de u em ϕ por u(ϕ).

(iv) Dados um aberto Ω ⊂ Rn e s ∈ (0,1), definimos o espaço de Sobolev

Hs(Ω) = {u ∈ L2(Ω); [u]Hs(Ω) <∞},

onde consideramos a (semi)norma de Gagliardo:

[u]2Hs(Ω) =

∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|2

|x− y|n+2s
dx dy.
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CAPÍTULO 1. PRÉ-REQUISITOS

Em particular, quando Ω = Rn, escrevemos apenas Hs = Hs(Rn) e, neste

caso, [·]s := [·]Hs é de fato uma norma em Hs já que a única (classe de)

função constante em L2 é a função nula em quase todo ponto. Além disso,

consideramos também o produto interno em Hs

〈u,v〉Hs =

∫
Rn

∫
Rn

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|n+2s
dx dy. (1.2)

Salientamos, entretanto, que a norma usual do espaço Hs(Ω) é dada por

‖ · ‖Hs(Ω) = (‖ · ‖2
L2(Ω) + [·]2Hs(Ω))

1
2 ,

a qual o torna um espaço de Banach, e, no caso de Hs, um espaço de Hilbert.

Denotamos por Hs
0(Ω) o espaço obtido pelo fecho de C∞c (Ω) com respeito à

norma ‖ · ‖Hs .

Notações de funções

(i) Dada uma função f : Rn → R, denotamos por f+ a sua parte positiva, isto é,

f+(x) = max{f(x),0};

(ii) Dada uma função f ∈ S , definimos a sua transformada de Fourier como

Ff(ξ) = f̂(ξ) =
1

(2π)
n
2

∫
Rn
e−ix·ξf(x) dx, ξ ∈ Rn,

enquanto que a transformada inversa de Fourier é dada por

F−1f(x) = f̌(x) =
1

(2π)
n
2

∫
Rn
eix·ξf(ξ) dξ, x ∈ Rn;

(iii) Dada f ∈ L1
loc, definimos o representante preciso de f por

f(x) =


lim
ρ→0
−
∫
Bρ(x)

f, se o limite existe,

0, caso contrário,

8



CAPÍTULO 1. PRÉ-REQUISITOS

onde

−
∫
Bρ(x)

f =
1

|Bρ(x)|

∫
Bρ(x)

f(y) dy, ρ > 0.

Observamos que f = f em quase todo ponto (q. t. p.), isto é, o conjunto onde

f 6= f tem medida (de Lebesgue) nula. Para mais detalhes, sugerimos a

consulta de [12];

(iv) Dado um conjunto A ⊂ Rn, denotamos a sua função caracteŕıstica (ou indi-

cadora) por

1A(x) =


1, se x ∈ A,

0, se x /∈ A;

(v) Dizemos que uma sequência de funções {fj}j∈N converge para f em L1
loc se,

para todo compacto K ⊂ Rn, vale∫
K

|fj(x)− f(x)| dx −→ 0, quando j →∞;

(vi) Dados um aberto Ω ⊂ Rn e uma função v ∈ Hs(Ω), consideramos o funcional

J [v] =
c(n,s)

4
[v]2Hs −

∫
Ω

v(x) dx, (1.3)

onde c(n,s) é uma constante positiva adequada à nossa definição do operador

Laplaciano fracionário (definido abaixo) e motivada pela Proposição 1.2.3;

(vii) Dado um aberto Ω ⊂ Rn, definimos a s-energia de Ω como

Es(Ω) = inf
v∈Hs

0(Ω)
J [v].

Denotamos por uΩ a função que atinge o ı́nfimo acima, a qual chamamos

de função s-energia de Ω. Sem risco de confusão, omitimos a ordem s por

simplicidade.
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CAPÍTULO 1. PRÉ-REQUISITOS

Laplaciano fracionário

(i) Fixado s ∈ (0,1), definimos o Laplaciano fracionário de u ∈ S por

(−∆)su(x) = c(n,s) V.P.

∫
Rn

u(x)− u(y)

|x− y|n+2s
dy

= c(n,s) lim
ε→0

∫
CBε(x)

u(x)− u(y)

|x− y|n+2s
dy, (1.4)

onde V.P. significa no sentido do Valor Principal, definido a partir do limite

dado pela última igualdade. No caso em que 0 < s < 1/2, a integral em

Rn acima é convergente e, portanto, não é necessário considerá-la como Valor

Principal (veja, por exemplo, [9, Obs. 3.1]).

(ii) Dado um aberto Ω ⊂ Rn, dizemos que u ∈ Hs é uma solução (no sentido das

distribuições) da equação (−∆)su = 1 em Ω quando, para toda função teste

ϕ ∈ Hs
0(Ω), vale:

c(n,s)

2

∫
Rn

∫
Rn

(u(x)− u(y))(ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|n+2s
dy dx =

∫
Ω

ϕ(x) dx.

Usando a notação (1.2), podemos reescrever a equação acima como

c(n,s)

2
〈u, ϕ〉Hs =

∫
Ω

ϕ(x) dx, ∀ϕ ∈ Hs
0(Ω).

(iii) A solução fundamental do Laplaciano fracionário é denotada por

Φ(x) =
An,s
|x|n−2s

, x 6= 0, (1.5)

onde

An,s =
Γ(n/2− s)
22sπ

n
2 Γ(s)

> 0

é escolhida de modo que (−∆)sΦ = δ0 no sentido das distribuições, sendo δ0 a

distribuição Delta de Dirac centrada em zero, e Γ a função Gama. Uma prova

deste fato é feito em [7, Teo. 2.3].
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CAPÍTULO 1. PRÉ-REQUISITOS

(iv) Outra função importante para os nossos propósitos é o paraboloide fracionário

Ψρ(x) = γn,s(ρ
2 − |x|2)s+, ρ > 0, (1.6)

onde

γn,s =
Γ(n/2)

22sΓ(1 + s)Γ(n/s+ s)
> 0

é escolhida de modo que (−∆)sΨρ = 1 em Bρ. Para maiores detalhes e

construção desta função sugerimos a consulta de [10].

(v) Dizemos que uma função u ∈ Hs é s-sub-harmônica em um conjunto aberto

Ω ⊂ Rn quando, para toda função teste ϕ ∈ Hs
0(Ω), ϕ ≥ 0, vale:

c(n,s)

2

∫
Rn

∫
Rn

(u(x)− u(y))(ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|n+2s
dy dx ≤ 0. (1.7)

Capacidade de ordem s e conjuntos quasi-abertos

(i) Dado um conjunto mensurável Ω ⊂ Rn, definimos a capacidade de ordem s

(ou s-capacidade) de Ω como

caps(Ω) = inf
{

[v]2Hs ; v ∈ Hs, v ≥ 1 q. t. p. em uma vizinhança de Ω
}
.

(ii) Um conjunto de s-capacidade nula é chamado de polar.

(iii) Dizemos que uma propriedade vale s-quasi em todo lugar, e escrevemos s-q.e.*,

se o conjunto onde ela não for válida é um conjunto polar. Por simplicidade, es-

crevemos apenas capacidade quando não houver risco de confusão com relação

à ordem s, bem como q.e. em lugar de s-q.e. e assim por diante;

*Ressaltamos aqui o emprego da notação s−q.e. emprestada do inglês s-quasi-everywhere, a

qual é utilizada para enfatizar a diferença de almost everywhere (a.e.), no nosso caso q. t.p., e que

se refere à medida de Lebesgue.

11
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(iv) Dizemos que um conjunto mensurável V ⊂ Rn é s-quasi-aberto quando existe

uma sequência decrescente {Ak}k∈N de conjuntos abertos de Rn tal que V ∪Ak

é aberto, para todo k ∈ N, e caps(Ak) −→ 0 quando k → ∞. Sem risco de

confusão, omitiremos a ordem s por conveniência de escrita.

(v) Dizemos que uma função u ∈ Hs é s-quasi-cont́ınua se, para todo ε > 0, existe

um aberto A ⊂ Rn tal que u|CA é cont́ınua em CA e caps(A) < ε. Para toda

função u ∈ Hs, existe um único (a menos de um conjunto polar) representante

u∗ quasi-cont́ınuo tal que u∗ = u q. t. p. (veja, por exemplo, [23, Teo. 3.7]).

Assim, sem perda de generalidade, consideramos sempre o representante quasi-

cont́ınuo de u ∈ Hs, ainda que utilizamos u∗ quando queremos enfatizar que

a função em questão é quasi-cont́ınua. Observamos que o conjunto {u∗ > t} é

um quasi-aberto, para todo t ∈ R.

(vi) Dado um conjunto V ⊂ Rn quasi-aberto, definimos o espaço

Hs
0(V ) := {v ∈ Hs; caps ({v∗ 6= 0} ∩ CV ) = 0} ,

que é um subespaço fechado (na topologia forte) de Hs (veja a Proposição

1.3.3). Observamos que se Ω ⊂ Rn é um conjunto aberto, então a definição de

Hs
0(Ω) dada acima coincide com aquela da página 8 (veja a Proposição 1.3.4).

(vii) Analogamente ao que é feito para conjuntos abertos, dizemos que u ∈ Hs
0(V )

é uma solução de (−∆)su = 1 em V se, para toda ϕ ∈ Hs
0(V ), vale

c(n,s)

2

∫
Rn

∫
Rn

(u(x)− u(y))(ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|n+2s
dy dx =

∫
Ω

ϕ(x) dx. (1.8)

(viii) Definimos também a energia de um conjunto quasi-aberto V como

Es(V ) = inf
v∈Hs

0(V )
J [v] = inf

v∈Hs
0(V )

ß
c(n,s)

4
[v]2Hs −

∫
V

v

™
.

Na Observação 1.2.9, verificamos que existe um único v ∈ Hs
0(V ) que atinge

o ı́nfimo acima.

12
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(ix) Denotamos por vV a função que atinge o ı́nfimo acima, chamada de função

energia do conjunto V . Neste caso, vV é a única solução de
(−∆)sv = 1 em V,

v = 0 em CV,

e, além disso, vale V = {vV > 0} a menos de um conjunto polar [20, Prop.

2.8].

Para maiores detalhes acerca de conjuntos quasi-abertos e s-capacidade, refe-

renciamos [2, 20, 23].

Peŕımetro fracionário

Fixado s ∈ (0,1), dado um conjunto mensurável E ⊂ Rn, definimos o peŕımetro

fracionário de ordem s (ou s-peŕımetro) de E como

Ps(E) = 2

∫
E

∫
CE

1

|x− y|n+s
dx dy. (1.9)

Dizemos ainda que um conjunto E tem s-peŕımetro finito quando Ps(E) <∞.

Assimetria do baricentro

Dado um conjunto mensurável Ω ⊂ Rn, definimos o baricentro e a assimetria do

baricentro de Ω, respectivamente, por

xΩ :=
1

|Ω|

∫
Ω

y dy, α(Ω) :=

∫
Ω ∆B1(xΩ)

|1− |x− xΩ|| dx. (1.10)

Observamos que α(Ω) = 0 se, e somente se, Ω é uma bola de raio 1 (a menos de um

conjunto de medida nula). Além disso, α(·) é cont́ınua com respeito à convergência

de conjuntos em L1
loc, ou seja, se 1Uj −→ 1U em L1

loc, quando j → ∞, então

α(Uj) −→ α(U), quando j →∞.

13
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Média não local de uma função

Introduzimos uma função que faz o papel de ‘média’ na integral:

ηr(x) :=


0, para |x| ≤ r,

Cn,sr
2s

|x|n(|x|2 − r2)s
, para |x| > r,

(1.11)

onde Cn,s é escolhida de modo que

∫
ηr = 1 para todo r > 0. Como pode ser

conferido em [7, Apêndice A.3]:

Cn,s =

Ç∫
CB1(0)

1

|z|n(|z|2 − 1)s
dz

å−1

=
Γ(n/2)

πn/2+1
sen(πs).

Com esta função média, podemos escrever a média fracionária de uma função u

no “bordo não local” de Br(x) como∫
CBr(x)

Cn,sr
2su(y)

|x− y|n(|x− y|2 − r2)s
dy = u ∗ ηr(x).

É importante salientar a analogia com o caso local do Laplaciano usual (veja

[11, Seção 2.2 ]), onde a média no bordo da bola Br é dada em termos da função

constante
1

nωnrn−1
:

u(x) =
1

nωnrn−1

∫
∂Br(x)

u(y) dS(y), para u harmônica em U ⊃ Br(x).

Parâmetro s e constantes arbitrárias

Ao longo de todo o texto, a ordem do Laplaciano fracionário é um número real

s ∈ (0,1), salvo menção expĺıcita em contrário. Além disso, utilizamos C,C1, C2, . . . ,

para representar constantes positivas arbitrárias, que podem ser alteradas de uma

linha para outra, ficando explicitado, quando necessário, apenas os parâmetros de

sua dependência.
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1.2 Resultados preliminares

Nesta seção, elencamos algumas propriedades e resultados importantes relacionados

aos elementos definidos na seção anterior que são essenciais ao longo do trabalho.

Começamos com duas proposições que reúnem algumas relações concernindo a

transformada de Fourier.

Proposição 1.2.1. Sejam f,g ∈ S . Então valem:

(i)

∫
Rn
|f(x)|2 dx =

∫
Rn
|f̂(ξ)|2 dξ; (Teorema de Plancherel);

(ii)

∫
Rn
f(x)g(x) dx =

∫
Rn
f̂(ξ)ĝ(ξ) dξ;

(iii) ĝ = F−1g;

(iv) ‘f ∗ g = (2π)
n
2 f̂ ĝ.

Lembrando que o espaço de Schwarz S é denso em L2, podemos estender as

conclusões da proposição acima às funções em L2.

Proposição 1.2.2. Sejam f,g ∈ L1(Rn). Então valem:

(i) ‘f ∗ g = (2π)
n
2 f̂ ĝ;

(ii) ‖‘f ∗ g‖L∞ ≤ ‖f‖L1‖g‖L1;

(iii)

∫
Rn
f̂(ξ)g(ξ) dξ =

∫
Rn
f(ξ)ĝ(ξ) dξ.

Para mais detalhes da transformada de Fourier e demonstrações dos resultados

acima, sugerimos a consulta de [15, 16].

Abaixo, enunciamos alguns resultados que relacionam o operador Laplaciano

fracionário com a transformada de Fourier. Maiores informações sobre os espaços
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Hs e o operador (−∆)s, bem como as demonstrações das três proposições a seguir,

podem ser encontradas em [9].

Proposição 1.2.3 (Prop. 3.3). Para toda u ∈ S vale:

(−∆)su = F−1
(
|ξ|2sFu

)
, ∀ ξ ∈ Rn.

Proposição 1.2.4 (Prop. 3.4). O espaço Hs é equivalente ao espaço“Hs :=

ß
f ∈ L2;

∫
Rn

(1 + |ξ|2s)|f̂(ξ)|2 dξ <∞
™
,

e, em particular, para toda v ∈ Hs vale:

[v]2Hs =
2

c(n,s)

∫
Rn
|ξ|2s|v̂(ξ)|2 dξ,

sendo

c(n,s) =

Å∫
Rn

1− cos(ζ1)

|ζ|n+2s
dζ

ã−1

=
22ssΓ(n/2 + s)

π
n
2 Γ(1− s)

,

que é a mesma constante que aparece em (1.3).

Conforme [9], os dois resultados acima permitem entender (−∆)s como um

operador pseudo-diferencial de śımbolo |ξ|2s, de modo que é bem definido a ação

(−∆)
s
2 : Hs → L2, dada por (−∆)

s
2u = F−1 (|ξ|sFu) , u ∈ Hs, para todo ξ ∈ Rn.

Proposição 1.2.5 (Prop. 3.6). Para toda v ∈ Hs vale que

[v]2Hs =
2

c(n,s)
‖(−∆)

s
2v‖2

L2 ,

onde c(n,s) é a mesma constante da Proposição 1.2.4.

Corolário 1.2.6. Se u,v ∈ Hs, então vale

〈u,v〉Hs =
2

c(n,s)
〈(−∆)

s
2u, (−∆)

s
2v〉L2 ,

onde c(n,s) é a mesma constante das proposições acima.
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Demonstração. De fato, basta aplicar a Proposição 1.2.5 para a função u+ v ∈ Hs

para obter o resultado.

Os próximos resultados, que são provados em [20, Prop. 2.1, Prop. 2.2], res-

pectivamente, nos fornecem versões da Desigualdade de Poincaré e do Teorema de

Rellich-Kondrachov para o espaço de Sobolev de um conjunto quasi-aberto Ω ⊂ Rn.

Observamos que para conjuntos abertos, tais resultados já são clássicos e podem

ser conferidos em [9, 18].

Teorema 1.2.7. Seja Ω ⊂ Rn um conjunto quasi-aberto de medida finita. Então,

existe uma constante C ′ = C ′(n,s) > 0 tal que

‖u‖L2 ≤ C ′|Ω|
2s
n [u]Hs , ∀u ∈ Hs

0(Ω).

Teorema 1.2.8. Seja Ω ⊂ Rn um conjunto quasi-aberto de medida finita. Então,

para toda sequência limitada {fj}j∈N ⊂ Hs
0(Ω), existe uma subsequência {fjk}k∈N e

uma função f ∈ Hs
0(Ω) tais que fjk −→ f em L2(Ω) quando k →∞.

A seguir, reunimos algumas observações acerca da energia de conjuntos quasi-

abertos.

Observação 1.2.9. Se V ⊂ Rn é um conjunto quasi-aberto de medida finita, então

existe um único v ∈ Hs
0(V ) tal que

J [v] = inf
f∈Hs

0(V )
J [f ].

De fato, pelo Teorema 1.2.7 podemos verificar que

J [f ] ≥ c(n,s)

8
[f ]2Hs −

|V |
ε2
, ∀ f ∈ Hs

0(V ),

onde ε = ε(n,s,|V |) > 0 é um parâmetro adequado, donde conclúımos que J é

coercivo em Hs
0(V ). Assim, pelos argumentos do Cálculo Variacional, juntamente

com o Teorema 1.2.8, segue que existe um único minimizante v ∈ Hs
0(V ) para J .
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Observação 1.2.10. Sejam V ⊂ Rn um quasi-aberto e v ∈ Hs
0(V ) uma função

atingindo o ı́nfimo

inf
f∈Hs

0(V )
J [f ].

Então, (−∆)sv = 1 em V no sentido das distribuições, isto é, para toda f ∈ Hs
0(V )

vale

c(n,s)

2

∫
Rn

∫
Rn

(v(x)− v(y))(f(x)− f(y))

|x− y|n+2s
dy dx =

∫
V

f(x) dx.

Observação 1.2.11. Temos que Es(V ) ≤ 0 para todo quasi-aberto V ⊂ Rn. De

fato, se u ∈ Hs
0(V ) é a função energia de V , então

c(n,s)

2
〈u, u〉Hs =

∫
V

u,

e, consequentemente,

Es(V ) =
c(n,s)

4
[u]2Hs −

∫
V

u = −1

2

∫
V

u = −c(n,s)
2

[u]2Hs ≤ 0.

Observação 1.2.12. Dado r > 0, por reescala, segue que Es(Br) = r2s+nEs(B1).

De fato, como (−∆)sΨr = 1 em Br, sendo Ψr(x) = γn,s(r
2−|x|2)s+, pela observação

acima:

Es(Br) = −1

2

∫
Br

γn,s(r
2 − |x|2)s dx = −1

2

∫
B1

γn,s(r
2 − |ry|2)srn dy = r2s+nEs(B1).

Observação 1.2.13. Para Ω ⊂ Rn aberto, a solução uΩ do problema de contorno
(−∆)su = 1, em Ω,

u = 0, em CΩ,

é comumente chamada na literatura de função s-torção do conjunto Ω, e neste caso,

a s-torção de Ω é dada por Ts(Ω) =

∫
Ω

uΩ. Com relação à definição de energia de

Ω que adotamos, vale a relação Es(Ω) = −1

2
Ts(Ω).

Além disso, se BΩ é uma bola tal que |Ω| = |BΩ|, então segue da caracterização

variacional de Ts (veja [4]) e do Prinćıpio de Pólya-Szegö não local (veja [3, Seção

9.2]) que Ts(BΩ) ≥ Ts(Ω). Desta forma, temos Es(BΩ) ≤ Es(Ω).
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O resultado a seguir é um caso particular de [19, Prop. 2.13] e fornece a com-

pacidade para o peŕımetro fracionário que precisamos no Caṕıtulo 2.

Proposição 1.2.14. Seja {Ej}j∈N uma sequência de conjuntos em Rn com s-

peŕımetro uniformemente limitado. Então, existem uma subsequência {Eji}i∈N e

um conjunto E ⊂ Rn tais que Eji converge localmente para E, isto é,∫
V

1Eji
i→∞−→

∫
V

1E, para todo compacto V ⊂ Rn.

A proposição abaixo, que pode ser encontrada em [21, Lema 4.3], fornece uma

Fórmula da Coarea para funções em

W s,1 :=

ß
f ∈ L1;

∫
Rn

∫
Rn

|f(x)− f(y)|
|x− y|n+s

dy dx <∞
™
.

Proposição 1.2.15. Para toda função f ∈ W s,1 vale∫
Rn

∫
Rn

|f(x)− f(y)|
|x− y|n+s

dy dx =

∫ ∞
−∞

Ps({f > t}) dt.

O próximo resultado, que fornece uma estimativa para a diferença entre a as-

simetria do baricentro de dois conjuntos limitados, é demonstrado em [5, Lema

4.2(b)]:

Lema 1.2.16. Seja R ≥ 2. Existe uma constante d = d(R) > 0 tal que, para

quaisquer Ω1, Ω2 ⊂ BR, vale

|α(Ω1)− α(Ω2)| ≤ d|Ω1 ∆ Ω2|,

onde Ω1 ∆ Ω2 é a diferença simétrica definida em (1.1).

Reunimos na observação abaixo algumas propriedades sobre a solução funda-

mental do Laplaciano fracionário, definida em (1.5).

Observação 1.2.17. (i) Temos que Φ é semicont́ınua inferiormente, isto é, para

todo x ∈ Rn e toda sequência {xj}j∈N tal que xj
j→∞−→ x, vale

lim inf
j→∞

Φ(xj) ≥ Φ(x);

19
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(ii) Vale que ∫
|x|>1

Φ(x)

|x|n+2s
dx =

∫
|x|>1

An,s
|x|2n

dx <∞;

(iii) Por [17, Apêndice A.3]:∫
|y|>r

r2s

(|y|2 − r2)s|y|n|x− y|n−2s
dy =

π
n
2

+1

Γ(n
2
) sen(πs)

1

|x|n−2s
, |x| ≥ r;

(iv) Por [17, Apêndice A.4]:∫
|y|>r

r2s

(|y|2 − r2)s|y|n|x− y|n−2s
dy <

π
n
2

+1

Γ(n
2
) sen(πs)

1

|x|n−2s
, |x| < r;

(v) Φ ∈ S ′, já que Φ ∈ L1
loc e |Φ| ≤ An,s para |x| ≥ 1. Além disso, por [15, Teo.

2.4.6], no sentido das distribuições vale que Φ̂ = 2−2s|ξ|−2s, ou seja:

Φ̂(ψ) =

∫
Rn

2−2s|ξ|−2sψ̂(ξ) dξ, ∀ψ ∈ S .

Observando que

π
n
2

+1

Γ(n
2
) sen(πs)

=
1

Cn,s
,

sendo Cn,s a constante comparecendo na definição da função média ηr, segue de (iii)

e (iv) acima que

ηr ∗ Φ ≤ Φ em Rn, e ηr ∗ Φ = Φ em Rn \Br.

Para finalizar os resultados preliminares, apresentamos um lema que nos será

essencial para a demonstração do Teorema 3.1.3, sendo aplicado para a solução

fundamental Φ na construção de uma função teste espećıfica. Este resultado é o

corolário do Lema 1.14 de [17, Seção 6, Cap. I].

Lema 1.2.18. Seja f : Rn → [0,∞], f 6≡ ∞, que satisfaz as seguintes condições:

(i) f é semicont́ınua inferiormente;

(ii)

∫
|x|>1

|f(x)|
|x|n+2s

dx <∞;
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(iii) para todo x ∈ Rn e ρ > 0 suficientemente pequeno, vale que ηρ ∗ f(x) ≤ f(x).

Então, para cada x ∈ Rn fixado, a função r 7→ ηr ∗ f(x) é decrescente.

1.3 Demonstrações complementares

Provamos aqui alguns resultados que acreditamos não serem novos, mas que não

conhecemos uma demonstração em tais condições.

Começamos com uma proposição útil para analisar o conjunto de positividade

do limite de uma sequência de funções em L2, que usamos no próximo caṕıtulo.

Proposição 1.3.1. Sejam {uk}k∈N uma sequência de funções em L2, v ∈ L2,

{tk}k∈N uma sequência de números reais, Wk := {uk > tk}, tais que:

i) uk −→ v em L2 quando k →∞;

ii) existe M > 0 tal que ‖uk‖L∞ ≤M para todo k ∈ N;

iii) tk −→ 0 quando k →∞;

iv) Wk −→ W em L1 quando k →∞, isto é, 1Wk
−→ 1W em L1.

Então, V := {v > 0} ⊂ W a menos de um conjunto de medida (de Lebesgue) nula.

Demonstração. De fato, suponhamos que |V \W | > 0. Neste caso, segue

‖v − (uk − tk)+‖L2 ≥ ‖v − (uk − tk)+‖L2(V \W )

≥ ‖v‖L2(V \W ) − ‖(uk − tk)+‖L2(V \W )

≥ ‖v‖L2(V \W ) − ‖(uk − tk)+‖L2((V \W )∩Wk)

≥ ‖v‖L2(V \W ) − ‖(uk − tk)+‖L2(W ∆Wk),
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onde W ∆Wk representa a diferença simétrica definida em (1.1). Agora, como

‖uk‖L2(W ∆Wk) ≤M |W ∆Wk|
1
2 −→ 0, quando k →∞,

conclúımos que

‖v − (uk − tk)+‖L2 ≥ ‖v‖L2(V \W ) − ‖(uk − tk)+‖L2(W ∆Wk) −→ ‖v‖L2(V \W ) > 0,

o que é absurdo a não ser que v = 0 em quase todo ponto de V \W , isto é, V ⊂ W

a menos de um conjunto de medida nula.

A proposição a seguir é uma reformulação de [23, Lema 3.8], onde a s-capacidade

é ligeiramente diferente da que definimos na página 11. Por este motivo resolvemos

reescrever a demonstração feita nesta referência, a fim de explicitar alguns detalhes

sutis:

Proposição 1.3.2. Sejam v, vj ⊂ Hs, j ∈ N, tais que ‖vj − v‖Hs −→ 0 quando

j →∞. Então, existem um conjunto P ⊂ Rn e uma subsequência {vjk} tais que

caps(P ) = 0, e v∗jk(x)
k→∞−→ v∗(x), ∀x ∈ CP.

Demonstração. Consideremos {vjk} uma subsequência tal que

∞∑
k=1

k2‖vjk − v‖2
Hs <∞.

Definimos fk := v∗jk , Gk :=

ß
x; |fk(x)− v∗(x)| > 1

k

™
, k ∈ N, e P :=

∞⋂
j=1

∞⋃
k=1

Gk.

Dado x ∈ CP , existe k0 ∈ N tal que x /∈ Gk para todo k ≥ k0, isto é

|fk(x)− v∗(x)| ≤ 1

k
, ∀ k ≥ k0,

e, consequentemente, fk(x) −→ v∗(x) para todo x ∈ CP . Agora, para verificar que

P tem s-capacidade nula, fixemos ε > 0 arbitrário. Dáı, existe N = N(ε) ∈ N tal

que
∞∑
k=N

k2‖fk − v∗‖2
Hs ≤

ε

2
.
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Observando que Gk é um quasi-aberto, existe Ak ⊂ Rn aberto de modo que Gk∪Ak

é aberto e caps(Ak) <
ε

2k+2
. Desta forma, existe hk ∈ Hs tal que hk ≥ 1 q. t. p. em

uma vizinhança de Ak e [hk]
2
Hs ≤ caps(Ak) +

ε

2k+2
. Assim, como k|fk − v∗| > 1 em

Gk, segue que k|fk− v∗|+hk ∈ Hs e k|fk− v∗|+hk ≥ 1 q. t. p. em uma vizinhança

de Gk e, consequentemente,

caps(Gk) ≤ [k|fk − v∗|+ hk]
2
Hs

≤ 2[k|fk − v∗|]2Hs + 2[hk]
2
Hs

≤ 2‖k|fk − v∗|‖2
Hs + 2 caps(Ak) +

ε

2k+1

≤ 2k2‖fk − v∗‖2
Hs +

ε

2k
,

donde segue

caps(P ) ≤
∞∑
k=N

caps(Gk) ≤ 2ε.

Como ε > 0 é arbitrário, conclúımos que caps(P ) = 0.

Proposição 1.3.3. Se Ω ⊂ Rn é um conjunto quasi-aberto, então o conjunto Hs
0(Ω)

é um subespaço fechado (na topologia forte) de Hs.

Demonstração. Sejam u, v ∈ Hs
0(Ω), a, b ∈ R, tome w := au+ bv. Então w ∈ Hs e,

como

{w 6= 0} ⊂ ({u 6= 0} ∪ {v 6= 0}) ,

segue que caps({w 6= 0} ∩ CΩ) = 0. Logo, Hs
0(Ω) é um espaço vetorial.

Agora, sejam {vj}j∈N ⊂ Hs
0(Ω) e v ∈ Hs tais que vj −→ v em Hs quando

j →∞, ou seja,

‖vj − v‖L2 + [vj − v]Hs −→ 0, quando j →∞.

Pela Proposição 1.3.2, podemos escrever V := {v 6= 0} = V∞ ∪ P , onde

caps(P ) = 0, e vj(x) −→ v(x) para todo x ∈ V∞.
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Notemos que,

x ∈ V∞ ⇐⇒ v(x) 6= 0 e vj(x) −→ v(x)

⇐⇒ ∃ j0 ∈ N tal que vj(x) 6= 0, ∀ j ≥ j0

⇐⇒ x ∈
∞⋂
k=j0

Vk,

onde Vk = {vk 6= 0}. Portanto, V∞ ⊂
∞⋃
j=1

∞⋂
k=j

Vk. Consequentemente,

caps (V ∩ CΩ) ≤ caps

(
∞⋃
j=1

∞⋂
k=j

Vk ∩ CΩ

)
≤

∞∑
j=1

caps (Vj ∩ CΩ) = 0,

e, assim, v ∈ Hs
0(Ω).

Para finalizar esta seção, justificamos a equivalência das definições do espaço de

Sobolev Hs
0(Ω) quando Ω ⊂ Rn é um conjunto aberto. Para tal, consideramos a

definição de capacidade dada por

CAPs(E) = inf
{
‖u‖2

Hs ; u ∈ Hs e u ≥ 1 q. t. p. numa vizinhança de E
}
.

Conforme [23, Teo. 4.1] e [2, Teo. 10.1.1], vale

Hs
0(Ω) = {u ∈ Hs; CAPs ({u∗ 6= 0} ∩ CΩ) = 0},

e, assim, é suficiente provar o seguinte resultado:

Proposição 1.3.4. Sejam R ≥ 2 e E ⊂ BR. Então,

caps(E) = 0 ⇐⇒ CAPs(E) = 0.

Demonstração. (⇐= ) Imediato já que [·]Hs ≤ ‖ · ‖Hs .

( =⇒ ) Consideramos ϕ ∈ C∞c (B2R) tal que

0 ≤ ϕ ≤ 1, ϕ ≡ 1 em BR, |∇ϕ| ≤ C,
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onde C > 0. Fixemos ε > 0 arbitrário e seja u ∈ Hs tal que u ≥ 1 q. t. p. numa

vizinhança de E e

[u]2Hs ≤ caps(E) + ε = ε. (1.12)

Tomando v = ϕu, temos v ∈ Hs e v = u ≥ 1 q. t. p. numa vizinhança de E. Assim,

CAPs(E) ≤ ‖v‖2
Hs

=

∫
Rn

∫
Rn

|ϕu(x)− ϕu(y)|2

|x− y|n+2s
dy dx+

∫
Rn
|ϕu(x)|2 dx

= (I) + (II). (1.13)

Usando a Desigualdade de Hölder, combinada com |ϕ| ≤ 1 e a Desigualdade de

Sobolev fracionária [9, Teo. 6.5], obtemos

(II) =

∫
Rn
|ϕu(x)|2 dx

=

∫
B2R

|ϕu(x)|2 dx

≤
Å∫

B2R

|ϕu(x)|2∗
ã 2

2∗
Å∫

B2R

dx

ã 1
q

≤ C(n,s,R)‖u‖2
L2∗

≤ C[u]2Hs ,

onde C = C(n,s,R) > 0, 2∗ =
2n

n− 2s
e

1

q
+

2

2∗
= 1. Agora, para (I) observamos

que

(I) =

∫
Rn

∫
Rn

|ϕu(x)− ϕu(y)|2

|x− y|n+2s
dy dx

≤ 2

∫
Rn

∫
Rn

|ϕ(x)u(x)− ϕ(x)u(y)|2 + |ϕ(x)u(y)− ϕ(y)u(y)|2

|x− y|n+2s
dy dx

= 2

∫
Rn

∫
Rn

|ϕ(x)|2|u(x)− u(y)|2

|x− y|n+2s
dy dx+ 2

∫
Rn

∫
Rn

|u(y)|2|ϕ(x)− ϕ(y)|2

|x− y|n+2s
dy dx

≤ 2[u]2Hs + 2

∫
Rn

∫
Rn

|u(y)|2|ϕ(x)− ϕ(y)|2

|x− y|n+2s
dy dx.
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Agora, estimamos∫
Rn

|ϕ(x)− ϕ(y)|2

|x− y|n+2s
dx =

∫
CB3R

|ϕ(x)− ϕ(y)|2

|x− y|n+2s
dx+

∫
B3R

|ϕ(x)− ϕ(y)|2

|x− y|n+2s
dx

=

∫
CB3R

|ϕ(y)|2

|x− y|n+2s
dx+

∫
B3R

|ϕ(x)− ϕ(y)|2

|x− y|n+2s
dx

= A1 + A2, y ∈ Rn.

Notando que ϕ(y) = 0 para |y| > 2R, enquanto que |ϕ(y)| ≤ 1 para |y| ≤ 2R, segue

A1 =

∫
CB3R

|ϕ(y)|2

|x− y|n+2s
dx ≤

∫
CB3R

1B2R
(y)

|x− y|n+2s
dx ≤ 1B2R

(y)

∫
|x|≥3R

Å
3

|x|

ãn+2s

dx,

onde usamos que

|x− y| ≥ |x|
3
, se |y| ≤ 2R e |x| ≥ 3R.

Dáı, existe C = C(n,s,R) > 0 de modo que A1 ≤ C1B2R
(y). Agora, para estimar

A2, notemos que para |y| < 4R, usando que ϕ é Lipschitz, temos∫
B3R

|ϕ(x)− ϕ(y)|2

|x− y|n+2s
dx ≤ C2

∫
B3R

1

|x− y|n+2s−2
dx

≤ C2

∫
B8R(y)

1

|x− y|n+2s−2
dx

≤ C(n,s,R),

enquanto que, para |y| ≥ 4R, segue

|x− y| ≥ |y|
4
, se |x| < 3R,

e, consequentemente,∫
B3R

1

|x− y|n+2s
dx ≤

∫
B3R

Å
4

|y|

ãn+2s

dx ≤ C(n,s,R)

|y|n+2s
.

Assim, existe uma constante C = C(n,s,R) > 0 de modo que

A2 ≤ C

Å
1B4R

(y) +
1CB4R

(y)

|y|n+2s

ã
, y ∈ Rn.
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Desta forma, observando que 1B2R
(y) ≤ 1B4R

(y), pelo Teorema de Fubini e as

desigualdades de Hölder e Sobolev fracionária, segue∫
Rn

∫
Rn

|u(y)|2|ϕ(x)− ϕ(y)|2

|x− y|n+2s
dy dx =

∫
Rn
|u(y)|2 (A1 + A2) dy

≤
∫
Rn
|u(y)|2C

Å
1B4R

(y) +
1CB4R

(y)

|y|n+2s

ã
dy

= C

Å∫
B4R

|u(y)|2 dy +

∫
CB4R

|u(y)|2

|y|n+2s
dy

ã
≤ C‖u‖2

L2∗ |B4R|
1
q

+ C‖u‖2
L2∗

Ç∫
|y|≥4R

|y|−q(n+2s) dy

å 1
q

≤ C‖u‖L2∗

≤ C(n,s,R)[u]2Hs ,

onde q > 1 é novamente tal que
1

q
+

2

2∗
= 1. Assim, conclúımos que

(I) ≤ C(n,s,R)[u]2Hs ,

donde, por (1.13) e (1.12) segue

CAPs(E) ≤ C[u]2Hs ≤ Cε,

onde C = C(n,s,R) > 0. Como ε > 0 é arbitrário, fazendo ε → 0 obtemos o

resultado desejado.
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Caṕıtulo 2

Existência de minimizantes

quasi-abertos

Neste caṕıtulo, o principal resultado é o Teorema 2.2.2 que garante a existência de

um minimizante quasi-aberto para o funcional Gη̃,j definido em 2.10 para conjuntos

quasi-abertos contidos na bola BR. O método utilizado é do tipo de diagonal de

Cantor.

2.1 Resultados auxiliares

Nesta seção, demonstramos dois resultados essenciais na prova do Teorema 2.2.2.

Como não encontramos uma demonstração destes resultados nestes termos, e con-

sideramos instrutivos os cálculos e estimativas obtidas, inclúımos as provas, por

conveniência.
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Proposição 2.1.1. Sejam R ≥ 2, Ω ⊂ BR um conjunto quasi-aberto e u ∈ Hs
0(Ω)

a solução fraca de 
(−∆)su = 1 em Ω,

u = 0 em CΩ.

Então, u ∈ L∞, com

|u| ≤ γn,sR
2s,

onde γn,s é a constante comparecendo na expressão do paraboloide fracionário ΨR

definido em (1.6).

Demonstração. Vejamos que u ≤ ΨR, onde ΨR é a solução de (−∆)sΨR = 1 em

BR, donde a conclusão do resultado segue uma vez que

ΨR(x) = γn,s
(
R2 − |x|2

)s
+
≤ γn,sR

2s.

Seja O := {u > ΨR} e suponhamos que |O| > 0. Observamos que O ⊂ Ω, já

que u = 0 fora de Ω. Tomamos f := min{u,ΨR} e escrevamos u = f + v1, onde

v1 := (u−ΨR)+ > 0 em O. Como f ∈ Hs
0(Ω), temos J [f ] ≥ J [u], onde J é definido

em (1.3), e, consequentemente,

c(n,s)

4
[f + v1]2Hs −

∫
(f + v1) ≤ c(n,s)

4
[f ]2Hs −

∫
f.

Logo, usando o produto interno associado:

J [v1] ≤ −c(n,s)
2
〈f, v1〉Hs . (2.1)

Agora, tomamos g := max{u,ΨR} = ΨR + v1. Neste caso, g ∈ Hs
0(BR) e, pela

unicidade do minimizante, J [g] > J [ΨR]. Assim,

− c(n,s)

2
〈ΨR, v1〉Hs < J [v1]. (2.2)

Por (2.1) e (2.2), conclúımos que

〈f, v1〉Hs < 〈ΨR, v1〉Hs . (2.3)
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Observando que v1 = 0 e f ≤ ΨR em CO, enquanto que f = ΨR em O, temos

〈f, v1〉Hs = 〈f, v1〉Hs(O) +

∫
O

∫
CO

(f(x)− f(y))(v1(x)− v1(y))

|x− y|n+2s
dy dx

+

∫
CO

∫
O

(f(x)− f(y))(v1(x)− v1(y))

|x− y|n+2s
dy dx+ 〈f, v1〉Hs(CO)

≥ 〈ΨR, v1〉Hs(O) +

∫
O

∫
CO

(ΨR(x)−ΨR(y))(v1(x)− v1(y))

|x− y|n+2s
dy dx

+

∫
CO

∫
O

(ΨR(x)−ΨR(y))(v1(x)− v1(y))

|x− y|n+2s
dy dx

= 〈ΨR, v1〉Hs

> 〈f, v1〉Hs ,

o que é um absurdo. Portanto, devemos ter g = ΨR, ou seja, u ≤ ΨR.

Proposição 2.1.2. Seja Ω ⊂ Rn um conjunto quasi-aberto e u ∈ Hs
0(Ω) a sua

função energia. Para t > 0, considere V := {u > t} e v := (u− t)+. Então, vale

J [v] ≤ Es(V ) + |Ω|t. (2.4)

Demonstração. De fato, observando que

[(u− t)+]Hs ≤ [u− t]Hs = [u]Hs ,

segue

J [v] =
c(n,s)

4
[(u− t)+]2Hs −

∫
V

(u− t)+

≤ c(n,s)

4
[u]2Hs −

∫
Ω

u+

∫
Ω\V

u+ t|V |

≤ Es(Ω) + |Ω|t

≤ Es(V ) + |Ω|t,

já que V ⊂ Ω =⇒ Hs
0(V ) ⊂ Hs

0(Ω), e, portanto, Es(Ω) ≤ Es(V ).
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CAPÍTULO 2. EXISTÊNCIA DE MINIMIZANTES QUASI-ABERTOS

2.2 Existência de minimizantes

Nesta seção demonstramos o teorema principal deste caṕıtulo, Teorema 2.2.2, que

garante a existência de minimizantes quasi-abertos para o funcional Gη̃,j que defi-

nimos logo mais. Antes disso, para a definição deste funcional, vamos considerar

a função auxiliar fη definida abaixo e o funcional Fη̃ definido no próximo lema,

ambos sendo necessários para a definição de Gη̃,j dada em (2.10).

Consideramos a função

fη(t) =


η(t− ωn), se t ≤ ωn,

(t− ωn)/η, se t ≥ ωn,

onde ωn representa o volume da bola unitária de Rn e 0 < η < 1 é um parâmetro

por ser escolhido. Esta função tem o papel de penalizar os conjuntos com volume

diferente da bola unitária na minimização dos funcionais deste caṕıtulo.

Notemos que fη satisfaz a seguinte condição de Lipschitz:

η(t2 − t1) ≤ fη(t2)− fη(t1) ≤ 1

η
(t2 − t1), para quaisquer 0 ≤ t1 ≤ t2. (2.5)

O próximo resultado é o análogo do [5, Lema 4.5] para o caso fracionário.

Lema 2.2.1. Para todo R ≥ 2, existe um parâmetro positivo η̃ = η̃(n,R,s) < 1 tal

que, a menos de translação, B1 é um minimizante de

Fη̃(Ω) = Es(Ω) + fη̃(|Ω|) (2.6)

dentre os subconjuntos quasi-abertos de BR. Além disso, existe C4 = C4(n,R,s) > 0

tal que, para qualquer bola Br, com 0 < r ≤ R, vale

Fη̃(Br)−Fη̃(B1) ≥ |r − 1|
C4

. (2.7)

31
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Demonstração. Se Ω̃ ⊂ BR é um minimizante de Fη, então a bola B̃ com o mesmo

volume de Ω̃ satisfaz, pela conclusão após a Observação 1.2.13:

Fη(B̃) = Es(B̃) + fη(|B̃|) ≤ Es(Ω̃) + fη(|Ω̃|) = Fη(Ω̃).

Assim, existem bolas dentre os minimizantes de Fη. Agora, vamos encontrar η̃ < 1

para o qual B1 é um minimizante. Para isso, seja g(r) := Fη(Br), 0 < r ≤ R.

Neste caso, pela definição de Fη e a Observação 1.2.12

g(r) =


r2s+nEs(B1) + ηωn(rn − 1), se r ≤ 1,

r2s+nEs(B1) +
ωn(rn − 1)

η
, se r ≥ 1.

Vejamos que, com a escolha adequada de η̃, existe C > 0 tal que:

lim
r→1−

g′(r) ≤ − 1

C
e lim

r→1+
g′(r) ≥ 1

C
. (2.8)

De fato, primeiro note que para r > 1:

g′(r) = (n+ 2s)rn+2s−1Es(B1) +
nωn
η
rn−1

= rn−1

Å
(n+ 2s)Es(B1)r2s +

nωn
η

ã
,

donde, para

η <
nωn

(n+ 2s)(−Es(B1))R2s
=: c0

temos, novamente pela conclusão após a Observação 1.2.13, g′(r) > 0 para 1 < r ≤

R.

Por outro lado, para r < 1:

g′(r) = (n+ 2s)rn+2s−1Es(B1) + ηωnnr
n−1

= rn−1
(
(n+ 2s)Es(B1)r2s + nωnη

)
,

e, neste caso, g possui um máximo em r0 =

Å
nωnη

(n+ 2s)(−Es(B1))

ã 1
2s

. Tomando

η ≤ −Es(B1)

2ωn
=:

c1

2
,

32
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obtemos r0 < 1 e

g(0)− g(1) = −ηωn − Es(B1) ≥ −Es(B1)

2
> 0. (2.9)

Além disso, para

η ≤ (n+ 2s)(n+ 2s− 1)(−Es(B1))R2s

n(n− 1)ωn
=: c2

temos g′′(r) ≤ 0 para 0 < r < 1.

Com a escolha

η̃ = η̃(n,R,s) :=
1

2
min {c0,c1, c2} ,

segue que r = 1 é um minimizante de g. Para ver que η̃ < 1, note que

(−Es(B1))

2ωn
> 1 =⇒ ωn

(−Es(B1))
<

1

2
=⇒ nωn

2(n+ 2s)(−Es(B1))R2s
<

1

4
,

enquanto que

nωn
2(n+ 2s)(−Es(B1))R2s

> 1 =⇒ ωn
(−Es(B1))

> 2 =⇒ (−Es(B1))

2ωn
<

1

4
.

Logo, necessariamente ou
c0

2
< 1 ou

c1

2
< 1.

Assim, com tal escolha de η̃ temos:

• lim
r→1−

g′(r) = (n+ 2s)Es(B1) + nωnη̃ ≤ 2sEs(B1) < 0;

• lim
r→1+

g′(r) = (n+ 2s)Es(B1) +
nωn
η̃
≥ (R2s − 1)(n+ 2s)(−Es(B1)) > 0.

Assim, para concluir (2.8) basta tomar c3 :=
1

2s(−Es(B1))
.

Agora, seja ε0 > 0 tal que |g′(r)| ≥ 1

2c3

para todo 1−ε0 < r < 1+ε0, e notemos

que ε0 só depende de n,R e s. Com isso, para r ∈ (1− ε0,1 + ε0) vale que

|g(r)− g(1)| ≥ |r − 1|
2c3

.
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Desta forma, para r ∈ (1 + ε0
2
,R] segue

g(r)− g(1) ≥ g
(

1 +
ε0

2

)
− g(1) >

ε0

4c3

>
ε0

4(R− 1)c3

(r − 1),

enquanto que, para r ∈ (0,1), g′′(r) ≤ 0, ou seja, a função é côncava, logo, por (2.9),

segue

g(r) ≥ g(0)− r(g(0)− g(1)) =⇒ g(r)− g(1) ≥ (1− r) (g(0)− g(1))

=⇒ g(r)− g(1) ≥ (1− r)(−Es(B1))

2
.

Finalmente, para concluir o resultado basta tomar

C4(n,R,s) = max

ß
2c3,

4(R− 1)c3

ε0

,
2

(−Es(B1))

™
.

Estamos agora em condição de definir o funcional Gη̃,j, para o qual provamos a

existência de minimizantes quasi-abertos.

Consideremos então

Gη̃,j(Ω) := Fη̃(Ω) +
»
ε2
j + σ2(α(Ω)− εj)2, (2.10)

definido para conjuntos quasi-abertos Ω ⊂ BR, onde εj −→ 0 quando j → ∞, e

σ > 0 é um parâmetro a ser escolhido.

Observamos que não é posśıvel concluir imediatamente que uma bola de raio 1 é

minimizante para Gη̃,j, já que o termo da raiz quadrada é minimizado em conjuntos

com α(Ω) = εj, onde α(·) é definido em (1.10). Entretanto, com a hipótese de

que εj → 0, é esperado que a sequência de minimizantes (que provamos existir no

próximo resultado), se convergente, convirja a uma bola de raio 1 em algum sentido

adequado.

No próximo resultado, que é o análogo fracionário de [5, Lema 4.6], mostramos

que, para valores de σ pequenos, um minimizante de Gη̃,j em BR é um conjunto

quasi-aberto.
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Teorema 2.2.2. Existe σ1 = σ1(n,R,s) > 0 tal que, se σ ≤ σ1, então o ı́nfimo

inf {Gη̃,j(Ω); Ω ⊂ BR}

é atingido por um conjunto quasi-aberto Ωj.

Demonstração. Para simplificar a notação, escrevemos G = Gη̃,j. Seja {Ok}k∈N uma

sequência minimizante de Gη̃,j em BR satisfazendo

G (Ok) ≤ inf G +
1

k
, ∀ k ∈ N, (2.11)

e consideremos uk ∈ Hs a função energia de Ok, ou seja, Ok = {uk > 0}. Primeira-

mente, observemos que a sequência {uk}k∈N é limitada em Hs, pois da Observação

1.2.11 e da Proposição 2.1.1, obtemos

c(n,s)

4
[uk]

2
Hs ≤

∫
Ok
uk ≤ γn,sR

2s|Ok| ≤ C(n,R,s), ∀ k ∈ N,

e, da mesma forma,

‖uk‖L2 ≤ γn,sR
2s|Ok| ≤ C(n,R,s), ∀ k ∈ N.

Assim, pela Proposição 1.2.8, existe v ∈ Hs
0(BR) tal que, a menos de uma sub-

sequência, uk −→ v em L2(BR) (e fracamente em Hs) quando k →∞.

Sejam t1 = 1 e V1,k = {uk > t1}. Mostraremos que, para cada k ∈ N, existe

um ńıvel s1,k ∈ [0, t1] de modo que os conjuntos de ńıvel {uk > s1,k} possuem

s

2
-peŕımetro limitado independente de k.

Agora, para v1,k = (uk − t1)+ e

ũk(x) :=


uk(x), se x /∈ V1,k,

t1, se x ∈ V1,k,

segue que uk = v1,k + ũk. Dáı, temos

[uk]
2
s = [v1,k]

2
s + 2

∫
Rn

∫
Rn

(v1,k(x)− v1,k(y))(ũk(x)− ũk(y))

|x− y|n+2s
dy dx+ [ũk]

2
s.
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Como

v1,k(x)− v1,k(y) = 0 se x,y /∈ V1,k

e

ũk(x)− ũk(y) = 0 se x,y ∈ V1,k,

obtemos

(v1,k(x)− v1,k(y))(ũk(x)− ũk(y)) =

=


(uk(x)− t1)(t1 − uk(y)), para x ∈ V1,k, y /∈ V1,k,

(t1 − uk(y))(uk(x)− t1), para x /∈ V1,k, y ∈ V1,k,

donde conclúımos que 〈v1,k, ũk〉Hs ≥ 0. Além disso,

(t1 − uk(y))(uk(x)− t1) = (uk(y)− t1)(t1 − uk(x))

e, portanto,

〈v1,k, ũk〉Hs = 2

∫
V1,k

∫
CV1,k

(uk(x)− t1)(t1 − uk(y))

|x− y|n+2s
dy dx.

Consequentemente,

[uk]
2
s = [v1,k]

2
s + 4

∫
V1,k

∫
CV1,k

(uk(x)− t1)(t1 − uk(y))

|x− y|n+2s
dy dx+ [ũk]

2
s, (2.12)

donde conclúımos que

[ũk]
2
s ≤ [uk]

2
s − [v1,k]

2
s. (2.13)

Agora, como v1,k ∈ Hs
0(V1,k), vale

Es(V1,k) ≤
c(n,s)

4
[v1,k]

2
s −

∫
V1,k

v1,k,

e, por (2.11) segue que

c(n,s)

4
[uk]

2
s −

∫
Ok
uk + fη̃(|Ok|) + Tj,σ(Ok) ≤

c(n,s)

4
[v1,k]

2
s −

∫
V1,k

v1,k+fη̃(|V1,k|) + Tj,σ(V1,k) +
1

k
;
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onde Tj,σ(A) =
»
ε2
j + σ2(α(A)− εj)2, A ⊂ Rn. Usando que t 7→

»
ε2
j + σ2(t− εj)2

é uma função de Lipschitz com constante σ, juntamente com (2.5) e o Lema 1.2.16,

obtemos a seguinte estimativa:

c(n,s)

4
([uk]

2
s − [v1,k]

2
s) + η̃(|Ok| − |V1,k|) ≤ t1|Ok|+ σd|{0 < uk < t1}|+

1

k
,

onde d = d(R) > 0. Com a escolha σ1 <
η̃

2d
, para σ ≤ σ1 segue que σd <

η̃

2
, e

consequentemente,

c(n,s)

4
([uk]

2
s − [v1,k]

2
s) +

η̃

2
|{0 < uk < t1}| ≤ t1|BR|+

1

k
, k ∈ N. (2.14)

Da Proposição 1.2.15, temos∫ t1

0

P s
2
({uk > t}) dt =

∫ ∞
−∞

P s
2
({ũk > t}) dt

=

∫
Rn

∫
Rn

|ũk(x)− ũk(y)|
|x− y|n+ s

2

dy dx

=: I1 + I2,

onde, sendo B = B2R,

I1 =

∫
B

∫
B

|ũk(x)− ũk(y)|
|x− y|n+ s

2

dy dx e I2 = 2

∫
B

∫
CB

|ũk(x)− ũk(y)|
|x− y|n+ s

2

dy dx,

Escrevendo também B1,k := B \ V1,k, como ũk ≡ t1 em V1,k, temos

I1 =

∫
B

∫
B

|ũk(x)− ũk(y)|
|x− y|n+ s

2

dy dx

=

∫
B1,k

∫
B1,k

|ũk(x)− ũk(y)|
|x− y|n+ s

2

dy dx+ 2

∫
V1,k

∫
B1,k

|ũk(x)− ũk(y)|
|x− y|n+ s

2

dy dx

= I1,1 + 2I1,2,

donde, utilizando Cauchy–Schwarz, para I1,1 obtemos a estimativa

I1,1 =

∫
Ok\V1,k

∫
Ok\V1,k

|ũk(x)− ũk(y)|
|x− y|n+ s

2

dy dx+ 2

∫
B\Ok

∫
Ok\V1,k

|ũk(x)− ũk(y)|
|x− y|n+ s

2

dy dx

≤
∫
Ok\V1,k

∫
Ok\V1,k

|ũk(x)− ũk(y)|2

|x− y|n+2s
dy dx+

∫
Ok\V1,k

∫
Ok\V1,k

1

|x− y|n−s
dy dx
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+2

∫
B\Ok

∫
Ok\V1,k

|ũk(x)− ũk(y)|2

|x− y|n+2s
dy dx+ 2

∫
B\Ok

∫
Ok\V1,k

1

|x− y|n−s
dy dx

≤
∫
B1,k

∫
B1,k

|ũk(x)− ũk(y)|2

|x− y|n+2s
dy dx+ 2

∫
Ok\V1,k

∫
B3R(y)

1

|x− y|n−s
dx dy

= [ũk]
2
Hs(B1,k) + C(n,R,s)|{0 < uk < t1}|,

enquanto que, utilizando a Desigualdade de Hölder e fazendo uma mudança para

coordenadas polares, para I1,2 obtemos

I1,2 ≤
Ç∫

V1,k

∫
B\V1,k

|ũk(x)− ũk(y)|2

|x− y|n+2s
dy dx

å 1
2
Ç∫

V1,k

∫
B\V1,k

1

|x− y|n−s
dy dx

å 1
2

≤
Å
nωn(3R)s

s
|V1,k|

ã 1
2

Ç∫
V1,k

∫
B\V1,k

|ũk(x)− ũk(y)|2

|x− y|n+2s
dy dx

å 1
2

.

Portanto, para C1 = C1(n,R,s) > 0 adequada, segue

I1 ≤ [ũk]
2
Hs(B1,k) + C1

Ñ
|{0 < uk < t1}|+

Ç∫
V1,k

∫
B1,k

|ũk(x)− ũk(y)|2

|x− y|n+2s
dy dx

å 1
2

é
.

Para I2, novamente utilizando coordenadas polares:

I2 = 2

∫
B

∫
CB

|ũk(x)− ũk(y)|
|x− y|n+ s

2

dy dx = 2

∫
Ok

∫
CB

|ũk(x)|
|x− y|n+ s

2

dy dx

≤ 2t1

∫
Ok

∫
CBR(x)

1

|x− y|n+ s
2

dy dx

≤ C2(n,R,s)t1.

Ainda, por (2.13) e (2.14) temos

[ũk]
2
s ≤ [uk]

2
s − [v1,k]

2
s ≤

4

c(n,s)

Å
t1|BR|+

1

k

ã
≤ C3(n,R,s)t1,

e consequentemente,∫ t1

0

P s
2
({uk > t}) dt = I1 + I2

≤ C3t1 + C1

Ä
|{0 < uk < t1}|+ (C3t1)

1
2

ä
+ C2t1,

donde, utilizando (2.14), para uma constante adequada C = C(n,R,s) > 0, con-

clúımos:

η̃

∫ t1

0

P s
2
({uk > t}) dt ≤ C(t1 +

√
t1).
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Desta forma, existem s1,k ∈ [0, t1] e um conjunto W1,k = {uk > s1,k} tais que:

P s
2
(W1,k) ≤

2η̃

η̃t1

∫ t1

0

P s
2
({uk > t}) dt ≤ C

Å
1 +

1√
t1

ã
, ∀ k ∈ N.

Assim, pela Proposição 1.2.14, a menos de uma subsequência, existe um conjunto

W1 ⊂ BR tal que 1W1,k
−→ 1W1 em L1(BR). Além disso, a menos de outra sub-

sequência, existe s1 ∈ [0, t1] de modo que s1,k −→ s1. Notemos que {v > s1} ⊂ W1

pela Proposição 1.3.1. Se s1 = 0, então encerramos a demonstração verificando

que a sequência W1,k é minimizante para G e que W1 é o conjunto quasi-aberto

que buscamos (fazemos esse argumento de maneira geral mais adiante). Se s1 > 0,

então existe um ı́ndice k1 ∈ N tal que s1,k >
s1

2
para todo k ≥ k1. Consideremos

então a subsequência anterior a partir deste ı́ndice.

Tomamos t2 = min

ß
1√
2
,
s1

2

™
, V2,k = {uk > t2}, k ∈ N, k ≥ k1. Repetindo o

argumento acima, encontramos, para cada k, um ńıvel s2,k ∈ [0, t2] e um conjunto

W2,k = {uk > s2,k} tal que

P s
2
(W2,k) ≤ C

Å
1 +

1√
t2

ã
, ∀ k ≥ k1.

Novamente por compacidade, existe W2 ⊂ BR tal que, a menos de subsequência,

1W2,k
−→ 1W2 em L1(BR), e s2,k −→ s2 ∈ [0, t2]. Mais uma vez, se s2 = 0, finaliza-

mos a prova verificando que W2 é o conjunto desejado. Observamos novamente que

{v > s2} ⊂ W2 a menos de um conjunto de medida nula. Se s2 > 0, então existe

k2 ∈ N, k2 ≥ k1, tal que s2,k >
s2

2
para todo k ≥ k2. Desta forma, observamos

ainda que

s2,k ≤ t2 ≤
s1

2
< s1,k, ∀ k ≥ k2,

e, portanto, W2,k = {uk > s2,k} ⊃ {uk > s1,k} = W1,k, donde conclúımos que

W1 ⊂ W2.

Tomamos t3 = min

ß
1√
3
,
s2

2

™
, V3,k = {uk > t3} e repetimos todo o argumento,

concluindo então que existem s3,k ∈ [0, t3] e W3,k = {uk > s3,k} tais que P s
2
(W3,k) ≤
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C

Å
1 +

1√
t3

ã
. Consequentemente,

1W3,k
−→ 1W3 em L1(BR), s3,k −→ s3 ∈ [0, t3], quando k →∞.

Mais uma vez, temos {v > s3} ⊂ W3.

Repetindo o processo indutivamente, temos duas possibilidades:

(I) Existe m ∈ N tal que sm = 0. Neste caso, vejamos que {Wm,k}k≥km , onde

Wm,k = {uk > sm,k}, é uma sequência minimizante para G . De fato, escrevendo

c[·]s =
c(n,s)

4
[·]Hs e usando a notação Tj,σ já definida logo após (2.13), segue pelas

propriedades Lipschitz de fη̃ e Tj,σ

G (Wm,k) ≤ c[(uk − sm,k)+]2s −
∫
Wm,k

(uk − sm,k)+ + fη̃(|Wm,k|) + Tj,σ(Wm,k)

≤ G (Ok) +

∫
Ok
uk −

∫
Wm,k

uk + sm,k|Wm,k| − fη̃(|Ok|) + fη̃(|Wm,k|)

− Tj,σ(Ok) + Tj,σ(Wm,k)

≤ inf G +
1

k
+ sm,k|Ok| − (η̃ − dσ) |Ok \Wm,k|,

donde, com a escolha de σ1 ≤
η̃

2d
, conclúımos que G (Wm,k) −→ inf G quando

k →∞.

Além disso, observamos que V := {v∗ > 0} ⊂ Wm, onde v∗ é o representante

quasi-cont́ınuo de v. Por outro lado, podemos redefinir, se necessário, v∗ como

identicamente zero fora de V sem alterar os valores de [v∗]s e de

∫
V

v∗, uma vez

que v∗ = 0 q. t. p. em CV , e desta forma temos v∗ ∈ Hs
0(V ). Portanto, como

v∗ = v q. t. p. segue

Es(V ) ≤ J [v∗] = J [v].

Assim, pela semi-continuidade inferior de [·]s e a convergência de
{
1Wm,k

}
k∈N em
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L1(BR), temos

Es(V ) + fη̃(|Wm|) + Tj,σ(Wm) ≤

lim inf
k→∞

Ç
c[uk]

2
s −

∫
Wm,k

(uk − sm,k)+ + fη̃(|Wm,k|) + Tj,σ(Wm,k)

å
≤ inf G

≤ Es(V ) + fη̃(|V |) + Tj,σ(V ),

e, consequentemente,

η̃|Wm \ V | ≤ dσ|Wm \ V |.

Portanto, Ωj = V é o minimizante quasi-aberto. Além disso, notemos que

P s
2
(Ωj) = P s

2
(Wm) ≤ lim inf

k→∞
P s

2
(Wm,k) ≤ C

Å
1 +

1√
tm

ã
<∞.

(II) Encontramos sequências {Wi}i∈N e {si}i∈N tais que:

i) para cada i ∈ N, si = lim
k→∞

si,k, com si+1 < si. Além disso, si → 0 quando

i→∞;

ii) para cada i ∈ N, 1Wi
é o limite em L1(BR) de 1Wi,k

, onde Wi,k = {uk > si,k}.

Neste caso, por construção temos si+1,k ≤ si,k, e, consequentemente, Wi ⊂ Wi+1

para todo i ∈ N;

iii) notemos que, como σ1 ≤
η̃

2d
, segue

G (Wi,k) ≤ c[(uk − si,k)+]2s −
∫
Wi,k

(uk − si,k)+ + fη̃(|Wi,k|) + Tj,σ(Wi,k)

≤ G (Ok) +

∫
Ok

uk −
∫
Wi,k

uk + si,k|Wi,k| − fη̃(|Ok|) + fη̃(|Wi,k|)

− Tj,σ(Ok) + Tj,σ(Wi,k)

≤ inf G +
1

k
+

∫
Ok\Wi,k

uk + si,k|Wi,k|+ (dσ − η̃) |Ok \Wi,k|

≤ inf G +
1

k
+

∫
BR\Wi,k

uk + si,k|Wi,k|, i, k ∈ N.
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Agora, tomando Vi := {v∗ > si}, V := {v∗ > 0}, pela Proposição 1.3.1 temos

Vi ⊂ Wi a menos de um conjunto de medida nula, Vi ⊂ Vi+1, para todo i ∈ N,

e, além disso, 1Vi −→ 1V monotonamente e em L1(BR) quando i→∞.

iv) {Vi}i∈N é uma sequência minimizante para G . De fato, pela Proposição 2.1.2:

G (Vi) ≤ J [(v∗ − si)+] + fη̃(|Vi|) + Tj,σ(Vi)

≤ J [(v − si)+] + fη̃(|Vi|) + Tj,σ(Vi)

≤ Es(Wi,k) + 5
2
si,k|Ok| − J [(uk − si,k)+] + J [(v − si)+]

+fη̃(|Vi|) + Tj,σ(Vi)

= G (Wi,k) + 5
2
si,k|Ok|+ c(n,s)

4

(
[(v − si)+]2s − [(uk − si,k)+]2s

)
+

∫
Wi,k

(uk − si,k)+ −
∫
Vi

(v − si)+ − fη̃(|Wi,k|) + fη̃(|Vi|)

−Tj,σ(Wi,k) + Tj,σ(Vi)

≤ inf G +
1

k
+ 5

2
si,k|BR|+ c(n,s)

4

(
[(v − si)+]2s − [(uk − si,k)+]2s

)
+

∫
BR

uk −
∫
Vi

v + si|Vi| − fη̃(|Wi,k|) + fη̃(|Vi|)

−Tj,σ(Wi,k) + Tj,σ(Vi),

agora, como uk
k→∞−→ v em L2(BR), fη̃ e Tj,σ são cont́ınuas com respeito à

convergência em L1(BR), e [·]2s é semicont́ınuo inferiormente, fazendo k → ∞

obtemos:

G (Vi) ≤ inf G +

∫
BR\Vi

v + si
(
|Vi|+ 5

2
|BR|

)
− fη̃(|Wi|) + fη̃(|Vi|)

− Tj,σ(Wi) + Tj,σ(Vi)

≤ inf G +

∫
BR\Vi

v + siC|BR|+ (dσ − η̃) |Wi \ Vi|

≤ inf G +

∫
BR\Vi

v + siC|BR|

i→∞−→ inf G .
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Finalmente, observando que, como Vi ⊂ V para todo i ∈ N, e V = lim
i→∞

Vi em

L1(BR), segue Hs
0(Vi) ⊂ Hs

0(V ) e

G (V ) = inf
f∈Hs

0(V )
J [f ] + fη̃(|V |) + Tj,σ(V )

≤ inf
g∈Hs

0(Vi)
J [g] + fη̃(|Vi|) + Tj,σ(Vi)

+ fη̃(|V |)− fη̃(|Vi|) + Tj,σ(V )− Tj,σ(Vi)

i→∞−→ inf G ,

donde segue que V minimiza G e, como V = {v∗ > 0} é um quasi-aberto,

conclúımos o resultado.

Observação 2.2.3. Em virtude da natureza não-local do problema, não foi posśıvel

obter uma estimativa uniforme para o peŕımetro fracionário de conjuntos de ńıvel

do tipo {uk > tk} com tk → 0, a partir da qual seria obtido de maneira mais direta

o minimizante para G . Isto levou à modificação (em relação ao que é feito em [5])

utilizando conjuntos com ńıvel fixado {uk > ti}, requerendo outras abordagens para

a obtenção do minimizante.

Observação 2.2.4. Observamos que no caso (I), em que existe uma sequência

de ńıveis convergindo para zero de modo que o
s

2
-peŕımetro é uniformemente limi-

tado, obtemos o minimizante Ωj = Wm com
s

2
-peŕımetro finito, limitado por uma

constante que não depende de j.

Com algumas hipóteses adicionais (em concordância com [5]) podemos obter

mais propriedades acerca dos minimizantes {Ωj}j∈N provenientes do teorema acima.

Para isto, suponhamos que existem uma sequência {Uj}j∈N ⊂ BR e uma constante

C(σ) > 1 satisfazendo:

|Uj| = |B1|, α(Uj) = εj
j→∞−→ 0, Es(Uj)− Es(B1) ≤ C(σ)εj, j ∈ N, (2.15)

Proposição 2.2.5. Sejam {Ωj} a sequência de minimizantes de Gη̃,j obtida no Te-

orema 2.2.2 e {Uj} uma sequência de conjuntos satisfazendo (2.15). Então, valem:
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(a) Existe uma constante C2(σ) > 0 tal que

0 ≤ Fη̃(Ωj)−Fη̃(B1) ≤ C2(σ)εj e |α(Ωj)− εj| ≤ C2(σ)εj;

(b) Existe uma constante C3(σ) > 0 tal que

||Ωj| − |B1|| ≤ C(n,R,s)C3(σ)εj.

Demonstração. Pela minimalidade de Ωj e por (2.15):

Fη̃(Ωj) + εj ≤ Fη̃(Ωj) +
»
ε2
j + σ2 (α(Ωj)− εj)2

= Gη̃,j(Ωj)

≤ Gη̃,j(Uj)

= Es(Uj) + fη̃(|Uj|) +
»
ε2
j + σ2 (α(Uj)− εj)2

= Es(Uj) + εj

≤ Fη̃(B1) + C2(σ)εj.

Como B1 é mı́nimo de Fη̃, conclúımos (a) com C2(σ) = C(σ)− 1. Além disso, pela

mesma conta acima segue»
ε2
j + σ2(α(Ωj)− εj)2 ≤ C2(σ)εj =⇒ σ2 (α(Ωj)− εj)2 ≤ ε2

j

(
C2(σ)2 − 1

)
,

donde conclúımos (b) tomando C3(σ) =

√
C2(σ)2 − 1

σ
.

Finalmente, lembrando que se Bj é uma bola com o mesmo volume de Ωj, então

Fη̃(Bj) ≤ Fη̃(Ωj) e, pelo Lema 2.2.1,

Fη̃(Bj)−Fη̃(B1) ≥ |rj − 1|
C4

,

onde C4 = C4(n,R,s) > 0 e rj =

Å |Ωj|
ωn

ã 1
n

. Logo, segue

||Ωj| − ωn| ≤ C(n,R)
∣∣∣|Ωj|

1
n − ω

1
n
n

∣∣∣ ≤ C(n,R,s)C3(σ)εj.
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Observação 2.2.6. O item (a) da Proposição acima diz que a sequência de mini-

mizantes {Ωj}j∈N preserva a desigualdade relacionada à energia que é satisfeita por

{Uj}j∈N, enquanto que (b) e (c) afirmam que, se existir o limite lim
j→∞

1Ωj =: 1Ω em

L1(BR), então necessariamente |Ω ∆B1| = 0. Ou seja, a sequência de minimizantes

{Ωj}j∈N, se convergente, converge a uma bola unitária (a menos de uma translação

ou de um conjunto de medida nula).
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Caṕıtulo 3

Propriedade da média para

funções s-sub-harmônicas

Ao longo deste caṕıtulo consideramos 0 < s <
1

2
, o que permite obter mais proprie-

dades das funções ηr e Φ, definidas em (1.11) e (1.5) respectivamente. A saber, com

s neste intervalo, obtemos que ηr ∈ L2 e que Φ ∈ L1 +L2, assim possibilitando usar

as propriedades da transformada de Fourier das Proposições 1.2.1 e 1.2.2, além de

garantir que Φ̂ é dada como uma função definida em quase todo ponto.

Estudamos aqui algumas propriedades de funções s-sub-harmônicas definidas

em (1.7). O resultado principal é o Teorema 3.1.3, demonstrado na Seção 3.1, que

garante uma propriedade da média para funções s-sub-harmônicas em um conjunto

aberto Ω ⊂ Rn. Na Seção 3.2 obtemos, como aplicação dos resultados da Seção 3.1,

uma estimativa local para funções com média pequena.
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3.1 Propriedade da média para funções s-sub-

harmônicas

O objetivo principal desta seção é demonstrar o Teorema 3.1.3, que estabelece

uma estimativa para funções s-sub-harmônicas em termos da sua média no “bordo

não local”.

Para realizar a prova do Teorema 3.1.3 são necessários alguns lemas auxiliares.

Lema 3.1.1. Para quaisquer u ∈ Hs e ϕ ∈ H2s vale

〈u,ϕ〉Hs =
2

c(n,s)
〈u, (−∆)sϕ〉L2 . (3.1)

Demonstração. Observando que H2s ⊂ Hs, pelo Corolário 1.2.6 basta verificar que

〈(−∆)
s
2u, (−∆)

s
2ϕ〉L2 = 〈u, (−∆)sϕ〉L2 , ∀ϕ ∈ H2s.

Para isso, primeiro vamos mostrar que para u ∈ Hs, vale (−∆)
s
2u = F−1 (|ξ|sû) no

sentido das distribuições. De fato, dada g ∈ S , pela Proposição 1.2.3 temos:

(−∆)
s
2u(g) =

∫
u (−∆)

s
2 g

=

∫
uF−1 (|ξ|sĝ)

?
=

∫
û |ξ|sĝ

=

∫
û |ξ|sĝ

??
=

∫
|ξ|sûF−1g

=

∫
F−1 (|ξ|sû) g

= F−1 (|ξ|sû) (g),

onde em ? e ?? foram usadas as propriedades da Proposição 1.2.1, além do fato de

u e g serem funções reais. Pela Proposição 1.2.4 temos (−∆)
s
2u = F−1 (|ξ|sû) ∈ L2,
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e, desta forma, dada ϕ ∈ H2s:

〈(−∆)
s
2u, (−∆)

s
2ϕ〉L2 =

∫
(−∆)

s
2u(−∆)

s
2ϕ

=

∫
F−1 (|ξ|sû)F−1 (|ξ|sϕ)

=

∫
|ξ|sû|ξ|sϕ̂

=

∫
û|ξ|2sϕ̂

=

∫
ûF (F−1 (|ξ|2sϕ̂))

=

∫
uF−1 (|ξ|2sϕ̂)

=

∫
u(−∆)sϕ

= 〈u, (−∆)sϕ〉L2 .

Lema 3.1.2. Seja u ∈ Hs ∩ L∞ uma função s-sub-harmônica em um conjunto

aberto Ω ⊂ Rn. Então, para quase todo x ∈ Ω e 0 < r1 < r2, tal que Br2(x) ⊂ Ω,

vale u ∗ ηr1(x) ≤ u ∗ ηr2(x), onde ηr é a função média definida em (1.11).

Demonstração. Sem perda de generalidade tomamos x = 0. A ideia é utilizar a

Equação (1.7) com a função teste ψ = Φ ∗ (ηr1 − ηr2), entretanto precisamos nos

atentar a algumas sutilezas para garantir que essa é uma função teste adequada.

Inicialmente, notamos que, pelo Lema 1.2.18 e a Observação 1.2.17, temos ψ ≥ 0.

Além disso, pelo item (iii) da mesma observação, para |y| > r2 temos

Φ ∗ ηr1(y)− Φ ∗ ηr2(y) = Φ(y)− Φ(y) = 0,

logo ψ ≡ 0 em CBr2 .

Fixado i ∈ {1,2}, mostramos que ψi = Φ ∗ ηri ∈ H2s verificando a validade da

relação ÷Φ ∗ ηri = (2π)
n
2 Φ̂η̂ri . (3.2)
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Observamos que Φ não pertence a nenhum espaço Lp, mas podemos escrever

Φ = (Φ− fk) + fk, onde fk = 1CBkΦ ∈ L2, e (Φ− fk) ∈ L1, para todo k ∈ N, já que

n− 4s > 0. Neste caso, a transformada de Φ é definida q. t. p. já que

Φ̂ = ÷Φ− fk + “fk ∈ L∞ + L2.

Desta forma, como ηri ∈ L1 ∩ L2, pelas Proposições 1.2.1 e 1.2.2, segue que÷Φ ∗ ηri = ¤�(Φ− fk) ∗ ηri + ÷fk ∗ ηri = (2π)
n
2 ÿ�(Φ− fk)η̂ri + (2π)

n
2 “fkη̂ri ,

e, portanto, ÷Φ ∗ ηri = (2π)
n
2 Φ̂η̂ri .

Finalmente, pela propriedade (v) da Observação 1.2.17 temos

|ξ|2s÷Φ ∗ ηri = C|ξ|2sΦ̂η̂ri = Cη̂ri ∈ L2,

e, pela Proposição 1.2.4, conclúımos que Φ ∗ ηri ∈ H2s. Portanto, ψ ∈ H2s
0 (Br2), e,

desta forma, pelo Lema 3.1.1 segue

0 ≥ 〈u, ψ〉Hs = 〈u, (−∆)sψ〉L2 = u ∗ ηr1(0)− u ∗ ηr2(0),

donde conclúımos o resultado desejado.

O caso geral x 6= 0 pode ser obtido considerando a função ux(y) := u(y + x),

que é s-sub-harmônica em Ω − {x}. Assim, para 0 < r1 < r2 tal que Br2(x) ⊂ Ω,

segue que Br2(0) ⊂ Ω− {x} e, como

u ∗ ηri(x) =

∫
Rn
u(x− y)ηri(y) dy =

∫
Rn
ux(−y)ηri(y) = ux ∗ ηri(0), i = 1,2,

provamos o resultado.

Teorema 3.1.3. Seja u ∈ Hs ∩ L∞ uma função s-sub-harmônica em um conjunto

aberto e limitado Ω ⊂ Rn. Então, para quase todo x ∈ Ω e r > 0 tal que Br(x) ⊂ Ω

vale:

u(x) ≤
∫
CBr(x)

Cn,sr
2su(y)

|x− y|n(|x− y|2 − r2)s
dy. (3.3)
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Demonstração. Pelo Lema acima, para quase todo x ∈ Ω, a função r 7→ u ∗ ηr(x) é

decrescente e limitada por baixo, logo converge. Assim basta verificar que de fato

converge para u(x) em quase todo x ∈ Ω.

Sem perda de generalidade, consideramos x = 0. Observando que Ω ⊂ BR, para

algum R > 0 e utilizando a mudança de variáveis y = rz, temos:∫
CBr

Cn,sr
2su(y)

|y|n(|y|2 − r2)s
dy =

∫
CB1∩BR

Cn,su(rz)

|z|n(|z|2 − 1)s
dz =

∫
CB1∩BR

u(rz)η1(z) dz.

Seja 0 < δ < 1 a ser escolhido posteriormente. Como
∫
ηr = 1 para todo r > 0,

segue que

∫
CBr

u(y)ηr(y) dy − u(0) =

∫
CB1∩BR

u(rz)η1(z) dz −
∫
CB1

u(0)η1(z) dz

= I1 + I2 − I3,

onde

I1 =

∫
B
R+ 1

δ
\B1+δ

(u(rz)− u(0))η1(z) dz, I2 =

∫
B1+δ\B1

(u(rz)− u(0))η1(z) dz,

e

I3 =

∫
CB

R+ 1
δ

u(0)η1(z) dz.

Agora, observamos que:

|I1| ≤
∫
B
R+ 1

δ
\B1+δ

Cn,s|u(rz)− u(0)|
|z|n(|z|2 − 1)s

dz

≤ Cn,s
(1 + δ)n(2δ + δ2)s

∫
B
R+ 1

δ
\B1+δ

|u(rz)− u(0)| dz

=
Cn,s

(1 + δ)n(2δ + δ2)s

∫
B
r(R+ 1

δ
)
\Br(1+δ)

|u(y)− u(0)|r−n dy

≤ Cn,s
δ2s

Å
R +

1

δ

ãn
−
∫
B
r(R+ 1

δ
)

|u(y)− u(0)| dy

+ (1 + δ)n −
∫
Br(1+δ)

|u(y)− u(0)| dy,
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enquanto que

|I2| ≤
∫
B1+δ\B1

|u(rz)− u(0)|η1(z) dz

≤ (‖u‖L∞ + |u(0)|)
∫
B1+δ\B1

η1(z) dz,

e, finalmente,

|I3| =

∣∣∣∣∣∣
∫
CB

R+ 1
δ

u(0)η1(z) dz

∣∣∣∣∣∣
≤ |u(0)|

∫
CB

R+ 1
δ

Cn,s
|z|n(|z|2 − 1)s

dz

≤ |u(0)|Cn,snωn
∫ ∞
R+ 1

δ

1

t(t2 − 1)s
dt

≤ |u(0)|Cn,snωn
(R− 1)s

∫ ∞
R+ 1

δ

t−1−s dt

= |u(0)|C1(n,s,R)
1

(R + 1
δ
)s
.

Fixe ε > 0. Como η1 ∈ L1, é posśıvel escolher δ0 = δ0(n,s,u,R,ε) > 0 tal que

|I2|+ |I3| <
ε

2
,

e, pela definição de u(0), existe r0 = r0(δ0,u,n,s,R,ε) > 0 de modo que

|I1| <
ε

2
, ∀ 0 < r < r0.

Portanto,∫
CBr

Cn,sr
2su(y)

|y|n(|y|2 − r2)s
dy =

∫
CB1∩BR

Cn,su(rz)

|z|n(|z|2 − 1)s
dz −→ u(0), quando r → 0.

Novamente, o caso geral é obtido com a função ux(y) := u(y+ x) no lugar de u.
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CAPÍTULO 3. PROPRIEDADE DA MÉDIA PARA FUNÇÕES
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3.2 Uma estimativa local para funções com média

pequena

Nesta seção obtemos, como aplicação dos resultados da seção anterior, uma

estimativa uniforme em torno de um ponto cuja média fracionária é pequena.

Para isso, precisaremos do Lema a seguir que possibilita estender a estimativa

da função do centro da bola (da média) para qualquer ponto numa vizinhança

suficientemente próxima do centro.

Lema 3.2.1. Sejam g ∈ L∞(Rn) uma função não-negativa, x ∈ Rn e 0 < ρ1 < ρ2.

Definimos

Θ(ρ1,ρ2,x) :=

∫ ρ2

ρ1

g ∗ ηρ(x) dρ.

Então, existem C = C(n) > 0 e parâmetros ρ3 e ρ4 tais que 0 < ρ3 < ρ1 < ρ2 < ρ4,

e para todo x ∈ B ρ1
4

vale

Θ(ρ1,ρ2,x)

ρ2 − ρ1

≤ C
Θ(ρ3,ρ4,0)

ρ4 − ρ3

. (3.4)

Demonstração. Fixemos x ∈ B ρ1
4

, e observemos que

Θ(ρ1,ρ2,x) =

∫ ρ2

ρ1

∫
CBρ(x)

g(y)Cn,sρ
2s

|x− y|n(|x− y|2 − ρ2)s
dy dρ

=

∫
Rn
g(y)

∫ ρ2

ρ1

ηρ(x− y) dρ dy,

e tomamos I(x,y,ρ1,ρ2) :=

∫ ρ2

ρ1

ηρ(x− y) dρ. Vejamos que existe C > 0 tal que

I(x,y,ρ1,ρ2) ≤ CI(0,y,ρ3,ρ4).

De fato, para y 6= x, y 6= 0, vale |x − y| = γ|y|, onde γ = γ(y) = |x − y| > 0.
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CAPÍTULO 3. PROPRIEDADE DA MÉDIA PARA FUNÇÕES
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Dáı

I(x,y,ρ1,ρ2) =

∫ ρ2

ρ1

Cn,sρ
2s1CBρ(x)(y)

|x− y|n(|x− y|2 − ρ2)s
dρ

=

∫ ρ2

ρ1

Cn,sρ
2s1CBρ(x)(y)

γn+2s|y|n(|y|2 − (ρ/γ)2)s
dρ

=
1

γn+2s

∫ ρ2/γ

ρ1/γ

(tγ)2s1CBtγ(x)(y)γ

|y|n(|y|2 − t2)s
dt

?
=

1

γn−1

∫ ρ2/γ

ρ1/γ

t2s1CBt(y)

|y|n(|y|2 − t2)s
dt

=
1

γn−1
I

Å
0,y,

ρ1

γ
,
ρ2

γ

ã
,

onde em ? usamos que γ|y| = |x− y|. Com isso, conclúımos

I(x,y,ρ1,ρ2) =
1

γn−1
I

Å
0,y,

ρ1

γ
,
ρ2

γ

ã
.

Agora, para estimar γ, notamos que, para y ∈ CBρ1(x):

|y| ≥ |x− y| − |x| > ρ1 −
ρ1

4
=

3

4
ρ1 ⇒ |x| ≤ |y|

3
.

Desta forma, segue que

γ|y| = |x− y| ≥ |y| − |x| ≥ |y|
Å

1− 1

3

ã
=

2

3
|y| ⇒ γ ≥ 2

3
,

enquanto que, por outro lado,

γ|y| ≤ |x|+ |y| ≤ 4

3
|y| ⇒ γ ≤ 4

3
.

Portanto
2

3
≤ γ ≤ 4

3
.

Definimos os parâmetros

ρ3 :=
3

4
ρ1 ≤ ρ1, ρ4 :=

3

2
ρ2 ≥ ρ2,

para os quais temos ρ3 < ρ1 < ρ2 < ρ4. Além disso, vale
1

γn−1
≤
Å

3

2

ãn−1

.
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Portanto,

I(x,y,ρ1,ρ2) ≤
Å

3

2

ãn−1

I(0,y,ρ3,ρ4), ∀x ∈ B ρ1
4

(0),

e, com isto, tomando C1 :=

Å
3

2

ãn−1

, conclúımos

Θ(x,ρ1,ρ2) =

∫
Rn
g(y)I(x,y,ρ1,ρ2) ≤ C1

∫
Rn
g(y)I(0,y,ρ3,ρ4) dy = C1Θ(0,ρ3,ρ4),

donde segue
Θ(x,ρ1,ρ2)

ρ2 − ρ1

≤ C1
Θ(0,ρ3,ρ4)

ρ2 − ρ1

.

Finalmente, escolhendo ρ2 = 2ρ1, temos

ρ4 =
3

2
ρ2 = 3ρ1 ⇒ ρ4 − ρ3 =

9

4
ρ1,

donde, tomando C = C(n) :=
9

4
C1 > 0, com as escolhas de ρ2, ρ3 e ρ4 acima, segue

que, para todo x ∈ B ρ1
4

, vale (3.4).

Teorema 3.2.2. Seja u ∈ Hs ∩ L∞ tal que (−∆)su ≤ 1 em Rn. Dado x0 ∈ Rn,

suponhamos que existem constantes positivas m e ρ tais que∫
CBρ(x0)

u(y)Cn,sρ
2s

|y − x0|n(|y − x0|2 − ρ2)s
dy ≤ mρs. (3.5)

Então, existe uma constante C > 0 dependendo apenas de n,s de modo que, para

todo κ ∈ (0, 1/3), vale

sup
Bκρ

4
(x0)

u ≤ C(mρs + ρ2s). (3.6)

Demonstração. Sem perda de generalidade assumimos x0 = 0 e supomos que exis-

tam m,ρ para as quais vale (3.5). Como a função u − Ψρ é s-sub-harmônica em

Bρ(0), segue pelo Lema 3.1.2 que, para todo 0 < r < ρ :∫
CBr

(u−Ψρ)(y)Cn,sr
2s

|y|n(|y|2 − r2)s
dy ≤

∫
CBρ

(u−Ψρ)(y)Cn,sρ
2s

|y|n(|y|2 − ρ2)s
dy ≤ mρs.
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CAPÍTULO 3. PROPRIEDADE DA MÉDIA PARA FUNÇÕES
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Dado 0 < κ <
1

3
, consideramos os seguintes parâmetros:

ρ1 = κρ, ρ2 = 2κρ, ρ3 =
3

4
κρ, ρ4 = 3κρ < ρ.

Combinando o Lema 3.1.2 e o Teorema 3.1.3 com o Lema 3.2.1 para a função

g = (u − Ψρ)+ e os parâmetros acima, conclúımos que para quase todo z ∈ Bκρ
4

vale:

(u−Ψρ)(z) ≤ 1

ρ2 − ρ1

∫ ρ2

ρ1

∫
CBr(z)

(u−Ψρ)+(y)ηr(z − y) dy dr

≤ C
1

ρ4 − ρ3

∫ ρ4

ρ3

∫
CBr

(u−Ψρ)+(y)ηr(y) dy dr

≤ C
1

ρ4 − ρ3

∫ ρ4

ρ3

∫
CBr

(u(y) + C ′ρ2s)ηr(y) dy dr

≤ C2ρ
2s + Cmρs,

e, consequentemente,

sup
Bκρ

4

u ≤ C(mρs + ρ2s).
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Perspectivas futuras

Na sequência deste trabalho pretendemos aprofundar a investigação da estimativa

local estabelecida no Teorema 3.2.2, com o objetivo de estender o resultado para

a ordem s ≥ 1/2 e, em paralelo, aplicando-a à função energia de cada conjunto

Ωj da sequência de quasi-abertos produzida no Teorema 2.2.2, com o objetivo de

produzir constantes m e ρ adequadas para as quais seja posśıvel concluir que, não

só os valores da função ficam controlados numa vizinhança de um ponto onde sua

média é pequena, mas que de fato a função é igual a zero nesta vizinhança.

Pretendemos também explorar propriedades geométricas da sequência {Ωj},

provando que se tratam na verdade de conjuntos abertos e que, quando j → ∞,

convergem para uma bola de raio 1, como já sugerido na Proposição 2.2.5. Mais

além, o objetivo será verificar se de fato esta convergência se dá na norma Ck, para

algum k ∈ N. Com isto, esperamos concluir que a sequência {Ωj}j∈N, a partir

de algum ı́ndice suficientemente grande, é composta de conjuntos quasi-esféricos, e

assim possuem boa regularidade de fronteira. Isto segue a ideia da construção dos

conjuntos “bons” do Prinćıpio de Seleção mencionado na introdução.

Aplicações de tais resultados, além de seu interesse por si só, podem levar à
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CAPÍTULO 4. PERSPECTIVAS FUTURAS

construção de um Prinćıpio de Seleção no contexto do operador Laplaciano fra-

cionário, que poderá ser útil na determinação de uma versão quantitativa ótima

da Desigualdade de Faber-Krahn fracionária, a qual, até onde nos consta, não é

conhecida.
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