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“It is impossible to be a mathematician without being a poet in soul”
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Resumo

Neste trabalho, investigamos novas propriedades do Laplaciano fracionario, um
operador nao-local que tem atraido grande atencao. Apresentamos dois resultados
principais: o primeiro garante a existéncia de minimizantes quasi-abertos para um
funcional relacionado a este operador, obtido através de propriedades de conjun-
tos com perimetro fracionério finito; o segundo apresenta uma versao nao-local da
Propriedade da Média para fungoes sub-harmonicas no contexto fracionario, obtido
a partir de propriedades da transformada de Fourier e da solucao fundamental do
Laplaciano fracionario. Estes resultados se relacionam com a técnica do Principio
de Selecao, que permite restringir o estudo de desigualdades geométricas para uma

classe de conjuntos regulares.

Palavras-chave: Equagoes Diferenciais Parciais, Desigualdades Geométricas
e Funcionais, Laplaciano Fracionéario, Funcoes s-Sub-Harmonicas, Propriedade da

Média, Principio de Selecao.
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Abstract

In this work, we investigate new properties of the fractional Laplacian, a non-
local operator that has received great attention. We present two main results: the
first guarantees the existence of quasi-open minimizers for a functional related to
this operator, obtained through properties of sets with finite fractional perimeter;
the second presents a non-local version of the Mean Value Property for sub-harmonic
functions in the fractional context, obtained from properties of the Fourier transform
and of the fundamental solution of the fractional Laplacian. These results are
related to the technique of the Selection Principle, which allows restricting the

study of geometric inequalities to a class of regular sets.

Keywords: Partial Differential Equations, Geometric and Functional Inequali-
ties, Fractional Laplacian, s-Subharmonic Functions, Mean Value Property, Selec-

tion Principle.
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Introducao

Desigualdades Geométricas sao tema de estudos desde a antiguidade e estao
longe de perderem o seu interesse, a exemplo de [4], 5], [0, 8] 14], dentre outros. Muitas
delas estao intrinsecamente relacionadas com Desigualdades Funcionais e Equacoes
Diferenciais Parciais (EDP’s), como por exemplo a Desigualdade Isoperimétrica e a
Desigualdade de Sobolev, a primeira relaciona quantidades geométricas de conjun-
tos, enquanto a segunda relaciona normas de funcoes, sendo possivel verificar em
certos contextos que ambas sao equivalentes e a Desigualdade de Faber-Krahn, que

relaciona informacgoes geométricas de um conjunto a partir de uma EDP.

Quando trabalhamos com subconjuntos de R™ que possuem boas regularidades
(por exemplo, abertos com bordo suave), temos a disposi¢cao mais ferramentas na
investigacao de propriedades relacionadas a desigualdade em questao, por exemplo,
fazendo estimativas para a funcao que parametriza o bordo do conjunto. Para uma
discussao sobre algumas técnicas e recentes resultados envolvendo desigualdades

geométricas e funcionais como as supracitadas, sugerimos a consulta de [13].

Nesse sentido, uma pergunta que surge é: quando é possivel restringir o estudo
de uma desigualdade geométrica a classe de conjuntos “bons o suficiente”, ou, em
outras palavras, sabendo que uma dada desigualdade é véalida para conjuntos com

boas regularidades, é possivel concluir que a mesma ¢é valida para qualquer conjunto?



Para tal abordagem, o trabalho revoluciondrio de Cicalese e Leonardi [§] introduz
a técnica do Principio de Sele¢ao, utilizando-a para obter uma nova demonstracao

para uma versao quantitativa 6tima da Desigualdade Isoperimétrica.

Em linhas gerais, a ideia do Principio de Sele¢cao se baseia em produzir uma
sequéncia de conjuntos com boa regularidade (por exemplo, com fronteira C'!) a par-
tir de uma familia de conjuntos “ruins” que satisfazem uma certa condicao. Uma
vez que se tenha a desigualdade desejada valida para conjuntos regulares, supoe-se
por absurdo que a mesma nao vale para conjuntos mais gerais. Assim, é possivel
construir uma sequéncia de conjuntos que nao satisfazem a desigualdade e, a partir
do Principio de Selecdo, produz-se uma nova sequéncia de conjuntos “mais regu-
lares” que preservam as propriedades dos anteriores, o que gera uma contradicao.
Esta técnica traz uma nova abordagem para desigualdades geométricas e funcionais,

permitindo restringir seu estudo a conjuntos com melhores propriedades.

Seguindo o raciocinio descrito acima, Brasco, De Philippis e Velichkov [5] obtém
uma versao quantitativa 6tima para uma desigualdade do tipo Faber-Krahn, pri-
meiro mostrando que ela é valida para quaisquer conjuntos quase-esféricos, isto
¢, conjuntos suavemente proximos da bola unitaria centrada na origem, e posteri-
ormente estendendo esta desigualdade para conjuntos arbitrarios a partir da cons-
trucao realizada com o Principio de Selecdo. Isto envolve a andlise dos minimizantes
de um funcional definido para subconjuntos contidos em uma bola fixada, através

de propriedades e estimativas relacionadas a solucao de uma EDP associada.

O desenvolvimento desta técnica é bastante intrincada e requer analises pro-
fundas, uma vez que é intrinsecamente relacionada ao problema em questao. Em
contrapartida, os resultados obtidos ao longo do processo se mostram interessantes
por si s6. Inspirados por este contexto, iniciamos este trabalho investigando pro-

priedades similares as encontradas em [5], porém agora no contexto nao-local do



Laplaciano fraciondrio.

Para a obtencao da sequéncia de conjuntos regulares através do Principio de
Selecdo, primeiro é necessario considerar uma classe de conjuntos mais gerais, cha-
mados de quasi-abertos, definidos na pagina |12 os quais possuem propriedades um
pouco menos exigentes do que os conjuntos abertos. Neste sentido, o Capitulo 2 é
dedicado ao estudo do funcional %; ;, definido em , adequado ao propédsito do

Principio do Selecao, e para o qual provamos o seguinte resultado:

Teorema. O infimo de % ;, dentre todos os conjuntos quasi-abertos contidos em

uma bola fixada, é atingido por um conjunto quasi-aberto.

Este resultado é uma contraparte do caso local estabelecido em [5], onde a
ideia utilizada para a demonstracao se baseia na construcao de uma sequéncia de
conjuntos de nivel do tipo {ur > si}ren, onde s, converge a 0, com perimetro
(local) uniformemente limitado independente de k € N, da qual é possivel extrair,
através de resultados de compacidade, um conjunto limite. Devido a natureza
nao-local do operador que consideramos neste trabalho, nao foi possivel obter uma
limitagao uniforme no perimetro fracionario, definido na pégina (13, Para superar
este problema, consideramos agora sequéncias de conjuntos com nivel fixado do tipo
{ug, > t;}ren, para cada i € N. Desta forma, obtemos um conjunto limite W;, i € N,
e com a construgao dos niveis ¢;’s de modo que ¢; converge a 0, apds mais algumas

analises conseguimos obter o minimizante desejado.

O préximo passo na investigacao de melhores propriedades dos conjuntos mini-
mizantes produzidos no Teorema acima, ¢ mostrar que os conjuntos sao na verdade
abertos. Para este propdsito, sao necessarias analises mais refinadas acerca de sua
funcao energia, como por exemplo, estimativas uniformes em uma vizinhanca de
um ponto no qual a média da funcao é pequena, dentre outras. Neste sentido, o

Capitulo 3 investiga algumas propriedades de fungoes s-sub-harmoénicas em geral,



com relacao a uma propriedade da média nao-local adequada para as estimati-
vas que desejamos, e que tém aplicacoes relacionadas a fungao energia mencionada
acima. Desta forma, no Teorema provamos a validade da seguinte propriedade

da média nao-local:

. 1 , . .
Teorema. Seja 0 < s < 3 Se uw € H*N L*> é uma funcao s-sub-harmonica em um

aberto €2, entao para quase todo x € Q e r > 0 tais que B,(x) C €2, vale
Cn 2s
u(x) S/ u(y) S dy,
B @) [T —y[" (lz —y[> = r?)

onde C,, s > 0 é uma constante adequada.

Com este e outros resultados auxiliares, obtemos uma estimativa local para

funcoes com média nao-local pequena, a qual é dada no Teorema |3.2.2}

Teorema. Se u € H® N L™ satisfaz (_A)su <1em R e
/ u(y)Cn,sp™
CB,(z0) ly — zo|™(Jly — xo|? — p?)*

para certos parametros m,p, entao

dy < mp’,

sup u < C(n,s)(mp® + p**), Ve (0,1/3).

B%g (z0)

Alguns resultados referentes a fungoes s-harmonicas e propriedade da média ja
sao estabelecidos. Para citar alguns: em [I] o autor obtém uma representacao para
funcoes com regularidade C**7¢, a qual envolve o Laplaciano fracionario da funcao
e a média nao-local com a mesma funcao 7, que usamos aqui, e que pode ser usada
para obter a propriedade da média para fungoes com tal regularidade; ja em [22] o
autor obtém uma propriedade da média para funcoes s-sub-harmoénicas com uma

funcao média diferente da que trabalhamos aqui.

Para finalizar, no Capitulo 4 delineamos algumas perspectivas para a conti-
nuacao deste trabalho, que consiste em relacionar os dois capitulos antecessores no
desenvolvimento do Principio de Selecao neste contexto do operador Laplaciano

fracionario.



Capitulo 1

Pré-requisitos

Neste capitulo, introduzimos notacoes e defini¢oes que utilizamos ao longo do texto,
bem como resultados necessarios para o entendimento do texto e que fazem parte da
teoria ja estabelecida, sendo assim apenas enunciados sem demonstragao. Também
incluimos alguns resultados que acreditamos ser conhecidos, embora nao tenhamos
encontrado referéncias que os justifiquem e, portanto, incluimos as demonstracoes

dos mesmos para a conveniéncia do leitor.

1.1 Notacoes e definicoes

Ao longo de todo o texto consideramos n > 2.

Conjuntos de R”

(i) Dado um conjunto A C R”, denotamos o seu complementar por CA = R™\ A,

e o seu fecho topolégico por A;

ii) Denotamos a norma euclidiana em R"™ por |z| = Vx12 + - -+ + 2,2, enquanto
9

que o produto interno usual é denotado por = -y = z1y; + -+ + TpYn, onde



CAPITULO 1. PRE-REQUISITOS

(iii)

(vi)

Tr = ("L‘lax% s 7mn)7 Yy = (y17y27 s 7yn)a

Dados = € R" e t > 0, denotamos por B,(z) = {y € R"; |z —y| < t} a
bola aberta de raio t centrada em x. Quando a bola tiver centro na origem,

denotamos B; := By(0);

Denotamos a medida (de Lebesgue) de um conjunto £ C R"™ por |E|. A

medida da bola unitaria de R™ ¢ denotada por w,, = |B];

Dados dois conjuntos A, B C R", denotamos a diferenca simétrica entre A e
B por
AAB=(A\B)U(B\A). (1.1)

Observamos que |AA B| = 0 se, e somente se, A e B sdo iguais a menos de

um conjunto de medida nula;

Dada uma fungao f : R” — R e t € R, definimos o conjunto

{f >t} :={z eR"; f(zx) >t}

Espacos de fungoes

(i)

Dados 1 < p < oo e U CR" oespago (das classes) de fungoes p-integraveis a

Lebesgue em U é denotado por

LP(U) = {f:U—HR; f é mensuravel e /U]f(x)]pdzt<oo},

Wl = ([ 150 ar)”

Usamos também a notagao do produto interno

munido da norma

(f. g1 = /U f@)g@)dr,  f.g€ IXU).



CAPITULO 1. PRE-REQUISITOS

(iii)

Quando p = oo, definimos

[f1[Lee(wy = supess [ f ().
zelU

p

e O espaco das funcoes que pertencem a LP(K) para

Denotamos ainda por L

todo compacto K C R".

No caso em que U = R", escrevemos simplesmente LP = LP(R™). Finalmente,

para simplificar a escrita e facilitar a leitura, utilizamos também a notagao

J=[ raas

Dados um aberto €2 C R" e k € N, denotamos o espaco das fungoes f : 2 — R

cujas derivadas parciais até a ordem k sao continuas,

C(Q)={p: Q—=R;, peC™®() e S(¢) é compacto},

onde S(¢) é o suporte de ¢, definido por S(p) := {z € Q; p(z) # 0}.

O espaco de Schwartz das funcgoes suaves cujas derivadas de qualquer ordem

decaem mais rapido do que poténcias de x é denotado por

S ={p € C®R"); Va,B €Ny, sup [2°D’p(z)| < oo},

zeR™

onde Nj = (NU {0})", com a notacgao usual de multi-indice % = z;°* ... 2,,“",
651 aﬁn
OxPr " Oz, P

¥, chamado de espaco das distribui¢oes temperadas. Dadas u € . e p € .7,

e DP = Em concordancia, definimos .¥’, o espaco dual de

denotamos a ac¢do de u em ¢ por u(y).
Dados um aberto 2 C R™ e s € (0,1), definimos o espago de Sobolev
H*(Q) = {u € L*(Q); [u]ns@) < oo},

onde consideramos a (semi)norma de Gagliardo:

2
ul ) olo T —ylnT



CAPITULO 1. PRE-REQUISITOS

Em particular, quando 2 = R", escrevemos apenas H® = H*(R"™) e, neste

caso, [-]s := []gs é de fato uma norma em H® ji que a tnica (classe de)

funcao constante em L? é a funcdo nula em quase todo ponto. Além disso,

consideramos também o produto interno em H*

|z — g+

Salientamos, entretanto, que a norma usual do espago H*(f2) é dada por

1
o) = (|| - H%Q(Q) + [']%IS(Q))27

a qual o torna um espaco de Banach, e, no caso de H®, um espaco de Hilbert.

Denotamos por H;(€2) o espaco obtido pelo fecho de C2°(Q2) com respeito a

norma || - || g=.

Notacgoes de funcoes

(i) Dada uma funcao f : R" — R, denotamos por f, a sua parte positiva, isto é,

fi(x) = max{f(z),0};

(ii) Dada uma funcdo f € ., definimos a sua transformada de Fourier como

1
(2m)2

SO =10 =y [ " @dn, cern

enquanto que a transformada inversa de Fourier é dada por

1

57 @) = 2) = Gy

/ SR e, x e R™

(iii) Dada f € L, definimos o representante preciso de f por

locy

lim ][ f, se o limite existe,
flx) =770 B

0, caso contrario,



CAPITULO 1. PRE-REQUISITOS

(iv)

(vi)

(vii)

onde

1
f= fy)dy,  p>0.
]Zl;’p(z) ’Bp($)| B,(z)

Observamos que f = f em quase todo ponto (q.t.p.), isto é, o conjunto onde
f # f tem medida (de Lebesgue) nula. Para mais detalhes, sugerimos a

consulta de [12];

Dado um conjunto A C R", denotamos a sua fungao caracteristica (ou indi-
cadora) por

1, se x €A,
La(z) =
0, se ¢ A;

1

loc S€;

Dizemos que uma sequéncia de funcoes {f;} ;en converge para f em L

para todo compacto K C R", vale
/ |fi(x) — f(xz)|dr — 0, quando j — o0;
K

Dados um aberto 2 C R" e uma funcao v € H*(€2), consideramos o funcional

e =% m@—[k@m% (1.3)

onde ¢(n,s) é uma constante positiva adequada & nossa defini¢ao do operador

Laplaciano fracionério (definido abaixo) e motivada pela Proposicao m

Dado um aberto 2 C R”, definimos a s-energia de {2 como

Ey Q)= inf Jv].

veEHS(Q)

Denotamos por ug a funcao que atinge o infimo acima, a qual chamamos
de funcao s-energia de 2. Sem risco de confusao, omitimos a ordem s por

simplicidade.



CAPITULO 1. PRE-REQUISITOS

Laplaciano fracionario

(i)

(iii)

Fixado s € (0,1), definimos o Laplaciano fracionario de u € .¢ por

(—A)u(z) = c(n,s)V.P./R Mdy

o |w =yl

= c¢(n,s)lim u(z) — uly)

—————="dy, (1.4)
=0 Jop. (@) |T —y|"T

onde V.P. significa no sentido do Valor Principal, definido a partir do limite
dado pela tltima igualdade. No caso em que 0 < s < 1/2, a integral em
R™ acima é convergente e, portanto, nao é necessario considera-la como Valor

Principal (veja, por exemplo, [9, Obs. 3.1]).

Dado um aberto Q C R", dizemos que u € H* é uma solugao (no sentido das
distribuigoes) da equagao (—A)*u = 1 em 2 quando, para toda fungao teste
© € H§(Q), vale:

c(n,s) / / (u(@) — u(y))(e(@) — v(y))

2 |l‘ _ y|n+25

dydxz/gp(m)dx.
Q

Usando a notagao (1.2]), podemos reescrever a equac¢ao acima como

c(n,s)

5 (u,<p>Hs:/Qap(x)dx, Ve Hj(9).

A solucao fundamental do Laplaciano fracionario é denotada por

An,s
Vo) = A0 (15)
onde
I _
A, = L2=s)
’ 22s2T(s)

é escolhida de modo que (—A)*® = §; no sentido das distribuigoes, sendo dy a
distribuicao Delta de Dirac centrada em zero, e [ a fungao Gama. Uma prova

deste fato ¢ feito em [7, Teo. 2.3].

10



CAPITULO 1. PRE-REQUISITOS

(iv) Outra fungao importante para os nossos propoésitos é o paraboloide fracionario

U,(z) = '7%8(102 - |"E|2>j-a p >0, (1.6)
onde
['(n/2
T
2814 s)I(n/s + s)
é escolhida de modo que (—A)*¥, = 1 em B,. Para maiores detalhes e

construgao desta func¢ao sugerimos a consulta de [10].

(v) Dizemos que uma fungdo u € H® é s-sub-harmonica em um conjunto aberto

2 C R™ quando, para toda fungao teste ¢ € HS(Q2), ¢ > 0, vale:

c(n.s) [ (ue) ~u )o@ W) 0 o

2 ’ZL’ _ y’n+2$

Capacidade de ordem s e conjuntos quasi-abertos

(i) Dado um conjunto mensuravel 2 C R", definimos a capacidade de ordem s

(ou s-capacidade) de © como

cap,(Q) = inf {[v]7;.; v € H®, v>1 q.t.p. em uma vizinhanca de Q}.

(ii) Um conjunto de s-capacidade nula é chamado de polar.

(iii) Dizemos que uma propriedade vale s-quasi em todo lugar, e escrevemos s—q.e,
se o conjunto onde ela nao for valida é um conjunto polar. Por simplicidade, es-
crevemos apenas capacidade quando nao houver risco de confusao com relagao

a ordem s, bem como qg.e. em lugar de s-q.e. e assim por diante;

*Ressaltamos aqui o emprego da notacao s—q.e. emprestada do inglés s-quasi-everywhere, a
qual é utilizada para enfatizar a diferenga de almost everywhere (a.e.), no nosso caso q.t. p., e que

se refere a medida de Lebesgue.

11



CAPITULO 1. PRE-REQUISITOS

(iv)

(vii)

(viii)

Dizemos que um conjunto mensuravel V' C R" é s-quasi-aberto quando existe
uma sequéncia decrescente { Ax }ren de conjuntos abertos de R™ tal que V' U Ay,
é aberto, para todo k € N, e cap,(A;) — 0 quando k — oco. Sem risco de

confusao, omitiremos a ordem s por conveniéncia de escrita.

Dizemos que uma funcao u € H® é s-quasi-continua se, para todo € > 0, existe
um aberto A C R™ tal que ul,, ¢ continua em CA e cap,(A) < e. Para toda
fungao u € H*, existe um tnico (a menos de um conjunto polar) representante
u* quasi-continuo tal que u* = u q.t.p. (veja, por exemplo, [23, Teo. 3.7]).
Assim, sem perda de generalidade, consideramos sempre o representante quasi-
continuo de u € H?, ainda que utilizamos u* quando queremos enfatizar que
a fungdo em questao é quasi-continua. Observamos que o conjunto {u* > t} é

um quasi-aberto, para todo t € R.

Dado um conjunto V' C R" quasi-aberto, definimos o espago
Hi(V) :={v e H? cap, {v* #0}NCV) =0},

que é um subespago fechado (na topologia forte) de H® (veja a Proposigao
1.3.3)). Observamos que se 2 C R™ é um conjunto aberto, entao a definigao de

H§ () dada acima coincide com aquela da pagina |§| (veja a Proposigao[1.3.4)).

Analogamente ao que é feito para conjuntos abertos, dizemos que u € H§(V)

¢ uma solucao de (—A)*u =1 em V se, para toda ¢ € Hi(V), vale

C(njs)// (u(x) — u(y))(e(x) — ¢(y))

2 |I _ y|n+25

dydx:/ﬂgp(x) dz. (1.8)

Definimos também a energia de um conjunto quasi-aberto V' como

Ey(V)= inf Jv]= inf {@[vﬁ{s—/‘/v}.

veHS(V) veHS(V)
Na Observacao [1.2.9] verificamos que existe um dnico v € H{ (V') que atinge

o infimo acima.
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(ix) Denotamos por vy a fun¢ao que atinge o infimo acima, chamada de fungao

energia do conjunto V. Neste caso, vy é a Unica solucao de

e, além disso, vale V' = {vy > 0} a menos de um conjunto polar [20, Prop.

2.8].

Para maiores detalhes acerca de conjuntos quasi-abertos e s-capacidade, refe-

renciamos [2, 20, 23].

Perimetro fracionario

Fixado s € (0,1), dado um conjunto mensuravel £ C R", definimos o perimetro

fraciondrio de ordem s (ou s-perimetro) de E como

1
P.(E :2// . drdy. 1.9
(B) g Jer |v—y[nTs (1.9)

Dizemos ainda que um conjunto E tem s-perimetro finito quando Ps(F) < oo.

Assimetria do baricentro

Dado um conjunto mensuravel 2 C R", definimos o baricentro e a assimetria do

baricentro de €2, respectivamente, por

1
- ;:_/ydy, () ::/ 11— |2 — zol|de. (1.10)
|Q| Q QA By (zq)

Observamos que a(£2) = 0 se, e somente se, {2 é uma bola de raio 1 (a menos de um

conjunto de medida nula). Além disso, a(-) é continua com respeito a convergéncia

1
loc?

1

de conjuntos em L locs

ou seja, se 1y, — Iy em L quando j — 00, entao

a(U;) — «(U), quando j — oo.

13
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Média nao local de uma funcao

Introduzimos uma funcao que faz o papel de ‘média’ na integral:

0, para |z| <,
ne(x) == Cp o . (1.11)
— = para |x| > T,
|z (|z|* = 7?)

onde C,, s é escolhida de modo que /777« = 1 para todo r > 0. Como pode ser

conferido em [7, Apéndice A.3]:

-1
! I'(n/2)
Cn’:s - / T 0/l 129  1\s dZ et sen(7s).
( CB;(0) |z|N(|z|2 _ 1)5 > EyLYE ( )

Com esta funcao média, podemos escrever a média fracionaria de uma funcao u

no “bordo nao local” de B,.(z) como

2s
/ el )y = we (o).
C

B (@) [T =y =yl =12

E importante salientar a analogia com o caso local do Laplaciano usual (veja

[11], Segao 2.2 ]), onde a média no bordo da bola B, é dada em termos da funcao

constante :
nw, r*1
1 Al
u(x) = —1/ u(y)dS(y), para u harménica em U D B,.(z).
nwp ™™ OBy (x)

Parametro s e constantes arbitrarias

Ao longo de todo o texto, a ordem do Laplaciano fracionario é um nimero real
s € (0,1), salvo mengao explicita em contrario. Além disso, utilizamos C, Cy, Cs, . . .,
para representar constantes positivas arbitrarias, que podem ser alteradas de uma
linha para outra, ficando explicitado, quando necessario, apenas os parametros de

sua dependéncia.

14



CAPITULO 1. PRE-REQUISITOS

1.2 Resultados preliminares

Nesta secao, elencamos algumas propriedades e resultados importantes relacionados

aos elementos definidos na se¢ao anterior que sao essenciais ao longo do trabalho.

Comecamos com duas proposigoes que reunem algumas relagoes concernindo a

transformada de Fourier.

Proposigao 1.2.1. Sejam f,g € .. Entao valem:

(i) |f(2)]? da = / £(€)de; (Teorema de Plancherel);
Rn

n

) [ s = [ i ds
(iii) § =57
(i) [+g=(2m)%]g.

Lembrando que o espaco de Schwarz .# é denso em L? podemos estender as

conclusoes da proposicao acima as funcoes em L2.
Proposicao 1.2.2. Sejam f,g € L'(R™). Entdo valem:
(i) fxg=(2r)% fg;
(1) If * gl < N fllrllgllers
(i) | f(&)g&)de= | f(€)g(€)de.
Rn Rn

Para mais detalhes da transformada de Fourier e demonstracoes dos resultados

acima, sugerimos a consulta de [15] [16].

Abaixo, enunciamos alguns resultados que relacionam o operador Laplaciano

fracionario com a transformada de Fourier. Maiores informacgoes sobre os espacos
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CAPITULO 1. PRE-REQUISITOS

H? e o operador (—A)*®, bem como as demonstragoes das trés proposigoes a seguir,

podem ser encontradas em [9].

Proposicao 1.2.3 (Prop. 3.3). Para toda u € . vale:
(—A)u=3F"(|¢]*Fu), VEeR™

Proposicao 1.2.4 (Prop. 3.4). O espago H® é equivalente ao espago

B {re s [+ IePIFOP I < oo

e, em particular, para toda v € H® vale:

Wl = o | IR ds

c(n,s)

sendo

o= ([ 1m0 ) Pl

que € a mesma constante que aparece em (|1.3)).

Conforme [9], os dois resultados acima permitem entender (—A)® como um
operador pseudo-diferencial de simbolo |€[**, de modo que é bem definido a acdo

(=A)2 : H® — L[? dada por (—A)2u = F 1 (|€]*Fu) , u € H®, para todo £ € R™.

Proposicao 1.2.5 (Prop. 3.6). Para toda v € H® vale que

S [N
onde c(n,s) € a mesma constante da Proposi¢ao |1.2.4).

Corolario 1.2.6. Se u,v € H?®, entao vale

onde ¢(n,s) € a mesma constante das proposicées acima.
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CAPITULO 1. PRE-REQUISITOS

Demonstragao. De fato, basta aplicar a Proposicao [1.2.5 para a funcao u+v € H?

para obter o resultado. O

Os préximos resultados, que sao provados em [20, Prop. 2.1, Prop. 2.2], res-
pectivamente, nos fornecem versoes da Desigualdade de Poincaré e do Teorema de
Rellich-Kondrachov para o espaco de Sobolev de um conjunto quasi-aberto 2 C R".
Observamos que para conjuntos abertos, tais resultados ja sao classicos e podem

ser conferidos em [9, [18].

Teorema 1.2.7. Seja Q C R™ um conjunto quasi-aberto de medida finita. Entao,

existe uma constante C' = C'(n,s) > 0 tal que

lull> < CNQ [Wls, Y€ Hy(9).

Teorema 1.2.8. Seja (2 C R™ um conjunto quasi-aberto de medida finita. Entao,
para toda sequéncia limitada {f;};en C H§(QY), existe uma subsequéncia { fj, }ren €

uma fungdao f € H(Y) tais que f;, — f em L*() quando k — oc.

A seguir, reunimos algumas observagoes acerca da energia de conjuntos quasi-

abertos.

Observagao 1.2.9. Se V' C R" é um conjunto quasi-aberto de medida finita, entao

existe um unico v € H§ (V) tal que

De fato, pelo Teorema podemos verificar que

L vremw),

c(n,s)

8

Jf =

onde ¢ = &(n,s,|V]) > 0 é um pardametro adequado, donde concluimos que J é
coercivo em H§(V). Assim, pelos argumentos do Calculo Variacional, juntamente

com o Teorema segue que existe um dinico minimizante v € HS(V') para J.
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Observacao 1.2.10. Sejam V' C R™ um quasi-aberto e v € H(V) uma fungao

atingindo o infimo

inf  J[f].
K%W)U]

Entao, (—A)®v = 1 em V no sentido das distribuigoes, isto é, para toda f € H§(V)

vale

ctns) [ 0o = 0 4y, [ sty

|z —y|" 2
Observagao 1.2.11. Temos que E (V) < 0 para todo quasi-aberto V' C R". De

fato, se u € H§ (V') é a fungao energia de V, entao

= [

e, consequentemente,

Observagao 1.2.12. Dado 7 > 0, por reescala, segue que E,(B,) = r*""E,(B;).
De fato, como (—A)*¥, =1 em B,, sendo ¥, (z) = 7, ,(r* — |z|?)%., pela observagao
aclma:

1 1

BB = =5 [ ualrt = laf)de = =5 [ 5o =yl dy = BBy,

T

Observacao 1.2.13. Para {2 C R" aberto, a solu¢ao ug do problema de contorno

u =20, em C(),

é comumente chamada na literatura de funcao s-torcao do conjunto €2, e neste caso,

a s-tor¢ao de Q) é dada por T,(Q2) = / ugn. Com relagao & definigao de energia de
Q

Q) que adotamos, vale a relacao F4(2) = —§TS(Q).

Além disso, se Bg é uma bola tal que |Q2] = |Bg|, entao segue da caracterizagao
variacional de T (veja [4]) e do Principio de Pdlya-Szegd nao local (veja [3, Secao

9.2]) que Ts(Bgq) > T5(22). Desta forma, temos E(Bgq) < Es(Q).
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O resultado a seguir é um caso particular de [19, Prop. 2.13] e fornece a com-

pacidade para o perimetro fracionario que precisamos no Capitulo 2.

Proposicao 1.2.14. Seja {E;}jen uma sequéncia de conjuntos em R™ com s-
perimetro uniformemente limitado. Entdo, existem uma subsequéncia {E;, }ien €

um conjunto 2 C R™ tais que Ej;, converge localmente para E, isto €,

/ 1g, o 1z, para todo compacto V C R".
v 1%

A proposigao abaixo, que pode ser encontrada em [2I, Lema 4.3], fornece uma

Férmula da Coarea para fungoes em

wet GLI/ / )|dydx<oo}
n n |:L'_ |n+s

Proposigao 1.2.15. Para toda funcio f € W*! vale

/n/ lz—y ‘n+s)|dydx—/zps({f>t})dt

O proximo resultado, que fornece uma estimativa para a diferenca entre a as-

simetria do baricentro de dois conjuntos limitados, é demonstrado em [3, Lema

4.2(b)):

Lema 1.2.16. Seja R > 2. FEziste uma constante d = d(R) > 0 tal que, para

quaisquer €21, Q9 C Bpg, vale
(1) — a($2)] < d|Q A,
onde Q1 AQs € a diferenca simétrica definida em .
Reunimos na observacao abaixo algumas propriedades sobre a solugao funda-
mental do Laplaciano fraciondario, definida em (1.5).

Observagao 1.2.17. (i) Temos que ® é semicontinua inferiormente, isto é, para

todo x € R" e toda sequéncia {z;};en tal que z; % 4, vale

liminf ®(x;) > ®(x);

J—00
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(ii) Vale que

@ n,s
R =
lz|>1 |z |lz|>1 2]

(iii) Por [I7, Apéndice A.3]:

/ dy=— 1 2] >
—2s y: n n— S’ x —T7
o TP =TT =7 ¥ = T2 son(rs) o=

(iv) Por [17, Apéndice A.4]:

/ 7"25 4 7.(%+1 1 | |
—: dy < = — x| <71
wise (Y12 = r2)s[y["|z — y[" 2 I'(3)sen(ws) |x["—2

(v) @€ .S jAque ® € L e |P| < A,, para |z| > 1. Além disso, por [15, Teo.

loc

2.4.6], no sentido das distribuicdes vale que ® = 272¢|¢|72%, ou seja:
b= [ rrNd vees,

Observando que
R 1

['(3)sen(rs) N Chs’

sendo C,, s a constante comparecendo na defini¢do da fungdo média n,, segue de (iii)

e (iv) acima que

n*® <P em R" e n+xP=> em R"\B,.

Para finalizar os resultados preliminares, apresentamos um lema que nos sera
essencial para a demonstracao do Teorema [3.1.3] sendo aplicado para a solucao
fundamental ® na construcao de uma funcao teste especifica. Este resultado é o

coroldrio do Lema 1.14 de [17, Secao 6, Cap. IJ.

Lema 1.2.18. Seja f: R™ — [0,00], f # o0, que satisfaz as sequintes condigies:

(i) f € semicontinua inferiormente;

@)

|x|n+2$

(i)

lz|>1

T < 00;
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(111) para todo x € R™ e p > 0 suficientemente pequeno, vale que n, * f(x) < f(z).

Entao, para cada x € R™ fizado, a fungdo r — n, * f(x) é decrescente.

1.3 Demonstracoes complementares

Provamos aqui alguns resultados que acreditamos nao serem novos, mas que nao

conhecemos uma demonstragao em tais condigoes.

Comecamos com uma proposi¢ao 1til para analisar o conjunto de positividade

do limite de uma sequéncia de funcées em L?, que usamos no préximo capitulo.

Proposigao 1.3.1. Sejam {us}ren uma sequéncia de fungoes em L*, v € L2,

{tk tren uma sequéncia de nimeros reais, Wy, := {ux > t;}, tais que:

i) ur, — v em L? quando k — oo;
i) eviste M > 0 tal que ||uy||L~ < M para todo k € N;
ii1) tp — 0 quando k — oo;

i) Wi, — W em L' quando k — oo, isto é, 1y, — Ly em L.
Entdo, V :={v >0} C W a menos de um conjunto de medida (de Lebesgue) nula.

Demonstracao. De fato, suponhamos que |V \ W| > 0. Neste caso, segue

lo = (ur = tr) 4 lle2 = llv = (ur = te) 4l 2w

> [[wlle2onwy = I (uk = tr)+ [ 2wy
2 [oll2onwy = 1w = te) 1l 2rwynwiy
> (ol 2wy — [[(ur = te)+ 2w awy),
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onde W A W, representa a diferenga simétrica definida em . Agora, como
NuellL2ow awy) < M|WAW,§|% — 0, quando k — oo,
concluimos que
v — (up — te) 4 ll2 2> lvllezonw) — (e = te) 2w awyy — lvllz2nwy >0,

o que é absurdo a nao ser que v = 0 em quase todo ponto de V'\ W, isto é, V. .C W

a menos de um conjunto de medida nula. O]

A proposigao a seguir é uma reformulacao de [23, Lema 3.8], onde a s-capacidade
¢ ligeiramente diferente da que definimos na pagina Por este motivo resolvemos
reescrever a demonstracgao feita nesta referéncia, a fim de explicitar alguns detalhes

sutis:

Proposicao 1.3.2. Sejam v,v; C H®, j € N, tais que ||[v; — v||gs — 0 quando
Jj — oo. Entdo, ezistem um conjunto P C R™ e uma subsequéncia {v;, } tais que

cap,(P) =0, e vl (x) gy v*(z), Vo € CP.

Jk

Demonstragao. Consideremos {v;, } uma subsequéncia tal que

oo
> kv, — vllfs < oo
k=1

1 o o
Definimos f;, := v}, Gy = {x; | fu(z) — v (2)| > E}7 keN eP:= ﬂ U Gy.

j=1k=1
Dado z € CP, existe ky € N tal que x ¢ G}, para todo k > ko, isto é

) szk(%

| =

|[fr(z) —v*(2)] <

e, consequentemente, fx(z) — v*(x) para todo x € CP. Agora, para verificar que
P tem s-capacidade nula, fixemos € > 0 arbitrdrio. Dai, existe N = N(¢) € N tal

que

> £
SRl < 5
k=N
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Observando que Gy é um quasi-aberto, existe Ay C R™ aberto de modo que G U Ay
€
é aberto e cap,(Ag) < pysst Desta forma, existe h, € H® tal que hy > 1 q.t.p. em

uma vizinhanca de Ay, e [hg]3. < cap,(Ag) + Assim, como k| fy —v*| > 1 em

5
ok+2"
Gy, segue que k| fr, —v*|+hy € H® e k|fy —v*|+ hxy > 1 q.t.p. em uma vizinhanga

de G}, e, consequentemente,
cap,(Gy) < [kl fr = o[ + Al
< 2[k[ fr. — v ([ + 2[3

< 2||k]fi — v*[l[Fs + 2 cap,(Ar) +

9k+1
. €
<26 fie = "Ml + 57
donde segue
cap,(P) < Z cap,(G) < 2e.
k=N
Como ¢ > 0 é arbitrario, concluimos que cap,(P) = 0. O

Proposicao 1.3.3. Se ) C R" é um conjunto quasi-aberto, entio o conjunto Hj(§2)

¢ um subespaco fechado (na topologia forte) de H*.

Demonstracao. Sejam u,v € H§(2), a,b € R, tome w := au+ bv. Entao w € H* e,

como
{w#0} C ({u#0}u{v#0}),
segue que cap,({w # 0} NCQ) = 0. Logo, HF(Q) é um espago vetorial.

Agora, sejam {v;}jen C Hj(2) e v € H?® tais que v; — v em H*® quando

J — 00, ou seja,
||Uj — vl + [Uj —v]gs — 0, quando j — oo.
Pela Proposicao podemos escrever V := {v # 0} = V, U P, onde

cap,(P) =0, e vj(x) — v(z) paratodo z € V.
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Notemos que,

reVe <<=  v(@)#0 e vi(x) — v(x)
< djoeN talquewv;(x)#0, Vj>jo
= zc (] Vi,

onde V;, = {vy # 0}. Portanto, V., C U ﬂ V. Consequentemente,

j=1k=j

cap, (V NCQ) < cap, (Gﬁ%ﬂCQ) icaps V,NCcQ) =0,

j=1k=j j=1

e, assim, v € H{(2). O

Para finalizar esta secao, justificamos a equivaléncia das defini¢oes do espago de
Sobolev Hj(£2) quando © C R"™ é um conjunto aberto. Para tal, consideramos a

definicao de capacidade dada por

CAP,(E) = inf {||u[|};s; v € H® e w>1 q.t.p. numa vizinhanga de E}.
Conforme [23, Teo. 4.1] e [2, Teo. 10.1.1], vale

H{(Q2) ={u e H*; CAP,({u" #0}NCQ) = 0},
e, assim, é suficiente provar o seguinte resultado:
Proposicao 1.3.4. Sejam R > 2 e E C Bg. Entao,
cap,(F) =0 <= CAP,(F) =0.

Demonstracao. ( <= ) Imediato ja que []gs < || - || zs-

(=) Consideramos ¢ € C°(Bayg) tal que

0<p<, p=1em Bg, V| <C,
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onde C' > 0. Fixemos ¢ > 0 arbitrario e seja u € H® tal que v > 1 q.t.p. numa

vizinhanca de £ e

[u]3;s < cap,(E) +¢ =e. (1.12)

Tomando v = u, temos v € H* e v =u > 1 q.t.p. numa vizinhanca de F. Assim,

2
— // [pulz) — puly)| dydx + lou(z)]? dz

|m - y|”+25 Rn
- (1.13)

Usando a Desigualdade de Hélder, combinada com |p| < 1 e a Desigualdade de

Sobolev fraciondria [9, Teo. 6.5], obtemos

(I = | Jeu(z)*dz

R

— [ leuw)P da
Bar
1

< (/BR ou(z) 2) (/BR dx)q

< C(n,5,R)||ul[72-
C[ ]Hsv

2 1 2
e 2 —i— — = 1. Agora, para (I) observamos
n—2s 2%

lpu(x) — pu(y)|?
/n /n |ZE— |n+25 dydl’

< 2/ / p(x e(@)u(y)® + [o(z)uly) — e(y)uy)|? dyds

’33 _ y’n+23

z)Plu(z) — u(y)? / / IPle(r) — o)l
=2 dydz +2 dyd
/n /n |$—y|n+28 y x+ n n ‘x_y‘n+25 y !
[u@)I’le(z) — o(y)?
ulh +2 / / - y|n+2s dy dz.

onde C' = C(n,s,R) >0, 2" =

que
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Agora, estimamos

JRCC Ry g R g T
n CBsr Bsr

|fL’ _ y|n+25 |ZL‘ _ y|n+2$ |JZ _ y|n+25
:/ o) dx+/ (@) =W |
CByp 1T — YT By T — oyt

= A + Ao, y € R™

Notando que ¢(y) = 0 para |y| > 2R, enquanto que |p(y)| < 1 para |y| < 2R, segue

2 1 3 n+2s
Al — / ’@(y)‘+2 dx S / B2R(§{228 de S ﬂBQR(y)/ (_) dl’,
CBsp [T — Y| T CBsr 1T — Y >3k N7

onde usamos que

|x—y|2%, se |yl <2R e |z| > 3R.

Dal, existe C' = C(n,s,R) > 0 de modo que A; < Clp,,.(y). Agora, para estimar

As, notemos que para |y| < 4R, usando que ¢ é Lipschitz, temos

2
Y 1
/ 120 SDJ(};” de < 02/ T nraes dx
Bap 1T — Y[ Bag [T — y["?s

1
<c? / S S
Bsr(y) |$ o y|n+25_2
< C(n,s,R),
enquanto que, para |y| > 4R, segue
|x_y| 2u7 se |$| <3R7

4

e, consequentemente,

1 4\ C(n,s.R
[t [ ()™ s O
Bap [T — Y|t Bsr MY |y

Assim, existe uma constante C' = C'(n,s,R) > 0 de modo que

]1CB4R(ZJ)) |

y € R™.
‘y’n+28

A2 S C <]lB4R(y) +
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Desta forma, observando que 1p,,.(y) < 1p,.(y), pelo Teorema de Fubini e as

desigualdades de Holder e Sobolev fracionaria, segue

2
¥ Py
[ [ M=l - [ a4+ 2 a

R’!L

1
< [ 1uPe (Lot + 2282 ) ay

R

U 2
~o([ wwpa+ [ )
B4R CB4R |y|

1
< Clul|72 | Bag|«

1
q
+ Cllul|7 (/ Jy| 72 dy)
ly|>4R

< Cllul| e

< C(n,s,R)[u]Fs,
7’ 1 2 . ’
onde ¢ > 1 é novamente tal que — + o = 1. Assim, concluimos que
q
(I) < C(n,s,R)[ulzs,
donde, por (1.13)) e ([1.12)) segue

CAP,(E) < C[u)%4. < Ce,

onde C' = C(n,s,R) > 0. Como € > 0 é arbitrario, fazendo ¢ — 0 obtemos o

resultado desejado. O
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Capitulo 2

Existéncia de minimizantes

quasi-abertos

Neste capitulo, o principal resultado é o Teorema que garante a existéncia de
um minimizante quasi-aberto para o funcional ¥ ; definido em para conjuntos
quasi-abertos contidos na bola Bg. O método utilizado é do tipo de diagonal de

Cantor.

2.1 Resultados auxiliares

Nesta secao, demonstramos dois resultados essenciais na prova do Teorema [2.2.2]
Como nao encontramos uma demonstracao destes resultados nestes termos, e con-
sideramos instrutivos os calculos e estimativas obtidas, incluimos as provas, por

conveniéncia.
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Proposicao 2.1.1. Sejam R > 2, Q C Br um conjunto quasi-aberto e u € HE(§2)

a solucao fraca de

Entao, w € L*>, com

lu| < Y s R*,

onde vy, s € a constante comparecendo na expressao do paraboloide fraciondrio Vg

definido em (|1.6)).

Demonstrag¢ao. Vejamos que u < Wg, onde Wg é a solugao de (—A)*Ur = 1 em

Bpgr, donde a conclusao do resultado segue uma vez que
\IJR(:E) = Tn,s (R2 - |x|2)i < %,SRQS-

Seja O := {u > Wg} e suponhamos que |O| > 0. Observamos que O C £, ja
que u = 0 fora de 2. Tomamos f := min{u,Vr} e escrevamos v = f + vy, onde
v1 = (u—Vg)L > 0em O. Como f € HS(2), temos J[f] > J[u], onde J é definido
em , e, consequentemente,

c(n,s)

4

el = [+ < B - [

Logo, usando o produto interno associado:

c(n,s)
J[Ul] S — 9

(f,v1)ms. (2.1)

Agora, tomamos ¢ := max{u,Vp} = Vi + v;. Neste caso, g € Hj(Bg) e, pela
unicidade do minimizante, J[g] > J[¥g]. Assim,

c(n,s)
2

Por (2.1) e (2.2), concluimos que

(U, 1) e < JJoi. (2.2)

(fivr)ms < (YR, v1)ms. (2.3)
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Observando que v; =0 e f < Ui em CO, enquanto que f = Wi em O, temos

y)(vi(z) —vi(y))
<f7 Ul) f Ul o / /co |x — |n+25 dy dz
/ / \x — (Ti(iz ) dy dz + (f, v1) ms(co)
(Yr(z) — Yr(y))(vi(z) —vi(y))
> (g, v1)Hs0 / /co |x s dy dz
(Vr(z (v))(v1(z) — vi(y))
/ / |m — y|nt2s dydz
= (UR, v1) s
> (f,v1)ms,

o que é um absurdo. Portanto, devemos ter g = Vg, ou seja, u < Ug.

]

Proposicao 2.1.2. Seja Q@ C R™ um conjunto quasi-aberto e w € HE() a sua

funcao energia. Parat >0, considere V := {u >t} ev:= (u—t),. Entdo, vale

Jv] < Eg (V) + |Qt.
Demonstracao. De fato, observando que

(= 1) Jare < [~ e = [u]ae

segue

7] = .33, - /V (1),

”8)[u]§{s—/u+/ -
Q oV

< E,(Q) + Q[

IN

< E(V) + 191t

jaque VCQ = Hj(V) C Hj(Q), e, portanto, Es(Q) < Es (V).
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CAPITULO 2. EXISTENCIA DE MINIMIZANTES QUASI-ABERTOS

2.2 Existéncia de minimizantes

Nesta se¢ao demonstramos o teorema principal deste capitulo, Teorema [2.2.2] que
garante a existéncia de minimizantes quasi-abertos para o funcional % ; que defi-
nimos logo mais. Antes disso, para a definicao deste funcional, vamos considerar
a funcao auxiliar f, definida abaixo e o funcional .%; definido no préximo lema,

ambos sendo necessérios para a definicao de ¥; ; dada em ([2.10)).

Consideramos a funcao

Nt —wy,), set<wy,
fn<t> =
(t_wn)/na se t > Wy,
onde w, representa o volume da bola unitaria de R” e 0 < 7 < 1 é um parametro

por ser escolhido. Esta funcao tem o papel de penalizar os conjuntos com volume

diferente da bola unitaria na minimizacao dos funcionais deste capitulo.

Notemos que f, satisfaz a seguinte condicao de Lipschitz:

n(te —t1) < fu(te) — fi(t1) < =(t2 —t1), para quaisquer 0 <t; <ty. (2.5)

I |~

O proéximo resultado é o andlogo do [5, Lema 4.5] para o caso fracionério.

Lema 2.2.1. Para todo R > 2, existe um parametro positivo 1 = 1(n,R,s) < 1 tal

que, a menos de translacao, By € um minimizante de
F5(Q) = E5(Q) + f7(12) (2.6)

dentre os subconjuntos quasi-abertos de Br. Além disso, existe Cy = Cy(n,R,s) > 0

tal que, para qualquer bola B,., com 0 <r < R, wvale

r = 1]

ﬁﬁ(Br) - gﬁ(Bl) >
Cy

(2.7)
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Demonstragao. Se 2 C Br ¢ um minimizante de .%,, entao a bola B com o mesmo

volume de  satisfaz, pela conclusdo apés a Observacao [1.2.13}

Fy(B) = Eo(B) + fy(IB) < E(Q) + £,(I0) = Z,(2).

Assim, existem bolas dentre os minimizantes de .%,. Agora, vamos encontrar 7 < 1
para o qual B; é um minimizante. Para isso, seja g(r) := %,(B,), 0 < r < R.

Neste caso, pela defini¢ao de .%, e a Observacao [1.2.12

r?tE(By) + nwp(r" — 1), ser <1,
g(r) =
n " — ]-
r?tE(By) + Endl” 72 (r ), ser > 1.
n

Vejamos que, com a escolha adequada de 7, existe C' > 0 tal que:

lim ¢'(r) < —é e lim ¢'(r) > % (2.8)

r—1- r—1t

De fato, primeiro note que para r > 1:

nwny, Tnil

g (r) = (n+28)r"t* 1B (B;) +

=t ((n +28)Ey(By)r* + nwn> :
n

donde, para
nwy,

T T 29)(—Ey(B)R®

temos, novamente pela conclusao apés a Observagao [1.2.13] ¢/(r) > 0 para 1 < r <

= Cp

R.
Por outro lado, para r < 1:
g'(r) = (n+2s)r" > Ey(By) 4 nuunr™!

S ((n 4 28) B (By)r* + nwnn) ,

1

. .. nwn1 2s
e, neste caso, 0SSul um maximo em rg = < ) . Tomando
gp "\t 29)(—E.(B)))
n < —E(B) =: 27
2w, 2
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obtemos ryp < 1 e
> — U 0. (2.9)

Além disso, para

(n+2s)(n +25 — 1) (—E,(B)) R _
n(n — 1w,

n < 1 Cy

temos ¢”(r) < 0 para 0 <r < 1.

Com a escolha

1
n=nn,R,s):= 3 min {cp,c1, 2},

segue que r = 1 é um minimizante de g. Para ver que n < 1, note que

(=E5(B1)) o] Wn N 16n <1
20 CE(B) ~ 2 2n+29)(—E(B))R> 4

enquanto que

nwy, Wn, <_Es(Bl)) 1
i+ 25 ) (B BRE L T CEBY)) T 2w, A

. Co 1
Logo, necessariamente ou 5 <lou—<l1

2

Assim, com tal escolha de 7] temos:

e lim ¢'(r) = (n+ 2s)Es(By) + nw,n < 2sE4(By) < 0;

r—1-

o lim ¢'(r) = (n+25)Ey(B) + "o > (R* — 1)(n + 25)(—E,(B,)) > 0.

r—1t n

1

Assim, para concluir .2.8 basta tomar ¢3 : = ———————.
28 2s(—E4(By))
1
Agora, seja g9 > 0 tal que |¢'(r)| > o, para todo 1 —g¢ < r < 14¢q, e notemos
C3

que &g s6 depende de n, R e s. Com isso, para r € (1 — gq,1 + &¢) vale que

r =1

lg(r) —g(1)| > 7
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Desta forma, para r € (1 4+ £, R] segue

€0

g(r) —g(1) 29<1+%0> —g(1) > 5—23 > M(T—l),

enquanto que, para r € (0,1), ¢"(r) < 0, ou seja, a funcao é concava, logo, por (2.9)),

segue

9(r) = 9(0) = r(9(0) = g(1)) = g(r) —g(1) = (1 =7)(9(0) — g(1))

— ) - o) > 1 - BB

Finalmente, para concluir o resultado basta tomar

4(R—1)cs 2 } '

Cy(n,R,s) = max {203, - CE(BY)

Estamos agora em condicao de definir o funcional %; ;, para o qual provamos a

existéncia de minimizantes quasi-abertos.

Consideremos entao

G(Q) == F35(Q) + \/e2 + 0(a() — ¢))2, (2.10)

definido para conjuntos quasi-abertos {2 C Bg, onde €; — 0 quando j — oo, e

o > 0 é um parametro a ser escolhido.

Observamos que nao é possivel concluir imediatamente que uma bola de raio 1 é
minimizante para %; ;, j4 que o termo da raiz quadrada é minimizado em conjuntos
com () = ¢;, onde af-) é definido em (1.10)). Entretanto, com a hipdtese de
que €; — 0, é esperado que a sequéncia de minimizantes (que provamos existir no
préoximo resultado), se convergente, convirja a uma bola de raio 1 em algum sentido

adequado.

No préximo resultado, que é o andlogo fraciondrio de [5, Lema 4.6], mostramos
que, para valores de o pequenos, um minimizante de %;; em Br é um conjunto

quasi-aberto.
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Teorema 2.2.2. Existe 01 = o1(n,R,s) > 0 tal que, se 0 < o1, entdo o infimo
inf {g@](Q% QO C BR}

¢ atingido por um conjunto quasi-aberto €2;.

Demonstragao. Para simplificar a notacao, escrevemos ¢ = %; ;. Seja { Oy, }reny uma

sequéncia minimizante de %; ; em Bp satisfazendo
1
9 (Ok) ginfgjtz, VkeN, (2.11)

e consideremos uy € H® a funcao energia de O, ou seja, O = {uy > 0}. Primeira-
mente, observemos que a sequéncia {uy }rey é limitada em H*, pois da Observagao
1.2.11] e da Proposicao [2.1.1], obtemos

c(n,s)

4 [U/k]%{s S / Uk S 7n,sR28|Ok| S C(H,R,S), VEk e Na
Oy,

e, da mesma forma,

lurllz < Vs R*|Ok] < C(n,R,s), VEkeN.
Assim, pela Proposigao [1.2.8] existe v € H§(Bpg) tal que, a menos de uma sub-
sequéncia, uy — v em L?(Bg) (e fracamente em H*®) quando k — oc.

Sejam ¢ = 1 e Vi = {w, > t1}. Mostraremos que, para cada k € N, existe
um nivel sy, € [0,#1] de modo que os conjuntos de nivel {u; > s} possuem

s
§—per1’metro limitado independente de k.

Agora, para vy = (ug —t1)+ €

ug(x), se x ¢ Vi,
() ==
ty, se v € Vig,

segue que uy = V1 + Ug. Dal, temos

l? = a2+ 2 [ (0 Z DM Z G g g1 g2

|z —y[" 2
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Como

Ul,k(x) - Ul,kz(y) =0 se z,y¢ Vik
e

ug(z) —uk(y) =0 se zy € Vig,
obtemos

(V1k(7) = vix(y)) (dr(z) — dk(y)) =
(ur(z) —t1)(th —wk(y)), para x € Vig, y ¢ Vig,
(t1 — up(y))(ur(x) —t1), para x ¢ Vig, y € Vi,

donde concluimos que (vy k, tg)gs > 0. Além disso,

(= u(y)) (ur(w) — 1) = (ui(y) — 1) (t — up(z))

e, portanto,
i =2 [ [ 0 g,

Vi Jeviy, |z — y|t2s

Consequentemente,

w2 = [vl,k]§+4/ / (ur() = 1) - W) gydp 4 (Bl (212)
Vi Jevi, R

donde concluimos que

[z < [ux]; = [vial:. (2.13)

Agora, como vy i, € Hj(V1), vale

c(n,s
E(Vig) < (4 )[vl,k]i—/ (W
Vik

e, por (2.11)) segue que

c(n,s
(T)[ukﬁ - /O u + fi(|Ok]) + Tj.0(Or) <
k
c(n,s) 5 1
1 [V1 k)5 — Vit fi(IVigl) + 1o (Vi) + T
Vik
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onde Tj,(A) = \/8]2- +02(a(A) — €)%, A C R". Usando que t — \/8]2- +02(t —¢;)?
¢ uma funcado de Lipschitz com constante o, juntamente com (2.5 e o Lema [1.2.16}

obtemos a seguinte estimativa:

c(n,s 1

) (]2 — [o0,412) + 71O ~ [Viil) < O] + 0dl{0 < wy < 1} + 7
onde d = d(R) > 0. Com a escolha gy < ZEd’ para o < oy segue que od < g, e
consequentemente,

c(n,s)

n 1
T (2 = [onal?) + g\{o <u <t} SlBpl+,  keN.  (214)

Da Proposicao [I.2.15] temos

/tl Py ({ug > t}) dt = /Oo Py ({ii > t}) dt

|y () — ik (y)]
- dyd
// iz — g3 v

= [l + IZa

onde, sendo B = Bap,

| (2 ()] |Uk: ()]
I—// dy dx e 12—2 dy dzx,
Ifﬂ—yI"“ Ix—y|”+’

Escrevendo também B, := B\ Vi, como uy =t em Vj , temos

I_/ k(@) = Bl g

|z — |”+2

Ny
By /B |.Z‘— | 2 Vig v Big |£L'— | 2

=TI+ 2,

donde, utilizando Cauchy—-Schwarz, para [; ; obtemos a estimativa

L, = / / [ n+ dyd:z:+2/ / [ :ﬁ( y) dy dz
Or\V1,x JOr\V1 ‘CL‘ - y‘ B\Oy J Op\V1 i, |:L’ - y|

_ 1
/ / [ (@ Z’_ﬁy)' dy dz + / / ———dyda
o\ Joavi, T =l 00V Jopv, [T =Yl
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~ _ ~ 2 1
+2 / / [ () Zigg” dy dz + 2/ / T dy dx
B\Ox c'),e\v1 5 |z —yl B\Oy J O3\V1 |z — 9|

2
— 1

/ / [k (@ ui(z v)l dy dx+2/ / ———dxdy

Bik J Bik [z —y|" Or\Vi,i /' Bsr(y |:L‘— "

= (@i, + C0.Ros){0 < up < ti}],

IN

enquanto que, utilizando a Desigualdade de Holder e fazendo uma mudanca para

coordenadas polares, para [ 5 obtemos

Vi JB\Vi ’35— |nt2s Vi JB\Vi ]:1:— s
_ 2
< (nwn(SR) |‘/1k‘> </ / ik (2) Zli(%ﬂ dy dx)
S Vi J B\Va |z —y

Portanto, para C; = C(n,R,s) > 0 adequada, segue

1
U ,d“ 2 2

L < [u ]H By T O | HO<up <t} + / / |k (2 nig?jﬂ dy dz

Vik o Bk |"L‘ - y|
Para I5, novamente utilizando coordenadas polares:
o] [ A ) [
|l‘— | O, JCB |.Z‘— |
= 2t1/ / —n+§ dy dz
o JeBr(@) [ =yl

S Cz (TL,R,S)tl.

Ainda, por (2.13) e (2.14) temos

- 1
2 < 2 = ol < (0Bl + 1) < sl Root,

c(n,s)

e consequentemente,

t1
/0 Py({uy > t})dt = I + I

< st + 1 ({0 < w < 1} + (Cst1)?) + Caty,
donde, utilizando (2.14), para uma constante adequada C' = C(n,R,s) > 0, con-

cluimos:

ﬁ/otl P%({Uk > t}) dt < O(tl + \/E)
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Desta forma, existem s, € [0,%1] e um conjunto Wi, = {uy > s1} tais que:

s (1+ %)
Ps(Wy) < — Ps >thHdt<C |1+ — VkeN.
s < = [T Pqu> a1+ —2).

Assim, pela Proposicao [1.2.14] a menos de uma subsequéncia, existe um conjunto
W1 C Bg tal que 1y, , — 1y, em L'(Bg). Além disso, a menos de outra sub-
sequéncia, existe s; € [0,¢;] de modo que s3, — s1. Notemos que {v > s;} C W,
pela Proposicao Se s; = 0, entao encerramos a demonstracao verificando
que a sequéncia Wi, é minimizante para ¢ e que W; é o conjunto quasi-aberto
que buscamos (fazemos esse argumento de maneira geral mais adiante). Se s; > 0,
entao existe um indice £; € N tal que 51, > % para todo k > k;. Consideremos

entao a subsequéncia anterior a partir deste indice.

1
Tomamos ts = min {E,%}, Vor = {ux > ta}, k € N, k > ky. Repetindo o

argumento acima, encontramos, para cada k, um nivel sy € [0,%] e um conjunto

Wa s = {ug > s} tal que

1
Ps (W- <C<1 —), Vk> k.
2( ok) < +\/E = K

Novamente por compacidade, existe Wy C By tal que, a menos de subsequéncia,
Lw,, — 1w, em L'(Bg), € sy — 53 € [0,12]. Mais uma vez, se s, = 0, finaliza-
mos a prova verificando que W5 é o conjunto desejado. Observamos novamente que
{v > s} C W5 a menos de um conjunto de medida nula. Se sy > 0, entao existe
ky € N, ko > ky, tal que sgp > %2 para todo k£ > ky. Desta forma, observamos
ainda que

s
Sop <o < 51 < Sik, Vk 2=k,

e, portanto, Way = {ur > sox} D {ur > s1x} = Wix, donde concluimos que

Wy C Wa.
. I s .
Tomamos t3 = min —3, 5[ Vap = {uk > t3} e repetimos todo o argumento,

V3

concluindo entao que existem s3 5, € [0, 3] € W3, = {uy > s3} tais que P (Ws) <
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1
C (1 + —) . Consequentemente,

Vis

]11/[/371C — ]1W3 em LI(BR), S3k — S3 € [0,t3], quando k — oc.

Mais uma vez, temos {v > s3} C W.
Repetindo o processo indutivamente, temos duas possibilidades:

(I) Existe m € N tal que s, = 0. Neste caso, vejamos que {W,, x }x>k,,, onde

Wingk = {ug > Smi}, € uma sequéncia minimizante para ¢. De fato, escrevendo
c(n,s . ., . ,
clls = (4 )[]Hs e usando a notagao 7}, ja definida logo apés (2.13)), segue pelas

propriedades Lipschitz de f; e T},

G (W) < cl(ug — $ui) o] — /W (s = )+ S5 Wonik) + Ty (W)

<4(0) + / . / it S Wl — F3(1OK) + £ (W]
Ok Wik

- Tj,a(ok) + Tj,a(ka)

1
<inf¥ + E + sm7k|(’)k| - (ﬁ — dO’) |Ok \ I/VWJJ7

Ui

donde, com a escolha de o7 < 20’ concluimos que ¢ (W, ) — inf¥ quando
k — oo.
Além disso, observamos que V' := {v* > 0} C W,,, onde v* é o representante

quasi-continuo de v. Por outro lado, podemos redefinir, se necessario, v* como

identicamente zero fora de V' sem alterar os valores de [v*]; e de / v, uma vez
v

que v* = 0 q.t.p. em CV, e desta forma temos v* € Hj(V). Portanto, como

v =0 q.t.p. segue

E (V) < Jv*| = Jv].

Assim, pela semi-continuidade inferior de [], e a convergéncia de {1y, ,} R
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L'(Bg), temos

E(V) + fi([Wal) + Tje(Wn) <
1i]£n inf (c[uk]i — / (ur = Smk)+ + fa([Winrl) + T]O’(ka))
—00 Wik

<inf¥

< E(V) + f7(IlV]) + 1o (V),
e, consequentemente,

NWn \ V] < do|W,, \ V.
Portanto, €2; = V' é o minimizante quasi-aberto. Além disso, notemos que

. . - 1
P5(Q)) = Py(Wy,) < liminf Py (W) < C (1 i \/ﬂ) =

(IT) Encontramos sequéncias {W;};en e {s; }ien tais que:

i) para cada i € N, s; = lim s;4, com s;41 < s;. Além disso, s; — 0 quando
k—oo

17— 00;

ii) para cada i € N, 1y, é o limite em L'(Bg) de Ly, ,, onde Wiy = {u > s}
Neste caso, por construgao temos s;1 ; < s;x, €, consequentemente, W; C W44

para todo i € N;

iii) notemos que, como o7 < %, segue
W) < el = sia)s = [ (e = i)+ FoWial) + T
Wi k

<Y(O) + /Uk - / uy + si k| Wikl — f7(10x]) + f(IWikl)

O Wi k
- Y},U(Ok) + ﬂ,a(‘%,k)
1 -
Sinfg—l-E—F / uk+s,~7k|VV,~7k|+(d0—77)|(’)k\I/VZ~7k|
O\Wi;

1
Slnfg—i—g—i- / uk—l—si,kH/Vi,k], z’,kGN.

Br\W, i,
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Agora, tomando V; := {v* > s;}, V := {v" > 0}, pela Proposicao temos
V; € W; a menos de um conjunto de medida nula, V; C V;,1, para todo 7 € N,

e, além disso, 1y, — 1y monotonamente e em L'(Bg) quando i — oo.

iv) {Vi}ien é uma sequéncia minimizante para ¢. De fato, pela Proposicao [2.1.2}

GW) < TN =)+ (VD + Tho(V)

< Tl = s)s] + f(V) + T (V)

< E(Wi) + sial Ol = Tl(wx — sia)s] + Tl = 51)1]
(Vi) + T (V)

= G(Wir) + 3sinl Okl + 952 ([(v = )42 = [(wx = 500):]2)
+Aﬂmwwmn—[y~&n—ﬁmmm+ﬁmw
T30 (Wik) + T30 (Vi)

< G+ sl Bal + 2 (0 — 5112~ (s — 50)4T)

+/w—/v+MW—hW%m+ﬁmm
Br Vi
Ty (Wig) + To(Vi),

agora, COmo Uy 2% 4 em L*(Bg), f; e Tj, sdo continuas com respeito a
convergéncia em L'(Bg), e [-]? é semicontinuo inferiormente, fazendo k — oo
obtemos:
) <intg+ [ s (VI + 318al) - (WD + S
Br\V;
— Tjo(Wi) + Tjo (Vi)
Shﬁ%+t/v+&CBﬂ+ﬁw—mH%\w
Br\V;

Slnfg—i‘ / U+SZ‘C|BR|
Br\V;

1—00

= inf¥.

42



CAPITULO 2. EXISTENCIA DE MINIMIZANTES QUASI-ABERTOS

Finalmente, observando que, como V; C V para todoi € N, e V = lim V; em
1—00

LY(Bg), segue H§(V;) C HS (V) e

AV) = nf T+ (VD) + T (V)

< inf Jlgl+ (Vi) + 150 (Vi)

T geH§(Vy)
+ (V] = f7([Vil) + 1o (V) = T, (Vi)
= inf¥,

donde segue que V' minimiza ¢ e, como V = {v* > 0} é um quasi-aberto,

concluimos o resultado. O

Observacao 2.2.3. Em virtude da natureza nao-local do problema, nao foi possivel
obter uma estimativa uniforme para o perimetro fracionario de conjuntos de nivel
do tipo {uy > t;} com t;, — 0, a partir da qual seria obtido de maneira mais direta
o minimizante para 4. Isto levou a modificagao (em relacao ao que é feito em [5])
utilizando conjuntos com nivel fixado {uy > t;}, requerendo outras abordagens para

a obtencao do minimizante.

Observagao 2.2.4. Observamos que no caso (I), em que existe uma sequéncia
de niveis convergindo para zero de modo que o §—per1metro ¢ uniformemente limi-
tado, obtemos o minimizante Q; = W,,, com §—per1metro finito, limitado por uma

constante que nao depende de j.

Com algumas hipdteses adicionais (em concordancia com [5]) podemos obter
mais propriedades acerca dos minimizantes {€2;};en provenientes do teorema acima.
Para isto, suponhamos que existem uma sequéncia {U,} ey C Bg e uma constante
C(o) > 1 satisfazendo:

Jj—o0

|Uj| = |Bl|, OZ(U]‘) =& — 0, ES(U]) — ES(Bl) < C(O’)gj, ] c N, (215)

Proposicao 2.2.5. Sejam {§2;} a sequéncia de minimizantes de ¥ ; obtida no Te-

orema e {U;} uma sequéncia de conjuntos satisfazendo (2.15)). Entao, valem:

43



CAPITULO 2. EXISTENCIA DE MINIMIZANTES QUASI-ABERTOS

(a) Eziste uma constante Cy(c) > 0 tal que
0 < 7(Q) — F5(B1) < Calo)e; e |a(Q) — g5 < Co(o)ey;
(b) Eziste uma constante Cs(c) > 0 tal que
€] = [Bil] < C(n,R,5)C3(0)e;.

Demonstragdo. Pela minimalidade de €; e por (2.15)):

Fa() + 85 < Fa(Q) + /2 + 02 () — &)
= %5,;(€)
< %;(U;)
= B(U)) + f;(1U;) + V&2 + 02 (a(U)) — &5)°

S yﬁ(Bl) -+ 02(0')8]'.

Como B; é minimo de .%;;, concluimos (a) com Cs(0) = C(0) — 1. Além disso, pela

mesma conta acima segue

J

Vei+o2a(Q) —g)2 < Ghlo)e; = o (a() —g)* <& (Co(0)* - 1),

02(0')2 —1

donde concluimos (b) tomando Cs(0) =
o

Finalmente, lembrando que se B; é uma bola com o mesmo volume de §2;, entao
F5(B;) < F5(8;) e, pelo Lema 2.2.1
|rj = 1]
Fi(Bj) — F5(B1) = :
on

1
O\ 7
onde Cy = Cy(n,R,s) >0er; = <M) . Logo, segue
Wn,

1 1
1] = wnl < C,R) 117 — wi

< C(n,R,s)Cs(0)e;. O
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CAPITULO 2. EXISTENCIA DE MINIMIZANTES QUASI-ABERTOS

Observagao 2.2.6. O item (a) da Proposicao acima diz que a sequéncia de mini-
mizantes {2, };en preserva a desigualdade relacionada a energia que ¢ satisfeita por
{U;};en, enquanto que (b) e (c¢) afirmam que, se existir o limite jlggo Io, = 1g em
L'(Bg), entao necessariamente | A B;| = 0. Ou seja, a sequéncia de minimizantes

{€Q;},en, se convergente, converge a uma bola unitaria (a menos de uma translacao

ou de um conjunto de medida nula).
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Capitulo 3

Propriedade da média para

funcoes s-sub-harmonicas

1
Ao longo deste capitulo consideramos 0 < s < 27 0 que permite obter mais proprie-
dades das fungoes 7, e @, definidas em (1.11]) e (1.5]) respectivamente. A saber, com
s neste intervalo, obtemos que 7, € L? e que ® € L' + L?, assim possibilitando usar

as propriedades da transformada de Fourier das Proposigoes e(l.2.2) além de

garantir que ® 6 dada como uma funcao definida em quase todo ponto.

Estudamos aqui algumas propriedades de fungoes s-sub-harmonicas definidas
em . O resultado principal é o Teorema , demonstrado na Secao [3.1} que
garante uma propriedade da média para fungoes s-sub-harmonicas em um conjunto
aberto 2 C R”. Na Secao obtemos, como aplicagao dos resultados da Segao |3.1],

uma estimativa local para funcoes com média pequena.
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CAPITULO 3. PROPRIEDADE DA MEDIA PARA FUNCOES
S-SUB-HARMONICAS

3.1 Propriedade da média para funcoes s-sub-

harmonicas

O objetivo principal desta secao é demonstrar o Teorema|3.1.3] que estabelece
uma estimativa para funcgoes s-sub-harmonicas em termos da sua média no “bordo

nao local”.
Para realizar a prova do Teorema [3.1.3| sao necessarios alguns lemas auxiliares.

Lema 3.1.1. Para quaisquer v € H® e ¢ € H?® vale

(wp) s = (u, (=A)°p) 2. (3.1)
(=A)2u, (=A)2p) 12 = (u, (~A)*Q)2, V€ H*.

Para isso, primeiro vamos mostrar que para u € H*, vale (—A)2u = F ' (|¢]*%) no

sentido das distribuicoes. De fato, dada g € .7, pela Proposicao temos:

= [z (e9
= [Gers
:m

= / [aF g
— [ (g g
= 57 (1) ().

onde em x e xx foram usadas as propriedades da Proposicao [1.2.1} além do fato de

u e g serem fungoes reais. Pela Proposigao m temos (—A)2u = F 1 (|¢]*a) € L2,
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e, desta forma, dada ¢ € H?:

O

Lema 3.1.2. Seja v € H® N L*>® uma fungao s-sub-harmonica em um conjunto

aberto 2 C R"™. Entao, para quase todo v € Q2 e 0 < ry < ry, tal que B,,(z) C Q,
vale u* 1, () < ux*n.,(x), onde n, € a fungao média definida em (1.11)).

Demonstracdo. Sem perda de generalidade tomamos x = 0. A ideia é utilizar a
Equacao ([1.7) com a fungao teste ¢ = ® * (n,, — n,,), entretanto precisamos nos
atentar a algumas sutilezas para garantir que essa é uma funcao teste adequada.

Inicialmente, notamos que, pelo Lema [1.2.18 e a Observacao [1.2.17], temos 1 > 0.

Além disso, pelo item (iii) da mesma observacao, para |y| > ry temos

e, (y) — P xnypy(y) = P(y) — (y) =0,
logo v =0 em CB,,.

Fixado i € {1,2}, mostramos que ¢; = ® x n,, € H* verificando a validade da

relacao

—

O %1, = (27)2 D7y (3.2)
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Observamos que ® nao pertence a nenhum espaco LP, mas podemos escrever
® = (D~ fi) + fr, onde fi, = Lep, ® € L?, e (® — f;) € L, para todo k € N, ja que
n —4s > 0. Neste caso, a transformada de ® é definida q.t.p. ja que

~

S=0— f+ fre L™+ L2

Desta forma, como 7,, € L' N L?, pelas Proposigoes e segue que

—

—_—

e, portanto, ® 7, = (21)% &7,
Finalmente, pela propriedade (v) da Observagao [1.2.17] temos
€7@ %1, = Cl¢[* @0y, = Oy, € L,

e, pela Proposigao [1.2.4] concluimos que ® * n,, € H*. Portanto, v € HZ*(B,,), e,
desta forma, pelo Lema segue

0> <u7 w>Hs = <ua (_A)Sw>L2 = U 777“1<0) — U Ty (0)7
donde concluimos o resultado desejado.

O caso geral x # 0 pode ser obtido considerando a funcao u,(y) := u(y + x),
que é s-sub-harmonica em 2 — {z}. Assim, para 0 < r; < rqy tal que B,,(z) C {2,

segue que B,,(0) C Q — {z} e, como

wenn () = [ ate =g @) dy = [ waon) = w0, =12
provamos o resultado. [

Teorema 3.1.3. Seja u € H° N L>® uma func¢dao s-sub-harmonica em um conjunto
aberto e limitado Q0 C R™. Entdo, para quase todo x € Q er > 0 tal que B.(z) C Q

vale:

2s
uw) < | OnerZuly) g, (3.3)
cBo(x) 1T —y|"(Jo —y[* —r?)s
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Demonstragao. Pelo Lema acima, para quase todo x € €2, a funcao r +— uxn,(x) é
decrescente e limitada por baixo, logo converge. Assim basta verificar que de fato

converge para u(z) em quase todo x € ).

Sem perda de generalidade, consideramos = = 0. Observando que {2 C Bpg, para
algum R > 0 e utilizando a mudanca de variaveis y = rz, temos:

2s
. c CB1NBRr

g, [yl (lyl? —r?)* minsg |22 = 1)°

Seja 0 < & < 1 a ser escolhido posteriormente. Como [ 7, = 1 para todo r > 0,

segue que

/CBT w(y)nr(y) dy = u(0) = /CBmBR u(rz)m(z)dz — / u(0)m(z)dz

CB1

:[1+12_I37

onde

n-/ O = / ()~ w0 () a

I3 = /CB 1 w(0)ny(2) dz.

R-"X
Agora, observamos que:

i< | Crslu(r2) = u(O)]
B

R+%\Bl+6 2" (|2]* = 1)®

Chs /
< ’ u(rz) —u(0)|dz
(1+06)"(26 +62) Byy1\Bits [ulrz) = u(O)]

On S / -
S« VI u(y) — w(O)lr " dy
(1 + 5) (26 + (52) BT(R+%)\BT(1+5)

Ch.s \"
<Sx(rez) £l -uOld
5 o) Iy |
T‘(R+;§)

(116 ][ uy) — u(0)] dy,

By (1+4)
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enquanto que
Bl [ ) - w0 () d:
Bi4+5\B1
< (= +w)) [ m(z)d,
Bi45\B1

e, finalmente,

L) = / o) d:

R+5
Cns
< |u(0)] e s 42
ey, IR = 1)
oo 1
S |g(0)|Cn,5nwn/R ) m dt
+5

< [w0)|Cosneon / T ey
(R=1)*  Jgryt
1
= |u(0)|Cy(n,s,R) ————.
Fixe e > 0. Como 1, € L', é possivel escolher &6y = dy(n,s,u,R,e) > 0 tal que
€
L] + 5] < 5,

e, pela definigao de u(0), existe 1o = 7¢(do,u,n,s,R,e) > 0 de modo que

g
a)

5 VO<7"<7’0.

|| <

Portanto,

CnS 2s C’ns
/ r, 7’2 u<y; ~dy :/ o, uz(rz) 4z — u(0), quando r -0,
es, I (Jy[* —r?) csinBg 12727 = 1)

Novamente, o caso geral é obtido com a funcao u,(y) := u(y + x) no lugar de u.

]
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3.2 Uma estimativa local para funcoes com média

pequena

Nesta secao obtemos, como aplicacao dos resultados da secao anterior, uma

estimativa uniforme em torno de um ponto cuja média fracionaria é pequena.

Para isso, precisaremos do Lema a seguir que possibilita estender a estimativa
da funcdo do centro da bola (da média) para qualquer ponto numa vizinhanga

suficientemente préxima do centro.

Lema 3.2.1. Sejam g € L*®(R"™) uma fun¢ao nao-negativa, x € R" € 0 < p; < po.
Definimos

p2
O(p1,p2,7) ;:/ g *n,(x) dp.

P1

Entao, existem C = C(n) > 0 e pardametros ps e py tais que 0 < p3 < p1 < pa < pq,

e para todo x € B% vale

@(1017P27$) S O@(p37p4a0)' (34)
P2 — p1 P4 —P3

Demonstracao. Fixemos x € Bei, e observemos que
4

P2 Cns 2s
O(p1,p2,) =/ / grfy) ad - dydp
o1 JCB,(x) lz —yl
P2

(Jz —yl? = p?)
=/ng(y)/ no(x —y) dpdy,

P2
e tomamos I(x,y,p1,p2) = / n,(z — y) dp. Vejamos que existe C' > 0 tal que
p1

I(xayuphpQ) S 01(07y7p37p4)’

De fato, para y # z, y # 0, vale |z — y| = 7|y[, onde v = y(y) = |z —y| > 0.
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Dai

(7 Cusp™le,w)(Y)
Hew o) = / o=yl — P — 7
_/” CrspLep, @) (Y)
o Y = (/7))
1 /pm (t7)*Lep,, () (Y)Y
T gy TP - )

<L 251, (y)
= n—1 n 2 2\s dt
Y Sy MY (y? —12)

1
= _1I (07y7&7@) Y
" v

onde em x usamos que y|y| = | — y|. Com isso, concluimos

dp

dp

dt

1 P1 P2
](75;%/)17P2) = n—lI <07y7_7_> .
g v

Agora, para estimar -y, notamos que, para y € CB,, (x):

P1 3
Yyl 2|z —yl=lz[>p —F=7m = 2=

lyl
7

Desta forma, segue que

1 ) 2
Yyl =le—yl >yl —lz| >yl |1-< ) =3y = 7z 3

3 3

enquanto que, por outro lado,

4 4
7|y|§|x|+|y|§§|y| = <3

2 4
Portanto - < v < —.
3 3

Definimos os parametros

p3 = 4P1 > P1, P4 = 2P2 = P2,

: P 1 3
para os quais temos p3 < p; < p2 < pg. Além disso, vale <|z

,yn—l 2
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Portanto,

(0),

N

3 TL—].
I(x,y,p1,p2) < (§> 1(0,y,p3,p4) Ve Be

n—1
e, com isto, tomando C; := (§> , concluimos

®(x7p17p2) - / g(y)l(xhyaplapQ) S Cl/ g(y)](07y7p37p4) dy = Cl®<07p37p4)7

n n

© o0
(z,p1,02) <0 ( ,P37P4)'
P2 — P1 P2 — P1

Finalmente, escolhendo py = 2p;, temos

donde segue

3 9
= §p2 = 3p1 = Pas— pP3 = Zplu

9
donde, tomando C'= C(n) := ZC’l > 0, com as escolhas de ps, p3 € py acima, segue

que, para todo x € B%, vale (3.4)).
O

Teorema 3.2.2. Seja u € H* N L™ tal que (—A)*u < 1 em R". Dado z, € R,

suponhamos que existem constantes positivas m e p tais que

Cns 2s
/ un(y) ’ p 5 I dy S mps. (35)
CB,(z0) ly — zo|"(Jy — wo|? — p?)

Entao, existe uma constante C' > 0 dependendo apenas de n,s de modo que, para
todo r € (0,1/3), vale

sup u < C(mp® + p*). (3.6)
Bp (wo)

Demonstracao. Sem perda de generalidade assumimos zo = 0 e supomos que exis-
tam m,p para as quais vale (3.5). Como a funcao u — ¥, é s-sub-harmonica em

B,(0), segue pelo Lema que, para todo 0 <7 < p:

_ 2s _ 2s
/ (u ‘ij) (y)cn,sr dy < / (u \Dp)(y)cn,s/)
CB, CB,

dy < mp®.
ly[*(y|* —r2)° yl"(yl* = p*)°

o4
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1 . . A
Dado 0 < k < 3 consideramos os seguintes parametros:

3
p1 = Kp, m=2wn/%=1w7ﬁuz&w<n

Combinando o Lema [3.1.2] e o Teorema [3.1.3| com o Lema para a fungao
g = (u—V,); e os parametros acima, concluimos que para quase todo z € B

vale:

1

p2
/ / (w—=V,)(y)ne(z —y)dydr
P2 = P1 Jpy JeB,(2)
1

P4
<C / / (u—=,)+(y)n-(y) dydr
P4 — P3 Jps JeB,

1 P4 ) o
<c— 7 [ )+ ) dyar
P4 — P3 Jps JeB,

(u=W,)(2) <

< 02p28 T C¢7nps7

e, consequentemente,

supu < C(mp® + p*). O

Brp
1
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Capitulo 4

Perspectivas futuras

Na sequéncia deste trabalho pretendemos aprofundar a investigacao da estimativa
local estabelecida no Teorema |3.2.2] com o objetivo de estender o resultado para
a ordem s > 1/2 e, em paralelo, aplicando-a & fungao energia de cada conjunto
Q; da sequéncia de quasi-abertos produzida no Teorema [2.2.2] com o objetivo de
produzir constantes m e p adequadas para as quais seja possivel concluir que, nao
so os valores da funcao ficam controlados numa vizinhanca de um ponto onde sua

média é pequena, mas que de fato a fungao € igual a zero nesta vizinhanca.

Pretendemos também explorar propriedades geométricas da sequeéncia {€2;},
provando que se tratam na verdade de conjuntos abertos e que, quando j — oo,
convergem para uma bola de raio 1, como jé sugerido na Proposigao 2.2.5] Mais
além, o objetivo serd verificar se de fato esta convergéncia se d4 na norma C*, para
algum k£ € N. Com isto, esperamos concluir que a sequéncia {€;},en, a partir
de algum indice suficientemente grande, é composta de conjuntos quasi-esféricos, e
assim possuem boa regularidade de fronteira. Isto segue a ideia da construcao dos

conjuntos “bons” do Principio de Selecdo mencionado na introducao.

Aplicacoes de tais resultados, além de seu interesse por si s, podem levar a

o6



CAPITULO 4. PERSPECTIVAS FUTURAS

construcao de um Principio de Selecao no contexto do operador Laplaciano fra-
cionério, que podera ser 1util na determinacao de uma versao quantitativa étima
da Desigualdade de Faber-Krahn fraciondria, a qual, até onde nos consta, nao é

conhecida.
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