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Resumo

Neste trabalho, analisarei a estabilidade do diodo Pierce como funcdo dos
parametros pertinentes ao sistema no caso de um feixe frio (temperatura zero), de
um feixe isotérmico e de um feixe adiabatico. O diodo Pierce classico é um sistema
unidimensional que consiste em um plasma limitado entre duas placas paralelas
aterradas, com densidade i6nica n, uniforme, onde um feixe monoenergético de
elétrons é injetado com velocidade v, e densidade n,. Esse sistema ja foi invocado
em diversas aplicacfes praticas, tais como neutralizacdo do feixe idnico para fusdo
por confinamento inercial, geracdo e amplificacdo de microondas, etc. Como
mostrado na literatura, no caso frio, o sistema apresenta um rico comportamento
dindmico em funcao de um Unico parametro de controle. Neste trabalho, deduzirei, a
partir da equacao de Vlasov, as equacdes de fluidos para levar em conta os efeitos
térmicos. Procedendo com a linearizacdo das equacdes e aplicando as condi¢des de
contorno do diodo Pierce, obterei a relacdo de dispersdo de cada caso, que sera
cuidadosamente analisada. Em particular, para os casos com efeitos térmicos, sera
mostrado que a primeira instabilidade e as pequenas regides de estabilidade

acontecem para valores do parametro de controle menores que no caso frio.

Palavras-chave: Diodo Pierce, Diodo Pierce com efeitos térmicos, plasmas

delimitados.



Abstract

In this work, | will analyze the stability of the Pierce diode as a function of the
relevant parameters to the system in the case of a cold beam (zero temperature) of a
isothermal beam and a adiabatic beam. The classical Pierce diode is a one-
dimensional system, which consists of a plasma with ionic density n, uniform
between two parallel plates in short-circuit condition in which a monoenergetic beam
of electrons is injected with speed v, and density n,. This system has been invoked
in several practical applications such as ion-beam neutralization for inertial-
confinement fusion, microwave generation and amplification, etc. As shown in
literature, in the cold case, the system presents a rich dynamical behavior as a
function of a single control parameter. In this work, | will deduce from Vlasov
equation, the equations of fluids to take account the thermal effects. Proceeding with
the linearization of the equations and applying the boundary conditions of the Pierce
diode, | will obtain the dispersion relation of each case that will be carefully analyzed.
In particular, for cases with thermal effects, it will be shown that the first instability
and the small regions of stability occur for values of the control parameter lower than

in the cold case.

Keywords: Pierce diode, Pierce diode with thermal effects, bounded plasma.
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Capitulo 1

Introducao

O objetivo deste trabalho é analisar a estabilidade linear do diodo Pierce em
funcdo dos parametros de controle, nos casos em que o feixe de elétrons injetado
obedece as seguintes equacdes de estado: temperatura nula, temperatura uniforme
e adiabatico.

Para tal, seguirei 0 seguinte procedimento. Primeiro, apresentarei o diodo
Pierce, mostrando as suas condicdes de contorno e algumas aplicacdes que
implicam a importancia da andlise de sua estabilidade.

Em seguida, falarei sobre a aproximacao de fluidos para plasmas e sobre a
teoria cinética dos plasmas. Isso é necessario, pois um tratamento puramente
cinético seria demasiado complicado para atingir meu objetivo. Entretanto, podemos
usar a teoria cinética para deduzir as equacdes de fluidos de maneira muito mais
simples do que uma deducdo baseada, por exemplo, em conservacfes de
determinadas quantidades e em computacdo de todas as forcas que atuam sobre
um elemento de volume do plasma, em cada um dos casos que serdo analisados.
Em particular, deduzirei a equacao de Vlasov.

De posse da equacdo de Vlasov, o proximo passo serd a deducdo das
equacles de fluidos para os trés casos. Solucionando tais equacfes, no regime
linear, obterei uma relacéo de disperséo.

Por fim, analisarei a relacdo de dispersao para cada caso, interpretando suas

solugdes, alcancando o objetivo deste trabalho.

1.1 O diodo Pierce

Em 1944, John Robinson Pierce, em [1], propbs-se a estudar o fluxo de
elétrons em regibes do espaco envolvidas por superficies equipotenciais e na
presenca de ions uniformemente distribuidos. Seu objetivo era predizer qual a

corrente de elétrons maxima suportada por um dispositivo feito de plasma, isto €,



1.1 O diodo Pierce

para uma dada geometria, descobrir o valor maximo de corrente para qual o fluxo de
elétrons € estavel.

Uma das geometrias analisadas por Pierce sera chamada, neste trabalho, de
diodo Pierce’. Como mostrado na figura 1, ele consiste em duas placas paralelas,
suficientemente grandes quando comparadas com a distancia entre as placas (L)
para serem consideradas infinitas. O movimento relevante da-se em apenas uma
dimensdo. Além disso, as placas estdo aterradas (potencial eletrostatico nulo) e,
numa delas, um feixe nao-relativistico de elétrons é injetado com velocidade e
densidade iniciais, respectivamente, v, e ny2. O movimento dos elétrons € indicado
pelo sentido da flecha. Ao fundo, ha uma densidade n, de ions, uniformemente
distribuida e, por hipotese, estatica. O problema que deve ser resolvido deve

obedecer a essas condi¢es de contorno.

fons

Figura 1: Forma equueméticé do diodo Pierce.

A aproximacao de ions estéaticos significa que os fendbmenos que esperamos
observar sdo de tédo alta frequéncia que, no intervalo de tempo em que acontecem,
0S ions, muito mais massivos que o0s elétrons, podem ter seu movimento
negligenciado. Portanto, quando deduzirei as equacdes de fluidos, estara
subentendido que séo as equacdes para apenas uma das espécies: 0s elétrons.

Diversos autores, por exemplo, [2] e [3], classificam o diodo Pierce como o
mais simples sistema de plasma com dimensdes finitas. No caso de temperatura
nula, amplamente estudado na literatura, o problema da estabilidade fica todo
resumido a um anico parametro de controle, que aqui chamarei de «, sendo definido

por

! Essa é apenas uma das geometrias que podemos nomear assim.
? Essas S0 as condi¢des de contorno do problema.
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1.1 O diodo Pierce

L
=—w,, 1.1.1
a o wWp ( )

2 . L,
onde w, = /:"; é a frequéncia de plasma, —e e m, a carga e a massa do elétron,
offte

respectivamente, e g, € a constante de permissividade elétrica do vacuo. Como
argumentado em [4], a é proporcional a razdo entre o tempo médio que o elétron
leva para ir de uma placa a outra e o periodo de oscilagdo de elétron no plasma (por
essa razéo alguns autores chamam o parametro de “angulo de transito do elétron”
enquanto outros preferem chamar de “parédmetro de Pierce”). Entdo, de forma
simplificada, podemos encarar « como uma medida da importancia relativa entre os
efeitos de borda e os efeitos de plasma.

Mesmo sendo considerado um sistema simples e bastante idealizado, o diodo
Pierce apresenta um rico comportamento dindmico, baseado no parametro a. Por
exemplo, em [5], o autor mostrou que a transi¢éo de instabilidade para estabilidade,
para valores de a logo abaixo de cada multiplo impar de m, € uma bifurcacdo de
Hopf e tem um atrator estranho associada. Todas as instabilidades somem no limite
de L - «, 0 que mostra que elas sao decorrentes dos efeitos de borda [4].

O diodo Pierce ja foi invocado em diversos contextos em aplicacées praticas>.
Por exemplo, geracdo de feixe de elétrons, geracdo e amplificacdo de microondas,
neutralizacdo de um feixe i6nico para fusdo por confinamento inercial, etc.

Desde que Pierce publicou seu artigo, o seu modelo ja foi aprimorado de
algumas formas para torna-lo um pouco mais realistico, embora o caso mais simples
mostrou-se ser o limite superior para a corrente maxima que pode atravessar o
sistema [4]. Em [3], ha uma analise do diodo quando, em vez de as placas estarem
aterradas, estdo ligadas em série a um capacitor, um resistor e um indutor. Foi
mostrado que apenas o capacitor pode mudar o tipo de equilibrio do sistema,
embora os trés elementos possam alterar a estabilidade do equilibrio.

Minha proposta aqui &€ a de estudar estabilidade do diodo Pierce classico,
descrito pelas condi¢cdes de contorno jA mencionadas, mas com efeitos térmicos. Em
particular, queremos verificar se a primeira instabilidade ocorre para um valor maior

ou menor do parametro de Pierce.

*Em [4] hd uma extensa lista de referéncias que tratam sobre aplicagfes e evidéncias experimentais
das instabilidades.
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1.2 Os modelos usados na descricao de plasmas

1.2 Os modelos usados na descri¢cao de plasmas

Os problemas em fisica de plasmas sao, em geral, dificeis de tratar, uma vez
que a densidade tipica de ions e de elétrons é de 10'2cm ™3, e cada espécie sofre da
interacdo eletromagnética gerada pelas demais particulas, assim como de alguma
possivel fonte externa. Para tentar solucionar essa questdo, costuma-se usar duas
abordagens distintas: tratar plasmas como fluidos ou usar teoria cinética. Caso
ambos os processos falhem, resta-nos seguir o movimento individual das particulas
[6].

No modelo de fluidos, é feita uma descricdo de campos, isto €, conhecemos 0
comportamento do plasma sabendo como seus parametros pertinentes (potencial
eletrostatico, velocidade, densidade, etc.) variam com o0 espaco e com o tempo. O
movimento individual de cada particula ndo € levado em consideracdo — € um
tratamento macroscopico [7].

Entretanto, em diversas ocasides, para descrever determinado fendmeno, é
necessario levar em conta mais detalhes do ponto de vista microscoépico. Para tal,
usa-se a teoria cinética, em que utilizamos a funcao distribuicdo f(r,v,t) para
deduzir os parametros pertinentes. Sua interpretacdo fisica [6], [8] é tal que o
namero de particulas no tempo t naregidoentre xex+dx,yey+dyezez+dz,

com componentes da velocidade entre v, e v, + dv,, v, e v, +dv, e v, e v, + dv,, €
dN = f(x,9,2,Vy, vy, v, t)dxdydzdv,dv,dv, .

Essa funcédo geralmente considera comportamentos peculiares que possam
existir no plasma. Embora essa teoria constitua uma descricdo microscépica, muitas
vezes, possui um papel dominante em determinar as propriedades macroscopicas
do plasma. A funcéo distribuicdo de velocidade deve obedecer a equacdo de
Boltzmann [6], [7], como voltarei a discutir em breve.

Cabe salientar que, utilizando as equacdes de fluidos, conseguimos
reproduzir resultados satisfatérios com func¢des, dependendo apenas do espaco e do
tempo, enquanto na descricdo cinética, temos que levar em conta também as trés
componentes da velocidade. Contudo, esta subentendido, quando empregamos a
abordagem de fluidos, que a distribuicdo de velocidade para os ions e elétrons é a

que caracteriza o equilibrio termodinémico, ou seja, a Maxwelliana [6].

4



1.2 Os modelos usados na descricao de plasmas

Essa talvez seja a maior falha do modelo de fluidos, pois, para plasmas com
temperaturas altas, colisbes - que frequentemente sdo o processo natural para
chegar a distribuicdo de equilibrio - podem ser raras. Logo, a distribuicdo pode ser
diferente da Maxwelliana por um longo periodo de tempo. A distribuicdo fora de
equilibrio pode se apresentar das mais diferentes formas, no entanto, se a area
abaixo das curvas f xv; (i = x,y e z) for a mesma, a descricdo de fluidos ndo se
distingue entre elas [6].

5



Capitulo 2

Teoria Cinética em Plasmas

Neste capitulo, examinarei brevemente as ferramentas da teoria cinética, que
sd0 necessarias para a deducdo das equacbes de fluidos. O primeiro passo sera
debater a equacdo a que a funcao distribuicdo deve obedecer, ou seja, a equacéo
de Boltzmann, conhecida como equacédo de Vlasov quando tratamos de problemas
de natureza eletromagnética®. Em seguida, discutirei, de forma simplificada, como

usar a funcao distribuicdo para calcular as propriedades do plasma.

2.1 A equacéo de Vlasov

A equacao de Vlasov pode ser deduzida [8] considerando, no espaco de fase
6-dimensional, um elemento de hipervolume d3r d3v. Num intervalo de tempo dt, o
incremento no numero particulas (N) do elemento de volume, como resultado de

seus respectivos movimentos, é dado por

=f(r,v,t+ dt) — f(r,v,t) DB o dt of

N -
d dt Jt

d3r d3v dt. (2.1.1)

No mesmo intervalo de tempo dt, através do hiperplano z = constante, entram
no elemento de volume todas as particulas que estdo no volume
(z dt) dx dy dv, dv, dv,, isto &, f(x,v,2 v, vy, v,)zdtdxdydv, dv, dv,, como
mostra a figura 2.

O numero de particulas, deixando o elemento de volume através do
hiperplano z + dz = constante, é dado pela mesma expressdo anterior, calculada
no ponto z + dz em vez de z. A diferenca do numero de particulas que entra no

elemento de volume no intervalo de tempo dt é

dN, = (fz),dt dx dy dv, dvy, dv, — (fZ) ;447 dt dx dy dv, dv, dv,, (2.1.2)

* Muitos autores chamam a equacgdo de Boltzmann de equacdo de Vlasov também quando nao
estamos tratando de problemas eletromagnéticos.



2.1 A equacéao de Vlasov

VZ
r zdt z dt
v, + dv,
Ve : ) :
Z / Z + dz >Z
z dt dx dy dv, dv, dv,

Figura 2: Projecdo em z x v, do espaco de fase.

onde o indice z no nimero de particulas N indica que essa € a variagcao apenas na
direcédo do eixo z no espaco de fase.
Expandindo o segundo termo da expressao (2.1.2) em série de Taylor e

mantendo apenas os termos em primeira ordem em dz, obtemos

9(f2)

d3r d3v dt. (2.1.3)
0z

dN, = —
Analogamente, temos expressdes semelhantes a (2.1.3) para as demais
dimensdes do espaco de fase. A soma da contribuicdo de todas essas expressoes

deve ser igual a variacao total no numero de particulas

Z [a(fxl) a(fvl)

rd3vdt, (2.1.4)
0x;

onde, por simplicidade, passei a usar notacdo indicial, fazendo a conversao usual de
x—->i=1,y->i=2ez-i=3.Como as expressoes (2.1.1) e (2.1.4) representam

a mesma quantidade, temos

a(fx)  B(fvy
{ Z[((')j::) g:j)]}d?’ dPudt=0. (2.1.5)
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2.1 A equacdo de Vlasov

Na equacao (2.1.5), os elementos infinitesimais de volume do espaco de fase
e de tempo sdo arbitrarios e independentes. Entdo, a expressao entre chaves deve

ser igual a zero. Podemos simplificar a expressao, abrindo as derivadas do produto

de funcdes
af av; af
+ + v =0. 2.1.6
Z ; laxl favl ‘c')vl- ( )
:”6 0
Otermo 2= g nulo, pois, considerando o espaco de fase, as variaveis v;

axl Ox;

e x; sao independentes (por exemplo, para cada posi¢do x; ha diversas particulas

ov; 1 aFl

com as mais diferentes velocidades v;). O termo — 5o = o
l l

é nulo, em geral, quando

as forcas ndo dependem da velocidade. Entretanto, no caso de plasmas temos a

forca de Lorentz F = q(E + v X B). Mesmo assim a derivada % sera nula, pois a
l

componente da forca na i-ésima direcdo depende apenas das componentes
ortogonais da velocidade.

Obtemos entédo a equacédo de Vlasov

of q(E+vxB) of _

e . — = 2.1.7
ot +v-Vf+ o 0, ( )
onde o operador :—v € definido como
9] 0 0 0
— = 8, — (2.1.8)

+ é,—+ é;,—.
ov  Yov, Yov, Tov,

A equacdo (2.1.7) pode ser interpretada da seguinte maneira [6].
Consideramos um conjunto de pontos que estejam infinitesimalmente proximos no
espaco de fase. A densidade de particulas € dada exatamente pela funcao
distribuicdo f. Se ndo houver colisdo entre particulas, com o passar do tempo, as
particulas mudam de posicdo como resultado de suas velocidades e mudam de
velocidade como resultado da forca que atua sobre elas. Como a forca depende
somente da posi¢do e da velocidade, todas as particulas que estdo préximas vao se
mover juntas para outra regido do espaco de fase, isto é, a densidade de particulas

ndo ird mudar. Num referencial que se move com as patrticulas, a variacdo de f é

8



2.2 Momentos da equacdo de Vlasov

. , d d . .
nula, isto é, d—’:= 0, onde o operador - que representa a derivada convectiva

generalizada para o espaco de fase (que, na verdade, ndo é nada além da derivada
total de uma funcdo que depende de t, r e v), leva em conta justamente essa
mudanca de referencial.

O fato de na auséncia de colisbes termos que a funcgéo distribuicdo obedece a

~ d z . . . A -
equagao d—’; = 0 & apenas um caso particular do Teorema de Liouville da mecéanica

hamiltoniana [8].

2.2 Momentos da equacéo de Vlasov

O procedimento padrdo para a deducdo das equacOes de fluidos leva em
conta tomar os diversos momentos em velocidade da equacdo de Vlasov, isto €,
multiplicar a (2.1.7) por v™d3v e integrar. Como analisarei trés casos diferentes,
torna-se essencial entender detalhadamente cada termo quando nos valemos de tal
procedimento, assim podemos distinguir o que deve ser levado em consideracéo e o
gue podemos ignorar em cada caso. Algumas vezes, entretanto, ndo € trivial fazer a
correspondéncia entre a equacao e o seu significado fisico, e tal quantidade pode
ser entendida como uma definicdo, mas é necessario sempre manter em mente que
tal definicdo estaria de acordo com 0s experimentos.

Primeiramente temos que

n(r,t) = ff(r,v,t)d3v, (2.2.1)

onde n € a densidade de elétrons. A integracéo é feita sobre todas as velocidades
possiveis. Vale salientar que essa € a densidade real, nUmero de particulas por
unidade de volume (ao contrario da secdo 2.1 em que o termo densidade foi
diversas vezes usado para densidade no espaco de fase). Basicamente o que a
expressao (2.2.1) significa é dado o numero de particulas por unidade de volume por
unidade de volume no espaco de velocidades, multiplicamos por um elemento de
volume do espacgo de velocidades. Assim, teremos o numero de particulas por
unidade de volume com velocidade entre v e v + d3v. Somando sobre todas as
velocidades, temos o0 numero de particulas por unidade de volume que é a

densidade.

9



2.2 Momentos da equacado de Vlasov

Podemos computar o valor médio da velocidade pela definicdo de média

[vf(r,vt)d3v
[ f(r,v,)d3v

v(r,t) = (2.2.2)

Essa é, por definicdo, a velocidade do plasma. Novamente a integracao
estende-se sobre todos os valores possiveis da velocidade. Usando a (2.2.1),
podemos escrever a (2.2.2) como

nv = fvf(r,v,t)d%. (2.2.3)
De forma geral, temos que
nvk = f vEf(r, v, t)d3v . (2.2.4)

Juntando as equac0es (2.2.4) para k = 1 e k = 2 podemos definir a pressao
p =nm (v? — ¥?), (2.2.5)

onde m é a massa do elétron.
A equacao (2.2.5) é semelhante a equacédo de estado dos gases ideais. De

fato, o termo (vZ — ¥2) representa a temperatura (a menos de uma constante

multiplicativa). A interpretacdo da temperatura como relacionada com v2 das
moléculas do gas é algo conhecido da teoria cinética dos gases. No caso do diodo
Pierce um feixe de elétrons é injetado com uma velocidade inicial, entdo ha uma
velocidade preferencial, por assim dizer. Portanto fica mais I6gico que a temperatura
seja interpretada como o desvio quadratico médio da velocidade em relacdo a
velocidade média do feixe num determinado ponto do espaco (v — ¥)2.

Outra definicdo que sera necesséria é a do fluxo de calor (para mais detalhes

sobre essa definigéo, olhar a referéncia [8]).
Qxn(—17)3 = n(v3—3v20+25°%), (2.2.6)

onde v3 é dado pela (2.2.4) com k = 3.
As definicbes acima sao suficientes para analisar os casos de feixes com

temperatura nula, isotérmico e adiabatico.
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Capitulo 3

Deducao das EquacoOes de Fluidos

A teoria cinética para plasmas € mais geral que o modelo de fluidos,
entretanto, seu tratamento matematico € mais complexo. Por isso, frequentemente,
torna-se conveniente usar o modelo de fluidos que diversas vezes traz bons
resultados. Por isso, prosseguirei agora com a deducdo das equacbes de fluidos
tomando os momentos da equacéo de Vlasov.

A partir de agora, deixarei de usar o caso mais geral e tratarei apenas de
sistemas unidimensionais. Para o caso do diodo Pierce, podemos supor que ha um
campo magnético (infinitamente forte) paralelo a direcdo do fluxo de elétrons que
serve para manter o feixe de elétrons coeso, mas que ndo afeta o fluxo
unidimensional [1].

Veremos que o procedimento padrao da deducéo das equacdes de fluidos
nos leva ha uma hierarquia infinita de equacdes, isto é, na i-ésima equacao
deduzida aparece uma quantidade ndo determinada anteriormente para a qual
precisamos deduzir a (i+1)-ésima equacao de fluido. Para truncar tal hierarquia,
precisamos especificar uma equacéo de estado do caso que estamos analisando —

isto é — se a temperatura € nula, constante ou o feixe é adiabatico.

3.1 Caso de Temperatura Nula

O caso de temperatura nula ja foi amplamente estudado na literatura em, por
exemplo, [1], [2], [3], [4] e [5]. Entretanto, é muito importante repeti-lo aqui, pois,
para deduzirmos as equac¢fes para 0os demais casos, eventualmente teriamos que
passar por esse e serd util para fins de comparacéao de resultados.

Como dito na se¢éo 2.2, a temperatura ser nula significa que

T « p=0. (3.1.1)



3.1 Caso de Temperatura Nula

A funcéo distribuicio de velocidades unidimensional deve obedecer a
equacdo de Vlasov. Ignorando campos magnéticos em alguma direcdo

perpendicular ao movimento dos elétrons, a (2.1.7) fica

of , of  aEOf _

3.1.2
ot ox mov ( )

O primeiro passo € deduzir a equacao da continuidade. Para tal multiplicamos
a (3.1.2) por um elemento infinitesimal de velocidade, dv, e integramos sobre todas

as possiveis velocidades.

j T av +j_ v j (3.13)

Na primeira integral da (3.1.3), podemos inverter a ordem da derivagdo em t e
da integracdo em v, pois sdo variaveis independentes. Entdo, reconhecemos que a
integral restante € o analogo unidimensional da (2.2.1), isto é, representa a
densidade.

Analogamente, podemos fazer o mesmo na segunda integral da (3.1.3),
sempre mantendo em mente que v € apenas um parametro, ndo dependendo de x.
A velocidade do plasma, essa sim que depende de x e t, € dada pela (2.2.2).

O terceiro termo da (3.1.3) € nulo, pois a funcao distribuicdo deve ir a zero

para velocidades v —» tx e

J —dv—f(v—OO) flv=—-0)=0. (3.1.4)

Utilizando a (2.2.1), (2.2.3) e (3.1.4), podemos reescrever a (3.1.3) como

on 0(nv)

— 3.1.5
at + ox ( )

Que é a equacgédo da continuidade usual da mecéanica de fluidos. Repare que o
que foi dito antes realmente acontece — na equacao deduzida acima temos duas
incognitas para apenas uma equacado. Para descobrirmos a velocidade do plasma,
precisamos tomar o primeiro momento em velocidade da equacdo de Vlasov, ou

seja, multiplicar por vdv a (3.1.2) e integrar sobre todas as velocidades possiveis.
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3.1 Caso de Temperatura Nula

@ of — qE [ of
f_mvadv+£mv adv+z v%dv— 0. (3.1.6)

— 00

Argumentos semelhantes aos anteriores nos levam a interpretacdo dos dois
primeiros termos da (3.1.6). O ultimo termo pode ser desenvolvido utilizando

integracado por partes

fiv%dv = (v)ts — J-o:ofdv =-n, (3.1.7)
onde novamente usamos o fato que a funcéo distribuicdo tende a zero no limite
v — too e ainda supomos que tende a zero numa poténcia de v menor que —1. Na
realidade, essa dependéncia em muitos casos sera exponencial, como, por exemplo,
na Maxwelliana, por isso ndo argumentarei novamente quando encontrarmos
expressodes do tipo v™f que, no limite, ser& zero.

Juntando as expressfes (2.2.3), (2.2.4) e (3.1.7), a (3.1.6) pode ser escrita

como

a(nv) N d(nv?) nqE

= 3.1.8
ot 0x m 0. ( )

A expressao (3.1.8) pode ser escrita numa forma mais familiar. Para tal,

abrimos o primeiro termo na derivada do produto e usamos a equagéao (3.1.5)

d(nv) 9v _dn v _9(nd)

_ v, _on_ 0V 3.1.9
ot etV "ot Vax (3.19)
E de utilidade notar que
o(nv? ov o(nv
(nv7) =ni—+ 7D (no) (3.1.10)
0x ox 0x

Agora utilizando as equacdes (2.2.5), (3.1.9) e (3.1.10), podemos reescrever a
(3.1.8) na forma

=2 TF (3.1.11)

13



3.2 Caso Isotérmico

Essa é a equacao que representa o balanco das forgcas no sistema, ou seja, €
0 analogo da equacdo de Navier-Stokes para o plasma. Com a equacgdo (3.1.11),
aparentemente ficamos com quatro incégnitas (n, v, p e E) e duas equacoes (3.1.5 e
3.1.11). Entretanto, até agora, ndo foi mencionado que esse € um problema
envolvendo quantidades descritas pela teoria eletromagnética, isto €, o campo
elétrico deve obedecer as equacfes de Maxwell. Em particular, é de utilidade
agregar ao conjunto de equacdes (3.1.5) e (3.1.11) a equacéao de Poisson

g_ize(nc;_o—n)_ (3.1.12)

Na (3.1.12), n, representa a densidade idnica, que € constante, nesse
problema (por causa da aproximagdo de ions estaticos). Portanto, temos agora
quatro incégnitas e trés equacdes. Poderiamos tomar o proximo momento em
velocidade da equacdo de Vlasov e tentar descobrir a pressdo. Entretanto,
fatalmente, tal equacdo dependera de um momento maior e seguiriamos tal
procedimento ad infinitum. Felizmente, jA estamos em condicdo de usar nossa
equacdo de estado, isto é, T = 0. Isso porque a temperatura € proporcional a
pressdéioeT =0 = p =0.

Entdo, temos que

(on  d(nv)

_ =0

ac T o
10,52 3.1.13
ot " Yox  m’ (3.1.13)
0E _e(ng—n)

\dx o ’

forma um conjunto auto-consistente de equagdes para resolver o problema para o

casoemque T = 0.

3.2 Caso Isotérmico

A extensdo do caso de temperatura nula para temperatura constante € direta.

Basta lembrar como a presséao € definida pela (2.2.5) e que a temperatura, a menos

14



3.3 Caso Adiabatico

de uma constante multiplicativa, é representada pelo termo (v2 — #2). Entdo, para o

caso de temperatura constante, podemos escrever a (2.2.5) como
p = fmn, (3.2.1)

onde B € uma constante proporcional a temperatura dos elétrons. Essa é a equacéo
de estado que trunca a hierarquia de equacdes para esse caso.
Colocando a (3.2.1) com na (3.1.11), resulta em
ov 0v qE 0
ov 0V _4E _Bon (3.2.2)
Jt dx m nox
O conjunto auto-consistente de equagOes para resolver o problema com

temperatura constante e

on d(nv)
ot Tax T

v _0v _qE pon

{E va—z—za, (323)
0E _e(ng—n)
ox £o '

3.3 Caso Adiabatico

Estender a analise para o caso adiabatico nédo é téo trivial quanto para o caso
de temperatura constante. De fato, precisamos deduzir a equagdo para o proximo
momento em velocidade da equacdo de Vlasov. Entdo, multiplicamos a (3.1.2) por

v2dv e integramos sobre todos os valores de velocidade.

® 0 @ .0 E(* .0
j vza—]:dv+j v3£dv+% vzédv=0, (3.3.1)

Novamente os dois primeiros termos sao facilmente identificaveis. O terceiro

termo pode ser desenvolvido integrando por partes, isto €

15



3.3 Caso Adiabatico

) F) o
J- v2 %dv = (v2f)*e — ZJ- vfdv = —2nv. (3.3.2)
—oo = —oo

Usando a (2.2.4) e (3.3.2), podemos reescrever a equacao (3.3.1) como

d(nv?) 2nqEv  d(nvd)

(3.3.3)
Jt m 0x
Temos também que
d(nv?) o(nv) ov
=D U — 3.3.4
ot v ot + nv ot , ( )
e usando as equacdes (3.1.8) e (3.1.11) a (3.3.4) fica
d(nv? v vZ U
(nv9) _ anEv_ﬁa(nv )_ﬁa_p_nﬁza_v. (3.3.5)
Jt m 0x 0x 0x
Subtraindo da (3.3.3) a (3.3.5), obtemos
dp _dp _o(nv?)  __0p 0(nvd) (3.3.6)

E‘”a” dx v dx dx

E conveniente agora colocar nv3 em termos das quantidades com significado
fisico, isto é, aquelas definidas nas expressdes (2.2.5) e (2.2.6). Fazendo isso,
temos

o B AR
nw? =< + 3vp + nv°, (3.3.7)
onde 6 é constante de proporcionalidade que torna a (2.2.6) uma igualdade.

Substituindo a (3.3.7) na (3.3.6), obtemos

dp  10Q _0p ov

9p _ 9 ., oV 338
- 5ax Cax Pax (3.3.8)

Estamos aptos agora a impor a nossa condi¢do para o caso adiabatico, que é
Q = 0, obtendo

16



3.3 Caso Adiabatico

Jp Jp ov
__or _ _ 339
ot~ Uax Pox (3.3.9)

Chegamos ao nosso objetivo, a nossa quarta equagéao. Agora o problema é
soluvel, temos um nimero de equacdes igual ao nimero de incognitas.

( 6n+6(n17)_0
ot ox '

ov N _0v _qE 1 0p
ot ”ax " m  mnox’
(3.3.10)
dp  _Op 3 v
ot = “ox “Pox’

0E e(ny—n)
ox g
Por sorte, esse sistema de equacdes pode ser simplificado para ficar similar

com o dos casos anteriores. ISso porque podemos juntar a primeira e a terceira das
equacodes (3.3.10). Abrindo a derivada do produto na primeira, ficamos com

on on ov
— Y P = —n— 3.3.11
ot Vax - "ax (3:3.11)
e substituindo isso na terceira, obtemos
0 0 on on
P 5522, 50,

_pon _on 3.3.12
ot TVax  °n\ar T Vax ( )

Como p = p(x,t) e n = n(x,t), notando também que v = % a (3.3.12) reduz-
se a

1dp 3dn

O resultado da integracéo da equagéo (3.3.13) é

p=yn’, (3.3.14)

17



3.3 Caso Adiabatico

onde y é uma constante. Esse é um resultado conhecido: quando o fluxo de calor &

desprezivel, é sabido que um sistema d-dimensional obedece a equacéo de estado

[6]

@2 (3.3.15)

qgue se reduz a equacao (3.3.14) para o caso unidimensional e se reduz ao caso de
um gas ideal monoatémico para o caso tridimensional.
Usando a (3.3.14), o sistema de equacodes (3.3.10) pode ser escrito como

(an d(nv) _
at  ox

0,

ov v E 3nyon
A i ikl (3.3.16)

<E+ ox m m 0x

0E e(ny—n)
ox &

gue forma um conjunto auto-consistente de equacbes (trés equacdes e trés

incégnitas) para o problema de um feixe adiabatico.
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Capitulo 4

Analise da Estabilidade Linear

Embora deduzido no capitulo anterior, para os trés casos, um conjunto
completo de equagfes que se apresentam em mesmo numero que as incognitas, a
resolucdo analitica do problema ainda é inviavel, pois a equac¢do do balanco das
forcas € néo-linear.

No entanto, a proposta desse trabalho é o estudo da estabilidade do diodo
Pierce e, para tanto, ndo é necessario preocupar-nos com a forma detalhada das
grandezas fisicas que seriam a solucdo das equacdes (3.1.13), (3.2.3) e (3.3.16).

O método que sera usado para obter a estabilidade do sistema € o da andlise
da estabilidade linear, amplamente usado na fisica de fluidos e na fisica de plasmas.
Basicamente, supomos que as quantidades fisicas relevantes ao problema podem

ser escritas como o seu valor no equilibrio somado a uma pequena perturbagéo
S=8+5;. (4.1)

Na (4.1), S representa uma grandeza fisica genérica (velocidade, densidade,
etc.), e o subindice “0” indica o valor no equilibrio e o subindice “1” refere-se a
perturbacdo. No equilibrio, supomos que a quantidade fisica ndo varie com o tempo
e seja homogénea no espaco, isto €, S, € uma constante. Toda dependéncia
temporal e espacial do problema fica na funcéo S;.

Ao substituir a (4.1) nas equacdes que descrevem o problema, desprezamos
os termos que sao produtos de termos perturbativos, pois se tratam de termos de
segunda ordem que sao supostos serem muito menores que 0s termos de primeira
ordem, de tal forma que é irrelevante leva-los em consideracdo. Procedendo dessa
forma, vamos sempre obter equacgdes lineares para o problema.

O préximo passo é o de supor uma dependéncia temporal para as

perturbacdes com uma forma exponencial complexa, isto é

S1(x,t) = §;(x)e~t, (4.2)



4.1 Deducao da Relacdo de Dispersao para T=0

onde w é uma frequéncia complexa. O nosso objetivo para analisar a estabilidade é
exatamente descobrir para quais valores de w, em funcdo dos parametros
pertinentes ao problema, obtemos uma solugcéo néo trivial para as grandezas fisicas.
Em particular, a parte imaginaria de w irda nos dar detalhes sobre as regides de
estabilidade e de instabilidade, pois quando obtivermos que Im (w) > 0, 0 sistema

sera instavel, pois a (4.2) pode ser escrita como
S1(x,t) = §;(x)e iRe(@)tplIm(w)]t, (4.3)

e o termo eIt far a solucdo divergir da solucéo de equilibrio com o passar do
tempo. Da mesma forma, tal termo ir4 convergir para a solucéo de equilibrio quando
Im (w) < 0, e o sistema € estavel.

Embora a analise da estabilidade linear funcione bem para pequenas
perturbacdes em relacdo ao equilibrio, ela ainda pode ser vista como um limite
superior da regido em que o sistema € estavel, para o caso em que a perturbacéo
nao seja tdo pequena. Isso porque, um sistema que se instabiliza frente a uma
pequena perturbacdo continuara a se instabilizar para uma mudanca mais radical.
Entretanto, a reciproca ndo € verdadeira, 0 sistema que € estavel para pequenas
mudancas em relacdo ao equilibrio ndo necessariamente o sera para grandes

mudancas.

4.1 Deducao da Relagcao de Disperséo para T=0

De posse do conjunto de equagdes (3.1.13), vou lineariza-las usando a
técnica descrita anteriormente. Sera utilizada uma notacdo levemente diferente da
usada até aqui que € mais conveniente. Como dito, esse caso ja foi largamente
estudado na literatura [1], [2], [3], [4], [5], mas é necessério repeti-lo aqui, pois os
outros casos sdo uma generalizacéo desse e precisamos comparar os resultados.

O campo elétrico passara a ser escrito em termos do potencial, ou seja,

0
F=-2% (4.1.1)
0x
A velocidade serd escrita sem indicar que estou tratando do valor médio

(macroscopico) da mesma.
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4.1 Deducao da Relacdo de Dispersao para T=0

<
Il
<

(4.1.2)

Também passarei a escrever, por economia de notagdo, as quantidades

descritas pela equacéo (4.1) como

Se = SO + S(xl t) ) (413)

onde o indice “e” é para lembrar que as quantidades flutuantes referem-se aos
elétrons (como dito anteriormente, estamos usando a aproximacdo de ions
estéaticos). O que a equacao (4.1.3) nos diz € que, sempre que encontrarmos uma
quantidade sem indice estamos tratando do termo perturbativo.

O problema que temos que resolver é

(ﬁne d(nev,)
ot + dx =0,

v, v, e dp

19¢ TV ax “moax

0%¢ _ m.—ng

L 2 " e (4.1.4)

px=0,t)=px=1L,t) =0,
n.,(x =0,t) =n,,
ve(x= Ort) = vO;

Temos que a solucéo de equilibrio para a densidade e para a velocidade
desse sistema € n, = n, e v, = v, (satisfazem automaticamente as condi¢cdes de
contorno e a primeira equacgéo). De acordo com a terceira equagao, para n, = n,
¢ = A+ Bx, onde A e B sdo constantes. Para satisfazer as condigcbes de contorno
temos que A =B =0 e, portanto, ¢, = 0. As solu¢cdes serdo procuradas em torno
desse equilibrio.

Escrevendo entéo a velocidade e a densidade seguindo o modelo da equacéo
(4.1.3).
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4.1 Deducao da Relacdo de Dispersao para T=0

n, = ngy +n(x,t),
(4.1.5)
v, = vy + v(x, t).

Substituindo a (4.1.5) na equacédo da continuidade, ignorando os termos de

segunda ordem, obtemos

on ov on _

o 9y 41.6
gt Togy g =0 (4.1.6)

A equacdao do balanco das for¢cas com a (4.1.5), resulta

ov v _ e dy

hd Z_tIY 4.1.7
dat Vo Jdx mox ( )
Por fim, substituindo a (4.1.5) na equacao de Poisson
aZ
o _en (4.1.8)
0x% &

Um procedimento muito util de se realizar sempre que possivel é
adimensionalizar as equagbes em termos dos parametros pertinentes ao sistema.
Isso muitas vezes da até mesmo uma intuicdo fisica melhor do problema. Por
exemplo, a equacado de Navier-Stokes adimensionalizada (ignorando o termo devido
ao campo gravitacional) é

dv

1
R —V2yp. 4.1.9
dt Vp+ReV v ( )

Nela resta apenas a dependéncia num parametro muito conveniente para
descrever o problema, que € o niumero de Reynolds. Assim, podemos fazer, por
exemplo, a aproximacdo de movimento lento (Re — 0) diretamente, sem termos de
nos preocupar com o particular valor da viscosidade, comprimento tipico e
velocidade tipica do problema.

Temos trés constantes tipicas para o problema (L,v, e n,) que podem ser

utilizadas para adimensionalizar as equacdes. Para tal, faremos as substituicoes

x = Lx, (4.1.10)
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4.1 Deducao da Relacdo de Dispersao para T=0

V> vyv. (4.1.11)

As equacdes (4.1.10) e (4.1.11) automaticamente adimensionalizam o tempo

ol (4.1.12)
Vo

Substituindo a (4.1.10), a (4.1.11) e a (4.1.12) na equacéo (4.1.6)

on Jv o0On _

om oV on_. 4113
gt Tz tax =0 ( )

Notemos que t, v e x jA estdo sem dimensdo na equacdo (4.1.13).

Procedendo da mesma maneira para a equacao (4.1.7)

v dv e 0¢

T e et (4.1.14)
E na (4.1.8)
10%p en
_se_e 4.1.15
L2 0x? g, ( )

A equacdo (4.1.14) sugere que o0 potencial eletrostatico pode ser

adimensionalizado na forma

0. (4.1.16)

Resta adimensionalizar a densidade o que pode ser feito diretamente
n - nyn. (4.117)

Usando as equacdes (4.1.16) e (4.1.17) podemos escrever as equacodes

(4.1.13), (4.1.14) e (4.1.15) com todas as grandezas fisicas na forma adimensional
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4.1 Deducao da Relacdo de Dispersao para T=0

6n+6v+6n_0
at  ox ox '
Jv ov 0
v v _dp
Jt 0Ox Ox
0%¢

0x2 -«

n.

(4.1.18)

L A~ .
Onde «a = —wp, onde w, denota a frequéncia de plasma. O processo de
0

adimensionalizar as equacfes nos levou a tratar de apenas um parametro

importante para descrever o problema, em vez de investigarmos separadamente do

comprimento do diodo, da velocidade e da densidade nas quais o feixe é injetado.

Agora supomos que a parte temporal das perturbacbes é dada por et

(notemos que w foi adimensionalizado a w — %w). Substituindo esse ansatz nas

equacodes da férmula (4.1.18), obtemos

L
T e Tox
v Jdo
< —lwv+a—a,
azgo_ 5
L W an.

Segue da primeira equacao do conjunto acima que

0’v  on 0°%n

axz Yox ox?
E da segunda equacéo do conjunto (4.1.19)

0’p 6v+62v
oxz = Yox " ox?

(4.1.19)

(4.1.20)

(4.1.21)

Substituindo a primeira equagéo da (4.1.19) e a (4.1.20) na (4.1.21), obtemos

uma equacdo que depende apenas do potencial elétrico e da densidade. Usando a

altima equacédo da (4.1.19), podemos desacoplar o conjunto de equacdes (4.1.19)

numa equacao diferencial apenas para ¢
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4.1 Deducao da Relacdo de Dispersao para T=0

90 93¢ 92¢
— — 1 — — 2— 2 —— . 4- .
It 21w63 (w a)az—o (4.1.22)

Supondo que ¢ = e/*, tornamos a equacio (4.1.22) numa equacao algébrica.
Jj*=2iwj? — (w*—a?)j?=0. (4.1.23)

Que apresenta j =0 como raiz dupla. Para j # 0, a equacdo (4.1.23) é

satisfeitaparaj =i (w + a) e paraj =i (w — a). A solucdo geral da (4.1.22) é
@(x) = A+ Bx + Cel(wr®x 4 peilw-ax (4.1.24)

Segue que da ultima equacdo da (4.1.19) que a condicdo de contorno

2
pe(x=0)=p, =>p(x=0)=0 é equivalente a ZT‘f =0. Usando as trés
x=0

equacoes definidas como (4.1.19), vemos que a condicao de contorno v,(x = 0) =

Z s JA g 63q) Za(p
vy =>v(x=0)=0 € idéntica a Pyl ac—

x=0 Ox ly=g

= (0. Temos ainda as duas

condicdes de contorno ¢(x = 0) = ¢(x = 1) = 0 e com todas elas podemos, a priori,
descobrir a solugdo da equacédo (4.1.24). As equacgdes gque as constantes A, B, C e

D devem satisfazer sdo
A+C+D=0,

A+ B + Celw+d) 4 peilo-a) =

C(w+a)? +D(w—a)? =0, (41.25)
a’B +i(w+ a)[a? — (w + a)?]C
+i(w—a)[a? = (w—a)?)]D=0.
Para obtermos uma solugao néao trivial, temos que
1 0 1 1
1 1 ei(w+a) ei((u—a)
0 a? i(w+a)[a?—(w+a)?] i(w—a)[a? - (w—a)?]

O célculo do determinante da (4.1.26) resulta na relagédo de dispersdo que € a
funcdo desejada para obtermos a estabilidade linear do sistema.
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4.2 Deducao da Relacdo de Dispersao para o Caso Isotérmico

203 (w? - a?) + iaf(w + )?(e"@™® — 1) — (w — a)?(e!@™® - 1)| = 0. (4.1.27)

Mais detalhes sobre o significado dessa equacédo e as suas solucdes serao
discutidos mais adiante, quando de posse da relacdo de dispersao para os casos de

um feixe com temperatura constante e um feixe adiabatico.

4.2 Deducao da Relacéo de Dispersédo para o Caso Isotérmico

De posse das equacdes de fluido para o caso de temperatura constante,
vamos realizar o mesmo procedimento efetuado para temperatura nula. Partimos do

conjunto de equacoes

( on, 0(n.v,)
=0 ,
ot ox

av, v, edp pfon,

<E+Uea=aa—n—eax, (4.2.1)
0%¢ _ m.—mg
\ axz ¢ g

Supomos agora que as quantidades que se referem aos elétrons sdo o valor
no equilibrio (a solucdo de equilibrio é a mesma do caso anterior) mais uma
pequena perturbacao e linearizamos as equacfes. O termo que aparece devido aos

efeitos térmicos fica, até primeira ordem

B 1 dng+n) P 1 nyon B on
Tl o o) 5™ " (42.2)
0

O conjunto de equacdes linearizadas é
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4.2 Deducao da Relacdo de Dispersao para o Caso Isotérmico

r6n+ 6v+ an_o
ot " Max TG T

dv dv _edep pon

<a+voa—ga—n—oa, (4.2.3)
0%p en
\ 0x? g

Adimensionalizando a equacao acima, em termos dos mesmos parametros
anteriores e com S sendo escrito como g — vif, obtemos as equagdes na forma

linear e adimensional

( on Ov (')n_

ataxtax =Y

dv dv _ 0¢ on

{4~ — —, 4.2.4

at + dx Ox ox ( )
0%¢ 5

\ 5}3'= an.

Supomos uma dependéncia do tipo et (w j& adimensionalizado, w — %w)

para a parte temporal da velocidade e da densidade. Podemos facilmente derivar
(no espacgo) as duas primeiras equacdes e por substituicdo obtermos uma equagao
em termos da densidade e do potencial eletrostatico. Por fim, usando a equacao de
Poisson podemos torna-la uma equacéo s6 para o potencial, assim como foi feito no
caso de temperatura nula. A equacao que resulta é
% 3¢ %¢

1-8)— —2iwv—— (w*—a®)—= =0, 4.2.5

1=5) 0x* Y ox3 ( ) 0x2 ( )
gue recai, como esperado, na equacao (4.1.22) no limite em que - 0.

Apenas uma das condicbes de contorno, a da velocidade, muda do caso

anterior para esse. O célculo é facilmente realizavel usando as equacoes (4.2.4) e ja

supondo a dependéncia temporal e~it. As condi¢bes de contorno ficam

0%¢p

2%p d¢
px=0=p=D=-73 =0-F53 +a?
=0 x=0

0x

=0. (426)

x=0

0x?

X
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4.2 Deducao da Relacdo de Dispersao para o Caso Isotérmico

A equacdo (4.2.5) é uma equacdo diferencial linear, homogénea e a
coeficientes constantes. Supondo uma solu¢do do tipo e/*, transformamos o
problema numa equacao algébrica para descobrir os valores de j que satisfazem a

equacao diferencial.
(1 -p)j* = 2iwj® - (w* —a?)j?=0. (4.2.7)

Novamente j = 0 é raiz dupla da equacao. As outras duas solucfes séo

o £ a? + B(w? —a?)

jy =i =5 (4.2.8)
E a solucéo geral da equacéo (4.2.5) é
@(x) = A+ Bx + Ce/+* + De/-*, (4.2.9)

As constantes A, B, C e D devem ser tais que ¢(x) satisfaca as condi¢cbes de

contorno. Isso implica o sistema de equacdes abaixo
A+C+D =0,

A+ B+ Ce’t +Del- =0,

(4.2.10)
Cji?+Dj2=0,
a’B +j [a? + 31 = P)IC +j_[a* +j2(1-B)]ID=0.
O sistema admite solug&o nao-trivial se, e somente se
10 1 1
1 1 e’l+ e’- _
0 a® jila?+j3A-p1 j-la*+2(1-p)]

De onde obtemos diretamente a relacdo de disperséo linear para o caso de

temperatura constante.
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4.3 Deducao da Relacao de Dispersao para o Caso Adiabatico

2\ a? + B(w? — a?)(w? — a?)? + 2a?(w? — a?)y/a? + f(w? — a?) +

a’i {[a) +a? + f(w? — a?)] [exp [— (w—+a?+ p(w? - az))] - 1] (4.2.12)

[w —a? + p(w? — a?)] [exp [—(w +a? + B(w? — 0:2))] - 1]} =0.

A equacdo acima é levemente mais complexa que a do caso de temperatura
nula. Por isso, um bom limite para testa-la é fazer § —» 0 e assim notarmos se
recuperamos a (4.1.27). De fato, isso acontece. Analisarei as solu¢des da (4.2.12)

mais adiante.

4.3 Deducao da Relacao de Disperséo para o Caso Adiabatico

Resta agora empregar o mesmo método das secdes anteriores para as
equacdes que descrevem um feixe de elétrons adiabatico.

( one +6(neve) B
ot ox
v, v, edep 3yn,on,

Vot Ty ~max m ox’ (4.3.1)

0%¢ _ m.—ng

=e
\ d0x? o

Escrevemos v, e n, em termos dos seus valores no equilibrio (que
novamente sdao os mesmos do caso em que T =0) somados a uma peguena

perturbacdo. Desprezando os termos de segunda ordem nas perturbacdes, temos

on ov on

at‘l‘noa +vOax 0,

dv dv edep 3ynyon

<E Yox " mox m ox’ (4:3.2)
0%p _en
\ ax2 g

O conjunto de equacdes (4.3.2) é muito semelhante ao (4.2.3). De fato, a

Unica diferenca € um fator constante na frente de um de seus termos. Poderiamos
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4.3 Deducao da Relacao de Dispersao para o Caso Adiabatico

pensar que ajustando adequadamente tal termo, poderia fazer os casos adiabatico e
isotérmico serem idénticos. Entretanto, isso ndo é verdade. Existe uma relacdo entre
as constantes g (do caso isotérmico) e y (do caso adiabético).

Na equacéo (3.2.1), temos a relagao entre 3,p e n. Tal relacdo vale sempre no

caso isotérmico. Em particular, vale no equilibrio

Po = fmny. (4.3.3)

Para o caso adiabatico, a definicdo da constante y esta na equacao (3.3.14).

Ela também vale no equilibrio, isto &

Po = V1§ - (4.3.4)
Dividindo a (4.3.4) pela (4.3.3) e rearranjando os termos, ficamos com

_pm

Y=z (4.3.5)

Substituindo a (4.3.5) na (4.3.2), obtemos

(6n+ 6v+ an_o
ot T Mo TV T

ov v e do B on

ot ”"&_max ny 0x’

A

(4.3.6)

0%*p _en

\ 0xz g

gue é um conjunto de equacgbes semelhante ao (4.2.3), com excegao do fator “3” na
segunda equacao. Isso mostra que 0 caso isotérmico e o caso adiabatico nunca
serdo idénticos para uma dada densidade e pressdo no equilibrio, isto é, para o
mesmo sistema fisico.

Podemos obter diretamente a relacdo de dispersdo para o caso adiabatico,

simplesmente pegando a equacao (4.2.12) e trocando S por 38 o que resulta em
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4.4 Resumo 31

2\ a? + 38 (w? — a?)(w? — a?)? + 2a?(w? — a?)y/a? + 3B (w? — a?) +

a?i {[a) +a? + 3B (w? — a?)] 2 [exp [1_i3ﬁ (0 —a? +3B(w? - az))] — 1] — (437

[a) Ja? + 38 (w? — az) [exp[ (w+ a2z +3B(w? - az))] - 1]} =0.

1-38

4.4 Resumo
Nesse capitulo, obtive as seguintes relacdes de dispersao.
e Caso “frio”
20%(w? — a?) +iaf(w + @) (i@ ® - 1) — (w — @)?(e!@*D —1)] =0. (44.1)

e Caso isotérmico

2\/a? + B(w? — a?)(w? — a?)? + 2a?(w? — a?)a? + f(w? — a?) +

a?i {[a) +a? + B(w? — a?)] [exp [— (w— a2 + B(w? - 052))] - 1] - (4.4.2)

[w — a? + p(w? — a?)] [exp [—(w +Ja? + B(w? — az))] — 1]} =0.

e Caso adiabatico

2\ a? + 38 (w? — a?)(w? — a?)? + 2a?(w? — a?)y/a? + 3B (w? — a?) +

?i{[w + /o + 3f(w? — a?)] [eXp = 7 (@ —Va* +3B(w? - )| -1]- 443

[a) — \/az + 38 (w? — az)] [exp [1—3B (a) + \/az + 3B (w? — az))] — 1]} =0.

Passarei a discutir agora a solucéo dessas relagdes de dispersao.
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Capitulo 5

Resultados

Aqui apresentarei as solucdes, obtidas de forma numérica, das relacdes de
dispersdo. Durante tal procedimento € necessario muito cuidado, pois surgem
algumas solucdes espurias, valores de w que, de fato, sdo solucdo da relacdo de
dispersdo, mas nao sao soluc¢des do problema.

A falsidade dessas solucbes pode ser provada analiticamente com
argumentos simples. Nos trés casos, para w = t+a, as relacdes de dispersao sao
satisfeitas. Entretanto, nesse caso, essa relacdo de dispersdo nao € valida, pois a
equacao da qual ela foi deduzida (4.1.22) e (4.2.5) ja ndo é mais a mesma. De fato,
se w = ta, a (4.1.22) fica

— —2iw=—=0, (-1

e sua solucdo é completamente diferente da (4.1.24).
Outra solucao falsa, que aparece somente nos casos com efeitos térmicos, é

1
w=+ia [——1, (52)
X

onde y = B no caso isotérmico e y = 38 no caso adiabético. Essa solucéo é falsa
(aqui analisarei somente casos em que y < 1), pois, olhando para a definicéo de j,
na equacéo (4.2.8), temos que o discriminante sera nulo quando vale a (5.2), isto é,
teriamos que j, = j_ e essa solucao seria degenerada e, novamente, a solucado da
equacao para ¢ seria diferente.

Nos graficos a seguir, as solugdes falsas estardo omitidas.

5.1 Solucdes para T=0

Segue abaixo as solugdes da (4.1.27). Escrevi w como w = r + is. Os graficos
devem ser analisados da seguinte maneira. Primeiramente, a solu¢bes com cores

diferentes representam solucdes diferentes. Para um dado valor de «, olhamos



5.1 Solucdes para T=0

algum valor na curva, por exemplo, no gréfico da parte real. O correspondente valor
da parte imaginaria estara com a mesma cor no gréfico da parte imaginaria. Como
dito anteriormente, para esse trabalho o que é realmente relevante esta na parte
imaginaria, pois ele fornece a informacdo sobre a estabilidade, mas a titulo de

curiosidade e completeza, coloquei o gréfico da parte real também.
p=0

rim
o
T

Figura3:rxapara=0
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5.2 Solucdes para o Caso Isotérmico

0.5

-05

s/t

0 1 2 3 4 5 6
/T
Figura4:sxaparap =0

Para o caso de T=0, o sistema permanece estavel até um valor de a =,
quando surge a primeira instabilidade. Isso significa, na pratica, que, dado uma
densidade para o plasma e fixando a velocidade em que o feixe é injetado,
aumentando o valor do comprimento do diodo, o sistema sera estavel até que o
parametro a tenha tal valor. O sistema permanecera instavel até um valor um pouco
menor que a = 3m. Isso acontecera sempre para valores de ¢ = 2n+ 1)z, {n €
N; n > 1}, isso €, sempre, para uma pequena regido antes de a atingir esses
valores, ha uma regido de estabilidade que termina exatamente em a = (2n + 1)m.
Como dito na introducdo, a essa regido esta associada um rico comportamento

dindmico, mas que foge do escopo discutir aqui.
As solugbes em vermelho parecem, pelo menos para os valores de «a ja
estudados, ndo serem muito importantes (muito autores ignoram elas), pois sao

bastante estaveis, nessa regiao.

5.2 Solucdes para o Caso Isotérmico

Segue abaixo, um conjunto de graficos para quatro valores diferentes de g.
Na sequéncia, hd um grafico com a parte imaginaria de todos eles e o com =10

para fins de comparacéo.
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5.2 Solucdes para o Caso Isotérmico

0.5

-1.5

2 3 4 5 6

/T
Figura 5: Caso isotérmico, r x a para g = 0.001xw

B=0.0017

o/T

Figura 6: Caso isotérmico, s x e para g = 0.0017w
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5.2 Solucdes para o Caso Isotérmico

B=0.005m

o/T

Figura 8: Caso isotérmico, s x a para g = 0.005w
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5.2 Solucdes para o Caso Isotérmico 37

Figura 10: Caso isotérmico, s x e para 8 =0.01xw



I’

s/T

5.2 Solucdes para o Caso Isotérmico

-1.5

Figura 12: Caso isotérmico, s x e¢ para 8 = 0.05w

38



5.2 Solucdes para o Caso Isotérmico 39

Isotérmico

0.4

siT
o
|

" "eagy
--.“" ey, |

| B=0 . B=0.001x - [=0.005x . [=0.01z: [=0.057 - |

Figura 13: Comparacdo do caso isotérmico para varios valores de g

Primeiramente notamos que, qualitativamente, as curvas sdo praticamente
iguais as do caso pB = 0. Entretanto, temos varios resultados novos para serem
analisados.

A diferenca mais saliente talvez seja a forma que as solu¢cées em vermelho
assumem, que sdo bastante diferentes com o aumento de £, em relacdo ao caso
B = 0. Entretanto, essas solu¢cbes continuam bastante estaveis, entdo, para esse
trabalho séo irrelevantes.

Para valores de 3, razoavelmente pequenos (dos quatro casos que abordei
agui, isso vale para os trés menores), a curva difere muito pouco da com g =0,
justificando que é uma boa aproximacado, para diversos casos uteis, ndo levar em
conta os efeitos térmicos. Se, incluindo os efeitos térmicos, 0 comportamento tivesse
uma mudanca brusca, essa aproximacao néo seria boa e nao deveria ser usada.

Outro comportamento que esse casoO apresenta em relacdo ao mais
idealizado é que a primeira instabilidade, bem como as pequenas regibes de
estabilidade e toda a curva de uma maneira geral, sdo puxadas para a esquerda.

Isso é, o sistema se instabiliza antes que no caso de 8 = 0.



5.3 Solucdes para o Caso Adiabatico

Além disso, o “periodo”

das curvas diminui com o aumento de . Na figura
13, notamos que na primeira vez em que as curvas surgem para £ = 0.001m,
B = 0.0057 e g =0.01m, elas estdo muito proximas, mas para a < 6m a diferenca
entre elas é notavel. Isso ocorre justamente por causa dessa mudanca no periodo
com f. Voltarei a esse detalhe no final deste capitulo com um embasamento tedrico
que tornara mais facil o entendimento.

Por fim, outra diferenca entre as curvas é que a amplitude maxima delas é
menor em relacdo ao caso f = 0. Isso € de alguma relevancia para valores de f
pequenos em que as curvas sejam quase coincidentes com a de g = 0. Assim,
sabemos que o sistema néo ir4 afastar-se do equilibrio tdo rapidamente quanto no

caso idealizado, embora essa néo seja uma diferenca tao significativa.

5.3 Solucdes para o Caso Adiabéatico

Como a relacdo de dispersdo é a mesma do caso anterior, ndo é esperada
nenhuma mudanca significativa com relacdo ao descrito anteriormente. Entretanto, o
fator “3”, faz com que as mudangas ocorram muito mais rapidamente que no caso
isotérmico para o0 mesmo valor de . Segue abaixo um conjunto de graficos para os

mesmos valores de S usados anteriormente, mas para o caso adiabatico.

®> Aqui estou me referindo a quando “nasce” uma curva com um comportamento ja apresentado antes.
Por exemplo, na figura 4, a curva cinza e a curva azul ttm comportamento semelhante a curva preta.
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5.3 Solucdes para o Caso Adiabatico

B=0.001%
8 T T T T T
6 -
4 -
2 -
0 -
_6 -
-8 1 1 | 1 |
0 1 2 3 4 5 6
/T
Figura 14: Caso adiabético,r x a para g = 0.0017w
B=0.001x
0.5
0 -
-0.5
-1+

A5

Figura 15: Caso adiabético, s x a para g = 0.0017w
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s/t

5.3 Solucdes para o Caso Adiabatico

Figura 17: Caso adiabético, s x a para g = 0.0057«
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5.3 Solucdes para o Caso Adiabatico

0.5

-0.5

-1.5

Figura 18: Caso adiabético,r x a para g = 0.01w

p=0.01x

4

Figura 19: Caso adiabético,s x a para g = 0.017w
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5.3 Soluces para o Caso Adiabatico

0.5 I T T T T

Figura 21: Caso adiabético, s x a para g = 0.057«
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5.4 Primeira Instabilidade 45

Adiabatico
T T T T T
04
B

? or
-02 F
-04

0 1 2 3 4 5 6

o/m
[ B=0 . B=0.0017 . B=0.005% . B=0.01% B=0.05% - |

Figura 22: Comparacédo do caso adiabatico para varios valores de g

5.4 Primeira Instabilidade

Talvez para varios fins praticos a maior importancia seja quando surge a
primeira instabilidade no sistema, que é exatamente o problema que motivou Pierce.
Esse € um calculo que pode ser feito analiticamente (principalmente apds notar, com
base nos gréficos acima, que a primeira instabilidade ocorre para w = 0 + 0i = 0).
Seja uma relacdo de dispersdo genérica com efeitos térmicos (y = f para o caso

isotérmico e y = 38 para o caso adiabatico) dada por

2\/a2 + y(w? — a?)(w? — a?)? + 2a?(w? — az)\/oz2 + y(w? —a?) +

a2i {[w +ya? + y(w? - az)]z [exp |5 (0 Ve + 2@ = a®))[ 1] = (541

[a) —Ja? + y(w? - az)]z [exp [ﬁ(a) +a? + y(w? — az))] - 1]} =0.

Colocando w = 0 a expressao fica



5.4 Primeira Instabilidade

la la
exp[l_x,/l—)(]=exp[—1_X,/1—)(], (5.4.2)
gue é satisfeita se, e somente se
a
sm[ l =0, (5.4.3)
I-x
que € equivalente a
a
—=n,/1-, (5.4.4)

comn € N*.

Da expressédo (5.4.4) podemos deduzir

quando acontecera a primeira

instabilidade (n = 1). Segue abaixo um gréfico da (5.4.4) indicando os valores que

usei anteriormente.

%=p para o caso isotérmico e y=3 para o caso adiabatico

0.98

0.96

~ 8=0.0

=0.0

0.94
0.92

0.9
0.88
0.86
0.84
0.82

0.8
0.78

0.76

0.74 - P=0.0017

B=0.0057
Isotérmico Isotérmico Isotermico

=0.01mt  PB=0.057
Isotérmico

0.72 |-

T 1/2

a/n=(1-y)

17t Adiabatico -

5m Adiabatico -

0 0.1 0.2 0.3
X

Figura 23: Primeira instabil

Outro resultado importante, que pode ser
comentado anteriormente € o decréscimo do “per

de B. De fato, com exce¢do de n=1, a (5.4.4) n

0.4

idade

extraido da (5.4.4) e que ja foi
iodo” da solugdo com o aumento

ao pode ser usada para predizer

onde o sistema deixara de ser estavel, pois ha outras solugbes envolvidas, como
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5.4 Primeira Instabilidade

mostra qualquer um dos gréaficos apresentados nas secdes anteriores. Esses valores
em que w = 0, podem ser usados para definir mais precisamente aquilo a que me
refiro como “periodo”. Um periodo é dado pela diferenca entre a (5.4.4) com dois

valores consecutivos, isto é

Periodo = /1 — ¥, (5.4.5)

que claramente diminui com £3.
A (5.4.4) também deixa claro o porqué da diferenca entre as curvas aumenta
para valores de [ diferentes para valores a cada vez maiores. De fato, quando n =

1, a diferenga entre a (5.4.4) para dois valores diferentes é

(0.8 Ay
2 -2 =J1=x.—+1—1x,. 5.4.6
hy ) \/ Xa \/ Xb ( )
Paran = 2, essa diferenca € de
(04 ap
n=2 n=2

e assim sucessivamente, deixando explicito o aumento da diferenca entre as duas

curvas.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

O presente trabalho teve como objetivo o estudo de como os efeitos térmicos
modificam a estabilidade do diodo Pierce. Em particular, mostrei que a primeira
instabilidade ocorre antes em relagdo ao caso “frio”, mas, para pequenos valores da
constante que inclui os efeitos térmicos, o desvio € bastante pequeno, justificando a
aproximacdo mais usada para tratar do diodo.

A construgdo do trabalho, em minha opinido, € auto-suficiente para o
entendimento dele como um todo, pois parti de um argumento fundamental, que
resultou na equacédo de Vlasov de onde foram deduzidas as equacdes de fluidos.
Com tais equacdes linearizadas e aplicando as condi¢cdes de contorno, obtive a
relagdo de dispersdo, sempre dando o méaximo possivel de detalhes sobre como
analisar os resultados obtidos.

Héa diversos pontos ainda em aberto, que talvez possam ser fruto de alguma
investigagdo futura. Nesse trabalho, s6 foram analisados casos em que y < 1, mas
parece que existe algo muito especial para y = 1, que carece de descricdo ainda,
sem falar de valores de y > 1, embora possa ser questionavel o uso da aproximacao
de fluido em tais casos.

Pode-se também tentar dar uma descricdo mais detalhada do que a existente
na literatura para o caso em que deixamos de usar a hipétese de ions estaticos e
consideramos efeitos térmicos concomitantemente. Outros assuntos que podem ser
mais estudados sdo o efeito das colisbes entre as particulas e geometrias em duas

ou trés dimensoes.
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