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Resumo

Este trabalho investiga os efeitos da nao-comutatividade do espaco-tempo na gravi-
tagao, utilizando as métricas de Schwarzschild e Reissner-Nordstrom como base para o
estudo de buracos negros. A nao-comutatividade é implementada por meio da aborda-
gem de estados coerentes. Grandezas como massa e carga passam a ser descritas por
distribui¢oes gaussianas, com seus campos estando definidos em células de tamanho mi-
nimo. Resultados destacam como a nao-comutatividade elimina singularidades cléassicas,
modifica a estrutura dos horizontes de eventos e regula divergéncias térmicas associadas
a evaporacao de buracos negros, evidenciando uma temperatura maxima e a presenca de
remanescentes estaveis no processo de evaporacao.

Palavras-chave: Nao-comutatividade, Espago-tempo, buraco negro de Schwarzschild,
buraco negro de Reissner-Nordstrom, Relatividade Geral, Mecanica Quantica.



Abstract

This work investigates the effects of spacetime noncommutativity on gravitation, using
the Schwarzschild and Reissner-Nordstrom metrics as a basis for studying black holes.
Noncommutativity is implemented through the coherent state approach. Quantities such
as mass and charge are described by Gaussian distributions, with their fields defined
within cells of minimum size. The results highlight how noncommutativity eliminates
classical singularities, modifies the structure of event horizons, and regulates thermal di-
vergences associated with black hole evaporation, revealing a maximum temperature and
the presence of stable remnants in the evaporation process.

Keywords: Noncommutativity, Spacetime, Schwarzschild black hole, Reissner-
Nordstrom black hole, General relativity, Quantum Mechanics
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1

Introducao

A conciliagao entre a mecénica quantica e a relatividade geral é um dos maiores
problemas da fisica moderna. A necessidade dessa conciliagdo se manifesta de diversas
maneiras, mas a principal motivagao é a busca por uma teoria unificada da natureza. A
teoria quantica de campos, que descreve a mecanica quantica e a relatividade especial, foi
capaz de integrar todas as interacoes conhecidas, com excecao da gravidade. Acredita-
se que a busca pela unificagdo dessas duas grandes teorias nao apenas avancara nossa
compreensao do universo, mas também podera oferecer solugoes para os problemas de
divergéncias que surgem na teoria quantica de campos. Entre as abordagens mais proe-

minentes estao a quantizagao candnica da gravidade e a teoria das cordas [1].

Uma teoria de gravitagao quantica é de grande importancia também para a cos-
mologia, especialmente para esclarecer os estagios iniciais do universo e a evolucao final
de buracos negros. As singularidades que emergem da relatividade geral representam um
desafio significativo, pois a partir das mesmas a teoria nao faz previsoes fisicas validas.
A unificacdo dessas teorias é uma das maiores esperancas para solucionar tais questoes.
Contudo, muitos consideram essas duas teorias incompativeis; uma caracteristica mar-
cante dessa incompatibilidade é a natureza do tempo. Enquanto na mecéanica quantica
o tempo ¢é tratado como um parametro absoluto e externo, na relatividade geral ele é

considerado uma entidade dinamica e intrinseca.

Questoes sobre o estdgio final da evaporacgdo de buracos negros e a necessidade de
uma quantizacao do espago-tempo na teoria das cordas levaram muitos a reconsiderar a

nao-comutatividade como ferramenta essencial para esclarecer alguns problemas da uni-
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ficacao, especialmente apds o trabalho pioneiro de Snyder, que inicialmente teve pouca
relevancia [2]. A proposta de Snyder introduziu a ideia de que, em escalas microscopi-
cas, o espaco-tempo pode ser descrito por coordenadas nao-comutativas, sugerindo uma

discretizacao em células de Planck.

O presente trabalho busca estudar os efeitos da implementacao da néao-
comutatividade na gravitagao, observando principalmente os efeitos gerados em solugoes
de buracos negros. Considera-se a evolugdo de buracos negros, em especifico seu estagio
final de evaporacao pela emissao de radiacao Hawking, que na teoria classica apresenta
divergéncias na temperatura. O estudo serd fundamentado na métrica de Schwarzschild

e na métrica de Reissner-Nordstrom.
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Revisao Bibliografica

2.1 Teoria Quantica Nao-Comutativa

Na mecanica quantica tradicional, o comutador
(Qi, Pj] = ihd;, (2.1)

representa uma relagao de incerteza entre as variaveis de posicao e momentum, de modo
que existe uma limitacdo ao conhecimento pleno dessas duas quantidades simultanea-

mente.

Uma relagao semelhante envolvendo operadores de posigao foi apresentada no con-
texto da teoria quantica de campos pela primeira vez por Snyder, em 1947 [3]. Um sistema
quantico estaria sujeito nao s6 a incerteza associada ao espago de fase, mas também a in-
certeza envolvendo as coordenadas espaciais, o que descreve uma discretizacao do espaco

em células de tamanho minimo.

A origem do questionamento se baseava no problema existente na descricao da
interacao entre campo e matéria que, utilizando o modelo de interagoes pontuais, gerava
divergéncias ultravioleta. Snyder propds como solucao a existéncia de um espago-tempo
com uma unidade minima de comprimento - dessa forma a abordagem seria capaz de

eliminar os comportamentos divergentes da teoria.

O interesse geral por essa linha diminuiu com o surgimento de teorias de renormali-
zagao. No entanto, desenvolvimentos recentes em teorias de gravitacao quantica indicam

que o caminho da nao-comutatividade deve ser revisitado [4].

3
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A nao-comutatividade do espago é codificada no comutador

[Q;, Qk] = 2ihbjy, (2.2)

onde 6 é uma matriz antissimétrica que caracteriza a nao-comutatividade [3]. Dessa
forma, modificagoes na teoria quantica de campos vém sendo realizadas para incorporar a
nao-comutavidade das coordenadas na descri¢ao de campos. Duas delas, o produto Moyal
e a abordagem de estados coerentes, sao as mais relevantes e devem ser mencionadas no

presente trabalho.

2.2 Produto Moyal

O produto Moyal é uma abordagem que busca implementar a ndo-comutatividade
através de uma modificacdo na estrutura matemética da geometria do espago-tempo.
Introduz-se entao uma nova regra do produto de duas fungoes definidas nesse espago que

inclui termos adicionais envolvendo o parametro de nao-comutatividade.

Um exemplo dessa abordagem pode ser observado na dindmica de um sistema

quéantico na representagao de Schrodinger [5]. Assumindo o Hamiltoniano do sistema

H(@QuP)= "1t 4 V(Q) 2.3

sendo 1 = 1,...N. Aqui ); e P, sdo coordenadas nao-comutativas, que obedecem as relagoes

[Q1, Qi) = 2ihby;,
[Q1, Pr] = ihoy, (2.4)
[P, Py] = 0.

Para aplicar o Hamiltoniano acima a equacgao de Schrodinger, utilizam-se coordenadas

comutativas usuais, que sao relacionadas as coordenadas nao-comutativas da seguinte

forma
Q1= Qi — 0Py (2.5)
P =P, (2.6)
e sao definidas como o
[Q1, Q] =0
(Q1, Pi] = ihdy, (2.7)

[P, P;] = 0.
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Reescreve-se, entao, o Hamiltoniano em coordenadas comutativas:

N . . pp N
H(Q — 0Py, P) = # + V(Qz 01 Pr.). (2.8)

Para descrever a evolugao temporal do sistema, aplica-se o Hamiltoniano na equacao de

Schrodinger
H|U) = zh |\I/> (2.9)

e escrevendo os operadores das coordenadas na representacao de posicao

(G Qu1d) = (al (Q — 0wPe) |7

0 2.10
= @G — @) + il =" (G - @) (210
gk
(d Pild') = (al P, |ci’>
8 ( . (2.11)
obtém-se a equacao de Schrodinger representada em posicao.

R _ 9, oW(g,t)
——V;"v Vg +iho V(g,t) =1h 4 2.12
om Vi ¥(q,t) + <QZ+’£ lkadk> (G.t) =i ot (2.12)

Analisando a equagao (2.12) verifica-se que a nao-comutatividade se encontra ca-

racterizada pela componente da matriz, ;. no termo do potencial. Esse fator pode ser

53
o 0611 " g

com a seguinte notacao sendo utilizada para as derivadas

reescrito na forma

V(a) U(q,1), (2.13)

« =

@ 50 = g

(2.14)

Expandindo a exponencial em uma série

o rn [T =2\ "
V(g) (&%) ( 9 g ) W(q,t), (2.15)

= n! \9q " Oq

e aplicando as derivadas de acordo com a regra (2.14), tem-se:

=110 0 0 0
7| (0rk,---0 h)" . 2.16
S o o V@) Gt [0 5 216



6 CAPITULO 2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

Agora, considerando a expressao da transformada de Fourier de V' (§) para o espago de k,

calcula-se as derivadas em ¢,

o 0 dVk caak (INT AN e s g
o [VEett = (1) V(R ok, ef 217
dq, Oq, (2#)2/ (k)e h /(27r)2 (k)ki 1,€ ( )

e aplica-se-as na equacao principal.

> [(;)n / (CMV(%)@..%}”@%@-’?] (OO0, l(m)na 4 ] (2.18)

= n! o) % dqr, " O,

Inverte-se a ordem entre o somatorio e a integral

/(d]\[k‘/(l;i)eiq% i il <;_L>n]{‘Tll...k;n(ehkr--elnkn) [(ih)na ’ ] ’ (2.19)

27) % = n! dqr, "~ Iqr,

>

e fazendo uso da expressao para o operador momentum, obtém-se

ANk i &1 i~ - -
/ (2 )NV(k)ehq'k Z ﬁ (h) kll...k)ln(Qllkl...ankn)(—l)Pkl...Pkn\ll<q,t). (220)
)2 n=0 """

Une-se os termos em poténcias de n

/ AV V(%)e%g.gi 1 (2)”(_1)n GRS (2.21)

(27’(’)% n=0 E

o que possibilita que a expressao para a exponencial seja utilizada novamente e escrita
como uma unica transformada de Fourier.

/ dN]{;N V(];)e%’q.]}efiﬁlglﬂlkﬁk —_ /

V(k 6%151'[@*9%1519] 299
e ) 222

dNk
(27) %
Dessa forma, fica justificada a reescrita do potencial da equagao (2.12) como o produto

Moyal definido como a equagao (2.13).

v {a+ i) 0.0 = Vi < w0 (2.3

Dessa forma, é evidente que a implementacao de coordenadas nao-comutativas pro-
voca uma modificagao das interagoes, como modifica o potencial definido acima, incluindo

termos com dependéncia no parametro de nao-comutatividade [3].

2.3 Estados Coerentes

A teoria quéantica de campos quando modificada pela nao-comutatividade precisa

descrever como se da a definicao de campos - que sdo fungoes de coordenadas espaciais -
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em um manifold nao-comutativo. Como definir fungées F'(Q1, Q2), quando os operadores
nao possuem autovetores em comum, de modo que seja possivel definir o valor esperado

desse campo em relagdo a um estado arbitrario? [0]

A abordagem de estados coerentes busca responder essa questao definindo um
conjunto ideal de autoestados |z) em relagdo aos quais campos podem ser definidos -

semelhante aos estados coerentes da mecanica quantica tradicional.

Considera-se a relacao de comutacgao simplificada
[Qi, Q] = i€y, (2.24)

onde a matriz de nao-comutatividade é reescrita como um parametro de nao-
comutatividade multiplicado pelo simbolo de Levi-Civita. Para encontrar o valor de uma
fungao F(Q1, Q2) qualquer definida por operadores, precisa-se encontrar o seu valor espe-
rado em relagdo a algum estado. Porém como os operadores )1 e ()2 nao comutam, nao
existe um conjunto de autoestados comuns aos dois. Dessa forma, é necessario encontrar
um conjunto de estados ideal para definir o valor esperado de F. Define-se os operadores
de aniquilagao e criagao:

Z = —=(Q1+1Q2) (2.25)

7t = —=(Q1 —iQ) (2.26)

que satisfazem a seguinte relacao de comutagao:

(2,21 =6
1 ) . . .
= 5[(@1 +1iQ2)(Q1 — 1Q2) — (Q1 — iQ2)(Q1 + Q)] (2.27)
=i[Q2Q1 — Q1Q2]
=46.

Definindo o operador nimero como N = Z!Z - forma semelhante ao método escada do

oscilador harménico quéntico [7] - que satisfaz a relagao

Nn) =n|n), (2.28)
pode-se definir os comutadores
[N, 2] =22, 2]
AV ARSVANAVA (2.29)

_——ys



8 CAPITULO 2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

N, ZV| =277, Z1]
AV A B VANAIVA (2.30)
=0Z".
Em posse das relagoes de comutagdo aplica-se o operador nimero aos estados Z |n) e

ZT|n).
N(Z|n)) = (IN, 2] + ZN) [n)

= —0Z|n) +nZ|n) (2.31)
=(n—0)Zn)

N(Z'|n)) = ([N, 2"+ Z'N) n)
=077 |n) +nZt|n) (2.32)
=(n+60)7Z"|n)

Analisando a equagao (2.28) coletivamente com a relagoes (2.31) e (2.32), conclui-se

que Z |n) e |n — ) sdo iguais a menos de uma constante.
Z|n) =c|n—0) (2.33)

ZVn) = d|n+0) (2.34)
Considerando que |n) e |n — 6) sdo normalizados
n| N |n)

=
n| Z1Z |n
2 |22 | (2.35)

assim como

(2.36)
n+ 0| dd|n + 0)

= |df*.
Em posse das constantes define-se completamente a consequéncia da aplicagao dos ope-

radores criacdo e aniquilagdo nos estados |n).
Zn) = /n|n—0) (2.37)
ZMn) =vVn+0|n+0) (2.38)
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A partir disso, encontra-se qualquer estado |n), através da aplicacao sucessiva do operador
(2.39)

In) = NTE
(2.40)

criagao, n vezes, sobre o estado de vacuo |0)
(zh"
0)
Define-se entao os estados coerentes |z), que sao os autoestados do operador aniquilagao

z|z).

Z|zy =
(2.41)

n=0

Escrevendo os estados coerentes como uma combinagao linear dos estados |n)

Cn = (nl2)
(2.42)

os coeficientes da expansao sao determinados por

= (002)

e considerando que os estados |z) devem ser normalizados, pode-se determinar o fator

(0|z) através da normalizagao
(zlz) =1
[ee] [e.9] Zm
= (2|0 o5 0|z —
<r>nzo |n><|>n§0m07|m>
ZTL
(2.43)

= |(0]z
onde considera-se (n|m) = d,,, e utiliza-se a série da exponencial para reduzir a equacao
(2.44)

Dessa forma, tem-se -
2z

0lz) = ——

(0]z) = exp < 29)

e finalmente obtém-se a equacao para os estados coerentes
(2"
10)
(2.45)

) =ew(5) X o e
S L () )
e (271) o),

20

= exp(

= exp(
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2z

z
= -= ZT) 0 2.46
2) =exp (—5 ) exp (527) 0) (2:46)
utilizando novamente a série da exponencial para simplificar o somatoério.

Agora é possivel calcular o valor esperado da fun¢ao dos operadores F/(Q1,(Q)2) em

relagdo ao estado |z) - estado coerente - de forma que se encontra uma func¢ao ordindria
F(z).

F(z) = (2| F(Q1,Q2) [2) (2.47)
Podemos definir a transformada de Fourier ndo-comutativa, onde precisamos calcular o

valor esperado da onda plana.

1 .
() = 5 [ 1) (zlexplin;Qy) |2) d*p (2.48)
Manipulando a onda plana pode-se escrevé-la em termos dos operadores Z e ZT como

T _ 771
exp (ip1 Q1 + ip2Q2) = exp (ipl (Z%Z ) + ipz(Z\/iiZ )

= exp (\;5 [(pl —ip2)Z + (p1 + ip2)Zq> (2.49)

= exp (ip,Z + z'p+ZT) ,

onde pL = (p1 £ip2)/ V2. Para decompor a exponencial em duas multiplicacées é neces-

sario fazer uso da decomposicdo de Hausdorff [7] - visto que Z e Z' ndo comutam - dada

por eAtB = eAeBe— 4

(clexp (ips 21+ ip-Z) |2) = (el explip, 20 explip- Z) exp (22121, 2] |2)
) ) ; (2.50)

= exp [@é@ +2) + 2'722(2 —7) - +p§>]
Aplicando o resultado (2.50) na equagao (2.48) se obtém a transformada de Fourier nao

comutativa.

F(z) = 217T/f(p) exp [—Z (p% +pg)] exp [2515(2 +Z) + %(z - 2)] d*p (2.51)

A nao-comutatividade entre as coordenadas de posicdo produz a nao-
comutatividade entre o operador de aniquilagdo e criagdo, o que traz a necessidade da

utilizagado da decomposi¢ao de Hausdorff. Essa decomposicao gera o fator de decaimento
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existente na expressao de F(z), que tem o papel de suprimir a divergéncia que pode ocor-
rer quando p; e ps explodem no regime de altas energias. Esse fator fornece o limite finito

necessario para a modifica¢ao da teoria quantica de campos [6].

Se considerarmos agora o caso em que f(p) é uma constante - o que corresponde
a incerteza maxima no momentum - temos em tese uma posicado mais bem definida. A

transformada de Fourier nesse caso fornece

F(z) = 497Texp {—gzz} . (2.52)

Observa-se que, mesmo definindo o maximo possivel a posicdo, a incerteza associada
as coordenadas nao desaparece no caso nao-comutativo, e pode somente chegar até um
minimo proporcional a v/f. Isso contrapde o caso comutativo § — 0, onde a F(z) é

reduzida a delta de Dirac.

Esses resultados sao a indicagao de que no regime nao-comutativo temos campos
definidos em células de tamanho minimo, ao invés de pontos. Além disso, a importancia
da defini¢cao dos estados coerentes se da pelo fato de, como mostrado anteriormente, serem

estados de minima incerteza e de serem o mais préximo de um limite cléssico[7].

2.4 Buraco Negro de Schwarzschild

Em 1916, Karl Schwarzschild encontrou a primeira solugao exata das equagoes de
campo de Einstein, que descrevem a gravidade em termos da curvatura do espaco-tempo
[8]. Sua solugdo, conhecida como a métrica de Schwarzschild (2.53), caracteriza o campo
gravitacional externo a um corpo esfericamente simétrico, como uma estrela ou um buraco

negro [9],

2M 2MN\ !
ds®> = — (1 — T) dt® + (1 — 7’) dr? + r2d¥* + r? sin® 9dp? (2.53)

onde M é a massa do corpo esférico. O horizonte de eventos dessa métrica, que define a
regiao além da qual nada pode escapar da atracao gravitacional do corpo, estéd localizado
em

r = 2M. (2.54)

Em 1975, Stephen Hawking, ao aplicar os principios da mecanica quantica aos buracos

negros descobriu que esses objetos nao sao completamente negros, mas emitem radiacao
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térmica [10]. Esta radiagdo é conhecida como radiagdo Hawking e a temperatura do
buraco negro de Schwarzschild é dada por:

_ 1 dgw
47 dr

r=rH

Ty (2.55)

Dessa forma, entendeu-se que buracos negros podem eventualmente evaporar emi-
tindo radicao térmica. No entanto, esse processo de evaporacao leva a um problema
fundamental: & medida que o raio r do buraco negro se aproxima de zero, a tempera-
tura Ty tende ao infinito. Uma abordagem para eliminar a divergéncia ultravioleta na
temperatura do estagio final é implementar a ndo-comutatividade entre as coordenadas es-
paciais. Para verificar isso, é preciso analisar as equagoes de campo nessa nova perspectiva

e modifica-las.

A modificacao das equagdes de campo se da a partir do tensor energia-momentum,
sem que haja a necessidade de alterar intimamente o tensor de Einstein. Isso se da porque
que a métrica é definida sobre um manifold, e a nao-comutatividade ¢ uma propriedade
intrinseca do mesmo. O que ¢é diretamente afetado pela nao-comutatividade é a distribui-
¢ao de energia e matéria que, por fim, afeta a curvatura do espago-tempo [4]. Dessa forma
uma modificagdo no tensor energia-momentum provoca indiretamente a modificagdo no
tensor de Einstein, que contém a informagao sobre a geometria, como descreve a equagao
abaixo.

G v = 8mT, v 2.56
n n

A natureza da modificagdo do tensor energia-momentum se manifesta na estrutura
dos campos na Teoria Quantica de Campos Nao-Comutativa. Campos sao descritos nao
mais como fontes pontuais, mas sim como distribui¢des gaussianas em células de tamanho
minimo. A densidade de matéria dos corpos que antes era representada por uma delta de

Dirac, agora é substituida por uma distribuicao gaussiana.

M 2
polr) = (4m0)F

SN

(2.57)

Assim, deve-se determinar a forma do tensor energia-momentum levando em conside-
racao a nova forma para a densidade do corpo gravitante e a partir disso encontrar as
solucoes das equagoes de campo para determinar a métrica de Schwarschild no espaco

nao-comutativo.
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A forma da densidade determina que o tensor energia-momentum seja dado por

—pg 0 0 0
0 p. 0 0

wo__

=10 0o 0| (2.58)
0 0 0 po

onde as ultimas duas componentes da matriz diagonal sao iguais visto que a simetria do

sistema ¢é esférica.

A determinacao dos componentes da matriz é dada pela conservacao do tensor
energia-momentum.

vV, T" =0 (2.59)

Os célculos completos estao apresentados no apéndice A. O tensor energia-momentum

fica definido como:

e 0 0 0
0 —py O 0
o
e I A G (2.60)
O O O %T r PO

A determinacao de T# evidencia a natureza da matéria como sendo uma gota
autogravitante de fluido anisotrépico de densidade py. O fluido é anisotrépico visto que
a pressao radial e a pressao tangencial sao diferentes. No entanto, a modificagdo mais
fundamental observada é a autogravitancia da matéria. Classicamente a matéria sofre
um colapso gravitacional, o que da origem a singularidade. No caso da métrica nao-
comutativa a presenca da pressao radial nao nula contrapoe a atragdo gravitacional e
evita o colapso. Esse resultado fundamental elimina o conceito da singularidade e é a
origem de uma nova fisica em distancias de ordens de v/ [4],[I1]. Isso é evidenciado pelo

perfil de densidade da figura (2.1).

Na regiao central em torno da origem a densidade é aproximadamente constante

_M__
(477)3/2 .

decai exponencialmente até atingir o ponto r = 4v/6, onde os efeitos ndo-comutativos se

com um valor finito de fpy = Conforme ha um afastamento da origem, a densidade

tornam despreziveis, e a mesma se anula, recuperando o comportamento classico.

Calculando a métrica com as equagoes de campo (2.56), utilizando o tensor encon-

trado, obtém-se

ds? = — (1 — 7%7(3/2, 7’2/49)) dt* + (1 - %7(3/2,102/4«9))_ dr® +r*dQ?, (2.61)
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0.06 - — M= ]
. -=- M =190
005 :— ."““ ..... M = 3\/5 k
0.04 F™>_ = ;
Opo [ ]
0.03 .
0.02 | ]
0.01 f .

F1cura 2.1. Gréfico de 0py em fungao de r/ V0. Perfil de densidade de matéria em funcao
da distancia da origem do sistema para diferentes valores da massa total do objeto. A
densidade apresenta comportamento constante proximo a origem do sistema e quando
r > 4v/6, a mesma rapidamente se anula.

onde (3/2,7%/40) é a fungao gamma incompleta inferior dada por
r2 /40
+(3/2,72/46) = / 11264t (2.62)
0
Fora do limite nao-comutativo % — 00 a fungdo gamma pode ser aproximada como
v(s,z) = T'(s) (2.63)
de forma que (2.61) recupera a forma da métrica de Schwarzschild.

Outra mudanca significativa provocada pela nao-comutatividade na métrica de
Schwarzschild é a respeito de horizontes de eventos, que podem ser encontrados a partir

da relagao

goo(r) = 0. (2.64)

Numericamente encontra-se os valores rg calculando o valor da componente temporal da
métrica para diferentes valores de r/ V0, e entdo encontra-se as interse¢des com o €ixo
horizontal. Isso pode ser visualizado através da figura (2.2). Trés situacoes distintas
podem ocorrer a depender da massa do buraco negro envolvido. Se M < M, ndo existe

horizonte de eventos, visto que a curva nunca intercepta o eixo horizontal, o que define
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goo

—0.5 — M=1vF

I -= M = 1.9V6
M = 36
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FIGURA 2.2. Gréfico de gyo em fungao de r/ V0, para diferentes valores de massa dos
buracos negros. Os horizontes de eventos sao encontrados calculando numericamente a
interceptagdo da curva com o eixo horizontal.

uma massa minima para a existéncia de um buraco negro. J& para M = M, = 1.9/0,
existe a presenca de um horizonte de eventos degenerado em 7 = 3v/6 - uma situacéo de
um buraco negro extremo. No ultimo caso, M > M, existem dois horizontes de eventos,

um em r = 1.6\/5 e outro em r = 6\/5.

A temperatura do buraco negro de Schwarzschild ndo-comutativo pode ser calcu-

lada através da relagao (2.55) considerando a componente temporal da métrica (2.61).

Ty = 1d (1 — %7(3/2,7“2/49))

(2.65)
= 2 (e - L)

Para calcular a derivada da funcao gamma incompleta inferior é preciso primeiro consi-
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derar a regra da cadeia e posteriormente fazer uso do teorema fundamental do calculo.

r2 /b6
0 T

dr dx
2r d [*
= —— t)dt
b dx /0 1)
2r d
= ———(F(z) = F(0))
bo dx
o ; (2.66)
2 (F(a) ~ ()
2r s—1_—x
@(ﬁ )
2 (r? T g2
T\ 10
Calculando (2.64) e invertendo para M, encontra-se M = W}é}%. Inserindo estes
resultados em (2.65), tem-se
'r2
1 rs e a6
Ty = 1--£ 2.67
T dgry 493 (3/2,73/40) 207
Tomando o limite ndo-comutativo r?/460 — 0, a equacio (2.67) se torna
Ty = — (2.68)
= drry '

Pode-se observar o comportamento da Temperatura Hawking em relagao ao raio do
horizonte de eventos, em ambos casos, comutativo e nao-comutativo, analisando a figura

(2.3).

Nos estagios iniciais da evaporacao de buracos negros no caso comutativo, o raio do
horizonte de eventos diminui e a temperatura aumenta, até que no estagio final, proximo a
origem, ocorre uma divergéncia da temperatura. Ja no caso ndo-comutativo, a evaporagao
tem trés estagios distintos. Primeiro, quando a massa do buraco negro é maior que
a massa critica, M >> M,, o comportamento da temperatura se assemelha ao caso
comutativo. Isso ocorre porque fora do regime nao-comutativo r >> \/5, o fator nao-
comutativo na equagao (2.67) praticamente nao contribui. Conforme a massa se aproxima
de M as corre¢oes da nao-comutatividade comecam a ter relevancia e a temperatura se
mantém abaixo da temperatura classica, até atingir um ponto de temperatura maxima
correspondente & massa M = 2.4v/0 e raio ry = 4.7v/0. Apés esse ponto a temperatura

diminui até atingir o zero absoluto em r = 3v/6 deixando como produto um buraco negro
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FIcURA 2.3. Gréfico de V0Ty em funcio de rgv6. A figura ilustra o comportamento
da temperatura Hawking no caso comutativo e também considerando efeitos da nao-
comutatividade. No caso comutativo a temperatura do buraco negro diverge conforme
o raio do horizonte diminui. O caso nao-comutativo modifica esse perfil ao evidenciar a
temperatura méxima para o buraco negro, que ocorre em r = 4.7v/6, e também mostra
que em r = 3\/5 a temperatura se anula.

extremo ’congelado’ de massa M,. Além desse ponto, nao se define mais a temperatura
visto que nao sao mais definidos horizontes de eventos para valores de massa inferiores a

My como foi discutido no contexto da figura (2.2).

Uma questao final a ser discutida é o caso de um objeto que, de inicio, possui uma
massa inferior a M,. Poderia argumentar-se que como para esses valores de massa nao
estao definidos horizontes de eventos, esse objeto poderia corresponder eventualmente &
uma singularidade nua. Para que exista essa singularidade o escalar de Ricci deve divergir

R — oo. No entanto, considerando a nao-comutatividade, o escalar de Ricci fornece

R(0) = \/%/2 (2.69)

um valor finito, de forma que a singularidade nua nao ocorre nesse caso [4].



3

Buraco Negro de Reissner-Nordstrom

A extensao natural do estudo dos efeitos nao-comutativos nas métricas que descre-
vem buracos negros, para além do buraco negro de Schwarzschild é baseada na introducao
do campo elétrico nesse modelo. Baseado nisso, aborda-se nesse capitulo o estudo da mé-
trica nao-comutativa de Reissner-Nordstrom que representa a solugdo para uma massa

carregada sem rotagao. [11]

3.1 Modelo Comutativo

A métrica de Reissner-Nordstrom é uma solucao estatica e assintoticamente plana
das equacoes de campo de Einstein-Maxwell, que descreve o campo gravitacional de uma
massa pontual carregada, esféricamente simétrica. A solucao em regides livres de fontes
(7# = 0) é descrita pelo elemento de linha na equagao (3.1)

oM Q? oM Q*\ "
ds® = — <1—+Q2> dt* + (1—+QQ> dr® + r2d$Q?, (3.1)
r r r r
onde M ¢é a massa do buraco negro e Q, sua carga. A solugdo descreve o campo gravita-
cional comutativo, onde existe uma singularidade intrinseca localizada em r = 0, assim
como no caso da métrica de Schwarzschild. No entanto, com a introducao do campo

cletromagnético, a métrica se apresenta diferente do caso neutro em outros aspectos. [12]

Quando analisamos o anulamento da componente temporal da métrica, obtemos a
descri¢do dos horizontes de eventos caracteristicos possiveis desse buraco negro. Resol-

vendo a equagao goo(ry) = 0, encontramos os raios de horizontes de eventos como

o= M+ /M2 - Q2. (3:2)

18
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Ficura 3.1. Métrica do buraco negro Reissner-Nordstrom ggg em funcao de r para
diferentes relagoes entre M e QQ, em comparacao com o buraco negro de Schwarzschild. A
figura mostra que no caso M? > Q? existem dois horizontes de eventos, para M? = ()?
esses dois se mesclam formando um, e para M? < Q? nio existem horizontes de eventos,
e portanto, buracos negros.

Dessa forma, fica evidente que esses horizontes dependem agora da relacao entre a massa

e a carga do buraco negro. A figura (3.1) mostra os possiveis arranjos para esse sistema.

O caso M? > (Q? mostra que existe a presenca de dois horizontes de eventos, um
externo e um interno. O horizonte externo ¢é caracterizado por r, e é o ponto a partir
do qual a luz nao é capaz de escapar. Adentrando nessa regiao as coordenadas espacial
e temporal tém seus papéis invertidos. O fim dessa regiao se da no horizonte interno,
também conhecido como horizonte de Cauchy, localizado em r_. Desse horizonte até a
origem as coordenadas, tém seus papéis invertidos novamente. Dessa forma as trés regioes
delimitadas pelos dois horizontes de eventos ndo possuem conexao causal. O segundo caso
ocorre quando Q? = M?, onde os horizontes externo e interno se mesclam, formando um
unico horizonte, localizado em » = M. Esse ¢ o caso do buraco negro carregado extremo,
onde a massa é a menor possivel. A partir disso, quando M? < Q? a curva da métrica

nao apresenta raizes reais. Dessa forma, ndo existe presenca de horizonte de eventos. [12]

Uma outra perspectiva das relagoes entre a massa, a carga e o raio do horizonte de

eventos é descrita pela equagao (3.3), que é obtida manipulando ggo(ry) = 0.

TH+Q?
2’/“H

M (3.3)
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A figura (3.2) mostra como se dd o comportamento da massa do buraco negro para
diferentes valores de Q) e de que forma os horizontes de evento evoluem. A linha tracejada
conecta todos os pontos minimos da curva, onde M = ry. Nesse ponto, a massa tem o
seu minimo valor possivel e M = @, como fica evidente na equagao (3.2). Esses pontos
minimos representam as configuragoes de carga, massa e raio do horizonte de eventos
dos buracos negros extremos. A partir desse ponto, conforme a massa aumenta, surgem

somente buracos negros com dois horizontes de eventos.

Um outro aspecto interessante é a comparacao entre o comportamento da métrica
de Reissner-Nordstrom e a métrica de Schwarzschild (@ = 0). Na figura vemos que
todas as curvas correspondentes a cargas nao-nula possuem uma massa minima final. No
entanto, o buraco negro de Schwarzschild tem massa minima M = 0. Isso decorre do fato
de que o buraco negro carregado precisa ter uma massa minima M = () para que exista
condigoes para horizontes de eventos. Isso é evidente na figura anterior quando nao se

tem presenca de horizontes para M? < Q2.

A partir desse comportamento fica evidente o destino de cada buraco negro em um
processo de evaporac¢ao. Enquanto o buraco negro de Schwarzschild evapora completa-
mente, até desaparecer em M = 0, o buraco negro Reissner-Nordstrom apresenta uma

massa final minima nesse processo.
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TH

Ficura 3.2. Massa M (rg, Q) do buraco negro de Reissner-Nordstrom no modelo co-
mutativo em func¢ao do raio do horizonte de eventos rg e ). A curva pontilhada une os
pontos minimos de cada curva, conectando as configuragoes que fornecem buracos negros
extremos. E mostrado que diferente do buraco negro de Schwarzschild, o buraco negro
carregado exibe uma massa minima no final de sua evolugao.

3.2 Modelo Nao-Comutativo

O modelo nao-comutativo da métrica de Reissner-Nordstrom ¢é baseado na solucao
das equagoes de campo de Einstein-Maxwell, na presenca de uma distribuicao gaussiana

de massa e carga.

E natural que, da mesma forma que no caso anterior, a carga elétrica seja repre-
sentada por uma distribui¢ao gaussiana, como a massa, dado que a nao-comutatividade é
uma propriedade do tecido do espago-tempo em si. A densidade de carga é representada

pela distribuicao gaussiana dada pela equacao

e r?
() = i -, 3.4
pe(T) 3 XD ( 0 (3.4)
onde e é a carga elétrica elementar.
Para resolvermos as equacoes de campo Einstein-Maxwell
Gy = 8m(T) |t + T)'|e), (3.5)

precisamos primeiro descrever o tensor eletromagnético de acordo com a distribuicao
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gaussiana. Este pode ser definido através do campo elétrico como
v — §0lulgriv] (3.6)

P = (6967 — 6™ E(r). (3.7)

Dessa forma, o tensor eletromagnético é dado por:

0 E(r) 00
Cl=Erm) 0 00

o — O() M (3.8)
0 0 00

A estrutura do tensor manifesta a distribuicao fisica. A tnica componente nao
nula do campo elétrico é a componente radial, o que manifesta a simetria da distribuicao.
Além disso, todas as componentes do campo magnético também sao nulas, visto que a
distribuicao ¢é estatica. Essas mesmas caracteristicas da distribuigdo também definem a
forma da quadricorrente. Devido a simetria esférica da distribuicao de cargas, as compo-
nentes angulares da quadricorrente sao nulas. Além disso, a componente radial é definida
como

J" = pv”, (3.9)

sendo v" a velocidade na direcao radial. Como a distribuigao é estatica, essa componente

também ¢é nula, de forma que a quadricorrente é definida como:
JE = p,oh. (3.10)

Definidos o tensor eletromagnético e a quadricorrente, podemos encontrar a descri¢cao

correta do campo elétrico, através das equacgoes de Maxwell para campos com curvatura,
dadas pela equacao abaixo. O desenvolvimento completo esta descrito no apéndice B.
1

N

A expressao encontrada para o campo elétrico é dada por

E(r)= \/Q%QTQV (27 Z;,) ; (3.12)

a partir do qual agora podemos definir completamente o tensor eletromagnético, a fim de

Bu(v/—gF™) = J*. (3.11)

encontrar o tensor eletromagnético tensao-energia, dado pela equagao (3.13).

a 1 e
T#V‘e =9 ﬁF,uaFZ/B + Zg,uuFa,BF A (313)
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A partir de (3.8) e (3.12), utilizando as contragdes F¥ = ¢"*F,,, Fl, = guagusF*’

e TH = gl*T,,, e aplicando tudo isso em (3.13) chegamos na forma para o tensor energia-

momentum. ,
BOY 00
0 B0 g g
TH = 2 (3.14)
0 0 0 0
0 0 0 0

Com o tensor tensor eletromagnético tensao-energia em maos, e o tensor energia-
momentum correspondente a matéria (2.57), podemos calcular as equagdes de Einstein-

Maxwell (3.5). Dessa forma encontramos a métrica nao-comutativa de Reissner-

Nordstrom.
ds® = —goodt?® + gog-dr® + r?dQ? (3.15)
2m(r)  Q?
=1- —F 3.16
9oo . + 2 (r) (3.16)

m(r) = 2\7/”7_:7 (2 Z;Z) (3.17)
F(r) =+ (; ZZ) - \/2—97 (; g;) (3.18)

E interessante estudar o comportamento da métrica obtida nos regimes assintoticos.

Para r — 0, aproximamos a funcdo gamma inferior incompleta como

v (s,2) = (3.19)
S

de forma que a componente temporal da métrica (3.16) se reduz a:

_ Mo 2

Percebe-se que a parte carregada da métrica nao exibe contribuigoes significativas nesse
regime. Também fica evidente que proximo a origem, a métrica se assemelha a métrica

de De Sitter, caracterizada por
A,
goo =1— 3" (3.21)

de forma que na métrica nao-comutativa de Reissner-Nordstrom, a constante cosmologica
efetiva é dada por:
Mo

A= NIk

(3.22)
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Préximo a origem do sistema, o espaco seria predominantemente dominado pelo
vacuo, onde a geometria ndo-comutativa induz uma constante cosmolégica positiva devido
as flutuagoes quanticas. Assim como ocorre na métrica neutra, a nao-comutatividade
desempenha um papel crucial ao eliminar a singularidade da métrica, tornando-a regular

em todas as regioes do espaco [12], [13], [14].

A partir da aproximagao também fica evidente que um observador muito préximo a
origem, presencia somente um campo gerado pela massa mg, sendo despojado de quaisquer

contribui¢oes devido ao campo eletromagnético.

O outro limite interessante de ser analisado é r — 0o, de forma que a métrica nao-
comutativa possa ser comparada com a versdo ndo-comutativa. Dessa forma, estamos
lidando com uma situacao em que o observador se encontra distante da origem, e nao
consegue distinguir entre contribui¢des da massa do buraco negro e sua carga. Assim, nao
visualiza somente a massa mg, mas sim toda a contribui¢ao de matéria e energia como um
todo, incluido o campo eletromagnético. Para descrever essa métrica, precisamos entao

levar em conta essa massa total M que pode ser calculada através da integral descrita por

(3.23).

M= ?{ dot (T + ), (3.23)
¥

onde ¥ representa uma superficie tridimensional fechada, com t é constante [15]. Utili-

zando essa equacao, a massa M é dada por:

Q2
M =mg+ —2—. 3.24
O Jond (3:24)

Aplicando a massa M na componente (3.16) da métrica, encontra-se

a3 @
Joo = ﬁrﬁy 2746 72

Considerando a aproximagao da fungdo gamma descrita por (2.63), verificamos que a

F(r)+ Zr”y (2, ;19)] . (3.25)

fungao recupera a forma comutativa de métrica de Reissner-Nordstrém, dada por (3.1).

O comportamento da métrica em fungao da distancia r e da massa do objeto pode

ser visualizada na figura (3.3) para um caso especifico onde @ = 1.
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0.5

Ficura 3.3. Métrica do buraco negro Reissner-Nordstrom no caso nao-comutativo
oo (%, \%) em funcdo de M e r para (Q = 1. O plano gopo = 0 estda destacado em
vermelho. A intersecdo da curva de gog com o plano descreve a curva do horizonte de
eventos, que descreve a massa em fun¢ao do raio do horizonte de eventos.

Outro aspecto relacionado a essa métrica que é interessante de ser analisado é
a estrutura dessas métricas nao-comutativas em relacao aos seus horizontes de eventos.
Como visto anteriormente, o caso comutativo no caso da métrica de Reissner-Nordstrom
apresenta diferentes estruturas causais para diferentes relacdes entre a massa e a carga
do objeto. Além disso, esses buracos negros possuem uma massa minima como condi¢do
de existéncia, o que ndo ocorria na métrica neutra. A figura (3.4) mostra a componente
temporal da métrica (3.25) para diferentes valores de massa e carga. Conclui-se que a mo-

dificacdo pela nao-comutatividade nao gera grandes modificagoes desse comportamento.

A configuragao % =0, % = 3 recupera o caso Schwarzschild que foi previamente
apresentado na figura (2.2). Além disso é interessante observar que, sob @ fixo, o aumento
de M aumenta a distancia entre os horizontes interno e externo, enquanto que o aumento
de @, sob M fixo, diminui a distancia entre os horizontes, levando a uma configuracao

extrema.



26 CAPITULO 3. BURACO NEGRO DE REISSNER-NORDSTROM

109 ol =My =3 1 ol =3.My 20 =4 1 oV =3.mMy28=5

0.5+

0.0
s

§ -051 1 \/ E

_104 | )

154

Goo
Goo

—204
T

b E 2

1.0 1

— g8 =15mMV20=3 ] — o =15MmMy20 =1 1 — o =15MmMN20=5
N \ | \ 7 \
0.0
2
2 os] \/

~1.04

—1.54

—2.04
T

Yoo
a <
Joo
| | \

V28 V28

] \ — o2 =0,mMpy26 =4 1 \ — o =0,Mp28 =5

=

1.0 4

0.5 1

\ — Q2B =0.M26 =3
0.0

~1.04

Goo
Joo

154

204
T

F1GURA 3.4. Métrica ggg em fungao de \/%, para diferentes combinagoes de ) e M,
exibindo o comportamento dos horizontes de eventos de acordo com massa e carga.

A métrica descrita em (3.25) é relativimente complicada e nao pode ser resolvida
analiticamente para ry em gop(ry) = 0. No entanto, podemos obtemos a partir da
equacao, uma fun¢do da massa em funcao de ry e . Fazendo isso encontramos a equacao

abaixo.

@ U Vi
M = QWJFV(S'%) [ i 7“H—|—4ﬁTHF(r) (3.26)
27 46

Essa é a versao nao-comutativa da relacdo (3.3) e pode ser visualizada na figura (3.5)
mostrando como se comporta a massa dos buracos negros em fungao do raio do horizonte

de eventos para diferentes valores de Q.
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Ficura 3.5. Massa do buraco negro Reissner-Nordstrom nao-comutativo L};@ em

funcao dos horizontes de eventos % e da carga. A figura evidencia o estado de menor
energia para cada sistema, que termina em uma massa minima.

Um importante aspecto da figura (3.5) é representado pelos pontos de minimo da
massa. Esses pontos de minimo em relagdo ao horizonte de eventos localiza os buracos
negros extremos para cada configuragao, sendo o ground state do sistema. Para massas
maiores, o sistema evolui para buracos negros com dois horizontes de eventos. Aqui
se localiza uma das principais diferencas entre o caso comutativo e o nao-comutativo.
Na figura (3.2), os pontos de minimos eram completamente coincidentes com a linha
M = ry. No presente caso, devido a influéncia da geometria, os pontos mais ao limite
nao-comutativo apresentam desvios dessa linha, mas no limite comutativo retornam a
relacao vista anteriormente. Outro aspecto interessante é o fato de que o buraco negro
sem carga também tem seu estado de menor energia em uma massa minima, ao invés de

evaporar completamente, como visto no capitulo anterior.

Apos algumas discussoes a respeito da estrutura da métrica e de que forma esses
buracos negros evoluem, podemos finalmente abordar a questao da temperatura Hawking,
e de que maneira ela se comporta no processo de evaporagao. A temperatura Hawking

para o buraco negro Reissner-Nordstrom é dada pela expressao abaixo.

r

gl
e

= L | rhexe(ogg) |47 (3.2 rfew(-5)
g - ) r2
dmry 463/2+ (g, ) Ty 27460 16603/2 (334;

B
Q:‘Jrl\’
w

F(ry)|  (3.27)
)
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A expressao se reduz a temperatura para o buraco negro nao-comutativo de
Schwarzschild (2.67) quando @ = 0. O comportamento da temperatura esté representado
na figura (3.6). Assim como concluido na discussio sobre a figura (3.5), o buraco negro de
Reissner-Nordstrom nao-comutativo tem um aumento na temperatura durante a evapo-
racao, até atingir um valor maximo e depois cai a zero, deixando como remanescente uma
massa minima. O comportamento é semelhante ao buraco negro sem carga, a diferenga

se da no valor da temperatura, que ¢ menor na presenca do campo eletromagnético.
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FIGURA 3.6. Comportamento da temperatura /0Ty em relacio ao raio do horizonte de
eventos ry para a métrica de Reissner-Nordstrom. O caso Q=0 contempla a métrica de
Schwarzschild. A temperatura atinge um maximo durante a evaporacao e depois vai a
zero, deixando um objeto remanscente de massa minima.

No caso de buracos negros neutros, o processo de evaporagao ocorria somente pela
emissao de radiacao Hawking. No entanto, no caso de buracos negros carregados, outro
fendomeno pode contribuir para a evaporacao. Esse é o mecanismo de produgao de pares
de Schwinger, onde sob campo elétrico suficientemente intenso, existe a producao de pares
elétron-positron. Dessa forma existem duas maneiras pelas quais um buraco negro pode
evaporar e isso determina sua forma final. Se a evaporacao majoritariamente ocorre via
emissao de radiacao Hawking a massa do buraco negro diminui e objeto percorre uma
curva como as da figura (3.5), até atingir uma massa minima com certo valor de carga. A

outra opgao é a evaporacao através da producao de pares de Schwinger, onde existe tanto
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a reducao de sua massa como da sua carga através da emissao de particulas carregadas,

de forma que o remanscente final é um buraco negro de Schwarzschild extremo.[13]



4

Conclusao

Este trabalho demonstra que a nao-comutatividade do espaco-tempo desempenha
um papel crucial na reformulacao da gravitacdo em escalas microscépicas. A introdugao
de coordenadas nao-comutativas redefine o espaco em células de tamanho minimo, onde
as fontes pontuais deixam de existir e passam a ser descritas por distribui¢oes gaussianas.
Essa modificagao elimina singularidades gravitacionais classicas, prevenindo o colapso

gravitacional e trazendo novas perspectivas para o estudo de buracos negros.

Uma das contribuigoes mais significativas dessa abordagem ¢ a regulagao das diver-
géncias térmicas previstas no modelo comutativo. Durante o estagio final da evaporacao
de buracos negros, a temperatura de Hawking atinge um valor maximo antes de cair
a zero, deixando um remanescente estavel de massa minima e temperatura nula. Essa
caracteristica, que surge naturalmente da nao-comutatividade, evita problemas teéricos
criticos, como a divergéncia infinita de temperatura e o desaparecimento completo do

buraco negro.

No presente trabalho, esses efeitos foram analisados em detalhes nas métricas de
Schwarzschild e Reissner-Nordstrom, evidenciando como a nao-comutatividade modifica a
estrutura dos horizontes de eventos e regula o comportamento térmico desses sistemas. No
caso da métrica de Reissner-Nordstrom, foi possivel observar que tanto a massa quanto
a carga do buraco negro influenciam diretamente o processo de evaporacgao, levando a

remanescentes estaveis que diferem significativamente do caso neutro.

Esses resultados ampliam nossa compreensao dos efeitos da nao-comutatividade

em sistemas gravitacionais e mostram como essa abordagem pode contribuir para supe-

30
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rar limitacoes das teorias classicas. Os avangos apresentados aqui abrem possibilidades
para investigacoes futuras, tanto tedricas quanto fenomenoldgicas, explorando novas im-
plicagoes dessa geometria modificada em outros contextos da gravidade quantica e da

cosmologia.
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Apéndice A
A conservagao do tensor energia-momentum é dada por:
Vv, T" = 0. (1)
Considera-se a derivada covariante de um tensor,
VgVH = 0gVI + T,V + Iy V1 (2)

a expressao para os simbolos de Christoffel,

be = ;gad(abgdc + 0cgap — Dagee) (3)
e a propriedade I'f, = I'?,, para expandir a equagao (3) [12].
Vv, " = 9,T" + Tk T + T4, 17"
= QT+ TV O+ 0ugon — Orin) + 5T (Ors0 + iy — Dsin)

(4)

Escolhendo p = r, temos
1% rv 1 AV Ty 1 rA Vo
vV, T" = 0,T™ + 2Ty (O7Grw + Ougyx — Oy900) + 51" (Oxgsu + Ougsx — Osgur)- (5)

e considerando que a métrica é representada por uma matriz diagonal, consideramos v = r
e 0 = v nos segundo e terceiro termos do lado direito da equacao, respectivamente, a fim
de eliminar os termos nulos.

1 1
VVT“V = ayTTV + iTAVgW<a>\gry + azzgrA - arQVA) + §T7’)\guu(a>\gyy + augz/)\ - 8l/gv)\> (6)

Como T" também é representado por uma matriz diagonal, eliminamos novamente os
termos nulos da soma sobre v no primeiro termo, sobre A no segundo - considerando A = v
e sobre A no terceiro - considerando A = r.

1 1
VVTMV = &T” + iTyygTr(anrV + al/gru - argw/) + §TTT9W(87~9W + aygur - auQur) (7)

Simplificando, encontramos

1 1
8TT7"7" + TTTQM"(argrr) o §Tuygrr(argw/> + §Trrguu(argw/> — O (8)

Como o objetivo é encontrar as componentes do tensor misto dado por 7 e a
expressao estd em termos de tensores contravariantes, considera-se a contracao

TT’T’ — gT'()fT; — g’/‘TT: (9)

9 Gor =9 gr=1—9" = (grr)_l (10)
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de forma que o primeiro termo de (8) é modificado da seguinte forma:

aTTTT — ar (grrTTr)
— T:argrr 4 grraTT:

1
=170, () +g7o, T - (11)
Grr

1
= - T:argrr + QM&T:

(grr)?

Substituindo o resultado acima na equagao (8) e multiplicando todos os termos por g,
temos 1 1

=1T"0,9,, + =T" 9" 0,9,,, = 0. 12
Manipulando o terceiro termo do lado esquerdo da equagao acima utilizando a relacao
(9), o mesmo cancela com o primeiro termo e resta

gMT:argrr + arTrr + TTTargrr -

1 1
o1, — ETW&«QW + 2T7T 9" 0rgu, = 0. (13)
Aplicando (11) no segundo termo da equagao
1
o, T = 29 YOr g (T —T)) (14)

e realizando a soma em v, encontramos

o 1 1
0T} = =5g"0ugo0(T7 = T3) = 59" Organ(T} = T)) = 59*0rgso (T} ~T9).  (15)

Sabe-se que devido & simetria do problema T} = T ¢, entao é preciso definir a relacao

91919

entre a componente ggg = 72 e ggg = r?sin?. Sendo gsy = gyysin? e ¥ =

sinZ 9’
tem-se a relagao
o _ Yo 2402 9) = ¢ 1
g arg¢>¢> SiIl2 19ar(r S ) g 87’97979 ( 6)
que é substituida em (11), resultando em
1
0T} = =59 0ngoo(T = T5) = 9" Do (T} = T)- (17)

A propriedade da métrica de Schwarzschild gog = —(g,») ! implica na correspondéncia,

entre as componentes de T#, de forma que T = T) = —py. O primeiro termo do lado

direito da equacdo é nulo e determina-se a componente 9 do tensor como T}y = —50-po.
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Apéndice B
A equacao
1
——0u(\/—gF") = J". 18
pode ser separada em duas partes: v =0e v = 1,9, ¢.

A primeira fornece .
ﬁay(\/__gpwo) = Pe (19)

0r(V=gF"™) = p (20)

V=90, E(r) = E(r)0,(vV=g) = pv/=g (21)

Considerando a simetria esférica, a métrica pode ser escrita como

Guw = diag(—f(r), f(r)~!,r? 12 sin ), (22)
de forma que o determinante da métrica é g = —r*sind e a equacdo se torna
dE(r) 2
~E(r) = —p.. 23
0 2B = (23)

A equacao diferencial acima pode ser resolvida através do método do fator inte-
grante. Escrevendo-a da forma

E(r) + P(r)E(r) = Q(r), (24)
onde P(r) = 2 e Q(r) = —p., o fator integrante ¢ definido como:
U(T) _ efP(r)dr _ ef %dr _ e2lnr _ 7“2. (25)

Multiplicando a equacao toda pelo fator integrante, obtém-se:

dE
7“2% +2rE(r) = —r?p, (26)

O lado esquerdo da equacio pode ser escrito como a derivada em r da funcio r?E(r)

TORE() = . @0

de forma que podemos integrar os dois lados da equagao em r.

/OT dci(rzE(r))dr = /—7"2ped7" (28)

rE(r) = /—T2ped7“ (29)

Agora podemos reescrever a integral do direito da equacao de uma forma diferente.

I—/T —r? dr——/rr2 € exp (_7~2> (30)
o e 0 (4n6)? 10)
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Sendoa=——%5e¢b= 4i, temos:
(476)2 ™

I= a/o rPe . (31)

Fazendo uma nova mudanca de varidveis t = br?, a integral se torna:
a [o? e [
I= —3/ tretdt = —— [ tzetdt, (32)
bz Jo 72 JO
que pode ser escrita em termos da fungdo gamma incompleta:

e 3 r?

Retornando a equagao, temos que:

e 3 r?
Er)=———=—= 34
=2 (37%) (34)
Definido @ = —4- por motivos de simplificacao, encontra-se a expressao pro campo

elétrico.

B() = 2 (2 40) (3)

Agora, retornando a segunda parte, notamos que as equagoes para v = 9, ¢ forne-
cem a identidade trivial, enquanto que a equagao para v = r fornece:

Ou(v/=gF"") = 0 (36)
Oo(v/=gF") = 0 (37)

(Vi) =0 (39)

Por fim, a equacao somente retorna a estaticidade da distribuicao:

dE(r)

- =0. (39)




	Capa
	Resumo
	Abstract
	Sumário
	Lista de Figuras
	
	
	Teoria Quântica Não-Comutativa
	Produto Moyal
	Estados Coerentes
	Buraco Negro de Schwarzschild

	
	Modelo Comutativo
	Modelo Não-Comutativo

	
	Referências Bibliográficas

