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RESUMO

Este trabalho investiga a modelagem paramétrica da Estrutura a Termo das Taxas
de Juros (ETTJ) com énfase nos modelos de Nelson-Siegel e Svensson, aplicando-os a
dados reais de derivativos de juros brasileiros. Sao inicialmente analisados métodos de
estimacgao nao linear ressaltando-se o impacto das estimativas iniciais e propondo-se
um modelo hibrido que combina minimos quadrados com Interior Point. Descreve-se o
tratamento dos dados de contratos DI Futuro, contemplando estratégias de interpolagao
para lidar com intervalos de maturidade irregulares. Define-se classes de estimacgao que
variam conforme a forma de obtencao dos dados e a extensao do horizonte de maturidade,
bem como a quantidade de amostras histéricas. Por fim, introduz-se uma abordagem
de predicao baseada em funcgoes de aproximacao, na qual os parametros sao estimados
individualmente, e compara-se a acuracia dessas projecoes contra um benchmark de Random
Walk, evidenciando a eficacia relativa de cada estratégia.

Palavras-chave: Estimacao de Parametros, Estrutura a Termo das Taxas de Juros,
Identificacao de Sistemas, Predicao da ETTJ



ABSTRACT

This work investigates the parametric modeling of the Term Structure of Interest
Rates (ETTJ) with an emphasis on the Nelson-Siegel and Svensson models, applying
them to real data from Brazilian interest rate derivatives. Initially, non-linear estimation
methods are analyzed, highlighting the impact of the initial estimates and proposing
a hybrid approach that combines least squares with the Interior Point algorithm. The
treatment of DI Futuro contract data is then described, including interpolation strategies
to address irregular maturity intervals. Different estimation classes are defined according
to how the data are obtained and the length of the maturity horizon, as well as the amount
of historical samples considered. Finally, a forecasting approach based on approximation
functions is introduced, in which parameters are estimated individually, and the accuracy
of these projections is compared against a Random Walk benchmark, demonstrating the
relative effectiveness of each strategy.

Palavras-chave: Parameter Estimation, System Identification, Yield Curve, Yield Curve
Prediction
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1 INTRODUCAO

As relacoes de interesse e utilidade sdo interagoes econdmicas que pautam pra-
ticamente todos os comportamentos de individuos e agentes dentro de uma sociedade.
Essas relagoes podem ser avaliadas de forma quantitativa e mensuradas a fim de obter-se
conclusoes e explicagdes acerca de como se dao as interagoes entre agentes dentro de um
sistema dito econdmico (NICHOLSON; SNYDER, 2012). Dentro dessas relacoes, o juro,
definido como o valor atribuido a compensagao paga pelo uso do capital, é uma das mais
fundamentais na sociedade moderna (FISHER, 1930). Diferentes tipos de juros podem
ser utilizados, seguindo a mesma relagdo de remuneracao por empréstimo de capital, para
diferentes relagoes entre agentes econdmicos (DE FARO, 2006), retratando bem os diversos
fendomenos econémicos da sociedade.

Um comportamento importante ¢ a relacao do valor de juros em relacao ao tempo.
Nomeia-se este comportamento de Estrutura a Termo das Taxas de Juros (ETTJ), onde
traga-se uma curva da taxa de juros com diferentes vencimentos, chamados também
de maturidades (JAMES; WEBBER, 2000). Para desenvolver esse comportamento sao
definidos os conceitos de taxa Spot, que representa uma taxa de juros cujo periodo de
vigéncia inicia-se no instante da contratacao e de taxa Forward, cujo inicio do periodo de
vigéncia inicia-se em um instante futuro(SHILLER; MCCULLOCH, 1990). A ETTJ vem
tendo seu comportamento monitorado a varias décadas, e a partir dele diferentes formatos
de curva podem ser percebidos (WOOD, 1983; DURAND; WINN, 1947).

A partir das relagoes entre taxas a vista e a termo e dos formatos percebidos ao longo
do anos, propos-se a modelagem da ETTJ (também chamada de curva de juros) em duas
classes de modelos diferentes, os paramétricos e os ndo paramétricos (JAMES; WEBBER,
2000; KUNZLER, 2019). Em primeiro momento foi proposto um modelo paramétrico
de 4 parametros, associado a solucao de uma equacao diferencial de raizes iguais, que
descrevia bem as relagdes entre taxas a vista e a termo e os possiveis comportamentos da
curva de juros (NELSON; SIEGEL, 1987). Posteriormente, uma extensao desse modelo
foi desenvolvida utilizando-se 6 parametros para descrever o comportamento da ETTJ,
mostrando-se ainda mais acurado que o modelo anterior (SVENSSON, 1994).

Este trabalho pretende realizar a estimacao de parametros da ETTJ utilizando-se
de dados reais de derivativos de titulos publicos (DI Futuro), pois ainda que possam
descrever bem os comportamentos da ETTJ, os modelos paramétricos possuem parametros
nao definidos, justamente para abranger diferentes formatos de curva . Visa-se utilizar de
métodos de estimacao para identificar os pardmetros do modelo que traduzam a realidade
do juros de um sistema econoémico (tal qual um pais ou um bloco econémico) para que
o mesmo possa ser utilizado para a tomada de decisoes de politicas econdémicas que sao
interferidas diretamente pelas oscilagoes de juros (CA0, 2016). Para tal utiliza-se destes
instrumentos financeiros (como derivativos de titulos ptiblicos de maturidades variadas)
para levantar dados acerca dos valores reais das taxas de juros de um pais, visto que
estes fornecem uma significativa quantidade de pontos para a utilizacdo de um método
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de identificacao. Assim, utilizando-se de valores reais, procura-se estimar parametros que
tracem com acuracia valores estimados de taxas de juros para instantes em que nao existe
a maturacao de titulos publicos ou outros instrumentos financeiros, fornecendo uma curva
de juros continua.

Escolhendo-se o algoritmo de estimagao mais apropriado, este serd implementado
utilizando-se de dados reais passados, relativos aos contratos DI Futuros negociados pela
B3, os quais representam consideravelmente satisfatéria o comportamento da curva de
juros em instantes pontuais. Sendo os dados reais espagados de forma desigual, uma
interpolagao é proposta para entao realizar-se uma amostragem de diferentes intervalos.
Define-se diferentes classes de estimacgoes baseadas em diferentes composi¢oes dos dados,
sendo eles variando entre espacamento de amostragem, ou, ainda, horizonte de vencimento
dos contratos. Partindo-se das implementacoes do modelo de estimacao de diferentes
classes, sao estimados os grupos de parametros do modelo para instantes passados.

Destas estimagoes serao tragadas curvas de aproximagao do comportamento de cada
parametro individualmente, utilizando-se diferentes tamanhos de amostra de instantes
passados (5, 10, 20 e 40 dias) para definir-se o tamanho 6timo de amostras para os dados
disponiveis. Partindo das curvas tracadas com o nimero de amostras 6timo, busca-se entao
utiliza-las para prever o comportamento da curva de juros em instantes futuros.

Com os parametros de instantes futuros definidos para certo intervalo sao tracadas
curvas de juros de instantes futuros para suas datas respectivas. As curvas de predigao
de tempo futuro sao entao analisadas em termos de sua precisao em relagao aos dados
relativos a suas datas em questao.

Uma conclusao é apresentada relativa a serventia e aplicabilidade da metodologia
proposta e sua capacidade de extensao a dados maiores: Avalia-se a funcionalidade das
implementagoes das estimagoes de diferentes classes aqui propostas, comparando-as entre si
em termos do erro quadratico médio respectivo; Avalia-se as predi¢oes provenientes dessas
classes de estimacao também, nao sé entre si, mas em relagao também a uma predi¢ao por
caminhada aleatoria, que serve como benchmark de avaliacao da qualidade das predigoes.
Por fim considera-se a eficacia da metodologia apresentada nesse trabalho, levando em
consideracao o impacto do montante de dados nos resultados de predicao.



2 ESTADO DA ARTE

Em se tratando de modelagem da ETTJ, em (VASICEK, 1977) se observa um
dos primeiros modelos estocasticos desenvolvidos para descrever a evolugao das taxas de
juros de curto prazo, introduzindo a ideia de que essas taxas tendem a retornar a um
nivel médio de longo prazo, o que reforca o conceito de reversao a média no mercado
financeiro. Posteriormente, (HULL; WHITE, 1990) aprimora o modelo de Vasicek ao
permitir que a média de longo prazo varie no tempo, tornando-o mais flexivel e adequado
aos dados de mercado. Avangando nessa mesma linha, (JUCHEM NETO, 2007) explora
extensoes do modelo de Hull-White com volatilidade estocéastica, por meio de técnicas
de aproximagoes perturbativas, evidenciando como tal complexidade adicional traz maior
realismo e robustez a precificacdo de instrumentos em ambientes de alta incerteza.

A andlise de dados funcionais surge em (FERRATY; MAS; VIEU, 2007), que
propdoe métodos nao paramétricos para lidar com dados continuos, permitindo mais
flexibilidade ao se tratar de séries temporais complexas, como a ETTJ. Complementando
essa abordagem, (HAYS; SHEN; HUANG, 2012) apresenta modelos dindmicos de fatores
funcionais, integrando andlise funcional com fatores latentes, o que proporciona previsoes
mais acuradas da curva de juros. No caso brasileiro, (RUAS, 2014) mostra como as técnicas
de andlise funcional nao paramétrica podem estimar a ETTJ de maneira mais flexivel,
entregando previsoes mais robustas mesmo diante das variagoes tipicas do mercado local.

Em se tratando de modelos paramétricos, (NELSON; SIEGEL, 1987) introduz um
modelo parcimonioso para representar a forma da ETTJ a partir de poucos pardametros-
chave. Depois, (SVENSSON, 1994) expande esse arcabougo com um segundo fator de
curvatura, o que possibilita ajustar curvas de juros com estruturas mais complexas. Na
mesma dire¢do, (DIEBOLD; LI, 2006) incorpora dindmica temporal ao reinterpretar os
fatores como variaveis estocasticas, viabilizando ajuste e predigao da curva de juros ao
longo do tempo. J& no contexto brasileiro, (SARTORI, 2014) aplica o modelo Diebold-Li
ao mercado de titulos publicos para investigar seu desempenho na ETTJ local, ressaltando
sua robustez as peculiaridades do mercado interno e sua habilidade em capturar variagoes
econdmicas para projecoes futuras.

Seguindo essa evolugdo, (SARTORI; ECKHARD, 2017) aprimora o modelo de
Diebold-Li ao tratar de forma dindmica o fator de decaimento exponencial, ajustando-o
computacionalmente para minimizar erros na curva de juros brasileira. Esse aprimoramento
permite capturar, com maior precisao, oscilagoes futuras das taxas de juros, superando em
eficiéncia os modelos que mantém esse parametro fixo.

Em (TESSER, 2013), verifica-se uma andlise comparativa de diferentes modelos
de fatores latentes no cendrio brasileiro. Conclui-se que o modelo de (SVENSSON, 1994)
apresenta melhor ajuste estrutural da ETTJ, enquanto o modelo de (DIEBOLD; LI, 2006),
por incorporar dindmica temporal, oferece previsdes mais eficientes. Por fim, (SZMIDT
NETO, 2018) investiga como a curva de juros nacional se relaciona com co-movimentos



16

de titulos ptublicos internacionais, evidenciando o grau de influéncia dos fatores externos
sobre a dinamica das taxas de juros no Brasil.

Por fim, aborda-se uma avaliacdo de metodologia, onde utiliza-se modelos paramétri-
cos para estimagao, como proposto inicialmente por (NELSON; SIEGEL, 1987). Trata-se e
compara-se diferentes classes de predicao, tal qual sugerido por (SARTORI, 2014), porém
com outra estratégia de predigao e outro modelo paramétrico, como sugerido por (TESSER,
2013). A avaliagao da acurdcia da predigao é entdo realizada pela comparagao com Random
Walk tal qual descrito em (FAMA, 1970).



3 ESTRUTURA A TERMO DA TAXA DE JUROS

3.1 JURO E EQUILIBRIO GERAL

O conceito de equilibrio geral na economia refere-se a um estado hipotético onde
todos os mercados estao em equilibrio de oferta e demanda, incluindo os mercados de
bens, servicos, trabalho e capital. Neste contexto, todos os agentes econémicos estao
plenamente satisfeitos com suas decisoes, sem excedentes ou insuficiéncias de oferta e
demanda (NICHOLSON; SNYDER, 2012). Este equilibrio é dindmico e considera a
interacao dos agentes ao longo do tempo, levando em conta suas expectativas racionais
sobre o futuro e a utilizagdo eficiente das informagdes disponiveis.

A taxa de juros desempenha um papel crucial nesse equilibrio, pois ajusta a quanti-
dade de capital poupada com a quantidade de capital investida. Ela pode ser entendida
como o custo do "aluguel'do capital, refletindo a recompensa para o credor e o custo para
o devedor (FISHER, 1930). As taxas de juros podem ser nominais ou reais, sendo as
ultimas ajustadas pela inflacdo, o que permite um entendimento mais preciso das decisoes
de poupanga e investimento em termos de poder de compra (FISHER, 1930).

Além disso, ha diferentes regimes de capitalizacao de juros: o juro simples, que é
calculado apenas sobre o capital inicial, e o juro composto, onde os juros sdao capitalizados,
rendendo também juros sobre juros acumulados. Este iltimo é mais comum em aplicagoes
financeiras devido ao efeito cumulativo ao longo do tempo, que potencializa o montante
final (DE FARO, 2006). A escolha entre esses regimes depende do contexto econdmico e
das preferéncias temporais dos agentes quanto ao consumo presente versus futuro.

3.1.1 Capitalizacao Continua

A Capitalizagao Continua é um conceito que deve ser abordado para a explicacao
da composicao de taxas Spot e Forward que serdo descritas nas préoximas segoes deste
trabalho e que sao de suma importancia para a compreensao da ETTJ. Entende-se o
regime de capitalizagdo como o processo de formagao de juro e a maneira com que estes
sao incorporados ao capital(DE FARO, 2006).

Medindo-se o tempo em certa unidade e contando-o a partir de uma data de origem
pode-se definir C; como o total de capital em um instante de tempo t. O juro, pode ser
definido como o acréscimo que C} sofre entre os instantes ¢t e t + At. Por hora, para essa
explicagao, define-se o juro como AC,.

Aborda-se agora um caso onde o intervalo de tempo entre t e t + At tende a
zero, ou seja, considera-se um dt infinitesimalmente pequeno. Analogamente substitui-se o
acréscimo AC; pela notacao diferencial dC;. A taxa de juros nesse periodo infinitesimal é
chamada de Taxa Instantdnea de Juros, d;, e ela diz respeito a taxa de retorno em um
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intervalo de tempo que tende a zero. Na pratica, esta seria a taxa de juros de um dia para
o outro, também chamada de taxa overnight (DE FARO, 2006; BOLDER; STRELISKI,
1999). Pode-se definir ¢, sob a forma unitéria e por unidade de tempo como:

0y = (dct/ot)/dta (1)

e assim descrever a evolugao do capital ao longo do tempo como:

A interpretacao financeira da expressao (2) denota que, em termos aproximados, o
juro dCY, pode ser admitido como sendo diretamente proporcional ao capital considerado
Ct, e ao intervalo infinitesimal de tempo dt em que o capital foi utilizado, com o fator de
proporcionalidade sendo a taxa instantdnea de juros §; (DE FARO, 2006).

Aplicando-se um capital inicial Cy na data de origem e integrando os dois lados da
equagao (1) no intervalo de integragao de 0 até T' tem-se:

T 4C, B T
o= /0 5, - dt (3)

ou T
n(Cr/Co) = [ o, at (4)

aplicando a exponencial dos dois lados tem-se:
T
Cr=Cy-elo %% =y T (5)

no caso que sera abordado, onde §; = § é uma constante, calcula-se uma taxa de juros
equivalente para capitalizagdo continua rearranjando os termos da equagao (5):

1 Cr
o= T l”(a) (6)

A taxa ¢ pode ser interpretada como a taxa instantanea de crescimento do capital em
qualquer ponto no tempo. Diferentemente da capitalizacdo composta, onde os juros sao
calculados em intervalos discretos, na capitalizagao continua, os juros sao compostos a
todo momento, e a taxa d reflete esse acimulo continuo.

3.2 ETTJ

A ETTJ representa fundamentalmente a relacao entre taxas de juros de mesmo
risco de crédito, ou seja, mesma capacidade de que os devedores cumpram suas obrigagoes
financeiras, mas diferentes maturidades. Ela é uma ferramenta essencial para que titulos
publicos e derivativos sejam precificados, visto que ela é uma predigdo do que espera-se das
taxas de juros futuras. Além disso com a previsao acurada da ETTJ, riscos de mercado,
como a exposicao na taxa de juros, podem ser geridos com mais facilidade. No ambito
governamental, a previsao da ETTJ orienta as decisoes de politica monetaria de bancos
centrais oferecendo insights sobre as expectativas do mercado em relacao as futuras acgoes
de politica (JAMES; WEBBER, 2000).

A estrutura a termo da taxa de juros varia significativamente de um pais para
outro. A politica monetaria e fiscal muda o formato da curva de juros de acordo com as



19

abordagens e condigdes economicas do pais em questao. De forma semelhante, a expectativa
de inflacao reflete diretamente a inclinacao da curva. Ainda, o risco de crédito soberano,
ou seja, o caso de inadimpléncia do governo, altera os niveis da curva de juros, visto
que investidores exigirao um retorno mais avantajado em investimentos que tem maior
chance de nao serem quitados. A modelagem e predigao da ETTJ, portanto, é essencial
para a antecipacao de movimentos de mercado, avaliacao e tomada de decisdo de politica
economica e precificacdo de produtos financeiros.

3.2.1 Vértices e DI Futuro

A estrutura temporal da curva de juros nao é diretamente observavel no mercado
financeiro brasileiro, uma vez que nao ha titulos negociados para todos os prazos, necessi-
tando tratamento dos dados para conseguir calcular a taxa de juros para todo e qualquer
prazo existente e negociado. Normalmente, a construcao dessa estrutura da-se a partir
da coleta de taxas de juros embutidas nos titulos. Dessa forma, para os prazos em que
ha vencimento concomitante de titulos, a taxa pode ser obtida facilmente, e esses pontos
serdao denominados vértices da curva de juros, sendo o ponto de referéncia para diversos
métodos de previsao da curva(KUNZLER, 2019). Para estimar-se a estrutura de taxas de
juros a termo, utiliza-se a relacao Spot Rate X Forward Rate, que relaciona contratos de
juros a vista (taxa Spot) com contratagdes que tem o inicio de seu prazo de rentabilidade
em uma data futura (taxa Forward).

Para a obtencao de dados além dos vértices sera considerada a utilizagao dos precos
de fechamento das taxas dos contratos de DI Futuro, sendo o preco de fechamento o
valor da ultima negociacao do pregao da Bolsa B3 de um dia. O contrato DI Futuro esta
diretamente relacionado com a taxa de juro, pois é um derivativo financeiro que reflete as
expectativas do mercado em relacao a taxa de juro no Brasil, especificamente a taxa DI
(Depdsito Interfinanceiro) sendo esta a média das taxas de juros que os bancos cobram
entre si em empréstimos de curto prazo, geralmente de um dia. Essa taxa DI, por sua vez,
é fortemente influenciada pela Selic, que é a taxa basica de juros da economia brasileira.
Serao utilizados os valores de contratos DI Futuros de maturidades mensais de 1 a 120
meses, ou seja, 10 anos, seguindo a métrica de dias uteis (21 dias por més).

Os valores dos precos de fechamento das taxas dos contratos DI Futuros es-
tao disponiveis no enderego da web da B3 (https://www.b3.com.br/pt_ br/produtos-e-
servicos/negociacao/juros/futuro-de-taxa-media-de-depositos-interfinanceiros-de-um-dia.htm)

Titulos publicos somados com derivativos de juros de diferentes vencimentos repre-
sentarao uma estrutura de dados que sera utilizada para estimar o modelo da Estrutura a
Termo da Taxa de Juros, representando diversos pontos amostrados com a finalidade de
gerar uma curva, sendo este o objetivo deste trabalho.

3.3 TAxAS SPOT E FORWARD

A relag@o e a compreensao das taxas Spot e Forward sao um ponto crucial para o
entendimento da formagao da ETTJ. Serao deduzidas as caracteristicas principais e como
elas estao relacionadas, para assim nortear os passos futuros necessarios para a modelagem
da ETTJ. Tal relacao é fundamental para utilizar-se de pontos reais de titulos publicos
para estimar a realidade da curva de juros futuros. Na Figura 2 estao dispostas as duas
curvas e através da relacao delas pode-se fazer inferéncias a certa da ETTJ.
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3.3.1 Taxa Spot

A Taxa Spot, também chamada de taxa de juros a vista, é a taxa de juros acumulada
do instante ¢t até a maturidade do contrato T'. Esses contratos de juros podem ser feitos
com cupom, que ¢ um pagamento periédico prévio ao instante de maturidade de contrato,
ou pode ser feito apenas com o pagamento de juros e do capital inicial no vencimento do
contrato. Este segundo caso é chamado de Zero Cupom ou Bullet Bond e a andlise feita
aqui englobara apenas estes, visto que mensuragoes de taxas futuras de contratos com
cupom demandam um esforgo algébrico significativamente maior e nao apresentam ganhos
de acuracia em suas previsoes(SVENSSON, 1994; SHILLER; MCCULLOCH, 1990).

A deducao da taxa Spot pode ser advinda da teoria de taxas de juros a capitalizagao
continua. Utilizando a equagao (6) substituimos o periodo 7" por um periodo de vigéncia
de contrato T'—t, onde t é o instante de acordo do contrato e 1" é o instante de vencimento
do mesmo (onde 7' > t). A seguir, expressa-se a relacao de Cr/Cj como uma fungao de
pagamento p,(t,T) ou seja, uma fungao dependente dos instantes ¢ e 1", visto que o periodo
de vigéncia de contrato influenciard diretamente o pagamento do mesmo. Além disso, ao
contrario da relacao Cr/Cy onde geralmente o valor final de Cp é maior que o valor de
capital inicial C, gerando um valor maior que 1, a fungao de pagamento p,(t,T") atinge
o valor de 1 no momento de vencimento do contrato ¢ = T'. Para tal altera-se a relacao
logaritmica de In(Cr/Cy) = —In(pa(t,T)) mantendo-se a consisténcia algébrica da relacao.
Obtém-se assim a seguinte relacdo para taxa Spot:

1
7
onde r4(t,T) é a taxa de juros a vista. O subscrito d denota Discount que relaciona a

nomenclatura de funcao de desconto também comumente utilizada para a dedugao de
taxas Spot.

ra(t,T) = —In(pa(t, T)) -

3.3.2 Taxa Forward

A taxa Forward, também chamada de taxa a termo, é a taxa implicita equivalente
de um contrato acordado na data atual ¢, iniciado sua vigéncia no tempo ¢’ e vencendo no
instante 7', onde t < t' < T'. Na Figura 1, pode-se ver a forma diagramada dos periodos de
dois contratos com taxa Spot, rq(t,t') e r4(t,T). Na mesma Figura percebe-se o periodo
de vigéncia da taxa Forward f(t',T).

Figura 1: Periodos de Vigéncia de Taxas Forward e Spot
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"
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v
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Fonte: (KUNZLER, 2019), Adaptado
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O calculo da taxa Forward implicita pode parecer simples a primeiro momento,
visto que um contrato Forward com um momento de acordo ¢’ e um instante de maturidade
T pode ser calculado a partir de uma compra e uma venda de taxas Spot a zero cupom.
No caso comprar-se-ia um contrato a vista de maturidade T" e venderia-se um contrato de
maturidade ¢, ambos com o mesmo instante inicial {(SVENSSON, 1994). Essa relagao é
dada por:

, (T —t)-rq(t, T) — (t' —t) - ry(t,t)

Pode-se agora introduzir-se o conceito de Forward Instantanea, que representa o
retorno de um contrato cujo periodo de vigéncia ¢ infinitesimalmente pequeno, ou seja,
que t’ tende a T. Para tal, calcula-se o limite de f(¢,t,T) nessas condigbes e define-se a
seguinte equacao:

f(tu tla T)inst = tllln% f(t, t/, T) (9)

Estendendo essa dedugao, calcula-se o limite da equagao (8), que deixa explicita a relagdo
da Forward com a Spot, para obter-se a relacao entre a taxa Forward instantanea e a taxa
Spot. Assim é obtida a expressao:

or d (t, T)
or
Agora, tendo-se a taxa Forward instantanea, pode-se utiliza-la para encontrar uma taxa
Forward de maturidade finita, integrando todos os seus valores com os limites de integracao
de inicio de vigéncia e instante de maturidade e dividindo pelo periodo de vigéncia de

contrato, tendo assim a média simples da taxa Forward no periodo finito:

F&t, T inse = ra(6,T) + (T —1t) - (10)

1 T
f(tatla T) = Tt Jo f@t,7,T)inadr, (11)

onde 7 é um operador temporal que define qualquer instante de tempo entre ¢’ e T

Assume-se, entdo, que a taxa Forward instantanea representa o acréscimo marginal
de retorno devido a um acréscimo marginal no periodo de vigéncia do contrato. Assim,
pode-se igualar a taxa a vista com a média simples das taxas Forward instantaneas no
periodo de ¢ até T(SVENSSON, 1994; SHILLER; MCCULLOCH, 1990):

T
ra(t, T) = - /t F(t, 7, T)onsrdr (12)

(T —1)

3.4 FORMATO DA CURVA

A curva de juros vem tendo seu comportamento observado a varias décadas, formando
uma base de dados sélida para seus possiveis padroes e formatos (WOOD, 1983; DURAND;
WINN, 1947).

A curva de juros é tipicamente ascendente devido ao prémio de risco associado a
maturidades mais longas. Isso ocorre porque os investidores exigem uma compensacao
maior para emprestar dinheiro por periodos mais longos, o que reflete a incerteza sobre
as condigOes econdmicas futuras. No entanto, a forma da curva de juros pode variar
consideravelmente. A Figura 3 mostra diferentes curvas de juros de titulos corporativos
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Figura 2: Estrutura a Termo das Taxas Spot, r4(t,t +m) (linha sélida)
e Forward, f(t,t +m) (linha tracejada)
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Fonte: (SHILLER; MCCULLOCH, 1990)

indexados a taxa de juros dos EUA. Nela pode-se perceber os muitos comportamentos
que a curva pode tomar de acordo com as expectativas e condi¢oes economicas de certo
periodo.

Quanto ao formato e comportamento da curva, descreve-se como monotoénica (leia-
se continua e consistente) além de possuir uma tendéncia ascendente, descendente ou
plana. O comportamento ascendente da curva é o formato mais comum da curva de juros
e geralmente indica expectativas de crescimento economico e aumento da inflacdo. Os
investidores exigem uma compensacao maior para emprestar dinheiro por periodos mais
longos devido & incerteza sobre as condigdes econémicas futuras. Quando as taxas de curto
prazo sao mais altas do que as de longo prazo percebe-se o comportamento descendente
da curva de juros, frequentemente indicando um prentncio de recessao. Indica que os
investidores esperam que as taxas de juros diminuam no futuro, possivelmente devido a
uma desaceleracao econdmica ou deflagdo. Uma curva plana sugere periodos de incerteza
ou transicao, em que os investidores ndo tém uma visdo clara sobre as futuras condic¢oes
econdomicas ou quando as politicas monetérias estdo mudando(JAMES; WEBBER, 2000).

Ademais, as curvas de juros podem ser caracterizadas por formatos especificos
como picos, vales e formatos em S, cada uma delas tendo interpretagoes diferentes acerca
de provaveis comportamentos economicos. Os formatos mais comumente destacados na
bibliografia (NELSON; SIEGEL, 1987; SVENSSON, 1994; FABOZZI, 2008) sao:

e Curva em Corcunda (Humped): Uma curva em corcunda inicialmente ascende,
atinge um pico e subsequentemente desce, refletindo expectativas do mercado sobre
a evolucao das taxas de juros. Esse formato indica um aumento esperado nas taxas
de juros no curto prazo, seguido por uma diminui¢ao. Tal comportamento pode
ser interpretado como uma resposta a politicas monetarias de aperto para conter a
inflagao, seguida por estabilizagao ou afrouxamento. Adicionalmente, pode indicar
um ciclo econémico onde ha crescimento e aumento da inflacdo inicialmente, com
desaceleracao esperada no médio prazo.



Figura 3: Curvas de Juros de Titulos Corporativos de 1930 até 1982
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e Curva em Forma de U (U-Shaped): Uma curva em forma de U comega com
taxas de juros elevadas, desce até um ponto minimo e depois volta a subir. A descida
inicial indica expectativas de reducao das taxas no curto prazo, possivelmente devido
a politicas de afrouxamento monetario ou condigoes economicas adversas. O ponto
minimo representa o nivel mais baixo das taxas de juros, refletindo o periodo de
maior estimulo monetario. A subida subsequente sugere uma recuperagao econémica
ou aperto monetario no longo prazo, antecipando aumento na inflagdo ou crescimento
economico robusto.

o Curva em Forma de S (S-Shaped): A curva em forma de S é caracterizada por
duas inflexoes ao longo do prazo de vencimento, uma subida inicial, seguida por um
pico, descida para um vale, e uma nova ascensao. Este formato complexo sugere
expectativas diferenciadas sobre as taxas de juros ao longo do tempo. Inicialmente,
pode haver um aumento nas taxas devido a pressoes inflacionarias ou crescimento
economico. Posteriormente, a curva desce, indicando politicas de estimulo ou reducao
na inflagdo, e ascende novamente no longo prazo devido a uma recuperacao econémica
esperada ou novas pressoes inflacionarias.

A partir dessas consideracoes acerca dos formatos inicia-se o processo de modelar
matematicamente a curva de juros, ou seja, utilizar os valores reais dos titulos ptblicos e
de seus derivativos para obter-se uma previsao do comportamento futuro de juros. Visto
que a ETTJ nao ¢é diretamente observavel em todos os prazos, para encontrar a taxa em
determinado vencimento que nao tenha negociacao de titulos, é necessario, a realizacao de
um modelo de ajuste. Em relacao a esta modelagem, divide-se em duas classes, os modelos
paramétricos e os modelos nao-paramétricos. Os modelos ndo paramétricos ndo assumem
nenhuma forma funcional para a taxa de juros, e tém como foco o perfeito ajuste da
estrutura a termo aos vértices observados, ou seja, nos vértices em que houver negociacao,
o modelo assume uma condi¢ao de nao arbitragem e a taxa interpolada é exatamente igual
a observada. Assim, sdo considerados modelos mais flexiveis de ajuste a curva (KUNZLER,
2019). Os modelos paramétricos, ao contrario dos nao-paramétricos, possuem uma forma
funcional e pardmetros que podem ser estimados para fins de predicao. Esta segunda classe
de modelos sera abordada.

3.5 MODELOS PARAMETRICOS

Tendo-se analisado historicamente os diferentes possiveis formatos da curva de
juros e definindo equagdes que relacionam a taxa Forward instantdnea com a taxa a
vista, pode-se propor fungoes de valores especificos que as variagoes nas taxas de juros
dependam dos fatores que compoe o modelo. Uma classe de func¢des que engloba com
versatilidade os diferentes formatos apresentados pelas curvas de juros e enquadra-se nos
comportamentos das taxas Spot e Forward é a classe polindbmios associados a solugao de
equagoes diferenciais e de diferengas (NELSON; SIEGEL, 1987).

A motivacao inicial para este método de modelagem foi a necessidade de desenvolver
um modelo parcimonioso da estrutura a termo das taxas de juros, capaz de representar a
variedade de formas geralmente observadas nas curvas de juros (e assim utilizar-se de dados
reais para estimar uma curva futura condizente com a realidade): uma forma monotéonica,
picos e vales em diferentes pontos da curva e formas em S. Esta é uma das varias formas
funcionais possiveis que podem ser utilizadas para ajustar uma estrutura a termo.
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Serao apresentados os modelos desenvolvidos por Nelson e Siegel, de 4 parametros,
e sua extensao, o modelo de Svensson, de 6 parametros.

3.5.1 Modelo de Nelson-Siegel

Baseando-se na hipdtese de que se taxas Spot sao geradas por uma equagao dife-
rencial, entdo as taxas Forward, sendo previsoes, seriam a solucao dessa equacao diferen-
cial(NELSON; SIEGEL, 1987). Seja a taxa Forward instantdnea com maturidade m, onde
m é uma variavel temporal com relacao com t e T' equivalente a t + m = T', denotada
f(m), pode-se escreve-la como a solu¢ao de uma equagao diferencial de segunda ordem
com raizes reais e iguais:

F(m,0) = By + Pre= % + 5226*% (13)

onde 0 = (S, 1, P2, T) é o vetor dos pardmetros do modelo.

Esta equagao gera uma curva monotonica, com corcunda, formato em U, ou com
formato de S dependendo dos valores de f3; e (35, ainda gerando a assintota em [;. O
comportamento dos componentes pode ser percebido na Figura 4.

A seguir utiliza-se a relagdo presente na equacao (12) para obter-se a taxa Spot
rq(m) a partir da sua relagdo com taxa Forward f(m) descrita anteriormente. Dessa forma,
simplificando o termo r4(m) como simplesmente 7(m), tem-se:

m m

F(m, 0) = o+ B ) + (e — %) (14)

e, utilizando a equacao (7) pode-se definir uma fungiao de pagamento py(t,T), que a partir
de agora serd chamada de fungao de desconto disc(m), que definird o valor do contrato a
ser estimado pela curva de juros:

disc(m) = "™ (15)

3.5.2 Modelo de Svensson

Analogamente ao modelo apresentado por Nelson-Siegel, o modelo de Svensson
propoe uma fungao paramétrica que enquadra-se nos comportamentos observados da curva
de juros e das funcgoes de relacao das taxas Spot e Forward.

E proposto neste modelo um aprimoramento adicionando-se 2 pardmetros a solucao
da equagao diferencial apresentada em (13), para melhorar a flexibilidade do enquadramento
adicionando a possibilidade de um segundo pico ou vale (forma de corcunda ou de U).
Dessa forma o modelo proposto para a taxa Forward instantanea é dado por:

f(m,b) = By + 516_% + 52@6_% + 53@6_%- (16)
T1 T2

Seguindo a mesma procedimento do modelo anterior pode-se obter a taxa Spot, que nesse
caso sera denotada por s(m):
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Figura 4: Componentes da Curva da Taxa Forward
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Fonte: (NELSON; SIEGEL, 1987)

Sm,B) = o+ Ao )+ (e e Ry 4 (L e E) ()

Tl T1 T2

e consequentemente:

disc(m) = e~ s(mm (18)

a funcao de desconto pode entdo servir de entrada para computar valores de contratos e
realizar sua precificacdo adequada, a depender dos parametros definidos pela metodologia
de estimacao, podendo-se utilizar algoritmos com entradas tanto de precos como de taxas
(SVENSSON, 1994).

Os parametros do model, 8y, 81, B2, B3, 71 € T» identificam as curvaturas diferentes
percebidos na andlise histérica (WO 0D, 1983), que sao combinados para produzir a curva
Forward instantanea de Svensson. O impacto desses parametros na forma da curva a termo
pode ser descrito da seguinte forma (BOLDER; STRELISKI, 1999):

Po = Este pardmetro, que precisa ser positivo, é o valor assintético da f(m), a curva
tendera a sua assintota conforme m tende ao infinito.

» 1 = Este parametro define o valor inicial (ou curto prazo) da curva em termos
distintos da assintota. Ele também define a velocidade bésica em que a curva tenderd
a seu comportamento de longo prazo. A curva terd uma inclinacdo negativa caso este
parametro seja positivo e vice-versa. Pode-se notar também que a soma de 5y + 3 é
o intercepto vertical.

e [ = Este parametro define a magnitude e direcdo do primeiro pico. Caso seja
positivo sera, de fato, um pico, em caso negativo serd um vale.
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o (3 = Andlogo a [(5,este pardmetro define a magnitude e direcao do segundo pico.
Caso seja positivo sera, de fato, um pico, em caso negativo serd um vale.

o 71 = Este parametro, que também deve ser positivo, determina a posicao do primeiro
pico ou vale na curva

o 7o = Este parametro, que também deve ser positivo, determina a posicao do segundo
pico ou vale na curva

Na Figura 5, pode-se perceber graficamente o impacto de cada termo do modelo no
comportamento geral da ETTJ.

Figura 5: Decomposi¢ao dos Termos do Modelo de Svensson
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4 ESTIMACAO DE PARAMETROS

4.1 MODELAGEM E IDENTIFICACAO DE SISTEMA

Modelagem é um processo essencial para traduzir informacoes de sistemas reais
para uma linguagem cientifica acessivel, geralmente por meio de expressdoes matematicas
(FISHWICK, 2007). Existem vérias abordagens para modelar sistemas. A modelagem "caixa
branca'utiliza conhecimentos fisicos e operacionais para formular equacoes mateméaticas que
descrevem o comportamento do sistema, exigindo um alto nivel de conhecimento e tempo, e
gerando modelos cujos parametros estdo diretamente relacionados as caracteristicas fisicas
do sistema (GARNIER; WANG; YOUNG, 2008; AGUIRRE, 2014; LJUNG, 1999). Este
método pode ser inviavel para sistemas complexos ou onde conceitos fisicos nao aplicam-se
diretamente.

Como alternativa, a modelagem 'caixa preta'baseia-se em dados operacionais para
ajustar modelos, sem necessidade de conhecimento prévio das leis fisicas que governam o
sistema (AGUIRRE, 2014). Os pardmetros dos modelos resultantes nao precisam corres-
ponder diretamente as grandezas fisicas (LJUNG, 1999). Existe também uma abordagem
intermediaria, conhecida como modelagem "caixa cinza', que combina conhecimento teérico
do sistema com dados empiricos para desenvolver modelos que capturam as principais
caracteristicas do sistema (LJUNG, 1999).

A identificacao de sistemas é um campo especifico da modelagem matematica focado
em desenvolver modelos matematicos para sistemas dindmicos a partir de dados coletados.
Este processo envolve varias etapas: planejamento experimental e coleta de dados, escolha
da estrutura e representacao matematica do modelo, estimacao de parametros através
de minimizacao de fungoes de custo, e validacado do modelo para verificar sua adequagao
ao uso previsto (AGUIRRE, 2014; LJUNG, 1999; GARNIER; WANG; YOUNG, 2008;
HJALMARSSON, 2021). Essa metodologia é aplicavel em diversas areas, incluindo o
projeto de sistemas de controle, algoritmos de predicao e simulagao de sistemas com
parametros desconhecidos (SODERSTROM; STOICA, 1989).

4.2 METODOS DE ESTIMACAO DE PARAMETROS

A estimacdo de pardmetros corresponde ao método para determinar os parametros
do modelo a partir dos dados coletados experimentalmente (ECKHARD; CAMPESTRINI,
2016). A estimacao visa encontrar os valores de parametros que melhor ajustam a saida
do modelo escolhido aos dados coletados. Isso é realizado através da minimizagdo de uma
fungao de custo e um elemento importante dessa etapa é a escolha do algoritmo utilizado.
Estimadores de minimos quadrados, por exemplo, sao bastante versateis, podendo ser
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aplicados a modelos lineares e nao lineares (AGUIRRE, 2014). A estimacao ¢é realizada
através de um problema de otimizagao conforme:

0 = arg min J(0) (19)

onde 6 é o vetor de parametros estimado que soluciona o problema de otimizacao sendo
J(0) obtido pelo erro quadrético de predigao dado por:

1 X R
J(0) = = >_(s(k) = 5(k.0))" (20)
Nia
onde N é o total de amostras, s(k) é o valor do dado adquirido, §(k, 6) equivale ao valor de
saida estimada do modelo em fung¢do do valor de 6 e k é uma variavel de tempo discreta.

4.2.1 Estimador por Minimos Quadrados

Uma abordagem adotada pela ANBIMA é fixar os valores de 7, e 73 a fim de construir
apenas um intervalo indicativo. Dessa forma reduz-se a complexidade do problema de
estimagao para um problema de regressao linear multipla, facilitando a aplicacao de
métodos de estimacao bem compreendidos. Portanto, o modelo permanece nao linear em
relagdo ao tempo, mas linear em relagao aos parametros (3, permitindo uma estimacao
direta dos parametros usando o método dos minimos quadrados. Expressa-se a equacao
(17) como:

s(m) = Bo + Prda(m) + Bag2(m) + Psd3(m) (21)
onde:
¢r(m) = L (me_ﬂ)
9o(m) = 1_Enem> —en (22)
¢3(m) = L (:%_:;) —en

Define-se entao um vetor # relativo aos parametros [ a serem estimados e um vetor de
regressao ¢:

0=1[6 5 B B -
_m m m m 23

o= |1 B HE R e of
1 1 T2

A partir dessas definigbes podemos adotar S como um vetor de saidas para um nimero N
de 20 amostras:

S = (24)
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assim como definir uma matriz ® para os diferentes ¢’s com todo o espectro de amostras:

1 1 1
(1) ¢(2) ... ¢(N)
o = 25
(1) 6(2) .. 6a(N) (25)
¢3(1) ¢3(2) ... ¢3(N)
expressa-se, entao, a equacao (21) como:
S =097 (26)
e utilizar um método de regressao linear para estimar 6:
0= (@Td)'aTs (27)

Os valores das taxas de juros futuros fornecidos pela ANBIMA, obtidos por meio
de um modelo de estimagao baseado em algoritmo genético (GIMENO; NAVE, 2006),
bem como os parametros 3 e 7 estimados pela associacao, sao empregados neste trabalho.
Em particular, fixam-se os valores de 7 advindos da ANBIMA e descreve-se a forma da
equagao (26) em um codigo de programacao em Python. Em seguida, traca-se a curva de
juros futuros s(k) com base nos pardmetros /3 e, posteriormente, aplica-se a minimizagao
da fungao objetivo (27) para ajustar o modelo aos dados observados.

4.2.2 Estimacao de Modelo Nao-Linear

Propoe-se também uma abordagem de estimagao de parametros de modelo nao-
linear com algoritmos de otimizacdo diversos. E necessdrio selecionar-se algoritmos que
permitam resolver problemas de otimizacao com restrigoes (OLIVEIRA, 2022), o que
serd muito importante devido as caracteristicas econdmicas intrinsecas associadas a cada
pardmetro do modelo (GIMENO; NAVE, 2006). Foram impostas as seguintes restri¢oes.

Bo >0

Bo+ 51 >0
7 >0
7'2>0

(28)

Trés algoritmos foram selecionados neste trabalho:

o Interior-Point. O método Interior-Point é uma técnica robusta para a resolugao de
problemas de programacao nao linear, baseada em métodos de pontos interiores. Este
algoritmo reformula o problema de otimizacdo como uma sequéncia de problemas
de programacao nao linear mais simples. A abordagem central é a solugao iterativa
de um sistema de equagoes lineares que aproxima a solugao o6tima. Ele manipula
as variaveis de decisao para satisfazer simultaneamente as restricbes e minimizar a
funcao objetivo, lidando tanto com restrigoes de desigualdade quanto de igualdade
(BYRD; GILBERT; NOCEDAL, 2000; WALTZ et al., 2006).

e SQP. O algoritmo Sequential Quadratic Programming (SQP) resolve problemas
de otimizagao nao linear por meio da reformulacao do problema em uma série de
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problemas quadraticos sequenciais. A cada iteracao, SQP resolve um problema de
otimizagao quadratica que é uma aproximacao do problema original, utilizando
modelos quadraticos da fungdo objetivo e lineariza¢oes das restrigoes. O método
ajusta iterativamente as variaveis de decisao com base em informagoes de primeira
e segunda ordens sobre a fungao objetivo e as restri¢oes, refinando a solugao até a
convergéncia com relagdo a solugdo 6tima do problema original(SPELLUCCI, 1998).

o Active-Set. O método Active-Set para otimizagao lida com problemas de programagao
nao linear por meio de uma abordagem iterativa que utiliza um conjunto de restri¢oes
ativas. Inicialmente, um subconjunto de restrigdes é selecionado como relevante para
a solucao do problema. O algoritmo resolve o problema de otimizagdo com base nesse
conjunto de restri¢oes e ajusta o conjunto ativo conforme necessario durante o processo
iterativo. As restrigoes sao adicionadas ou removidas do conjunto ativo a medida
que a solucao desenvolve-se, permitindo que o método adapte-se dinamicamente as
condigoes do problema e encontre a solu¢ao 6tima (HAN, 1977; POWELL, 2006).

Tais algoritmos foram implementados e geraram respostas diferentes, ainda que os trés
tenham demonstrado acurdcia significativa em minimizar a diferenca entre a curva do
modelo estimado e os dados coletados.

4.3 AVALIAGAO DOS METODOS DE ESTIMACAO

Inicialmente sao utilizados os parametros fornecidos pela ANBIMA relativos ao dia
01/07/2024 (https://www.anbima.com.br/informacoes/est-termo/CZ.asp e presentes na
Tabela 1) para tragar-se definir-se uma estimativa inicial. Nesta segao os dados amostrados
serdao provenientes também de informagoes provenientes da ANBIMA, obtidas no mesmo
endereco da web. Esses dados, chamados vértices, contudo, sdo apenas um conjunto de
21 pontos disponibilizados em datas relativas ao final e ao meio do ano, visando emular
a maturidade de titulos publicos e apresentar taxas realistas de um intervalo de 10 anos
para o futuro. Os dados podem ser observados na Tabela 2 e procura-se verificar qual
método obteve a curva estimada com maior similaridade aos vértices.

Como segunda abordagem avalia-se valores iniciais com variagoes de 10% e 50%
negativa e sera realizada a comparacao de cada método com os valores fornecidos pela
ANBIMA. Os diferentes métodos de estimacao de parametros foram entdo implementados
na linguagem de programacao Python com o intuito de obter-se uma andlise prévia da
eficacia dos modelos de estimacgao.

Tabela 1: Parametros Fornecidos pela ANBIMA

Bo B Ba B3 T T
0.1160 -0.0170 0.0384 0.0285 1.8678 0.3290

4.3.1 Analise dos Modelos Estimados a Partir de Dados dos Vértices

Nesta secao, define-se uma funcao com base nos parametros fornecidos pela ANBIMA
para gerar amostras hipotéticas sobre o comportamento da ETTJ. A partir delas, sao
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amostrados pontos da curva e aplicados métodos de estimagao para aproximar a curva
estimada aos pontos. Assim, obtém-se parametros estimados que sdo comparados aos
fornecidos para avaliar a acuracia, utilizando também o erro quadratico médio (MSE).

Tabela 2: Vértices ANBIMA

Dias | Vértices

126 | 11,697
252 | 12,3621
378 | 12,6041
504 | 12,6908
630 | 12,7201
756 | 12,7273
882 | 12,7248

1008 | 12,7166
1134 | 12,7045
1260 | 12,6891
1386 | 12,6709
1512 | 12,6505
1638 | 12,6284
1764 | 12,6048
1890 | 12,5803
2016 | 12,5553
2142 | 12,5299
2268 | 12,5045
2394 | 12,4792
92520 | 12,4543

Utiliza-se os dados da Tabela 2 e os algoritmos descritos na se¢ao 4.2.2 para gerar
os parametros da equacao (17). Além disso, considera-se 3 grupos de condigoes iniciais
para os algoritmos propostos, considerando-os idénticos aos fornecidos, 10% menores e
50% menores. Os dados de MSE das implementacoes abordadas sdo entao dispostos na
Tabela 3 e curvas sao geradas para todos os métodos. O modelo por minimos quadrados,
fixando 7 e 7y, apresentou resultados de MSE razoaveis, naturalmente baixos quando
idénticos aos parametros fornecidos. Com variacoes de 10% e 50%, notam-se maiores
desvios da curva amostrada, ainda que apresentando um MSE relativamente baixo se
comparado com os outros métodos. Para o modelo por SQP, os resultados foram menos
satisfatérios. Um aumento expressivo do MSE conforme a estimativa inicial se afasta dos
valores fornecidos pela ANBIMA. O método Active-Set apresenta-se como o menos eficaz,
gerando o maior erro quadratico médio entre todas as estimagoes. Ainda que tenha indicado
certa robustez em manter o MSE na mesma ordem de grandeza conforme o afastamento
do valor dos parametros iniciais dos valores fornecido, seus valores ainda mostram-se muito
superiores a todas as outras estimagoes. Na estimacao nao-linear pelo método Interior
Point, os resultados mostraram boa aproximacao com os dados dos vértices, como pode ser
percebido na Figura 6, com variacoes negativas de 10% e 50% significativamente baixas,
destacando este método como o mais apropriado para uma modelagem que prevé uma
incerteza na estimativa inicial de parametros. Todas estas consideragoes estao evidenciadas
na Tabela 3 e a implementacao numérica das otimizac¢oes contou com um critério de
parada de 1000 iteracoes



Figura 6: Comparacao de Dados dos Vértices frente a Modelo Estimado
por Interior Point com Diferentes Valores Iniciais
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Figura 7: Comparacao de Dados dos Vértices frente a Modelo Estimado
por Minimos Quadrados + Interior Point com Diferentes Valores Iniciais
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Tabela 3: Comparac¢ao do MSE dos Métodos Abordados para Diferentes
Grupos de Condigées Iniciais

MQ Interior Point SQP  Active Set | MQ + Interior Point
0% | 8.576e-5 1.522e-4 2.200e-6  2.446e-2 2.457e-5
10% | 1.351e-4 1.617e-4 2.659e-5  2.625e-2 3.880e-5
50% | 6.252e-4 2.721e-4 6.815e-3  3.130e-2 1.270e-4

Por fim, o método Active-Set foi o menos eficaz, sendo incapaz de gerar curvas
para variacoes de 50% e apresentando problemas mesmo com valores menores, conforme
observado na Tabela 3. Embora tenha gerado curvas proximas com parametros iniciais
menores, o0 método mostrou limitagoes no processo de estimagao.

4.3.2 Interior Point com Estimativas Iniciais Provenientes de Minimos Quadrados

Tendo sido feita a analise dos métodos de estimacao propostos opta-se por utilizar
uma abordagem hibrida entre o método dos pontos interiores e o método dos minimos
quadrados. Sendo os valores de 77 e 7o pardmetros com baixa variagao absoluta ao longo da
série histérica (BOLDER; STRELISKI, 1999) é factivel apresentar valores de estimativas
iniciais que enquadrem-se dentro do variacao de erro inicial de parametros verificada neste
capitulo. Ainda que nao possua os menores erros quadraticos médios entre os métodos
apresentados, o método dos minimos quadrados apresentou uma aproximacao dos parame-
tros [ para com os parametros fornecidos pela ANBIMA admitidos como hipoteticamente
reais. Assim, os parametros resultantes da estimacao por minimos quadrados serao utili-
zados como ponto de partida para uma nova estimacao, definido eles como os valores de
estimativas iniciais, a fim de aumentar a robustez da segunda.

Dos métodos de estimagao nao-linear aqui apresentados o mais robusto para o caso
analisado foi o Interior Point, tendo apresentado pouca variacdo do MSE conforme os
parametros de estimativas iniciais se afastavam dos valores fornecidos pela ANBIMA.

Em vista destas consideragoes opta-se por utilizar o método Interior Point com
estimativas iniciais advindas de uma estimacao por minimos quadrados com parametros 7
truncados. A abordagem hibrida é entdo comparada com outros algoritmos e disposta na
Figura 7, onde pode-se perceber uma alta aderéncia das curvas aos dados, comportamento
que também pode ser percebido quantitativamente na Tabela 3.

A partir deste ponto inicia-se a aplicagdo dos métodos a valores reais amostrados,
para construir um estudo de caso onde seja possivel aprofundar o problema da predicao
da ETTJ, desenvolver-se solugoes mais avancadas e tomar-se conclusoes para um cenario
especifico que sera analisado.



5 METODOLOGIA

A metodologia deste trabalho emprega, como ponto de partida, métodos de estimagao
discutidos no capitulo anterior, aplicando-os a dados reais. Para isso, inicia-se com uma
breve discussao sobre o tratamento dos dados disponiveis, destacando as particularidades
das amostras utilizadas e o motivo de selecionar intervalos diferenciados. Em seguida,
define-se como dé-se o procedimento de estimacao, descrevendo o método de otimizacao
adotado e as diferentes classes de estimacao consideradas. Posteriormente, propoe-se uma
forma de predicao baseada em fung¢oes de aproximacao, obtidas a partir dos parametros
estimados. Por fim, estabelece-se o critério para avaliar o desempenho dessas predi¢oes em
comparacao com uma abordagem de Random Walk em diferentes grupos de dados

5.1 DADOS

Nesta etapa, sao apresentados os dados reais referentes a contratos DI Futuro de
diferentes vencimentos, negociados na bolsa brasileira (B3). Esses contratos expressam o
consenso do mercado a respeito da taxa de juros futura, em funcao de prazos distintos.
O conjunto de valores disponiveis é naturalmente distribuido de forma desigual ao longo
do tempo, fato que motivou a utilizagao de distintos grupos de dados e de técnicas de
interpolagao, com o objetivo de obter amostras mais uniformes. A ideia principal é avaliar se
a densidade de pontos e a forma como estao alocados ao longo do horizonte de maturidade
afetam o desempenho do processo de estimacao e de predicao, visto que o perfil e a
qualidade dos dados sao tao significativos para a estimac¢ao do modelo e para a predicao
do mesmo (SARTORI, 2014). Por fim, tanto os dados originais quanto os tratados por
interpolagdo sdo empregados em diferentes classes de estimacao, viabilizando analises
comparativas.

5.1.1 Dados Contratos DI Futuro

Para a etapa de estimacao, utilizam-se cotacoes de contratos DI Futuro listados
pela B3, que refletem a taxa de juros que o mercado considera adequada para cada data
de liquidacao. Exemplificando, o contrato DI1F25 representa a expectativa de juros para
janeiro de 2025, ao passo que o contrato DI1V27 contempla o valor de juros esperado
para novembro de 2027. Tais contratos fornecem uma quantidade relevante de pontos de
maturidade, embora espagados de forma desigual. As séries de precos coletadas abrangem
50 dias de negociacao, compreendendo o periodo de 12 de setembro a 21 de novembro de
2024. Dentre esses 50 dias, os primeiros 40 dias sao empregados para realizar as estimagoes
e os ultimos 10 dias sdo reservados para avaliar o desempenho preditivo. A Figura 8 ilustra
o comportamento de alguns desses contratos, evidenciando a variacao de cada um ao longo
do tempo e a natureza irregular do espacamento em suas maturidades.
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Figura 8: Cotagées de contratos DI Futuro de diferentes datas futuras
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5.1.2 Dados Interpolados

Visando-se obter resultados mais acurados procura-se tratar os dados disponiveis
para facilitar o procedimento de estimagao. A interpolacao linear é uma técnica fundamental
em analise numérica para preencher lacunas em dados discretos ou para aumentar a
resolucao temporal de uma série de dados. Utiliza-se uma interpolacao linear para estimar
valores intermediarios com intervalos de 1 més para os periodos de 2 a 10 anos no conjunto
de dados disposto, visto que nao ha contratos DI Futuros com maturidades mensais neste

periodo.
A interpolagao consiste em estimar um valor f(z) de uma fungao desconhecida f,

baseado em dois pontos conhecidos (z;, f(x;)) € (zi+1, f(2i41)). O valor interpolado para
um ponto x tal que z; < x < z;,1 é dado pela equacao da reta que conecta esses dois

pontos.
Matematicamente, a interpolagao linear é expressa como:

o) i) = fa) + LT g )

onde z; e x;41 sdao os pontos imediatamente anterior e posterior ao ponto x onde a

interpolagao serd realizada, com x; <z < x;11; f(x;) e f(x;11) s@o os valores conhecidos
f@ir)=f(@i) representa a inclinagao da reta que

da funcao nos pontos x; e x;,1; a fragao F—
1 1
conecta esses dois pontos.
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Ao final da implementacao da interpolacao obtém-se um conjunto de dados igual-
mente espacados em 1 més para todo o periodo, representando maturidades intermediarias
entre as maturidades comercializadas no mercado brasileiro. Dessa forma possibilita-se a
implementacao de classes de estimacao com dados espagados entre 1, 2 e 3 meses.

5.2 ESTIMACAO DE PARAMETROS

O procedimento de estimacgao deste trabalho consiste em definir o método de
otimizacao e, entao, aplicd-lo a diferentes composicoes de dados, a fim de verificar o
impacto de cada conjunto na qualidade do ajuste. Para isso, estabelecem-se quatro classes
principais de estimagdo. A primeira, denominada PP (por partes), utiliza os dados no
formato original, sem interpolagdo, mas emprega um procedimento mais elaborado ao
subdividir o horizonte de maturidade em intervalos distintos. As demais classes, designadas
1M, 2M e 3M, trabalham com dados resultantes de uma interpolacao linear, com amostras
igualmente espagadas em 1, 2 e 3 meses, respectivamente. Além disso, para contemplar
horizontes diferentes, empregam-se essas quatro classes tanto em dados de até 10 anos
de maturidade quanto em dados de até 5 anos, permitindo a analise de sua eficacia em
cenarios de médio e longo prazo.

5.2.1 Método Interior Point com Valores Iniciais Provenientes de Minimos Quadrados

O método de otimizagao adotado é realizado em duas etapas. Primeiro, aplica-se o
método dos minimos quadrados para estimar os pardmetros do modelo de Svensson (17),
fixando provisoriamente os valores de 7 e 7. Esses valores iniciais sdo escolhidos com base
em aproximagoes e arredondamentos de dados historicos da ANBIMA, sendo eles 1,5 e 0,5
respectivamente, enquanto as componentes 3 sao ajustadas por regressao linear. Ao final
dessa etapa, obtém-se valores iniciais para os parametros que minimizam o erro dentro
dessa condicao de 7 fixo. Em seguida, faz-se uso do algoritmo Interior Point para refinar a
estimagao de todos os pardmetros de modo conjunto, incluindo 7 e 7. Essa segunda fase
é iterativa e busca reduzir ainda mais o erro, obedecendo a um limite de 10.000 iteracoes,
definido apos testes que mostraram nao haver ganhos significativos ao extrapolar esse
numero. Assim, garante-se maior estabilidade ao processo, pois parte-se de estimativas ja
razoaveis, diminuindo a chance de convergéncia para minimos locais inapropriados.

5.2.2 Classes de Estimacao

Sao propostas para este trabalho diferentes classes de estimacao visando-se com-
parar diferentes composi¢oes dos dados. Nas classes 1M, 2M, e 3M utiliza-se dos dados
interpolados com intervalos de amostragem diferentes, ao passo que na classe PP utiliza-se
dos dados puros nao tratados, mas com um procedimento de implementagao do algoritmo
de otimizagao por partes.

5.2.2.1 Classes IM, 2M e 3M

As classes 1M, 2M e 3M sao provenientes de uma interpolacao linear simples. Uma
vez interpolados os dados conforme a secao 4.1.2 utiliza-se dos mesmos para amostrar
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valores com intervalos diferentes. A classe 1M requer a interpolacao de todos os periodos
de amostras, visto que nos horizontes futuros de 2 a 5 anos s6 dispoe-se de dados espacados
trimestralmente e nos horizontes de 6 a 10 anos espacados anualmente. A classe 2M, pelo
mesmo motivo necessita de interpolacao nos mesmos dois periodos, ao passo que a classe
3M requer apenas a interpolagao dos dados a partir de 6 anos e o descarte dos dados
iniciais do primeiro ano do horizonte futuro que é amostrado mensalmente.

5.2.2.2 (Classe PP

Na classe PP, os dados sao usados sem qualquer tipo de regularizagdo, mas, como
ha diferencas consideraveis no espagamento dos contratos, adota-se uma segmentagao em
trés periodos. No primeiro ano, em que dispoe-se de maior quantidade de pontos mensais,
realiza-se uma estimagao local. Do segundo ao quinto ano, quando as observagoes sao
trimestrais, faz-se outra estimacao local. Por fim, do sexto ao décimo ano, com dados
anuais, efetua-se uma terceira estimacao. Em cada caso, aplicam-se o método dos minimos
quadrados e, depois, o algoritmo Interior Point para ajustar o modelo de Svensson (17)
aos dados daquele intervalo. Uma vez obtidas as trés curvas parciais, procede-se a uma
otimizacao geral, consolidando as partes em uma unica curva que represente todo o
horizonte de 10 anos. Os parametros do modelo encontrados em cada intervalo estao
dispostos na Tabela 4. O mesmo procedimento repete-se para o horizonte de 5 anos,
respeitando as divisoes temporais adequadas a esse intervalo. A Figura 9 exibe o resultado
do ajuste por partes no caso dos 10 anos, ao passo que a Figura 10 apresenta o mesmo
processo para o periodo de 5 anos.

Tabela 4: Pardmetros Estimados para Cada Intervalo para Amostras
de até 10 Anos

Intervalo 5o 51 Bo B3 75 Ty

Curva 1 (Intervalo 1) 17.179  -6.397 -12.324  6.884  1.104 0.657
Curva 2 (Intervalo 2) 14.858 -13.911 6.487 28.963 1.109 0.316
Curva 3 (Intervalo 3) 11.894 42350 -12.232 -121.315 1.735 0.433
Curva 4 (Intervalo Completo) | 8.563  2.198  6.884 2.557  6.740 0.535

5.3 PREDICAO

A predicao do comportamento futuro da curva de juros é desenvolvida a partir de
fungoes de aproximagao que descrevem a evolugao temporal dos parametros estimados.
Para cada dia, registra-se um vetor de parametros do modelo de Svensson. Conforme esse
vetor varia no tempo, é possivel ajustar modelos matematicos, tais como fungoes lineares,
polinomiais ou senoidais, que capturem a tendéncia de cada parametro 5 e 7. Uma vez
que essas funcoes sao definidas, basta extrapola-las para instantes futuros, fornecendo
estimativas dos parametros em datas posteriores as observagoes.

Na anélise, considera-se ainda a influéncia do tamanho da amostra histérica. Assim,
o procedimento é testado com diferentes quantidades de dias passados, como 5, 10, 20 e
40, para verificar o efeito da extensao da base de estimagao sobre a acuracia preditiva.
Além disso, implementa-se um modelo de Random Walk que toma simplesmente o valor
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Figura 9: Estimacgdao por Partes da Classe PP para Dados de Contratos
DI Futuro com Vencimentos de até 10 anos
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Figura 10: Estimacao por Partes da Classe PP para Dados de Contratos
DI Futuro com Vencimentos de até 5 anos
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mais recente de cada pardmetro como previsao para o dia seguinte. Esse método funciona
como um benchmark, permitindo avaliar se as func¢oes de aproximacgao propostas de fato
superam a estratégia trivial de manter os parametros inalterados.

As oscilagoes observadas nos 40 dias iniciais de dados sao significativas, tanto no
nivel das taxas quanto na forma da curva ao longo dos vencimentos. Tal comportamento
sugere a necessidade de tratar cada parametro separadamente. Por isso, os valores de e 7
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sao analisados como séries temporais. Cada série, por sua vez, é aproximada por diferentes
modelos e aquele que minimiza a soma dos quadrados dos residuos é escolhido para a
projecao. Em seguida, gera-se a curva de juros correspondente, com base nas projegoes
desses parametros.

A qualidade das predigoes é aferida comparando-se as curvas projetadas com os
dados efetivamente registrados nos 10 dias seguintes. Nesse processo, sao calculadas medidas
como o erro quadratico médio, possibilitando investigar se a abordagem proposta oferece
vantagens em relacao ao Random Walk. Por fim, efetua-se uma comparagao entre as
predicoes para os cenarios de 5 e 10 anos, avaliando se o horizonte de maturidade afeta
significativamente o desempenho do método.

5.3.1 Predicao por Funcées de Aproximacao dos Parametros

Ao plotar os parametros § e 7 ao longo do intervalo de estimagdo pode-se perceber
que os parametros apresentam uma relevante variacao ao longo do tempo. Nas Figuras 13
e 14 estao dispostos os parametros [, e 7; para a classe de estimagao 1M no intervalo de
40 dias. Nelas é possivel perceber o comportamento significativamente variavel de cada
parametro respectivo assim como a independéncia de variagao entre eles.

Figura 11: BetaZ2 para o Intervalo de 40 Dias
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Procura-se entao identificar tendéncias claras como faixas de valores limitrofes
ou fungoes de tendéncia aproximadamente definidas. Em desenvolvendo tal analise é de
interesse utilizar destas informagcoes para modelar o comportamento futuro dos parametros
isoladamente, ao invés de utilizar-se de um método de estimacao para calcular toda a
curva baseado em dados relativos as taxas de juros, visto que, naturalmente, nao dispoe-se
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Figura 12: Taul para o Intervalo de 40 Dias
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de amostras de cotagoes de Contratos DI Futuros de instantes futuros (ainda que o nome
possa sugerir o contrario).

Visa-se, dessa forma, desenvolver um algoritmo que selecione uma funcao de com-
portamento suficientemente aproximada dos parametros correspondentes aos valores reais
da curva de juros. O método de selegao de fungdo de aproximagao para realizar a predigao
analisa a evolucao temporal dos parametros § e 7, ajustando modelos matematicos aos
dados observados diariamente. Utiliza-se dos modelos linear, polinomial de segunda ordem
e terceira ordem, além de uma func¢ado senoidal, para capturar tendéncias lineares, nao
lineares e possiveis periodicidades nos dados. A estimacao é realizada minimizando a soma
dos quadrados dos residuos (LEVENBERG, 1944):

n

S =3 Iy — Sl (30)
i=1
onde y; sdo os valores observados, f(z;) é o modelo ajustado e n é o nimero de observagoes.
Ao iterar sobre cada funcao de ajuste, o cddigo calcula o erro quadratico associado e
seleciona 0 modelo que minimiza este erro, garantindo o melhor ajuste estatistico possivel
aos dados observados.
A partir dessas fungoes relativas aos parametros, entao, podem ser tragadas curvas
de juros para instantes futuros.

5.3.2 Random Wealk

O modelo de Random Walk oferece uma abordagem simples e robusta para previsao
de séries temporais, sendo especialmente relevante como referéncia para a eficiéncia preditiva



42

de modelos mais complexos. Ele consiste em simplesmente utilizar um valor anterior como
valor de predi¢ao para um instante futuro. Esse modelo é comumente utilizado como
benchmark em avaliagoes de desempenho de modelos preditivos. Sua simplicidade permite
comparar se modelos mais sofisticados oferecem ganhos significativos de precisdo (FAMA,
1970). No caso deste trabalho utiliza-se simplesmente os pardmetros da tltima estimagao
para tracar uma curva futura, a fim de comparé-la com as predigdes provenientes de outras
classes de estimagoes, servindo como balizador para as predi¢oes. A classe relativa ao
procedimento de Random Walk serda chamada de RW.



6 RESULTADOS

Neste capitulo s@o implementadas as metodologias abordadas no capitulo anterior
buscando-se resultados que tragam conclusoes acerca das melhores estratégias para estimar
e prever a ETTJ dentre as classes aqui abordadas.

Sao desenvolvidos os procedimentos de estimacao e predicao para todas as classes
propostas e para os dados de contratos DI Futuro de vencimentos de 5 e 10 anos, procurando-
se assim mapear o comportamento das classes de estimacao de acordo com o interesse,
seja ele predicao ou estimagao, curto e médio ou longo prazo.

Por fim os resultados sao discutidos a fim de trazer clareza para toda implementagao
proposta.

6.1 ESTIMACAO

Foram realizadas estimagoes conforme definido na segdo 5.2 e seus resultados
respectivos podem ser observados nas Figuras 13 e 14. Os procedimentos de estimagao foram
aplicados para todas as classes para tomar-se conclusoes acerca dos seus comportamentos
ao longo das amostras de cada um dos 40 dias. Percebe-se, de maneira geral que as classes
de estimacao apresentaram valores de erro quadratico médio muito semelhante entre si,
tanto para o grupo de dados de maturidades de até 5 anos quanto para o de até 10 anos.
Tais valores podem ser vistos na Tabela 5.

Na Figura 13, ainda, nota-se que a classe PP apresentou uma acurécia de estimagao
acentuadamente inferior em relacdo as outras classes. Pode-se perceber também uma
tendéncia solida de melhora na estimacao conforme aumenta-se a frequéncia de amostragem,
tendo a classe 1M apresentado valores de erro quadratico médio menores que a 2M em
todo o periodo de dados. Tal comportamento é replicado de forma muito semelhante da
classe 2M para a 3M.

Além disso, analisando também a Figura 14, pode-se perceber que as classes de
estimacao atingiram niveis de erro quadratico médio muito semelhantes para os grupos
de dados de vencimentos de até 5 e 10 anos, ressaltando a classe PP que apresenta uma
melhora significativa na estimativa quando aplicada a dados de vencimentos de até 5 anos.

6.2 PREDICAO

Foram feitas estimativas para todos os classes definidas, para dados com diferentes
maturidades, para todos os dias de amostras disponiveis e para cada parametro, como
descrito na secao 5.2. A partir dessas estimagcoes aplica-se a metodologia proposta na se¢ao
5.3.1 para definir fungoes de aproximacao apropriadas em termos de tamanho de amostra



Figura 13: Erro Quadratico Médio para Estimacao de Todas Classes em

Todas as Amostras para Dados de Contratos DI Futuro de Maturidades
de até 10 Anos
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Figura 14: Erro Quadratico Médio para Estimacgdo de Todas Classes em

Todas as Amostras para Dados de Contratos DI Futuro de Maturidades
de até 5 Anos
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utilizado. Tendo-se definida uma funcao de aproximacgao para cada parametro e para cada
classe, utiliza-se delas para gerar curvas para instantes futuros para cada classe e avalia-se

a sua eficdcia respectiva em comparagao com o Random Walk conforme definido na secao
5.3.2
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Tabela 5: Valores de MSE para Diferentes Classes de Estimagao (Matu-

ridades de até 5 anos)

45

5 Anos 10 Anos

Dia PP 1M 2M 3M PP 1M 2M 3M

1 0.00053 0.00053 0.00058 0.00067 | 0.00069 0.00122 0.00050 0.00055
2 0.00030 0.00034 0.00036 0.00040 | 0.00047 0.00036 0.00037 0.00038
3 0.00028 0.00031 0.00033 0.00038 | 0.00040 0.00028 0.00031 0.00033
4 0.00043 0.00036 0.00039 0.00048 | 0.00054 0.00031 0.00033 0.00037
5 0.00035 0.00035 0.00039 0.00047 | 0.00049 0.00032 0.00035 0.00038
6 0.00063 0.00063 0.00071 0.00076 | 0.00094 0.00056 0.00062 0.00065
7 0.00069 0.00061 0.00064 0.00086 | 0.00073 0.00041 0.00043 0.00054
8 0.00060 0.00054 0.00057 0.00066 | 0.00067 0.00040 0.00044 0.00049
9 0.00061 0.00065 0.00069 0.00080 | 0.00080 0.00049 0.00051 0.00057
10 0.00064 0.00065 0.00073 0.00084 | 0.00083 0.00049 0.00053 0.00059
11 0.00069 0.00068 0.00078 0.00086 | 0.00087 0.00047 0.00056 0.00061
12 0.00100 0.00091 0.00098 0.00115 | 0.00114 0.00054 0.00063 0.00072
13 0.00090 0.00080 0.00096 0.00109 | 0.00131 0.00074 0.00083 0.00092
14 0.00113 0.00076 0.00085 0.00118 | 0.00119 0.00053 0.00059 0.00079
15 0.00088 0.00072 0.00080 0.00088 | 0.00107 0.00060 0.00177 0.00073
16 0.00088 0.00072 0.00080 0.00088 | 0.00107 0.00060 0.00065 0.00073
17 0.00079 0.00073 0.00077 0.00094 | 0.00083 0.00046 0.00049 0.00058
18 0.00056 0.00042 0.00044 0.00058 | 0.00083 0.00053 0.00054 0.00067
19 0.00041 0.00032 0.00037 0.00037 | 0.00047 0.00025 0.00029 0.00029
20 0.00073 0.00052 0.00058 0.00070 | 0.00079 0.00037 0.00041 0.00049
21 0.00071 0.00058 0.00064 0.00081 | 0.00079 0.00041 0.00046 0.00055
22 0.00047 0.00041 0.00048 0.00055 | 0.00053 0.00028 0.00032 0.00036
23 0.00049 0.00042 0.00048 0.00054 | 0.00049 0.00024 0.00027 0.00031
24 0.00086 0.00067 0.00066 0.00096 | 0.00095 0.00048 0.00048 0.00065
25 0.00055 0.00046 0.00048 0.00064 | 0.00058 0.00029 0.00030 0.00039
26 0.00077 0.00059 0.00061 0.00076 | 0.00089 0.00049 0.00051 0.00063
27 0.00050 0.00040 0.00044 0.00058 | 0.00062 0.00031 0.00034 0.00042
28 0.00068 0.00052 0.00053 0.00070 | 0.00079 0.00040 0.00041 0.00053
29 0.00071 0.00060 0.00063 0.00074 | 0.00080 0.00042 0.00044 0.00050
30 0.00072 0.00061 0.00068 0.00074 | 0.00077 0.00039 0.00044 0.00047
31 0.00079 0.00063 0.00060 0.00075 | 0.00083 0.00040 0.00039 0.00047
32 0.00073 0.00066 0.00069 0.00087 | 0.00074 0.00041 0.00043 0.00051
33 0.00052 0.00045 0.00048 0.00059 | 0.00059 0.00031 0.00033 0.00039
34 0.00052 0.00043 0.00046 0.00058 | 0.00062 0.00034 0.00035 0.00042
35 0.00089 0.00068 0.00073 0.00087 | 0.00090 0.00043 0.00047 0.00147
36 0.00093 0.00072 0.00076 0.00097 | 0.00097 0.00047 0.00049 0.00060
37 0.00157 0.00106 0.00117 0.00145 | 0.00148 0.00060 0.00067 0.00083
38 0.00081 0.00056 0.00067 0.00079 | 0.00078 0.00032 0.00038 0.00045
39 0.00075 0.00047 0.00056 0.00066 | 0.00078 0.00035 0.00041 0.00047
40 0.00131 0.00087 0.00110 0.00143 | 0.00138 0.00060 0.00072 0.00092
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6.2.1 Funcées de Aproximacao

Aplica-se a metodologia descrita no capitulo anterior ao parametro s, considerando
estimativas da classe 2M baseadas em 5 e 40 amostras, sempre usando dados de contratos
DI Futuro com vencimentos de até 10 anos a fim de avaliar em que medida o tamanho da
amostra impacta a qualidade das predig¢oes via fungoes de aproximagao. Como ilustracao,
sao apresentados os resultados para o parametro 5 nas Figuras 15 e 16. Posteriormente,
repetiu-se o procedimento para todos os parametros e também para estimativas de 10
e 20 amostras, resultando em um conjunto abrangente de fungoes preditivas capazes de
contemplar cada cendrio. Ainda nas Figuras 15 e 16 sdo visualizadas diferentes fungoes de
ajuste e os respectivos erros quadraticos médios, tanto para 5 quanto para 40 amostras,
enquanto as Tabelas 6 e 7 exibem as equacoes aproximadas e os valores estimados para
cada caso. Tanto nos outros parametros quanto para outros tamanhos de amostra, a fungao
polinomial de terceira ordem apresentou o menor MSE, se mostrando a mais apropriada
para aproximagao no caso dos dados aqui utilizados. Em seguida, tendo-se aplicado essas
fungoes em todos os parametros do modelo, permitiu-se prever valores futuros e analisar seu
desempenho. Para tanto, comparam-se as predigoes da classe 2M com dados efetivamente
observados, calculando-se o erro quadratico médio ao longo de 10 dias tteis, de 11 a 22 de
novembro.

Tabela 6: Fungées de Ajuste e MSE para Estimativa de B3 de 5 Amostras

5 amostras Funcao MSE
Linear f(z) = 1.73162x + 3.78102 3,5041
Polinomial 2* Ordem f(x) = 2.224412% — 11.61487x + 19.35194 2,8776
Polinomial 3* Ordem f(x) = 1.5928023 — 12.11082z* + 25.97532x — 7.40718 0,9869
Seno-Cosseno f(x) = 1.48213e3sin(1.74922¢3x) — 6.00885c0s(1.75869z) | 2,8161

Tabela 7: Funcoes de Ajuste e MSE para Estimativa de 2 de 40

Amostras
40 amostras Funcao MSE
Linear f(z) = 0.11414x + 3.89028 24877
Polinomial 2% Ordem f(x) = 3.99359¢ 122 4 9.77747e 2z + 4.00489 2,4872
Polinomial 3% Ordem | f(z) = 6.00436e %23 — 3.65274e 222 + 0.71088064x + 1.78190 | 2,3798
Seno-Cosseno f(z) = 1.12850sin(0.85421x) — 0.12959c0s(0.87914x) 5.7864S

Os resultados iniciais indicam que ampliar o tamanho da série histérica eleva
significativamente a precisao dos modelos, como sintetizado na Tabela 8. No caso de apenas
5 dias de amostras, verificou-se um comportamento inviavel do ponto de vista economico,
pois as curvas de juros apresentaram variagoes abruptas que levaram a incrementos
préximos a 500 pontos percentuais em apenas 10 dias. Embora o erro quadratico tenha
sido pequeno nas primeiras predicoes ele foi pior que a predicao por Random Walk em
todos os dias do periodo de predicao, atingindo-se valores de MSE finais da ordem de
102, evidenciando falta de robustez. Na Figura 17, esse fenomeno aparece de forma clara,
indicando que a amostra de 5 dias ndo é suficiente para capturar a tendéncia do mercado.
Com 10 dias de dados, houve uma melhora notavel, especialmente nos primeiros dias de



47

Figura 15: Diferentes Fungées de Ajuste para 3o com Amostras de 5
Dias
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predicao; ainda assim, as curvas mantiveram flutuagoes mais intensas conforme projetavam-
se horizontes de prazo maiores, o que sugere limitacdes do modelo para previsoes mais
extensas.

Tabela 8: Valores de MSE para Predi¢ées 2M Funcdes de Aproximacao
com Diferentes Periodos de Dias

Dia | 40 dias 20 dias 10 dias 5 dias
1 0.226 0.213 0.260 0.427

2 0.234 0.286 0.602 3.310

3 0.418 0.396 1.318 13.476
4 1.308 0.344 2.566 34.982
5 1.333 0.822 3.069 68.656
6 1.963 1.283 3.665  106.841
7 2.224 2.250 4.637  143.498
8 1.055 5.487 3.900 174.017
9 0.995 8.707 4.491 194.695
10 1.336 11.673 5.683  205.884

Quando passa-se a 20 dias de amostras, ainda observa-se uma melhoria na aproxi-
macao das curvas, mas ainda nao passam a reproduzir o padrao empirico dos contratos de
juros em horizontes mais longos, apesar de apresentar maior estabilidade nos horizontes
previstos. Conforme ilustrado na Figura 17, a divergéncia entre o que foi predito e os
valores reais tornou-se menos acentuada, ainda que longe de ser majoritariamente eliminada
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Figura 16: Diferentes Fungées de Ajuste para 3o com Amostras de 40
Dias
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em horizontes futuros mais longos.

Pode-se perceber na Tabela 8 que o erro quadratico médio da predigao utilizando-se
de 20 amostras nao é inferior a predicao utilizando 10 amostras em todos os instantes
de previsto, contudo, em horizontes mais curtos de até 7 dias o erro quadratico médio
mantém-se solidamente inferior na predigao utilizando 20 amostras. Tal fato corrobora com
a tendéncia de diminui¢do do erro quadratico médio das predigdes conforme aumenta-se o
numero de amostras utilizado para tracar as fungoes de aproximacao.

Além disso, a estratégia com 40 dias despontou como a mais consistente em termos
de qualidade e estabilidade. As curvas mantiveram-se préximas aos valores observados ao
longo de todo o intervalo de predigao, com oscilagdes suaves e coerentes, resultando no
menor erro médio acumulado ao longo do periodo. Essa maior confiabilidade foi reforcada
tanto pela analise qualitativa do formato da curva quanto pelos indicadores quantitativos
presentes na Tabela 8, visto que ainda que a predicao utilizando 40 amostras nao tenha
obtido os menores erros quadraticos médios em todas os instantes futuros ela nao apresenta
o carater explosivo presente nas outras predigoes.

E fundamental reconhecer que o procedimento aqui ilustrado, embora tenha mostrado
evolugoes significativas ao aumentar-se o tamanho da série para 40 dias, pode e deve
ser aplicado a intervalos de dados ainda mais longos, capazes de capturar flutuacoes de
horizonte mais amplo, potenciais sazonalidades ou regimes econémicos distintos. A presente
analise tem como objetivo demonstrar a forma de avaliar o desempenho preditivo em
funcao da quantidade de amostras, possibilitando, em aplicagoes futuras, a investigacao de
cendarios com séries historicas muito maiores. Essa ampliacao podera revelar dinamicas
adicionais da curva de juros e fornecer resultados mais robustos.
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Figura 17: Comparacao das Curvas Preditas Baseadas em Fungées de
Aproximacgao Provenientes de Diferentes Tamanhos de Amostras
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Tendo sido implementadas as predigoes para as diferentes classes de estimacao,
considerando dados com maturidades de até cinco e dez anos, procede-se a comparacao
dos erros quadraticos médios dessas predi¢coes ao longo de um horizonte de dez dias
futuros. Em um primeiro momento, verifica-se que a precisao das predi¢cdes nao esta
necessariamente vinculada ao desempenho da classe de estimagao. Esse fato confirma a
importancia tanto da qualidade dos dados utilizados quanto da complexidade do modelo
de predicao, evidenciando que bons resultados na estimacao nao traduzem, de modo
automatico, em acurécia de longo prazo.

A anélise da Figura 18 mostra que a predicao resultante da classe 3M, embora tenha
obtido estimativas satisfatérias para ambas as faixas de maturidade, exibe um crescimento
acentuado do erro quadratico médio a medida que o prazo de previsao avanca. Apesar de
alcancar resultados promissores nos trés primeiros dias, superando o modelo de Random
Walk nesse intervalo, suas vantagens dissipam-se gradualmente. Também nota-se, na Figura
19, que a classe 1M, responsavel pelas estimativas mais eficazes dentre todas, ndo consegue
superar o Random Walk em nenhum dos dez dias futuros quando empregada em dados de
maturidade de até dez anos, revelando sua limitagao pratica nesse cenario especifico.

De modo semelhante, a classe 2M, apesar de apresentar erros menores do que o

Random Walk nos primeiros dias, perde essa vantagem a partir do quarto dia, o que reforga
a necessidade de avaliar cada classe em funcao da extensao temporal da previsao. Por



Figura 18: MSE de Previsoes de Todas as Classes de Estimacao para
Dados de Maturidades de até 10 anos

Comparagao de MSE nas predicoes para diferentes classes
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outro lado, merece destaque o fato de a classe PP, que obteve o pior resultado global de
estimacao para maturidades de até dez anos, alcancar os menores valores acumulados
de MSE em boa parte dos dias a partir do quarto dia, superando o Random Walk na
maior parte desse periodo. Ainda assim, a diferenca nao é suficientemente expressiva para
caracterizar a classe PP como uma opc¢ao recomendavel de predi¢do em horizontes futuros
maiores, como observa-se na Tabela 9.

Tabela 9: Valores de MSE para Diferentes Predi¢coes com Dados de
Maturidades de até 10 Anos

Dia| PP 1M 2M 3M RW
1 1.120 1.120 0.229 0.170 1.033
2 1.390 1.390 0.235 0.290 1.184
3 1.374 1.374 0.416 0.708 1.049
4 0.989 1.554 1.302 2.281 1.086
) 1.019 1.721 1.331 2.624 1.101
6 0.707 1.500 1.969 4.020 0.790
7 0.452 1.240 2.238 5.076 0.507
8 0.389 1.130 1.069 4.072 0.357
9 0.507 1.640 1.012 5.019 0.563
10 0.551 1.845 1.363 7.326 0.593

Para os dados de vencimentos de até cinco anos, as conclusoes gerais repetem-se na
medida em que a eficiéncia na estimacao nao determina, por si s6, um bom desempenho
na predi¢do. A Figura 20 revela que a classe PP, embora tenha apresentado estimagoes
razodaveis, ndo consegue manter um comportamento confiavel quando prolonga-se o horizonte
de previsao, pois exibe crescimento continuo do MSE e nao supera o Random Walk em
nenhum momento. Nas outras trés classes, ha um padrao de erro quadratico médio mais
baixo nos primeiros trés dias de previsao, superando o Random Walk, mas essa vantagem
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perde-se a partir do quarto dia na maioria dos casos, com excecao da classe 2M, que mantém
resultados superiores até o quinto dia. Essa particularidade faz da 2M a alternativa mais
promissora dentre as classes avaliadas, ainda que as melhorias sejam pontuais e dependam
do comportamento do mercado no periodo estudado. Tais resultados podem ser observados
na Tabela 10

Tabela 10: Valores de MSE para Diferentes Predi¢ées com Dados de
Maturidades de até 5 Anos

Dia| PP 1M 2M 3M RW
1.741 0.330 0.076 0.243 1.078
2.319 0.337 0.148 0.253 1.227
2.638 0.614 0.321 0.515 1.102
3.325 1.710 0.696 1.539 1.152
4.092 1956 0918 1.736 1.168
4.230 2.846 1.292 2476 0.829
4.607 3.565 1.738 3.016 0.549
5.320 2106 1.659 1.702 0.397
7.280 2.274 2.024 1.700 0.602
0 9.111 3.216 2.687 2.288 0.636
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Figura 19: MSE de Previsoes das Classes de Estimacao Mais Relevantes
para Dados de Maturidades de até 10 anos
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Figura 20: MSE de Previsoes de Todas as Classes de Estimacao para
Dados de Maturidades de até 5 anos
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7 CONCLUSAO

Os resultados obtidos neste trabalho evidenciam que o perfil e a qualidade dos dados
utilizados tém tanta relevancia para a estimacgao e a predicao da Estrutura a Termo das
Taxas de Juros quanto a sofisticagao ou o refinamento dos modelos de otimizacao ou de
previsao. Essa constatacao emergiu tanto no estudo de estimacao, em que compararam-se
diferentes classes de modelos, quanto no estudo de predi¢do, em que avaliou-se a acuracia
de cada abordagem ao projetar o comportamento futuro das taxas de juros.

Em relacao a estimagao, constatou-se que a classe PP mostrou-se valida, em especial
quando aplicada a dados de maturidade de até 5 anos, apresentando resultados mais
satisfatorios do que em horizontes de 10 anos. Contudo, em termos gerais, a classe 1M,
baseada em interpolacdo mensal, foi a que obteve o melhor desempenho no conjunto
dos testes, ainda que perca certa eficicia conforme o intervalo de amostragem torna-se
mais extenso. De modo adicional, observou-se que os valores do erro quadratico médio na
estimacao nao variaram de forma marcante quando utilizou-se dados de maturidades de
até 5 anos ou de até 10 anos, indicando certa robustez do processo de estimacao a extensao
do horizonte.

Ao avaliar-se o tamanho da janela temporal para a modelagem dos parametros,
verificou-se que, em linhas gerais, quanto mais dados forem utilizados, melhor tende a ser
a qualidade do ajuste. Ainda assim, para asseverar-se tal conclusdo com maior seguranca,
seria fundamental ampliar a série historica de observacoes para periodos bem mais longos,
algo cuja metodologia, proposta aqui, mostrou-se funcional. Essa abordagem de avaliagao
do tamanho 6timo de amostra fornece um caminho para futuras pesquisas, permitindo
dimensionar a quantidade de dados necessaria para cada aplicagao.

No tocante a predicao, nenhuma das classes de modelos, em nenhum horizonte
mais extenso de previsao, superou de forma robusta o Random Walk, embora tenham
surgido exemplos pontuais de desempenho ligeiramente melhor em alguns dias do intervalo
projetado. Em particular, a classe PP, que obteve desempenho inferior na estimagao para
10 anos, acabou por superar o Random Walk em alguns dias mais afastados, ainda que
nao de maneira suficientemente expressiva para firmar-se como uma abordagem sélida de
predigao nesse horizonte. De maneira geral, a eficicia de uma dada classe de estimagao nao
implicou que a mesma classe apresentasse boa performance ao projetar o comportamento
futuro, evidenciando a diferenca substancial entre ajustar dados histéricos e prever novos
cenarios. Além disso, observou-se que a resposta preditiva variou consideravelmente quando
compararam-se dados de até 5 anos com dados de até 10 anos, sugerindo que caracteristicas
intrinsecas do mercado em cada faixa de vencimento influenciam diretamente o desempenho
do modelo.

Em termos mais especificos, notou-se que as classes 2M e 3M superaram o Random
Walk apenas nos primeiros dias de previsao em ambos os horizontes de vencimento, ao
passo que a 1M conquistou vantagem inicial unicamente para dados de até 5 anos. Por
outro lado, a classe PP, apesar de alcancar melhor desempenho para horizontes futuros em
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10 anos, mostrou-se altamente inapropriada em dados de 5 anos, sugerindo que nao é uma
abordagem robusta o suficiente para a generalidade dos cenarios testados. Lembrando que
foi utilizado neste trabalho um montante de dados significativamente pequeno, onde 40
dias de dados foram utilizados para estimagao e 10 dias foram utilizados para avaliacao da
predicao. Em um cenario real deseja-se utilizar uma quantidade de dados muito superior
a utilizada aqui, bem como deseja-se prever um horizonte muito mais longinquo. Tal
constatagao nao desmerece a metodologia de avaliagao apresentada neste trabalho, mas
prejudica a eficacia dos resultados de predigao.

Como principal recomendagao pratica, ressalta-se a importancia de empregar a
metodologia de avaliagao aqui proposta em bases de dados muito maiores, pois os resultados
indicam que quanto maior o histérico disponivel, maior a probabilidade de refinamento na
estimagao e na predigdo. A adogao de estratégias que combinem algoritmos de otimizagao
distintos (inclusive recursivos) e que implementem mecanismos de esquecimento de dados
antigos também revela-se promissora, dada a eficiéncia observada em abordagens hibridas
no decorrer do estudo. Além disso, a expansao do conjunto historico de observagoes podera
expor o modelo a diferentes regimes de mercado, ampliando sua capacidade de revelar
padroes e tendéncias no comportamento das taxas de juros.

E importante enfatizar que, embora os achados sejam conclusivos para o conjunto de
dados utilizado, eles ndo sdo deterministicos e nao devem ser aplicados de forma irrestrita
a outros periodos ou configuracoes de mercado. Eventos e conjunturas inéditos, bem como
dados ainda nao investigados, podem resultar em conclusoes divergentes das apresentadas
aqui. Deste modo, o estudo cumpre o papel de estabelecer uma metodologia de estimagao e
predicao, cujas virtudes confirmaram-se para os dados analisados, mas que ainda demanda
adaptagoes e investigacoes adicionais para generalizagoes ou extrapolagoes mais amplas.
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