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RESUMO

SILVA FILHO, J. A. Análise dinâmica de pontes rodoviárias típicas sob ação sísmica. 2024.
197p. Dissertação (Mestrado em Engenharia) – Programa de Pós-Graduação em Engenharia
Civil, Universidade Federal do Rio Grande do Sul, Porto Alegre.

O Brasil é considerado um país de baixa sismicidade quando comparado com outros países

localizados na América do Sul. Todavia, o risco sísmico não pode ser desprezado porque, após

estudos recentes, observou-se regiões com sismicidade moderada no território brasileiro, onde a

ação sísmica é relevante. Dentro deste contexto, surge em 2006 a NBR 15421 com o intuito de

estabelecer os requisitos necessários para garantir a segurança quanto à estas ações. Embora seja

um marco, infelizmente, as pontes ficaram fora do escopo desta norma. Em 2021, a atualização da

NBR 7187 fixou os requisitos para estas estruturas que, em conjunto com a atualização da NBR

15421, no ano de 2023, possibilitou a avaliação destas dentro do contexto da análise sísmica.

Visa-se com o presente trabalho aplicar os requisitos encontrados na normatização brasileira para

verificação da segurança sísmica de pontes de concreto armado no Brasil. Para isto, realiza-se

a modelagem e posteriores análises não lineares (com a inclusão da não lineariedade física e

geométrica) de três pontes de concreto armado, consideradas como estando presentes na principal

zona sísmica do Brasil, por meio da aplicação de conceitos de plasticidade e dano devido à

predominância deste tipo de comportamento durante eventos sísmicos. Tornou-se necessário,

para isto, a modelagem das barras de aço para que o comportamento fosse o mais próximo

possível do encontrado na prática. Para as análises realizadas, utiliza-se o método de histórico

de acelerações no tempo por meio do software ABAQUS com a utilização de sismos gerados

artificialmente. Verificou-se que a aplicação dos registros sísmicos considerados não causaram o

colapso das estruturas, mas provocaram uma alta fissuração em todos os casos analisados, com

grande degradação do concreto, o que mostra a necessidade da observação deste comportamento

em próximas atualizações normativas.

Palavras-chave: análise sísmica, pontes de concreto armado, análise dinâmica não linear.



ABSTRACT

SILVA FILHO, J. A. Dynamic analysis of typical highway bridges under seismic action.
2024. 197p. Dissertation (Master in Engineering) – Graduate Program in Civil Engineering,
Federal University of Rio Grande do Sul, Porto Alegre.

Brazil is considered a country with low seismicity compared to other countries located in South

America. However, the seismic risk cannot be disregarded because, following recent studies,

regions with moderate seismicity have been observed in Brazilian territory, where seismic action

is relevant. Within this context, NBR 15421 was created in 2006 to establish the requirements to

guarantee safety concerning these actions. Although a milestone, bridges were unfortunately left

out of the scope of this standard. In 2021, the update of NBR 7187 established the requirements

for these structures which, together with the update of NBR 15421 in 2023, made it possible to

evaluate them within the context of seismic analysis. This work aims to apply the requirements

in Brazilian standards to verify the seismic safety of reinforced concrete bridges in Brazil. To

this end, three reinforced concrete bridges, considered to be in Brazil’s main seismic zone, were

modeled and subsequently subjected to non-linear analysis (including physical and geometric

non-linearity) by applying concepts of plasticity and damage due to the predominance of this

type of behavior during seismic events. For this, it was necessary to model the steel bars so that

their behavior was as close as possible to that found in practice. For the analyses carried out,

the time history of accelerations method was used through the ABAQUS software with the use

of artificially generated earthquakes. It was found that the application of the seismic records

considered did not cause the structures to collapse, but caused high cracking in all the cases

analyzed, with great degradation of the concrete, which shows the need to observe this behavior

in future normative updates.

Keywords: seismic analysis, reinforced concrete bridges, non-linear dynamic analysis.
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1 INTRODUÇÃO

O território brasileiro é sismicamente estável quando comparado aos seus vizinhos andinos,

como o Chile e Colômbia, pois, de acordo com Assumpção et al. (2016), enquanto sismos de

magnitude cinco nos países localizados nas proximidades dos Andes ocorrem a cada três dias

e meio, no Brasil temos a ocorrência do mesmo tipo de evento a cada cinco anos, em média.

Segundo Veloso (2016a), o número baixo de grandes sismos no Brasil em relação ao observado

nestes países se deve ao fato da sua localização privilegiada, mesmo sendo um país de grandes

proporções, no interior da placa Sul-Americana.

Para exemplificar as diferenças entre esta região do continente e suas bordas, principalmente

a oeste, onde a atividade sísmica gerada pela subducção da placa de Nazca provocou diversos

terremotos marcantes e de grandes proporções, cita-se o grande terremoto de Valdívia, cidade

localizada no Chile, com magnitude de 9,5 na Escala Richter e ocorrido em 1960. Segundo BBC

(2020), este evento sísmico teve ação equivalente a detonação de 20 mil bombas atômicas como

as lançadas sobre Hiroshima e causou ondas na região costeira de até 25 metros. Já em terras

brasileiras, onde, segundo Berrocal (2016), a atividade sísmica está ligada principalmente a

ativação e reativação de falhas geológicas, Assumpção et al. (2016) apontou que o maior tremor

registrado, e com origem totalmente no Brasil, possuiu magnitude de 6,2 na escala Richter e

foi localizado em uma região pouco habitada na época (1955) não havendo danos relevantes.

Todavia, este foi ultrapassado. Em 2024, G1 (2024b) noticiou a ocorrência de um evento com

6,6 na escala Richter, com epicentro a cerca de 124 km da cidade de Tarauacá/AC, proveniente

da Cordilheira dos Andes. Em tal evento, também não ocorreu grandes danos ou vítimas.

Desta forma, os estudos que envolvem a análise sísmica, aplicada tanto no desenvolvimento

de projetos como na verificação da capacidade resistente de edifícios e pontes, possuem um

histórico recente no Brasil quando comparados com outros também desenvolvidos no âmbito da

engenharia estrutural para diferentes tipos de carregamentos. Todavia, segundo Assumpção et al.

(2016), mesmo que tremores relevantes ocorram raramente, não é possível descartar totalmente a

possibilidade de situações extremas. Isto faz com que, mesmo entre os especialistas, por exemplo,

ainda existam divergências sobre se as regiões que possuem maior atividade sísmica ao longo

de sua história, ou seja, que já liberaram a energia ali acumulada, continuarão da mesma forma

quando comparadas com outras que, hoje, não são motivos de alerta. Além disso, Berrocal (2016)

indica que até mesmo aqueles de pequena magnitude, mas que sejam rasos, podem causar efeitos

devastadores como, por exemplo, um deslizamento de terra próximo à uma região densamente

povoada.
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De fato, mesmo um evento sísmico de magnitude moderada, entre magnitudes de 5 a 6 na

escala Richter, possui potencial para causar grandes estragos, a depender de fatores como sua

profundidade, localização do seu epicentro e, principalmente, em situações onde o local de

ocorrência não possua infraestrutura adequada para este tipo de ação. Neste contexto, torna-se

interessante destacar alguns eventos (citam-se todos os terremotos com sua magnitude dada na

escala Richter):

a) Em novembro de 2022, na cidade de Cianjur, localizada na Indonésia, um sismo de

magnitude 5,6 causou danos consideráveis na região e mais de 300 mortos, como

noticiado pelo G1 (2022);

b) Um tremor de magnitude 5,9 ocorrido em junho de 2022 e com epicentro localizado

em uma região montanhosa e isolada no Sudeste do Afeganistão, causou mais de mil

mortos e 1500 feridos segundo Globo (2022);

c) Em fevereiro de 1960, na cidade de Agadir, no Marrocos, um terremoto de magnitude

5,7, além de responsável por grande destruição, também vitimou cerca de um terço

da população que ali vivia de acordo com Veloso (2016b).

No Brasil, cita-se, por meio de um levantamento realizado por Preve, Carraro e Valdati (2017), a

ocorrência de 66 sismos com magnitude acima de cinco durante os séculos XX e XXI. Mostra-

se então, a partir do abordado no parágrafo anterior, que existe um risco não nulo para o

acontecimento de desastres provocados por ações sísmicas no território brasileiro, como, por

exemplo, o ocorrido em Itacarambi/MG, com magnitude de 4,9, responsável por muitos danos

na infraestrutura local e pela primeira, e única, vítima fatal para este tipo de evento no país.

Diante do cenário aqui exposto, motivado por novas necessidades que surgiram ao longo do

tempo a partir de estudos desenvolvidos no país, além da implantação e ampliação da Rede

Sismográfica Brasileira (RSBR), tonou-se necessária a elaboração de uma norma diretamente

responsável por garantir a segurança das estruturas usuais da construção civil diante das ações

sísmicas previstas em nosso território. Desta forma, a primeira norma brasileira a tratar do tema,

a NBR 15421 (ABNT, 2006), Projeto de Estruturas Resistente a Sismos - Procedimento, foi

elaborada e buscou-se com esta:

Fixar os requisitos exigíveis na verificação da segurança das estruturas usuais da
construção civil relativamente às ações de sismos, e os critérios de quantificação
destas ações e das resistências a serem consideradas no projeto das estruturas
de edificações, relativamente a estas ações, quaisquer que sejam sua classe e
destino, salvo os casos previstos em Normas Brasileiras específicas. NBR 15421
(ABNT, 2006).
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Também se cita a NBR 15421 (ABNT, 2006) na principal norma para estruturas de concreto

do país, a NBR 6118 (ABNT, 2023b), no item 10.3 desta, que aponta a necessidade de realizar

a verificação da segurança dos projetos quanto ao estado-limite último de esgotamento da

capacidade resistente, ao ser submetidas às acelerações descritas no mapa sísmico brasileiro, que

trás o zoneamento territorial quanto às ações sísmicas esperadas, de acordo com as pesquisas

realizadas até a data da sua publicação. Segundo Miranda (2021), a construção do mapa sísmico

brasileiro baseou-se em um projeto, realizado com ajuda de várias instituições ao redor do

mundo, “Global Seismic Hazard Assessment Program"(GSHAP, 1999), onde mostra-se o Brasil

representado na Figura 1.1

Figura 1.1 – Risco sísmico no Brasil segundo o Global Seismic Hazard
Maps (GSHAP, 1999)

As acelerações máximas do solo representadas no mapa são as horizontais, chamadas de "Peak

Ground Acceleration"(PGA), dadas em frações de g (aceleração da gravidade) com probabilidade

de 10% de serem excedidas em 50 anos. É interessante notar que a maior parte do Brasil

possui baixa sismicidade de acordo com este documento, estando presente na chamada zona 0.

Todavia, revisou-se a NBR 15421 (ABNT, 2006) devido à realização de estudos mais avançados

sobre a sismologia do país como, por exemplo, (ASSUMPÇÃO et al., 2016), que mostra o a

necessidade do aumento considerável das acelerações em algumas regiões que anteriormente

eram considerados com risco sísmico irrelevante. A sua nova versão, a NBR 15421 (ABNT,

2023a), foi promulgada no primeiro semestre de 2023.

Na NBR 15421 (ABNT, 2023a) não abordavam-se de forma direta as chamadas "estruturas

especiais". Nesta categoria enquadram-se, por exemplo, pontes, viadutos, obras hidráulicas,
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torres, estruturas off-shore, ou aquelas que possuem em seu projeto técnicas construtivas não

convencionais. Todavia, a norma também diz que "os requisitos de projeto devem ser definidos

por Normas Brasileiras específicas."NBR 15421 (ABNT, 2023a). Desta forma, com a atualização

da NBR 7187 (ABNT, 2021), pontes e viadutos, ambos de concreto, começaram a possuir regras

próprias para a devida consideração dos efeitos sísmicos.

1.1 MOTIVAÇÃO

Torna-se indispensável a verificação de pontes quanto à ação sísmica devido à sua grande

importância para a infraestrutura do país. Este tipo de estrutura é parte vital do sistema rodoviário

e, por consequência, está ligada de forma direta a economia do país. Para exemplificar, segundo

G1 (2024a), apenas a ponte Rio-Niterói torna-se responsável por um volume diário, médio, de

cerca de 150 mil veículos e 400 mil pessoas. Segundo entrevista concedida por Júlio Timerman,

presidente do Instituto Brasileiro do Concreto (Ibracon) em 2019 para (INFRAROI, 2019), o

país possuía, naquele ano, 137 mil pontes, avaliadas em R$ 260 bilhões. Infelizmente, há um

grande número de pontes deterioradas no país, como mostrado por Gomes, Monteiro e Vitório

(2017), Vitório e Barros (2013) e Silva e Melo (2021). Todavia, o Brasil não investe os recursos

para a inspeção e monitoramento necessários. Como exemplo, Folha (2018) aponta que no ano

de 2018, dos R$ 44,7 milhões previstos para a recuperação e reforço de pontes e viadutos na

cidade de São Paulo, apenas R$ 2,4 milhões foram gastos.

Com relação à consideração da ação sísmica no projeto destas pontes, muitas vezes esta não

ocorre. Segundo G1 (2015), até o momento em que a matéria foi publicada, 80 pontes estavam

sendo construídas no Acre, estado onde este tipo de evento é relevante segundo o zoneamento

sísmico do país, e apenas uma destas foi projetada para resistir a abalos sísmicos. Como motivo,

citou-se, principalmente, a falta de normas que guiasse os projetistas da região quanto à essa

necessidade. Todavia, mesmo quando os reforços são realizados, acabam sendo feitos sem projeto,

segundo Júlio Timerman em (INFRAROI, 2019), o que causa problemas como a imposição

de uma maior carga sobre a estrutura, o que acarreta em diminuição da capacidade resistente

da mesma. Portanto, surge à necessidade de verificar a capacidade sísmica destas pontes para

atender aos padrões e códigos de projetos sísmicos atuais.

Dentro deste contexto, é importante a elaboração de pesquisas que busquem sanar questões

ligadas ao impacto das novas medidas normativas tanto nos projetos das novas pontes que serão

concebidas como na verificação das existentes para garantir a preservação da vida humana, pois,

como foi visto, não é possível descartar a presença de abalos relevantes no Brasil, munindo,

desta forma, os engenheiros com informações e ferramentas necessárias para isto.

José Aragão da Silva Filho (josearagao.eng@gmail.com) Dissertação de Mestrado. PPGEC/UFRGS. 2024.



31

1.2 OBJETIVOS

1.2.1 Objetivo geral

Visa-se com este trabalho a análise dinâmica temporal não linear de pontes de concreto armado

com seções tipicamente encontradas no sistema rodoviário brasileiro e localizadas em região do

país com sismicidade não desprezível para avaliação do seu comportamento durante um evento

sísmico.

1.2.2 Objetivos específicos

Para alcançar o objetivo geral proposto, propõe-se os seguintes objetivos específicos:

a) Desenvolver uma rotina em PYTHON para geração de acelerogramas sísmicos

artificiais não-estacionários por meio de metodologia encontrada em (CLOUGH;

PENZIEN, 2003), adequando-a ao encontrado nas normas brasileiras;

b) Buscar e modelar pontes de concreto armado, utilizando-as como estudo de caso

para a avaliação das práticas de projeto;

c) Desenvolver uma rotina em PYTHON para geração de parâmetros de dano para

o concreto, por meio de metodologia encontrada na literatura, adequando-a aos

requisitos das normas brasileiras;

d) Avaliar as deformações inelásticas sofridas pelas pontes na região da superestrutura,

considerando um comportamento linear dos pilares e observando, por meio da

consideração de modelos de plasticidade e dano, a degradação dos materiais e da

rigidez das estruturas após o evento sísmico;

e) Avaliar o comportamento não linear, geométrico e físico, das estruturas durante a

aplicação do registro sísmico com base nas normas NBR 15421 (ABNT, 2023a) e

NBR 7187 (ABNT, 2021) por meio de análises com histórico de acelerações no

tempo realizadas no programa ABAQUS.
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2 COMPORTAMENTO DO CONCRETO E AÇO SOB AÇÃO SÍSMICA

Em geral, a resposta das estruturas de concreto armado ou protendido sob carregamento sísmico,

devido aos materiais utilizados, é inelástica. Torna-se, desta forma, importante o entendimento

desta característica para a correta avaliação da capacidade resistente que as pontes, objeto

principal deste estudo, possuem antes e depois de um sismo.

Abordam-se, nas seções seguintes, conceitos relacionados à plasticidade e dano, a aplicação des-

tes conceitos para o entendimento do comportamento dos materiais e, de forma mais específica,

o comportamento dos mesmos durante a ocorrência de um evento sísmico. Mostram-se também

as considerações presentes no ABAQUS (2010) que possibilitam este tipo de estudo. Dentre os

modelos inelásticos fornecidos pelo software, tem-se:

a) Plasticidade metálica clássica;

b) Modelos para metais sujeitos a carregamento cíclico;

c) Fluência e dilatação: modelo que busca representar o comportamento clássico de

fluência do metal e comportamento de dilatação volumétrica dependente do tempo;

d) Mohr-Coulomb;

e) Três modelos para concreto sob baixas pressões confinantes: modelo de concreto

com fissuras espalhadas, modelo de fissuração frágil e o modelo de plasticidade

danificada do concreto;

f) Danos e falhas progressivas: busca modelar danos e falhas progressivas em metais

dúcteis e compósitos reforçados com fibra.

2.1 ANÁLISES NÃO LINEARES

Até o presente momento, assumiu-se ao longo das secções anteriores alguns pontos que garantiam

a linearidade dos sistemas, o que possibilita, por exemplo, a utilização de metodologias que

dependam do princípio da superposição dos efeitos. Apresentaram-se situações em que as

forças responsáveis por resistir as ações dinâmicas eram proporcionais ao deslocamento ou

suas derivadas, como por exemplo, a rigidez e o amortecimento do sistema, a consideração

da invariabilidade das propriedades do mesmo durante todo o processo de solução, além de

José Aragão da Silva Filho (josearagao.eng@gmail.com) Dissertação de Mestrado. PPGEC/UFRGS. 2024.



33

considerar a ocorrência das ações no sistema indeformado. Como apontado por Appleton (2013),

em geral, as estruturas reais não se comportam desta maneira quando submetidas a um sismo.

Para estas situações, o projetista tem em mãos a possibilidade do uso da análise não linear,

cujo objetivo é "[...] melhorar a qualidade do projeto, fornecendo ao engenheiro uma previsão

mais confiável do desempenho de um sistema que está sob projeto ou investigação"(MCGUIRE;

GALLAGHER; ZIEMIAN, 2000).

Categorizam-se as fontes de não linearidade em duas: geométrica e física. A primeira está

relacionada à consideração dos efeitos provocados pelos deslocamentos gerados na configuração

estrutural inicial ao longo da análise. Como exemplo, tem-se o efeito P-∆. A segunda fonte de

não linearidade é considerada quando abordam-se as mudanças que ocorrem nas propriedades

do material em estudo como, por exemplo, em análises plásticas ou que considerem os efeitos

provocados pela fissuração. Ambas serão abordadas nesta dissertação.

Apresenta-se nesta seção o método de Newton-Raphson utilizado para a resolução de problemas

não lineares. As pontes presentes em regiões sismicamente ativas, em geral, exigem a realização

deste tipo de análise, pois, segundo Phung (2005), a presença de deformações inelásticas e danos

significativos impõem esta necessidade à medida que há o desejo de tornar os estudos mais

precisos e realistas.

2.1.1 Método de Newton-Raphson

Diferentemente do apresentado anteriormente, considera-se aqui sistemas com não linearidade

física e permanece-se com a hipótese de pequenos deslocamentos. Isto implica que a matriz de

rigidez depende, neste momento, dos deslocamentos nodais desenvolvidos na estrutura, pois

adota-se a formulação em elementos finitos. Busca-se, neste momento, determinar os valores

destes deslocamentos após a aplicação da força externa, neste caso, devido à ação sísmica.

Apresenta-se, neste momento, o método de Newton-Raphson a partir do apresentado por Chopra

(2016). Primeiramente, sabe-se que no caso dinâmico a força resistente do sistema
(
⃗̂FS

)

é dada

pela soma das forças de inércia
(

F⃗I

)

, de amortecimento
(

F⃗D

)

e elásticas
(

F⃗S

)

. Desta forma, no

instante de tempo i+1, tem-se:

(⃗̂FS)i+1 =
(

F⃗I

)

i+1
+
(

F⃗D

)

i+1
+
(

F⃗S

)

i+1
= M̃⃗̈ui+1 +C̃⃗̇ui+1 + K̃u⃗i+1 (2.1)

Para o equilíbrio no tempo i+1, busca-se encontrar os valores de u⃗, ⃗̇u e ⃗̈u para os quais valha a

seguinte igualdade:
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(
⃗̂FS

)

i+1
= F⃗i+1, (2.2)

onde F⃗i+1 é a força externa aplicada. A partir de agora, começa-se um processo iterativo em

que u⃗
( j)
i+1 é o valor do vetor de deslocamentos estimado na iteração j (j varia de 1 ao número

necessário de iterações dentro do intervalo de tempo).

Para a obtenção do valor de u⃗
( j+1)
i+1 , utiliza-se uma abordagem incremental a partir da expansão

em séries de Taylor do valor de
(
⃗̂FS

)( j+1)

i+1
(atentando-se ao fato de que

(
⃗̂FS

)

i+1
é função do

vetor de deslocamentos no instante i+1). Trunca-se o valor da série no segundo termo devido à

baixa importância dos termos de mais alta ordem:

(
⃗̂FS

)( j+1)

i+1
≈
(
⃗̂FS

)( j)

i+1
+

∂
(
⃗̂FS

)

i+1

∂ u⃗i+1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
u⃗
( j)
i+1

(

u⃗
( j+1)
i+1 − u⃗

( j)
i+1

)

(2.3)

Pode-se desenvolver a derivada parcial mostrada na equação anterior como:

∂
(
⃗̂FS

)

i+1

∂ u⃗i+1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
u⃗
( j)
i+1

=
∂
(

F⃗I

)

i+1

∂ u⃗i+1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
u⃗
( j)
i+1

+
∂
(

F⃗D

)

i+1

∂ u⃗i+1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
u⃗
( j)
i+1

+
∂
(

F⃗S

)

i+1

∂ u⃗i+1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
u⃗
( j)
i+1

(2.4)

∂
(
⃗̂FS

)

i+1

∂ u⃗i+1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
u⃗
( j)
i+1

= M̃
∂⃗̈ui+1

∂ u⃗i+1

∣
∣
∣
∣
u⃗
( j)
i+1

+C̃
∂⃗̇ui+1

∂ u⃗i+1

∣
∣
∣
∣
u⃗
( j)
i+1

+
∂
(

F⃗S

)

i+1

∂ u⃗i+1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
u⃗
( j)
i+1

(2.5)

Caso seja utilizado o método de Newmark para o cálculo da velocidade e aceleração tem-se,

respectivamente, no instante i+1 (Equação B.35 e Equação B.36):

∂⃗̇ui+1

∂ u⃗i+1

∣
∣
∣
∣
u⃗
( j)
i+1

=
2
∆t

(2.6)

∂⃗̈ui+1

∂ u⃗i+1

∣
∣
∣
∣
u⃗
( j)
i+1

=
4

∆t2 (2.7)
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A parcela
∂(F⃗S)i+1

∂ u⃗i+1

∣
∣
∣
∣
u⃗
( j)
i+1

é chamada de matriz de rigidez tangente
(
K̃T

)( j)

i+1 durante o instante de

tempo i+1 na iteração j devido ao significado geométrico mostrado na Figura 2.1.

Figura 2.1 – Aproximação da força resistente por meio da iteração de
Newton-Raphson (CHOPRA, 2016, p. 185)

Desta forma, tem-se a expressão reescrita como:

(
˜̂KT

)( j)

i+1
≡

∂
(
⃗̂FS

)

i+1

∂ u⃗i+1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
u⃗
( j)
i+1

= M̃
4

∆t2 +C̃
2
∆t

+
(
K̃T

)( j)

i+1 (2.8)

Definindo-se:

(

u⃗
( j+1)
i+1 − u⃗

( j)
i+1

)

= ∆⃗u
( j)
i+1 (2.9)

Pode-se escrever o equilíbrio entre forças externas e resistentes:

(
⃗̂FS

)( j+1)

i+1
≈
(
⃗̂FS

)( j)

i+1
+
(

˜̂KT

)( j)

i+1
∆⃗u

( j)
i+1 = F⃗i+1 (2.10)
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Caso a igualdade na Equação 2.10 não seja satisfeita, define-se o chamado resíduo,
(
⃗̂RS

)( j)

i+1
,

como:

(
⃗̂RS

)( j)

i+1
= F⃗i+1 −

(
⃗̂FS

)( j)

i+1
(2.11)

(
⃗̂RS

)( j)

i+1
=
(

˜̂KT

)( j)

i+1
∆⃗u

( j)
i+1 (2.12)

Substituindo-se as expressões encontradas ao longo da seção na expressão anterior, o resíduo

pode ser escrito como:

(
⃗̂RS

)( j)

i+1
= F⃗i+1 −

(

F⃗S

)( j)

i+1
−
[

4
∆t2 M̃+

2
∆t

C̃

] (

u⃗
( j)
i+1 − u⃗i

)

−
[

4
∆t

M̃+C̃

]

⃗̇ui − M̃ ⃗̈ui (2.13)

Neste caso, uma próxima iteração deve ser feita para que o resíduo diminua. Realiza-se as

iterações até o momento em que o resíduo encontrado convirja para um valor dentro da tolerância

especificada como se pode ver na Figura 2.2.

Figura 2.2 – Diminuição do resíduo por meio da iteração de Newton-
Raphson (CHOPRA, 2016, p. 185)
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2.2 CONCEITOS DE PLASTICIDADE

Como dito na subseção B.3.1.1, a maioria do materiais possuem uma reposta inicial dentro

do limite elástico, mas caso o carregamento exceda o chamado limite de escoamento, parte da

deformação resultante sobre a estrutura não será recuperada após a remoção total desta carga.

Isto pode ser exemplificado na Figura 2.3 para um metal genérico sob tração uniaxial com

comportamento de endurecimento.

Figura 2.3 – Comportamento de um metal sob carga monotônica (BIT-
TENCOURT, 2022, p. 3)

A chamada tensão nominal, σN , é dada pela razão entre a força aplicada e a área inicial o

corpo de prova. εel e εpl são, respectivamente, a deformação elástica e plástica desenvolvidas.

σp é a chamada tensão de proporcionalidade até onde, como o próprio nome diz, as tensões

e deformações são proporcionais; σ0
e é a tensão de escoamento, ou seja, aquela onde começa

a ocorrer deformações permanentes; e σu é a tensão última do material. Importante notar que,

após o descarregamento, εpl torna-se permanente e a deformação elástica é recuperada. Por

consequência, caso ocorra um novo carregamento, este seguirá o caminho da descarga, apenas

com o desenvolvimento de deformações elásticas até que se atinja uma nova tensão de escoamento

diferente da inicial.

Como apontado por Chen e Han (1988), a teoria da plasticidade pode ser vista como uma extensão

da teoria da elasticidade que busca compreender o desenvolvimento de tensões e deformações, e

a relação entre ambos, à medida que é desenvolvida ductilmente esta deformação permanente,

buscando, segundo Lubliner et al. (1989), representar fielmente a realidade física ou, ao menos,

aproximar a mesma com um modelo matemático que traz resultados satisfatórios dentro de certas

limitações impostas.
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Como apontado no ABAQUS (2010), tem-se diferenças significativas entre os materiais quanto

ao desenvolvimento das deformações plásticas, como, por exemplo, a influência que a pressão

hidrostática exerce sobre o concreto e o aço, sendo esta maior no primeiro que no segundo.

Todavia, como apontado no mesmo manual, os principais conceitos da teoria da plasticidade são

suficientemente gerais.

Segundo Bathe (2014), necessita-se de algumas propriedades do material para a adequada

caracterização do mesmo durante o regime plástico:

a) Uma função de escoamento, que especifica o estado de tensão multiaxial correspon-

dente ao início do fluxo plástico;

b) Uma regra de endurecimento, que especifica como a função de escoamento se

modifica e evolui durante o escoamento plástico do material.

c) Uma regra de fluxo, que relaciona os incrementos de deformação plástica ao estado de

tensão inicial e ao incremento de tensão, definindo a direção do vetor que representa

estas deformações no espaço de deformação.

Cada uma destas propriedades é apresentada nas subseções que se seguem, com foco nos

materiais endurecíveis.

2.2.1 Funções de escoamento e de ruptura

2.2.1.1 Materiais com plasticidade independente da pressão

O tensor de tensões σ pode ser dividido em uma parte desviadora e outra parte hidrostática:






σ11 σ12 σ13

σ21 σ22 σ23

σ31 σ32 σ33






︸ ︷︷ ︸

σ

=






s11 s12 s13

s21 s22 s23

s31 s32 s33






︸ ︷︷ ︸

Tensor das tensões desviadoras S

+






p 0 0

0 p 0

0 0 p






︸ ︷︷ ︸

Tensor das tensões hidrostáticas

, (2.14)

onde p é a chamada pressão hidrostática dada por

p =
σ11 +σ22 +σ33

3
. (2.15)

Como apontado por Bittencourt (2022), o comportamento da plasticidade independente da

pressão é, por exemplo, característico do aço e se traduz na ocorrência das deformações plásticas
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provocadas exclusivamente pela ação das tensões desviadoras e sem variação do volume do

corpo em estudo. Além disso, não há diferenças entre o comportamento a compressão e a tração

para esses materiais.

As funções de escoamento, como definidas por Chen e Han (1988), definem os limites, no espaço

das tensões, para o comportamento elástico do material e podem, em geral, serem expressas

como:

f =
(
σi j,b1,b2, ...

)
= 0, (2.16)

onde b1, b2,... são constantes do material, entre elas, a tensão de escoamento inicial σ0
e . Para

materiais isotrópicos, onde as propriedades são as mesmas em qualquer direção, podemos

reescrever a relação como:

f = (σ1,σ2,σ3,b1,b2, ...) = 0, (2.17)

onde σ3, σ3 e σ3 são as tensões principais. Como apontado por Bittencourt (2022), estas funções

se traduzem, no espaço das tensões, em uma superfície convexa e centrada na origem onde,

para a combinação de tensões em que: f < 0 o comportamento é elástico; f = 0, ou seja, sobre

a superfície, o comportamento é plástico; e f > 0 é um estado de tensões impossível. Para

exemplificar as superfícies de escoamento, tem-se o critério de Von Mises:

σ0
e =

√

1
2
[(σ1 −σ2)2]+ [(σ2 −σ3)2]+ [(σ1 −σ3)2] (2.18)

A representação desta função no espaço das tensões principais é dada na Figura 2.4.

2.2.1.2 Materiais com plasticidade dependente da pressão

Para materiais porosos como o concreto, segundo Bittencourt (2022), a deformação plástica

é causada pela ação tanto das tensões desviadoras como das hidrostáticas, sendo esta última

responsável por mudanças também no volume.

Para estas situações, como apontado por Chen e Han (1988), diferentemente do retratado na

subseção 2.2.1.1, trabalha-se com as chamadas superfícies de ruptura, que possuem a mesma

forma de Equação 2.16 e Equação 2.17.
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Figura 2.4 – Superfície de escoamento de Von Mises (CHEN; HAN,
1988, p. 76)

2.2.2 Regra de endurecimento

De acordo com Chen e Han (1988), a regra de endurecimento definirá como ocorrerão as

mudanças na superfície de escoamento inicial conforme o desenvolvimento das deformações

plásticas. As mais utilizadas são:

a) Isotrópica: a superfície de escoamento inicial se expande de maneira uniforme em

todas as direções sem a ocorrência de distorção e movimentação da mesma no espaço

das tensões;

b) Cinemática: a superfície de carga se movimenta como um corpo rígido no espaço

das tensões. O tamanho, forma e orientação da superfície de escoamento inicial são

mantidos;

c) Mista: combinação das anteriores.

A nova superfície, chamada de superfície de carga, pode ser expressa de forma geral, para estes

três casos, como

f =
(

σi j,ε
p
i j,k
)

= F
(
σi j −αi j

)
− k2 = 0, (2.19)

onde k2 é uma constante para o caso cinemático e dependente de ε
eq

para os casos isotrópico e
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misto, possuindo a função de representar o tamanho da superfície de carga; F
(
σi j −αi j

)
define

a forma da mesma (αi j, componentes de α , são as coordenadas do centro da superfície de carga

e dependente da deformação plástica sofrida, sendo nulo no caso isotrópico). εeq é a chamada

deformação equivalente e está relacionada a tensão equivalente q, podendo a curva q x εeq ser

reduzida para a curva experimental de tensão-deformação uniaxial (q = σ1 e εeq = ε
p
1 ). Para a

teoria de Von Mises, ou seja, no caso de materiais com plasticidade independente da pressão,

segundo Bittencourt (2022) tem-se que:

εeq =

√

2
3

ε
pl
i j ε

pl
i j =

√

2
9
[(ε pl

11 − ε
pl
22)

2 +(ε pl
22 − ε

pl
33)

2 +(ε pl
33 − ε

pl
11)

2 +6((ε pl
12)

2 +(ε pl
23)

2 +(ε pl
31)

2)]

(2.20)

q =

√

3
2

si jsi j =

√

(σ11 −σ22)2 +(σ22 −σ33)2 +(σ33 −σ11)2 +6(σ2
12 +σ2

23 +σ2
31)

2
(2.21)

A relação incremental destas duas quantidades é dada por:

dq = Hp(q) dεeq, (2.22)

onde Hp(q) é o chamado módulo plástico e que está relacionado à taxa de expansão da superfície

de carregamento, sendo este igual à inclinação da curva uniaxial tensão-deformação plástica no

valor de q.

2.2.3 Regra de fluxo

A partir da Equação B.43, considerando δξ igual à taxa de deslocamento real, ∂ξ/∂ t, e δε igual

à taxa de deformação real, ε̇ , tem-se que

∫

Ω0

ρ γ ·
∂ξ

∂ t
dΩ0

︸ ︷︷ ︸

Potência das quantidades de aceleração

+
∫

Ω0

σ : ε̇ dΩ0

︸ ︷︷ ︸

Potência de deformação

=
∫

Ω0

ρ f ·
∂ξ

∂ t
dΩ0 +

∫

∂Ω0

∂ξ

∂ t
· T dS

︸ ︷︷ ︸

Potência externa fornecia ao sistema
(2.23)

A densidade volumétrica de energia mecânica necessária para impor a um volume dΩ0 uma

deformação ε entre os tempos t = 0 e t = T é dado por
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w =
∫ T

0
σ : ε̇ dt (2.24)

Como mostrado por Salençon (2012), para um material com comportamento elástico, apenas

a deformação final é necessária para definir a quantidade de energia que deve ser imposta em

dΩ0 para lhe causar uma deformação ε(T ) entre os tempos t = 0 e t = T, independentemente do

caminho de deformação. Todavia, segundo Bittencourt (2022), devido à dissipação de energia

inerente ao comportamento plástico, o mesmo não pode ser afirmado para a plasticidade, o que

força a utilização de incrementos para a definição das relações constitutivas para este caso. Desta

forma, os incrementos de deformações totais podem ser decompostos em uma parcela elástica e

outra plástica:

dεi j = dεel
i j +dε

pl
i j (2.25)

dεel
i j pode ser facilmente encontrada a partir da Equação B.50. Já dε

pl
i j é expressa por:

dε
pl
i j = dλ

∂g

∂σi j
, (2.26)

onde dλ é um fator escalar positivo de proporcionalidade que define a magnitude de dε
pl
i j , que é

diferente de zero apenas na superfície quando ocorrem deformações plásticas. A equação

g(σi j) = 0 (2.27)

define uma superfície (hipersuperfície) de potencial plástico no espaço das tensões. A relação

implica que o vetor de fluxo plástico dε
pl
i j , se plotado como um vetor livre neste espaço, é normal

à superfície de g, pois é proporcional ao gradiente deste. No caso em que g seja igual à superfície

f, a regra de fluxo chama-se associada; caso contrário, tem-se a situação de fluxo não-associado.

2.3 AÇO

2.3.1 Características gerais

Como apontado na subseção 2.2.1.1, o aço é caracterizado como possuidor de plasticidade

independente da pressão hidrostática aplicada. Seu comportamento é parecido com aquele
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apresentado na Figura 2.3. Todavia diferenças significativas são encontradas na curva entre

os pontos 4 e 5. O amolecimento após deformações mais acentuadas não ocorre no aço. O

comportamento deste material sob ação de um carregamento cíclico está descrito na Figura 2.5.

Figura 2.5 – Comportamento cíclico do aço adaptado de (MENDES;
CASTRO, 2014, p. 156)

Como se pode ver, há a ocorrência do efeito Bauschinger, descrito por Chen e Han (1988), como

um tipo particular de anisotropia direcional induzida pela deformação plástica provocada no

material, tendo como consequência a observação de que uma deformação plástica inicial de

um sinal reduz a resistência do material em relação à uma deformação plástica subsequente de

sinal oposto. Este comportamento, como apontado por Appleton (2013), reduz a capacidade do

material em dissipar energia ao longo dos ciclos de deformação.

2.3.2 Modelo para metais sujeitos a carregamentos cíclicos

Esta seção, apresenta-se o modelo utilizado no trabalho para a representação do aço. O ABAQUS

(2010) permite a simulação do comportamento do material sob ações cíclicas a partir de modelos

de endurecimento cinemático. Apresenta-se o modelo combinado de endurecimento isotró-

pico/cinemático nesta seção. Este modelo está disponível apenas com a superfície de escoamento

de Von Mises.

2.3.3 Superfície de escoamento

A superfície de escoamento é baseada na Equação 2.19 e representada pela expressão dada por
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f =

√

3
2

(

S−αdev
)

:
(

S−αdev
)

− σ0
e , (2.28)

onde o tensor S foi descrito anteriormente, σe é a tensão de escoamento em um tempo qualquer e

αdev é a parte desviatória de α , este também definido anteriormente.

2.3.4 Regra de fluxo

A regra de fluxo assumida é associada e dada por

ε̇ pl = ε̇eq
∂ f

∂σ
, (2.29)

onde f é dada na Equação 2.28 e ε̇
eq

é expressa por

ε̇eq =

√

2
3

ε̇ pl : ε̇ pl (2.30)

2.3.5 Regra de endurecimento

Baseado em Lemaitre e Chaboche (1990), o modelo combinado de endurecimento isotró-

pico/cinemático possui duas componentes. Como descrito pelo ABAQUS (2010), estas são:

a) Uma componente de endurecimento cinemático não linear, que descreve a translação

da superfície de escoamento no espaço de tensões através de α̇ , dada por

α̇ =C
1

σ0
e

(σ −α)ε̇eq − γ α ε̇eq, (2.31)

onde C é o módulo de endurecimento cinemático inicial e γ determina a taxa na

qual o módulo de endurecimento cinemático diminui com o desenvolvimento da

deformação plástica no material.

b) Uma componente de endurecimento isotrópico, que descreve a mudança no tama-

nho da superfície de escoamento em função da deformação plástica equivalente

desenvolvida, sendo esta expressa por

σe = σ0
e +Q∞

(

1− e−bεeq

)

(2.32)

José Aragão da Silva Filho (josearagao.eng@gmail.com) Dissertação de Mestrado. PPGEC/UFRGS. 2024.



45

Q∞ é a mudança máxima no tamanho da superfície de escoamento após os ciclos; e

b define a taxa na qual o tamanho da superfície de escoamento muda à medida que a

deformação plástica se desenvolve no material durante a ação aplicada.

A evolução dos componentes cinemáticos e isotrópicos do endurecimento é ilustrada, para

carregamento multiaxial, na Figura 2.6.

Figura 2.6 – Representação tridimensional do endurecimento no modelo
não linear isotrópico/cinemático (ABAQUS, 2010)

2.4 CONCRETO

2.4.1 Características gerais

O principal desafio para a tentativa de criar um modelo constitutivo satisfatório para o concreto é

o fato deste ser um compósito, formado por água, agregado miúdo, agregado graúdo e cimento.

Em geral, segundo Chen e Han (1988), adota-se para o material a hipótese de que este é um

homogêneo contínuo, com comportamento inicialmente isotrópico.

Como apontado por Lubliner (2006), o concreto, em geral, não sofre grandes deformações antes

da falha, sendo considerado um material frágil. As deformações desenvolvidas no regime plástico,

diretamente ligadas ao comportamento das fissuras desenvolvidas, ainda são preponderantes

quando comparadas com aquelas que ocorrem no patamar elástico, fazendo com que a resistência

última do material seja alcançada inelasticamente. Desta forma, segundo Sihand e Ditomasso
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(1985), o comportamento inelástico do concreto está intimamente ligado a propagação de fissuras

no seu interior, na interface agregado graúdo e argamassa (água + agregado miúdo + cimento),

antes e depois do carregamento, sendo estas fissuras anteriores provocadas por fenômenos como

a retração. É possível ver na Figura 2.7 o comportamento do concreto sob compressão e sob

tração.

Figura 2.7 – Comportamento do concreto sob a) compressão e b) tração
(DEMIR; İNCE; ALTIOK, 2021, p. 612)

De acordo com Chen e Han (1988), torna-se clara a diferença da resposta do material para as

diferentes condições de carregamento uniaxial:

a) Para um ensaio de compressão é possível perceber a existência de três estágios:

elástico linear até, aproximadamente, 30% da tensão máxima de compressão ( fc);

entre 30% e cerca de 75% de fc começa o patamar não linear do material, com o

aparecimento e propagação estável de novas fissuras; a partir de 75% de fc ocorre a

propagação instável das fissuras, união destas e com a consequente falha da amostra

ao final do teste;

b) Para um ensaio de tração, diferente do que ocorre na compressão, o diagrama tensão-

deformação é quase linear até o ponto máximo, quando imediatamente começa a

descer, ou seja, a propagação das fissuras é rápida e quase que totalmente instável.

Como pode ser observado em ambos os casos, após atingir a resistência máxima, o concreto

apresenta amolecimento com o aumento da deformação, ou seja, uma diminuição gradual da

resistência com a deformação adicional.

Durante um evento sísmico, é importante a avaliação do comportamento de um material sob ação

de uma carga cíclica. A ação deste tipo de carregamento sob o concreto é mostrado na Figura 2.8.
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Figura 2.8 – Comportamento do concreto sob ação de uma carga cíclica
(APPLETON, 2013, p. 704)

Como pode ser visto, com o acúmulo das deformações permanentes ao longo dos ciclos, há

uma diminuição do módulo de elasticidade, ou seja, como apontado por Appleton (2013), uma

degradação progressiva da resistência do material que compromete o seu desempenho. Para

diminuir este comportamento indesejável, confina-se o concreto, restringido a sua expansão

lateral e aumentando, assim, sua capacidade de se deformar e, por consequencia, sua ductilidade.

Segundo Chen e Han (1988), até um uma certa pressão aplicada, as deformações axiais e

laterais no momento da ruptura aumentam com o aumento da pressão de confinamento. Este

comportamento pode ser visto na Figura 2.9.

Figura 2.9 – Influência do confinamento nas deformações do concreto
(CHEN; HAN, 1988, p. 348)
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2.4.2 Modelo de plasticidade danificada (CDP)

Nesta seção busca-se apresentar a fundamentação teórica por trás do modelo escolhido para

descrever o concreto no ABAQUS (2010). Como descrito no próprio manual do software, o

chamado "concrete damaged plasticity"(CDP) ou modelo de plasticidade danificada é uma

abordagem que mescla a teoria do dano contínuo e conceitos de plasticidade, e tem como

principal objetivo descrever o dano no concreto sob cargas cíclicas e/ou dinâmicas na presença de

baixas pressões de confinamento (consideradas aqui como sendo de 4 a 5 vezes menores do que

a carga última à compressão que o material suporta em um teste de compressão uniaxial), onde

os principais mecanismos de falha são a fissuração em tração e o esmagamento em compressão.

Como apontado por (BAKHTI et al., 2022), a alta confiabilidade deste modelo se deve à sua

capacidade de levar em consideração a degradação da rigidez elástica induzida pela deformação

plástica, bem como os efeitos de recuperação da rigidez sob carregamento cíclico. Este é baseado

nos trabalhos de Lubliner et al. (1989) e Lee e Fenves (1998) e capaz de, segundo o ABAQUS

(2010),

a) Possibilitar ao usuário modelar o concreto em todos os tipos de estruturas (vigas,

treliças, cascas e sólidos);

b) Utilizar conceitos de elasticidade isotrópica danificada em combinação com plastici-

dade isotrópica de tração e compressão para representar o comportamento inelástico

do concreto;

c) Descrever o dano irreversível que ocorre durante o processo de fraturamento, permi-

tindo também o controle sobre os efeitos de recuperação de rigidez durante reversões

cíclicas de carga.

A consideração de baixas pressões de confinamento produz os seguintes efeitos:

a) Diferentes tensões de escoamento inicial para os casos de compressão e tração, e

comportamentos distintos após o limite elástico ser atingido: amolecimento na tração

e endurecimento inicial seguido de amolecimento na compressão, como visto na

subseção 2.4.1;

b) Diferentes comportamentos para a degradação da rigidez elástica em tração e com-

pressão;

c) Recuperação de rigidez durante o carregamento cíclico devido ao fechamento de

fissuras;
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d) Sensibilidade quanto à taxa de deformação, provocando, por exemplo, um aumento

na resistência última como consequência do crescimento desta taxa e a diminuição

da não-linearidade do material por retardo do crescimento das fissuras.

Segue a apresentação do modelo presente no ABAQUS (2010). Primeiramente, define-se a

chamada tensão efetiva (σ ). Esta é apresentada pelo fato de que durante o fenômeno do dano, σ

será mais representativa do que a tensão de Cauchy, isto porque a área onde ocorre a tensão efetiva

é a responsável por resistir às ações decorrentes do carregamento externo aplicado. Portanto,

σ = D0 : ε − ε pl, (2.33)

onde D0 é o tensor de quarta ordem da rigidez elástica não degradada e igual à E0 nas situações de

carregamento uniaxiais. Após o início da degradação do material, adota-se a variável d, que pode

assumir valores crescentes entre 0 (material não danificado) e 1 (material totalmente danificado).

Esta degradação será considerada isotrópica. Desta forma, a tensão de Cauchy é dada por

σ = D : (ε − ε pl), (2.34)

onde o tensor D (tensor de quarta ordem de rigidez elástica degradada) é dado por

D = (1−d) D0, (2.35)

Importante notar que (1−d) representa, de forma simples, a razão entre a área que efetivamente

resiste à carga (ou seja, a área total da seção menos a área danificada) e a área total da seção.

Para os casos multiaxiais, d é função do estado de tensão e das variáveis de dano uniaxiais, dt e

dc, mostradas na Figura 2.10.

As variáveis dt e dc, são responsáveis por caracterizar a resposta degradada do material em tração

e compressão, respectivamente, podendo também assumir valores na faixa de 0 a 1, assim como

d, inclusive com o mesmo significado para os valores. Como se pode ver na Figura 2.10, após

ocorrer deformações permanentes, a inclinação da descarga é menor do que E0 (rigidez elástica

para o casa uniaxial), ou seja, houve degradação. Desta forma

(1−d) = (1− stdc) (1− scdt), 0 ≤ st , sc ≤ 1 (2.36)
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Figura 2.10 – Resposta do concreto ao carregamento uniaxial em tração
(a) e compressão (b) (ABAQUS, 2010)

onde st e sc, também são funções do estado de tensão no concreto, em tração e em compressão,

respectivamente, aplicadas com o intuito de representar a recuperação de rigidez que ocorre

durante eventos de reversão de tensão. Estas são dadas pelas seguintes expressões:

st = 1−wtr
(
σ̂
)

; 0 ≤ wt ≤ 1 (2.37)

e

sc = 1−wc

(
1− r

(
σ̂
))

; 0 ≤ wc ≤ 1 (2.38)

r
(
σ̂
)

é dado pela seguinte expressão:

r
(
σ̂
)
=

∑
3
i=1⟨σ̂ i⟩

∑
3
i=1 |σ̂ i|

; 0 ≤ r
(
σ̂
)
≤ 1, (2.39)

onde σ̂ i, (i = 1,2,3), são as tensões principais do tensor de tensões efetivas e

⟨σ̂ i⟩=
1
2

(
|σ̂ i|+ σ̂ i

)
(2.40)

Assim:
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r
(
σ̂
)
=







1, se as tensões σ̂1, σ̂2 e σ̂3 são positivas ;

0, se as tensões σ̂1, σ̂2 e σ̂3 são negativas .
(2.41)

As variáveis wt e wc são propriedades do material, sua inclusão no modelo tem por objetivo

controlar a recuperação da rigidez à tração e à compressão na reversão da carga, mecanismo

complexo que envolve a interação entre fissuras e a abertura/fechamento das mesmas.

Experimentalmente, segundo o ABAQUS (2010), a rigidez é recuperada após a mudança tração-

compressão, pelo fechamento das fissuras, mas no movimento contrário compressão-tração,

o mesmo não ocorre. Desta forma, o software adota, como padrão, wt = 0 e wc = 1. Este

comportamento pode ser visto na Figura 2.11.

Figura 2.11 – Ciclo de carga uniaxial demonstrando a ação das variáveis
wt e wc no modelo (ABAQUS, 2010)

2.4.2.1 Regra de endurecimento

Os estados danificados tanto em tração como em compressão são caracterizados independente-

mente por ε̃ pl

t
e ε̃ pl

c
, respectivamente. O crescimento dessas variáveis indicam o desenvolvimento

de mecanismos de falha do material, como microfissuração e esmagamento. Estes são dados por

ε̃ pl =

[

ε̃ pl

t

ε̃ pl

c

]

(2.42)
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e expressa em forma de taxa como

˙̃ε pl =

[
˙̃ε pl

t
˙̃ε pl

c

]

= ĥ
(

σ̂ , ε̃ pl
)

· ˆ̇ε pl, (2.43)

onde

ĥ
(

σ̂ , ε̃ pl
)

=

[

r
(
σ̂
)

0 0

0 0 −
(
1− r

(
σ̂
))

]

(2.44)

e

ˆ̇ε pl =






ˆ̇ε1

ˆ̇ε2

ˆ̇ε3




 (2.45)

ˆ̇εi, (i = 1,2,3), são os autovalores do tensor da taxa de deformação plástica e ordenados como
ˆ̇ε pl
max = ˆ̇ε1 ≥ ˆ̇ε2 ≥ ˆ̇ε3 = ˆ̇ε pl

min, onde ˆ̇ε pl
max e ˆ̇ε pl

min são, respectivamente, os autovalores máximo e

mínimo do tensor de taxa de deformação plástica ε̇ pl .

2.4.2.2 Superfície de escoamento

A função de escoamento é dada pela seguinte expressão:

F
(

σ , ε̃ pl
)

=
1

1−α

(

q−3α p+β
(

ε̃ pl
)

⟨σ̂max⟩− γ⟨−σ̂max⟩
)

−σ c

(

ε̃ pl

c

)

≤ 0 (2.46)

onde:

• q é a tensão efetiva equivalente de Von Mises, expressa como

q =

√

3
2

S : S (2.47)

S é a parte desviadora do tensor de tensões efetivas dada por

S = pI +σ , (2.48)

onde p é a chamada pressão hidrostática efetiva dada por
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p =−1
3

σ : I, (2.49)

e I é o tensor identidade de segunda ordem;

• O coeficiente α é determinado a partir da tensão de escoamento compressiva biaxial e a

tensão de escoamento compressiva uniaxial inicial, σb0 e σc0, respectivamente, por meio

da expressão

α =
σb0 −σc0

2σb0 −σc0
(2.50)

• β
(
ε̃ pl
)

é uma função dada por

β
(

ε̃ pl
)

=
σ c

(

ε̃
pl
c

)

σ t

(

ε̃
pl
t

) (1−α)− (1+α), (2.51)

onde σ c e σ t são a tensão efetiva de coesão de compressão e a tensão efetiva de coesão de

tração, respectivamente;

• γ entra na função de escoamento apenas para estados de tensão de compressão triaxial, ou

seja, onde σmax < 0. Desta forma,

γ =
3(1−Kc)

2Kc −1
, (2.52)

onde Kc é a razão entre o segundo invariante de tensão efetiva no meridiano de tração

(qT M), situação em que σ̂max = σ̂1 > σ̂2 = σ̂3, e o segundo invariante no meridiano de

compressão (qCM), onde σ̂max = σ̂1 = σ̂2 > σ̂3, isto é,

Kc =
qT M

qCM

, (2.53)

no escoamento inicial para qualquer valor dado de p tal que a tensão principal máxima

seja negativa, σ̂max < 0. qT M e qCM são dados respectivamente por:

(
2
3

γ +1

)

qT M − (γ +3α)p = (1−α)σ c (2.54)

(
1
3

γ +1

)

qCM − (γ +3α)p = (1−α)σ c (2.55)

Deve-se satisfazer a condição 0,5 < Kc ≤ 1, sendo 2/3 o valor padrão.

Nas Figura 2.12 e Figura 2.13 é possível ver a representação gráfica da função de escoamento.
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Figura 2.12 – Superfície de escoamento representada no plano desviador
para diferentes valores de Kc (ABAQUS, 2010)

Figura 2.13 – Superfície de escoamento representada no plano das ten-
sões efetivas principais (ABAQUS, 2010)

2.4.2.3 Regra de fluxo

Adota-se uma regra de fluxo não associada, dada por
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ε̇ pl = λ̇
∂G(σ)

∂σ
, (2.56)

em que

G =

√

(e σt0 tanψ)2 +q2 − p tanψ, (2.57)

onde:

• ψ é o ângulo de dilatação medido no plano p–q em alta pressão confinante. Como apontado

por Vermeer e Borst (1984), este parâmetro representa a razão entre a variação do volume

plástico e a deformação plástica por cisalhamento, desta forma, em geral, um material com

um ângulo de dilatação maior apresentará um aumento de volume maior. Já Jabbar (2023)

define o ângulo de dilatação como aquele que representa o desvio de um elemento sob

uma tensão aplicada, como pode ser visto na Figura 2.14.

Figura 2.14 – O desvio de um elemento e o ângulo de dilatação criado
(JABBAR, 2023, p. 3)

Como apontado por Poliotti e Bairán (2019), os estudos que envolvem o concreto simples

tendem a utilizar valores mais baixos do parâmetro de dilatância; já nos casos onde foi

simulada a interação do concreto com as armaduras, necessitou-se de valores maiores

para ajustar adequadamente aos resultados experimentais, o que torna-se um ponto de

inconsistência, já que este parâmetro deveria ser próprio do material;

• σt0 é a tensão de tração uniaxial na ruptura;

• e é um parâmetro, denominado excentricidade, que define a taxa na qual a função se

aproxima da assíntota (o potencial de fluxo tende a uma linha reta enquanto a excentricidade

tende à zero).
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2.4.3 Definição dos parâmetros para a representação do concreto sob tração a

partir de teste uniaxial

Como ressaltado no manual do ABAQUS (2010) a abordagem padrão de modelagem no software

é feita considerando as barras de aço e o concreto de maneira independente por sobreposição das

malhas dos elementos finitos que representam cada um deles, sem considerar os efeitos provoca-

dos pelas interações na interface entre vergalhão/concreto como, por exemplo, o deslizamento

devido à aderência. Isto pode ser contornado pela a adição de um “enrijecimento da tensão” na

modelagem do concreto para simular a transferência de carga entre as fissuras através das barras,

por meio de uma relação tensão-deformação pós-falha, ou seja, fornecer a tensão pós-ruptura em

função da deformação ligada à fissuração
(
ε̃ck

t

)
, sendo esta definida como

ε̃ck
t = εt − εel

0t , (2.58)

onde εt é a deformação total em tração e εel
0t é a deformação elástica do material não degradado

sob tração dada por

εel
0t =

σt

E0
(2.59)

Estas variáveis são apresentadas na Figura 2.15.

Figura 2.15 – Definição de ε̃ck
t (ABAQUS, 2010)

Os dados de enrijecimento de tensão devem ser fornecidos em termos de ε̃ck
t . Quando os dados

relacionados a descarga do material estão disponíveis, é possível fornecê-los ao software em

termos de curvas de danos por tração, dt x ε̃ck
t . A conversão automática dos valores de ε̃ck

t em

deformação plástica é realizada por meio da relação
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ε̃
pl
t = ε̃ck

t − dt

1−dt

σt

E0
(2.60)

Caso os valores de deformação plástica calculados forem negativos e/ou diminuírem com o

aumento de ε̃ck
t , o software alertará a ocorrência de erro no modelo, o que normalmente indica que

as curvas de dano por tração estão incorretas. Na ausência destas curvas, por padrão, ε̃
pl
t = ε̃ck

t .

2.4.4 Definição dos parâmetros para a representação do concreto sob compres-

são a partir de teste uniaxial

Para definir o comportamento do concreto em toda a sua fase inelástica sob carga uniaxial

compressiva é possível fornecer ao software os dados em termos da camada deformação de

esmagamento
(
ε̃ in

c

)
, sendo esta definida como

ε̃ in
c = εc − εel

0c, (2.61)

onde εc é a deformação total em compressão e εel
0c é a deformação elástica do material não

degradado sob compressão dada por

εel
0c =

σc

E0
(2.62)

Estas variáveis são apresentadas na Figura 2.16.

Figura 2.16 – Definição de ε̃ in
c (ABAQUS, 2010)

Assim como no caso de caracterização do material sob tração, é possível fornecer ao software

as curvas de danos por compressão, dc x ε̃ in
c . A conversão automática dos valores também é
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realizada neste caso, desta vez a deformação de esmagamento é traduzida em deformação plástica

a partir da seguinte expressão

ε̃ pl
c = ε̃ in

c − dc

1−dc

σc

E0
(2.63)

e maneira análoga ao apresentado na seção anterior, nas situações em que os valores de deforma-

ção plástica calculados forem negativos e/ou diminuírem com o aumento de ε̃ in
c , ocorrerá erro, o

que indica a possível inconsistência das curvas de dano fornecidas. Na ausência destas curvas,

por padrão, ε̃
pl
c = ε̃ in

c .
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3 NORMAS BRASILEIRAS

3.1 NBR-15421 (2023)

Até recentemente, no Brasil, os engenheiros projetistas não possuíam uma normalização que

tratasse exclusivamente da segurança símica de estruturas. A promulgação da primeira norma

sobre o tema ocorreu em 2006 com o nome NBR 15421 - Projeto de estruturas resistentes a

sismos - Procedimento. Desde então, após novas pesquisas desenvolvidas e a necessidade de

inclusão de casos anteriormente não abordados, promulgou-se uma nova versão, a NBR 15421

(ABNT, 2023a). Objetiva-se, com as disposições da norma, estabelecer "[...] os requisitos de

projeto para estruturas civis, visando a preservação de vidas humanas, a redução nos danos

esperados em edificações e a manutenção da operacionalidade de edificações críticas durante e

após um evento sísmico."NBR 15421 (ABNT, 2023a)

Mesmo que, em primeiro momento, esta versão seja clara quanto ao seu uso principalmente

voltado para o projeto de edificações e que para outras estruturas seja necessária a observação

dos requisitos necessários em normas especificamente elaboradas para estas, desde 2021, após a

promulgação da NBR 7187 (ABNT, 2021), tornou-se possível a sua aplicação no caso de pontes,

foco central do trabalho. Explicita-se na norma esta possibilidade ao citar, no item 1 da mesma,

a validade do seu item 6, que trata dos valores característicos da ação sísmica que devem ser

consideradas na elaboração de qualquer projeto estrutural desenvolvido no Brasil.

3.1.1 Zoneamento sísmico

Define-se no zoneamento sísmico apresentado na NBR 15421 (ABNT, 2023a), cinco zonas

estabelecidas em função da aceleração característica de projeto ag, correspondente à aceleração

sísmica horizontal característica normalizada em relação aos terrenos da Classe B (rocha).

Os valores apresentados são válidos para ações que possuem 10% de probabilidade de serem

ultrapassadas em 50 anos, ou seja, um período de retorno de 475 anos.

Como apontado por Lima e Santos (2008), grande parte do território nacional possui valores

baixos para ag, refletindo a baixa sismicidade do país. Todavia, após a atualização da norma,

algumas regiões, localizadas em parte do Norte e Centro-Oeste do Brasil, que anteriormente

localizavam-se na Zona 0, tornaram-se Zona 1 ou 2. Aquelas com maior sismicidade localizam-se

próximas as zonas de maior atividade sísmica do continente, ou seja, próximas às bordas do

mesmo. Apresenta-se o zoneamento na Tabela 3.1.
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Tabela 3.1 – Zonas sísmicas
Zona sísmica Valores de ag

Zona 0 ag = 0,025g

Zona 1 0,025g < ag ≤ 0,05g

Zona 2 0,05g < ag ≤ 0,10g

Zona 3 0,10g < ag ≤ 0,15g

Zona 4 ag = 0,15g

Fonte: NBR 15421 (ABNT, 2023a, p. 7)

Apresenta-se o mapa do zoneamento sísmico brasileiro na Figura 3.1. Torna-se possível com este

a visualização da localização das Zonas. Para as Zonas 1, 2 e 3 permite-se o uso da interpolação

para a obtenção de valores para ag intermediários.

Figura 3.1 – Mapeamento da aceleração sísmica horizontal característica
no Brasil para os terrenos da classe B (“Rocha”) NBR 15421
(ABNT, 2023a, p. 8)
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3.1.2 Classe do terreno

A influência do solo da região onde projeta-se a estrutura é significativa quando consideram-se

os efeitos que essa causa na ação sísmica. Isto se deve ao fato de que as ondas provocadas por

um sismo, até alcançar a estrutura, devem ultrapassar várias camadas de solo, com diferentes

propriedades, que tendem a modificá-la.

Segundo Appleton (2013), observam-se, em geral, modificações significativas nas ações sísmicas

com a diminuição da qualidade do solo. As acelerações e o conteúdo de frequências presentes

em um evento sísmico tendem a sofrer maior impacto. Em relação ao primeiro, constata-se

um aumento na aceleração de pico. Para o segundo, verifica-se que ao observar o espectro de

potência do acelerograma, há um aumento na relevância de frequências mais baixas.

Para a devida consideração dos efeitos mencionados, torna-se necessário a categorização do solo

no local em estudo para a modificação, caso seja necessária, do espectro de projeto básico. A

NBR 15421 (ABNT, 2023a), para isto, traz em seu escopo o Quadro 3.1.

Quadro 3.1 – Classe do terreno NBR 15421 (ABNT, 2023a, p. 9)
Classe Designação Propriedades médias para os

do da classe 30 m superiores do terreno
terreno do terreno V̄s N̄s

A Rocha sã V̄s ≥ 1500 m/s (não aplicável)
B Rocha 1500 m/s ≥ V̄s ≥ 760 m/s (não aplicável)

C
Rocha alterada ou

760 m/s ≥ V̄s ≥≥ 370 m/s N̄s ≥ 50
solo muito rígido

D Solo rígido 370 m/s ≥ V̄s ≥ 180 m/s 50 ≥ N̄s ≥ 15

E
Solo mole V̄s ≤ 180 m/s N̄s ≤ 15

-
Qualquer perfil, incluindo camada
com mais de 3 m de argila mole

F -

Solo que exija avaliação específica, como:
a. solos vulneráveis à ação sísmica, como solos liquefazíveis,

argilas muito sensíveis e solos colapsíveis fracamente cimentados;
b. turfa ou argilas muito orgânicas;

c. argilas muito plásticas;
d. estratos muito espessos (≥ 35 m) de argila mole ou média.

Onde V̄s é a velocidade média de propagação de ondas de cisalhamento e N̄ é o número médio

de golpes no ensaio SPT, sendo este realizado de acordo com a NBR 6484 (ABNT, 2020).

3.1.3 Espectro de resposta de projeto

Apresenta-se na Figura 3.2, o espectro de resposta de projeto, Sa(T ), construído "[...] para

acelerações horizontais, correspondente à resposta elástica de um sistema de um grau de liberdade

com um coeficiente de amortecimento crítico igual à 5%"NBR 15421 (ABNT, 2023a). Aplica-se
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este a base da estrutura e para a avaliação de acelerações verticais, adotam-se estas iguais a 50%

das definidas em Sa(T ).

Figura 3.2 – Variação do espectro de resposta de projeto (Sa/ ags0) em
função do período (T) NBR 15421 (ABNT, 2023a, p. 11)

A partir do período natural, T, da estrutura, em segundos, associado à cada um dos seus modos

de vibração, determina-se Sa(T ) para quatro diferentes faixas de períodos por meio das seguintes

equações

Sa(T ) = ags0(37,5.T.Ca/Cv +1,0) (para 0 ≥ T ≥ 0,04.Cv/Ca) (3.1)

Sa(T ) = 2,5ags0 (para 0,04.Cv/Ca ≥ T ≥ 0,3.Cv/Ca) (3.2)

Sa(T ) = (ags1/T ) (para 0,3.Cv/Ca ≥ T ≥ 2,0.Cv/Ca) (3.3)

Sa(T ) = 2.Cv/Ca.(ags1/T 2) (para T ≤ 2,0.Cv/Ca) (3.4)
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ags0 e ags1 são as chamadas acelerações espectrais para os períodos de 0,0 s e 1,0 s, respectiva-

mente, e consideram a alteração de ag de acordo com os efeitos provocados pelo solo do local.

Calculam-se estas grandezas a partir das equações abaixo:

ags0 =Ca . ag (3.5)

ags1 =Cv . 0,75 . ag (3.6)

Ca e Cv são os chamados fatores de amplificação sísmica no solo, para os períodos de 0,0 s e

1,0 s, respectivamente. Obtém-se estes valores a partir dos dados fornecidos na Tabela 3.2, em

função de ag e da classe do terreno.

Tabela 3.2 – Fatores de amplificação sísmica no solo

Classe do terreno
Ca Cv

ag ≥ 0,10g ag = 0,15g ag ≥ 0,10g ag = 0,15g

A 0,8 0,8 0,8 0,8
B 1,0 1,0 1,0 1,0
C 1,2 1,2 1,7 1,7
D 1,6 1,5 2,4 2,2
E 2,5 2,1 3,5 3,4

Fonte: NBR 15421 (ABNT, 2023a, p. 10)

Ressalta-se que, para valores de ag entre 0,10 e 0,15 g, obtém-se os valores para os parâmetros

Ca e Cv por meio de interpolação linear. Para a obtenção destes parâmetros para a classe de solo

F a norma orienta um estudo específico para o entendimento dos efeitos do solo na amplificação

das ações sísmicas.

3.2 NBR-7187 (2021)

Após a revisão da NBR 7187 - Projeto de pontes, viadutos e passarelas de concreto em 2021

(ABNT, 2021), tornou-se possível verificar a segurança de pontes de concreto submetidas às

ações sísmicas apresentadas na NBR 15421 (ABNT, 2023a), apresentando-se requisitos mínimos

para isto no Anexo B daquela norma. Destaca-se que a sua utilização limita-se aos casos em

que pilares verticais suportam o tráfego aplicado no tabuleiro da estrutura, situação esta que os

mecanismos de flexão desenvolvidos nos mesmos são os principais responsáveis por resistir às

ações horizontais e/ou pelos encontros. Segue nesta seção alguns pontos abordados na norma.
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3.2.1 Categorização das pontes para a análise sísmica

Para que se possa definir os critérios que devem ser atendidos por um estrutura, torna-se necessária

a sua correta categorização. A NBR 7187 (ABNT, 2021) traz em seu escopo as categorias de

utilização e sísmicas. Na primeira trata-se da importância da estrutura para a sociedade e, para

que se possa levar em consideração este ponto, define-se o correspondente fator de importância

de utilização (Fator I). Apresenta-se a Tabela 3.3 que define as categorias de utilização existentes.

Tabela 3.3 – Definição das categorias de utilização e dos fatores de im-
portância de utilização (Fator I)

Categoria
de

Utilização
Natureza de utilização

Fator
I

I Pontes usuais, todas aquelas não classificadas como de categoria II ou III. 1,0

II
Pontes essenciais, aquelas que devem estar operacionais após
a ocorrência do sismo de projeto, para os veículos necessários

às atividades ligadas a emergência, segurança e Defesa Nacional.
1,25

III
Pontes críticas, aquelas que devem estar operacionais para todo o tráfego

após a ocorrência do sismo de projeto.
1,50

Fonte: NBR 7187 (ABNT, 2021, p. 33)

Já com a categorização sísmica, definem-se as análises que necessariamente devem ser realizadas

para a correta verificação da segurança da estrutura. Apresenta-se a Tabela 3.4 que define as

categorias sísmicas a partir da zona onde se realiza o projeto.

Tabela 3.4 – Zonas sísmicas e categorias sísmicas
Zona sísmica Categoria sísmica Valores de ag

Zona 0
Categoria A

ag = 0,025g

Zona 1 0,025g < ag ≤ 0,05g

Zona 2 Categoria B 0,05g < ag ≤ 0,10g

Zona 3
Categoria C

0,10g < ag ≤ 0,15g

Zona 4 ag = 0,15g

Fonte: NBR 7187 (ABNT, 2021, p. 34)

3.2.2 Requisitos sísmicos para as estruturas de pontes da categoria sísmica A

A maior parte das estruturas do país se encontra nesta categoria, devido à baixa sismicidade

presente em grande parte do território nacional. A categoria A, como observou-se na Tabela 3.4,

engloba as Zonas sísmicas 0 e 1. Para os projetos elaborados na primeira, os requisitos para

resistência quanto às ações sísmicas são nulos, diferentemente da segunda, onde critérios sísmicos

já são relevantes.
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Para a Zona 1, torna-se obrigatório "[...] apresentar sistemas estruturais resistentes às ações

sísmicas horizontais em duas direções ortogonais, inclusive com um mecanismo de resistência

a esforços de torção"NBR 7187 (ABNT, 2021); possuir capacidade de resistir a aplicação,

simultânea à toda a estrutura, de cargas horizontas, de maneira independente em cada uma de

duas direções ortogonais, com valor igual ao dado pela expressão abaixo:

Fx = 0,01 wx (3.7)

Fx é a chamada força sísmica de projeto em uma dada direção e wx é o peso efetivo para a análise,

onde deve-se considerar para a definição do seu valor as cargas permanentes que atuam na ponte,

incluindo-se nestas o peso do tabuleiro e metade do peso dos pilares (para situações de projeto

onde os pilares são monoliticamente ligados às superestruturas), além de 20% da carga móvel

em pontes rodoviárias e 30% nas ferroviárias.

3.2.3 Requisitos sísmicos para as estruturas de pontes das categorias sísmicas

B e C

Para as pontes de concreto categorizadas como B ou C, a exigência quanto à segurança destas

torna-se maior. Exige-se, na NBR 7187 (ABNT, 2021), a análise por meio do método espectral

ou pelo método dos históricos de acelerações no tempo. Apresentam-se primeiramente alguns

aspectos que devem ser observados na construção do modelo para a análise.

3.2.3.1 Coeficientes de modificação de resposta

Primeiramente, apresenta-se a Tabela 3.5 com os coeficientes de modificação de resposta R.

Tabela 3.5 – Coeficientes de modificação de resposta R

Sistemas sismorresistentes
Pontes com

detalhamento
usual

Pontes com
detalhamento

especial
Estruturas em geral 1,5 2,5

Estruturas rigidamente ligadas ao solo
como encontros e pontes com tabuleiro

rigidamente ligado aos encontros
1,0 1,0

Pontes em arco 1,2 2,0
Fundações 1,0 1,0

Fonte: NBR 7187 (ABNT, 2021, p. 35)

Como se pode ver na tabela anterior, o coeficiente R dependerá do tipo de ponte em análise.

Observa-se que estruturas com maiores valores para R possuem maior capacidade dissipativa, o
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que está ligado a maiores cuidados despendidos em relação à pormenorização das armaduras,

por exemplo.

3.2.3.2 Critérios de modelagem da fundação e da estrutura

Quanto à modelagem da fundação, a NBR 7187 (ABNT, 2021) aponta para o cumprimento

das exigências dispostas na NBR 15421 (ABNT, 2023a). Nesta, possibilita-se a consideração

de estruturas perfeitamente fixadas à fundação. Isto se deve ao fato de que, segundo Lima e

Santos (2008), esta é uma hipótese conservadora, pois os efeitos da interação solo-estrutura

implicam em "[...] um aumento do período próprio da estrutura, em virtude da consideração

da flexibilidade da fundação e a um aumento em seu amortecimento, ambos efeitos favoráveis

relativamente à determinação das forças sísmicas".

3.2.3.3 Critérios de modelagem da estrutura

Para a modelagem da estrutura, exige-se por norma que o modelo para análise da ponte seja

tridimensional, e que o mesmo possibilite uma consideração adequada "[...] da distribuição

espacial de massa e rigidez de todos os elementos significativos para a adequada distribuição

de forças e deslocamentos na estrutura"NBR 7187 (ABNT, 2021). Além disso, deve-se levar

em consideração o processo de perda de rigidez devido à fissuração do concreto, por meio da

metodologia apresentada na NBR 6118 (ABNT, 2023b).

3.2.3.4 Limitações para deslocamentos e consideração dos efeitos de 2a ordem

Exige-se que no caso em que a ponte não seja uma estrutura monolítica, e sim formada por partes

separadas por juntas, que as distâncias entre estas sejam suficientes para que o contato entre

elas seja impedido, ao considerar a ocorrência simultânea de deslocamentos provocados por

cargas operacionais e sísmicas, além dos efeitos térmicos. Outro ponto importante é a verificação

destes deslocamentos quanto à sua importância na produção de danos adicionais ou problemas

relacionados a perda de estabilidade dos elementos estruturais.

3.2.3.5 Método espectral

Estabelecem-se algumas exigências quanto à utilização deste método na NBR 7187 (ABNT,

2021). Deve-se aplicar o espectro de projeto apresentado na NBR 15421 (ABNT, 2023a) nas

direções ortogonais consideradas na análise, fazendo com que 90% da massa total da estrutura

seja capturada pelo número de modos considerados no cálculo. Desta forma, multiplicam-se

as respostas modais obtidas em termos de forças, momentos e reações de apoio pelo fator I/R.

Todavia, as respostas em termos de deslocamentos absolutos e relativos são obtidas de maneira

direta após a aplicação da análise espectral.
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3.2.3.6 Método dos históricos de acelerações no tempo

Quanto à utilização deste método exige-se que:

a) Deve-se realizar as análises com os históricos de acelerações no tempo aplicados à

base do modelo tridimensional, com a consideração de pelo menos três conjuntos de

acelerogramas (sendo cada conjunto formado por dois acelerogramas independentes

entre si e aplicados em duas direções ortogonais relevantes para a ponte de maneira

simultânea);

b) Pode-se utilizar acelerogramas construídos a partir do registro de eventos reais

(contanto que sejam condizentes com o local onde a estrutura se encontra) ou

gerados artificialmente. Para o acelerograma adotado, independentemente do seu

tipo, deve-se aplicar um fator de escala com o intuito de garantir que o espectro

de resposta em uma dada direção, considerando um amortecimento de 5%, tenha

valores de aceleração iguais ou superiores à 10% dos valores correspondentes no

espectro de projeto em uma faixa entre 0,2T e 1,5T;

c) Deve-se multiplicar as respostas obtidas em termos de forças, momentos e reações

de apoio pelo fator I/R com o intuito de levar em consideração a importância e

capacidade dúctil da estrutura;

d) Deve-se obter as respostas em termos de deslocamentos absolutos e relativos de

maneira direta;

e) Obtém-se os efeitos finais a partir das envoltórias dos efeitos máximos obtidos com

cada um dos conjuntos de acelerogramas considerados.
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4 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA

A análise sísmica de pontes de concreto armado ou protendido, como apontado no capítulo de

introdução, é indispensável quando leva-se em consideração a segurança e o bem estar da socie-

dade. Os estudos destas estruturas partem, primeiramente, da obtenção das suas características

dinâmicas e aplicação da ação sísmica referente à região onde esta se encontra.

Devido ao contexto histórico de baixa sismicidade no país, os trabalhos relacionados à análise

sísmica de estruturas são recentes e principalmente focados em edifícios. Esta tendência se deve

ao fato de que, até o ano de 2006, o Brasil não possuía uma norma que impusesse a necessidade

da realização de verificação dos efeitos sísmicos nos projetos aqui desenvolvidos. Além disso,

mesmo com a promulgação da NBR 15421 (ABNT, 2006) que buscou esclarecer este tema,

as pontes e viadutos não foram diretamente abordadas pela mesma. Este cenário muda com a

promulgação da NBR 7187 (ABNT, 2021) que traz a mesma obrigação para o projeto de pontes.

Abordam-se, nas seções seguintes, métodos presentes na literatura que buscam levar em conta os

aspectos lineares e não lineares no dimensionamento e nas análises efetuadas durante o projeto

de pontes. Além disso, apresentam-se alguns estudos efetuados por pesquisadores que aplicaram

estes modelos, com suas contribuições e conclusões. Este capítulo é dividido em duas áreas,

sendo elas: métodos de dimensionamento e métodos de análise.

4.1 MÉTODOS DE DIMENSIONAMENTO

4.1.1 Método baseado em forças

O método baseado em forças, tradicionalmente, é a metologia mais difundida nas normas

mundiais, inclusive a brasileira. Segundo Appleton (2013), baseia-se na utilização de análises

lineares utilizando os espectros de resposta.

Segundo Hussain, Alam e Mwafy (2024), as análises elásticas são geralmente priorizadas em

relação às análises não lineares devido à fatores como economia ou falta de conhecimento

necessário para utilizar procedimentos mais complexos. Desta forma, as normas que adotam

a metodologia baseada em forças contabilizam a não linearidade inerente ao comportamento

de uma estrutura sob sismo reduzindo as forças sísmicas aplicadas, ou seja, diminuindo os

esforços elásticos da análise inicial e amplificando as deformações encontradas nesta. Para isto
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propõe-se então um fator de redução chamado, por exemplo, pela NBR 15421 (ABNT, 2023a)

de coeficiente de modificação de resposta (R) e pelo Eurocode 8 (EUROCODE 8, 2005) como

coeficiente de comportamento (q), que representa a capacidade, em regime não-linear, que a

estrutura em questão possui de dissipar energia durante um evento sísmico, o que está relacionado

diretamente com a sua capacidade dúctil.

Para a obtenção destes fatores, no Eurocode 8 (EUROCODE 8, 2005), por exemplo, define-se q

como a razão entre a força máxima desenvolvida na estrutura em regime linear e sua força de

escoamento e considera-se que seja igual à ductilidade em deslocamento (µd), ou seja, a razão

entre o deslocamento máximo desenvolvido na estrutura e seu deslocamento quando o material

sai do patamar elástico. Estes fatores podem ser vistos na Figura 4.1.

F

q

Fel

Fy

δδy

μd

δmax δu

F

δmax

Figura 4.1 – Definição dos coeficientes q e µd (APPLETON, 2013, p.
673)

Como apontado por Appleton (2013), apesar de tornar menos complexas as análises desenvol-

vidas, possui a necessidade do conhecimento prévio do nível de ductilidade da estrutura e a

garantia de que a mesma, em todo o seu conjunto, possua a mesma capacidade dúctil, ou seja,

que a capacidade global seja igual à local. Torna-se assim necessário evitar a concentração de

deformações.

Comforme apontado por Oggu, Gopikrishna e Nagariya (2021), em geral, os fatores de redução

não abordam os efeitos das mudanças nas configurações estruturais, o que eventualmente altera o

comportamento dinâmico da estrutura. Os autores analisaram 8 tipos de configurações estruturais

para edifícios de concreto armado. Chegaram a conclusão, por meio de análise estática e dinâ-
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mica não lineares, avaliando a norma indiana (BIS, 2016), que este coeficiente apresentado na

mesma não leva em consideração particularidades estruturais que possuem grande relevância no

comportamento dinâmico e, por consequência, no comportamento inelástico da estrutura, como

por exemplo, altura da estrutura, irregularidades, largura do vão, etc. Esta necessidade também é

verificada por Hussain, Alam e Mwafy (2024), indicando que o caminho para a melhora destes

fatores seja a avaliação destas irregularidades por meio de análises não lineares tridimensionais.

Isto é relevante de se observar em outras normas que tratam este fator apenas pelo nível de

detalhamento, como a NBR 7187 (ABNT, 2021), e não por fatores específicos da estrutura em

questão.

Filho e Mota (2018) destacam a importância da consideração da ação sísmica em pontes rodo-

viárias que comumente são encontradas no país a partir da utilização do espectro de resposta

encontrado na NBR 15421 (ABNT, 2006) e utilizando, para a obtenção dos efeitos finais, estas

considerações por meio do coeficiente de comportamento q do Eurocode 8 (EUROCODE 8,

2005), devido à época não haver o coeficiente R para pontes no Brasil. Concluiu-se a partir deste

estudo a necessidade de uma maior atenção quanto ao detalhamento das estruturas presentes

em parte da zona 2 e em toda zona 3 e 4, pois os efeitos sísmicos ali encontrados foram mais

relevantes que os causados pelo vento.

Santos, Lima e Hora (2020), utilizando o mesmo tipo de ponte, ao analisar os impactos que a NBR

7187 (ABNT, 2021) causaria em novos projetos a partir de um processo espectral, chegaram à

conclusão do baixo impacto econômico que ocorreria no dimensionamento, considerando a obra

realizada no Ceará e para um terreno de Classe E, quando se compara os esforços que surgem

nos pilares da estrutura devido à inclusão da ação sísmica com o projeto baseado na metodologia

aplicada normalmente, que a desconsidera. Utiliza-se aqui também o método baseado em forças,

desta vez por meio do coeficiente R.

4.1.2 Método baseado em deslocamento

No método baseado em deslocamentos busca-se realizar o dimensionamento da estrutura ana-

lisando localmente os elementos que a compõe e garantido que a ductilidade existente seja

suficiente para suportar os deslocamentos induzidos na estrutura. Torna-se possível, por exemplo,

a verificação da capacidade sísmica de estruturas projetadas antes da atualização de um determi-

nado código sísmico. Algumas normas trazem esta abordagem. Como exemplo, apresenta-se as

definições apontadas por Appleton (2013) no Eurocode 8 para avaliar a ductilidade do elemento

estrutural (EUROCODE 8, 2005):

a) Ductilidade em curvatura: Definida a nível de seção por meio do diagrama momento-

curvatura do elemento:
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µφ =
φu

φy
(4.1)

φy é a curvatura durante o escoamento que, dependendo se este ocorre na armadura

tracionada ou comprimida, a norma traz diferentes formulações para o seu cálculo.

φu é a curvatura última da seção e que pode ocorrer tanto pelo esgotamento da

capacidade resistente do concreto como do aço. Considera-se que esta ocorra quando

o momento resistente decresce 20% do seu valor máximo e que a seção continua

plana após a deformação do elemento. Na Figura 4.2 estão presentes graficamente

estes parâmetros, onde My é o momento durante para escoamento da seção e Mu é o

momento último.

M

Φ

My

Mu

Φy

Cedência do

primeiro varão

Φu

Figura 4.2 – Gráfico momento x curvatura (APPLETON, 2013, p. 677)

b) Ductilidade em rotação: Definida a nível do elemento estrutural avaliado, sendo a

rotação definida como mostrado na Figura 4.3 e referente às rótulas plásticas que se

desenvolvem nas extremidades dos elementos.

B

θB

θA

A

Figura 4.3 – Definição da rotação segundo o Eurocode 8 (EUROCODE
8, 2005) (APPLETON, 2013, p. 677)

Matematicamente, a ductilidade em rotação é dada pela expressão:
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µθ =
θu

θy
, (4.2)

onde θy é a rotação no escoamento e θu é a rotação última, sendo esta dada pela

soma daquela com a rotação plástica θpu. Considera-se a Figura 4.4.

δ

θ

M

Φ

x

L

My

My

Ip
Lp

Mu

Mu

Φu

Φy

Φy Φu

[M] [Φ]

Figura 4.4 – Definição da rótula plástica (APPLETON, 2013, p. 678)

Pode-se calcular θy a partir da seguinte expressão:

θy = φy
L

3
, (4.3)

onde L é o comprimento do elemento. Obtém-se θu pela equação abaixo:

θu = φy
L

3
+(φu −φy) Lp (1−

Lp

2L
), (4.4)

onde Lp é o chamado comprimento de rótula plástica e dada na norma por meio de

expressão calibrada experimentalmente.

Soares, Lima e Santos (2015) avaliaram o desempenho sísmico de uma ponte hipotética locali-

zada no Equador utilizando uma metodologia baseada em deslocamentos dentro dos requisitos

estabelecidos pela CALIFORNIA DEPARTMENT OF TRANSPORTATION (CALTRANS) atra-

vés de métodos aproximados e de uma análise estática não linear pushover. A capacidade dúctil

desta foi testada para vários casos de carga axial e considerando o confinamento do concreto.

Concluiu-se que o acréscimo de armadura transversal confere uma melhora na ductilidade dos

pilares sob forças de compressão com magnitude moderada por meio do correto confinamento do

concreto, tornando-a capaz de enfrentar eventos extremos, pois evita o colapso global e facilita a

sua eventual recuperação. Além disso, permite a diminuição de gastos excessivos, pois garante

uma melhor avaliação da capacidade de elementos estruturais isolados do que a aplicação do

coeficiente de resposta globalmente na estrutura.
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4.2 MÉTODOS DE ANÁLISE

Dividem-se os métodos de análise sísmica em dois grupos: lineares e não lineares. Listam-se os

principais integrantes de cada categoria abaixo:

a) Método das forças horizontais equivalente;

b) Análise modal por espectro de resposta;

c) Análise pushover;

d) Análise temporal não linear.

4.2.1 Análises lineares

4.2.1.1 Métodos das forças horizontais equivalentes

O método das forças horizontais equivalentes é aquele com análise mais simples, pois não

considera-se neste caso efeitos dinâmicos. A NBR 15421 (ABNT, 2023a) permite sua utilização

em casos onde a estrutura se encontra em uma região onde a ação sísmica é baixa. Possui como

princípio a aplicação de uma carga lateral à estrutura, causando nesta os efeitos equivalentes ao

se aplicar o carregamento dinâmico.

4.2.1.2 Análise modal por espectro de resposta

A análise modal por espectro de resposta é uma das mais difundidas em códigos normativos

devido ao fato de possibilitar análises relativamente simples que permitem a inclusão aproximada

de fatores complexos como variação estatística do comportamento dos sismos da região onde

a estrutura se encontra, os efeitos do solo, comportamento inelástico, etc., tudo por meio de

análises lineares utilizando, por exemplo, coeficientes de redução de resposta e fatores que levem

em conta a utilização.

O método foi desenvolvido por Biot (1934), mas, segundo Trifunac e Todorovska (2020) demorou

a ser amplamente aceito devido à necessidade de uma maior coleção de acelerogramas registrados

para a realização dos estudos necessários para a construção do espectro e posterior utilização

para a previsão dos efeitos de sismos futuros. O espectro possibilita a rápida obtenção da resposta

máxima de um sistema que possa ser modelado com apenas um grau de liberdade, mas trás como

desvantagem a impossibilidade de descobrir em que momento esta ocorre. Como citado por Lima

e Santos (2008), a princípio, esta se torna uma desvantagem para o estudo de um sistema com

vários graus de liberdade, como as pontes, mas é contornado, em parte, pelo uso dos critérios de

combinação modal.
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O processo consiste, primeiramente, no desacoplamento das equações de movimento utilizando

as coordenadas modais por meio da análise modal, processo possibilitado pela ortogonalidade

dos modos de vibração. Após encontrar as equações no espaço modal, retorna-se ao espaço real,

com as coordenadas reais, e então as equações do movimento são solucionadas utilizando-se

para isto o princípio da superposição dos efeitos, o que força a aplicação deste método apenas

para casos lineares. Com o uso do espectro de resposta de projeto, tendo em mãos as frequências

naturais de cada modo, evita-se todos os passos descritos e torna-se possível encontrar, para

cada coordenada modal, o valor máximo de deslocamento. Como citado no parágrafo anterior,

como estes valores não ocorrem simultaneamente, utilizam-se métodos de combinação baseados

nos princípios da estatística e probabilidade como ABSSUM ("absolute summation"), SRSS

("square-root-of-sum-of-square") e CQC ("quadratic-complete-combination")1.

Ramos (2021) utiliza este tipo de metodologia para avaliar a análise e o dimensionamento sísmico

de pontes de concreto armado a partir das mudanças ocorridas na NBR 7187 (ABNT, 2021) que

trouxeram requisitos para a avaliação destas estruturas no território brasileiro. Foram três pontes,

cada uma localizada em um estado diferente: Ceará, Acre e São Paulo. Foi utilizado o método

de combinação modal CQC. Concluiu-se que as pontes submetidas aos sismos de regiões de

sismicidade moderada no Brasil necessitaram de um relevante acréscimo de armadura após a

inclusão das ações sísmicas.

4.2.2 Análises não lineares

Em geral, para regiões que possuam sismos moderados, como no Brasil, utilizam-se análises

lineares como mostrado na subseção 4.2.1. Todavia, como apontado por Dulinska e Szczerba

(2013) podem existir casos em que ocorra uma amplificação dos efeitos dinâmicos devido à

ressonância causada quando a frequência natural da ponte está dentro da faixa de frequências

predominantes do evento sísmico. Desta forma, torna-se necessário o uso de modelos físicos que

possam representar fenômenos não lineares como a fissuração do concreto e o escoamento do

aço.

4.2.2.1 Análise em pushover

Appleton (2013) cita os principais objetivos da análise em pushover focada na formação e

distribuição das rótulas plásticas:

a) Determinar a sequência em que se formam as rótulas plásticas na estrutura e como

elas se estabelecem ao final da análise;

1 A análise modal por meio de espectros de resposta pode ser encontrado com detalhes em (SORIANO, 2014) e
(LIMA; SANTOS, 2008).
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b) Avaliar como os esforços se distribuem na estrutura durante a formação de cada uma

das rótulas plásticas;

c) Construir o diagrama de força-deslocamento da estrutura;

d) Determinar quais são os requisitos necessários em relação à capacidade de deforma-

ção das rótulas plásticas devido aos deslocamento provocados pelo sismo aplicado.

Esta metodologia está presente em alguns códigos normativos para a análise de pontes, como no

Eurocode 8 (EUROCODE 8, 2005) e consiste da aplicação na estrutura, de forma crescente, de

forças estáticas horizontais compatíveis com o sismo em estudo, até que se atinja o deslocamento

final, chamado de deslocamento alvo, induzido pela ação sísmica. Este é conhecido a partir da

análise modal por espectro de resposta considerando os requisitos estabelecidos para a aplicação

simultânea das diferentes componentes direcionais da ação sísmica e características do material.

Para os elementos com ductilidade, avaliam-se os diagramas de momento-curvatura construídos

na análise e verifica-se a estrutura em relação aos deslocamentos produzidos, buscando que

os deslocamentos exigidos nas rótulas plásticas sejam menores que a capacidade das mesmas.

Como apontado por Goel e Chopra (2005), os esforços devido às ações sísmicas são calculados

no deslocamento alvo e comparados com os critérios sísmicos exigidos para os materiais,

elemento estrutural, importância deste e o níveis de desempenho estrutural exigido. Aplica-se

esta metodologia com detalhes por Soares, Lima e Santos (2015), juntamente com o método dos

deslocamentos, para a avaliação da ductilidade dos pilares de uma ponte de concreto armado.

Como apontado por Chopra e Goel (2002), a distribuição das forças e o deslocamento alvo são

baseados na suposição aproximada de que o modo fundamental é o principal responsável pela

resposta e que a forma deste continua inalterada após o escoamento do material. Paraskeva,

Kappos e Sextos (2006) apontam que apesar de sua eficiência computacional, quando comparada

com a análise dinâmica temporal não linear, a análise em pushover esbarra nas situações em

que o modo fundamental não é predominante, o que o fez desenvolver uma metodologia para a

aplicação do método que possibilita a inclusão dos efeitos provocados pelos modos maiores na

análise de pontes.

4.2.2.2 Análise temporal não linear

Segundo Lee (2008), a análise temporal não linear é o procedimento mais adequado e abrangente

dentre os métodos disponíveis para avaliar a resposta sísmica de estruturas. Como apontado por

Pettorruso e Quaglini (2024), esta metodologia necessita de modelos matemáticos complexos

para representar de forma mas fiel a estrutura real, gerando resultados mais confiáveis, mas

provocando um maior tempo computacional para a realização das análises. Possibilita-se, neste
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caso, a aplicação de teorias que trabalhem, de maneira mais realista, com o comportamento

não-linear dos materiais (aço e concreto) e dos elementos estruturais, além do dano sofrido pelos

mesmos durante a ocorrência do evento sísmico. Todavia, "[...] a confiabilidade das análises

dinâmicas não lineares pode ser sensível a suposições e parâmetros de modelagem"(TEFERRA,

2018).

Este método consiste na realização de uma análise dinâmica da estrutura por meio de proce-

dimentos de integração numérica como os propostos por Newmark (1959) e Hilber, Hughes

e Taylor (1977), após a aplicação do carregamento sísmico em termos de aceleração do solo.

Como apontado por Teferra (2018) a presença da não linearidade torna necessária a utilização

de um processo de solução iterativa em que aplica-se o carregamento por meio de incrementos

bem definidos e busca-se equilibrá-los com as forças internas que surgem pelos incrementos de

deslocamento consequentes daquele até que o resíduo dado pela diferença de forças externas e

internas esteja dentro de um valor aceitável. O método incremental mais utilizado é o de Newton-

Raphson, apresentado na subseção 2.1.1. Deve-se atentar também ao tamanho do incremento

utilizado para que a solução possa convergir de maneira estável, precisa e rápida.

Com o intuito de investigar a precisão dos métodos apresentados na subseção 4.2.1 e na sub-

seção 4.2.2.1 para avaliação de pontes retas de múltiplos vãos, Pettorruso e Quaglini (2024)

buscaram comparar os resultados obtidos com aqueles derivados da análise temporal não linear,

de acordo com o apresentado no EUROCODE 8 (2005) e na norma italiana (IBC, 2018). Estas

metodologias foram aplicadas em três tipos de pontes de concreto armado comuns na Europa,

apresentadas na Figura 4.5.

Figura 4.5 – Tipos de pontes analisadas (PETTORRUSO; QUAGLINI,
2024, p. 464)
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As pontes foram modeladas no software SAP2000 v23.1.0, com fundações fixadas rigidamente

ao solo, cargas não estruturais permanentes/cargas variáveis distribuídas uniformemente no

tabuleiro e a taxa de amortecimento igual à 5%. Os estudos foram realizados considerando três

zonas sísmicas presentes, de acordo com (IBC, 2018): zona 1 (ag > 0,25 g); zona 2 (0,15 g

< ag ≤ 0,25 g); e zona 3 (0,05 g < ag ≤ 0,15 g). Os autores utilizaram para a definição dos

acelerogramas o software Rexel, desenvolvido por Iervolino, Galasso e Cosenza (2009), que

possibilita a obtenção de acelerogramas reais, dentro e uma tolerância estabelecida pelo usuário,

compatíveis com espectros de resposta fornecidos como entrada do software. Estes dados são

obtidos em diferentes bancos de dados, como European Strong Motion Database (ESD) e Italian

Accelerometric Archive (ITACA). Obteve-se com as pesquisas as seguintes conclusões:

a) o método das forças horizontais equivalentes é uma boa alternativa para estudos

preliminares;

b) a análise modal por espectro de resposta é aquela que possui maior equilíbrio entre

precisão e custo computacional no estudo de estruturas não muito complexas, que

se comportam elasticamente ou com pequenas deformações inelásticas durante um

sismo;

c) a análise em pushover é uma boa alternativa para situações mais complexas que neces-

sitam obrigatoriamente de um estudo não linear. Todavia, exige atenção aos valores

encontrados para as reações, que podem ser subestimados por esta metodologia.

Cipriano (2022) realizou análises sísmicas em uma ponte estaiada no Brasil, localizando-a em

diferentes zonas com sismicidades diferentes (0,05g, 0,10g e 0,15g) para avaliar a necessidade

da consideração sísmica nestes projetos. Para isto, utilizou as seguintes metodologias: análise

estática linear, análise modal espectral linear, análise modal espectral geometricamente não linear,

análise dinâmica modal linear de integração no tempo; análise dinâmica linear de integração

direta no tempo; uma análise estática não linear. O autor, ao final do trabalho, concluiu que existe

a necessidade de se considerar a ação sísmica no cálculo estrutural da ponte nas zonas sísmicas

2, 3 e 4 da NBR 15421 (ABNT, 2006).

Phung (2005) estudou os efeitos de sismos fortes próximos a falhas. Com isto, o autor buscou:

desenvolver uma metodologia para caracterizar os movimentos do solo, para aplicá-la no design

sísmico de pontes; realizar uma análise temporal não linear utilizando vetores de Ritz 2; construir

um modelo de viga-pilar para o estudo de pontes; estudar os efeitos da variabilidade espacial da

ação sísmica em pontes longas. As análises foram realizadas considerando a ponte de concreto

armado da Figura 4.6 com as medidas em metros.

2 Mais detalhes podem ser encontrados em (CLOUGH; PENZIEN, 2003).
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Figura 4.6 – Ponte analisada (PHUNG, 2005, p. 264)

Foram utilizados os registros do terremoto de Chi-Ci, ocorrido em 1999 em Taiwan, com

suas três componentes direcionais, e um acelerograma artificial, construído com a metodologia

apresentada por Atkinson e Beresnev (1998), gerado a partir de um espectro de resposta com

localização em Ottawa, Canadá, considerando 2% de probabilidade de excedência em 50 anos.

Alguns dos resultados obtidos são descritos abaixo:

a) para o desenvolvimento do método de análise não linear utilizando os vetores de Ritz,

aplicando um algorítimo baseado no método WYD, desenvolvido por Wilson, Yuan e

Dickens (1982), chamado pelo autor de LWYD, considerando a distribuição espacial

da carga sísmica, onde observou-se que o tempo computacional foi reduzido em

aproximadamente 25% a 75% do tempo necessário usando a integração direta passo

a passo; e os métodos da pseudo-força e do espectro tangente para a consideração da

inelasticidade, verificando-se que o primeiro tem um menor custo computacional e

boa precisão quando comparado ao segundo, para casos em que os danos não são

tão severos;

b) durante o desenvolvimento do modelo viga-pilar, o autor buscou desenvolver a matriz

de rigidez levando em consideração a degradação da rigidez e da resistência causado

pelo comportamento a flexão o elemento. Chegou-se a conclusão que o deslocamento

das pontes pode ser significativamente maior quando há a consideração destes fatores.

Tem-se, por exemplo, a ocorrência de maiores deslocamentos máximos no tabuleiro

da ponte e maior rotação plástica nas rótulas plásticas;

c) os resultados mostraram que a consideração da variabilidade espacial das excitações,

em pontes de longo vão com diferentes condições de solo no local dos suportes,

podem induzir um comportamento significativamente diferente quando comparasse

esta a metodologias que assumem as ações nos apoios de maneira uniforme.
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Phung e Lau (2008) ao perceberem que grande parte dos modelos existentes anteriormente

não incluíam os possíveis danos causados pelos mecanismos cisalhantes como, por exemplo,

(TSENG; PENZIEN, 1973), (CHEN; POWELL, 1982) e (SFAKIANAKIS; FARDIS, 1991),

propuseram uma metodologia para avaliar o dano acumulado devido aos mecanismos de flexão

e cisalhamento no comportamento de degradação inelástica do concreto armado durante um

sismo. Desenvolveram, com este intuito, um modelo tridimensional de rigidez degradante não

linear capaz de capturar a degradação da rigidez em direções bilaterais, do início da falha até

o colapso da estrutura, com a matriz de rigidez do elemento derivada da suposição de que a

degradação é proporcional ao grau de dano nas extremidades do mesmo. Para a aplicação da

metodologia, estudou-se uma ponte de viga caixão de concreto armado com três vãos projetada

para um coeficiente de aceleração de 0,3g, mostrada na Figura 4.7.

Figura 4.7 – Ponte analisada (PHUNG; LAU, 2008, p. 264)

Foram considerados três cenários para a mesma estrutura: Ponte A (sem degradação por flexão

e sem degradação por cisalhamento), Ponte B (degradação por flexão, mas sem degradação

Análise dinâmica de pontes rodoviárias típicas sob ação sísmica



80

por cisalhamento) e Ponte C (tanto degradação por flexão quanto por cisalhamento). Foram

aplicadas excitações sísmicas nas direções longitudinal e transversal, com a maior considerada na

primeira delas. Para validar o modelo, considerando acelerogramas de 16 sismos reais. Mostrou-

se, a partir de análises temporais não lineares, que pontes antigas com mal detalhamento de

armadura transversal possuíam, predominantemente, danos com origem devido aos mecanismos

cisalhantes.

O software ABAQUS (ABAQUS, 2010) tornou-se uma ferramenta importante para a realização

de estudos que envolvam tanto cargas dinâmicas quanto modelos não elásticos, permitindo

assim a aplicação da metodologia de análise que será apresentada neste trabalho. Alguns autores

buscaram entender melhor ferramentas do programa que buscam simular mais realisticamente

mecanismos complexos como o dano do concreto e do aço em estruturas sob ação de cargas

cíclicas e dinâmicas (como os modelos apresentados na subseção 2.4.2 e subseção 2.3.2, respec-

tivamente) com o intuito de possibilitar o uso do software por futuros pesquisadores de forma

mais eficiente.

Jankowiak e Łodygowski (2005) realizaram testes laboratoriais (compressão uniaxial, tração

uniaxial, falha biaxial em tensão plana, teste de compressão triaxial) em um concreto da classe

B50 (possuindo uma resistência à compressão ( fc) igual à 50MPa), supondo que a faixa de

elasticidade do concreto é de 0,3 fc em compressão e 0,7 ft (onde ft é a resistência à tração do

concreto) em tração. O resultado do ensaio triaxial do concreto em estudo é apresentado na

Figura 4.8.

Figura 4.8 – Principais curvas tensão-deformação para carregamento
compressivo sob pressão confinante constante (GREEN;
SWANSON, 1973, p. 34)
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Segue a Tabela 4.1 com os dados obtidos pelos autores.

Tabela 4.1 – Parâmetros materiais do modelo CDP para concreto classe
B50

Parâmetros do modelo B50
Os parâmetros do modelo CPD

ψ 38◦

Elasticidade concreto m 1
E[GPa] 19.7 σb0/σc0 1.12

ν 0.19 γ 0.666
Endurecimento do concreto em compressão Dano do concreto em compressão

Tensão [MPa] ε̃ in
c [-] dc [-] ε̃ in

c [-]
15.0 0.0 0.0 0.0

20.197804 0.0000747307 0.0 0.0000747307
30.000609 0.0000988479 0.0 0.0000988479
40.303781 0.000154123 0.0 0.000154123
50.007692 0.000761538 0.0 0.000761538
40.236090 0.002557559 0.195402 0.002557559
20.236090 0.005675431 0.596382 0.005675431
5.257557 0.011733119 0.894865 0.011733119

Enrijecimento da tensão do concreto Dano do concreto em tração
Tensão [MPa] ε̃ck

t [-] dt [-] ε̃ck
t [-]

1.99893 0.0 0.0 0.0
2.842 0.00003333 0.0 0.00003333

1.86981 0.000160427 0.406411 0.000160427
0.862723 0.000279763 0.69638 0.000279763
0.226254 0.000684593 0.920389 0.000684593
0.056576 0.00108673 0.980093 0.00108673

Fonte: (JANKOWIAK; ŁODYGOWSKI, 2005, p. 62)

Os autores aplicaram os dados obtidos em exemplos numéricos que mostraram a eficiência do

modelo CDP para a simulação dos mecanismos de falha em elementos de concreto simples,

armado e protendido.

Qingfu, Wei e Yihang (2020) estudaram possibilidades para a obtenção dos parâmetros de dano

do modelo CDP com base na curva tensão-deformação do concreto fornecida pela norma chinesa

para projeto de estruturas de concreto (MOHURD, 2010). Esta norma fornece diretamente os

valores para dt e dc, mas os autores chegaram a conclusão que estes levavam à dificuldades

de convergência ao se utilizar o método dos elementos finitos. Desta forma, foi proposta uma

metodologia de determinação destes parâmetros por meio da expressão

d = 1−
√

σ

E0ε
, (4.5)
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baseada no princípio de equivalência energética de Sidoroff, onde esta é utilizada tanto para a

curva de compressão, como para a curva de tração, ambas uniaxiais. Os autores utilizaram os

seguintes valores para outros parâmetros envolvidos no modelo: ψ = 30◦; e = 0,1; σb0/σc0 = 1,16

e γ = 0,6667. Os autores modelaram uma viga de concreto armado com elementos finitos para

verificar a aplicabilidade destes dados na modelagem, chegando a conclusão que os resultados da

análise de elementos finitos refletiram adequadamente os resultados experimentais (erro inferior

a 5%) na verificação da resistência à fissuração e da capacidade de carga quando são fornecidas

curvas de dano, tanto em compressão como em tração, com valores tabelados para dc e dt que

possuem limite superior à 0,95.

Bakhti et al. (2022) buscaram, a partir dos trabalhos de Lubliner et al. (1989) (curva da tensão-

deformação inelástica) e Alfarah, López-Almansa e Oller (2017) (evolução dos parâmetros

de dano), desenvolver uma nova metodologia para a obtenção dos parâmetros utilizados pelo

modelo CDP por meio de uma equação que retira a necessidade de calibrar os diagramas

tensão-deformação inelástica e a evolução dos parâmetros de dano com resultados experimentais,

utilizando como base para isto as recomendações presentes no CEB-FIP (2010) para a modelagem

dos materiais, objetivando eliminar a dependência quanto à malha de elementos finitos utilizada,

característica presente nos dois trabalhos base. Baseado nos artigos de Vermeer e Borst (1984),

Alfarah, López-Almansa e Oller (2017), Szczecina e Winnicki (2015), os autores fornecem a

Tabela 4.2, com o intuito de fornecer valores padrões estimados para os parâmetros do modelo.

Tabela 4.2 – Valores estimados como padrão para os parâmetros presen-
tes no modelo CPD segundo Bakhti et al. (2022)

Parâmetro Valor estimado
e 0,1
ψ 5◦ e 13◦

Kc 0,7
σb0/σc0 1,16

Fonte: (BAKHTI et al., 2022, p. 5)

As equações apresentadas pelos autores para o cálculo e dc e dt são:

dc = 1− 1
2+ac

[

2(1+ac)e
−bcε̃ in

c −ace−2bcε̃ in
c

]

(4.6)

dt = 1− 1
2+at

[

2(1+at)e
−bt ε̃

ck
t −ate

−2bt ε̃
ck
t

]

, (4.7)

onde ε̃ in
c e ε̃ck

t são dadas pela Equação 2.61 e Equação 2.58, respectivamente. Os resultados

obtidos com o algoritmo proposto para o cálculo de ac, at , bc e bt , trouxe valores próximos aos
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encontrados nos experimentos. O método desenvolvido trás uma série de vantagens listadas pelos

autores, como:

a) Utiliza-se apenas o valor da resistência à compressão do concreto na metodologia

proposta;

b) As curvas tensão-deformação e a evolução dos parâmetros de dano são independentes

do tamanho da malha;

c) Usam-se as recomendações do Código Modelo, o que facilita a posterior alteração

para outros códigos normativos, como a NBR 6118 (ABNT, 2023b).

Wójcik et al. (2024) apresentaram um procedimento de identificação dos parâmetros para a

utilização da metodologia proposto por Lemaitre e Chaboche (1990), utilizado pelo ABAQUS

no modelo apresentado na subseção 2.3.2, utilizando para isto a curva de histerese obtida em

um ensaio de carregamento cíclico, mais precisamente, utilizaram o último ciclo estabilizado.

Com o intuito de melhorar a concordância entre as curvas de histerese experimentais e as

geradas numericamente, os autores aplicaram o método dos mínimos quadrados. Além disso,

com o objetivo de incluir aspectos como as incertezas que estão presentes no experimento e no

procedimento de identificação, propuseram um algoritmo autoral escrito com base no método de

computação suave de lógica fuzzy foi aplicado. Os resultados obtidos mostram efetividade da

metodologia.

Dulinska e Szczerba (2013) avaliaram o desempenho de uma ponte de concreto armado presente

na Polônia sob a ação de um sismo moderado por meio do uso do software ABAQUS. Para a

realização das análises temporais não lineares, utilizou-se o método de Hilber-Hughes-Taylor

(HILBER; HUGHES, 1978), a partir de um acelerograma oriundo de um evento sísmico ocorrido

na região, assumindo o modelo CPD para o concreto e utilizando os dados obtidos por Jankowiak

e Łodygowski (2005). A ponte analisada está apresentada na Figura 4.9 com as medidas em

metros. Destaca-se que esta possui aparelhos de apoio elastoméricos, considerando o material

condizente com o modelo hiperelástico de Mooney-Rivlin, como elementos de ligação entre o

tabuleiro e os pilares.

Foi considerado o amortecimento de Rayleigh proporcional à rigidez considerando a razão

de amortecimento igual à 5%. Além disso, foram aplicados também conceitos relacionados à

variabilidade espacial da ação sísmica ao longo da ponte. Como definido por Zerva (2008), este

conceito busca explicar como ocorre a variação espacial dos movimentos sísmicos devido à

situações como liquefação do solo, passagem das ondas sísmicas por diferentes estratos de terra,

etc. Para estruturas longas este efeito muitas vezes não pode ser ignorado. Assumiu-se neste

estudo que a velocidade da onda era de 300 m/s.
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Possibilitou-se, com este estudo, entender que pontes projetadas em regiões de sismicidade

moderada podem ter degradação relevante da sua resistência e danos tanto nas regiões tracionadas

como nas comprimidas por esmagamento do concreto mesmo em eventos sísmicos moderados,

causando diminuição da capacidade dúctil da estrutura para eventos futuros. Isto se deve ao fato

de existir a possibilidade de ocorrência do efeito da ressonância para casos em que a frequência

natural da ponte se encontra entre as frequências presentes no sismo.

Figura 4.9 – Ponte analisada (DULINSKA; SZCZERBA, 2013, p. 264)

Boron e Dulinska (2016) investigaram o desempenho sísmico de uma ponte de concreto proten-

dido sob ação de uma sequência de terremotos (principal e secundário). Assumiu-se o modelo

CDP de plasticidade para o concreto. A análise das medidas plásticas e de danos revelou que o

tremor secundário causou efeitos relevantes para o aumento do dano gerado a partir da aplicação

do primeiro sismo. Além disso, foi mostrou-se a relação existente entre o aparecimento de defor-

mações de compressão e a recuperação da rigidez dos elementos que sofreram anteriormente

com os efeitos da tração.
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5 METODOLOGIA

Com o intuito de alcançar os objetivos definidos no primeiro capítulo, apresenta-se neste a

metodologia empregada no estudo desenvolvido. Descrevem-se as estruturas analisadas, a técnica

utilizada para a geração dos sismos artificiais, as propriedades dos materiais empregados e como

serão avaliados os dados obtidos.

5.1 ESTRUTURAS

5.1.1 Ponte 1

A primeira ponte escolhida para a realização dos estudos desenvolvidos nesta dissertação é

uma ponte de concreto armado apresentada em (MARCHETTI, 2008). Na Figura 5.1 tem-se a

representação desta por meio do seu corte longitudinal.

Figura 5.1 – Corte longitudinal da ponte 1 (MARCHETTI, 2008, p. 11)

Escolheu-se esta pelo fato de que o livro apresenta a estrutura de forma detalhada, indicando

os passos em que ela foi concebida, além de ser um modelo comumente encontrado no país e

anterior aos requisitos estabelecidos na NBR 7187 (ABNT, 2021). O concreto considerado para

toda a estrutura possui fck = 30 MPa e aço CA-50, além de aparelhos de apoio formados pela

alternância entre neoprene e placas de aço (neoprene fretado). Na Figura 5.2 são mostrados o
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corte transversal na seção intermediária do tabuleiro (a) e o corte transversal da seção no apoio

(b).

Figura 5.2 – Cortes transversais da ponte 1 (MARCHETTI, 2008, p. 18)

O modelo computacional da ponte é apresentado na Figura 5.3.

Neste trabalho buscou-se não apenas modelar as seções de concreto, mas também construiu-

se computacionalmente as armaduras de aço presentes na estrutura com o intuito de aplicar

diferentes modelos constitutivos nos materiais. Apresentam-se as plantas com as armaduras

no Anexo A. Modelaram-se as barras presentes nas longarinas/transversinas e no tabuleiro.

Como focou-se na avaliação da superestrutura, nesta região considerou-se a não linearidade

dos materiais, ou seja, a meso e infraestrutura foram modeladas com os materiais possuindo

comportamento linear.

Outro ponto importante é que, para esta ponte, o concreto da parcela enterrada do pilar foi consi-

derado com um maior módulo de elasticidade, para simular a flecha deste esperada pelo projetista.

Utilizando as equações apresentadas pelo mesmo, o módulo de elasticidade considerado para

esta região foi dado por
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Figura 5.3 – Modelo da ponte 1 no ABAQUS (Elaborada pelo autor)

Eeq =
(1 + 0,01407 k h5)4h3E

h(2h+πh0)(2h+3h0)
(5.1)

Eeq é módulo de elasticidade do concreto utilizado para o pilar na sua parcela enterrada; E o

módulo de elasticidade do concreto assumido para o resto da estrutura; h é a altura enterrada; h0

é a altura livre; k é uma constante dada pela razão entre (m.b)/(E.I), onde b é o diâmetro do

pilar, I é o momento de inércia e m depende do solo próximo à este, sendo 6000 kN/m para o

maior e 12000 kN/m para o menor.

5.1.2 Ponte 2

A segunda ponte escolhida é uma ponte de menor estatura e com maior rigidez, baseada em

estrutura apresentada na disciplina de pontes ministrada pelo professor Audelis (JÚNIOR, 2024)

na Universidade Estadual do Vale do Acaraú (UVA). Na Figura 5.4 tem-se a representação desta

por meio do seu corte transversal.

Figura 5.4 – Corte transversal da ponte 2 (JÚNIOR, 2024)

O concreto considerado possui fck = 30 MPa e aço CA-50. Mostra-se na Figura 5.5 o corte

longitudinal da estrutura.
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Figura 5.5 – Corte longitudinal da ponte 2 (JÚNIOR, 2024)

Para esta ponte, optou-se pela modelagem do tabuleiro, longarinas, transversinas e blocos de

transição. As estacas, elementos da fundação, não são modeladas, pois, para esta ponte, não

avaliam-se questões ligadas à interação solo-estrutura. Desta forma, a ação sísmica será aplicada

logo abaixo dos blocos de transição, nas suas bases. Apresentam-se, as plantas com o reforço no

Anexo B. Modelaram-se as armaduras presentes nas longarinas e tabuleiro. Aplicou-se a não

linearidade física à superestrutura da ponte. A idealização da ponte no software é apresentada na

Figura 5.6.

Figura 5.6 – Modelo da ponte 2 no ABAQUS (Elaborada pelo autor)

5.1.3 Ponte 3

A terceira ponte escolhida é uma ponte de com vigas I pré-moldadas e protendidas, também

baseada em estrutura apresentada na disciplina de pontes ministrada pelo professor Audelis

(JÚNIOR, 2024). Na Figura 5.7 tem-se a representação desta por meio do seu corte transversal.
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Figura 5.7 – Corte transversal da ponte 3 (JÚNIOR, 2024)

O concreto considerado possui fck = 30 MPa e aço CA-50. Mostra-se na Figura 5.8 o corte

longitudinal da estrutura.

Figura 5.8 – Corte longitudinal da ponte 3 (JÚNIOR, 2024)

Devido ao tamanho da estrutura e ao excessivo tempo computacional, escolheu-se modelar o vão

central da mesma, excluindo-se dos estudos a interação entre os vãos. A ação sísmica foi aplicada

à base dos pilares. Apresentam-se, as plantas com as barras de aço no Anexo C. Modelaram-se

as armaduras presentes nas longarinas, septos e tabuleiro. Aplicou-se a não linearidade física à

superestrutura, seguindo o que foi feito para as pontes anteriores. O modelo computacional da

ponte é apresentado na Figura 5.9. A aplicação da protensão foi realizada por meio da aplicação

da força aplicada por esta na forma de pressão na área do topo das longarinas.
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Figura 5.9 – Modelo da ponte 3 no ABAQUS (Elaborada pelo autor)

5.2 MATERIAIS

Para a definição dos materiais modelados, considerações foram realizadas para a adequação do

apresentado nas normas e o permitido no software.

5.2.1 Aço da armadura

O aço CA-50 foi utilizado em todas as pontes, possuindo resistência característica de escoamento

( fyk) igual à 500 MPa. O módulo de elasticidade do material foi considerado 21 . 104 MPa

e densidade igual 7800kg/m3. A NBR 6118 ABNT (2023b) traz em seu escopo um modelo

simplificado, sem endurecimento no patamar plástico. Todavia, a NBR 7480 (ABNT, 2024)

apresenta o limite de resistência ( fst) que o aço deve possuir na sua ruptura igual à 1,1 fyk.

Desta forma, para simular o endurecimento do material, considerou-se o patamar com um

comportamento linear do momento do escoamento até a sua ruptura com deformação igual à

0,01. Apresenta-se na Figura 5.10 a curva utilizada.

Para a representação do material no ABAQUS, utilizou-se o modelo apresentado na subse-

ção 2.3.2. Foram fornecidas as deformações plásticas desenvolvidas após alcançado o patamar

de escoamento e considerou-se apenas o endurecimento cinemático para a simulação do efeito

Bauschinger, ou seja, Q∞ e b foram considerados com valor nulo.
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Figura 5.10 – Curva tensão x deformação do aço (Elaborada pelo autor)

5.2.2 Concreto

Para o modelo do concreto, partiu-se dos requisitos apresentados na NBR 6118 (ABNT, 2023b)

e no CEB-FIP (2010), utilizando-as como complemento uma da outra.

5.2.2.1 Compressão

A NBR 6118 (ABNT, 2023b) permite a utilização da curva apresentada na Figura 5.11.

Figura 5.11 – Curva tensão x deformação em compressão do concreto
(ABNT, 2023b, p. 27)

O valor de fcm é dado em megapascal (MPa) pela expressão abaixo:
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fcm = fck +8 (5.2)

Além disso, Ecm = Eci (CEB-FIP, 2010). De acordo com NBR 6118 (ABNT, 2023b), Eci para

concretos com fck ≤ 50MPa é dado (em MPa) por:

Eci = αe . 5600
√

fck (5.3)

αe é igual à 1 para casos em que o granito e utilizado como agregado. Considerou-se nas análises

relação linear na curva para tensões de compressão menores que fc0 = 0,5 fck, onde o módulo de

elasticidade adotado foi igual ao módulo secante (Ecs) dado por:

Ecs = αi . Eci, (5.4)

para Ecs dado em MPa e αi:

αi = 0,8+0,2 .
fck

80
≤ 1 (5.5)

A curva gerada é representada na Figura 5.12.

Figura 5.12 – Curva tensão x deformação em compressão do concreto
inicial (Elaborada pelo autor)
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Importante destacar que esta curva ainda será alterada nas seções subsequentes. A densidade do

material foi considerada 2400kg/m3.

5.2.2.2 Tração

Para o concreto sob tração, as normas base deste estudo apresentam a formulação apresentada

na Figura 5.13. Em a) tem-se a relação tração x deformação para o concreto tracionado não

fissurado e em b) a relação entre as tensões de tração e a abertura das fissuras.

Figura 5.13 – Curvas para a representação das relações de tensão-
deformação e tensão-abertura de fissura para tração unia-
xial do concreto (CEB-FIP, 2010, p. 83)

Como pode-se ver na figura acima, fctm é o limite de resistência a tração do concreto. Chamado

na NBR 6118 (ABNT, 2023b) de fctk, calculou-se este fator por meio da seguinte equação:

fctk = 0,3 . f
2/3
ck (5.6)

Para a construção do gráfico a), considerou-se uma simplificação deste, ou seja, apenas uma

relação linear com entre tensões e deformações até o valor limite fctk, considerando o módulo de

elasticidade em tração igual à Ecs.

Para a construção da relação mostrada em b), primeiramente necessita-se apresentar o parâmetro

GF dado pela seguinte equação (CEB-FIP, 2010):

GF = 0,073 . f 0,18
cm (5.7)

GF , dado pela equação acima em N/mm, é a chamada energia de fratura do concreto, definida

por CEB-FIP (2010) como a aquela necessária para propagar uma fissura de área unitária sob

tração. Para o concreto utilizado, construiu-se a curva apresentada na Figura 5.14.
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Figura 5.14 – Curva tensão x abertura de fissura utilizada (Elaborada
pelo autor)

5.2.2.3 Algoritmo para a geração dos parâmetros de dano do concreto

Para a obtenção dos parâmetros de dano necessários para a utilização do modelo CDP, utilizou-se

o algoritmo apresentado por Bakhti et al. (2022), adequando-o para as normas aqui utilizadas.

Parte-se das seguintes equações:

σc = fc0

[

(1+ac)e
−bcε in

c −ace−2bcε in
c

]

(5.8)

dc = 1− 1
2+ac

[

2(1+ac)e
−bcε in

c −ace−2bcε in
c

]

(5.9)

σt = fctk

[

(1+at)e
−btε

ck
t −ate

−2btε
ck
t

]

(5.10)

dt = 1− 1
2+at

[

2(1+at)e
−btε

ck
t −ace−2btε

ck
t

]

(5.11)

onde σc e σt são os valores de tensão após fc0 e fctk; dc e dt são os valores para os parâmetros de

dano, como mostrado anteriormente. Além disso:
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ac = 2
fcm

fc0
−2

√
(

fcm

fc0

)2

− fcm

fc0
(5.12)

at = 1 (5.13)

Como bc e bt dependem diretamente da malha aplicada, os autores propuseram:

a) Primeiramente, assumem-se bcinicial = 0, um valor de tolerância para o erro de bc e

o incremento (bstep) que deve ser considerado em cada passo para o cálculo do seu

valor;

b) Calculam-se fcm, a partir da Equação 5.2, e fc0;

c) Calculam-se Eci e Ecs a partir da Equação 5.3 e Equação 5.4, respectivamente;

d) Calculam-se ac e at a partir da Equação 5.12 e Equação 5.13, respectivamente, e

adiciona-se uma terceira variável σcold;

e) Calcula-se a deformação no pico do diagrama de compressão, εc1, como mostrado

na Figura 5.11 e o respectivo ε in
c como dado na Equação 2.61;

f) Um novo valor para bcnew é calculado, como bc = bcinicial + bstep, e σc é dado pela

Equação 5.8;

g) Enquanto bstep for maior que a tolerância, se σc < σcold calcula-se bc = bc do

passo anterior menos 2bstep; σc; um novo bstep igual à um décimo bstep anterior; e

atualiza-se o valor de σcold;

h) Ao final, com o valor de bc encontrado, calcula-se bt a partir da seguinte expressão:

bt = bc
ftm

fc0

Gch

GF

1+0,5at

1+0,5ac
, (5.14)

onde:

Gch =

(
fcm

ftm

)2

. GF (5.15)

Gch é dada em N/mm, sendo chamada de energia de esmagamento por unidade de

área.

Análise dinâmica de pontes rodoviárias típicas sob ação sísmica



96

Tabela 5.1 – Valores obtidos com a aplicação do algoritmo
ac bc at bt

5,82843 716,89447 1 7208,53164

Fonte: Elaborada pelo autor

Seguindo estes passos foram obtidos os valores apresentados na Tabela 5.1. Com estes parâmetros,

recalculou-se a curva de compressão, à partir de fcm e calculou-se a curva tensão/deformação em

tração a partir das informações obtidas do gráfico da Figura 5.14. As novas curvas são mostradas

na Figura 5.15 e Figura 5.16.

Figura 5.15 – Comparação entre a curva tensão x deformação de com-
pressão da norma e a utilizada (Elaborada pelo autor)

Figura 5.16 – Curva tensão x deformação de tração utilizada (Elaborada
pelo autor)
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Desta forma, mostram-se os parâmetros considerados para a utilização do modelo CDP na

Tabela 5.2. Os parâmetros ψ , e, σb0/σc0 e γ foram escolhidos baseados nos valores obtidos por

Qingfu, Wei e Yihang (2020), Bakhti et al. (2022), Alfarah, López-Almansa e Oller (2017) e

Silva, Christoforo e Carvalho (2021).

Tabela 5.2 – Valores utilizados no modelo CDP

Concreto fck = 30MPa
Os parâmetros do modelo CPD

ψ 30◦

Elasticidade concreto e 0,1
E[GPa] 26,84 σb0/σc0 1,16

ν 0,2 γ 0,6667
Endurecimento do concreto em compressão Dano do concreto em compressão
Tensão [MPa] ε̃ in

c [-] dc [-] ε̃ in
c [-]

19 0 0 0
22,52942014 5,76E-05 0,011551 5,76E-05
26,49253628 0,000134 0,029749 0,000134
28,54023376 0,000181 0,042224 0,000181
32,41505333 0,000293 0,075225 0,000293
34,10514913 0,000359 0,096165 0,000359
36,6906859 0,000508 0,14752 0,000508

37,49299007 0,000594 0,17795 0,000594
37,97162915 0,000785 0,247718 0,000785
36,90703799 0,001005 0,327567 0,001005
35,82828149 0,001127 0,370314 0,001127
32,7392861 0,001395 0,459046 0,001395

28,71486839 0,001697 0,548561 0,001697
24,17580417 0,002035 0,634691 0,002035
19,53865519 0,002412 0,713825 0,002412
15,15638856 0,002829 0,783308 0,002829

Enrijecimento da tensão do concreto Dano do concreto em tração
Tensão [MPa] ε̃ck

t [-] dt [-] ε̃ck
t [-]

2,896468 0 0 0
2,179937 9,54299E-05 0,414043 9,54299E-05
1,463407 0,000168598 0,633849 0,000168598
0,985719 0,000232006 0,761366 0,000232006
0,500201 0,000333371 0,882145 0,000333371
0,470346 0,000342318 0,889346 0,000342318
0,365852 0,000378576 0,914373 0,000378576
0,276285 0,0004187 0,935612 0,0004187
0,201647 0,00046334 0,953169 0,00046334
0,127008 0,000528401 0,970603 0,000528401
0,082225 0,000589269 0,981007 0,000589269
0,067297 0,000617244 0,984465 0,000617244

Fonte: Elaborada pelo autor

Importante destacar que considera-se nesta pesquisa a recuperação de rigidez na mudança tração-

Análise dinâmica de pontes rodoviárias típicas sob ação sísmica



98

compressão por fechamento de fissuras. O mesmo não ocorrerá para a mudança compressão-

tração. Isto será realizado ao considerar os parâmetros wt = 0 e wc = 1.

5.2.3 Materiais dos aparelhos de apoio

Para os aparelhos de apoio de neoprene fretado, os materiais implementados foram considerados

com comportamento elástico linear. No caso da ponte 1, para as chapas de aço, consideraram-se

o módulo de elasticidade de 2 . 105 MPa e coeficiente de Poisson igual à 0,3. A densidade foi

considerada a mesma do aço da armadura. Para o neoprene, foi considerado um valor de 2,8

MPa para o módulo de elasticidade e 0,48 para o seu coeficiente de Poisson. Para as pontes 2 e 3,

as propriedades dos materiais foram consideradas as mesmas, alterando-se apenas o módulo de

elasticidade do neoprene para o valor de 2,6 MPa. Na Figura 5.17, pode-se ver os aparelhos de

apoio considerados.

Figura 5.17 – Aparelhos de apoio: (a) Ponte 1 e (b) Pontes 2 e 3 (MAR-
CHETTI, 2008) e (JÚNIOR, 2024)

5.3 LIGAÇÃO ENTRE AS PEÇAS

Nas estruturas de concreto armado ou protendido, existe a interação entre elementos de aço e

concreto. Para a modelagem deste comportamento, o ABAQUS permite a utilização da chamada

"Embedded element technique", onde categoriza-se as subestruturas de aço e concreto como

José Aragão da Silva Filho (josearagao.eng@gmail.com) Dissertação de Mestrado. PPGEC/UFRGS. 2024.



99

elementos incorporados e elementos hospedeiros, respectivamente. Realiza-se a explicação da

técnica a partir da Figura 5.18.

Figura 5.18 – Embutimento do aço no concreto utilizando a "embedded
element technique"(Adaptado de (ENGSOFT, 2023))

Como pode-se ver, as subestruturas são modeladas de forma íntegra, sem espaço vazio no

concreto para recebimento da barra de aço (a). Após a discretização dos elementos (b), segundo

o ABAQUS (2010), o software, com a utilização desta técnica, realiza a busca das relações

geométricas existentes entre os nós do elemento incorporado e do elemento hospedeiro. Em (c) é

possível ver o nó 5 no interior do elemento de nós 1, 2, 3 e 4. Os graus de liberdade translacionais

deste nó interior serão eliminados e se tornaram funções dos valores interpolados dos graus de

liberdade correspondentes do elemento hospedeiro. Os elementos incorporados podem possuir

graus de liberdade rotacionais e estes não são afetados pela técnica.

Como principais limitações da técnica, tem-se: os elementos hospedeiros devem possuir apenas
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graus de liberdade de translação e estes devem ser idênticos à aqueles presentes no elemento

incorporado; não permite simular o movimento entre os diferentes elementos; massa e rigidez

adicionais devido aos elementos incorporados são adicionadas ao modelo, já que não ocorre

a exclusão dos materiais presentes na região hospedeira. Neste trabalho estas restrições foram

superadas considerando os elementos de concreto e aço tridimensionais e com apenas graus de

liberdade de translação. Além disso, como o volume de aço presente nos modelos é bem pequeno

frente ao volume de concreto, desconsiderou-se a diferença do acréscimo de massa e rigidez

devido à não retirada do material redundante.

Acerca da ligação considerada entre as peças de concreto e, quando houver, entre estas e os

aparelhos de apoio, isto foi executado considerando a restrição do tipo ‘TIE’, em que o software

torna os graus de liberdade translacional e rotacional iguais para um par de superfícies.

5.4 AMORTECIMENTO

Para a definição da matriz de amortecimento, utiliza-se o método chamado de amortecimento de

Rayleigh que também está incluso no ABAQUS. Este é um caso particular do amortecimento de

Caughey e dá-se pela combinação linear entre as matrizes de massa e rigidez:

C̃ = a0 M̃+a1 K̃ (5.16)

Para o modo j, tem-se:

ξ j =
a0

2 ω j
+

a1 ω j

2
(5.17)

Para definir as constantes a0 e a1, torna-se necessário a escolha de dois modos de vibração, com

frequências ωm e ωn, para a realização da análise. Define-se o amortecimento para cada um deles

(ξm e ξn), onde, em geral, assume-se que estes são iguais (ξm = ξn = ξ ). Desta forma, se obtém:

{

a0

a1

}

=
2ξ

ωm +ωn

{

ωm ωn

1

}

(5.18)

Como apontado por Clough e Penzien (2003), em geral, assumem-se valores para as razões de

amortecimento do modo que um seja ligado à frequência fundamental do sistema e o outro à

aquele que possui a frequência mais alta que ainda contribui significativamente para a resposta.
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Os modos que possuírem frequências intermediárias a estas terão razões de amortecimento um

pouco menores, e aqueles com frequências maiores terão um aumento monotônico destas com a

frequência. Desta forma, elimina-se das análises os modos com frequência muito alta devido

ao alto valor do seu amortecimento, justamente aqueles com menor influência na resposta do

sistema. Mostra-se abaixo, na Figura 5.19, o que foi exposto neste parágrafo.

Figura 5.19 – Relação entre a taxa de amortecimento e frequência para o
amortecimento de Rayleigh (CLOUGH; PENZIEN, 2003,
p. 235)

No ABAQUS, a inclusão dos efeitos do amortecimento são realizadas durante a modelagem

do material. Para todos os casos que serão realizados, considerar-se-á o valor do coeficiente

de amortecimento crítico igual à 5% nos modos escolhidos para este processo que, como visto

anteriormente, é um valor representativo para estruturas de concreto armado. Desta forma, para a

utilização da Equação 5.19, foram considerados as frequências para os modos de vibração 1 e 3.

5.5 GERAÇÃO DOS SISMOS ARTIFICIAIS

Apresenta-se nesta seção a metodologia proposta por Clough e Penzien (2003) que será utilizada

para a geração, na linguagem Python, de sismos artificiais compatíveis com o espectro de resposta

de projeto apresentado na NBR 15421 (ABNT, 2023a).

Ressalta-se a importância de construir acelerogramas compatíveis com o espectro de resposta
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de projeto, tornando possível análises de históricos de acelerações no tempo. Clough e Penzien

(2003) pontua algumas questões que impõem o uso deste tipo de análise:

a) Situações em que a estrutura responde principalmente no regime não linear, o que

geralmente ocorre na ocorrência de terremotos;

b) Casos em que a modelagem estrutural é complexa;

c) Presença de complexidades extremas em geometrias estruturais;

d) Existência de parâmetros críticos dependentes da frequência durante a modelagem.

5.5.1 Algoritmo para a geração dos sismos artificiais

O processo de geração do acelerograma artificial segue abaixo, ajustado para a utilização dentro

dos requisitos da norma NBR 15421 (ABNT, 2023a):

• Primeiramente, gera-se n números aleatórios xi com uma função de densidade de probabi-

lidade uniforme, igual à 1, na faixa entre 0 a +1;

• Converte-se os números gerados no passo anterior em yi, com i variando de 1 a n, a partir

das seguintes expressões:

yi = (−2 lnxi)
1/2 cos(2 π xi+1) (5.19)

yi+1 = (−2 lnxi)
1/2 sin(2 π xi+1) (5.20)

• Constrói-se então uma função amostral y(t), estacionária, onde t representa a variável

tempo, atribuindo os valores discretos obtidos na etapa anterior a n ordenadas sucessivas

espaçadas em intervalos de tempo iguais, ∆t, ao longo de uma abcissa de tempo e assu-

mindo uma variação linear de ordenadas em cada intervalo, onde a ordenada em t = 0 terá

valor nulo.

• Transforma-se a função y(t) em uma função, agora não estacionária, z(t), a partir da

multiplicação daquela por uma função envelope f(t), apresentada por Jennings, Housner

e Tsai (1968), que traz consigo aspectos como magnitude e distância para o epicentro.

Dos modelos apresentados pelos autores, utilizou-se o C, apresentado na Figura 5.20, por

representar o comportamento, na área epicentral, de um terremoto de magnitude 5 ou 6

(Casos que já ocorreram no Brasil);
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Figura 5.20 – Modelo utilizado para a função de envelopamento (JEN-
NINGS; HOUSNER; TSAI, 1968)

• Aplica-se a transformada rápida de Fourier1 sobre a função z(t), gerando Z(iω̄), e multiplica-

se o resultado por duas funções filtro H1(iω̄) e H2(iω̄) dadas por:

H1(iω̄) =

[

1+2iξ1

(
ω̄

ω1

)]

[(

1− ω̄2

ω2
1

)

+2iξ1

(
ω̄

ω1

)] (5.21)

H2(iω̄) =

(
ω̄

ω2

)2

[(

1− ω̄2

ω2
2

)

+2iξ2

(
ω̄

ω2

)] (5.22)

Obtendo-se assim a função B(iω̄):

B(iω̄) = Z(iω̄) H1(iω̄) H2(iω̄) (5.23)

Como apontado por Clough e Penzien (2003), H1(iω̄) é a função de filtro de Kanai/Tajimi,

baseada nos trabalhos de Kanai (1957) e Tajimi (1960), com a função de amplificar o

conteúdo de frequência em Z(iω̄) na vizinhança de ω̄ = ω1. H2(iω̄) é aplicada para

atenuar as frequências muito baixas em Z(iω̄). Para a função H1(iω̄) foram adotados: a)

ω1 = 25,1 rad/s e ξ1 = 0,6 (Representativos para rochas); b) ω1 = 15,7 rad/s e ξ1 = 0,6

(Representativos para solos rígidos); c) ω1 = 7,5 rad/s e ξ1 = 0,85 (Representativos para

solos moles). Para H2(iω̄) foram aplicados ω2 = 1 r/s e ξ2 = 0,6.

1 Encontra-se a teoria desta versão da transformada de Fourier em (CLOUGH; PENZIEN, 2003).
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• Obtém-se neste passo a transformada rápida de Fourier inversa da função B(iω̄), b(t), e

ajusta-se esta para que pico de aceleração de solo de superfície de campo livre (PGA) seja

igual à ag, apresentado na subseção 3.1.1, gerando-se assim o acelerograma a(t). Gera-se o

espectro de resposta de pseudo-aceleração (Sa
pa (ξ ,T )) de a(t) considerando, para isto, a

taxa de amortecimento igual à 5%;

• Compara-se Sa
pa (ξ ,T ) com o espectro de resposta de projeto (Sa (ξ ,T )) da NBR 15421

(ABNT, 2023a). Realiza-se um ajuste para que estes coincidam. Primeiramente, divide-se

toda a faixa de frequência em bandas, cada uma contendo um número de intervalos de

frequência como usado na FFT de a(t), e multiplica-se os valores discretos das partes reais

e imaginárias de A(iω̄)) sobre cada banda de frequência pela média correspondente às

razões Sa (ξ ,T )/Sa
pa (ξ ,T );

• Por fim, realiza-se a transformada rápida de Fourier inversa da função A(iω̄) para obter

o acelerograma ajustado adequadamente. Após isto, como apontado pelo autor do mé-

todo, deve-se evitar aplicar qualquer fator de escala no sismo gerado, para não adicionar

incompatibilidades.

Para demonstrar a efetividade do algoritmo proposto, apresenta-se na Figura 5.21 a comparação

entre o espectro de pseudo-aceleração gerado a partir de um acelerograma gerado artificialmente

pelo método aqui descrito e o espectro da norma de projeto presente na NBR 15421 (ABNT,

2023a). Considera-se o valor de ag neste exemplo igual à 0,15g, considerando rocha para a

definição de Ca e Cv.

Figura 5.21 – Comparação entre o espectro de resposta do sismo arti-
ficial (em azul) e o proposto pela NBR 15421 (ABNT,
2023a) (em laranja) (Elaborada pelo autor)

Como se pode ver, o espectro se mostrou bastante semelhante, o que mostra a possibilidade do

uso do algoritmo para o objetivo proposto nesta dissertação. Devido ao fato de ser desejável

não aplicar um fator de escala ao final do processo, diferentemente do exigido pela NBR 15421

(ABNT, 2023a), não foi imposto o mesmo limite inferior presente na norma aos valores gerados

pelo espectro decorrente do sismo artificial. Desta forma, considerou-se que os valores não

fossem menores do que 25% dos correspondentes presentes no espectro de projeto.
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Importante destacar que, para as análises aqui efetuadas, a pior situação encontrada em território

brasileiro, de acordo com o zoneamento sísmico do país, foi avaliada ou seja, a zona com ag

igual à 0,15g. O PGA do sismo gerado será aquele que produza a melhor aproximação, dentro

do limite estabelecido, ao espectro normativo. Desta forma, como apontado na subseção 3.1.2,

sismos dentro da zona 4, poderão possuir valores de PGA acima de 0,15g dependendo do solo

considerado. Aplicaram-se à base da estrutura, para isto, um conjunto formado por três acelero-

gramas independentes entre si, gerados cada um com 15 segundos, em cada uma das três direções

ortogonais relevantes da estrutura e de maneira simultânea. Além disto, após o registro sísmico

em cada direção, adicionou-se mais 1 segundo (além dos 15 segundos gerados artificialmente)

com acelerações nulas, totalizando um tempo de 16 segundos para cada acelerograma, para

observar o comportamento da ponte após a o fim completo do sismo.

5.6 ANÁLISES

O ABAQUS (2010) oferece ao usuário vários métodos para a realização de análises dinâmicas.

Como sugerido pelo mesmo, a integração direta do sistema deve ser usada quando a resposta

dinâmica não linear estiver sendo estudada. Utilizou-se para a realização das análises o método

chamado de "implicit direct integration"(integração direta implícita) presente dentro da categoria

"general analysis step"(etapa de análise geral). As opções presentes nesta categoria permitem

a inclusão de não linearidades, tanto físicas quanto geométricas, fazendo com que a condição

inicial para cada etapa seja a condição final da anterior.

A integração direta implícita é uma metodologia que procura calcular a resposta do sistema

no instante t+∆t a partir das equações de movimento desse mesmo instante. Como exemplo,

tem-se o método de Newmark apresentado na subseção B.1.3.1. O ABAQUS utiliza o método

de Hilber-Hughes-Taylor (método HHT) 2, extensão do anteriormente citado, para integração

das equações de movimento e o método de Newton-Raphson subseção 2.1.1 para as iterações

necessárias para os casos de não linearidade.

Para mostrar a formulação do método, a Equação B.53, válida para casos lineares, é reescrita

incrementalmente como:

M̃ ⃗̈Ue|i+1+(1+α)C̃ ⃗̇Ue|i+1−αC̃ ⃗̇Ue|i+(1+α)K̃ U⃗e|i+1−αK̃ ⃗̇Ue|i=(1+α)P⃗e|i+1−αP⃗e|i
(5.24)

Como apontado no ABAQUS (2010), o parâmetro α é adicionado com o intuito de introduzir e

2 Para mais informações ler (HILBER; HUGHES, 1978)
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controlar algum amortecimento artificial que possa ser gerado devido aos processos numérico,

para o controle de qualquer ruído que venha a ser introduzido. Seus valores estão presentes na

faixa −1/3 ≤ α ≤ 0.

Finaliza-se a equação de movimento quando substitui-se as Equação B.27 e Equação B.28 na

equação anterior. Reescreve-se os parâmetros β e γ como:

β =
1
4
(1−α)2 (5.25)

γ =
1
2
−α (5.26)

A matriz do operador durante o método de Hilber-Hughes-Taylor deve ser invertida, equivalente-

mente ao mostrado na Equação B.31, e um conjunto de equações de equilíbrio não linear deve ser

resolvido a cada incremento de tempo, o que pode tornar o processo caro computacionalmente.

Este método é incondicionalmente estável e, portanto, não existe limite para o tamanho do

incremento de tempo que pode ser usado para a maioria das análises.

Um esquema de incrementação automática é fornecido para uso da metodologia escrita, utilizando

um controle residual de meio passo, conceito introduzido por Hibbitt e Karlsson (1979), para

garantir uma solução com precisão satisfatória. Este resíduo é o erro gerado no equilíbrio (forças

desequilibradas) na metade de um incremento de tempo. Se o resíduo for pequeno, isto indica

a precisão satisfatória da solução e a possibilidade de aumento do intervalo de tempo; caso

contrário, o intervalo de tempo utilizado deverá ser reduzido.

As cargas consideradas nas análises foram a carga permanente (peso próprio e protensão) da

estrutura e o sismo, aplicadas em dois passos de carregamento, sendo a primeira aplicada no

primeiro segundo de simulação e a segunda no tempo restante, totalizando 17 segundos. Estas

não sofreram majoração pelos coeficientes presentes na NBR 6118 (ABNT, 2023b), ou seja,

buscando considerar as ações que ocorrerão na estrutura em uso. Não serão modeladas ações

variáveis como cargas de veículos ou vento. Como dito anteriormente, buscou-se modelar as

pontes avaliadas nesta dissertação com o objetivo de alcançar a maior proximidade possível

daquilo especificado em projeto, mas, por limitações computacionais, as barras presentes na

meso e infra estrutura, além das emendas e ganchos, não foram modeladas, considerando-se

assim barras longitudinais sem cortes.

Desta forma, para exemplificar a atuação do sismo sob fissuras pré-existentes devido à aplicação

da carga permanente, apenas a ponte 1 foi utilizada e para isto retiraram-se, das barras considera-

das na Anexo A, as armaduras de pele presentes nas longarinas/transversinas, além de algumas
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das barras que deveriam fazer parte do tabuleiro, sendo isto feito com o intuito de evidenciar o

efeito. Após isto, realizaram-se, para as pontes 2 e 3, análises sob os dois carregamentos para

avaliar o comportamento real das estruturas, buscando ser o mais fiel à disposição das armaduras

proposta pelo projetista. Considerou-se a estrutura perfeitamente fixada na fundação e o solo

de rocha (classe B) para a ponte 1 na primeira situação descrita e solo mole (classe E) para as

pontes 2 e 3 durante a segunda situação analisada. Além destes sismos, para a ponte 3, foram

simulados mais dois cenários, com acelerogramas produzidos considerando solo de rocha (classe

B) e solo rígido (classe D).

Consideram-se nas análises as não linearidades geométrica e física. Serão utilizados informações

como deslocamento, tensões, deformações e os parâmetros de dano nos elementos de concreto,

presentes no ABAQUS, para avaliação do comportamento das pontes:

a) DAMAGEC: Variável dc;

b) DAMAGET: Variável dt ;

c) PEEQ: Variável ε̃
pl
c ;

d) PEEQT: Variável ε̃
pl
t ;

e) SDEG: Variável d.

Todas estas variáveis foram apresentadas na subseção 2.4.2. Ao final, apresenta-se a comparação

entre os dados obtidos com a consideração destes aspectos não lineares e com aqueles obtidos

pelo mesmo método de análise, ou seja, a partir de um histórico de acelerações no tempo, mas

desconsiderando as não linearidades.
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6 RESULTADOS E DISCUSSÕES

6.1 PONTE 1

6.1.1 Sismos

Mostram-se os sismos aplicados na Figura 6.1, Figura 6.2 e Figura 6.3. Como dito na Capítulo 5,

considerou-se aqui um ag = 0,15g e o solo como rocha (classe B). Nas figuras, apresentam-se os

sismos em mm/s2, já que ao modelar a ponte 1, optou-se por dimensioná-la em milímetros.

Figura 6.1 – Sismo aplicado na direção x (ag = 0,15g e solo classe B)
(Elaborada pelo autor)

Figura 6.2 – Sismo aplicado na direção y (ag = 0,15g e solo classe B)
(Elaborada pelo autor)
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Figura 6.3 – Sismo aplicado na direção z (ag = 0,15g e solo classe B)
(Elaborada pelo autor)

Na Figura 6.4 mostram-se os espectros de potência dos sismos apresentados nas 3 figuras

anteriores para avaliação das frequências predominantes dos sinais gerados.

Figura 6.4 – Espectro de potência dos sismos gerados para a ponte 1
(Elaborada pelo autor)

Na Figura 6.5 são mostrados os espectros de aceleração dos sismos gerados e o presente na

norma, indicando boa aproximação entre os valores, dentro do limite estabelecido como aceitável

no capítulo anterior, possibilitando o uso destes.
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Figura 6.5 – Comparação entre o espetro do sismo (azul) e o espectro de
projeto da norma (laranja) para os três sismos gerados para
a ponte 1 (Elaborada pelo autor)

6.1.2 Malha

Para a modelagem das barras de aço, foram utilizados elementos de treliça tridimensionais com

2 nós (T3D2). Para as peças de concreto, dentre as possibilidades apresentadas no software,

escolheu-se a opção free meshing, com elementos tetraédricos quadráticos de 10 nós (C4D10),

com 4 pontos de integração, que possibilita a construção da malha mesmo em modelos complexos

devido à sua flexibilidade. Além disso, como apontado por (ABAQUS, 2010), vale destacar

que estes são menos sensíveis à distorção do que elementos hexaédricos como, por exemplo, o

C3D8. Ambos os elementos utilizados possuem apenas graus de liberdade translacionais, o que

permite o uso da técnica apresentada na seção 5.3. A malha para o modelo está representada na

Figura 6.6. Foram utilizados 104065 elementos, sendo 64131 para o concreto (a) e 34894 para as

barras de aço (b).
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Figura 6.6 – Malha escolhida para os elementos de concreto e aço para
a ponte 1 (Elaborada pelo autor)

Importante destacar que as diferentes cores presentes na malha das barras de aço são devido às

diferentes bitolas para cada uma delas. Para a modelagem de cada um dos aparelhos de apoio,

foram utilizados 1260 elementos hexaédricos C3D8R. Pode-se ver um dos aparelhos de apoio na

Figura 6.7.

Figura 6.7 – Malha escolhida para os aparelhos de apoio da ponte 1
(Elaborada pelo autor)

6.1.3 Análise modal

As 3 primeiras frequências naturais da ponte são mostradas na Tabela 6.1. Como se pode ver, a

estrutura possui suas primeiras frequências entre aquelas predominantes nos sismos gerados para

este caso.
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Tabela 6.1 – 3 primeiras frequências naturais da ponte 1
Modo Frequência (Hz)

1 1,0075
2 1,2012
3 1,505

Fonte: Elaborada pelo autor

Com os valores dados para as frequências 1 e 3, tornou-se possível calcular os parâmetros

de amortecimento apresentados na seção 5.4 para inserção destes no software. Na Tabela 6.2

apresentam-se os valores para a0 e a1.

Tabela 6.2 – Parâmetros para a utilização do amortecimento de Rayleigh
a0 a1

0,38 0,0063

Fonte: Elaborada pelo autor

Além disso, na Figura 6.8, podem ser vistas as representações dos três primeiros modos de

vibração da ponte 1.

Figura 6.8 – Representação das deformadas dos três primeiros modos de
vibração da ponte 1 (Elaborada pelo autor)

O primeiro modo tem movimento predominante na direção z; o segundo modo tem a principal

direção de movimento na direção x; o terceiro modo é de rotação, com eixo apontado na direção

y.
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6.1.4 Análise do carregamento

Primeiramente, em relação ao dano em compressão, este foi irrelevante no caso analisado. Desta

forma, foca-se no dano à tração, mostrado na Figura 6.9.

Figura 6.9 – Dano à tração sofrido pela superestrutura da ponte 1 (Ela-
borada pelo autor)

Ao analisar o dano na superestrutura, pode-se constatar a localização deste nas longarinas da

ponte. Na Figura 6.10 tem-se, para a longarina 1, o dano à tração que surge : a) após à aplicação da

carga de peso próprio; b) após à ação sísmica. Fez-se o mesmo para a longarina 2 na Figura 6.11.

Como pode-se observar, há a ocorrência, em ambas, do surgimento de degradação adicional do

material após o evento sísmico, com o aparecimento de uma nova fissura mais a esquerda em

ambas as figuras, além da propagação de outras que já existiam desde após a aplicação do peso

próprio.

Figura 6.10 – Dano à tração sofrido pela Longarina 1 da ponte 1 (Elabo-
rada pelo autor)
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Figura 6.11 – Dano à tração sofrido pela Longarina 2 (Elaborada pelo
autor)

Na Figura 6.12 pode-se ver a seção da ponte onde o ponto 1 se encontra: (a) após a aplicação do

peso próprio e (b) após o evento sísmico. Percebe-se o alto grau de dano sofrido pela estrutura

nesta região e que este foi gerado praticamente apenas no primeiro momento.

Figura 6.12 – Evolução do dano à tração sofrido pela seção onde se
encontra o ponto 1 (Elaborada pelo autor)

Para o melhor entendimento deste comportamento, na Figura 6.13, podem ser vistas as evoluções

da deformação logarítmica máxima principal e PEEQT e, na Figura 6.14, de DAMAGET e

SDEG para o ponto 1. Importante apontar que, para a formação dos gráficos, foram coletados

101 pontos para a carga do peso próprio e 1601 pontos para a carga sísmica.
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Figura 6.13 – Evolução da deformação logarítmica máxima principal
(vermelho) e PEEQT (azul) para o ponto 1 (Elaborada
pelo autor)

Figura 6.14 – Evolução dos parâmetros DAMAGET (vermelho) e SDEG
(azul) para o ponto 1 (Elaborada pelo autor)

Observa-se que após o desenvolvimento das deformações lineares, rapidamente desenvolvem-se

as deformações plásticas com aumento do dano à tração e consequente dano da rigidez neste

ponto, com o valor, para estes parâmetros igual à 98,45% e 50,83% ao final da aplicação do

carregamento estático, respectivamente. Após isto, desenvolvem-se as acelerações sísmicas no

tempo de 1s, com DAMAGET estabilizado, mas com variações de SDEG. Ao final da aplicação

das cargas, SDEG se estabiliza novamente, onde este parâmetro indica uma redução de 50,71%

da rigidez inicial.
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Figura 6.15 – Evolução das tensões principais para o ponto 1 (Elaborada
pelo autor)

Mostram-se, na Figura 6.15, as tensões principais desenvolvidas para o mesmo ponto. A variação

apontada no parágrafo anterior é esperada, pois, como visto na subseção 2.4.2, a degradação da

rigidez depende diretamente do estado de tensões aplicado no elemento, por meio do parâmetro

sc. Este comportamento só é possível devido à consideração do impacto positivo do fechamento

de fissuras, durante a mudança compressão-tração. Para exemplificar o comportamento de um

ponto em que o dano só surge após o começo do sismo, mostra-se na Figura 6.16 DAMAGET e

SDEG para o ponto 2.

Figura 6.16 – Evolução dos parâmetros DAMAGET (vermelho) e SDEG
(azul) para o ponto 2 (Elaborada pelo autor)

O parâmetro DAMAGET para este ponto possui um comportamento diferente do mostrado

anteriormente. Com o surgimento do dano a tração após o começo do sismo, há um crescimento

gradual do mesmo, ao invés da manutenção estável deste desde o seu aparecimento súbito. isto
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pode ser entendido por meio da tensão máxima principal desenvolvida neste ponto mostrada na

Figura 6.17. Neste caso não há uma queda abrupta da resistência no ponto. Na verdade, esta

vai caindo gradualmente, mantendo, mesmo que por breves momentos, patamares estáveis que

geram diferentes valores para DAMAGET.

Figura 6.17 – Tensão máxima principal desenvolvida no ponto 2 (Elabo-
rada pelo autor)

Na Figura 6.18 mostra-se a evolução do dano à tração na seção onde se encontra o ponto 2.

Figura 6.18 – Evolução do dano à tração sofrido pela seção onde se
encontra o ponto 2 a partir do início do sismo (Elaborada
pelo autor)
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A fim de realizar uma breve comparação com uma análise linear, primeiramente, avaliam-se os

valores para as forças resultantes na base do pilar P1, mostrado na Figura 6.6, em kN, nas três

direções (x, y e z) na Figura 6.19.

Figura 6.19 – Comparação entre as forças resultantes (em kN) na base
da sapata presente no pilar P1 (Elaborada pelo autor)

Como se pode ver, há uma semelhança bastante evidente em relação aos valores de reação obtidas

na análise não linear e na análise linear. Mostram-se as 4 maiores diferenças encontradas durante

as análises na Tabela 6.3, Tabela 6.4 e Tabela 6.5
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Tabela 6.3 – Maiores valores obtidos para a diferença entre as reações
em x obtidas, em uma base da ponte 1, nos métodos linear
e não linear

Posição Tempo (s) Análise não linear (kN) Análise linear (kN) Diferença (kN)
1 11,25 5,83 -26,32 32,15
2 11,24 9,38 -22,69 32,07
3 11,26 6,35 -25,71 32,06
4 10,44 12,26 -19,65 31,91

Fonte: Elaborada pelo autor

Tabela 6.4 – Maiores valores obtidos para a diferença entre as reações
em y obtidas, em uma base da ponte 1, nos métodos linear
e não linear

Posição Tempo (s) Análise não linear (kN) Análise linear (kN) Diferença (kN)
1 12,45 1395,64 1306,86 88,78
2 12,46 1398,12 1309,36 88,76
3 11,66 1360,12 1271,51 88,61
4 11,65 1353,97 1265,70 88,27

Fonte: Elaborada pelo autor

Tabela 6.5 – Maiores valores obtidos para a diferença entre as reações
em z obtidas, em uma base da ponte 1, nos métodos linear
e não linear

Posição Tempo (s) Análise não linear (kN) Análise linear (kN) Diferença (kN)
1 10,32 -14,40 11,41 -25,81
2 10,33 -19,68 6,04 -25,72
3 10,31 -11,21 14,50 -25,71
4 10,40 -23,02 2,42 -25,44

Fonte: Elaborada pelo autor

Interessante notar que as maiores diferenças se encontram em uma região próxima no tempo,

com algumas inversões de sinais para um mesmo instante. Mostra-se a diferença entre os valores

máximos obtidos em ambas as análises na Tabela 6.6.

Tabela 6.6 – Diferença entre os valores máximos de reação obtidos du-
rante as análises em ambos os métodos para a ponte 1

Direção Tempo (s) Análise não linear (kN) Tempo (s) Análise linear (kN) Diferença (%)
x 4,69 130,31 4,69 118,76 9,72
y 6,95 1611,35 6,95 1601,39 0,62
z 4,01 -153,65 3,97 -144,25 6,52

Fonte: Elaborada pelo autor

As diferenças entre os deslocamentos obtidos para o ponto mostrado na Figura 6.20 são utilizadas
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para exemplificar a influência das analises não linear e linear nesta grandeza.

Figura 6.20 – Ponto (em vermelho) considerado para comparação entre
os deslocamentos obtidos a partir da análise não linear
e por outra linear para a ponte 1 durante a situação 1
(Elaborada pelo autor)

Mostram-se os deslocamentos obtidos em ambos os métodos na Figura 6.21.

Figura 6.21 – Comparação entre os deslocamentos desenvolvidos na
ponte 1 (em milímetros) no ponto analisado (Elaborada
pelo autor)

Percebe-se que em x e z os deslocamentos são praticamente idênticos e tendem a um valor

próximo de zero ao final do sismo. Em relação ao deslocamento no eixo y, pode-se perceber
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a grande influência da não lineariedade física e geométrica, com o valor obtido pela análise

linear 48,33% menor que o obtido pela análise não linear. Mostra-se a comparação entre os

deslocamentos gerais na estrutura na Figura 6.22. Reforça-se, pela imagem, que a inclusão dos

aspectos não lineares tiveram influência significativa nos deslocamentos verticais desenvolvidos

pela estrutura em questão.

Figura 6.22 – Comparação entre os campos de deslocamentos desenvol-
vidos no método não linear e linear aos 17s de análise
(Elaborada pelo autor)

Mostram-se os valores máximos de deslocamento para o ponto analisado na Tabela 6.7.
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Tabela 6.7 – Diferença entre os valores máximos de deslocamento obti-
dos durante as análises em ambos os métodos para a ponte
1

Direção Tempo (s) Análise não linear (mm) Tempo (s) Análise linear (mm) Diferença (%)
x 4,62 -20,24 7,81 19 -206,53
y 3,43 -29,80 3,38 -16,77 77,65
z 6,83 31,50 6,83 33,29 -5,37

Fonte: Elaborada pelo autor

Em relação às armaduras, não observou-se nenhum tipo de plastificação do material. Isto pode

ser constatado a partir da Figura 6.23 que mostra a deformação plástica ocorrida ao final da

aplicação de ambas as cargas em estudo.

Figura 6.23 – Deformações plásticas por tração desenvolvidas nas arma-
duras ao final da análise (Elaborada pelo autor)

Interessante reforçar que, ao final da análise, nenhuma barra possuiu o valor da tensão aplicada

acima daquela de escoamento, como mostrado na Figura 6.24, a máxima tensão axial obtida, aos

7.64s, foi de 329,9 MPa. Além disso, mostram-se também algumas das barras mais solicitadas.
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Figura 6.24 – Tensões axiais máximas nas armaduras presentes na ponte
1 (Elaborada pelo autor)
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6.2 PONTE 2

6.2.1 Sismos

Apresentam-se os sismos aplicados durante as análises da ponte 2 na Figura 6.25, Figura 6.26 e

Figura 6.27. Ressalta-se que, como dito na Capítulo 5, considerou-se um ag = 0,15g e o solo

mole (classe E). Nas figuras, apresentam-se os sismos em m/s2.

Figura 6.25 – Sismo aplicado na direção x (ag = 0,15g e solo classe E)
(Elaborada pelo autor)

Figura 6.26 – Sismo aplicado na direção y (ag = 0,15g e solo classe E)
(Elaborada pelo autor)
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Figura 6.27 – Sismo aplicado na direção z (ag = 0,15g e solo classe E)
(Elaborada pelo autor)

Mostram-se os espectros de potência dos sismos desta seção na Figura 6.28.

Figura 6.28 – Espectro de potência dos sismos gerados para a ponte 2
(Elaborada pelo autor)

Na Figura 6.29 mostra-se, mais uma vez, os espectros de aceleração dos sismos gerados e o

presente na norma.
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Figura 6.29 – Comparação entre o espetro do sismo (azul) e o espectro
de projeto da norma (laranja) para os três sismos gerados
para a ponte 2 (Elaborada pelo autor)

6.2.2 Malha

Utilizaram-se os mesmos elementos do caso anterior neste. Desta forma, a malha para o modelo

está representada na Figura 6.30, Figura 6.31 e Figura 6.32. Foram utilizados 168764 elementos,

sendo 123226 para as peças de concreto (a) e 58562 para as barras de aço (b).

Figura 6.30 – Malha escolhida para os elementos de concreto e aço da
ponte 2 (Elaborada pelo autor)
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Figura 6.31 – Detalhe da malha escolhida para os elementos de concreto
da ponte 2 (Elaborada pelo autor)

Figura 6.32 – Detalhe da malha escolhida para os elementos de aço da
ponte 2 (Elaborada pelo autor)

Para a modelagem de cada um dos aparelhos de apoio da ponte 2, foram utilizados 1950

elementos hexaédricos C3D8, sendo este elemento da estrutura mostrado na Figura 6.33.
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Figura 6.33 – Malha escolhida para os aparelhos de apoio da ponte 2
(Elaborada pelo autor)

6.2.3 Análise modal

As 3 primeiras frequências naturais da ponte 2 são mostradas na Tabela 6.8, onde estas se

mostraram dentro da faixa daquelas que predominam nos registros sísmicos gerados.

Tabela 6.8 – 3 primeiras frequências naturais da ponte 2
Modo Frequência (Hz)

1 2,0959
2 2,1109
3 2,6125

Fonte: Elaborada pelo autor

Novamente, torna-se possível a ocorrência de ressonância durante as análises efetuadas. Na

Tabela 6.9 mostram-se os parâmetros encontrados para a caracterização do amortecimento por

meio do modelo de Rayleigh.

Tabela 6.9 – Parâmetros para a utilização do amortecimento de Rayleigh
a0 a1

0,73 0,00338

Fonte: Elaborada pelo autor

Mostram-se as formas dos três primeiros modos de vibração da ponte 2 na Figura 6.34. O

primeiro modo tem movimento predominante na direção x; o segundo modo tem a principal

direção de movimento na direção z; no terceiro modo tem-se uma rotação, com eixo apontado na

direção y.
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Figura 6.34 – Representação das deformadas dos três primeiros modos
de vibração da ponte 2 (Elaborada pelo autor)

6.2.4 Análise do carregamento

Verifica-se, levando-se em conta as considerações aplicadas nesta dissertação, que, novamente,

o parâmetro de dano à compressão, durante toda a atuação do evento sísmico foi irrelevante.

Quanto às regiões tracionadas, a ocorrência de dano foi novamente observada, mas, diferente-

mente da ponte 1, este não ocorreu nas longarinas, mas no tabuleiro. Os principais elementos

danificados podem ser vistos na Figura 6.35. Percebe-se pelas imagens que o dano à tração

ocorreu, principalmente, nas regiões da borda do tabuleiro próximas aos limites do mesmo.
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Figura 6.35 – Elementos com dano à tração no tabuleiro da ponte 2
(Elaborada pelo autor)

Na Figura 6.36 observa-se a relação entre DAMAGET e SDEG para um dos pontos de integração

do elemento 1 (o ponto com maior valor de dano à tração) apresentado nas figuras anteriores, já

que estes parâmetros variam dentro de um único elemento. O gráfico foi construído a partir da

coleta de 170 valores. Como se pode ver, durante o evento sísmico, DAMAGET atinge diferentes

patamares bem distintos: 0,127872, 0,921828, 0,930799 e 0,963557 ao final, ou seja, o valor de

96,36% de dano à tração valor é alcançado, sendo este atingido aos 5,1 segundos de simulação.
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Já a perda de rigidez, indicada pela variável SDEG, alcança o pico de 0,828156 aos 4,6 segundos,

mas, como também visto na simulação da ponte anterior, possui bastante variação ao longo de

toda análise até atingir um valor próximo à 16% ao final. A variação, assim como na ponte

anterior, se deve as mudanças ocorridas no estado de tensões durante a atuação do carregamento,

como observa-se na Figura 6.37 com os valores apresentados em Pascal (Pa).

Figura 6.36 – Evolução dos parâmetros DAMAGET (em vermelho) e
SDEG (em azul) para o um dos pontos de integração do
elemento 1 (Elaborada pelo autor)

Figura 6.37 – Evolução das tensões principais (Máxima em vermelho,
média em azul e mínima em lilás) para o um dos pontos
de integração do elemento 1 (Elaborada pelo autor)

Mostra-se evolução do dano à tração na parte superior do tabuleiro na Figura 6.38. Percebe-se

que rapidamente o dano se desenvolve na estrutura após o aparecimento dos primeiros elementos

comprometidos. Além disso, o dano para de aumentar a partir de aproximadamente 3,9s.
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Figura 6.38 – Evolução do dano à tração sofrido pelo tabuleiro na face
superior a partir do início do sismo (Elaborada pelo autor)

Para as armaduras, o comportamento linear foi constatado em todas elas como mostrado na

Figura 6.39, pois, ao final das análises, não foram registradas deformações permanentes.

Figura 6.39 – Deformações plásticas de tração nas armaduras presentes
na ponte 2 ao final das análises (Elaborada pelo autor)

Observa-se na Figura 6.40 o valor máximo para as tensões nas barras próximas aos locais de

maior dano, sendo este obtido em aproximadamente 8 segundos. Como se pode ver, o valor de

escoamento do aço não é ultrapassado.
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Figura 6.40 – Tensões axiais máximas nas armaduras presentes na ponte
2 (Elaborada pelo autor)

Realiza-se a partir de agora uma comparação entre as forças de reação (na base de um dos blocos

de fundação) e os deslocamentos (de um ponto central do tabuleiro) obtidos pela análise aqui

realizada e outra considerando o comportamento linear tanto físico quanto geométrico. Foram

construídos gráficos com os valores obtidos a cada 0.01 segundos de simulação.

Figura 6.41 – Ponto (em vermelho) considerado para comparação entre
os deslocamentos obtidos a partir da análise não linear e
por outra linear para a ponte 2 (Elaborada pelo autor)

Em relação às forças de reação na base 1, em kN, comparam-se estas na Figura 6.42. Em geral,

há uma proximidade considerável entre os valores obtidos por ambos os métodos.

A principais diferenças entre os valores obtidos para as reações por meio dos dois métodos são
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Figura 6.42 – Comparação entre as forças resultantes (em kN) na base 1
da ponte 2 nas direções x, y e z (Elaborada pelo autor)

mostradas na Tabela 6.10, Tabela 6.11 e Tabela 6.12 para as direções x, y e z, respectivamente.
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Tabela 6.10 – Maiores valores obtidos para a diferença entre as reações
em x obtidas, em uma base da ponte 2, nos métodos linear
e não linear

Posição Tempo (s) Análise não linear (kN) Análise linear (kN) Diferença (kN)
1 8,32 -156,83 483,40 -640,23
2 8,33 -229,57 405,80 -635,37
3 8,31 -102,34 530,60 -632,94
4 8,34 -258,23 359,37 -617,60

Fonte: Elaborada pelo autor

Tabela 6.11 – Maiores valores obtidos para a diferença entre as reações
em y obtidas, em uma base da ponte 2, nos métodos linear
e não linear

Posição Tempo (s) Análise não linear (kN) Análise linear (kN) Diferença (kN)
1 7,11 3534,14075 3208,438 325,70275
2 7,1 3475,90525 3153,6895 322,21575
3 7,12 3564,623 3243,40675 321,21625
4 7,09 3409,84775 3090,7975 319,05025

Fonte: Elaborada pelo autor

Tabela 6.12 – Maiores valores obtidos para a diferença entre as reações
em z obtidas, em uma base da ponte 2, nos métodos linear
e não linear

Posição Tempo (s) Análise não linear (kN) Análise linear (kN) Diferença (kN)
1 7,11 -155,20 2150,84 -2306,04
2 7,10 -65,29 2240,53 -2305,82
3 7,12 -319,17 1946,12 -2265,29
4 7,09 32,25 2290,63 -2258,38

Fonte: Elaborada pelo autor

É possível perceber que a inclusão da não lineariedade é influente na obtenção das forças de

reação, causando, em alguns instante, diferenças significativas. Desta forma, na Tabela 6.13 são

mostrados os valores máximos obtidos para esta grandeza durante a análise nas três direções.

Tabela 6.13 – Diferença entre os valores máximos de reação obtidos
durante as análises em ambos os métodos para a ponte 2

Direção Tempo (s) Análise não linear (kN) Tempo (s) Análise linear (kN) Diferença (%)
x 4,06 1511,53 3,61 1548,43 -2,38
y 5,8 4029,13 3,61 3972,99 1,41
z 6,28 -2333,75 7,07 2347,40 -199,42

Fonte: Elaborada pelo autor

Os valores máximos, como se pode ver, são bem próximos, mesmo que ocorram em tempos
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distintos, para as direções x e y, o que indica a obtenção de bons resultados para esta grandeza

caso a estrutura seja analisada linearmente por meio de um histórico de acelerações no tempo.

O mesmo não pode ser dito para a direção z, pois ocorre uma inversão, quase que completa,

dos valores obtidos por ambas as metodologias. Apresentam-se, agora, os valores para os

deslocamentos nas três direções para o ponto mostrado na Figura 6.43 (em metros), obtidos em

ambos os métodos, para exemplificar o comportamento geral da estrutura.

Figura 6.43 – Comparação entre os deslocamentos desenvolvidos na
ponte 2 (em metros) no ponto analisado (Elaborada pelo
autor)

É possível perceber que em x e z, assim como para a ponte 1, os deslocamentos tendem a um

valor bem baixo, próximo a zero, ao final do sismo. Todavia as diferenças entre os gráficos é

maior neste caso, sendo iguais à 1,52 cm na direção x e 5,86 cm na direção z (instantes 8,32s

e 7,1s, respectivamente). Em relação ao deslocamento no eixo y, as não linearidades aplicadas

fazem com que o resultado obtido na análise linear seja 25% menor. Mostra-se a comparação

entre os deslocamentos gerais na estrutura na Figura 6.44. Reforça-se, pela imagem, que a
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inclusão dos aspectos não lineares tiveram influência nos deslocamentos verticais desenvolvidos

pela estrutura em questão.

Figura 6.44 – Comparação entre os campos de deslocamentos desenvol-
vidos no método não linear e linear aos 17s de análise
(Elaborada pelo autor)

Mostram-se os valores máximos de deslocamento para o ponto analisado na Tabela 6.14.

Tabela 6.14 – Diferença entre os valores máximos de deslocamento obti-
dos durante as análises em ambos os métodos para a ponte
2

Direção Tempo (s) Análise não linear (m) Tempo (s) Análise linear (m) Diferença (%)
x 4,09 -0,040 4,09 -0,042 -2,96
y 6,59 -0,0053 4,56 -0,0047 13,29
z 6,28 0,052 7,07 -0,056 -193,10

Fonte: Elaborada pelo autor
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6.3 PONTE 3

6.3.1 Sismos

Além dos sismos apresentados na seção 6.2, geraram-se mais duas situações sísmicas para

as análises da pontes 3, apresentando-se estas na Figura 6.45. Ressalta-se que, como dito na

Capítulo 5, que os sismos adicionais foram gerados com ag = 0,15g e o solo de rocha (classe B)

e outro também com ag = 0,15g, mas com solo rígido (classe D). Nas figuras, apresentam-se os

sismos em m/s2.

Figura 6.45 – Sismos adicionais gerados para a aplicação na ponte 3
(Elaborada pelo autor)
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Mostram-se os espectros de potência dos sismos desta seção na Figura 6.46 para posterior

verificação da presença ou não da frequência natural da estrutura entre aquelas que predominam

nos registros sísmicos gerados.

Figura 6.46 – Espectro de potência dos sismos gerados para a ponte 3
(Elaborada pelo autor)

Na Figura 6.47 mostram-se, mais uma vez, os espectros de aceleração dos sismos gerados e o

presente na norma. Novamente, há uma grande semelhança entre ambos, com erro dentro do

estipulado como máximo, permitindo assim o uso dos registros artificiais nas análises posteriores.
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Figura 6.47 – Comparação entre o espetro do sismo (azul) e o espectro
de projeto da norma (laranja) para os três sismos gerados
para a ponte 3 (Elaborada pelo autor)

6.3.2 Malha

Utilizou-se os mesmos elementos do caso anterior neste. Desta forma, a malha para o modelo

está representada na Figura 6.48, Figura 6.49 e Figura 6.50. Foram utilizados 208125 elementos,

sendo 137365 para as peças de concreto (a) e 65560 para as barras de aço (b). O aparelho de

apoio é o mesmo utilizado na ponte 2.

Figura 6.48 – Malha escolhida para os elementos de concreto e aço da
ponte 3 (Elaborada pelo autor)
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Figura 6.49 – Detalhe da malha escolhida para os elementos de concreto
da ponte 3 (Elaborada pelo autor)

Figura 6.50 – Detalhe da malha escolhida para os elementos de aço da
ponte 3 (Elaborada pelo autor)

6.3.3 Análise modal

As 3 primeiras frequências naturais da ponte 3 são mostradas na Tabela 6.15, onde estas se

mostraram dentro da faixa daquelas que predominam nos registros sísmicos gerados.
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Tabela 6.15 – 3 primeiras frequências naturais da ponte 3
Modo Frequência (Hz)

1 1,1832
2 1,3365
3 2,1108

Fonte: Elaborada pelo autor

Mostram-se as formas dos três primeiros modos de vibração da ponte 3 na Figura 6.51.

Figura 6.51 – Representação das deformadas dos três primeiros modos
de vibração da ponte 3 (Elaborada pelo autor)

O padrão encontrado nas outras pontes se repete para esta: o primeiro modo segue na direção z;

o segundo modo segue na direção x; no terceiro modo a estrutura rotaciona, com eixo apontado

na direção y. Pelo fato da frequência natural da estrutura estar dentro daquelas que predominan

nos sinais sísmicos, a ocorrência de ressonância acontecerá. Na Tabela 6.16 mostram-se os

parâmetros encontrados para aplicação do amortecimento de Rayleigh.

Tabela 6.16 – Parâmetros para a utilização do amortecimento de Ray-
leigh

a0 a1

0,476 0,0048

Fonte: Elaborada pelo autor
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6.3.4 Análise do carregamento

Interessante notar que, mais uma vez, não houve dano sob compressão relevante durante as

análises. Volta-se a atenção, novamente, para o dano à tração sofrido pelo concreto. Mostram-se

as regiões mais atingidas pelos três sismos na Figura 6.52.

Figura 6.52 – Fissuras desenvolvidas devido à tração nos elementos es-
truturais presentes na superestrutura da ponte 3 para os 3
conjuntos de sismos gerados (Elaborada pelo autor)

A imagem (a) representa o dano para o caso de solo do tipo B; (b) representa o caso em que

o solo é do tipo D; e (c) é o dano na estrutura da ponte 3 para a situação de solo do tipo E.

Como esperado, observa-se um dano maior aos elementos estruturais a medida em que piora-se

o tipo de solo, já que também é esperado um aumento das acelerações sísmicas para um mesmo
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PGA quando isto acontece. Resume-se o comportamento dos componentes em concreto da

superestrutura da seguinte forma:

• O tabuleiro, no caso (a), termina a análise integro e ao aumentar o nível das ações sísmicas

nos casos (b) e (c), a fissuração devido à tração adentra cada vez nesta peça, nas suas duas

direções ortogonais;

• Nas longarinas, para o primeiro caso, o dano se concentra na região central da ponte, entre

os dois conjuntos extremos de septos. Ao subir o nível da ação sísmica no caso (b), o dano

ultrapassa o limite anterior e começa a atingir também a parte superior da alma das vigas

no extremo destas. Para o caso (c) o dano avança ainda mais nos extremos das vigas. Este

comportamento nestas regiões é coerente com o visto para o tabuleiro;

• Para os septos, apenas os centrais danificam-se, na região de ligação com as longarinas,

para o primeiro caso. Com o aumento da ação sísmica, atinge-se os conjuntos extremos

de septos, com a piora do nível de fissuração de um caso para o outro, mas sem grandes

avanços desta para dentro dos elementos.

Em relação às armaduras de aço, não ocorreu nenhum grau escoamento destas. Desta forma, as

deformações plásticas foram nulas para os três casos. Pode-se ver isto na Figura 6.53.

Figura 6.53 – Deformações plásticas de tração nas armaduras presentes
na ponte 3 ao final das análises (Elaborada pelo autor)
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Mostram-se as tensões máximas desenvolvidas nas armaduras para os três casos, na Figura 6.54,

comprovando o fato de que não se atinge a tensão de escoamento em nenhuma das barras.

Figura 6.54 – Tensões axiais máximas nas armaduras presentes na ponte
3 (Elaborada pelo autor)

Interessante se apontar que as tensões máximas encontradas para os casos (b) e (c) localizam-se

em armaduras presentes no tabuleiro. Já as tensões nas barras inferiores das longarinas, que,
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como pode-se ver, são aquelas sob maior tensão no caso (a), se mantem com valores próximos

nas outras análises (faixa de 70 a 90 MPa). Para comparação dos resultados em termos de forças

de reação e deslocamentos, apresentam-se na Figura 6.55 os locais em estes serão tomados: Base

1 e o ponto vermelho no centro do tabuleiro, respectivamente.

Figura 6.55 – Regiões da ponte 3 para obtenção dos valores de força de
reação e deslocamentos (Elaborada pelo autor)

Mostram-se as forças de reação e os deslocamentos obtidos na Figura 6.56 e Figura 6.57.

Figura 6.56 – Forças de reação na Base 1 da ponte 3 para os três cenários
em estudo (Elaborada pelo autor)
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Figura 6.57 – Deslocamentos desenvolvidos na ponte 3 no ponto anali-
sado para os três cenários sísmicos em estudo (Elaborada
pelo autor)

Como esperado, os valores tanto para os deslocamentos, como para as forças de reação, aumentam

com a piora da qualidade do solo.
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7 CONSIDERAÇÕES FINAIS

A pesquisa desenvolvida nesta dissertação avaliou a performance sob carregamento sísmico

de 3 pontes de concreto armado com concepções estruturais tipicamente encontradas no país.

Para isto, foram aplicados conceitos de plasticidade e dano para a melhor caracterização dos

materiais que constituem as estruturas. Por meio do software ABAQUS, utilizou-se o modelo

CDP para o concreto, com o intuito de avaliar o dano ocorrido neste material durante o evento

sísmico e a posterior perda de resistência. Para o uso deste, o algoritmo proposto por Bakhti et al.

(2022) foi adaptado para a modelagem do material de acordo com a NBR 6118 (ABNT, 2023b)

e o CEB-FIP (2010), por meio de uma rotina realizada em PYTHON. Para o aço, utilizou-se

o modelo para metais sob carregamento cíclico também presente no software, respeitando os

conceitos presentes nas normas brasileiras. A aplicação do sismo foi realizada a partir de uma

análise temporal não linear, por meio do uso de acelerogramas artificiais gerados a partir do

algoritmo proposto por Clough e Penzien (2003), buscando compatibilizá-los com o espectro de

resposta encontrado na NBR 15421 (ABNT, 2023a). Foi considerado nas análises a presença

das estruturas na zona sísmica o Brasil com pior ag (Zona 4). A não lineariedade geométrica

também foi considerada nas análises.

Destacam-se as seguintes conclusões:

• O algoritmo utilizado para a obtenção dos parâmetros de dano para o concreto mostrou-se

eficaz a partir do requisitado nas normas brasileiras, permitindo a utilização do CDP

mesmo sem a presença de dados experimentais. Além disso, possibilitou a flexibilidade na

escolha da malha, já que esta solução produziu um algoritmo que independia do tamanho

escolhido para os elementos da malha;

• O algoritmo implementado para a obtenção de sismos artificiais se mostrou bastante

eficiente ao permitir registros com grau de compatibilidade satisfatória em relação ao

presente na NBR 15421 (ABNT, 2023a);

• Durante a elaboração da dissertação, foram observados desafios que impuseram a necessi-

dade da definição de limites que deveriam ser dados ao trabalho devido à complexidade da

modelagem. Primeiramente, o tamanho da estrutura impôs a escolha do uso do modelo

CDP em parte específica de cada uma das pontes, para evitar o alto custo computacional.

Além disto, limitou-se o detalhamento das armaduras à elementos estruturais específicos

para que o número de elementos finitos produzidos durante o processo de construção da

malha não se tornasse inviável. Desta forma, considerando que os pilares estivessem proje-
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tados para um comportamento dúctil durante o evento sísmico, optou-se pela aplicação

das não linearidades à superestrutura das pontes analisadas. Outro ponto que necessitou

atenção foi a exploração de possibilidades apresentadas no software do uso de mais núcleos

de processamento nas análises, de apoio da placa de vídeo durante as simulações e da

influência da memória RAM para a eficiência das mesmas. Nas primeiras tentativas de

elaboração do modelo, a concepção da metodologia de dano para toda a estrutura e a

construção de toda a armadura gerava, além de um alto volume de dados que tornava o

arquivo resposta inutilizável, um tempo computacional extremamente elevado, por volta

de 2 meses a 3 meses. Com a metodologia proposta neste trabalho, além da exploração

dos fatores computacionais permitidos pelo ABAQUS, reduziu-se este para 3 dias;

• Dentro das limitações estabelecidas no trabalho, a ponte 1 apresentou resultados coerentes

para a formação e espalhamento das fissuras. Não houve a ocorrência de dano relevante no

material à compressão. O dano à tração foi limitado às longarinas da estrutura e ocorreu

principalmente durante a aplicação da carga do peso próprio. A redução da rigidez do

concreto foi observada nos elementos que sofreram dano e variou para um mesmo ponto

durante o evento sísmico evidenciando os aspectos relacionados à abertura e fechamento

de fissuras por consequência das reversões de carga. As armaduras não escoaram durante a

análise. Em relação à comparação com análises lineares, os resultados foram próximos

para os valores máximos das reações de apoio (menores que 10%), e em relação aos

deslocamentos houve uma maior discrepância;

• Para a ponte 2, observou-se novamente a irrelevância do dano à compressão no material

concreto. Desta vez, o dano à tração foi restrito aos tabuleiros, presente principalmente nos

extremos do mesmo. Mais uma vez, deformações permanentes não foram observadas nas

armaduras, pois as tensões nestas não alcançaram o valor mínimo para o escoamento. As

reações em uma das bases, quando comparadas com uma análise linear, mostraram-se com

valores próximos em ambas as análises nas direções x e y, mas diferiram substancialmente

quando observadas na direção z. Para os deslocamentos, o comportamento repetiu-se.

• Para a ponte 3, realizaram-se três cenários sísmicos distintos, com mudanças na caracterís-

tica do solo onde a estrutura se encontrava. Percebeu-se que, com a piora do solo, houve

um aumento das acelerações presentes no registro sísmico gerado e, por consequência,

o aumento do impacto da ação sísmica na estrutura foi observado. Para o caso (a), onde

se considerou o tipo de solo do tipo B, o tabuleiro não foi atingido, sendo a fissuração

restrita à faixa central das longarinas. Com a mudança do tipo do solo para D e E, o dano

se espalhou mais, atingindo o tabuleiro já no caso (b) e avançando, de forma mais contun-

dente, nos extremos das longarinas no caso (c). Novamente não observou-se escoamento

nas armaduras modeladas.

• Por fim, ao final da aplicação do carregamento sísmico, observou-se que as estruturas não
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colapsaram. Todavia, o alto grau de fissuração encontrado em todas as análises realizadas,

dentro dos limites impostos à pesquisa, mostram a relevância da análise sísmica no país e a

necessidade da atualização das normas para que estabeleçam limites para o comportamento

aceitável destas estruturas para eventos desta magnitude a fim de garantir a segurança da

população. A realização de pesquisas que busquem promover alternativas para contornar

este problema deve ser incentivada. Citam-se aqui possíveis soluções como: a verificação

de um fck mínimo que promova um bom comportamento do concreto; valores de taxa

mínima de armadura dependentes da zona sísmica avaliada; verificação do espaçamento

necessário entre os estribos para a promoção de um melhor confinamento do concreto, o

que lhe garantirá um comportamento mais dúctil; a necessidade de inclusão de dispositivos

dissipadores de energia.

Como sugestões para trabalhos futuros têm-se:

• Realização de estudos experimentais para a obtenção dos parâmetros de dano para o uso

do CDP em concretos elaborados de acordo com as normas brasileiras, possibilitando-se

assim a comparação com os dados gerados pelo algoritmo utilizado;

• Verificar outras propostas para avaliação de dano no concreto e/ou no aço e compará-las

aos utilizados nesta dissertação para verificar a relação entre os métodos;

• Avaliar propostas de detalhamento das armaduras e mecanismos externos de dissipação de

energia para garantir um comportamento mais dúctil das pontes, a depender do seu uso e

importância, principalmente em regiões essenciais da mesma, como os tabuleiros;

• Avaliar propostas para a modelagem simplificada dos pilares (a partir de análises executadas

com os modelos aqui propostos) para a análise geral da ponte em tempo razoável;

• Incluir considerações a respeito da variabilidade espacial da ação sísmica em pontes de

concreto armado em situações requisitadas pela NBR 7187 (ABNT, 2021);

• Modelar os efeitos da interação solo estrutura.
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APÊNDICE A – CONCEITOS DE SISMOLOGIA

A sismologia é definida de forma breve e sucinta como "a ciência que estuda os terremotos e

fenômenos relacionados."(RICHTER, 1958). Partindo disto, Soriano (2014) define sismo como

uma vibração que ocorre de maneira brusca e rápida na superfície do planeta podendo ser causada

por diversos motivos. Dentre estes, citam-se os movimentos tectônicos, deslizamentos de terra,

explosões e a existência de grandes reservatórios, ou seja, ações humanas também podem gerar

este tipo de evento. Os mecanismos de origem tectônica, isto é, devido à interação entre as placas,

são os principais responsáveis pela formação de sismos em todo o mundo.

A.1 PLACAS TECTÔNICAS

Segundo Fowler (1990), devido à transferência de calor, que ocorre por convecção, no sentido

núcleo - crosta, a litosfera, que é formada por diversos pedaços chamados de placas tectônicas,

flutua sobre a astenosfera e esta movimentação pode provocar situações de convergência, diver-

gência e cisalhamento entre os grandes blocos de terra. É possível delimitar cada uma das placas

por meio da análise das principais regiões sísmicas do planeta, pois a maior parte se localiza nas

bordas das mesmas. Na Figura A.1 pode-se ver a representação de algumas destas placas e seus

respectivos movimentos relativos.

De acordo com Fowler (1990) e Grotzinger et al. (2007), classificam-se os movimentos relativos

entre as placas da seguinte maneira:

a) Nas regiões divergentes ocorre o afastamento entre as placas. Zonas deste tipo são

caracterizadas pela formação de fendas, vulcões e a grande presença de terremotos.

Em situações onde a interação é feita por duas ou mais placas oceânicas, o material

proveniente do manto é resfriado e adicionado a litosfera.

b) Nas regiões convergentes ocorre a aproximação entre as placas. O fenômeno de

subducção é característico destas zonas, com a reciclagem do material por meio dos

movimentos de convecção da astenosfera;

c) Nas regiões onde ocorrem as chamadas falhas transformadoras, a litosfera não é

criada nem destruída, ocorrendo apenas o deslocamento relativo ao longo de fraturas

entre placas adjacentes.
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Figura A.1 – Algumas das placas e vetores representando os movimentos
relativos estre elas (GROTZINGER et al., 2007, p. 24-25)

Na Figura A.2, pode-se ver as principais interações que ocorrem nas bordas da placa Sul-

Americana.

Figura A.2 – Principais interações tectônicas envolvendo a América do
Sul (CORREIA, 2010)

A.2 FORMAÇÃO DOS TERREMOTOS

A principal teoria que explica, de acordo com Clough e Penzien (2003), a formação dos terremo-

tos e a grande liberação de energia que ocorre nestes fenômenos é o chamado Rebote Elástico,

Análise dinâmica de pontes rodoviárias típicas sob ação sísmica



162

desenvolvida em 1908 por Harry Fielding Reid, como consequência de observações feitas após o

grande terremoto ocorrido em 1906 ao longo da falha de San Andreas. Shearer (1999) explica

que, ao longo do tempo, a tensão de cisalhamento no limite entre as placas tende a acumular-se

sendo liberada de maneira brusca, em forma de ondas, durante a ocorrência de um terremoto e,

em geral, torando-se necessárias réplicas para o alívio completo desta tensão. O processo pode

ser visto na Figura A.3.

Figura A.3 – Processo de acúmulo de energia segundo a teoria do Rebote
elástico (AKKAR; SUCUOGLU, 2014, p. 15)

O ponto no interior da terra onde a energia do evento é liberada chama-se de hipocentro (ou

foco) e logo acima deste ponto há o epicentro. Podem ser vistos na Figura A.4 os principais tipos

de ondas sísmicas.

Figura A.4 – Representação das principais ondas geradas durante a ocor-
rência de um sismo (BRAILE, 2017)
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A.3 MAGNITUDE E INTENSIDADE

Para a devida caracterização de um sismo, parâmetros como a magnitude do evento e sua

intensidade tornam-se importantes.

A.3.1 Magnitude

Utilizam-se as escalas de magnitude para definir o tamanho do terremoto e a energia liberada

durante a sua ocorrência. Segundo Akkar e Sucuoglu (2014), a primeira e mais difundida escala

foi desenvolvida por Richter em 1935, sendo esta logarítmica e baseada nos seus estudos sobre

os terremotos ocorridos no Sul da Califórnia, utilizando como medida a amplitude máxima, em

mícrons, registrada por um sismógrafo Wood-Anderson localizado a uma distância de 100km

do epicentro. Conhece-se esta também como escala de magnitude local, ML. Segundo Soriano

(2014), a relação entre esta escala e a energia liberada durante o evento sísmico é dada pela

equação

log10E = 4,8+1,5M, (A.1)

onde M é o valor da magnitude e E, a energia, é dada em Joules. Devido às especificidades do

local onde a escala foi calibrada inicialmente, sua utilização deve ser feita com cuidado, sendo

necessárias as devidas correções para a sua correta utilização na análise de eventos em diferentes

regiões do mundo. Desta forma, mostram-se outras escalas no Quadro A.1:

Quadro A.1 – Escalas de Magnitude (FOWLER, 1990)
Escala Características

Escala de magnitude
de ondas de

superfície MS

Utilizada principalmente em situações onde o hipocentro
do terremoto é mais raso. É calculada a partir da amplitude
máxima das ondas de Rayleigh que possuem um período

entre 18 e 22 segundos.

Escala de magnitude
de ondas de

corpo mb

Sua utilização possui caráter confiável em situações onde o foco
do sismo é profundo. Calcula-se esta a partir da amplitude máxima das

ondas P geradas durante o evento, onde estas possuem o período
estimado entre 1 e 5 segundos.

Escala de magnitude
de momento MW

Calculada a partir do momento sísmico M0, cujo valor
é diretamente proporcional a área da falha

e ao seu deslocamento médio.

Importante observar que a principal diferença entre estas escalas reside em um fenômeno

chamado saturação, que pode ser traduzido como "uma falha em distinguir o tamanho dos

terremotos após um determinado nível"(AKKAR; SUCUOGLU, 2014). Este problema está ligado

ao fato de que terremotos maiores produzem ondas com maior período e, consequentemente, os
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sismógrafos calibrados para períodos menores não são capazes de detectar corretamente estes

eventos, ou seja, tornam-se menos sensíveis à energia sísmica. Desta forma, a única das escalas

apresentadas que não possui este problema é a Mw. Já as escalas ML, mb começam a saturar para

valores a partir 6,5 e a MS para os superiores a 8.

A.3.2 Intensidade

Relaciona-se a intensidade ao impacto de um sismo em uma região, ou seja, terremotos com

mesma magnitude podem provocar um nível de dano diferente a depender do local da ocorrência.

Por exemplo, um terremoto de magnitude 8 em uma área remota pode não causar perdas humanas

ou econômicas, mas um tremor com magnitude 6 que possui epicentro localizado diretamente

sob uma cidade populosa provavelmente causará danos relevantes. Segundo Grotzinger et al.

(2007), a principal escala de intensidade utilizada é a Escala Modificada de Mercalli que está

apresentada no Quadro A.2.

Importante também citar que os terremotos não são exclusivos das regiões interplacas (locali-

zadas no limite das placas). As ações sísmicas nas áreas intraplaca (localizadas no interior das

placas), mesmo que sejam baixas em comparação com as anteriormente citadas, não podem ser

completamente descartadas e, em alguns casos, possuem tamanho e consequências relevantes.

Além disso, os mecanismos responsáveis pela formação de sismos nestes locais não são com-

pletamente conhecidos, devido ao longo tempo de recorrência, e modelos bem estabelecidos

para alguns eventos são difíceis de ser realojados para outros que sejam diferentes do qual os

mesmos foram calibrados (BEZERRA; FERREIRA; NASCIMENTO, 2016). Citam-se aqui

alguns eventos intraplaca relevantes:

a) Em 8 de setembro 2017, um sismo de magnitude 8,2 foi registrado na cidade de

Chiapas, no México, onde cerca de 100 mortes, 1,5 milhão de pessoas e 41.000 casas

danificadas foram registradas (RAMÍREZ-HERRERA et al., 2018);

b) Um terremoto de magnitude 7,7 foi registrado na cidade de Tangshan, na China, no

dia 27 de setembro 1976, sendo responsável por mais de 650.000 vidas humanas

perdidas (BUTLER; STEWART; KANAMORI, 1979);

c) Em 26 de janeiro de 2017, um tremor com magnitude 7,7 na cidade de Bhuj, na

Índia, causou milhares de mortes e uma perda estimada em mais de 5 bilhões de

dólares (GHOSH, 2001).
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Quadro A.2 – Escala Modificada de Mercalli (SORIANO, 2014, p. 345)
Grau Descrição

I Nenhuma vibração é perceptível por pessoas.

II
Algumas pessoas podem sentir movimento quando em repouso ou em

andares superiores de prédios altos.

III
No interior de prédios, diversas pessoas sentem leve vibração; no exterior,

contudo, nada sentem. Objetos pendurados balançam.

IV
A maior parte das pessoas situadas no interior de prédios sente vibração.

Louças balançam.

V
As pessoas sentem vibração, independentemente de suas localizações.

Portas fazem barulho, pratos quebram, quadros mexem, objetos pequenos
se deslocam e árvores oscilam.

VI
As pessoas caminham com dificuldade. Os objetos e quadros costumam

cair, o revestimento dos muros pode rachar. Há deslocamento de mobílias,
quebra de louças e vidraças rachadas.

VII
As pessoas têm dificuldade de se manter em pé, os motoristas sentem seus

veículos sacudirem, alguns prédios e casas desmoronam. Sinos de
igrejas tocam.

VIII

Motoristas têm dificuldade em conduzir seus veículos. Grandes estruturas,
como chaminés e prédios, costumam desabar. Galhos e troncos quebram.

Solos úmidos sofrem rachaduras. Estruturas de tijolo, casas frágeis,
obras de irrigação e diques sofrem graves danos.

IX Ocorrem rachaduras no solo. Algumas tubulações subterrâneas se partem.

X

Parte dos prédios e de suas fundações são destruídas, assim como
algumas pontes. As barragens são significativamente danificadas.
Os trilhos ferroviários se entortam. Aparecem muitas rachaduras

espalhadas no solo.

XI
Grande parte das construções desaba, as pontes e

as canalizações subterrâneas são destruídas.

XII
Quase tudo é destruído. O solo fica ondulado.

Rochas costumam se deslocar.

A.4 SISMICIDADE BRASILEIRA

O Brasil, por estar na parte central da placa Sul-Americana, é considerado um país com baixa

sismicidade. Todavia, sismos de magnitude maior do que 6 já ocorreram no país e, de acordo

com Soriano (2014), um sismo de magnitude a partir de 5 já possui potencial para provocar

destruição, principalmente em locais com infraestrutura despreparada para este tipo de situação.

Segue abaixo alguns tremores relevantes que ocorreram no território brasileiro:

a) Em 20 de janeiro de 2024, um sismo de magnitude 6,6 foi registrado na cidade de

Tarauacá, no Acre, sem danos ou fatalidades registrados (G1, 2024b);

b) Uma série de eventos sísmicos onde o tremor principal, de magnitude 5,1, ocorreu em
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30 novembro de 1986 na cidade de João Câmara, Rio Grande do Norte, provocaram

danos em mais de 4 mil edificações e deixou milhares de pessoas desabrigadas

(VELOSO, 2016a);

c) Um sismo com magnitude de 6,2, ocorrido na Serra do Tombador, Mato Grosso, em

31 de janeiro de 1955, não provocou danos relevantes devido ao pequeno número de

habitantes na região (ASSUMPÇÃO et al., 2016);

d) Em dezembro de 2007, um tremor com magnitude 4,9 em Itacarambi, Minas gerais,

causou desabamentos e a primeira morte devido à este tipo de ação no país (FONTES;

SANT’ANNA; ASSUMPÇÃO, 2023).

Desta forma, é importante monitorar a atividade sísmica no país, pois, segundo Fontes, Sant’Anna

e Assumpção (2023), esta ação fornece informações que permitem a elaboração de políticas

públicas com o intuito de definir parâmetros de segurança para a construção civil em áreas de

maior risco sísmico, além de fornecer dados que permitem o melhor entendimento sobre as

estruturas geológicas sob o território brasileiro. Na Figura A.5 são mostrados os tremores de

magnitude superior a 2,5 no Brasil entre os anos de 1720 e 2020.

Figura A.5 – Sismos de magnitude superior a 2,5 no Brasil entre os anos
de 1720 e 2020 (FONTES; SANT’ANNA; ASSUMPÇÃO,
2023, p. 12)
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APÊNDICE B – ANÁLISE DINÂMICA APLICADA À ENGENHARIA

SÍSMICA

As cargas dinâmicas, segundo Clough e Penzien (2003), possuem como característica principal o

fato de que sua "magnitude, direção e/ou posição varia com o tempo". Partindo disto, Soriano

(2014) afirma que o sismo pode ser caracterizado como uma ação dinâmica. Desta forma, devido

à este comportamento, um terremoto provoca na estrutura, de acordo com Lima e Santos (2008),

acelerações, velocidades e deslocamentos que geram forças de inércia, de amortecimento e

elásticas, respectivamente. Para um melhor entendimento da metodologia desenvolvida, torna-

se importante apresentar os conceitos que envolvem este tipo de carregamento no contexto

da engenharia estrutural, apresentando-se brevemente a formulação teórica e matemática que

permite o entendimentos dos efeitos produzidos por este tipo de ação.

B.1 SISTEMAS COM UM GRAU DE LIBERDADE

Os sistemas com um grau de liberdade (1GL) são importantes e fundamentais para o entendimento

de estruturas mais complexas e para a formulação de ferramentas no âmbito da engenharia

sísmica, como na construção dos chamados espectros de resposta. Primeiramente, deve-se partir

do modelo clássico para um oscilador simples amortecido mostrado na Figura B.1.

Figura B.1 – Modelo representativo de um oscilador simples amortecido
(PAZ; KIM, 2019, p. 30)

Tem-se no modelo representado: um corpo com massa m que possui a função de possibilitar a

inclusão dos efeitos inerciais gerados pelo movimento; uma mola de rigidez k que permite a

representação das forças elásticas que surgem na estrutura e seu consequente armazenamento em
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forma de energia potencial elástica; um amortecedor com coeficiente de amortecimento c que

caracterizará os mecanismos dissipativos; uma força F(t) que representa a resultante das forças

externas proveniente de diversas fontes de excitação que atuam sobre o sistema e que causa um

deslocamento u(t) no corpo em relação à parede vertical.

Podemos estabelecer o equilíbrio do sistema dinâmico representado na figura acima utilizando o

Princípio de D’Alambert. Este, de acordo com Lanczos (1949), estabelece que, ao adicionar uma

nova força - chamada de força de inércia (ou força fictícia) e definida como proporcional tanto à

massa quanto à aceleração do sistema, mas com sentido contrário ao movimento do mesmo -

às forças externas já aplicadas, transforma-se um problema que anteriormente estava ligado ao

movimento em um que torna-se preocupado apenas com o equilíbrio. Tem-se, então, o diagrama

de corpo livre representado na Figura B.2.

Figura B.2 – Diagrama de corpo livre do sistema mostrado na figura 3.1
(LIMA; SANTOS, 2008, p. 5)

Desta forma, a equação de equilíbrio do movimento de um oscilador simples amortecido excitado

por uma carga externa F(t) na direção horizontal, em termos diferenciais, é expressa da seguinte

forma:

mü(t)+ cu̇(t)+ ku(t) = F(t), (B.1)

onde mü(t) é a chamada força de inércia, cu̇(t) representa as forças de amortecimento e ku(t)

indica as forças de restituição elástica.

B.1.1 Equação de equilíbrio representativa para um carregamento sísmico

De acordo com Appleton (2013), "a ação dos sismos sobre as estruturas consiste basicamente

na transmissão dos movimentos do solo à sua base". Desta forma, torna-se importante definir o

chamado acelerograma que, segundo Soriano (2014), é a "representação gráfica ou digitalizada

da variação temporal da aceleração de um sismo, que depende da distância da estrutura ao
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epicentro e das características locais do solo". Este tipo de registro é importante para as análises

por possuir também o conteúdo de frequências presente no sismo. Na Figura B.3 pode-se ver um

modelo representativo de um sistema 1GL submetido à um acelerograma genérico, constituído

de uma massa m ligada ao solo por uma coluna de rigidez k.

Figura B.3 – Sistema com um grau de liberdade sob excitação de um
acelerograma (APPLETON, 2013, p. 657)

A figura acima representa de forma satisfatória alguns modelos de pontes e edifícios. A coor-

denada ug representa o movimento da base da estrutura, o qual considera-se coincidente com o

movimento representado pelo acelerograma. Desta forma, a Equação B.1 torna-se:

mü(t)+ cu̇(t)+ ku(t) =−müg(t), (B.2)

A Equação B.2 é idêntica à Equação B.1, considerando o sistema excitado por uma força efetiva

igual ao negativo da massa multiplicada pela aceleração aplicada na base.

B.1.2 Vibração sob força harmônica com amortecimento

Neste tópico apresenta-se a resolução da Equação B.1 sob à ação de uma força harmônica,

carregamento externo que possui grande importância. Segundo Paz e Kim (2019), este fato se

deve a possibilidade de representar qualquer tipo de carregamento por uma série de componentes

harmônicos utilizando uma ferramenta matemática chamada de Série de Fourier.

B.1.2.1 Série e transformada de Fourier

Para um carregamento periódico com período Tp, a série de Fourier correspondente é dada por:

F(t) = a0 +
∞

∑
i=1

an cos ω̄nt +
∞

∑
i=1

bn sin ω̄nt, (B.3)
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onde,

a0 =
1
Tp

∫ Tp

0
F(t)dt (B.4)

an =
2
Tp

∫ Tp

0
F(t)cos ω̄nt dt , para n = 1,2,3, ... (B.5)

bn =
2
Tp

∫ Tp

0
F(t)sin ω̄nt dt , para n = 1,2,3, ... (B.6)

ω̄n =
2nπ

Tp
, para n = 1,2,3, ... (B.7)

Ou seja, toda função periódica pode ser decomposta em diversos componentes harmônicos com

diferentes frequências, espaçadas igualmente por ∆ω = 2π/Tp, e amplitudes. Newland (2005)

aponta que a única restrição existente para as séries de Fourier é que, no caso da existência de

pontos de descontinuidade em F(t), o valor naquele ponto dado pela série equivalente à função

será igual ao valor médio da última na descontinuidade. Outro ponto interessante é que pode-se

ver o coeficiente a0 como a média da função F(t).

Para estender a formulação das séries de Fourier para as funções que não possuem período,

deve-se utilizar a chamada integral de Fourier. Para isto, parte-se da formulação mostrada na

Equação B.3 e, com pouco formalismo matemático, faz-se com que o período Tp tenda ao infinito

e a diferença entre frequências vizinhas torne-se infinitesimal. Desta forma, tem-se:

F(t) = 2
∫ ∞

0
A(ω)cosωt dω +2

∫ ∞

0
B(ω)sinωt dω, (B.8)

onde,

A(ω) =
1

2π

∫ ∞

−∞
F(t)cosωt dt (B.9)

B(ω) =
1

2π

∫ ∞

−∞
F(t)sinωt dt (B.10)
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Importante se destacar que, segundo Newland (2005), a condição necessária para que uma função

F(t) possa ser definida pela integral de Fourier é que esta decaia para zero quando o tempo tende

ao infinito, ou seja:

∫ ∞

−∞
|F(t)|dt < ∞ (B.11)

Também é possível a utilização da Equação B.8 na sua forma complexa recorrendo à fórmula de

Euler. Com isto, chega-se as seguintes equações1:

F (ω) =
1

2π

∫ ∞

−∞
F(t)e−iωt dt (B.12)

F(t) =
∫ ∞

−∞
F (ω)eiωt dω (B.13)

F (ω) é a chamada transformada de Fourier, que, segundo Clough e Penzien (2003), "[...]

transforma F(t) em uma soma infinita de funções harmônicas com amplitudes complexas".

B.1.2.2 Solução para a vibração sob força harmônica com amortecimento

Particulariza-se a Equação B.1, para o caso de uma força externa harmônica, como:

mü(t)+ cu̇(t)+ ku(t) = F0 sin ω̄t, (B.14)

onde ω̄n é a frequência circular do carregamento. A solução para esta equação diferencial de

segunda ordem é dada pela soma de duas soluções distintas:

u(t) = uh +up, (B.15)

onde uh chama-se de solução homogênea, ou seja, considerando a força nula. Já up chama-se

solução particular, sendo esta dada pela resolução do problema considerando a força diferente de

zero e dada na forma:

up(t) = S1 sin ω̄t +S2 cos ω̄t (B.16)

1 A dedução para estas equações encontra-se em (NEWLAND, 2005).
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Desta forma, tem-se que a solução do problema é dada, segundo Clough e Penzien (2003), por:

u(t) = e−ξ ωnt(AcosωDt +BsinωDt)+
uest

√

(1−β 2)2 +(2ξ β )2
sin(ω̄t −φ), (B.17)

onde,

uest =
F0

k
(B.18)

β =
ωn

ω̄
(B.19)

φ = arctan
2ξ β

1−β 2 (B.20)

A = u0 −
uestcosφ

√

(1−β 2)2 +(2ξ β )2
(B.21)

B =
1

ωD

(

u̇0 +Aξ ωn −
uestω

√

(1−β 2)2 +(2ξ β )2
sinφ

)

(B.22)

Torna-se importante algumas definições. uest é a chamada deformação estática. Em relação à

Equação B.17, há duas parcelas. A parcela chamada de transiente é a solução homogênea do

problema e tende a desaparecer ao passar do tempo devido ao fato de estar multiplicada por

um fator de decaimento e−ξ ωnt . A outra, chamada de permanente e igual à solução particular,

continua indefinidamente. Na Figura B.4 apresenta-se a comparação entre as parcelas transiente

e permanente com a resposta total para o caso em que as condições iniciais do sistema são nulas.

Desta forma, utilizando a série de Fourier, pode-se definir também a resposta para um carrega-

mento periódico qualquer como sendo o somatório da solução para cada uma das componentes.

B.1.2.3 Ressonância

Primeiramente, apresenta-se o chamado fator de amplificação dinâmica (AD) que é dado pela

razão entre a parcela componente da solução total e a deformação estática:

AD =
1

√

(1−β 2)2 +(2ξ β )2
(B.23)

José Aragão da Silva Filho (josearagao.eng@gmail.com) Dissertação de Mestrado. PPGEC/UFRGS. 2024.



173

Figura B.4 – Composição da solução completa sob força harmônica (SO-
RIANO, 2014, p. 84)

Na Figura B.5 apresenta-se o gráfico que mostra o fator de amplificação vs β para diferentes

razões de amortecimento.

Figura B.5 – Fator de amplificação dinâmica vs β para diferentes razões
de amortecimento (CLOUGH; PENZIEN, 2003, p. 38)

Como pode-se ver, para uma situação de amortecimento nulo, ao se atingir β = 1, ou seja, quando

a frequência da força excitante se aproxima da frequência natural do sistema, o valor torna-se

infinito. Esta é a chamada ressonância, fenômeno que pode causar enormes danos nas estruturas

reais caso seja negligenciado. Com o aumento do amortecimento, há uma diminuição do fator e

sua localização é ligeiramente inferior a β = 1. Confere-se isto a partir da equação abaixo que

mostra a frequência ressonante e o valor da amplificação dinâmica neste momento. Obtém-se

estes valores a partir da derivação de AD em relação à β e igualando-o, respectivamente, à zero:
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ωres = ωn

√

1−ξ 2 (B.24)

ADmax =
1

2ξ
√

1−ξ 2
≈ 1

2ξ
(B.25)

Como apontado por Lima e Santos (2008), isto só vale para ξ <

√
2

2
, pois ao considerar valores

de razão de amortecimento igual ou superior à este, não ocorre o fenômeno da amplificação

dinâmica. A resposta de um sistema amortecido, com condições iniciais nulas sob ressonância

(considerou-se β = 1) dá-se pela seguinte expressão (a dedução para esta equação encontra-se

em (CLOUGH; PENZIEN, 2003)):

u(t) =
F0

2kξ

[

e−ξ ωnt

(

cosωDt +
ξ

√

1−ξ 2
sinωDt

)

− cosωnt

]

(B.26)

Na Figura B.6 pode-se ver a resposta ressonante de um sistema amortecido sob ação de uma

carga harmônica.

Figura B.6 – Resposta ressonante de um sistema amortecido sob ação
de uma carga harmônica (AKKAR; SUCUOGLU, 2014, p.
87)

B.1.3 Solução da equação de equilíbrio representativa para um carregamento

sísmico

Como visto na subseção B.1.1, a ação sísmica aplicada na estrutura (−müg), em geral, não pode

ser dada através de uma forma analítica e sim por meio de dados da aceleração do solo fornecidos

durante o processo de confecção dos acelerogramas. Desta forma, a utilização de métodos de

integração passo-a-passo são privilegiados. Apresenta-se o método de Newmark.

B.1.3.1 Método de Newmark

O método de Newmark parte das seguintes equações:
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u̇(ti+1) = u̇(ti)+∆t[(1− γ)ü(ti)+ γ ü(ti+1)] (B.27)

u(ti+1) = u(ti)+ u̇(ti)∆t +∆t2
[(

1
2
−β

)

ü(ti)+β ü(ti+1)

]

(B.28)

Como se pode ver, os valores de deslocamento e velocidade no tempo dependem da aceleração

no passo de tempo seguinte. Para contornar isto, primeiramente, torna-se necessário isolar ⃗̈u(ti+1)

na segunda equação:

ü(ti+1) = a0[u(ti+1)−u(ti)]−a1u(ti)−a2ü(ti), (B.29)

onde a0 =
1

β∆t2 ; a1 =
1

β∆t
e a2 =

(
1

2β
−1

)

. Substituindo a Equação B.29 na Equação B.27,

tem-se:

u̇(ti+1) = u̇(ti)+a3ü(ti)+a4{a0[u(ti+1)−u(ti)]−a1u(ti)−a2ü(ti)} (B.30)

As duas novas constantes serão a3 = (1 − γ)∆t e a4 = γ∆t. Substituindo as Equação B.29

e Equação B.30 na equação do movimento no tempo ti+1, tem-se finalmente, após algumas

manipulações, a equação para obtenção do deslocamento:

u(ti+1) =
(−müg(ti+1))+m[a0u(ti)−a1u(ti)−a2ü(ti)]+ c[a5u(ti)−a6u(ti)−a7ü(ti)]

a0m+a5c+ k
,

(B.31)

onde a5 =
γ

β∆t
; a6 =

(
γ

β
−1

)

e a7 =
∆t

2

(
γ

β
−2

)

. Como apontado por Clough e Penzien

(2003), o fator γ controla a quantidade de amortecimento introduzida no modelo artificialmente,

sendo este impedido ao se adotar γ = 1/2. Além disso, ao utilizar β = 1/4 a aceleração no

intervalo é dada por um valor médio e constante. Outro ponto importante é que, ao se adotar estes

respectivos valores, o método é incondicionalmente estável para problemas lineares. Adotando-se

estes valores, pode-se definir a pseudoforça estática (F⃗ ′(ti+1)) e a pseudorrigidez (k′):

F ′(ti+1) = (−müg(ti+1))+m

[

ü(ti)+
4u̇(ti)

∆t
+

4u(ti)

∆t2

]

+ c

[

u̇(ti)+
2u(ti)

∆t

]

(B.32)
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k′ = k+
4m

∆t2 +
2c

∆t
(B.33)

Desta forma, tem-se que as equações para o deslocamento, velocidade e aceleração no tempo

ti+1 são dadas por:

u(ti+1) =
F ′(ti+1)

k′
(B.34)

u̇(ti+1) =−u̇(ti)+
2
∆t

[u(ti+1)−u(ti)] (B.35)

ü(ti+1) =−ü(ti)+
4

∆t2 [u(ti+1)−u(ti)− u̇(ti)∆t] (B.36)

B.2 ESPECTRO DE RESPOSTA

Um espectro de resposta é "um gráfico que mostra a resposta máxima, seja em termos de

deslocamentos, velocidades, acelerações ou qualquer outra grandeza, em função do período

natural ou da frequência natural para um 1GL, considerando uma determinada excitação"(LIMA;

SANTOS, 2008). A importância do uso destes, segundo Soriano (2014), se deve ao fato de que,

em geral, para os propósitos da engenharia estrutural, o histórico da reposta não possui tanta

importância quando comparado aos valores extremos desenvolvidos na estrutura.

Partindo-se da definição, consideram-se n sistemas com um grau de liberdade iguais ao apre-

sentado na Figura B.3, com diferentes períodos naturais e um mesmo ξ , submetidos ao mesmo

acelerograma. Mostra-se um exemplo na Figura B.7.

Figura B.7 – Diferentes sistemas com um grau de liberdade submetidos
à um acelerograma (AKKAR; SUCUOGLU, 2014, p. 94)
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Os espectros de resposta mais utilizados são o de deslocamento relativo, velocidade relativa e

aceleração absoluta, representados, respectivamente, pela seguintes expressões:

Sd(Tn,ξ ) = |u|max (B.37)

Sv(Tn,ξ ) = |u̇|max (B.38)

Sa(Tn,ξ ) = |ü+ üg|max (B.39)

Para o cálculo da velocidade relativa e da aceleração absoluta, pode-se utilizar expressões

aproximadas que os relacionam com o deslocamento relativo espectral, as chamadas pseudo-

velocidade relativa (PSv(Tn,ξ )) e pseudo-aceleração relativa (PSa(Tn,ξ )), sendo estas dadas,

respectivamente, por:

PSv(Tn,ξ ) = ωnSd(Tn,ξ ) (B.40)

PSa(Tn,ξ ) = ω2
n Sd(Tn,ξ ) (B.41)

Importante ressaltar que, segundo Akkar e Sucuoglu (2014), para valores de ξ < 0.20, ambas

as expressões fornecem boas aproximações. Na Figura B.8 são apresentados os gráficos de Sd ,

PSv e PSv para o sismo de El Centro, com o intuito de mostrar o fato de que, como apontado por

Soriano (2014), cada um destes parâmetros é mais sensível à altas, média e baixas frequências,

respectivamente.

Como apontado por Lima e Santos (2008), a construção de um espectro de resposta foi feito para

um único sismo, o que torna-o pouco valoroso no caso do uso em projeto de estruturas. Para a

utilização mais eficaz, criou-se o chamado espectro de projeto, que permite, segundo Soriano

(2014):

a) Suavizar as curvas do espectro original que, inicialmente, possui alterações bruscas,

dificultando a sua utilização;
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Figura B.8 – Espectros de resposta para deslocamento relativo, pseudo-
velocidade relativa e pseudo-aceleração absoluta para o
sismo de El Centro (SORIANO, 2014)

b) Adicionar o chamado fator de ductilidade que permite a utilização do espectro, de

forma aproximada em situações onde o comportamento é não linear, mesmo este

sendo construído a partir de considerações referentes ao comportamento linear;

c) Adicionar critérios estatísticos que permitem a utilização visando sismos futuros,

pois ao considerar apenas um sismo para a sua construção, perde-se informações por

se tratar de um evento aleatório;

d) Especificar características do solo da região onde se encontra a estrutura;

e) Adicionar especificidades relacionadas ao modelo estrutural pretendido, conside-

rando suas vantagens e desvantagens frente à ação sísmica;

f) Considerar a importância da estrutura e a necessidade de protegê-la durante a ocor-
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rência de um sismo.

B.3 SISTEMAS COM N GRAUS DE LIBERDADE

Na maioria dos casos encontrados pelo engenheiro estrutural, a representação do problema

dinâmico não é suficientemente satisfeita quando idealiza-se a estrutura como um sistema com

apenas um grau de liberdade. Nesta seção busca-se o entendimento de situações mais complexas

e representativas de condições encontradas durante o projeto e execução de obras civis usuais.

Procura-se apresentar modelos discretos, definidos como aqueles "[...] baseados em configuração

geométrica especificada por um número finito de parâmetros independentes entre si, equações

diferenciais apenas na variável temporal e ditos de n graus de liberdade"(SORIANO, 2014).

Mostrar-se-ão formulações constituídas a partir da consideração do método dos elementos finitos.

B.3.1 Método dos Elementos finitos

Segundo Braun (2022), método dos elementos finitos busca solucionar, de forma aproximada,

problemas físicos que possuem domínio geométrico complexo, contínuo e com infinitos graus

de liberdade, a partir da divisão deste em subdomínios, cuja quantidade é finita, chamados de

elementos finitos. O domínio agora discretizado chama-se malha. Na Figura B.9, mostra-se um

exemplo de discretização.

Figura B.9 – Exemplo de uma malha de elementos finitos (SORIANO,
2014, p. 174)

Como apontado por Soriano (2014), cada um dos elementos, que interagem entre si e com o meio

externo a partir de nós, deve cumprir as condições locais de equilíbrio. Realiza-se isto a partir da

utilização do princípio dos trabalhos virtuais ou pela minimização do funcional que representa

a energia potencial à nível de elemento. De acordo com Braun (2022), alguns modelos foram

apresentados ao longo do tempo para a formulação dos elementos finitos. Apresenta-se neste

texto o modelo compatível. Este é caracterizado pela imposição de um campo de deslocamentos

contínuo no interior de cada elemento, buscando-se a compatibilização entre eles a partir dos

deslocamentos em cada nó.
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Com o intuito de apresentar as formulações utilizadas na metodologia dos elementos finitos,

utiliza-se o princípio dos trabalhos virtuais apresentado por Salençon (2012). Consideram-se

nesta seção, em primeiro momento, pequenas deformações e deslocamentos, além de elementos

tridimensionais. Parti-se do fato de que o campo de tensões definido sobre um corpo de volume

inicial Ω0 (Ω será o volume em um tempo t qualquer) deve satisfazer a equação de equilíbrio

estático em todos os seus pontos, onde dá-se esta, na forma compacta, como:

div σ +ρ ( f − γ) = 0, (B.42)

onde σ é o tensor de tensão de Cauchy, de segunda ordem e simétrico (O divergente possui ordem

igual a do tensor sobre o qual está aplicado menos 1), ρ é a densidade volumétrica do material e f

e γ são os vetores (vetores são tensores de primeira ordem) que possuem, em suas componentes,

as forças de corpo, por unidade de massa, e as acelerações desenvolvidas, respectivamente, em

cada uma das direções x,y e z (aqui representados por x1, x2 e x3, respectivamente). Desta forma,

tem-se o princípio dos trabalhos virtuais apresentado pela equação abaixo:

∫

Ω0

ρ γ · δξ dΩ0

︸ ︷︷ ︸

Trabalho virtual das forças de inércia

+
∫

Ω0

σ : δε dΩ0

︸ ︷︷ ︸

Trabalho virtual de deformação

=
∫

Ω0

ρ f · δξ dΩ0 +
∫

∂Ω0

δξ · T dS

︸ ︷︷ ︸

Trabalho virtual das forças externas

,

(B.43)

onde Ω igual à Ω0 devido à consideração de pequenos deslocamentos. Além disso: T = σ · n, é o

vetor tensão de Cauchy associado às cargas de superfície; δε é o tensor de pequenas deformações

virtual; δξ é o tensor de deslocamentos virtuais.

Para um corpo sob ação de forças externas de volume e de superfície, caso esteja em equilíbrio e

se o mesmo for submetido à um campo de deslocamentos que sejam contínuos e cinematicamente

admissíveis, a Equação B.43 será respeitada, independentemente das propriedades do material.

Para a formulação dos elementos finitos, primeiramente, representa-se matricialmente a relação

entre as deformações e deslocamentos globais de um elemento como:
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





ε11

ε22

ε33

2ε12

2ε13

2ε23







=






















∂

∂x1
0 0

0
∂

∂x2
0

0 0
∂

∂x3
∂

∂x2

∂

∂x1
0

∂

∂x3
0

∂

∂x1

0
∂

∂x3

∂

∂x2




























ξ1

ξ2

ξ3







⇒ ε⃗ = L̃ ξ⃗ , (B.44)

onde ξi, com i variando de 1 a 3, são os deslocamentos nas direções x1, x2 e x3, respectiva-

mente. Arbitra-se um campo de deslocamentos para um elemento a partir da interpolação dos

deslocamentos nodais do mesmo, ou seja,







ξ1

ξ2

ξ3







︸ ︷︷ ︸

3x1

=






Ñ∗ 0̃ 0̃

0̃ Ñ∗ 0̃

0̃ 0̃ Ñ∗






︸ ︷︷ ︸

3x3n







u1
...

un

v1
...

vn

w1
...

wn







︸ ︷︷ ︸

3nx1

⇒ ξ⃗ = Ñ ξ⃗e, (B.45)

onde ξ⃗e é o vetor com os deslocamentos de todos os nós do elemento e ui, vi e wi são, para o nó

i, respectivamente, os deslocamento na direção x1, x2 e x3; Ñ∗ = [N1 . . . Nn], que é a matriz com

as funções de interpolação, e 0̃ = [0 . . . 0] são ambos vetores com n componentes, sendo n o

número de nós. Reescrevendo, tem-se que ξ1 =
n

∑
i=1

Niui, ξ2 =
n

∑
i=1

Nivi e ξ3 =
n

∑
i=1

Niwi, onde Ni é

a função de interpolação para o nó i.

Substituindo a Equação B.45 na Equação B.44, obtém-se ε⃗ = L̃ Ñ ξ⃗e = B̃ ξ⃗e. Representa-se B̃

matricialmente por:
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B̃ =






















∂ Ñ∗

∂x1
0̃ 0̃

0̃
∂ Ñ∗

∂x2
0̃

0̃ 0̃
∂ Ñ∗

∂x3
∂ Ñ∗

∂x2

∂ Ñ∗

∂x1
0̃

∂ Ñ∗

∂x3
0̃

∂ Ñ∗

∂x1

0̃
∂ Ñ∗

∂x3

∂ Ñ∗

∂x2






















︸ ︷︷ ︸

6x3n

(B.46)

Reescreve-se a Equação B.43, para cada elemento, como:

∫

Ω0

δ ξ⃗ T ρ γ⃗ dΩ0 +
∫

Ω0

δ ε⃗T σ⃗ dΩ0 =
∫

Ω0

δ ξ⃗ T b⃗ dΩ0 +
∫

∂Ω0

δ ξ⃗ T T⃗ dS, (B.47)

onde b⃗ = ρ f⃗ . Substituindo-se as relações definidas anteriormente e atentando-se ao fato de que

pode-se admitir os campos de velocidade e aceleração a partir do campo de deslocamentos

adotado como ⃗̇ξ = Ñ
⃗̇
ξe e γ⃗ =

⃗̈
ξ = Ñ

⃗̈
ξe, respectivamente, obtém-se:

∫

Ω0

ÑT ρ Ñ ⃗̈ue dΩ0 δ u⃗T
e +

∫

Ω0

B̃T σ⃗ dΩ0 δ u⃗T
e =

∫

Ω0

ÑT b⃗ dΩ0 δ u⃗T
e +

∫

∂Ω0

ÑT T⃗ dS δ u⃗T
e ,

(B.48)

onde u⃗e = ξ⃗e. Como δ u⃗T
e é arbitrário, chega-se à:

∫

Ω0

ÑT ρ Ñ dΩ0 ⃗̈ue +
∫

Ω0

B̃T σ⃗ dΩ0 =
∫

Ω0

ÑT b⃗ dΩ0 +
∫

∂Ω0

ÑT T⃗ dS (B.49)

B.3.1.1 Relação constitutiva para um material elástico linear isotrópico

Como apontado no ABAQUS (2010), a maior parte dos materiais com utilização prática na

engenharia civil tem, inicialmente, um comportamento elástico. Isto significa que a deformação

aplicada sobre o corpo é totalmente recuperável, provocando a recuperação completa da forma

inicial do mesmo após a remoção do carregamento imposto.

A definição da relação constitutiva, ou seja, de que maneira tensão-deformação se relacionam em

um determinado material, é importante para a construção da matriz de rigidez do problema em
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estudo. Para um material elástico linear isotrópico, pode-se representar sua relação constitutiva

por

σ⃗ = D̃0 ε⃗ (B.50)

Matricialmente, representa-se como:







σ11

σ22

σ33

σ12

σ13

σ23







=
E

(1−2ν)(1+ν)














(1−ν) ν ν 0 0 0

ν (1−ν) ν 0 0 0

ν ν (1−ν) 0 0 0

0 0 0 (1−2ν) 0 0

0 0 0 0 (1−2ν) 0

0 0 0 0 0 (1−2ν)




















ε11

ε22

ε33

2ε12

2ε13

2ε23







,

(B.51)

onde E é o chamado módulo de Young e ν o coeficiente de Poisson. Substituindo-se a relação

dada na Equação B.50 na Equação B.49, considerando uma situação estática, e recordando-se

que ε⃗ = B̃ ξ⃗e, obtém-se:

∫

Ω0

ÑT ρ Ñ dΩ0
⃗̈
ξe +

∫

Ω0

B̃T D̃0 B̃dΩ0 ξ⃗e =
∫

Ω0

ÑT b⃗dΩ0 +
∫

∂Ω0

ÑT T⃗ dS (B.52)

Pode-se escrever a relação acima como:

M̃e
⃗̈Ue + K̃el U⃗e = P⃗e, (B.53)

onde M̃e é a matriz de massa do elemento finito, ξ⃗e =
⃗̈Ue é o vetor de acelerações nodais, K̃el é a

chamada matriz de rigidez do elemento finito, ξ⃗e = U⃗e é o vetor de deslocamentos nodais e P⃗e é

o vetor de cargas externas aplicadas nos nós do elemento de forma equivalente ao carregamento

originalmente aplicado.

Aqui torna-se importante o apontamento de características presentes no software que influenciam

a utilização deste modelo constitutivo durante a elaboração deste trabalho. De acordo com o

ABAQUS (2010), para situações em que a deformação é finita, σ⃗ é a chamada tensão total

(“verdadeira”) e ε⃗ é a deformação elástica total (deformação logarítmica), dada por:
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ε = ln

(
L

L0

)

, (B.54)

onde L e L0 são o comprimento atual e o inicial do elemento, respectivamente. O software traz

como alerta o impedimento do uso de um modelo elástico quando as deformações elásticas

puderem se tornar grandes (maiores de 5%), dando assim preferência a utilização de um modelo

hiperelástico.

B.3.2 Vibração em um sistema com n graus de liberdade

Em primeiro momento, assume-se que o material em estudo é elástico linear isotrópico. Como

pode-se ver pela Equação B.53, a expressão que representa o equilíbrio de um elemento finito

é similar à equação para um sistema com apenas um grau de liberdade. A diferença deve-se

ao fato da expressão possuir matrizes e vetores. Tem-se então que, ao adicionar as forças de

amortecimento, a expressão torna-se:

M̃ ⃗̈Ue +C̃ ⃗̇Ue + K̃ U⃗e = P⃗e (B.55)

Como apontado por Lima e Santos (2008), pode-se dar um significado físico a cada um dos

coeficientes de cada uma destas matrizes:

a) mi j, termo genérico da matriz M̃, é a força que surge na direção do grau de liberdade

i quando aplica-se uma aceleração unitária na direção do grau de liberdade j;

b) ki j, termo genérico da matriz K̃, é a força que surge na direção do grau de liberdade i

quando aplica-se um deslocamento unitário na direção do grau de liberdade j;

c) ci j, termo genérico da matriz C̃, é a força que surge na direção do grau de liberdade i

quando aplica-se uma velocidade unitária na direção do grau de liberdade j.

B.3.2.1 Vibração livre não amortecida

Ao anular a matriz de amortecimento, e o vetor de forças externas, tem-se o caso de vibração

livre não amortecida para um sistema com n graus de liberdade. Desta forma:

M̃ ⃗̈Ue + K̃ U⃗e = 0⃗ (B.56)
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Para a resolução deste problema, Clough e Penzien (2003) indica a adoção de uma solução dada

por:

U⃗e =
ˆ⃗

Ue cos(ωt +θ) (B.57)

É importante apontar que ˆ⃗
Ue é responsável pela forma do deslocamento, sendo esta independente

do tempo. Substituindo-se a Equação B.57 na Equação B.56, tem-se:

−ω2 M̃
ˆ⃗

Ue cos(ωt +θ) + K̃
ˆ⃗

Ue cos(ωt +θ) = 0⃗ (B.58)

Como cos(ωt +θ) é arbitrário, tem-se:

[K̃ −ω2 M̃] ˆ⃗
Ue = 0⃗ (B.59)

O sistema de equações homogêneo formado possuirá solução não trivial quando o determinante

da matriz de coeficientes é nulo. Desta forma:

det [K̃ −ω2 M̃] = 0⃗ (B.60)

A expansão deste determinante formará um polinômio de ordem N. A raiz quadrada de cada

uma das raízes deste será uma das N frequências circulares do sistema, chamadas de ωn, com

n variando de 1 a N, e "pode-se mostrar que para as matrizes reais, simétricas, de massa

definida positiva e de rigidez pertencentes a sistemas estruturais estáveis, todas as raízes da

equação de frequência serão reais e positivas"(CLOUGH; PENZIEN, 2003). Coloca-se os valores

encontrados de maneira crescente, onde a de menor valor é chamada de frequência fundamental

e as outras de frequências superiores.

Substitui-se então cada valor de ωn encontrado na Equação B.59. Desta forma, encontra-se um

vetor φ⃗n, chamado de modo de vibração. Pode-se representar as frequências e modos encontrados

como matrizes, chamadas, respectivamente, por matriz espectral e matriz modal, dadas por:

λ̃ =










ω2
1 . . . . . . 0
... ω2

2
... 0

...
...

. . .
...

0 . . . . . . ω2
N










(B.61)
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Φ̃ =










φ∗
11 . . . . . . φ∗

1N
...

...
...

...
...

...
...

...

φ∗
N1 . . . . . . φ∗

NN










, (B.62)

onde φ⃗∗
j é dado no caso em que se normaliza os modos de vibração em relação à matriz de massa,

a partir da expressão:

φ⃗∗
j =

φ⃗ j
√

φ⃗ T
j M̃ φ⃗i

(B.63)

Destaca-se uma importante propriedade chamada ortogonalidade dos modos de vibração devido

à simetria das matrizes de massa e rigidez2. É possível demonstrar que, no caso em que i ̸= j, as

expressões abaixo são válidas:

φ⃗∗T
j M̃ φ⃗∗

i = 0 (B.64)

φ⃗∗T
j K̃ φ⃗∗

i = 0 (B.65)

Para o caso em que i = j, as próximas expressões são válidas:

φ⃗∗T
j M̃ φ⃗∗

j = 1 (B.66)

φ⃗∗T
j K̃ φ⃗∗

j = ω2
n , (B.67)

onde n = j. Ressalta-se, segundo Lima e Santos (2008), que no caso em que a operação φ⃗∗T
j C̃ φ⃗∗

j

resultar em uma matriz diagonal, tem-se o caso do amortecimento viscoso clássico. Para esta

situação, os modos de vibração encontrados no caso não amortecido podem ser utilizados para o

caso com amortecimento.

2 A demonstração dessa propriedade pode ser encontrada em (CLOUGH; PENZIEN, 2003).
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B.3.2.2 Matriz de amortecimento

Pode-se utilizar diferentes metodologias para a construção da matriz C̃. Apresenta-se neste

estudo a matriz de amortecimento proporcional as matrizes de massa e rigidez, chamado de

amortecimento de Caughey, pois, como apontado por Clough e Penzien (2003), o fato destas

serem ortogonais aos modos não amortecidos, fará com que aquela também seja. Como mostrado

por Lima e Santos (2008), define-se esta metodologia a partir da seguinte expressão:

C̃ =
j−1

∑
k=0

ak (M̃
−1K̃)k, (B.68)

onde j é o número de modos que se deseja especificar o fator de amortecimento e ak são constantes

a definir para aplicação do método. O fator de amortecimento para o modo j é dado então por:

ξ j =
j−1

∑
k=0

ak ω2k−1
j (B.69)
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ANEXO A – PRANCHAS COM AS ARMADURAS PRESENTES NA

PONTE 1
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ANEXO B – PRANCHAS COM AS ARMADURAS PRESENTES NA

PONTE 2
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ANEXO C – PRANCHAS COM AS ARMADURAS PRESENTES NA

PONTE 3
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