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RESUMO

Nesta tese, trataremos de dois problemas. Primeiramente, usando uma
técnica baseada em métodos de energia, fornecemos um estudo rigoroso sobre re-
sultados de existéncia global e estimativas supnorm para solugao fraca de equagoes
de difusdo-advecgao u; + div(b(z, t)p(u)) = pu(t)div(|Vul[P~>Vu) com dados iniciais
ug € LY(R™) N L>®(R™); em relagdo ao termo de velocidade advectiva arbitraria,
apenas assumimos que b(z,t) e divb(z,t) sdo limitados. Em segundo, estendendo
algumas ideias introduzidas por Alvarez et al obtemos uma formulacao abstrata
para provarmos continuidade de comutadores entre fungoes de BMO e uma classe
abstrata de operadores lineares continuos agindo em certos espagos de Lebesgue
com pesos; em particular, esses resultados incluem varios resultados sobre estima-
tivas para comutadores envolvendo operadores integrais fracionérios e operadores

pseudo-diferenciais.
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ABSTRACT

In this dissertation, we will work on two problems. Firstly, using a
technique based on energy methods we provide a rigorous study concerning glo-
bal existence results and supnorm estimates for weak solution of advection-diffusion
equations u;+div(b(z, t)p(u)) = p(t)div(|Vu[P~2Vu) with initial data uy € L'(R")N
L>(R™); in respect of the arbitrary advective speed term, we only assume that b(z, t)
and divb(z,t) are bounded. Secondly, extending previous ideas from the work of
Alvarez et al we obtained an abstract framework to prove boundedness for commu-
tators between BM O functions and a class of linear operators acting continuously
on weighted Lebesgue spaces; in particular, such result includes as corollaries se-
veral results concerning commutator estimates for fractional integral operators and

pseudo-differential operators.
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1 INTRODUCAO

Nesse trabalho, iremos trabalhar com duas classes de problemas distin-
tos. Na primeira parte da tese, trataremos de um problema sobre o comportamento
assintotico de solugoes de equagoes de adveccao-difusao; na segunda parte, iremos
estudar o comportamento de certos comutadores. Como os problemas tem natureza

muito distinta, vamos quebrar a introdugao em duas partes para facilitar a leitura.

1.1 Comportamento assintético da solugao da equacao

evolutiva dada pelo operador p-laplaciano

Nessa parte do trabalho, obtemos condicoes para existéncia global de
solugdes limitadas (fracas) do problema de valor inicial para equagoes p-laplacianas

de evolugao do tipo
uy + div(b(z, t)p(u)) = p(t)div(|Vul[P~2Vu) (1.1)

Aqui p > 2 é uma constante p € C°([0,00)) é positiva, p € C'(R) satisfazendo
lo(u)] < |u|*! para alguma constante k > 0 e b(z,t) € C°(R™ x [0,00)) com

div(b(z,t)) € CO°(R™ x [0, 00)) satisfazendo as seguintes condi¢oes

b(-,t) € L. (]0,00), L(R™)) (1.2)

divh(-,1) € L ([0, 00), L (R™)) (1.3)

Por uma soluc¢ao (limitada) de (1.1) em algum intervalo de tempo [0,7}), quere-
mos dizer qualquer fungio u(-,t) € C°([0,T.), LL (R™) N LY ((0,T.), WEP(R™))

satisfazendo a equagdo do problema (1.1) em D'(R™ x (0,7})) com u(-,0) = wugy e
u(-,t) € Le (0, Ty), LY(R™) N L*°(R™)), ou seja, para cada 0 < T' < T, dado, temos
[u( )o@y < Mi(T) YO<t<T (1.4)

[u(, )| Lo (rny < Moo(T) V0 <t <T, (1.5)

1



para alguns limites M;(T), Mo (T) dependendo de T. Especificamente, para uma

fungao u € L},.(R™ x (0,T,)) podemos associar uma distribuigao 7T, definida por

T.(¢) = /n (OT)u(x,t)gb(x,t)dxdt

para toda ¢ € D(R" x (0,7})). Para a equa¢do do nosso problema p-Laplaciano,
dizemos que u é uma solucao no sentido das distribuigoes se, para qualquer fungao

de teste ¢ € D(R™ x (0,7%)), temos

/T* / W*/T* / div(b(z,1) (u))aﬁ:/f /nu(t)div(|Vu|p‘2Vu)¢,

Em resumo D'(R"x (0, T%)) é o espago das distribui¢oes sobre R" x (0, 7% ) permitindo

tratar solugoes fracas das equagoes diferenciais parciais.

Para a existéncia local (no tempo) de tais solugdes, ver, por exemplo

35, 37, 38, 52, 53].

Vamos apresentar o resultado que inspirou esse trabalho: no artigo [10]

descobriu-se que para certos valores de k, a solucao do problema
w4+ (b(x, )uF ™), = p(t)uge, Yo €R, >0, u(-,0) =uy € L'(R)NL®(R), (1.6)

para um campo de advecgao arbitrario continuamente diferenciavel b satisfazendo

b(-,t) € Ly.([0,00), L2(R)), Vx €R, t>0; (1.7)
'w < B(t), VxeR, t>0, (1.8)

existe globalmente. Como pode-se observar, tal problema, o termo advectivo dado
em (1.6) tem a mesma natureza do termo advectivo do problema que estamos inte-

ressados em estudar.

Para o leitor ter uma intuicao do que esté acontecendo, reescrevemos a
equagao do problema (1.6) como segue:

ob(x,t)

52 uF T 4 () gy (1.9)

uy + (k+ D)b(z, t)uPu, = —



Note que a dependéncia explicita da variavel espacial no terno b(x,t)
torna o comportamento assintotico da solugao dificil de prever. Como b depende de

Ab(,t)

.~ b(x,t
r, na regiao onde ——= < 0, o terno %uk“

estimula a solugao u a crescer em
magnitude. Observando que solug¢oes de (1.6) conservam a massa, se u(-,t) cresce
acentuadamente em algum lugar, entdo o perfil de u(+, t) tera que ser longo e afinado,
tornando-se mais suscetivel aos efeitos dissipativos do termo difusivo presente na

equagao. Entao, a conclusdo da competigao entre os termos do lado direito em (1.9)

é dificil de prever.

No nosso caso, o operador difusivo é dado pelo p-Laplaciano, e espera-se
que a forca deste operador, para certos valores de k, também seja capaz de controlar

a solugao de (1.1) e assim garantir sua existéncia global.

Para garantir a existéncia global é necessario que a solugao seja limitada
para todo tempo t > 0. Sabendo que as solu¢oes podem ser estendidas a intervalos
de existéncia mais amplos enquanto permanecerem limitadas, é importante exami-
nar o comportamento das normas altas no intervalo de existéncia da solugoes, em
particular da norma L>(R"), como seré feito. A técnica usada no trabalho é base-
ada em métodos de energia e foi desenvolvida pelo matematico Paulo Zingano da

Universidade do Rio Grande do Sul.

Muitos trabalhos nessa dire¢ao foram desenvolvidos. Vamos citar alguns

resultados conhecidos:

e [2, 23, 24, 44| Quando k = 0 e b nao depende explicitamente de z,
ou quando b depende de z com 9b(z,t)/0x > 0 para todo z € R e
t > 0 em (1.6), ja foi comprovado que, para cada 1 < py < p <
00, ||u(-,t)||Lr(r) decresce monotonicamente em ¢, e ||u(:,t)| o) <

C(po) ||U(, t) ||LPO(]R)t71/2p0‘

e |4, 22] Para k = 0 e b = b(z,t) (ndo assumindo 0b(x,t)/0x > 0), a

existéncia global foi provada.



e [54] A existéncia global de solugbes para o problema (1.6), exigindo
apenas b(z,t) limitado, foi provado para o caso 0 < k < 1/n, onde n é

a dimensao da variavel espacial.

e [28] A existéncia global de solugoes para o problema (1.6) foi provado

para o caso 0 < k < 2/n, desde que b e divb sejam limitados.

e Em [10], descobriu-se a existéncia global para solugoes de equagdes do

tipo (1.1) quando k € [0,p — 2 + 1),

Este tltimo resultado ¢é a principal motivagao para essa parte da tese.
Temos como objetivo estender o intervalo [0, p—2+ p%l), isto €, investigar para quais

valores de k é possivel garantir a existéncia global de solugoes para o problema (1.1).

Todas as solugbes construidas até agora tém |u(-,t)| ;1 @n) monotoni-

camente decrescente no tempo, isto é,
||u(at)||L1(R”) S ||u0||L1(R") Vo<t T* (]_]_0)

A propriedade acima é fundamental para atingir o nosso objetivo, pois o controle
da norma L, usando o argumento apresentado nesta tese, depende do controle de
alguma norma L7, para algum ¢ > 1, ver teorema principal. No artigo [10] podemos
encontrar a demonstragao da propriedade acima (1.10), desde que k > 1 — 2/p ou
p > n. Como ja mencionado, neste mesmo artigo, os autores provaram a existéncia
global das solugoes da equagao (1.1) para

—1
O<k<p—24L2—2 (1.11)
n

deixando em aberto o que aconteceria no caso critico k, =p — 2+ ’%1. Poderiamos
garantir a existéncia global para k > p—2+ p%l? Ou ainda, quais condi¢oes deveria-
mos assumir a fim de estender o intervalo de existéncia global [0, p—2+ p%l)? Nosso
trabalho responde a segunda questao. Acrescentando a hipotese (1.3) , conseguimos

garantir a existéncia global da solugao u(-,t) para todo k, satisfazendo
p
0<k<p—2+4-—. (1.12)
n

4



Tal resultado, exibe um comportamento anti-Fujita com respeito a solugao do pro-

blema (1.1).

Para finalizar a descri¢ao deste primeiro problema do trabalho, enunci-

amos o resultado principal desta parte:

Teorema 1.1.1. Sejaqg > 1,0 <ty <t < T,, W < q e u(-t) solugdo de
(1.1). Entao

[[u, )|z @r) < Uso(to; 1)

n _ n _ qp
< (4g) T T max { e, o) s BET 2P U } ,

onde

Uy (to; t) = sup {[[u(, 7) | Lon) : to <7 <t}

e B(t) := sup |divb(x,t)].

reR™

Esse resultado seré enunciado como Teorema 2.3.1. Considerando a
propriedade (1.10), e substituindo o valor § = 1 no teorema acima, garantimos a

existéncia global.

1.2 Continuidade de comutadores em espacgos de lebesgue

com pesos

No que segue, vamos supor que f € S(R") (a classe de Schwartz) e,
por conta disso, os operadores integrais que iremos apresentar podem todos ser
rigorosamente definidos com o auxilio da teoria de distribui¢oes temperadas; para

mais detalhes, recomendamos o texto de Duoandikoetxea [21].
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Apesar de nosso trabalho tratar de estimativas em espacos com peso
para comutadores, é impossivel motivarmos esse problema sem falarmos de dois dos
pontos de virada no desenvolvimento da Analise Harmoénica no século passado: a
teoria dos operadores de Calderén-Zygmund e o papel que o espago das fungoes de
oscilacao média limitada desempenha no estudo de tais operadores. Se definirmos

para cada 1 < j <n a j-ésima transformada de Riesz de f: R" — C como

T —Yj
R;f(z :p.v./ — = f(y)dy, 1.13
i f () o=y () (1.13)
juntamente com a transformada de Hilbert de f: R — C através da férmula
Hf(x) = p.v. Mdy, (1.14)
RLT Y

teremos a nossa disposi¢ao os exemplos mais importantes da teoria de operadores
integrais singulares desenvolvida por Alberto Calderén e Antoni Zygmund nos anos
50 e que hoje em dia é conhecida como a teoria dos operadores de Calderon-Zygmund:
uma classe ampla de operadores integrais singulares
Tf(z)=p.v. | Klz—y)f(y)dy (1.15)
R
que agem continuamente sobre LP(R™) para todo 1 < p < oo e que também satisfa-

zem

o s TS @) > M < Sl (1.16)

A base central para o estudo desses operadores (e de generalizagbes dos mesmos
para o caso em que o nicleo dos operadores nao é dado por uma convolugao) reside
no teorema de Calderén-Zygmund: se 7' : L"(R) — LP°(R) para algum 1 <
po < 00, entao T : LP(R) — LP(R) para todo 1 < p < 0o e T satisfaz (1.16).

Entre todos os casos, é preferivel trabalharmos com algum valor de p
para o qual tenhamos o maior niimero possivel de ferramentas disponiveis: nao é de
surpreender que vamos escolher o espago L?(R). De uma forma bastante informal e
sem nos apegarmos no desenvolvimento histérico natural, podemos garantir que para

uma classe ampla de operadores, o resultado principal consiste em provar que 7'(1) €

6



BMO, onde precisamos dar sentido para 7T'(1) como um certo limite envolvendo
fungoes de corte e onde definimos BM O, o espago das fungoes de oscilagao média

limitada, como sendo
BMO(R") = {f : R" - C - ][|f — foldz < CIQ|, YQ C R"} (1.17)
Q

onde
1
fo=f syds =i [ sio)

O resultado que temos em mente é o seguinte teorema obtido por Guy

David e Jean-Lin Journé em 1984:

Teorema 1.2.1 (Teorema 7'(1) de David e Journé). Suponha que T é um operador

linear continuo de S(R™) em S'(R™) associado com um nicleo K que satisfaz

o (Decaimento) |K (z,y)| < Alx —y|™";

e (Regularidade em x) |K(z,y) — K(2',y)| < Alx —y|7" |z — 2|7 se

v — '] < |z —yl/2;

o (Regularidade em y) |K(z,y) — K(z,y)| < Ale —y| "y — y'[7 se

ly — | < |z —y|/2

e que para f € S(R™) com suporte compacto, fora do suporte de f a distribui¢iao T f

coincide com a func¢ao

Tf(x)= [ K(z,y)f(y)dy.

R
Entao T pode ser estendido para um operador um operador linear limitado sobre

L*(R™) se, e somente se,

T(1),T%(1) € BMO(R) (1.18)



O papel central do espaco BMO em diversos problemas em Anélise
Harmonica comegou a ser revelado quase duas décadas antes do resultado acima;
de fato, vale a pena uma nos aprofundarmos um pouco nessa explicacao e como o
teorema acima se conecta com o tema dessa tese. Se definimos o espago de Hardy

H'(R™) como sendo o conjunto
HY(R™) ={f e L'(R") : R;f € L'(R") para todo 1 < j <n}, (1.19)

equipado com anorma || f||z+ = || fl[z1+>_7_; [|R; f|, foi apenas em 1971 que Charles

Fefferman demonstrou o seguinte resultado:

Teorema 1.2.2 (Fefferman). O espago dual de H'(R™) é o espago BMO(R")

Esse trabalho classico nao apenas motivou o desenvolvimento de diver-
sos resultados em Analise Harmonica: ele trouxe a tona o fato de que existe um
importante papel sendo desempenhado pelo espaco BMO. Um pouco depois desse
resultado de Fefferman, em um trabalho classico na teoria de operadores integrais
singulares de 1977, Calderon [6] propds um programa para analisar a continuidade
do operador integral singular de Cauchy sobre a curva v(x) = x + iA(x), a saber, o

operador integral definido por

o F)[1 +ida(y)]
Cf(z) = p.v. /Rm —y+iA(x) — A(y)]

onde A" = a € *°. O problema central é determinar quando esse operador integral

dy (1.20)

singular leva continuamente LP(R) em si mesmo, e um célculo mais ou menos direto
proposto por Calderén nos permite reduzir o problema de entender a continuidade
do operador acima (quando esse age sobre LP(R)), ao problema de entender a conti-
nuidade de uma classe de integrais singulares definidos sobre a reta conhecidos como

comutadores de Calderon (bem como suas respectivas variantes maximais):

Cuf(z) = p.v. / (A(z) — A(y))*

R (37 - ?J)kJrl

O ponto central é que todos esses operadores sao exemplos de operadores de

fly)dy. (1.21)

Calderén-Zygmund. Assim, sabemos que basta mostrarmos que 7' : LP°(R) —

8



LP(R) para algum 1 < py < oo para obtermos T : LP(R) — LP(R) para todo
1 < p < oo (teorema de Célderon-Zygmund). Nessa época, porém, Calderén nao
tinha a sua disposigao o teorema T'(1) e, portanto, ele precisava proceder de outra

forma; ele simplesmente observou que para cada k > 0, o operador C}, satisfazia
|Ckll22 < CM* (1.22)

onde M é a constante Lipschitz da fungao A. Célderon [6] utilizou esse resultado
para mostrar que se M é suficientemente pequeno (comparado com a constante L),
o controle sobre os operadores acima associado com a decomposicao

1 _ 1 N —i)* M ’
AR AW r g2 = B

nos permite concluir que a integral de Cauchy sobre curvas Lipschitz é limitada. !

Devido a importancia do resultado descrito acima, rapidamente iniciou-
se um estudo da continuidade dessas classes de comutadores em diversos espagos de
funcoes, ja que eles servem como exemplos centrais de operadores de Calderén-
Zygmund. Curiosamente, o estudo de comutadores ja havia sido iniciado um ano
antes no trabalho de Coifman, Rochberg e Weiss [15] sobre fatoragao em espagos de

Hardy: tais autores estudarem operadores da forma
[b, Rj] = MbORj —RjOMb, (124)

onde M, f(x) = b(z)f(x) é o operador de multiplicagdo por b(x) e onde R, sdo as
transformadas de Riesz introduzidas anteriormente. O resultado central obtido por

esses autores foi o seguinte:

Teorema 1.2.3 (Coifman-Rochberg-Weiss). Se b € BMO(R™), entao eziste uma

constante C,, > 0 tal que para todo 1 < 7 < n wale a estimativa

16, Bj]ll L2rny 22y < Cullbl[Baro - (1.25)

1O caso geral segue utilizando um argumento intrincado introduzido por David [17]. Existem
muitos trabalhos relacionados, mas os artigos de Coifman, Jones e Semmes [14] e o artigo de
Calderon et al [7] s@o Otimas fontes para referéncias gerais, extensdes e aplicagbes das ideias

discutidas acima.



Reciprocamente, se para cada 1 < j < n wvale a estimativa
||[b, Rj]||L2(Rn)_>L2(Rn) < 00, (126)
entio b € BMO(R™) e temos que

bl Bao < max 110, Bl L2 @ny—r2®ny - (1.27)

O Teorema 1.2.3 ¢é nosso principal motivador e a partir dele somos
levados rapidamente a uma questao central: quanto podemos generalizar o resultado
acima, no sentido de ampliar a classe de operadores integrais singulares considera-
dos? Como essa pergunta é muito complexa, vamos tentar dar algum tipo de resposta

parcial para a mesma no que segue.

Uma das demonstracoes do Teorema 1.2.3 apresentadas originalmente
por Coifman, Rocheberg e Weiss, nos mostra que se 7' denota um CZO, que [b, T :
L*(R") — L*(R") se, e somente se, b € BMO. A ideia central para provar esse
resultado é ao mesmo tempo simples e impressionante, ja que relaciona o estudo
da continuidade de comutadores com a teoria de pesos para operadores integrais

singulares: se definimos para z € D o operador
T.(f) =e?T(*f) (f € S®RY), (1.28)

entao podemos verificar que ele depende de forma holomorfa na variavel z, e que

vale a relagao

| =mTif (FeS®Y). (1.29)

E z=0
Assim, sabendo que T, : L?*(R", e**®@dx) — L*(R",e*®)dz) para z com norma
suficientemente pequena, podemos obter a continuidade em L*(R™) do comutador.
Algumas extensoes desse resultado para operadores mais gerais e envolvendo outros

espagos de fungoes foram obtidas por Murray [41], Hofmann [31] ¢ Chen and Yong

[11], para citar alguns exemplos.

O resultado de Coifman, Rochberg e Weiss também foi estendido para a

continuidade de comutadores de operadores integrais singulares agindo sobre espagos
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de Lebesgue com pesos no trabalho de Alvarez et al em [1]: essencialmente, os autores
mostram nesse trabalho que se w € A, é um peso na classe de Muckenhoupt-
Whedden e se 7' é um operador linear que satisfaz 7 : LP(w) — LP(w), entdo

[b,T]: LP(w) — LP(w). Aqui f € LP(w) se

s = ([ 17@Putoe) Ve,

e w € A,, se existe uma constante C' > 0 tal que

l, = s (f wie) o) (f oy d) <c

sobre todos os cubos () C R"™. Uma versao desse resultado com depedéncia 6tima na

caracteristica do peso foi obtida posteriormente por Chung, Pereyra e Pérez [13].

O principal resultado da segunda parte dessa tese é que podemos esten-
der um pouco mais esses dois tltimos resultados, obtendo uma versao que se aplica,
em particular, para operadores integrais fracionérios e outros exemplos de opera-
dores integrais singulares que nao sao C'Z0. De forma precisa, obtemos o seguinte

resultado:

Teorema 1.2.4. Sejam 1 <p < q < oo, T : LP(wP) — Li(w?) um operador linear
limitado, para qualquer w € A,,. Suponha ainda que existe uma fungao crescente

Y :[1,00) = [0,00) tal que:

[T (o ey Loqway < P([w]a,,) V€ LP(wP). (1.30)
Entao existem constantes a,, e b, independentes de [w] Ay, tal que

116, T o ) La(way < ant)(bnfw"]a,,)[|6l[ Baro, (1.31)

onde b € BMO. Temos que w € Ay, se existe uma constante C' > 0 tal que

1

= s (f w@)m)é (futarraz)” <

sobre todos os cubos () C R™.

bS]
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Esse resultado sera enunciado como Teorema 3.2.1. Iremos apresentar
ainda uma versao mais fina do resultado acima no caso especial em que ¢ = p/, e
aplicagoes desses teoremas em uma variedade de situagoes, recuperando de forma
unificada alguns resultados classicos sobre comutadores e também alguns resultados
que, acreditamos, serem inéditos. Isso nos d4 uma resposta, ao menos parcial, para a
pergunta acima; note que nao temos a reciproca que aparece no teorema de Coifman-
Rocheberg-Weiss. Além disso, ao que tudo indica, o espagco BMO nao desempenha
o mesmo papel quando trabalhamos com operadores mais hiper-singulares (uma
classe de operadores que nao seré tratada nessa tese), mas um espago que combina o
espago BMO com o espago de Sobolev parece ser o substituo natural |9]; falaremos

um pouco mais disso no fim do Capitulo 3.

1.3 Descricao geral dos capitulos

A tese esta dividida da seguinte forma:

e No capitulo 2 trataremos do problema principal sobre a existéncia glo-
bal e limitagdo das solugoes do problema de advecgao-difusao (1.1) —
(1.2) — (1.3). Essa parte do trabalho ¢ independente das demais: todos

os resultados necessarios para a sua leitura foram demonstrados.

e No capitulo 3 trataremos da continuidade em espagos de Lebesgue com
pesos de certos comutadores envolvendo fungoes em BMO e certos
operadores que agem como operadores integrais fracionarios. Esse capi-
tulo nao esta completamente auto-contido, e certos resultados classicos
envolvendo continuidade de operadores integrais singulares sao referen-

ciados apenas.

Ao final de cada capitulo, incluimos uma sec¢ao de comentarios gerais,

incluindo comparagoes com resultados prévios e/ou indicagoes de trabalhos futuros,

12



tanto no a&mbito de problemas em aberto que gostariamos de trabalhar no futuro,
quanto problemas de pesquisa corrente envolvendo temas relacionados com a pre-

sente tese.
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2 SOBRE O COMPORTAMENTO
ASSINTOTICO DE CERTAS CLASSES DE EDP
DE ADVECCAO DIFUSAO

Como ja explicamos na introducao, nessa se¢ao vamos nos concentrar
em analisar a questao sobre a existéncia global de solu¢oes para um problema de
valor inicial associado a uma equagao de adveccao-difusao cujo termo difusivo é,
essencialmente, o p-laplaciano. Seja u(-,t) solu¢do do problema de valor inicial para

equagoes p-laplacianas de evolucao do tipo
uy + div(b(z, t)p(u)) = p(t)div(|Vulf~>Vu)

Aqui, p > 2 é uma constante, u € C°([0,00)) é positiva, ¢ € C'(R) satisfazendo
lo(u)] < |ul*! para alguma constante k > 0 e b(x,t) € C°(R" x [0,00)) com

div(b(z,t)) € C°(R™ x [0,00)) satisfazendo as seguintes condigoes

b('7 t) € Ly, ([07 OO)? LOO(Rn))a

divb(-, 1) € L2 (]0, 00), L= (R™).

Por uma solugdo (limitada) em algum intervalo de tempo [0,7}), queremos di-

zer qualquer fungdo u(-,t) € C°([0,T.), L} .(R™) N L ((0,T.), w. P (R™)) satisfa-

zendo a equacao do problema, em D'(R"™ x (0,7})), com u(-,0) = ug e u(-,t) €
L ([0, T,), LY(R™) N L>=(R")), ou seja, para cada 0 < T < T, dado, temos

loc
u(-, )| r@ny < M (T) VOLZStELST

(-, ) ||Lemny < Moo(T) VOt LT,

para alguns limites M;(T), Mo (T) dependendo de T. Especificamente, para uma

1

Le(R™ x (0,T,)) podemos associar uma distribui¢ao T, definida por

funcao u € L

1,6 = [ ule.t)olet)dode
R x (0,T%)

15



para toda ¢ € D(R" x (0,7})). Para a equa¢do do nosso problema p-Laplaciano,
dizemos que u é uma solucao no sentido das distribuigoes se, para qualquer fungao

de teste ¢ € D(R"™ x (0,7%)), temos

[ [ [ [ avtanpmro= [ [ woavear-vas

Em resumo D'(R"x (0, 7%)) é o espago das distribui¢ées sobre R" x (0, 7} ) permitindo

tratar solugoes fracas das equacoes diferenciais parciais.

Teorema Principal. Seja u(-, t) solu¢io do problema (1.1) sobre as hipdteses (1.2), (1.3),

temos que

[u(:s D)l o= (n) < Uoo(to; ?)

n _ n _ qp
< (46) Epf‘n(kf(p72)) max { Hu(’ tO) HLw(R"); Bﬁp+n<p727k> [quwrn(pfsz) }

onde

U,(to; t) := sup {Hu(',T>HLq(Rn) tp <1< t} ,

B(7)

u(7)

B, (to;t) := sup{ o <7< t} , B(t) = sup |divb(x,t)|.

PISING

Esse resultado sera enunciado como Teorema 2.3.1. O capitulo é di-

vidido da seguinte forma:

e Na Secao 2.1 vamos apresentar algumas funcgoes auxiliares que serao
usadas para demonstrar rigorosamente os resultados obtidos nas se-
¢oes posteriores. Também sera enunciado e referenciado uma desigual-
dade fundamental para nossa anélise: Desigualdade Sobolev-Nirenberg-

Gagliardo;

e Na Secgao 2.2 apresentamos alguns resultados sobre solucoes fracas da
nossa EDP; tais resultados sao adaptacoes, para o nosso contexto, de

alguns resultados similares obtidos em [18; 37, 10];
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e Na Secao 2.3 provamos o nosso resultado principal; essa se¢ao é par-
ticularmente técnica, mas tentamos fazer todos os calculos explicitos

para facilitar a leitura;

e Na Secao 2.4 discutimos limitacoes e extensoes dos nossos resultados,
comparado-os em particular com os resultados obtidos em dimensao um

por Guidolin [28]. Apresentamos também alguns projetos futuros.

Os resultados abaixo sao baseados em um trabalho colaborativo com

os professores Patricia Guidolin e Paulo Zingano.

2.1 Preliminares

Nesta secao, vamos apresentar algumas funcgoes auxiliares que serao
usadas. Também sera enunciado e referenciado a Desigualdade Sobolev-Nirenberg-
Gagliardo. Esses resultados preliminares serao necessérios para as discussoes subse-

quentes.

2.1.1 Fungoes de Corte

Dado R > 0, definimos (g € C*(R"), a fun¢do de corte dada por

Cr(z) = ((z/R), (2.1)

_ 1, se |z|] <1/2
onde 0 < ((x) <1 e satisfaz ((x) = . Note que
0, se |z|>1

R(@) = —C’(%) <9 ) = %g”(%) < %. (2.2)



2.1.2  Fungoes Suavizadoras

Introduziremos algumas fungoes suavizadoras que serao utilizadas no

decorrer do texto. Consideramos uma fungao S € C'(R) tal que:

e S'(v) >0, Yu;

e S(v) =sgn(v), |v[=1,

e para cada 6 > 0, construimos a fungao regularizadora

(2.3)

Observe que, quando § — 0, temos que S(3) — sgn(u) e Ls(u) — |ul, uniforme-

mente em u. Além disso, dado u € R e § > 0 fixo, temos:

Outra importante propriedade de Ls(u) é:

|u|L5(u) = 0 e Li(u) — sgn(u), quando § — 0.
u?, se q=2

(Ls(u))?, se q> 2,

Definimos também a funcao auxiliar: ®5(u) =

Para ¢ > 2, temos
®5(u) = q(Ls(u)* Li(u); e

@5 (u) = q(q — 1)(Ls(w)"*(Li(w)* + q(Ls(u))" " Li (u).

18
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2.1.3 Desigualdade de Sobolev-Nirenberg-Gagliardo (SNG)

Teorema 2.1.1. Se 0 <s<r<oo,1<p<oo, e

1:6(1—1>+(1—9)1,

T p n S

entdo existe uma constante C(n) independente de u tal que

ol @ < O s, p, ) [0l [ VOllZr@n), Yu € L*(R™) NP (R™).

Ver [42].

2.2 Solugao fraca e algumas propriedades

Comegamos relembrando uma importante técnica de regularizacao ([18],
[37]): Dado um intervalo I C R arbitrario, h > 0 (pequeno) e qualquer fungao
v(-,t) € L"(I, L] (R™)), onde ¢, € [1,00), seja v, (-,t) € C°(I, L] _(R™)), a média

de Steklov definida por

1 t+h
vp(-, 1) == E/ o(-,m)dr, tel, (2.10)
¢

onde o(-,7) =v(-,7)seT € [,o(-,7) =0set & I.Sejau(-,t) € C°([0,T%), L}, .(R™))N
L ((0,T.), WiP(R™) N L2([0, T..), LY (R™) N L=(R™)) solugao de (1.1). Entdo obte-
mos (ver [18], Cap. II; [37], Cap. 1) que, para qualquer bola Bg = {z € R"; |z| < R}:
{na(e, 06(2) + HOIVUP=>Vl - Vobir = [ b, ol - Voda, (2.1)

Br Br

para todo 0 < t < T, — h, e qualquer ¢ € W,”(Bg) N L>®(Bg), onde up,(-,t) =
Sup(,t) = [u(-,t + h) — u(-,t)]/h & a derivada forte pontualmente de wy(-,t) em
L'(Bg), e - denota o produto interno padrao de um par de vetores n-dimensionais.
Como em [18, 37, 50] a expressao (2.11) é um ponto de partida muito util para a

derivacgao de uma série de propriedades de solugao importantes, conforme ilustrado

pelos resultados a seguir.
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Proposigio 2.2.1. Seja u(-#) € C°(0,1.), Li, (R") N LL, (0, 7.), W2 (")) N
LOO

> ([0, T.), L' (R™) N L>(R™)) uma solugao qualquer do problema (1.1), onde k > 0.

Entao
T
/ / |Vul[P~2dzdt < oo, (2.12)
0 n
para todo 0 < T' < T, de modo que u(-,t) € L? ((0,T.), WHP(R™)).

loc

Proposicao 2.2.2. Sob as mesmas hipoteses da proposicao anterior, temos
||u(7t)||L1(R”) S ||u0||L1(R")a Vo<t T*, (213)

desde que (i) k > 1—2/p, ou (ii) p > n.

A prova dos dois resultados acima pode ser encontrada em [10]. Além
disso, é importante notar que a hipotese (1.3) nao é necessaria para o desenvolvi-

mento do argumento.

O proximo resultado é o ponto de partida para nossa analise, e é o
primeiro resultado original da nossa tese, ele é analogo Proposigao 2.2 de [10].

Proposigao 2.2.3. Seja u(-,t) € C°([0,T.), L}, .(R")) N LY

loc loc
[,

> ([0,T.), LY (R™) N L=(R")) qualquer solugao do problema (1.1), onde k > 0,

((0,T.), WP(R™)) N

loc

temos, para cada ¢ > 2, que [[u(-,?)|7,gn) € absolutamente continua em t € (0,7%).

Além disso, existe £, C (0,7%) com medida Lebesgue nula, tal que

d _
£WWJW3m@+qw—1MG)RIVMﬂquz

cata =0 [ ([ el ) - @iviote.)as (2.14)
» \Jo
set € (0,Ty)\ E,.
Demonstragao. Defina ®5(u) := Ls(u)?, onde Ls(u) é definido em (2.3). Vamos con-

siderar em (2.11) ¢(z) = Py(up(x,t))(r(x), integrando (2.11) em (to, 1), aplicando

fubini no primeiro termo, e fazendo h — 0
t
/ @g(u(x,t))CR(x)dm+/ / w(T)|VulP~2Vu - Vo(x)dvdr =
Br to ¥ Br
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+ /B Dy (u(x, o)) Cr(x)da

+/:/B o(u)b(x, ) - Vo(x)drdr (2.15)

J/

~4

1= [ ] cw@iwite, ) Vuca(ododr

i /to é<x|<R p(w)®5(u)b(, 7) - VCp(z)ddr

:/ 5 VGs(u) - b(z, 7)Cr(z)dxdr

+/to /<m|<R o(u)®5(u)b(z, 7) - VCr(z)dzdrT, (2.16)

onde Gs(u) = [} ¢(v)®}(v)dv. Integrando por partes (2.16), obtemos

I:—/ ; Ga(u)divb(x,T)CR(I)dxdT—/t /<| KRG(;(u)b(x,T).VCR(x)dxdT

t
t
+ / / (W) D (w)b(x, 7) - Va(x)dadr (2.17)
0 E<|LE\<R
Substituindo I em (2.15), e observando que ®s(u) := Ls(u)?, temos
t
[ Lo )ale)de +ata 1) [ [ ur)Vul Loy L) () dadr
Br to ¥ Br
+q/ / )| Vul|P Ls(u)? LY (u)¢ (@ )dasz
to Y Br

+q// ,u(T)|Vu|p_2VuL5(u)q_ng(u)VC(x)dxdT
to J o<|z|<R

J

B
= [ Litute. to)caa)as
/t0 . Gs(u)divb(x, 7)Cr(x dxdT—/tO /2<x|<R ) - VCr(x)dzdr
bel
—l—/to L<|z|<Rg0(u)<I>g(u)b(x,T)~VCR(x)dxdT (2.18)

J/

Vv
D
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pela proposicao (2.2.1), hipoteses (1.2), (1.3), (1.4) e (1.5), tomando ty — 0, — 0

¢ R — oo (nesta ordem), obtemos

t
Ol + ala = 1) [ (r) [ VPl = ol

q(g—1) / / (/ v)|v]?” de) - (divb(z, t))dzdr (2.19)

pois A — 0 quando 6 — 0 e B,C and D vao para zero quando R — oo. Nas
expressoes acima, todas as integrais sao bem definidas e finitas, envolvendo fun-
¢oes integraveis (no sentido de Lebesgue). Entéo, pelo teorema da diferenciagao de

Lebesgue, obtemos o resultado desejado. O

2.3 Existéncia global

Nesta secao, nosso objetivo de garantir a existéncia global da solugao
u(-,t) do problema (1.1) sobre as hipoteses (1.2), (1.3). Vamos comegar mostrando
como a igualdade de energia (2.14) pode ser usada para obter uma estimativa do
tipo L?— L”. Depois apresentaremos alguns lemas e junto com um processo iterativo

alcangaremos o nosso resultado principal.

Lema 2.3.1. Sejap >2,¢>2e M < £. Se para algum 7 € (0,7,)\ E, ¢ tal

que
0
&Hu( )HLq Rn) ’t = 0,
entao
R B(tA) Pk (-2)) pq"(’; (p—-2)
) lzoey < T(a) <ﬁ> Ju(- DIy 7T, (2:20)
onde
p+q_2 pg—2n(k—(p—2))
J(q) = J(n,p,q,k,C) := (C( )m) : (2.21)
p\q

22



Demonstracao. Seja p > 2,q > 2, W < i e t e (0,7,) \ E, com ,

Du(-, )], o) li=t= 0. Entao de (2.14) e B(t) = sup |divd(z, )], segue

rER™

u(t )/ |VulP|u|?2dx < B(t / / lo(v)| v 2dvdz. (2.22)

Como |¢(v)| < |v|*™! para alguma constante k > 0, temos

u u 1
v qudv</ v[Fr dy = —— ||t
| el [ —lu

Substituindo em (2.22),

Pl 2dx —B(?) w9 dr
/JVMII df£@+kM@%/J|+d' (2.23)

Para facilitar os calculos, vamos fazer a seguinte mudanca de variavel:

~ u(x, 1), se q =2

Ju(z, 1|, se g > 2

-2
onde o = ’%. Em termos de w(z), tem-se,

p+q 2 a’
q
® ||u<"t)||z%(Rn) = [Jw(- >HL/30 R , onde [
k k
o [l DIy = 1) 175 onde B = B — 2k,

Vw = alul*” 1WVU = |Vw| = alul*” 1|Vu|

= [Vul? = a?[ul? @D |Vul? = o?[ul 2|V,

pois « foi escolhido de forma que esta igualdade fosse satisfeita p(a — 1) = ¢ — 2,

_ 1
[ vt = (1) 190l

Logo podemos reescrever (2.23) em termos de w

N o B(?)
() 19t < e
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~ 1/p _
B(t) 5
IVwllzr@n) < <—A> [[w]l? (2:24)
q

LE(Rn)’
Note que §> Bo, ja que E: % >

Desta forma podemos usar a desigualdade de Sobolev-Nirenberg-Gagliardo,

com r = 5 e s = [, aplicando ao lado direito de (2.24), obtemos

si) \"
(1- a)
HVMMWMSQ<G:ER§> ol IVl (2:25)

onde C' := C(n) e a satisfaz

Em (2.25) podemos juntar os termos semelhantes, pois ag < 1,ja que ME==2) 1,
(ver apéndice). Obtemos

: B\ :

1—a= (1— a)f

Yw pn <ao| ——— C n

IVl (m+mmw> ol

N 1 =
_p B(t) p—af g B(1— a)

Vw ny < aqp-af | ————— Cr- wl F aﬁn 2.26
IVl < (m+mmw> Ty (229

Aplicando novamente a desigualdade de Sobolev-Nirenberg-Gagliardo com parame-
tros 8 e [y, temos

lwll s eny < Kllwll 5 g | VOl @), (2.27)

1 1 1 1
L e G A
B (P ”) ( )50
e K vem da desigualdade (SNG). Combinando (2.26) e (2.27), segue que

onde b satisfaz

b

wo [ B@E O\ om0
|wl| s ®n) < K||w||Lao ®) ¥’ praf ((—> C'p-ab ||w||L’éo(u§n)

g+ k)p(D)
AN L ~
bp _ B(t) p—ap b3 _ (17b)+%
< Koo | — 230 o7 []] oy (2.28)
(¢ + k)u(t)
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Elevando a desigualdade (2.28) na poténcia [, obtemos
8b

Bbp_ B %\ p—afB BbB_ 8 (171,)+bff<17—3)
kuiﬁ(Rn) < Kﬁa”_fﬁ % ('p—aB Hw”Lgo n p—aB ) (229>
(g + k)p(t) (R")

Reescrevendo a desigualdade (2.29) em fungio de ||u(-, )| zr@n), tem-se
Bb

~ 8 N a(p—ap) 508 L (1—p)4 B0
(-, 8)|| Lagrny < e = ___f§ﬁfl_7:_ (7;G£i35\htb,t)\flq )+ s
B (q+ k)u(t) L&)
Bb
5 = 2 B(tA) a(p—aB) o (1—b)42B0=a)
=Ka (apc,fD’) q(p—apB) _ Hu(vt)H g p—af (230)
(¢ + k)u(t) L2 (R")

Para finalizar a demonstragao, vamos reescrever (2.30) em funcao de p,q, k,n. ja

vimos as seguintes relagoes:
qobPta—2

D
g
ﬂ_p+q—2

g
%_2@+q—@

Com alguns calculos obtemos;

b8 n (2.31)

q(p — ag) pq—2n(k —(p—2))’

] _ n(k —(p—2)
(1—w+p_ﬂgﬂ—ay_L+m_awk_@_2», (2.32)

ver Apéndice 1. Além disso, como C' = C(n) e K = K(n), reescalonando C' e K
tais que C' = Ca e K = K. As constantes que aparecem na desigualdade (2.30)

ficam majoradas da seguinte forma
8b 8b

Kﬁ OZPCE a(p—aB) f{'@ apéag a(p—aB)
q+k B q+k ’
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tomando C = max {6’, K }, segue que

y —Bb pBb _ pBb_
pYB \ a(p—aB) Bb aBBb q(p—aB) a(p—aB)
Kg a’C <Cz= +Q(p—a5) Ll — C—&l ’
q+k (q+k)» (q+k)»
onde 280 — 1 ____ o o = PH=2  Aggim reescrevendo a nova constante em
qlp—aB)  pa—2n(k—(p—2)) p

funcao de p,q,n e k, tem-se

Bb

pB\ ap—aB) _9 m
ki oC <|emPTi== . (2.33)
q+k plg+ k)

Desta forma, podemos reescrever (2.30) da seguinte forma

np - n
N —9 pq—2n(k—(p—2)) B f pq—2n(k—(p—2))
s B) Loy < <c< >%> 5()

(q+k)» p(t)
e
rq n p
Xt DLy .
Donde concluimos a demonstragao do nosso lema. O
Observagao 2.3.1. A restrigao que aparece no Lema anterior M < 2, nao

¢ apenas uma limitacao do argumento apresentado, mas uma condicao que aparece

naturalmente na analise de escalas.

Lema 2.3.2. Sejap>2,¢g>2e W < 1. Para cada t € [0,7}), temos

n n(k—(p—2))
U (to5£) < max {[u(-, o) zaqany; J (@) Byt )70 U (15 1) 702000y |

(2.34)
onde
Uy (to; t) == sup {||u(-, 7)||Lo@ny : to < 7 < t}, (2.35)
B(r)
B 1) = e <7< 2.
u(to;t) :==sup { ) 0 <1< t} (2.36)

e J(q) ¢ definida em (2.21).



Demonstracao. Defina

n(k—(p—2))

Ao(t) = J (@B {to; T Uy (t0;1) 57 20530

A demonstragao se resume em analisar trés casos:
Caso I: |[u(-, 7)||amn) > Ag(t), Vi <7 <t <T..
Pelo Lema 1 devemos ter 4||u(-,7)||arn) < 0 para quase todo 7 € [fo,t], entdo

|u(-, 7)|| La(rny decresce monotonamente nesse intervalo. Em particular,
[l )| zan)y < ul-, to)l|Lan), Y7 € [to, 1],
logo
Ug(to; t) = l[u(-, to) || Larn).
Caso II: [Ju(-, to)||Larn) > Ag(t), € |[ul-, )| Lamny < Ag(t) para algum ¢, € (to,1).
Neste caso, seja t1 € (to, t.] tal que

[u )l Lony > Ag(t), VT € [to,11) € [lu(,t1)l|o@n) = Ag(t).

Provamos a seguinte afirmacao.
Afirmagao: V7 € [t1,t], ||u(-,7)||Lomn) < Ag(t).

Suponha, por absurdo que exista to,t3 com t; <ty < 7 < t3 <t tal que
[ T)lLa@ny > Ag(t) e lul:, t2)][Larn) = Aqg(D).

Assim, teria de existir t,. € (ta,t3) \ Ey com %£|lu(-,7)||Le@ny > 0 em 7 = i, de
modo que, pelo Lema 1, valeria ||u(-, )| Lomn) < Ag(t), contradizendo a suposicao
de que [[u(:, 7)||Larn) > Ag(t) em (t2,13), concluindo a afirmacao.

Note que, do Caso I,
UQ(tO;tl) = Hu("tO)Hq(R")VT € [tO’t1)7 e V7 € [tlat]’ ||u('77_)||q(R”) < /\Q(t)v

entao
Uy(to;t) = llul-s to) | Loqrn)-
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Caso IIL: |lu(-,to)||Lemn)y < Ag(t), Vio < 7 < t < T,.. Suponhamos, por ab-
surdo que exista t,ty com ty < t; < 7 <ty <t tal que |[u(,7)||Lomn) > Ag(t) €
|u(-,t1)]|Larny = Aq(t). Entao repetindo o argumento no Caso II, concluimos que
Utost) < Ag(t).

E isso completa a demonstracao do Lema. O

Lema 2.3.3. Sejap > 2, ¢G> 1, M < q e u(-,t) solu¢do de (1.1) no intervalo
[0, 7). Entao

Uamg(to, t) < max {[ju(, to)|[r2ma;

2MGp—h 1

T (1 m) B - o) |23, 2 < U <m;

2Mgp—h 1
J (1, m)BEmy zaw2n 2 } (2.37)
onde
j( H J 2] 2-7+1qp Zh 2m— (7+1)
7=l
n 2m+lgp — 2h
B(l —1) Vi<i<
) = g ( 2gp — 2h ) =hE

com h :=n(k—p+2) e J(q), Uz(to;t) e B,(to;t) s@o definidos em (2.21), (2.35),

(2.36) respectivamente e 0 <ty < t < 7.

Demonstracao. Aplicando o Lema 2 sucessivamente para ¢ = 2q,q = 2°G,q =
2%G, ...,q = 2(m=1g, q = 2™G, e como vamos variar o valor ¢, denotamos h := n(k —
p+ 2), assim

Uamg(to, t) < max {||lu(-, )| Loma;
#
J(27G) B, (to, £) 757 |[u(-, to) | o277

Lgm lq 9

J(2mg)J (2n ) T B (fo, £) T

h h
(1+ 2Mgp—2h )(1+ 2m71§p72h).
L2m72§ )

n h
B, (to, t) T 7@ ||y (- )|

J(@2mg)J(2mg) Ot ) g (9m=2g) M e (i)

BM <t0’ t>mB# (t07 t) 2m71%p—2h (1+2m;117*2h)

28



B, (to,t)2mZar—2n (At gmgp—an) Ut gm—tg, )

Jul, to)[ e T
h

J(27g) - - - J(2g) T (g )

h

B, (to, t) T - - B, (tg, t) T 7 e (o)

Uz (to, t)(1+2mqp )" (1+2aph—2h)} (2.38)

A partir de agora, tentaremos simplificar os termos da desigualdade (2.38). Come-

¢amos escrevendo o expoente

h 2gp — h
Ci=(1+——7+ | = ——. 2.39
: ( " aigp - 2h) 2igp — 2h (239

Note que

o o — 2mgp — h 2m=1gp — h
" / 2mqp 2h 2m= 1qp—2h

2j+1§p — 2h 2igp — 2h
<2mqp h)(22 qp—h)
2magp — 2h 2m=1gp — 2h
( 2" gp — h) (2 2/gp — h) 1
21+tgp — 2h 27gp — 2h
2Mgp — h 1
_ (2@ - 2h) . (2.40)

Além disso, para simplificar a notacdo, usando a definigao (2.21) e o resultado obtido

m (2.40), escrevemos

2Mgp—h

= J(2mg)J (2™ 1— )qup = J(2m" 2q>m

om

J(1,m) : = J(2mg)J (2" g (2P - J (2O

ap—h

. J(2lq)2l+1qp 2h 2Mm— (l+1)

= H J(qu) 2J‘2r1§£;};h 2m—%j+1) . (2_41)
=l
n n 2™qp — h
B(l =
(bm) = e —on T gy — o (2’"@0 - 2h)
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n n 2™gp — h 1
2m=2qp — 2h \ 2™~ 1gp — 2h ) 2
n 2™gp — h 1
+ m—37 (m2qp >_2+ o
2m=3gp — 2h \ 2™~ 2%gp — 2h
N n 2™qp — h 1
Qlap —2h 2H1§p — 92k ) 2m—(l+1)
B n 2™ap — h 5
—2mgp — 2k \ 2m+igp — 24
n n 2™gp — h
2m=lgp — 2h \ 2™gp — 2h
n n 2Mgp — h 1
2m=2gp — 2h \ 2™ 1gp — 2h ) 2
n 2™gp — h 1
T Smoag ( —2q—p ) 52 T
2m=3gp — 2h \ 2m~2qp — 2h ) 2

n n 2™gp — h 1
QlQp—Qh 21+1p 2h —(+1)

2=ty > 23“ (2.42)
2m 4= [2gp — 2h][2Hgp — 2h] '
Usando em (2.42) fragoes parciais, obtemos
9J+1

(20gp — 2h) (P+1gp — 2h)
1 2 2
— | = — — . 2.43
ap <2@9 —2h  27tgp - 2h) 243

Podemos reescrever

97+1

; [27gp — 2h|[27+1gp — 2h)]

2
__Z(qu 2h 2j+16p—2h)

1 2 2 N 2 2
Cgp \2igp —2h  21gp — 2R 2U+H1gp — 2h om+1gy — 2h

1 2 2
Cgp \2lgp — 2k 2m+igp —2h )

Desta forma, conseguimos cancelar muitos termos de B(l,m), obtendo

B(l,m) = n(2"gp — h) ( 2 D) )

2map 2lgp — 2h  2mtlgp — 2h
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m+l-=,, __9l—-m
_ n_ 2 _qp 2h ) — n(2_ 2 ) (2.44)
2mgp \ 2lgp — 2h 2lgp — 2h

Assim, usando (2.40), a notacao (2.41) e o que obtemos para B(l,m) em (2.44),

podemos escrever (2.38) da seguinte maneira:

2Mgp—h

oot 8 e { et omss 7 (B ) [

2m1qp h é
T (m — 1, m)BE1 (-, t0) |70,

2™Mgp—h 1

J(m — 2,m)]B%ff(m*2vm)Hu(. to)|| i

L2m— 33

2Mgp—h 1

T, m)Bf(l,m) lJu(- to )||zl§p lih g

om

5 J (1, m)BEG™ I 3T } ,

q

ou seja,

Ugmy(to, t) < max {||u(-, to)||p2ma;
2Mgp—h 1

T (Bl to) |72, 2 <1<

B(1m) 1 S g
T (1, m)BBLmy = } (2.45)

onde
m 2m —h 1

j(lv m) - H J(ZJG) 27+1qp 2h gm—(G+1) 7

J=l

n(2 — 2i=m)
2lgp — 2h

O préximo resultado consiste em majorar os termos intermedidrios da estimativa

B(l,m) =

(2.45) em fungao do primeiro e do ultimo termo. ]

Lema 2.3.4. Sejam § > 1, W < q e u(-,t) solugdo de (1.1) no intervalo

[0,T,), entdao (2.45) pode ser estimada por

Uamg(to, t) < max {[[u(-; to)|[oma; T (I, m)[[u(-, o) || L2ma;

1 2™gp—h
j(l, m)BB(lvm)UEm_l ( 2gp—2h )

© q )

I

1 2Mgp—h
j(]-a Tn)IB%B(l,m)[Ug’"*1 ( 2qp—2h ) } 7 (2.46)
para todo 2 <[ < m.
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Demonstracao. Comecamos usando uma interpolacao para a norma L2Hq, ja que
g < 271g < 2™, obtendo

(- o) at-1(gmy < Nl t0) | paam 10 to) 1 2ma gy (2.47)
onde # satisfaz Fllq = % + 2%%, ou seja,
1— 271+1 271+1 —_9—m
= ——— 1-0=———. 2.4
1_om ° 12 (248)
Desta forma, temos
B(i,m) (5mor) =
j(l7m)B,u ||u('7t0)HL21*1§(Rn)
qp—Q*mh 27l+1_27m §p727mh 1_2—l+1
m Gp—2—I+1p 1—2—m Gp—2—1l+1p 1—2—m
< j(lam)BS(l’ )”u('atO)HL(:(pRn) )( >HU( 250)||[(/2q7iq(]1gn) >( )
Gp—2""h 12—+l
1 Gp—2—1l+1p 1—2—m
= J(,m)er |u(-, t0)||gﬁf,iq(Rn) )( )
gp—2="n ) (2=l oo—m
1 m gp—2—1F1h 1-2=m
- J(1,m)r=BE¢ >Hu(-,t0)\|L(ijn) )( ) (2.49)

onde + + L = 1. Escolhendo
p1 | p2
— 2—H—1h 1 — 2—m
P = q_p > 1,
qp — 2-"h 1 —2-i+1
by — 1—9-m qp o 2fl+1h
2T\t g w—h )’

e usando desigualdade de Young na estimativa (2.49), obtemos

temos

B(l,m) (izr;z:';)ﬁ
T (1,m)B ™ (-, o)

L2l71§(Rn)
1 1
< p_lj(z,m)Hu<-,to)HLW<R"> - _zj(l’m)
qp—2""h 27l _p—m "
. e 1m2mm
B, )||U('at0)||L(:<pR"> A |

1 1 s (=5)
= p_lj(l7m)||u('7t0)”L2m§(R”) + p_2k7(l7 m)B, ™ lu(-, o)

LA(R")
< max {j(lam)”u<',tO)HLQm?(R");
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1 2™gp—h

T b (2.50)

n 2m+1qp 2h 1
2Mgp 2gp—2h

J (1, m)B, )IIU(',to)

Aplicando (2.50) em (2.45), obtemos

Usnfto,t) < max {u(c to) [ pamas F (L) (e to) | ms:

n 2m+1qp 2h 1) 1 2Mgp_h
2Mgp ( 2gp—2h g
T mpy ey ),
n 2m+1qp 2h 1) 1 2Mgp—h
2Mgp ( 2gp—2h gy
g mpy sy )
para todo 2 <[ < m. O

Lema 2.3.5. Sejag > 1, W < q e u(-,t) solu¢ao de (1.1) no intervalo [0, T%).

Entao

1 2™Mgp—h
UQ’”@(tO? t) < '](67 n,p, k) max { Hu(7 Z50)”L2m§; Bg(l’m)wgmil ( e ) } (2.51>

onde Ugz(to;t) e B, (to;t) sao definidos em (2.35), (2.36), respectivamente.

Demonstracao. Defina

Ji(m) = Juax J (I, m) (2.52)
Jo(m) := max {1, J1(m)} = max {1, T (2,m), -, T (m,m)} (2.53)
Jz(m) :=max{J(1,m), Ji(m)} = lgllzix J(l,m). (2.54)

Assim, podemos escrever (2.46) da seguinte forma

Uamg(to, ) < max {[[u(-, to) || L2ma; Tr(m)[[ul-, o) || p2ma;

1,
T 2" Lgp_2n -1 1 2™gp—h
BQ qp 2gp—2h U2m71 2qp—2h
Ji(m)B,, 7 )
n 2m+1ﬁp—2h_1 1 2Mgp—h
2Mgp 2qp—2h om—1 \ 2gp—2h
J(1,m)B, U,
n 2m+1§p 2h _ 1 om h
2"‘@( 2qp—2h 1 = (qugpgh)

< max ¢ Jo(m)|u(-; to)|| 2a; Ts(m) By U (2.55)
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Basta agora garantir que J3(m) é uniformemente limitada em m, isto é, existe uma

constante que independe de m, tal que

J3(m) = max J(l,m) < J(q,n,p, k). (2.56)

1<i<m

. i 2Jgp—2h
Sabendo que J(2/7) = ( C(n)222 , temos
P(27q+k)P

2Mgp—h
J= ]'+1q*p7 an%'Jrl)
J(Q C]) 27t gp—2h 2 J

279G — 2
c(m)2 24
1 2J‘J+k)
C(n

() (77 )
zaqp 2h 2J+1qp 2h om— (]+1>

:js

J(l,m) =

<.
Il
=

2™Mgp—h

(a2 ) ( )
) 20 Gp—2h 2J+1qp 2h gm— (J+1)

és

J

,’:]3

]:1
b
m p+ 2] -9 (2]'?7;11%) <27J:n1qz:};h om— %J+1))
X .
]1:[1 ( (20 + k) )

I
Antes de analisar I e 1, vale observar que gp —h > 0. E ainda, por fragoes parciais,
segue que,
9j+1

z; (27gp — 2h)(27+H1gp — 2h)

" 2 2
I . - -
oo ; (2@7 —2n 2y 2h)

<6p1— h) (2:57)

gl- -5

j23+1

z; (27gp — 2h) (271 gp — 2h)

L = 2] 2j
1 . - — —
e ; (2@0 “on  2itigp — 2h>
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S|~

- 2] 2(j + 1 2
lim g ( — J - = gj_+ ) + = ):
moyeo £ 27qp — 2h  29Hgp —2h  2+igp — 2h

2 —
— 2+1gp —2h |

J

. —2(m+ 1)
lim | ——~
m—00 2m+lqp —2h

S|~

m

: —2(m +1) 2
lm | ————— — - =
M—00 2m+1qp —2h = 2]+1qp — 9j+1p

: —2(m +1) I 1
1 )
oo 2m+1§p—2h+§p—hj2021>
: —2(m+1) 1 1
1 2—— ) =

a (6192— h) ' (2.58)

Se C(n) <1 entao I <1 para todo 1 <[ <m; Se C(n) > 1, usando (2.57), entao

S| -

— S = g

np(2"'gp—h) (( 2J+1 >

m
I = H C(n) 2m 27gp—2h) (29 T lgp—2h)
Jj=1

™ qp) 2d+1

m np(2
< HC(n) am <(2j5P*2h)(2j+1§p—2h))
j=1

e git1
(n)nqp 2521 @ap—any @ Tap—an)

C
= C(n)ﬁp—h, (259)

-1 -1 -1
P qu , pois p_>0
p p p

-1 -2
e p—>p—, entao
p p
_ 4

+q—2
p p p p

Como 297 > 1 para todo 7, temos 2202 < p+21=2 < 9jg noig (27G + k‘)% > 1, ja
p(27q+k) P P

queg>1,k>0ej=1,2,... Assim, usando (2.57) e (2.58), podemos estimar I

da seguinte forma:

2Mgp—h 1 )

11 < ﬁ(%’q) (zj;f_%) (27+1§p—2h om—(T1)
j=1
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m np(2™gp—h) g2+t
- H(Q) 2 (27ap—2h) (27 F Tgp—2h)

Jj=1
T p(2™gp—h) ( 2it1 )
X Hﬁ 2 (29gp—2h) (29 H1gp—2n)
Jj=1
m np(2""qp) 27Tt
< H(Z) 2m (29gp—2h) (27 F1gp—2h)
Jj=1
T p(2™gp) < 2/ t1 >
X HG 2 (27gp—2h) (29 T 1gp—2h)
Jj=1

2]+1
< (2)nqp 25 (27gp— 2h)(23+1 —2h)

— 92 2J+1
X qnqp ZJ 1 (29gp—2h)(29t1gp—2h)

< (2@ = (4g)@ (2.60)
Portanto, para todo 1 <1 < m,

J(l,m) < (4g)@ 7 = I(Gn,p, k),
concluindo a prova. O

Agora, sabendo que lim,_,o Uy (to;t) = Uso(to; t) € fazendo m — oo em

(2.51), obtemos o nosso resultado principal:

Teorema 2.3.1. Sejaqg > 1,0 <ty <t < T, W < q e u(-t) solugcao de
(1.1). Entao

[ul, D)l oo mny < Uso(tos t)

n _ n _ qp
< (4g) 70 7 max { s o)l oo oy; BRI UFFO }

onde

U, (to;t) :=sup {||u )| pamny : to <7 < t} ,

B
B, (to;t) :== sup {ﬂ tto <71 < t} , B(t) = sup |divb(z,1)|.
p(7) acR"

Em particular, para to =0 e § =1, a solu¢ao u(-,t) fica limitada ¥t > 0.
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Corolario 2.3.1. Seja u(-,t) solugao de (1.1) com k satisfazendo 0 < k < ’w,

entao u é globalmente definida, isto é, (T, = o0) com

— P Py ey n
e, )] ey < (4) 770 max{uu<-,o>||m<mm* TTI u(-, 0) | TG }

vt > 0.

2.4 Comentarios Finais

Nesta se¢ao de comentérios finais, discutiremos algumas questoes rele-
vantes que surgiram durante a analise do problema em questao, bem como questoes

em aberto.

e As limitagoes relacionadas as funcoes b e div b, durante analise da pro-
posicao 2.2.3, foram consideradas para garantir a convergéncias das

integrais apresentadas durante a demonstracao do mesmo.

e Comparando o problema unidimensional com p = 2 com o problema
desta tese; para o nosso problema n-dimensional, se consideramos o

Teorema 2.3.1, com p =2 e n = 1, obtemos
2 e
[, E)l[Leem) < Uso(to; t) < (4q) % max 4 [[u(-, to)|| e my; Bu""Ug"™" ¢,

e para o problema da reta a qual nos serviu de inspiracao, foi obtido a

desigualdade
ot lmge) < Unltit) < 777 e { )= BE 70T ™ }.

Note que ambas desigualdade sao quase idénticas, sendo a diferenca
dada pelos termos (4@)26%'6 e Z]ﬁ, diferenca que nao invalida ou pre-
judica o resultado final: conclusao sobre a existéncia global da solu-
¢ao. O método aplicado para demonstracao do Teorema principal

tanto no caso da tese, quanto o problema apresentado no artigo 28], foi
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muito semelhante, a mudanga ocorreu na demonstracao do Lema 2.3.1:
Para o caso do artigo foi aplicado a desigualdade de Sobolev-Nirenberg-
Gagliardo ([42]), seguida pela desigualdade de Nash (sharp, ver [8]).
Enquanto no caso da tese, foi apenas utilizado 2 vezes a aplicacao da
desigualdade de Sobolev-Nirenberg-Gagliardo ([42]). A restrigao para os
valores de k, continuam iguais quando se compara ambos os problemas

na reta, isto é, 0 < k < 2g, observe também que (4@)25% > 626%’6.

e A condigao imposta W

< % imposta no Lema 2.3.1 acima nao
é resultado de uma limitacao do método de anélise, mas uma condicao

natural que é prevista por argumentos de analise de escalas.

e Exigindo mais do termo b(z, t) em comparagao ao que foi feito no artigo
[10], conseguimos estender o intervalo [0,p — 2 + 1) para o intervalo
[0,p—2+2). Ainda, é possivel garantir a existéncia global da solugao do
nosso problema para valores k > p — 2+ 2 se exigirmos que a condigao

inicial seja adequadamente pequena, ver [10].
e Como problemas em aberto, podemos citar:

1. Considerando a condigao inicial no espago L*(R") N L'(R"), é
possivel garantir a existéncia global da solucao para valores de
k>p—2+E7

2. A propriedade de decaimento da norma L? pode ser verificada para

q>17

3. E possivel caracterizar todos b(z, t), de forma que lim sup ||u(-, ¢) || oo (mmy —

0 para toda solucao do problema descrito?

Acreditamos que estas questoes servem de motivacao para a continui-

dade desta pesquisa.
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3 COMUTADORES EM ESPACOS DE
LEBESGUE COM PESO

Nesse capitulo vamos analisar a continuidade de comutadores [b, 7]
agindo sobre espagos de Lebesgue com peso, no qual estamos assumindo que b €
BMO(R"™) e que T' é um operador linear satisfazendo 7" : L?(w?) — L9(w?) quando
l<p<g<ooew e Ay Como ji indicamos na introducao o ponto de partida
¢ o teorema de Coifman-Rochberg-Weiss [15]: se b € BMO(R"), entao existe uma

constante C,, > 0 tal que para todo 1 < 7 < n wvale a estimativa

16, Rilll2@ny—r2mny < CallbllBMo (3.1)

e, reciprocamente, se para cada 1 < 7 < n vale a estimativa

H[b, Rj]|’L2(Rn)4>L2(Rn) < 00, (32)

entao b € BMO(R™) e temos que
ollzao < max I[b, Bjlll a2 - (3.3)

Aqui R; ¢ a j-ésima componente da transformada de Riesz. Como indicamos na
introducao, a técnica de demonstracao do resultado acima consiste em definirmos

para z € D = {z € C: |z| < 1} o operador
T.(f) = e T (e*f) para f e S(R"), (3.4)

e verificar que ele depende de forma holomorfa na variavel z. Uma vez provado
tais propriedades, podemos encontrar um disco de raio suficientemente pequeno em
torno da origem do plano complexo, tal que para esse disco vale a féormula integral
de Cauchy e, com o auxilio dela, podemos verificar a relagao

el =w1r (3.5)

dz z=0
Assim, sabendo que T, : L?*(R",e*@dz) — L*(R", e*@dz) para z com norma

suficientemente pequena, podemos obter a continuidade em L?*(R™) do comutador.
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A versao com dependéncia 6tima na caracteristica do peso foi obtida por Chung,
Pereyra e Pérez em [13] enunciado a seguir: seja T um operador linear limitado
agindo sobre L*(w) para qualquer w € Ay e suponha ainda que existe uma fungdo

crescente o : [1,00) — [0,00), tal que

1T || 22 (w)— L2 (w) < @([w]a,)- (3.6)

Entao existem constantes positivas vy, e ¢, independentes de [w)a,, tais que
1[0, T 22 (w) > £2(w) < €ntp(n[w]a,)[w]a, 0] Baro- (3.7)
Seguindo as ideias centrais desse artigo, conseguimos provar que tal
método pode ser estendido para um contexto mais geral, a saber:

Teorema 3.0.1. Sejam 1 < p < q < oo, T : LP(wP) — Li(w?) um operador linear
limitado, para qualquer w € A,,. Suponha ainda que existe uma fungdao crescente

Y :[1,00) = [0,00) tal que:
TNl o ey Lo < P([wlay,), V€ LP(w?).
Entao existem constantes a, > 0 e b, > 1 independentes de [w]a,,, tal que

116, T 1 () s () < b (B[], )bl saz0, b € BMO. (3.8)

Como veremos mais adiante, o Teorema 3.0.1 nao se aplica apenas a
comutadores envolvendo integrais singulares do tipo Calderén-Zygmund, mas tam-
bém a classes de operadores que generalizam o potencial de Riesz e também a

operadores pseudo-diferenciais.
O capitulo é organizado da seguinte forma:
e Na Secao 3.1 iremos enunciar e demonstrar alguns dos resultados ba-

sicos necessarios para as discussoes subsequentes. Eles incluem a defini-

¢ao de operadores integrais singulares, operadores integrais fracionarios,
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operadores pseudo-diferenciais, e uma série de resultados elementares

sobre a teoria de pesos A, e A,;;
e Na Secao 3.2 apresentamos a prova do nosso resultado principal;

e Na Secao 3.3 discutimos algumas aplicagoes do teorema principal no
estudo de comutadores envolvendo integrais fracionérias e operadores

pseudo-diferenciais.

e Por fim, na Segao 3.4 discutimos alguns resultados sobre a nossa pes-

quisa corrente a respeito de comutadores.

A discussao abaixo é centrada em um projeto colaborativo com os pro-

fessores Carlos Pérez Moreno, Tiago Picon e Lucas Oliveira.

3.1 Preliminares

Nesta secao apresentamos algumas defini¢oes e resultados bésicos sobre
as classes de pesos e de operadores em que estamos interessados. No que segue,
vamos supor que f € S(R™) (a classe de Schwartz) e, por conta disso, os operadores
integrais que iremos apresentar podem todos ser rigorosamente definidos com o
auxilio da teoria de distribuicoes temperadas; para mais detalhes, recomendamos a

referéncia [21].

3.1.1 Pesos

Definicao 3.1.1. Se denominamos por w uma fungao localmente integrével nao-
negativa em R", dizemos que w € A,, com 1 < p < oo, se existe uma constante

C > 0 tal que, para todo cubo () C R", a seguinte desigualdade seja satisfeita:

il = s (f wie) o) (f ey d) <c
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1
onde ][w(x) dx = @/ w(z)dx e |Q| denota a medida do cubo Q).
Q Q
Para p = 1, dizemos que w € A;, se existe uma constante C' > 0 tal que para todo

cubo () C R™,
][w(w) dr < Cw(y), qtp y€Q.
Q

Finalmente, Ao =, 4p-

Definicao 3.1.2. Dado 1 < p < ¢ < oo, dizemos que w € Ay, se existe uma

constante C' > 0 tal que para todo cubo () C R"

= sup (f w(acwx)é (futarrae)” <c

quando 1 < p < o0, €

Y e

1

(]éw(w)qdm> "< Cw(z), qtp €O,

quando p = 1.

Quando p = ¢, a classe A,, coincide com Ap/ pois as expressoes de
ambas as defini¢oes se reduzem & mesma condicao. Em geral, os pesos A,, podem

ser vistos como uma extensao dos pesos Ap.

Dizemos que uma colecao de pesos A,, é estavel, se w € A,, implica

que existe um r > 1 tal que w" € A,,. De fato,

(I) A, ¢é estavel, i.e., dado w € A, existe € > 1 tal que w® € A,, ver (|21],
p. 139).

(II) w e Apy & w? € Ayyqyy ver (Prop.2.1 [3]).

Dado w? € Ay14/y, temos por (I) que w € Ay 4y para algum e > 1 e de (II) temos

que w* € A,,. Portanto, concluimos A,, é estavel.
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Definicao 3.1.3. Seja b : R” — R uma funcao localmente integréavel, definimos

1bllmaco = sup ][ Ib(y) — bl dy < oo,
Q JQ

no qual o supremo ¢ tomado sobre todos os cubos () C R", com lados paralelos aos

eixos, e que

b = ]{2 b(y) dy.

Teorema 3.1.1. (Sharp John-Nirenberg). Existem constantes dimensionais 0 <

a, <1< f, tal que

Op
oup f e (—\b(y) - bQ|) dy < B,
Q Jo 6]l Baro

A demonstragao pode ser encontrada em ([34], p. 31-32).

Observacao 3.1.1. Na verdade, no teorema acima podemos tomar o, = 2~("+2).

Lema 3.1.1. Sejam b € BMO(R") e o, < 1 < f3,,, as constantes dimensionais do

Teorema 3.1.1. entao para todo s € R satisfazendo

|s| < In__ e e Ay e [e®]4, < B2
1]l 510
Demonstragao. Pelo Teorema 3.1.1, se |s| < Hbl\aﬁ e @ fixo, temos
Oy
exp([s[|b(y) — bol)dy < = | exp(7m——Ib(y) — bol)dy < By
QI / ¢ |@| [bll o ¢
Assim
eXp —b ))dy < Bn
QI / ¢
e
eXp —b ))dy < ﬁn
1Ql / ¢

Multiplicando as igualdades, e observando que as partes bg se anulam

(ﬁ /Q exp(s(b(y) — b ))dy) (|@| / exp(—s(b(y) — b)) dy)
<‘Q’/exp(sb( ))d )(|Q‘/exp(—sb(y))dy> < .
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Logo e®® € Ay, com

Sb]A2 < ﬁg

Observacao 3.1.2. De maneira analoga a prova do Lema 3.1.1, se 1 < p < o0 e se

s € R temos

1
‘ mm{l,pTl} = esb c Ap e [esb]Ap < ﬁg

Qp
sl < —
= ol

Lema 3.1.2. Sejam w € Ay er, =1+ W Entao
2

1
(fw““dx) ‘ < 2][wd:v.
Q Q

L

Demonstragao. Seja wq = g

f Qw e 6 > 0. Usando o teorema de Fubini e a linea-

ridade da integral, obtemos

=i | Nulle e @i ute) > apT

— 1 | Wt @i vt > AT

+ 1o °° Nu({r € Q  w(z) > A5

—T+1I. (3.9)
Observe que I < (wg)™™, no qual wg = &

Para estimar I fazemos duas afirmacoes. A primeira é a seguinte: se

Eg={re@:w(z) <

Tl

entao

1
|Bol < 51QI. (3.10)
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De fato, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz temos para qualquer f > 0,

(ﬁ/@f(y)dy)2 <|Q| /f 1dy)2/Qw(y)dy

: (IQI (7o ) ) /wa)‘l)l/z)z | wws
M CIAL )dy) (7/ R

e portanto se F C ), tomando f = xp,

BN wlE)
(|Q|> <l i@y (3.1)

Observe que:

= [ w(x x)dx xr wQ) = D)
, we = [ wGxsg@ie < | o5 = Bl el

Portanto, temos por (3.11)

Eol\' _  w(E) _ . w(@, 1 1|
<|Q|> <l tyig) S MWyl Felanr, = 270)
= 2|Eq| < Q)

do qual a primeira observacao decorre. Em particular, isto implica que

QI < 2Q\ Eo| =2{{z € Q : w(z) > ﬁwcz}l- (3.12)

A segunda afirmacao é a seguinte: para A > wq vale

w{r € Q :w(x) > A}) <2""\{r € Q :w(x) > ﬁwQH . (3.13)

Na verdade, como A > wg, para provar esta afirmacao consideramos a decomposigao
padrao (local) de Calderén-Zygmund de w no nivel A > 0 (Ver Apéndice B). Entéao

existe uma familia de cubos disjuntos {Q;}; contidos em @ que satisfaz
A< we, < 2"\
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para cada i. Agora observe que, exceto por um conjunto nulo, temos
{reQ wx) >\ c{reQ: Mw(x) > =@,

no qual Mg ¢ o operador maximo diadico restrito a um cubo (). Isso junto com

(3.12) produz
w(fr € Q:u(@) > X)) < Y w(Q) <

<2"A\{z € Q:w(z) > Suln, wQ}|

ja que wg, > A. Isso prova a segunda afirmacao (3.13). Agora, combinando

11 = |%:2| oo/\‘sw({x €Q:w(x) > )\})%
we
A | 1
= |Q| /wQ » |{x <@ w(I) g Q[U)]Az )\}lT
< (z[w]AQ)MQ"Haﬁ /O:Q N € Q () > 2| T

2[w]a,

61
< (2[w]A2>5+12 +1m@/62w5+1dx.

Definindo aqui § = W , obtemos (usando que t < 2!, para t > 1,) que
2
11
1< -— [ v de
21Q[ Jg

e finalmente
L/ W de < 2<wQ>5+1’
Q[ Jo

donde concluimos a demonstracao. O]

E sabido que se w € A,, entdo b = logw € BMO(R"), ver [26] (p.
409-410). Uma reciproca parcial também vale: se b € BMO(R"), existe um sy > 0,
tal que w = e € A,, |s| < syp. Como consequéncia do Teorema Sharp de John-

Nirenberg podemos obter uma versao desta reciproca parcial para pesos A,,.
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Lema 3.1.3. Seja b € BMO(R"), e o, < 1 < f3,, as constantes dimensionais do
Teorema 3.1.1. Entao para todo s € R temos

1 1 149

o, ) 1 b b
s|< ———min —, — p = e € A,, and [e*]|4 < [GF *
i 6]l Baro {C]’P'} P < a !

Observagao: Vamos provar o caso em que - < 1 e no caso que 1 < L a prova
p q q p

segue de maneira anéloga.

Demonstracdo. Pelo Teorema 3.1.1, se |s| < —%—minqi Lt = —en_Loge Q
[EIE) q’p el Baro P

¢é fixado

J e sl o dy < [ exp (o) ~ bl ) dy <
Q Q

1b]| Bao

assim

]{2 exp (p's(b(y) — b)) dy < f

[ e (-5500)  bo)) dy <
Q
Como ¢ < p’, n6s também temos
Jexplas(biw) ~ b0)) dy < [ exp (/1sl1oy) ~ bal) dy < 6.
Q Q

Agora, note que

(]é exp (¢s(b(y) — bq)) dy)i‘ (]é exp (—p's(b(y) — bg)) dy)

b
Logo, e € A,, com

1_1
€] 4y, < Bt o

O

Definigao 3.1.4. Para 1 < p < o0, 0 espago de Lebesgue com peso LP(w) é definido

como o conjunto de todas as fungoes mensuraveis f tais que:

1l oy = (/R If(x)lpw(:r)dx> ” < 0.

Aqui || f|| zr(w) representa a norma de f ponderada com respeito a funcao w.
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Observacgao 3.1.3. Os espagos de Lebesgue com peso LP(w) sdo uma generalizacao
dos espagos de Lebesgue classicos LP, onde uma funcao adicional, chamada peso, é

introduzida para ajustar a norma do espaco.

Definicao 3.1.5. Seja T : LP(w?) — L?(w?) um operador linear continuo, com

1 < p < q < oo, para qualquer w € A,,, isto é
| T fllzaqwey < Ol fllerry, YV € LP(wP). (3.14)
Para cada z € C e para cada f € S(R"), definimos a familia de operadores

T.(f) = e*T(e *f), b€ BMO(R").

Um dos passos principais na prova do nosso teorema principal é que a
familia de operadores {7 (f)} ¢ holomorfa no parametro z. O passo central é obter a
continuidade dessa familia: uma vez feito isso, podemos dar sentido a certas integrais
(no parametro) dos operadores 7T (f) que usaremos para definir nossos comutadores.

Assim, o passo técnico central reside no lema abaixo:

Lema 3.1.4. Seja D, = {# € C : |z| < n} e suponha que 7" ¢ um mapa linear
que satisfaz (3.14). Entdo para cada funcdo b € BMO(R") e cada w € A,,, existe
um 7 > 0 (a qual depende de p e q) tal que para cada f € LP(wP) com suporte

compacto, o mapa z — T,(f) é continuo de D,, em LI(w?).

Demonstracao. Precisamos encontrar um 7 > 0 tal que para z € D, e z, C D,, se

2y — z entdo ||(1%, — T.) f| Laqwsy — 0 quando n — oo. Escreva

Tznf o Tzf — ezan((efznb o efzb)f) + (eznb o ezb)T<€7zbf)

= T1f+T2fa

onde

Tif = e™T((e7? — e ) f) e Tof = (e — ) T'(e " f).
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Considere a norma L?(w?) de 11 f. Seja «,, = Re(z,). Temos

. T1f (@) w(@)de = | e DT ((e7*" — =) f) ()| 7w (x)d

- / T (¢ — ) ) () )

(T (e — &) f) (@) |7e™" Dt (z)da

Rn
para |z,| < 7.

Fixe v > 0 tal que ¢’ € A,,. Entdo e""/2 € A, e por hipétese
T - Lp<e'yp\b\/2) N Lq(e'yqlbl/2).
Como A, ¢é estavel, entao w'tc € A,,, para algum € > 0, nés também temos
T : LP(wP3F9) — L(w1F9),
Assim, pelo resultado da interpolagao de Stein (ver [49] Cap. V), obtemos
T - Lp(wpewlblﬁ/Q(HE)) N Lq(wqevq\b\eﬂ(l%))'
Portanto, definindo 7 = ve/2(1 + ¢€), temos
T - Lp(wpenplbl) N Lq(wqentﬂlﬂ).
Segue que a norma de T f é limitada por
|( —znb(x) _ efzb(l"))f(x)|p€p77|b(fr)lwp(x)dx.

Afirmamos que esta integral se aproxima de 0 quando n — oo. De fato, é claro que

a integral converge para 0 pontualmente. Além disso
(7@ — o=@ £ ()| enlb(®)]
< elonlb@) £ ()@ 4 elalb@]) ()| enlo@)
< 2| f(a) e,
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/ |f(x)|pe2””|b(‘”)|w”(x)dx < Hf”poo/ e2pn|b(r)\wp(x)dx

supp(f)

€/(1+e¢) 1/(14¢)
< ClfIP- ( / €2pn|b(x>|(1+e)/edx> ( / wp(HE)dx)
supp(f) supp(f)
€/(1+€) 1/(1+e)
= C|If|PP (/ evplb(w)ldx) </ wp(1+€)dl‘> )
supp(f) supp(f)

Como @) ¢ P49 s30 localmente integraveis e f tem suporte compacto, esté
altima expressao é finita. Pelo Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue

Jon | T f (@) 7w () dx vai para 0 quando n — oco.

Usaremos argumentos semelhantes para estimar a norma 75 f. desde

[ Tarunyds = [ e - ST ) o)

R n

Esta tltima integral é limitada por 2 [o, [T(e=* f)(z)|2e™*@lw(z)dz, assim usando
o mesmo argumento de interpolacao como acima, vemos que

/ |To f| w?(x)dx < C/ |e_zbf( )|pe”’7|b(x wP (z)dr < C/ |f(x)|pep’7|b(x)‘wp(x)dx.

n

Portando, podemos concluir que [g, [T f|%w9(z)dx vai para 0 quando n — co. Segue-

se que (7%, —T%) f || La(ws) = 0 quando n — oo, a qual completa a prova do lema. [

Seja 0 < r < nedD, = {z € C: |z| = r}, orientado no sentido

anti-horario. Pelo lema anterior, a integral de Bochner

/a i d (3.15)

271 A

existe para cadan = 0,1, 2, ..., e produz um operador, C,,, que é densamente definido

em LP(wP) com valores em L?(w?). Além disso,
n!
||Cn<f)||Lq(wq) < Mr_n“fHLp(wp)

mostrando assim C,, € L(LP(wP), LY(w?)) com a norma do operador limitado por

M

rn

20



Agora estamos prontos para provar a continuidade dos comutadores

iterados (que, em particular, também se aplica ao caso dos comutadores simples)

Lema 3.1.5. Seja T : LP(wP) — L9(w?) um operador linear, com 1 < p < ¢ < o0,
satisfazendo (3.14), e w € A, classe de pesos estaveis. Entao, dado b € BMO(R")

e w € Ay, o comutador n —th de T e b, definido pontualmente como

T((b(z) = ()" ())(x)

para f € LP(wP) coincide com o operador C, dado em (3.15). Assim, para cada

n=1,2,..., 0 n-ésimo comutador pertence a L(LP(w?), LI (w?)).

Demonstragao. Para N € N e f € LP(wP) com supp(f) compacto, defina
Sw(ez) =" Zb(@). TN (F)(x) = Sw(e. )T(Sx (- —2) ) @)

Como Sy(z,2) — €@ e |Sy(x,2)] < €@l para todo z € D,, o mesmo argu-
mento usado para provar o lema anterior, mostra que TV (f) — T.(f) em L9 (w?),
com || TV (f)||L%(w?) uniformemente limitado para z € D,. Usando o teorema da

convergéncia dominado para a integral de Bochner [51], vemos que

LAY g LR PR Ty
. 9D,

oD, on+l A1 on+l

existe em L(w?). Mas como T ¢ linear, para todo N > n, temos

O e
N X b(x) —b(+))! n! n1

Podemos concluir que o enésimo comutador T'((b(z) — b(-))"f(+))(z) coincide com
o operador C,, e, portanto, pertence a L(LP(wP), L?(w?)). Isso completa a prova do

lema.
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As ideias apresentadas aqui, seguem a referéncia [1].

3.1.2 Exemplos de operadores aplicaveis do Teorema 3.2.1

Iremos apresentar uma série de exemplos de operadores integrais, bem
como apresentar as estimativas com peso que possuem dependéncia 6tima na ca-
racteristica do peso para cada um desses exemplos. No que segue, vamos supor que
f € S(R™) (a classe de Schwartz) e, por conta disso, os operadores integrais que
iremos apresentar podem todos ser rigorosamente definidos com o auxilio da te-
oria de distribuicoes temperadas; para mais detalhes, recomendamos os textos de

Duoandikoetxea [21], Grafakos [27] e também as referéncias ([46] e [47]).

Operadores Integrais de Calderén-Zygmund

Defini¢ao 3.1.6. Diremos que K : R" x R"\{(z,z) : x € R"} — C é um ntcleo

padrao se existem constantes A > 0 e d > 0 tais que

[ |[K(z,y)| < Alx —y|™ para todo =,y € R" com z # y;

I |K(z,y)—K(z,9)| < Alz—2[°(|Jz—y|+|z—y|) ™ ° paratodo z,y,z € R"

satisfazendo |z — z| < max {|z — y|, |z — y[} /2;

UL |K(z,y)—K(z,2)| < Aly—2z|°/(|z —y|+ |z —2|) "% para todo z,y, z €

R™ satisfazendo |y — z| < max {|z — y|, |x — 2|} /2.

A classe de todos os nucleos padrao do tipo acima associados a constantes positivas

A e § sera denotado por SK(A,J).

Vamos nos concentrar com o estudo dos operadores lineares continuos

T :SR") — S'(R™) cujo nicleo de Schwartz coincide com algum nucleo padrao K
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sobre R" x R™\{(z,x) : € R™}; isso significa que podemos dar uma interpretacao
para a agao da distribuigao T'(f) sobre uma fungao teste g (quando f,g € S(R™))
como uma integral absolutamente convergente (quando os suportes de f e g nao se

intersectam). A defini¢do abaixo sera nosso guia nessa segao:

Defini¢ao 3.1.7. Damos 0 < §,A < oo e K € SK(A,J), um operador linear
continuo T : S(R™) — S'(R™) ¢ dito estar associado com o nucleo K se ele satisfaz
T(f)(z)= [ K(x,y)f(y)dy

R?’L
sempre que f € Cg°(R™) e x ¢ supp(f). Além disso, para T que esta associado com
um nucleo padrao K, se T' admite uma extensao continua sobre L%(R™), isto &, se

existe B > 0 tal que T satisfaz a desigualdade

1T fllz2 < Bl |22

para toda f € S(R"), entao diremos que 7' é um operador de Calderén-Zygmiind

associado com o nicleo padrao K.

Exemplo 3.1.1. A Transformada de Hilbert H : S(R) — S'(R) é o operador
integral dado pela convolugdo com o nicleo K(x) = 1/(nx) para z na reta real.

Mais precisamente,

Hf(z) = %pv /W) dy = llim/|_ | /W) dy, Vf e S(R), (3.16)

T—y T =0 r—y
no qual o processo limite acima é chamado de integral de valor principal. Usando
a propriedade da transformada de Fourier de convolugoes e o fato de que H se

comporta Ccomo
1
Hf(x) = f+—
mr

no sentido das distribuicoes temperadas, temos que

~

H(€) = —isgn(€) f(€)

no qual sgn(§) ¢ a fungao sinal. Consideramos a norma L? de H dada por

VH |2 = / H () d

o0
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Pelo teorema de Plancherel temos que:

~

MM@z[IﬁMW%z[I—MM)@W&

e como | —isgn(€)| = 1 para todo £ # 0 temos

WN%=/L%W%=/IMWM-

Logo, como podemos checar que todas as propriedades da Definicao 3.2.1 para
a transformada de Hilbert, vemos que ela é um exemplo de operador de Calderén-

Zygmund.

Exemplo 3.1.2 (As Transformadas de Riesz). Sejan > 2 e 1 < j < n. Para
f € S(R"™) defina
T; —Y;
R;f(x) = c,pv fy)—L—=L_dy, 3.17
i f (@) - ()|x_y|n+1 (3.17)
no qual

en =T ((n+1)/2)/x" /2 (3.18)

Novamente, o limite existe para todo f € S(R") devido ao cancelamento de R; que

comuta com translacoes e dilatacoes, ¢ limitado em L? e satisfaz

(R f)(€) = —iZL(€). (3.19)

As transformadas de Riesz sao de interesse na analise de equacoes diferenciais par-

ciais. Considere o operador laplaciano como sendo

A= —.
e ox2
Entao para toda f € S(R"™), temos
0 f

Para prova isto, basta tomar a transformada de Fourier de ambos os lados e aplicar

(3.19). Consequentemente

0*f
n < A n N
HaxﬁxjHLQ(R ) < A 2@y

o laplaciano controla todas as derivadas parciais de segunda ordem na norma L?.
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Para a classe dos operadores de Calderén-Zygmund com nucleos con-
volutivos e nao-convolutivos, existe uma ampla teoria, iniciada nos trabalhos de
Muckenhoupt e Whedden [40] descrevendo a continuidade desses operadores entre
espagos de Lebesgue com peso. A problema da dependéncia precisa da norma L*(w)
dos operadores de Calderon-Zygmund na caracteristica de Muckenhoupt [w] 4, ficou
conhecida como a conjectura A,; ela foi resolvida por Tuomas Hytonen em [33],

que provou que a estimativa O6tima na caracteristica A, é dada pela desigualdade

HTf”LQ(w) < C(T)[w]Azuf”LQ(w)-

Pelo teorema sharp de extrapolacao de Rubio de Francia devido a Dra-
gicevic, Grafakos, Pereyra e Petermichl [19], a desigualdade acima implica que LP(w)

é limitado, com
max{1,1 -1
1T F 1l 2oy < Co(Ml 5=V £l o,

P

para todo 1 < p < co no qual

i, = (f wie) o) (f ey d) .

Para mais detalhes, ver o artigo [33].

Operadores Integrais Fracionarios

Defini¢ao 3.1.8. Diremos que K, : R" x R"\{(z,z) : + € R"} — C é um nticleo

fracionério de ordem 0 < v < n se existem constantes A > 0 e § > 0 tais que

L |K,(z,y)| < Alz —y| """ para todo z,y € R" com x # y;

I | K, (v,y) — K, (2,9)] < Alz — 21°(Jx — y| + |2 — y|)"~° para todo

x,y, 2 € R" satisfazendo |z — z| < max{|z —y|, |z — y|} /2;

0L |K,(z,y) — K,(2,2)] < Aly — 2°(J]t — y| + |z — 2|)7"*~ para todo

x,y, z € R" satisfazendo |y — z| < max {|z — y|, |z — z|} /2.
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A classe de todos os nucleos do tipo acima associados a constantes positivas A, v e

d sera denotado por F'(A,J,v).

Defini¢ao 3.1.9. Sejam 0 < §,A < 00,0 <v <ne K, € F(A,d,v), um operador
linear continuo 7), : S(R™) — S’'(R™) é dito estar associado com o niicleo K, se ele

satisfaz

R
sempre que f € C(R™) e z ¢ supp(f).

Exemplo 3.1.3. O potencial de Riesz I,, 0 < v < n, é definido como

Li@) == [ Jo—y " )y, v € S@) (3.20)

14

no qual

['(v/2)
L((n=v)/2)"

Observe que, diferentemente dos dois exemplos anteriores, podemos interpretar a

¢, = ¥

integral acima como um integral absolutamente convergente. De fato, podemos até
mesmo interpretar I, como um operador de suavizagao, ja que o mesmo ¢é limitado
deLpequparapeqsatisfazendo1%: %—l—%, coml<p<Zel<v<n A
acao de [, é suavizante no sentido de que I,f se comporta melhor localmente do
que a funcao de entrada f, uma vez que [,f € L? sempre que f € LP com ¢ > p
de acordo com a escala % = % + £. Essas estimativas sao amplamente conhecidas
e remontam aos trabalhos de Littlewood, Paley, Sobolev e Riesz [29, 30, 43, 45| na

primeira metade do século XX.

Novamente, temos resultados precisos para a continuidade e dependén-
cia no controle da caracteristica A,, para essa classe de operadores em diversas
situagoes. O seguinte resultado foi obtido por Michael T. Lacey, Kabe Moen, Carlos
Pérez e Rodolfo H. Torres [36], além disso esta estimativa é sharp.

Teorema 3.1.2. Sejam 1 < p < n/a e q definida pela equacao 1/q =1/p —a/n, e

seja w € Ap,. Entao
1—a/n) max{1l,p’
||Iaf||Lq(wq) < C[w](qu /n) max{ p/q}HfHLP(wP)-
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Operadores Pseudo-diferenciais

Defini¢ao 3.1.10. Diremos que a € C*°(R" x R™) é um simbolo de ordem m € Z
se existem constantes A, g > 0 associadas a cada par de multi-indices o, f € N” tais
que

0708 a(z, )] < Aap(1+ €)1, Va6 € R™

A classe de todos os simbolos de ordem m serd denotado por S™.

Como no caso de operadores integrais singulares e de operadores in-
tegrais fracionérios, vamos nos concentrar em dar uma definicao suficientemente

robusta sem entrarmos em grandes detalhes.

Definicao 3.1.11. Dado um simbolo a € S™, um operador linear continuo P, :
S(R™) — S'(R™) ¢é dito um operador pseudo-diferencial associado ao simbolo a(z, £)

se ele satisfaz

~

RO = [ ale.f@e 4 de, v € S@Y),

Podemos checar com certo trabalho que, de fato, a integral na Defi-
nicao 3.1.11 é absolutamente convergente e infinitamente diferenciavel. Um argu-
mento utilizando integragao por partes nos permite checar de fato que P, : S(R") —
S(R™) (como é feito, por exemplo, por Hounie [32]). Além disso, existe uma conexao
intima entre a teoria de operadores pseudo-diferenciais e a teoria de operadores in-
tegrais singulares, como pode ser visto em detalhes, por exemplo, no texto classico

de Stein [46].

Exemplo 3.1.4. Para uma funcao f € S(R"), o potencial de Bessel J* de ordem

a é definido pela féormula:

) = [ (eler) T feeia,

é um exemplo, bastante simples de um operador pseudo-diferencial. Aqui, £ é a va-

ridvel no espago de Fourier, e a(z, &) = (1+]€]?)~*/% (ndo depende de z) é o simbolo
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do operador pseudo-diferencial. Este simbolo caracteriza o comportamento do ope-
rador no espago de Fourier, e a operacio (1 + [£]2)~%/2f(¢) efetua uma suavizacdo
na fungao f. Se f € L*(R"™), entao J*f € H*(R™), significando que a aplicagao do
operador aumenta a regularidade da funcao. Uma pequena modificacao da forma

~

Pfa) = [ (14 |67 vl Fipemesas

nos da um outro exemplo (aqui ¢ € C§°(R™)). Para mais detalhes sobre o potencial
de Bessel, referenciamos o classico de Stein [46] e para mais detalhes sobre a teoria

de operadores pseudo-diferenciais o texto [47], também de Stein.

Diferentemente dos casos tratados acima, a literatura para cotas 6ti-
mas para operadores pseudo-diferenciais é mais escassa. O resultado abaixo é um
exemplo que nos interessa, ja que para m < 0, operadores pseudo-diferenciais se
comportam como operadores suavizantes entre espagos de Sobolev e também agem

como operadores integrais fracionarios.

3.2 Prova do Teorema Principal

Teorema 3.2.1. Seja 1 < p < q < oo, T : LP(wP) — LiU(w?) um operador linear
limitado, para qualquer w € A,,. Suponha ainda que existe uma funcgdao crescente

Y :[1,00) = [0,00) tal que:
1T ()| o (wry— Loy < ([w]a,,) V€ LP(wP). (3.21)

Entao existem constantes a, > 0 e b, > 1 independentes de [w]a,,, tal que

116, T 1wy s 29wy < b (B[], )bl saro, b € BMO(R™). (3.22)

Demonstracao. Seja z um nimero complexo qualquer e defina

T.(f) = e*T(e™™f).

o8



Pela discussao dos Lemas 3.1.4 e 3.1.5 vemos que 7, é analitico em z = 0. Entao,

pelo teorema de representacao de Cauchy, um calculo fornece

Pl =5 [ T

271

b, T](f) =

2
lzl=e *

Agora, usando a desigualdade de Minkowski para integrais, segue

1
H [b7 T] HLq(wq) < e

Vamos analisar a norma interna |77 (f)|| za(wo),

1T (Pl zawsy = 1T )| aquacanen)-

dz, € > 0.

[ Dozl <> 0

(3.23)

Para fazer isso, usamos a hipotese (3.21), isto é: T' ¢é limitado de LP(wP) em L4 (w?)

com w € Ay, e além disso

1T (Pl zaqwey < D([wla) [ fllzrwry, VI € LP(w?).

Portanto devemos verificar condicdes para que wele*?) ¢ A,q, isto ¢, calcular

1
[we D], = sup (%w(m)qeqRe(Z”(:’f))) ’ (][w(x)p'ep'Re(Zb(m))>
Q Q Q

Y e

Agora, como w € A,, escolha um r > 1 tal que w" € A,,. Usando isso e a desigual-

dade de Holder, temos para um arbitrario (), com %—i— % = 1, a seguinte desigualdade

e

1
( ][ w(l,)qque(zb(x))) ' ( ][ w(@p'ep’fae(zb(x)))
Q Q

1

1 1
< (][w(x)qr dl’) ‘ <][ 6qRe(zb(:U))r’ d.fL') ma
Q Q
X <][ w(z) P d:z:) " (][ P ez @)’ dx) v
Q Q

1 1

(fpora)’ (forra)
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1 1
> (][ eqRe(zb(az))r’ d.ﬁlﬁ) ne (][ e—p’Re(zb(x))r’ d.ﬁlﬁ) "
Q Q

Como b € BMO(R™) estamos em condigoes de aplicar o Lema 3.1.3, isto é

1
se |Re(zr")] < ﬁmin{ -

e min{ g} o R, < e
Assim, ecomor >1lel <p<g< o,

B - 1/q—1/p+1) % r
[UJGR ( b)]qu S [w ]quﬂ?(i /qa—1/p )7‘ S [w ]quﬁn-

Usando essa estimativa para z, e observando que [|e™*" f|| o upeprecnry = || f ]| owp),

1T ()| zogwny = 1T(™* )| aguacorecnn

< P([we™ ) fllzoger) < D4, B fllzogur)-

Agora escolhendo o raio

n, . {1 1}
€= ————min< —, — ¢,
(6|l Baro qp

podemos continuar estimando a norma em (3.23), isto é

1
b, T a(wa) < T, a(wa)|d
6.7V s < gz | Tl

1 ) 1
< 5ot [ O a1 ] = 2007 B s,
no qual,
. 11
|Re(zr")| < r'|z| =7'e = a min{—,—,}.
10l Baro q P
Finalmente, para esse e,

116, T Lo (wp)— Laway < anh([W0"] 4,,b0)||b]| Ba10,
no qual a, = %r’ eb, =0,
w{13)
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3.3 Aplicacoes

A vantagem em nossa formulagao do teorema principal é que ele é sufi-

cientemente flexivel para ser utilizado em uma grande variedade de situagoes. Vamos

comegar com uma aplicagdo bésica, recuperando um resultado classico (em seu for-

mato essencialmente optimal) sobre a continuidade de comutadores de potenciais de

Riesz e fungoes em BMO(R™), quando esses estao agindo em espagos de Lebesgue

com pesos. Iremos apresentar também uma versao mais fina do Teorema 3.2.1 no

caso especial em que ¢ = p', a prova segue de maneira analoga ao Teorema principal,

e usaremos também a relagao que a caracteristica da classe de pesos A,, tem com

a classe de pesos As:

Corolario 3.3.1. Para f € S(R"), temos os seguintes resultados:

I

IT

. (Estimativa para o potencial de Riesz) Para cada b € BMO(R") e

cada w € A,,, obtemos

||[b, fa]||Lp(wp)—>Lq(wq) < an(bn[w]Q )(l—a/n) max{Lp//q}”b”BMo_

Prq

. (Comutadores interados) Sejam 7' : LP(wP) — L%(w?) um operador
linear limitado, w € A,, e b € BMO(R"). Se definimos TY(f) = T(f),

e para k > 1, o comutador de k-ésima ordem pela formula
Ty (f) (@) =T ((b(x) = b)*f) (2),
se vale a estimativa
1T o ey Laay < P([wla,,) Y € LP(w?), (3.24)

entao existem constantes a, e b, independentes de [w]g4,,, tal que

1T 2wy Loy < anklp(bufwly, bl aro-
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O seguinte resultado foi obtido por Auscher e Martell em [3]:

Teorema (Auscher-Martell). Dados0 < a <n el <py < sy < qo < oo satisfazendo
1/po — 1/s0 = a/n, suponha que o operador linear T : LP°(R™) — L*(R") e que
exista uma familia de operadores sublineares { A, }, > 0 satisfazendo A, : L (R™) —

L,,(R™). Se

1/s 00 1/
( / IT(I — Avm)f] de) "< > (2B ( ! |f|p0dx) "
|B| N 2741 B Jyit1p

Jj=1

1 1/q0 00 1 1/s0
— [T (A fld < i —— 0
(21 frvmsma) < 3o (g [, 1700)

=1

<

valem para toda f € L°(R™) e toda bola B, onde rp € o raio da bola, entio para
cada py < p < q < qo satisfazendo 1/p —1/q = ay, e w € Aiy1pg—1/p N RHy(g0/q)

temos T : LP(w?) — L% (w?) se > a; < oo e também temos que a estimativa

1[0, T]f || Laqwsy < ClIf | o wr 0]l 310
é satisfeita para toda f € LT (R") se ). jFa; < oo para algum k > 1.

Note que se pg = 1 e gy = 00, entao a condicao w se torna w € Alﬂ/pr N
RH,, isto ¢ w € A,, |3, Prop.2.1]. Como um corolario imediato do Teorema 3.2.1

temos o seguinte resultado:

Corolario 3.3.2. Sob as hipoteses do teorema acima, e considerando py = 1 e

o = 00, se Y, a; < oo segue que [b, T] : LP(wP) — L4(w?) & limitado.

O proéximo resultado é uma versao mais fina do Teorema 3.2.1 no caso
especial em que ¢ = p’, a prova segue de maneira andloga ao Teorema principal. Aqui
usaremos também a relacao que a caracteristica da classe de pesos A,,, tem com a

classe de pesos As.

Teorema 3.3.1. Seja 1 < p < 2, T : LP(w?) — L” (w”) wm operador linear

continuo, para qualquer w € A,y, e suponha que exista uma fungao crescente 1 :
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[1,00) — [0,00) tal que:

1T o oy < (Wl I leny, ¥V f € LP(w”). (3.25)

Entao

110 T 2o oy s 10 'y < C22"(4[w] s, ) [wla ,lIbllBaco (3.26)

onde [, € como no Teorema 3.2.1.

Demonstragao. Seja z um numero complexo qualquer e defina
T.(f) = T (e f).

Em (definigdo 3.1.5) vemos que T, é analitica em z = 0. Entéo, pelo Teorema de

representacao de Cauchy, um calculo fornece

d 4
0, T](f) = ETz(f)‘zzo = 2%”/'_ T;2f)dz, e> 0.

Agora, pela desigualdade de Minkowski para integrais,

1
2me?

110, TH 2oy < /I T o oyl d2], € > 0. (3.27)

Vamos analisar a norma interna |75 (f)[| 10 (')

HTZ(f)HLP'(wP’) = |’T(G_Zb.f”|Lp’(wp’ep’R6(zb))-

Para fazer isso, usamos a hipétese principal: T' é limitado de LP(w?) em L¥ (w') se

w € Apy, com
T (O wry < ([w]a, IS Ler)-

Segue da definigio que wef®) € A, < w? e fel#) ¢ A, e

/

[weRe(zb)]p/

p' p'Re(zb)
o = (07T

PR

. .o~ VA . L,
Portanto devemos verificar condices para que w e? e:b) ¢ A, isto é, calcular

[wzo’ep’bze(zb)]A2 = sup (][w(x)p’ep’Re(zb(x)) da:) (][w(x)p'ep’Re(zb(m)) da:) )
Q Q Q
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Como w” € A, usando o Lema 3.1.2, se r = Twr = 1+ W5— < 2, entao

[wP'] 4
(][ wip/’"da:) ' < 2][ wiplda:.,
Q Q

pois w? € Ay e Twr' = Ty - Usando isso e a desigualdade de Holder, temos para

um arbitrario @),

(éwu)&wa m)(éw@rhﬂm”b>m>.

< (foerea) (£
x(]{?’w(l‘) prdx> ( T dx):,
< (o) (fer o)

1 1
o r

% (][ eP ' Re(zb(z))r’ dl’) (][ e P 'Re(zb(z))r’ d$) "
Q Q

S
7

eP ' Re(zb(x d;z:>

’ / ’ L
< Afw? 4, [ I

Assim, como b € BMO(R™) estamos em condigoes de aplicar Lema 3.1.1,

entdo [eP FerV], < 52

e [P Re=r)] < Tparo

Para este z, e 1 <r < 2,

VAN / % !
[wp e’ Re(Zb)]AQ S 4[wp ]A257rb S 4[wp ]AQ/B’H,'

Re(zb)]

= [we P <Al B, < 4wy B



Usando essa estimativa para z, e observando que ||e™ f|| o (uperreiny = || f1] Lo (wp),

T oy = 1T P paur e mecnry < ©(A[wla, Bu) | f]] Lo (wr)-

Tomando o raio
(079

~ p|bllsymo’

podemos continuar estimando a norma em (3.27):

1
L ey ML
1 1
< g [ L I lianis = Lol Bl
onde
|’ Re(zr")| < p'r'|z] = p'r'e = L.
|16l Brro

Finalmente, para esse ¢,

1 T o sy oy < €204l BT (bl 0,

. r 5 / —~ / o p/ o 1
pois 7' =14 2" [wP | 4, & 2" [wP |4, = 2”[w]App,, e ap = ga33-
/
Observe que o raio optimal é essencialmente o inverso de [w]’y ||b||gmo. Isso prova
pp

0 teorema. O

Corolario 3.3.3. Assuma que 0 < m <nel/qg=1/p—m/n e considere P, um
operador pseudo-diferencial com simbolo a € S~™. Entao, para cada b € BMO(R")

e cada w € Ay, existe uma P : R? — [0, 00) crescente tal que

116, Palll 2o (wr) > L) < Cn®([w]a,,, m)|[bll a0

A demonstracao de que dispomos do teorema acima, que é uma simples
concatenacao do primeiro item do Teorema 3.3.1 com as estimativas existentes
para operadores pseudo-diferenciais, infelizmente nao parece nos fornecer uma cota
6tima para ®; por conta disso nao nos dedicamos a uma expressao exata desse

resultado no enunciado acima.
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3.4 Comentarios Finais

Observacao Importante. Cabe ressaltar aqui mais uma vez que ideia da prova
do teorema principal é baseada nos resultados de [13| a prova é muito similar do
teorema obtido no artigo de Cruz-Uribe e Moen [16], a0 menos no caso de potenciais
de Riesz. Apesar disso, a nossa prova nos proporciona resultados novos, como pode
ser constatado na se¢ao anterior e, além disso, ele nos levou a uma série de problemas
interessantes e que, aparentemente, podem ser coletivamente atacados da mesma
forma, obtendo assim resultados novos a respeito de comutadores para amplas classes
de operadores. Abaixo iremos indicar os principais tipos de questoes que podem ser

trabalhadas:

Problema 1. Dado b € [;(BMO) isso implica que existe um s > 0 tal que e*® € A,?
E sabido que para w € A, entdo b = logw € BMO. Se b € [,(BMO) = e € A,
entdo sb € BMO, isto ¢, b € [,(BMO) = b € BMO, que ja é uma conclusao nada
6bvia e que, possivelmente, é um indicativo que esse resultado seja falso ou que a
classe de pesos que satisfazem tal propriedade é muito pequena. Se isso for verdade,
podemos reproduzir a prova do resultado acima e obter uma nova demonstracao de

certos resultados conhecidos sobre diferenciacao de operadores integrais singulares.

Problema 2. Um resultado muito interessante obtido por Margaret Murray em [41],
nos diz que se T' é a transformada de Hilbert e se I_, denota a derivada fracionaria

de ordem s, ou seja, o operador definido pela relagao
T2 (€) = canl€l F(©),
para toda f € S(R), entdo o comutador
Co(T) f () = [b, T f ()

leva continuamente LP(R) em LP(R) quando b € I,(BMO). Um teorema de Steve

Hofmann [31] nos dé condigoes para que tenhamos uma versdao L*(w) desse mesmo
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resultado para toda w € A,. Em particular, podemos aplicar o teorema de extra-
polcao de Rubio de Francia e obter uma versao do teorema de Murray no contexto
de pesos; a tnica restricao de que o teorema de Hofmann pede condigoes adicionais
sobre o tamanho de s). A pergunta natural nesse caso entao é: determinar qual a
precisa relacao entre s e a caracteristica A, do peso envolvido? Podemos também nos
questionar o que acontece nos endpoints, ou seja, quando tratamos dos L' — L1
ou H' — L' Existe um resultado recente, no caso de espacos sem peso, devido a
Chen, Ding and Hong [12] que da condi¢bes necessarias e suficientes para termos
Cy(T) : L=*(R") — BMO(R") e Cy(T) : L*(R") — L"“*°(R") quando T ¢ um dos

nicleos variaveis de Calderon-Zygmund [20].

Problema 3. Podemos estender esse tipo de teorema para uma classe mais geral
de espagos? Os resultados de Michalowski, Rule and Staubach [39] para operadores
pseudo-diferenciais sao um bom indicativo de que esse deve ser o caso. Dificuldades
técnicas novas devem aparecer, mas problemas importantes estao relacionados com
essa linha de problemas; por exemplo, existe uma conexao direta com o Problema

1: é verdade que para r > s
b, _T) : LP(w) — W' *P(w), when w € A, and b € I,(BMO)?

Se esse resultado for verdadeiro, qual o comportamento da caracteristica A, dos

pesos em termos de s?
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4 APENDICE A

Lema 4.0.1. Sabendo que a satisfaz 1 = a <% - %) + (1 - a) . onde 3 = (q+k . e

B
= com a = 2X=2 Entio vale
0 2a ) P

af n(k —(p—2))

—<1<:> >
P 2 D

Demonstracao. Note que

p n Bo
B_s(i_1_1
<:>1_50_aﬁ(1”0 n 50)
B (L

@ﬁo 1= ﬁ( p+n+ﬁo)>0'

Portando, usando (4.1)

1 1 1
a/3<p<:)£—l<p(——+ + )

Bo p Bo
B p, P
< - —1<-1 + + =
Bo Bo
g p p
&<t
Bo Bo
B—p p
= < —.
Bo n
Substituindo E, Bo obtemos % = QU“T Voltando a (4.2), temos
aB < p & b=p_»
Bo n
20k—(p—2
L2k (p-2) _p
q n
]
P 2
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Vamos determinar as seguintes expressoes:

2 (1=b)+-2-(1—a).

pP—a

J& vimos as seguintes relagoes:

p+q—2
— 4.4
) (4.4)
pq
P (4.5)
- pq
RS o
7 plgt+k)
ﬁ—p+q_2 (4.7)
1 1 1 1
1 1 1 1
B:b(]—j—ﬁ)Jr(l—b)%. (4.9)
Vamos comegar;
1 q(pbi~) =7 Temos,
l—a(l—l)—i- l—a)—
B_ p n Bo
_g(t_ Lt 1y, B8
‘:’1_“5(10 " Bo)+ﬁo
Bl
“ 5 1_ﬂ6<p+n+60
_ 5
o af = §%1>1 (4.10)
(- +i+4)
Assim, B
_ %1
g(p—ap)=q|p- &°1>1 : (4.11)
(- +i+3)



= — =

glp—aB) ¢ (p (—l +

de maneira analoga a (4.10), segue

% _ 1) . (4.12)

g(p—ab) ¢ (p (—% +1+ %) — ath) 4 1)

q
b 1
& P =

a(p — af) pq(—§+%+ﬂio>—2(q+k)+q
bp 1

p== — =
gL M 2a _
q(p — ap) q+ 5+ pe —2(q+ k) +q

e __ L
gp—aB) B+2ap—2(q+Fk)
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b3 n

= q(p—ag) B pq + 2nap — 2n(q + k)
Lo .
glp—aB) Ppg+2n(p+q—2)—2n(q+k)
o - . (4.13)

qlp—aB) Pq— 2n(k —p+2)

2. (1-0)+ b—gg(l —a). 7 Temos

p—a

(1—b)+pfi§(1—a):p(l_b;tibg_“g) (4.14)
De (4.10), (4.11) e (4.12), segue

G &Y
(h+i+d)

b3 = ; :
(H+i3)

= (b — af) = (1-3)

(h+i+3)
L ()

Substituindo essas expressoes acima em (4.14), obtemos

b8 () gy PA=b)+(bB—aB) _
p—ap p—ap

_B 1,11
N @ B) <p+n+%>

+
1 1, 1 1 % 1,1 1 8
W—) (reied)) e(ried) - (5 -1)
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(1-b)+




) ()
o (np—np+pB) + 5 (55
oy B g s+ (5-F)
p—ap %(p50<—%+%+%)—5+50>
3 L (np—nB+pB+nb—np
s (1-b)+ b5~(1—a):ﬂ”<np e n? )
p—ap (Bt 4p—F+4)
7 g (0 +pB —np
& (1-0b)+ b5~(1—a):ﬁ (np ! 71) Bo =28
p—ap %(%ﬂ?—ﬁ)
~ 1 + 1
s (1-b)+ b5~(1—a):2”<np P ~n6>
p—apB <%+p—ﬁ>
~ 1 + -1
& (1-b)+ b6~(1—a):2"<np - nf)
p—aB %(pﬁ(ﬁ—np—nﬁ)
~ 1 +ﬂ_w
S (1-b)+ b5~(1—a>_2(np 2o
p—ap (%4—71])—@)
- b3 o (npa+pg—nlg + k)
= b)+p_ag(1 a)_i(pq+2npoz—2n(q+k))
bg _ npa+pqg—n(q+k)
ﬁ(l_b)—’—p_aﬁ(l_a)_pq+2npa—2n(q+k:))'
Lembrando que o = ’%_2, segue
1+ ] (= Meta=2)+pg—nlg+h)
p—af pq+2n(p+q—2) —2n(q + k))
] pg —n(k — (p —2))
s (1—a) =
G0 G T T = 0 -2)
Assim, concluimos,
b3 n(k —(p—2))
s (1—q) =
Ut g ) = - - 2)
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5 APENDICE B: ANALISE

5.1 Espacos LP

Sejam (X, ¥, 1) um espago de medida e 1 < p < oo. O conjunto de

todas as fungoes mensuraveis de X em K tais que

1/p
Hme:(/X \flpdu) < oo

sera denotado por LP(X, X, ).

Notagao. Seja 1 < p < o0o; denotamos por p’ o expoente conjugado
Sl

Teorema 5.1.1. (Desigualdade de Hélder para integrais) Sejam p,q > 1 tais que

%+% =1 e (X,X, u) um espago de medida. Se f € LP(X, X, p) e q € LYX, %, 1),

entao fg € LY X, X, u) e

gl < [fllze lgllze-

Demonstragao. O caso ||f||» = 0 ou ||g||r« = 0 é simples. Suponha entao || f| L #

0 # ||g||Le. Primeiro é conveniente mostrar que para quaisquer a e b positivos, temos

b
(ﬂp&hg%+§‘ (5.1)

Para tanto, considere, para cada 0 < a < 1, a funcao f = f, : (0,00) — R dada por
f(t) = t* — at. Note que f tem um méximo em ¢ = 1 e portanto t* < at + (1 — «)
para todo t > 0. Fazendo t = § e a = }D obtém-se (5.1). E claro que (5.1) também é
valida se @ = 0 ou b = 0. Tomando

_ @) lg()]
[nals 191170

em (5.1), o resultado segue. O

a
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Teorema 5.1.2. (Desigualdade de Minkowski para integrais) Sejam 1 < p < oo e
(X, %, 1) um espago de medida. Se f,g € LP(X, %, n), entao f+ g€ LP(X, X, 1) e

If + gl < \[fllee + llglle- (5.2)

Demonstra¢ao. Se p=1ou ||f+g|/» = 0, o resultado é claro. Podemos entao supor

If + gllzr # 0 e p > 1. Perceba que para todo z € X, temos

[f () + g(@) " < (If (@) + [g(2)])" < (2max{|f(z)], |g()]})"
= 22(max{|f(z)], [g(x)[})? < 2°(|f ()" + [g(2)["),

e dai segue que f + g € LP(X,3, u). Agora vamos provar (5.2). Observe primeiro

que

(@) +9(2)F < 1f(2) + g(@)|lf () + g(x)["
< |f (@) + 9@ (1 f (@) + g(x)])
= f@)If(2) + g(@)"" + lg(@)|lf (@) + g(x)"~" (5.3)

para todo z € X. Tomando ¢ > 1 tal que Ilj + % =1 temos (p — 1)q = p, e portanto
|f +gP~t =|f +g[P/? € £L9(X, %, 1). Da desigualdade de Holder, temos

1/p 1/q
p-1 p (p—1)q
J 15118+ gt < (/lel du) (/X|f+g| dﬂ) |
1/p 1/q
/|g|!f+g|p‘1du§ (/ Igl”du> (/ |f+g\(”‘”qdu> .

Somando as duas desigualdades acima e combinando com (5.3) temos

[iapans ([ |f+g|”du>l/q[( / Ifl”du) ([ |9|de> ]

e dividindo ambos os membros por ( S x If+ g]pdu) 1/ , o resultado segue. O]

Note que || - ||L» nao é, em geral, uma norma em £LP(X, X, i), pois pode

ocorrer ||f||z» = 0 para f nao identicamente nula. De modo geral, se (X,%, u) é
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um espago de medida, introduzimos uma relacao de equivaléncia dizendo que duas
funcoes f,g: X — K sao equivalentes se f = g u-quase sempre, isto €, se existe um
conjunto A € ¥ tal que u(A) =0e f(z) = g(x) para todo x ¢ A. Denotando a classe

de equivaléncia de uma fungao f por [f], é imediato que no conjunto quociente

LP(X, 5, ) = A[f]: f € LP(X, 2, 1))
as operagcoes
1+l =1f+4g] e cfl=Icf]
estao bem definidas e tornam LP(X, ¥, ) um espago vetorial. Além disso, definindo

I e = £ v

corrigimos o que faltava para || - ||z» ser uma norma. Assim (LP(X, %, u), || - |[zr) €

um espago vetorial normado.

Teorema 5.1.3. Se 1 < p < oo, entdao LP(X, %, ) é um espaco de Banach com a

sr = ([ 171 "

Demonstracao. Ver [5]. O

norma

Para mais detalhes, recomendados os textos [5, 27|

5.2 Espaco de Schwartz

Definicao 5.2.1. O espacgo de Schwartz ou espaco de fungoes de decaimento rapido
em R", denotado por S(R"), é a colegao das f : R” — C tais que

feC=R")
equipada com a familia de semi-normas

[ fllas = sup |2*(D?f)(2)| < o0
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para todo «, 8 € N, aqui z® = 20252 ... 2% ¢ DP = 905> ... 9P

A classe de Schwartz nao é um espago vetorial normado no sentido usual
porque nao é possivel definir uma tnica norma || - || que capture completamente a
estrutura do espaco de Schwartz. Em vez disso, a classe de Schwartz é um espaco

vetorial topologico, cuja topologia é definida por uma familia de seminormas

Definicao 5.2.2. (Convergéncia na Classe de Schwartz). Uma sequéncia de fungoes
(fr) € S(R™) converge para uma fungao f € S(R™) se, para todo multi-indice « e

[, as seguintes normas tendem a zero:

1fe = fllas = sup |2 D7 (fi(x) — f(2))]

ou seja fr — f em S(R™) significa que f; converge para f com respeito a todas as

seminormas || - ||o.3.

Defini¢ao 5.2.3. Um funcional linear continuo de S(R") é dito uma distribuicao

temperada. O espaco das distribui¢oes temperadas é denotado por S'.

Teorema 5.2.1. Se ¢ € S(R") entao g/b\ € S(R™). Aqui g/g denota a transformada de

Fourier de ¢, dado por

~

o) = | olw)e ™ de.

Demonstragao. Ver [49]. O

Teorema 5.2.2. Se ¢, ¢ € S(R") entao ¢ x1p € S(R™). Aqui h = ¢ x ¢ denotada a

convolucao de ¢ e 1, dada por

hz)= [ o(x —y)Y(y)dy = . oY) (r —y)dy.

R

Demonstragao. Ver [49]. O

Algumas das propriedades de S(R™) e de sua topologia sdo expressas

no seguinte Teorema.
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Teorema 5.2.3. Valem as sequintes proposicoes:

~

. A aplicagio ¢(x) — x*DP¢(x) € continua em S(R™).

IS

. Se ¢ € S(R™) entdo limy,_,o mh0(x) = ¢ em S(R™).

[ %)

. Sep € SR") e h = (0,...,h;y...,0) € R™ entdo o sequinte limite

ocorre em em S(R™)

¢—mo 09
hi - 8:@-’

quando  |h| — 0.

4. S(R™) é um espago métrico.

5. A transformada de Fourier é um isomorfismo de S(R™) em S(R™).

D

. O espago C° € denso em S(R™).
7. O espago S(R™) € denso em LP(R™) para 1 < p < 0.

8. S(R™) é um espago separdvel.

Demonstragao. Ver [49]. O

5.3 Teorema de Decomposicao de Calderén-Zygmund

Nesta secao apresentamos algumas defini¢oes e resultados basicos sobre
a teoria de decomposicao de Calderéon-Zygmund, para mais detalhes, recomendamos

os capitulos I e IT do texto [46].

Teorema 5.3.1. Seja F' um conjunto fechado nao vazio em R™. Entdao podemos
escrever F¢ = ) como uniao enumerdvel de cubos fechados Qy (ndo-degenerados),
com interiores disjuntos = | Qy, tais que seus diagmetros sejam compardveis as

suas distancias a F, isto €, existem constantes ci,co, tais que:
c1 - diam(Qy) < dist(Qy, F) < co - diam(Qy) VEk.
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De fato, podemos tomar c; =1 e ¢y = 4.

Demonstracao. Considere M, uma malha de cubos unitarios com vértices em Z",
defina
My, =2" My, keZ

um cubo diadico com vértice 2% € Z. Seja

Q:UQk

kez
onde

Qk:{xGQ:c-2*kSdist(a:,F)ScQ*k“},

¢ serd uma constante escolhida adiante. Agora defina
F = {colegao dos cubos diadicos Q:Q € My e QNQy # 0},

se Q € My entao diam(Q) = \/n27". Note que

QclJe.

=
se Q€ F existex e QN Qe Q € My
dist(Q, F) < dist(z, F) < c-27F
por outro lado
dist(Q, F) > dist(x, F) — diam(Q) > ¢- 27" — y/n27F,
tomando ¢ = 24/n, tem-se
diam(Q) < dist(Q, F) < 4 - diam(Q).

Portanto 2 = |- (). Para cada cubo () € F tome )’ € F maximal tal que Q) C @’

(estd bem definida peca tltima desigualdade)

0=Je.
f
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Teorema 5.3.2. (Decomposi¢io de Calderon-Zygmund- versao 1) Seja f uma fun-
¢ao nao-negativa e integravel em R™ e seja o > 0 um constante. Existe uma decom-

posicao em R™ tal que:
e R"=FUQ, FNQ=10.

o f(z) <« quase todo ponto em F.

o O =JQk, Qus cubos com interiores disjuntos, e para cada Qy, temos

1
m(Qr) Jo,

a <

(x)dr < 2"«

Demonstragao. Considere a malha diadica M), = 27%M,, escolha k; muito pequeno,

de modo que V@) € M, tem-se

1
W/Qf(:c)dx < a.

Nos o dividimos em 2" cubos congruentes.

e Se W fQ, f(z)dz > «a, escolha @' para sua decomposicao.

e Se m fQ, f(z)dz < a, nao escolha @' para sua decomposigao.

Ao final, obtemos Q = |J @}, e para cada @), segue

1 m(Qr) 1
a < flz)dr < f(x)dx < 2"a.
m(Qy) Jo, m(Q,) m(Qr) Jo,
Em F = Q° se x € F, existe uma sequéncia @);, com diam(Q;) — 0, x € Q);
1
fy)dy < a,
m(QJ) Qj
Teorema da Diferenciacao de Lebesgue, implica que f(z) < a quase todo ponto
xeF. ]

Teorema 5.3.3. (Decomposicao de Calderon-Zygmund- versao 1) Seja f uma fun-
cao nao-negativa e integravel R™ e uma constante o > 0. Existe wma decomposi¢ao

em R", tal que:
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e R"=FUQ, FNQ=0, F ¢ fechado
e f(x) < a quase todo ponto em F.

o O =JQk, Qus cubos fechados com interiores disjuntos, de modo que

1

A
m(§2) < EHf”Lh m

f(x)dx < B-a,
Qk
onde A e B sdo constantes que sé dependem da dimensao.

Demonstragao. Ver [46]. O

5.4 Espacos de Holder

Suponha que U C R™ é um aberto e 0 < v < 1. Comegamos consi-
derando a classe de func¢oes continuas de Lipschitz v : U — R, que por defini¢ao

satisfazem a estimativa
lu(z) —u(y)| < Clz —y| (z,y €U) (5.4)

para alguma constante C' > 0. Note que (5.4) implica, naturalmente, que u é continua
e, mais importante, fornece um modulo uniforme de continuidade. Revela-se tutil

considerar também fungoes u que satisfazem uma variante de (5.4), nomeadamente
u(z) —u(y)| < Clz —y|" (z,y €U) (5.5)

para algum 0 < 7 < 1 e uma constante C' > 0. Tal fungao ¢ dita ser Hélder continua

com expoente 7.
Definicao 5.4.1. Se u : U — R ¢ limitado e continuo, escrevemos
[ulle@) = sup |u(z)].
zeU
A seminorma y*-Hélder de u : U — R é

[u(z) — u(y)|
U o @) = SUp — =, TFY
[ ]CO (U) = |.T _ y|
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e a norma y"-Hélder &

[ullcon@) = lulle@) + Wlcon @)
Definicao 5.4.2. O espago de Holder
Ch(T)
consiste de todas as fungoes u € C*(U) para qual a norma

[ullgro @y = Z | D%ull o) + Z [D%u] con (- (5.6)

|a| <k |a|=k

é finita.

Entdo o espago C*7(U) consiste naquelas funcdes u que sdo k-vezes
continuamente diferencidveis e cujas derivadas parciais de ordem k" sdo limitadas
e continuas de Holder com expoente 7. Tais fun¢oes sao bem comportadas e, além

disso, o proprio espago C*7(U) possui uma boa estrutura matematica.

5.5 Espacos de Sobolev

Os espagos de Holder introduzido anteriormente, infelizmente nao sao
frequentemente configuragoes adequadas para a teoria de EDP elementar, pois nor-
malmente nao conseguimos fazer estimativas analiticas boas o suficiente para de-
monstrar que as solugdes que construimos realmente pertencem a tal espaco. O que
é necessario sao alguns outros tipos de espacgos, contendo fung¢oes menos suaves.
Na pratica, devemos encontrar um equilibrio, projetando espacos que compreendem

fungoes que tém algumas, mas nao muito, propriedades de suavidade.

5.5.1 Derivadas fracas

Comecamos por enfraquecer substancialmente a notacao de derivadas

parciais.
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Notagao. Definimos C2°(U) como sendo o espago das fungoes infinitamente diferen-
ciavel ¢ : U — R, com suporte compacto em U. As vezes chamaremos uma funcao

¢ pertencente a C'°(U) de fungao de teste.

Motivagao para definicao de derivada fraca. Suponha que nos é dado uma
fungao u € C*(U). Entao se ¢ € C>(U), vemos pela formula de integragao por

partes que

/uquidzv = —/ Uz, pdr (i =1,...,n). (5.7)
U U

Nao ha termos de contorno, uma vez que ¢ tem suporte compacto em U e, portanto,
desaparece perto de OU. Mais geralmente, se k é um inteiro positivo, u € C*(U), e

o= (aq,...,q,) € um multiindi rdem ol = a1+ -+ a,, = nta
- é Itiindice de orde +- k, entao

/uDO‘qbdx:(—l)|°‘|/D°‘u¢dx. (5.8)
U U

Essa igualdade se mantém desde

oM o
o
Ox} Oxon

e podemos aplicar a formula (5.7) |a| vezes.

D =

¢

Examinamos a seguir a formula (5.8), valida para u € C*(U), e pergun-
tamos se alguma variante dela ainda pode ser verdadeira mesmo se u nao for k vezes
continuamente diferenciavel. Note que, o lado esquerdo de (5.8) faz sentido se u for
apenas localmente integravel: o problema é que u nao é C*(U), entdo a expressao
D®u no lado direito de (5.8) nao tem significado 6bvio. Resolvemos essa dificuldade
perguntando se existe uma fungao localmente integravel v para a qual a féormula

(5.8) é valida, com v substituindo D%u:

Definigao 5.5.1. Suponha u,v € Lj,.(U) e @ é um multiindice. Dizemos que v ¢ a

derivada parcial fraca de ordem o de u, escrevemos
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D% = v,

se

/U uD®¢dx = (—1) / vodx (5.9)

U
para todas as fungoes testes ¢ € C°(U).

Em outras palavras, se nos for dado u e se existir uma funcao v que

verifica (5.9) para todo ¢, dizemos que D*u = v no sentido fraco, se ndo existir tal

funcdo v, entdo u ndo possui uma derivada parcial fraca de ordem a*.

Lema 5.5.1. (Unicidade da derivada fraca). Uma derivada parcial fraca d ordem

a'™ de u, se existir, é definida exclusivamente até um conjunto de medida zero.

Demonstragao. Assuma que v, € L}, (U) satisfaz

/UuDo‘qﬁda:: (—1)“|/Uv¢>dx: (—1)“'/U@¢dx

para todo ¢ € C°(U). Entao

/U(U—T)Wdaz =0

para todo ¢ € C°(U), de onde v — ¥ = 0 quase todo ponto. O]

5.5.2 Definicao de espaco de Sobolev

Fixe 1 < p < oo e seja k um inteiro nao negativo. Definimos agora
certos espagos de fungoes, cujos membros tém derivadas fracas de varias ordens

situadas em véarios espagos LP.
Definicao 5.5.2. O espaco de Sobolev
wh(U)
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consiste em todas as funcoes integraveis localmente u : U — R tal que para cada

multiindice o com |a| < k, D%u existe no sentido fraco e pertence a LP(U).

Observagao 5.5.1. Se p = 2, usualmente escrevemos
HYU)=W"(U) (k=0,1,...).

Definigao 5.5.3. Se u € W#*?(U), definimos sua norma como sendo

1/p

lullweoiy = | / Doufdr| . (1<p <o)
U

jal<h
][ koo 0y = Z esssup |D%ul.
jal<k Y

Definigao 5.5.4. Seja {u,,}>°_,,u € W*P(U). Dizemos que u,, converge para u em
WHkP(U), escrevemos

Uy — u em WHP(U),

se
Tim{jug, — ullwrrw) = 0.
Temos
Uy —u em WEP(U)
significa

U, — u em WHP(V)

para cada V CC U.
Definicao 5.5.5. Denotamos por
k,p
Wy (U)

o fecho de C°(U) em WH?(U). Assim u € WP (U) se e somente se existem funcoes

Uy, € CX(U) tais que u,, — u em WHP(U).
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Notacao. E costume escrever
k,
H(U) = W5 (U).

Veremos nos exemplos que se n = 1 e U é um intervalo aberto em R!, entdo u €
WhP(U) se e somente se u é igual q.t.p. a uma fun¢ao absolutamente continua
cuja derivada ordinaria (que existe q.t.p) pertence a LP(U). Uma caracteriza¢do tao
simples esté, no entanto, disponivel apenas para n = 1. Em geral, uma funcao pode

pertencer a um espaco de Sobolev e ainda assim ser descontinua ou ilimitada.

Exemplo 5.5.1. Considere U = B%(0,1), a bola unitaria aberta em R", e
u(z) = |z|™* (zeU, x#0).

Para quais valores a > 0,n,p a funcio u € W'P(U)? Para responder, observe

primeiro que u é suave para longe de 0, com

—Qx;

Uy, () = EEE (z #0),

e assim
o
Dula)l = s (r#0)

Seja ¢ € CX(U) e fixe € > 0. Entao

/ UQ,, dr = —/ Uy, pdx +/ upr'ds,
U—B(0,¢) U—B(0,¢) 9B(0,¢)
1

v = (v',..., ") denotando a normal apontando para dentro em 0B(0,¢). Se a+1 <

n,|Du(x)| € L (U). Neste caso

/ uqbuidS‘ < ||¢HLO®/ €S < Ce" 17 — 0.
8B(0,€) 0B(0,¢)

/ugﬁxidx: —/ Uy, pd
U U

para todo ¢ € C*(U), se 0 < a < n — 1. Além disso |Du(x)| = ‘wlﬁle € LP(U) se

Assim

somente se (a + 1)p < n. Consequentemente u € W1P(U) se somente se o < =L,

Em particular w ¢ WP(U) para cada p > n.

87



Exemplo 5.5.2. Seja {r;}?, um subconjunto denso e enumeravel de U = B%(0, 1).
Escreva
[es) 1 .
u(z) =Y St —nl™ (v €U).
k=1
Entao u € W'?(U) para a < =E. Se 0 < a < *F vemos que u pertence a Whr(U)

e ainda ¢ ilimitado em cada subconjunto aberto de U.

Este ultimo exemplo ilustra um fato fundamental, que embora uma fun-
¢ao u pertencente a um espaco de Sobolev possua certas propriedades de suavidade,
ela ainda pode se comportar de maneira bastante ruim de outras maneiras, para

mais detalhes, recomendados o texto [25].
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6 APENDICE C: TEORIA DA MEDIDA

6.1 Medida de Lebesgue

A medida de Lebesgue fornece uma maneira de descrever o “tamanho'"ou
“volume"de certos subconjuntos do R", para mais detalhes, recomendamos o texto

[48].
Definicao 6.1.1. Uma colecao M de subconjuntos do R™ é chamada de o- dlgebra
se

1. O,R™ € M,

2. Ae M=R"'—Aec M,

3. Se {Ax}2, € M, entdo Upe; Ak, Npey Ak € M.

Teorema 6.1.1. (Ezisténcia de medida de Lebesgue e conjuntos mensurdveis de

Lebesque). Existe uma o-dlgebra M de subconjuntos de R™ e um mapa
|1+ M = [0, o0]
com as sequintes propriedades:
1. Todo subconjunto aberto de R™ e, todo subconjunto fechado de R™ per-

tencem a M.

2. Se B é uma bola em R™, entdo |B| € igual ao volume n-dimensional de

B.

3. Se {Ag}2, € M e os conjuntos { A}, sao disjuntos dois a dois,

entao

U
k=1
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4. Se AC B, onde B€ M e |B| =0, entio A€ M e|A|l=0.

o conjunto em M € chamado de conjunto mensurdvel de Lebesgue e | -| € a medida

de Lebesgue n-dimensional.

Notagao. Se alguma propriedade é valida em todos os pontos de R", exceto para
um conjunto mensuravel com medida de Lebesgue zero, dizemos que a propriedade

é valida em quase todo ponto, abreviado “q.t.p”.

6.2 Fungoes mensuraveis e integracao

Definicao 6.2.1. Seja f : R® — R. Dizemos que f é uma func¢ao mensuravel se
f7(U) eM

para cada subconjunto aberto U C R.

Em particular se f é continua, entao f é mensuravel. A soma e produtos
de duas fung¢oes mensuraveis também sao fungoes mensuraveis. Em adicional, se

{fx}32, sao fungoes mensuraveis, entdo também sao limsup fi e liminf f;.

Teorema 6.2.1. (Teorema de Egoroff’s). Seja {fi}i2q, f fungdoes mensurdveis, e

assuma que

fe—=f qtp em A,

onde A C R" € mensurdvel, |A| < co. Entdo para cada € > 0 existe um subconjunto

mensurdvel E C A tal que

1. [A—FE|<e€

2. fr — [ uniformemente em E.
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agora se f é uma funcao nao negativa e mensuravel, é possivel, por uma

aproximagao de f com fungoes simples, definir a integral de Lebesgue

fdx.

RTL
Isto concorda com a integral usual se f for continua ou integravel por Riemann. Se

f for mensuravel, mas nao necessariamente nao negativo, definimos

fdx:/ frde — fdx,
Rn n Rn

desde que pelo menos um dos termos do lado direito seja finito. neste caso dizemos

que f & integravel.

Definicao 6.2.2. Uma funcao mensuréavel f é somavel se

/n|f\d:c<oo.

Observe cuidadosamente nossa terminologia: uma fungao mensuravel é
integravel se tiver uma integral (que pode ser igual a +00 ou —00) e é somavel se

essa integral for finita.

Definicao 6.2.3. se a fungao de valor real f for mensuravel, definimos o supremo

essencial de f como sendo

esssup f = inf{p € R: |{f > u}| = 0}.

6.3 Teoremas de convergéncia para integrais

A teoria de integracao de Lebesgue é especialmente ttil porque fornece

0s seguintes teoremas de convergéncia poderosos.

Teorema 6.3.1. (Lema de Fatou’s). Suponha que as fungoes {fr}72, sao nao ne-

gativas e mensurdavers. Entao

/ liminf fidzr < liminf frdx.
n k—oo

k—o0 Rn
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Teorema 6.3.2. (Teorema da convergéncia mondtona)

{fx}32, sao mensurdveis, com

Entao

Teorema 6.3.3. (Teorema da convergéncia dominada)
{fr}32, s@o integrdveis e

fe—=f qtp.
Suponha também

[fell <9 qtp.,

para alguma func¢ao somdvel g. Entao

frdr — fdx.

Rn R
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