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Resumo

A água apresenta mais de 70 comportamentos anômalos, que são em grande parte con-
sequência das ligações de hidrogênio que suas moléculas formam entre si. Anomalias
termodinâmicas bastante conhecidas são as da densidade e do calor espećıfico, mas além
delas anomalias dinâmicas, como a da difusão, têm também um papel importante na
compreensão dos comportamentos da substância. Uma ferramenta poderosa de análise
para complementar resultados experimentais são simulações de dinâmica molecular, e no
caso da água existem diversos modelos atomı́sticos que as viabilizam. Uma das várias
caracteŕısticas que os diferenciam é a presença ou não de flexibilidade em suas ligações,
o que pode ser um fator relevante para análises de dinâmica. Os dados publicados na
literatura para a difusão em modelos flex́ıveis são todos, no entanto, fora da região de
anomalias. Neste trabalho calculamos a densidade e a difusão da água com o modelo
flex́ıvel TIP4P/2005f e comparamos os nossos resultados com os de modelos ŕıgidos e
experimentais. Conclúımos que o modelo flex́ıvel consegue capturar as anomalias quanti-
tativamente. Além disso, ele estende a região de anomalias para temperaturas mais altas,
o que pode ser interessante para análises computacionais de misturas aquosas.

Palavras-chave: água, anomalias, difusão, dinâmica molecular, modelos
atomı́sticos
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Abstract

Water presents more than 70 anomalous behaviors, most of them as a consequence of the
hydrogen bonds between its molecules. The density and the specific heat anomalies are
widely known, but dynamic anomalies such as the diffusion one also have an important
role to understand the behavior of water. A powerful analysis tool to complement expe-
rimental results are molecular dynamics simulations, and in the case of water there are
several atomistic models to perform them. One of the various characteristics that distin-
guish these models is the presence of flexibility in their bonds, which can be relevant to
dynamics analysis. Previous research with flexible models focused, however, on regions
without anomalous diffusion behavior. In this work we compute the density and the dif-
fusion of water using the flexible model TIP4P2005/f and compare our results with those
from rigid models and experimental data. We find that the flexible model quantitatively
reproduces the anomaly. Besides, it extends the anomalous region to higher temperatures,
which may be useful for computational analysis of aqueous mixtures.

Keywords: water, anomalies, diffusion, molecular dynamics, atomistic models
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1 Introdução

Apesar de ser uma substância aparentemente simples, a água apresenta mais de 70
comportamentos anômalos [1], que a classificam como um fluido complexo [2]. São com-
portamentos estruturais, termodinâmicos e dinâmicos que diferem ligeiramente de outros
materiais, e que são em grande parte consequência das ligações de hidrogênio que as
moléculas de água exercem entre si [3, 4].

Uma das anomalias mais conhecidas é a temperatura de máxima densidade (TMD) [4],
evidente no cotidiano quando uma garrafa com água é colocada no congelador. Para
ĺıquidos comuns, é esperado que o resfriamento seja acompanhado por uma diminuição do
volume, ou seja, por um aumento da densidade. A água, no entanto, expande enquanto
é gradualmente congelada, e a garrafa no congelador corre o risco de ser quebrada1. Esse
comportamento anômalo acontece, à pressão ambiente, apenas no intervalo de tempera-
turas entre 4◦C a 0◦C, como mostrado na figura 1.

Figura 1: Densidade experimental da água em função da temperatura à pressão at-
mosférica. O ponto máximo da curva representa a TMD. Figura adaptada de [3].

Outra anomalia termodinâmica bem conhecida é o alto calor espećıfico que a água
apresenta [5]. Isso significa que essa substância necessita de grandes quantidades de
calor para variar sua temperatura, como é evidente em cidades litorâneas, por exemplo
[6]. Nessas regiões, a amplitude térmica costuma ser baixa porque a umidade elevada
desfavorece grandes variações de temperaturas. Microscopicamente, essa caracteŕıstica
pode ser explicada simplesmente pelas ligações de hidrogênio [3], porque a energia em
forma de calor que as moléculas de água recebem é usada em grande para quebrar essas
ligações.

Além dessas e de outras anomalias termodinâmicas, a água também apresenta compor-
tamentos estranhos em sua dinâmica [7–9]. Normalmente esperamos que, ao aumentarmos
a densidade ou a pressão de um ĺıquido, a mobilidade das moléculas diminua porque há
menos espaço dispońıvel para elas se movimentarem. Para a água, no entanto, o aumento

1A rigor, a quebra da garrafa não acontece pela diminuição cont́ınua da densidade na fase ĺıquida,
mas sim pela diminuição descont́ınua da densidade na mudança de fase a 0◦C.
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desses parâmetros pode favorecer a mobilidade das moléculas, medida pelo coeficiente
de difusão. Novamente esse comportamento é consequência direta das ligações de hi-
drogênio, que são formadas e rompidas continuamente enquanto as moléculas de água se
movimentam [3].

Podemos observar esse comportamento anômalo da dinâmica da água em dados expe-
rimentais do coeficiente da difusão em função da pressão, como mostrado na figura 2, para
temperaturas fixas. Em algumas curvas, com pressões e temperaturas próximas à região
de anomalia da densidade, existe a presença de um máximo, que caracteriza a anomalia
da difusão.

Figura 2: Coeficiente de difusão experimental da água em função da pressão para várias
temperaturas. Os ćırculos abertos representam a pressão para a qual a temperatura da
isotérmica é uma TMD. Figura retirada de [10].

Além de dados experimentais, muitos estudos utilizam também simulações de dinâmica
molecular para analisar o fenômeno de forma mais detalhada [7,8,11]. As simulações per-
mitem que a análise seja estendida para regiões de dif́ıcil acesso experimental, como a
região de pressões negativas. Nessa região estão localizados o mı́nimo da difusão, visu-
alizado na figura 3, e o segundo ponto cŕıtico da água, cuja teoria explica o mecanismo
da anomalia da densidade através da existência de duas fases ĺıquidas [12]. Um estudo
detalhado da anomalia da difusão foi importante para o desenvolvimento dessa teoria [2],
o que mostra a relevância de nos atentarmos para os processos dinâmicos em conjunto
aos termodinâmicos.

Na maior parte dessas simulações, a molécula de água é representada através de mo-
delos atomı́sticos, e a escolha do modelo, entre os vários existentes, é feita de acordo com
os objetivos de cada estudo. Um dos mais utilizados, por reproduzir de forma eficiente
diferentes comportamentos da substância e com um custo computacional não tão alto, é o
modelo TIP4P/2005 [13]. Na figura 3 está mostrada a anomalia da difusão obtida através
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desse modelo, evidente pela presença de máximos e mı́nimos nas curvas. Destaca-se que
em simulações o coeficiente de difusão é obtido mais diretamente em função da densidade,
enquanto em experimentos é mais comum obtê-lo em função da pressão.

No modelo TIP4P/2005, as ligações entre os átomos têm uma distância fixa, sendo
assim classificado como um modelo ŕıgido. Alternativamente, é posśıvel considerar as vi-
brações internas da molécula, com um óbvio custo computacional, tornando essas ligações
flex́ıveis, como é o caso do modelo TIP4P/2005f. Essa alteração parece ser particular-
mente importante em fenômenos de transporte, como a difusão, nos quais a inserção de
flexibilidade pode desacelerar a dinâmica [14]. Todas as análises que encontramos do coe-
ficiente de difusão da água em modelos computacionais flex́ıveis foram feitas, no entanto,
fora da região de anomalia.

Figura 3: Coeficiente de difusão da água em função da densidade para várias temperatu-
ras, através de simulações com o modelo TIP4P/2005. Figura retirada de [15].

Com o objetivo de entender o papel da flexibilidade na anomalia dinâmica da água,
neste trabalho nos propomos a calcular o coeficiente de difusão na região anômala do
modelo TIP4P/2005f. Para encontrar a região de anomalia, analisamos primeiramente a
temperatura de máxima densidade do modelo, até onde sabemos também não documen-
tada na literatura. Por fim, comparamos os nossos resultados com os de modelos ŕıgidos
e experimentais.

Nas próximas seções, nos aprofundamos em alguns aspectos teóricos das simulações
e dos cálculos que realizamos, detalhamos nossa metodologia, e por fim apresentamos
nossos resultados com as respectivas discussões e conclusões.
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2 Referencial Teórico

2.1 Dinâmica Molecular

Simulações de dinâmica molecular buscam reproduzir o comportamento f́ısico de um
sistema de átomos e moléculas interagentes. Dessa forma, é uma técnica que lida com
um problema de muitos corpos2 e, assim, necessita de métodos numéricos para resolver
suas equações. Usualmente, os sistemas são modelados de maneira clássica, mas estão em
ascensão atualmente ferramentas de simulações quânticas [17–20]. Neste trabalho, nos
restringimos ao caso clássico.

O método da dinâmica molecular é análogo ao de um experimento real [21, 22], mas
a evolução do sistema é dada por modelos teóricos e realizada por computadores. Inici-
almente, são definidos os parâmetros que especificam a simulação: número de part́ıculas,
modelo que as descreve, suas posições e velocidades iniciais, de acordo com a temperatura
desejada, e formato e dimensões da caixa, de acordo com a densidade desejada.

Para a viabilidade computacional, em geral são utilizadas algumas centenas ou alguns
milhares de part́ıculas. Com esse número, o limite termodinâmico não é atingido e existem
problemas de tamanho finito nas simulações. Uma maneira de tentar corrigir isso é utilizar
condições de contorno periódicas, técnica na qual cada part́ıcula interage com a imagem
mais próxima das demais como se houvessem réplicas da caixa principal de simulação [21].

Após a inicialização, a interação, ou seja, a força, entre as part́ıculas é calculada a cada
passo de tempo, de acordo com o potencial definido no modelo. Esse é um dos momentos
que mais consome recursos computacionais da simulação, por isso uma escolha importante
é o raio de corte do potencial, distância máxima entre part́ıculas para qual a interação é
calculada. Em seguida, as equações de Newton para o sistema são resolvidas com algum
método de integração numérica. Algoritmos bastante utilizados para dinâmica molecular
são o Velocity-Verlet e o Leapfrog [23].

Ambos os algoritmos citados são integradores simpléticos, ou seja, mantêm a energia
(E) aproximadamente constante [24]. Além disso, da maneira que constrúımos o sistema,
o volume (V) e o número de part́ıculas (N) também são constantes. Assim, a dinâmica
acontece no conjunto estat́ıstico NVE, conjunto microcanônico, mas na maioria das vezes
é mais conveniente utilizar o conjunto NVT, canônico, ou o NPT, isotérmico-isobárico,
para simular experimentos reais.

Para realizar a dinâmica em NVT ou em NPT é necessário implementar algoritmos de
termostato e barostato, que mantêm a temperatura e a pressão do sistema aproximada-
mente constantes, respectivamente. Existem diversos algoritmos que realizam essa tarefa,
e que utilizam diferentes mecanismos com diferentes graus de complexidade [25]. Alguns
termostatos e barostatos bastante utilizados em dinâmica molecular são o de Anderson,
de Berendsen, de Nóse-Hoover e de Parrinello-Rahman.

Por fim, após estabelecido o equiĺıbrio na simulação, as medidas de interesse são re-
alizadas. As grandezas medidas são dadas em função das posições e das velocidades de
cada part́ıcula, que são as variáveis atualizadas a cada passo de simulação, e as relações
entre essas quantidades são dadas pela Mecânica Estat́ıstica.

2Em geral, não conseguimos resolver a mecânica, clássica ou quântica, de um sistema com três ou mais
corpos interagentes de maneira anaĺıtica. No caso quântico o desafio é ainda maior, porque o número de
graus de liberdade do problema escala exponencialmente com o número de part́ıculas [16].
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Todos esses procedimentos da dinâmica molecular, com os diferentes métodos e algorit-
mos dispońıveis, estão compilados em alguns pacotes computacionais de código livre. Eles
podem ser utilizados para sistemas simples e até para sistemas moleculares bastante com-
plexos, como protéınas. Para cada caso um pacote pode ser mais conveniente que outro,
de acordo com a performance desejada. Pacotes bastante utilizados são o LAMMPS [26],
o GROMACS [27] e o CHARMM [28].

2.2 Modelos Atomı́sticos

A descrição f́ısica de uma molécula é uma tarefa complexa. São necessárias apro-
ximações clássicas e quânticas combinadas a ajustes de dados experimentais para retra-
tar de maneira adequada suas interações intra e inter moleculares [29]. Em simulações
de dinâmica molecular o desafio envolve ainda conciliar precisão e custo computacional,
sendo necessário escolher cuidadosamente que propriedades f́ısicas serão priorizadas e que
graus de liberdade serão considerados.

No caso da molécula de água, há décadas são desenvolvidos diferentes modelos que
buscam estudar essa substância em amplas condições termodinâmicas [30]. Algumas
dessas condições são, inclusive, dif́ıceis de serem acessadas experimentalmente e, dessa
forma, simulações computacionais exercem um papel importante nesses estudos. Isso ficou
particularmente evidente no desenvolvimento da hipótese de um segundo ponto cŕıtico no
diagrama de fases da água [2], responsável por explicar grande parte dos comportamentos
anômalos dessa substância e localizado em uma região com significativas dificuldades
experimentais.

A maior parte desses modelos computacionais é atomı́stica, ou seja, considera ex-
plicitamente cada átomo que compõe a molécula. Alternativamente, é posśıvel realizar
simulações utilizando modelos efetivos (modelos coarse-grained), que consideram cada
molécula como uma part́ıcula esférica e a caracterizam somente através dos potenciais de
interação. Com simplicidade, esses modelos são capazes de retratar qualitativamente com-
portamentos anômalos e capturar os mecanismos essenciais para que aconteçam [31–33].
Para reproduzir quantitativamente dados experimentais, no entanto, é prefeŕıvel utilizar
modelos atomı́sticos por considerarem em detalhes a estrutura f́ısica da molécula e assim
obterem maior precisão nos resultados.

Os modelos desse tipo são caracterizados e diferenciados entre si pelo número de
pontos de interação, pela forma dos potenciais de interação, pelos valores dos parâmetros,
pela presença ou não de flexibilidade e pela presença ou não de polarização [30, 34].
Além desses aspectos, efeitos nucleares quânticos também são importantes para descrever
adequadamente comportamentos da água ĺıquida a baixas temperaturas [35]. Existem
diversos métodos computacionais para inserir esses efeitos em simulações de dinâmica
molecular [36], mas que no regime de temperaturas em que estamos trabalhando podem
ser desprezados.

Um dos modelos que alcança melhor performance na reprodução de propriedades ex-
perimentais da água é o TIP4P/2005 [13,34,35]. Ele é uma reparametrização do TIP4P,
Potencial Intermolecular Transfeŕıvel com 4 Pontos [37], e está dentro da classe de modelos
ŕıgidos e não polarizáveis. Na molécula real, as ligações entre os átomos não são ŕıgidas,
mas essa classe de modelos é comumente utilizada por economia de tempo computacional.
Neste trabalho, no entanto, optamos por utilizar a versão flex́ıvel do TIP4P/2005, iden-
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tificada como TIP4P/2005f [38]. Outra variação, que utilizamos para comparação, é o
modelo TIP4P/ε [39,40], constrúıdo para melhorar a reprodução de dados experimentais
da constante dielétrica e manter os demais resultados similares aos do modelo original.

Na figura 4 podem ser visualizados os 4 pontos que compõem esses quatro modelos:
o átomo de oxigênio (O), os dois átomos de hidrogênio (H), e uma part́ıcula fict́ıcia (M)
utilizada para adequar a distribuição de carga da molécula. As distâncias entre os átomos
são representadas por rOH e rOM , enquanto o ângulo entre eles é dado por θHOH . A carga
elétrica na molécula é distribúıda de maneira que o átomo de oxigênio possua qO = 0,
assim cada átomo de hidrogênio carrega qH enquanto o átomo fict́ıcio carrega qM = −2qH .

Figura 4: Representação geométrica dos modelos atomı́sticos de 4 pontos para a água.
Figura retirada de [40].

A interação intermolecular é modelada com um termo de Lennard-Jones e um termo
eletrostático, de acordo com a equação 1. Na equação, uAB representa a energia potencial
entre duas moléculas A e B, enquanto rAB é a distância entre elas medida a partir do
átomo de oxigênio, ϵ e σ são os parâmetros de energia e de comprimento de Lennard-
Jones, respectivamente, ε0 é a constante de permissividade do vácuo e, por fim, qa e qb
são as cargas de cada śıtio de cada molécula e rab é a distância entre elas.

uAB = uLJ + uCoulomb = 4ϵ

[(
σ

rAB

)12

−
(

σ

rAB

)6
]
+

1

4πε0

3∑
a

3∑
b

qaqb
rab

(1)

No modelo flex́ıvel são acrescidas ainda interações intramoleculares na forma de po-
tencial de Morse para a flexibilidade linear e de potencial harmônico para a flexibilidade
angular. Esses potenciais são dados na equação 2 e buscam representar os modos vibra-
cionais de uma molécula [29]. Em outras palavras, quebram a rigidez das ligações entre
seus átomos. Na equação, Dr e β são parâmetros do potencial de Morse que determinam
a força e o comprimento da ligação, respectivamente, e Kθ é uma constante de força.
Quanto às demais variáveis, rOHi

e θ são as distâncias linear e angular instantâneas entre
os átomos, enquanto req e θeq são as mesmas distâncias no equiĺıbrio.

uintra = uOH1 + uOH2 + uHOH =
2∑

i=1

Dr

[
1− e−β(rOHi

−req)
]2

+
1

2
Kθ(θ − θeq)

2 (2)
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Para definir os valores numéricos dos parâmetros, cada modelo atomı́stico utiliza um
processo de parametrização, em geral ajustando resultados experimentais de determinadas
propriedades f́ısicas. O resultado desse processo para os quatro modelos discutidos aqui
está apresentado na tabela 1. Para rOH e θHOH , os modelos ŕıgidos utilizam os valores
experimentais já bem conhecidos, enquanto no modelo flex́ıvel o valor de equiĺıbrio é dis-
tinto. A inserção de flexibilidade também afeta a posição da part́ıcula M, que acompanha
as posições instantâneas dos átomos de H mantendo as mesmas distâncias relativas.

Modelo rOH (Å) θHOH (◦) dOM (Å) qH (e) ϵ/kB (K) σ (Å)
TIP4P 0.9572 104.52 0.15000 0.5200 78.0 3.1540
TIP4P/ε 0.9572 104.52 0.10500 0.5270 93.0 3.1650

TIP4P/2005 0.9572 104.52 0.15460 0.5564 93.2 3.1589
TIP4P/2005f 0.9419 107.40 0.13194 0.5564 93.2 3.1644

Tabela 1: Comparação entre parâmetros de diferentes modelos atomı́sticos. Para o mo-
delo flex́ıvel, as distâncias indicadas são as de equiĺıbrio e os parâmetros do potencial
intramolecular são Dr = 432.581 kJ/mol, β = 22.87 nm−1 e Kθ = 367.810 kJ/(mol rad2).
Dados retirados de [13,38,39].

2.3 Cálculo da Difusão

O coeficiente de difusão é um parâmetro f́ısico que mede o movimento de part́ıculas
em um determinado meio. Esse movimento é regido pela equação da difusão, equação 3,
derivada tanto por Einstein, em sua descrição de movimento browniano, quanto por Fick,
em sua descrição de fluxo difusivo [41]. Na interpretação de Einstein, o coeficiente expressa
a intensidade do movimento errático das part́ıculas, ou seja, do movimento browniano,
enquanto na interpretação de Fick ele relaciona o fluxo das part́ıculas e a diferença de
concentração, ou densidade, no meio. Na equação 3, ρ(r, t) representa a densidade em
função da posição e do tempo e D representa o coeficiente de difusão.

∂ρ(r, t)

∂t
= D∇2ρ(r, t) (3)

Usando a condição inicial de que todas as N part́ıculas estão no mesmo ponto r = 0,
ρ(r, 0) = Nδ(r), chega-se no resultado para três dimensões mostrado na equação 4 [21]. A
forma dessa solução é uma distribuição gaussiana com média µ = 0 e variância σ2 = 2Dt
para cada dimensão3.

ρ(r, t) =
N

(4πDt)3/2
e−

|r|2
4Dt (4)

O valor esperado de r(t) (primeiro momento) dessa distribuição é nulo, visto que a
densidade e o movimento das part́ıculas se distribuem isotropicamente a partir da origem.
O valor esperado de r2(t) (segundo momento), por outro lado, é uma medida mais inte-
ressante por se relacionar diretamente com o coeficiente de difusão, conforme a equação

3A rigor, para dimensões maiores do que n = 1 a média de uma distribuição deve ser representada
por um vetor de comprimento n e a variância-covariância por uma matriz n x n. [42] No caso aqui
discutido, no entanto, simplificamos a descrição observando que as variáveis são independentes e que o
meio é isotrópico.
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5. Fisicamente, essa medida é conhecida como deslocamento quadrático médio e pode ser
facilmente calculada em simulações de dinâmica molecular.〈

(r(t)− r(0))2
〉
=

∫
|r|2ρ(r, t)d3r = 3σ2 = 6Dt (5)

Computacionalmente, a cada instante de tempo calculamos o deslocamento ao qua-
drado de cada part́ıcula em relação a um tempo de referência. Para melhorar a estat́ıstica
utilizamos vários tempos de referência, espaçados por um determinado peŕıodo. Por fim,
fazemos uma média aritmética entre todas as part́ıculas e entre todas as medidas obtidas
para cada tempo dentro do peŕıodo.
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3 Metodologia

Realizamos simulações de dinâmica molecular utilizando o pacote GROMACS em suas
versões de 2021. Simulamos 2000 moléculas de água descritas pelo modelo TIP4P/2005f
e inseridas em uma caixa cúbica com condições de contorno periódicas. Primeiramente,
executamos a dinâmica em NPT a fim de calcular a TMD do modelo a pressões fixas e de
obter configurações estáveis em um amplo espectro de densidade. Em seguida, utilizamos
as configurações obtidas como pontos iniciais da dinâmica em NVT, na qual calculamos
a TMD e o coeficiente de difusão do modelo a densidades fixas. Em todos os casos o raio
de corte utilizado para o cálculo do potencial intermolecular foi 1 nm.

3.1 Simulações em NPT

Nesse conjunto de simulações, iniciamos a caixa com 8 nm em cada lado, portanto
com densidade4 ρ = 0.117 g/cm³. Para equilibrar o sistema, executamos três séries de
simulação: a primeira em NVT, a segunda em NPT a 100 bar, e a terceira em NPT na
pressão desejada. Por fim, executamos uma série de produção, em NPT com a pressão
desejada, na qual medimos a densidade do sistema. Em cada série de equiĺıbrio foram
executados 1 × 106 passos enquanto na de produção foram 1 × 107 passos. Cada passo
teve o tamanho de 1 fs, totalizando 13 ns de simulação.

Foram utilizadas 10 pressões diferentes entre 1 e 20000 bar, que foram fixadas pelo
barostato Parrinello-Rahman com constante de tempo igual a 2 ps. A temperatura foi
variada de 250 K a 330 K com intervalo de 10 K e fixada através do termostato de
Nosé-Hoover, com constante de tempo também igual a 2 ps. Na pressão de 1 bar, foram
simuladas ainda temperaturas até 540 K.

3.2 Simulações em NVT

Para essas simulações, utilizamos como ponto inicial uma das configurações finais do
conjunto de simulações anterior, de acordo com a densidade desejada. Executamos uma
série de equiĺıbrio com 3×107 passos e uma série de produção com 1×107 passos, ambas em
NVT na temperatura desejada. Nessa última série medimos a pressão e o deslocamento
quadrático médio do sistema. Cada passo teve o tamanho de 1 fs, totalizando 20 ns de
simulação. Simulamos 19 densidades entre 0.817 e 1.381 g/cm³ e 15 temperaturas entre
220 e 390 K.

No diagrama de pressão com temperatura, calculamos o mı́nimo das curvas isocóricas,
momento em que (∂P/∂T )ρ = 0, para obter a temperatura de máxima densidade, mo-
mento em que (∂ρ/∂T )P = 0. Essa correspondência é dada pela relação 6, consequência
de uma propriedade de derivadas parciais:(

∂ρ

∂T

)
P

= −
(
∂P

∂T

)
ρ

(
∂ρ

∂P

)
T

(6)

Para calcular o coeficiente de difusão, ajustamos linearmente o deslocamento quadrático
médio em função do tempo, conforme a equação 5.

4A massa da molécula de água no modelo utilizado é m = mO + 2mH = 18.0154 g/mol.
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4 Resultados e Discussões

As densidades medidas no primeiro conjunto de simulações estão parcialmente mos-
tradas na figura 5 em função da temperatura para diversas pressões. Na literatura do
modelo TIP4P/2005f, a densidade havia sido calculada apenas para a pressão de 1 bar.
Para essa pressão, então, comparamos na tabela 2 os nossos resultados com os que existiam
para o modelo flex́ıvel [38], para o modelo ŕıgido [13] e para dados experimentais [13,38].
Observa-se que ambos os modelos computacionais, TIP4P/2005 e TIP4P/2005f, possuem
uma boa concordância com os dados experimentais e que o modelo flex́ıvel tem uma leve
tendência a aumentar a TMD. Também observa-se na tabela 2 que os resultados deste
trabalho concordam com os publicados para o mesmo modelo, com uma pequena margem
de diferença possivelmente decorrente do uso de diferentes parâmetros de simulação.

Com nossos resultados, observamos que o modelo TIP4P/2005f segue concordando
bem com os dados experimentais para pressões maiores do que 1 bar. Em um trabalho
de revisão [43], percebe-se a existência da TMD até aproximadamente 1600 bar, o que
confere com nossos dados apresentados na figura 5. De maneira geral, essa diminuição
progressiva da TMD com o aumento da pressão, até que a anomalia desapareça, é um
comportamento bastante conhecido experimentalmente [1, 44] e que foi capturada por
nossas simulações.

Figura 5: Densidade do modelo TIP4P/2005f em função da temperatura para várias
pressões. Os pontos em vermelho indicam o máximo de cada curva, calculado por ajuste
polinomial de quinto grau.
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T (K) TIP4P/2005f TIP4P/2005f ( [38]) TIP4P/2005 ( [13]) Experimental
250 0.9873 0.9906 0.9908 0.9913
260 0.9940 0.9959 0.9965 0.9970
270 0.9977 0.9984 1.0010 0.9995
280 0.9992 0.9997 0.9994 0.9999
290 0.9991 0.9993 0.9993 0.9988
300 0.9973 0.9971 0.9965 0.9965
330 0.9867 0.9862 0.9841 0.9848
340 0.9816 0.9808 0.9776 0.9795
350 0.9758 0.9748 0.9713 0.9737
360 0.9695 0.9684 0.9668 0.9674
370 0.9625 0.9615 0.9585 0.9606

TMD (K) 283 280 278 277

Tabela 2: Comparação entre as densidades, em g/cm³ e a 1 bar, obtidas para a água por
diferentes trabalhos. Destaca-se a temperatura de máxima densidade obtida por ajuste
polinomial de quinto grau. Os valores experimentais foram retirados de [13,38].

Figura 6: Pressão do modelo TIP4P/2005f em função da temperatura para várias den-
sidades. As densidades simuladas foram 0.887, 0.913, 0.930, 0.943, 0.960, 0.980, 0.998,
1.011, 1.030, 1.055 e 1.089 g/cm³, que na figura aparecem em ordem crescente. A linha
em preto conecta os mı́nimos de cada curva, que foram calculados por ajuste polinomial
de terceiro grau e que correspondem às temperaturas de máxima densidade. Pontos a
temperaturas mais altas, até 390 K, também foram considerados para o ajuste.
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As pressões medidas no segundo conjunto de simulações estão parcialmente mostradas
na figura 6 em função da temperatura, e os coeficientes de difusão na figura 7 em função
da densidade. Observa-se que ambas figuras apresentam anomalias, caracterizadas nesses
casos pela presença de máximos e mı́nimos nas curvas. Assim como na figura 5, também
observa-se limites na existência dessas anomalias, que a partir de determinados valores de
densidade e temperatura deixam de aparecer.

A linha que conecta as TMDs da figura 6 está também mostrada na figura 8, que apre-
senta a hierarquia das anomalias da densidade e da difusão e as compara com resultados
da literatura. Os pontos extremos da difusão foram extráıdos da seguinte forma na figura
7: os máximos foram determinados por ajuste polinomial de segundo grau na região entre
0.998 e 1.300 g/cm³, e os mı́nimos foram determinadas arbitrariamente como os pontos
simulados com menor difusão para cada curva. Considerou-se a pressão medida na si-
mulação mais próxima ao ponto extremo para ser mostrada na figura 8. Observa-se um
rúıdo considerável para a difusão nessa figura, que poderia ser melhorado com simulações
de mais densidades próximas aos pontos extremos e mais longas a baixas temperaturas.

Figura 7: Coeficiente de difusão do modelo TIP4P/2005f em função da densidade para
várias temperaturas, que foram variadas de 220K a 320K com intervalos de 10K. Os
pontos em vermelho indicam o máximo, calculado por um ajuste polinomial de segundo
grau, e o mı́nimo, ponto simulado com menor difusão, para cada curva. Alguns pontos
não mostrados na figura, de densidades 1.011, 1.055, 1.068, 1.119, 1.128 e 1.143 g/cm³,
também foram considerados para o ajuste do máximo.

A hierarquia das anomalias da densidade e da difusão da água já é bem conhecida
na literatura [45]. Ela consiste na observação de que, em um diagrama de pressão ver-
sus temperatura, as linhas de máximo e mı́nimo da difusão são externas às linhas do
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máximo da densidade, ou seja, ocorrem a pressões mais e menos elevadas, respectiva-
mente. Como pode ser visto na figura 8, esse comportamento claramente foi capturado
por nossas simulações. Nessa figura também fica claro que o modelo flex́ıvel apresenta
TMDs mais altas do que o modelo ŕıgido5, sendo assim um modelo superestruturado.
Essa caracteŕıstica pode também ser vista pelos extremos da difusão, que perduram até
temperaturas mais altas. Por mais que isso afaste um pouco os resultados do modelo
dos resultados experimentais, é uma propriedade interessante para simular misturas com
água, por exemplo.

Figura 8: Pressões correspondentes às temperaturas de máxima densidade, aos máximos
e aos mı́nimos da difusão em função da temperatura. Cada quantidade está representada
respectivamente por ćırculos, triângulos e estrelas. Os dados em azul correspondem aos
nossos resultados para o modelo TIP4P/2005f, os em preto aos resultados do modelo
TIP4P/ε [40] e os em vermelho aos resultados experimentais [46].

Não estão sendo mostradas aqui comparações numéricas das curvas das figuras 6 e 7
com a literatura, como fazemos com seus extremos na figura 8. No entanto, ao colocarmos
nossos resultados lado a lado com os de modelos ŕıgidos [15,40], observamos uma diferença
muito pequena entre as curvas, que pode ou não ser compensada pelos erros associados.
No caso da difusão, simulações pontuais que realizamos com passos de tempo menores
do que 1 fs apresentaram coeficientes levemente mais altos, mas que não comprometem
nosso resultado geral. Para análises numéricas mais precisas, no entanto, seria necessário
realizar simulações com passo de tempo menor e com mais amostras para uma melhor
estat́ıstica. Ambos os casos implicam aumentos significativos no custo computacional.

5Não encontramos a hierarquia das anomalias na literatura do modelo TIP4P/2005, mas sim na do
modelo TIP4P/ε [40]. Como ambos têm resultados bastante similares para esse tipo de propriedade,
utilizamos o segundo como referência de comparação.
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5 Conclusões

Neste trabalho apresentamos originalmente resultados para o comportamento do mo-
delo computacional TIP4P/2005f nas regiões de anomalia da densidade e da difusão da
água. Comparamos estes resultados com os da literatura para dados experimentais e para
os modelos ŕıgidos TIP4P/2005 e TIP4P/ε.

No caso da anomalia da densidade, observamos que tanto o modelo TIP4P/2005
quanto o TIP4P/2005f possuem uma ótima concordância com os dados experimentais
a 1 bar. Para pressões maiores do que 1 bar, o modelo TIP4P/2005f segue concordando
com os dados experimentais, capturando qualitativamente e quantitativamente a região
de fronteira da anomalia. Para pressões menores do que 1 bar, os resultados do modelo
flex́ıvel são bastante semelhantes aos do modelo TIP4P/ε.

A anomalia da difusão também é capturada pelo modelo TIP4P/2005f, apresentando
máximos e mı́nimos que respeitam a hierarquia das anomalias da água. Observamos
ainda que o modelo flex́ıvel tem um tendência geral de ampliar a região das anomalias
em comparação ao modelo ŕıgido, levando os extremos da densidade e da difusão para
temperaturas mais altas. Isso mostra que o modelo TIP4P/2005f é superestruturado, o
que é uma caracteŕıstica interessante para simular misturas aquosas.

Para análises numéricas mais precisas da difusão, seria interessante realizar simulações
com passo de tempo menor e em maior número para melhorar a estat́ıstica. Essa precisão
numérica, no entanto, não deve alterar os comportamentos gerais que obtivemos.

Agradecemos ao pesquisador Enrique Lomba do Consejo Superior de Investigacio-
nes Cient́ıficas (CSIC) pelas discussões e ao Centro Nacional de Processamento de Alto
Desempenho em São Paulo (CENAPAD-SP) pelos recursos computacionais.

18



Referências

[1] Martin Chaplin. Anomalous properties of water. Dispońıvel em http://water.
lsbu.ac.uk/water/water_anomalies.html. Acessado em jan. 2024.

[2] H. E. Stanley, L. Cruz, S. T. Harrington, P. H. Poole, S. Sastry, F. Sciortino, F. W.
Starr, and R. Zhang. Cooperative molecular motions in water: The liquid-liquid cri-
tical point hypothesis. Physica A: Statistical Mechanics and its Applications, 236(1),
1997.

[3] M. C. Barbosa. Aprendendo com as esquisitices da água. e-Boletim da F́ısica, 4(6),
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