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Para Paola, com amor.

I know how much I lean on you
Only you can see

The changes that I've been through
Have left a mark on me

You've been as constant as a Northern Star
The brightest light that shines

It's been you, woman

Right down the line
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RESUMO

A musica e a matematica possuem uma relacdo milenar na busca por responder a questdo
fundamental dos intervalos consonantes, isto é, na tentativa de fundamentar cientificamente o
fato de determinadas notas musicais soarem agradavelmente em conjunto. Se por um lado a
matematica trouxe justificativas a essa questdo, desde o experimento do monocérdio, passando
por multiplas interpretacdes ao longo da histdria, por outro tais explicagdes teriam pouco valor
se desacompanhadas de percepcOes sonoras e musicais. Nesse sentido, entendemos que a
construcdo de consonancias — e das razdes numericas associadas a elas — propicia experiéncias
sensoriais matematicas. O presente trabalho busca realizar a transposicdo didatica dessa
construcdo para a sala de aula, em diferentes contextos historicos, com o objetivo de auxiliar
na compreensdo e na significacdo de conceitos matematicos a alunos do ensino médio.
Inicialmente, foi realizada uma pesquisa bibliografica sobre relacdes entre matematica, masica
e educacdo. Apds, uma pratica interdisciplinar foi planejada e aplicada na Escola Técnica
Liberato Salzano, na modalidade de um Curso de Extensdo, e os resultados, reflexdes e
producdes dos estudantes foram analisados e discutidos. O primeiro encontro foi
contextualizado na Antiguidade Classica, abordando a escola pitagorica e o experimento do
monocordio. O segundo encontro abordou a concepcdo moderna do som como fendmeno fisico,
a partir da mudanca de perspectiva iniciada no Renascimento. As praticas contaram com
momentos de percepcao e reflexdo, além de aulas tedricas e atividades praticas com o
monocordio — construido especificamente para esse trabalho — e outros instrumentos musicais.
Dentre os conceitos matematicos abordados, foi dado maior enfoque as operaces com fragdes
e a relacdo inversamente proporcional entre frequéncia sonora e comprimento de corda.
Contudo, outros contetdos foram explorados no desenvolvimento das atividades, como médias
harménicas e aritméticas, equagdes, expansdes decimais, sequéncias e progressdes. Com base
na participacdo e nas produgdes dos estudantes, concluimos que a pratica proposta pode
contribuir com a compreensdo e significacdo de conceitos matematicos, embora novas
experiéncias didaticas em outros contextos possam ser realizadas, objetivando conclusdes mais
abrangentes. Por fim, salientamos a importancia de destacar as multiplas interpretacdes acerca
das consonancias desenvolvidas ao longo da historia: nesse sentido, este trabalho apresenta
apenas uma pequena visao de um campo de estudo repleto de possibilidades docentes acerca da

construcdo plural e coletiva por tras relagdes matematicas presentes nos intervalos consonantes.

Palavras-chave: Matematica, Musica, Consonancias, Interdisciplinaridade.
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1 INTRODUCAO

Dizem que a vida é uma constante busca, mas, por muito tempo, eu ndo sabia ao certo o que
estava buscando. Ainda assim, em meio a um mar de incertezas, a matematica e a masica
sempre estiveram presentes. Minha relacdo com a musica se aprofundou na adolescéncia,
quando passei a escutar bandas e artistas que fizeram parte da construgdo de minha identidade.
Aos treze anos comecei a tocar violdo, por incentivo de um amigo, que me ensinou minha
primeira masica: um trecho de Come as you are, do Nirvana — por coincidéncia, ou ndo, trata-
se do mesmo amigo que ajudou a construir o monocordio deste trabalho. Com o passar dos
anos, a musica adquiriu proporcdes cada vez maiores em minha vida: me matriculei em aulas
de guitarra, montei bandas na escola, fiz amizades e fui a muitos shows. Escutava musica
praticamente o tempo todo, fosse em momentos felizes ou tristes. Meu pai também influenciou
nesse processo, me levando a shows de blues e incentivando que eu continuasse tocando
guitarra, de forma que, nessa época, pudemos reconstruir e fortalecer nossa relacdo. Ndo me

tornei masico profissional, mas sigo tocando viol&o e escutando muita musica até hoje.

Por outro lado, foi também na adolescéncia que comecei a criar gosto pela matematica,
especialmente nas aulas de geometria. Ficava fascinado com os problemas propostos, tanto pela
representacdo e visualizacdo das formas geométricas — pois gostava muito de desenhar — quanto
pelas multiplas formas de resolvé-los. A escola, que muitas vezes havia me entediado durante
a infancia, comecou a me despertar um interesse genuino pelo estudo de contetidos que me

estimulavam a pensar.

Meus gostos pela matematica, por desenho e por artes em geral, inclusive pela musica,
acabaram sendo determinantes na escolha da Arquitetura como minha primeira graduacéo.
Ingressei no curso muito jovem, aos dezessete anos, com a expectativa de relacionar matematica
com artes. Nesse periodo, apesar de ter desenvolvido ainda mais o gosto pelo desenho e pelo
trabalho com formas geométricas, além de cultivar uma certa admiragéo pela Arquitetura e seus
processos criativos, acabei ndo me adaptando ao curriculo proposto e, anos depois, optei por
trocar de curso para a Engenharia Civil, area correlata, onde me disseram que estudaria mais
matematica. Nessa epoca, as duvidas sobre qual caminho seguir eram preponderantes em meus
pensamentos, e inclusive cogitei ingressar na Licenciatura em Matematica, mas nao segui 0
plano naquele momento porque tinha a ideia, que hoje avalio como errdnea, de que um professor

de matematica inevitavelmente acabaria por desempenhar tarefas repetitivas e pouco criativas.

Matheus Erpen Benincéa. Porto Alegre: IME/UFRGS, 2024
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Porém, paralelamente a engenharia, comecei a ministrar aulas de matematica em cursinhos pré-
vestibulares populares, onde iniciei a mudar minha percepgdo: descobri meu gosto pela

docéncia e visualizei o potencial transformador da educacéo, no qual acredito até hoje.

Os anos se passaram, me formei em engenharia, mas, dentre os diferentes empregos que eu tive,
a atuacdo como professor foi a que mais despertou interesse, principalmente ao perceber que as
relagdes humanas envolvidas na rotina docente transformavam cada dia em um desafio unico.
Assim, apesar de formado e trabalhando na area, cheguei a conclusdo de que deveria direcionar
minha carreira e minha formacéo para a docéncia, pois eu havia descoberto, ainda que um pouco
tardiamente, algo que realmente gostava de fazer e que tinha um forte significado para mim.
Foi nesse contexto, em 2017, que decidi trilhar dois caminhos paralelos rumo a carreira docente:
0 Mestrado em Engenharia, na area de Estruturas, que envolve muita matematica e, em minha
visdo, também possui um Viés artistico e criativo nos processos de idealizacdo e concepgéo
estrutural; e a Licenciatura em Matematica, onde eu poderia aprofundar os conhecimentos
I6gico-dedutivos e, a0 mesmo tempo, ampliar minha formacéo na area de educacdo, refletindo
sobre a construcdo de minha identidade docente.

Ja na etapa final da Licenciatura, ao cursar a disciplina de Histéria da Matematica — ministrada
pelo orientador deste trabalho — tive a liberdade de desenvolver um ensaio sobre as relacfes
histéricas entre matematica e masica, €, nesse processo, li o brilhante livro do professor Oscar
Jodo Abdounur (2015), que me possibilitou visualizar os potenciais didaticos que a
aproximacdo entre essas areas poderia trazer para a sala de aula. Mais do que isso, fiqueli
fascinado com a ideia de que a aproximacao entre matematica e artes, que eu havia vislumbrado
aos dezessete anos, poderia ser finalmente concretizada, e, quem diria, dentro do curso de
Licenciatura em Matematica. Ficou comprovado, assim, que as decisdes de outrora haviam sido
acertadas, apesar dos questionamentos de quem, dentro de uma ldgica utilitarista, ndo
compreendia as ndo-linearidades de minha trajetéria. E nesse sentido que considero a
concretizacdo deste trabalho — e a conclusdo do curso de Licenciatura — como um ato de

resisténcia e perseveranca, mas também repleto de beleza e encantamento.

Segundo Abdounur (2015, p. 9-10), tanto a matematica quanto a musica estdo presentes nas
sociedades desde os primoérdios da humanidade. Contudo, a interagdo entre essas areas
fortaleceu-se com a necessidade de equacionar e solucionar o problema da consonéancia, isto é,
na busca de fundamentos cientificos que justifiquem porque uma nota musical soa de forma

agradavel com determinadas notas, mas nao tanto com outras.

Construindo consonancias: uma préatica interdisciplinar entre matematica e muasica no ensino médio
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Por exemplo, ao dividir o comprimento de uma corda em duas partes iguais e fazé-la vibrar,
escutamos a mesma nota que era emitida pela corda solta, porém mais aguda. Ao intervalo entre
essas notas damos o0 nome de intervalo de oitava, que esta relacionado a razdo 1/2. Por outro
lado, o intervalo de quinta perfeita é caracterizado pela razdo 2/3, e o intervalo de quarta pela
razdo 3/4. Tais intervalos geram notas consonantes entre si, isto é, que soam agradavelmente
em conjunto, e as primeiras explicacGes racionais para esse fendmeno residiram na matematica,

mais especificamente nas razfes entre pequenos nimeros inteiros.

A evolucdo da relacdo entre matematica e musica ao longo da histéria ocorreu de forma bastante
particular, pois a0 mesmo tempo em que a matematica buscava trazer justificativas racionais
para o fendmeno da consonancia, estas dificilmente poderiam ser desenvolvidas sem estimulos
musicais. Em outras palavras, podemos dizer que a busca por consonancias — e pelas raz6es

numéricas associadas a elas — propicia experiéncias sensoriais matematicas.

A construcdo de consonancias, e consequentemente de escalas musicais, foi tomando rumos
ligeiramente distintos em diferentes contextos socioculturais, evidenciando tanto a matematica
guanto a musica como construcdes humanas. Deste modo, ao trabalhar com relacGes entre
matematica e musica, surge a oportunidade didatica de abordar a historia da matematica e suas

potencialidades educacionais intrinsecas.

No campo da educacdo, estudar matematica e misica permite, como elencado por Abdounur
(2015), sentir o conhecimento matematico, isto €, trazer a questdo afetiva e sensorial a uma aula
de matematica, gerando sentidos e significados. Muitas potencialidades didaticas sdo elencadas
por Granja (2005), que pondera, por outro lado, o fato de que, infelizmente, a musica ainda esta
longe de ocupar um lugar de destaque nas escolas, especialmente nos anos finais do ensino
béasico, quando perde espaco para as disciplinas tradicionais. Sendo assim, entendemos que
praticas educacionais interdisciplinares entre matematica e musica podem potencializar
aprendizados de conte(ldos matematicos e, ao mesmo tempo, auxiliar a trazer maior destaque a

musica nos curriculos escolares.

Nesse contexto, o presente trabalho propde abordar relagdes entre matematica e musica,
especialmente no que diz respeito a construgdo de consonéncias, buscando contribuir na

proposicéo de praticas educacionais que enriquegam 0s ambientes escolares.

As diretrizes para desenvolvimento do trabalho sdo descritas nos proximos itens.
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1.1 OBJETIVOS

O objetivo principal do trabalho é planejar, aplicar e avaliar uma pratica de ensino e
aprendizagem interdisciplinar, no contexto do ensino médio, envolvendo matematica e masica.
Mais especificamente, a pratica abordara a construcdo de consonancias, através da percepcdo

musical e da determinacdo de relagdes matematicas em intervalos e notas musicais.

Dentre os conteldos matematicos a serem trabalhados, objetiva-se dar maior enfoque as
operacdes com fracbes na construcdo das consonancias e a relagcdo inversamente proporcional
existente entre o comprimento de corda de um instrumento e a frequéncia de vibragédo da nota
musical emitida. Porém, outros conteldos da matemética escolar podem surgir no

desenvolvimento da pratica, como, por exemplo, sequéncias, médias e equacdes.
Os objetivos secundarios do trabalho sao:

a) Realizar uma pesquisa bibliografica sobre relagBes entre matematica e musica
ao longo da histéria, com enfoque para a construgdo de consonancias, intervalos
e escalas musicais;

b) Construir um monocoérdio para auxiliar 0s processos de ensino e aprendizagem,
especialmente durante a construcdo de consonancias e da escala pitagorica;

c) Pesquisar e dialogar com professores de fisica sobre a visdo moderna do som
como um fenbmeno fisico, buscando trazer esse outro olhar para a etapa final
da prética proposta.

A pergunta norteadora da pesquisa é:

— A prética interdisciplinar entre matematica e musica proposta, com enfoque na construcao de
consonancias, pode contribuir para a compreensao e significacdo de conceitos matematicos a

alunos do ensino médio?

1.2 JUSTIFICATIVA

As relagdes entre matematica e musica sdo multiplas e permitem uma vasta gama de praticas
educacionais aplicaveis ao ensino basico. Contudo, observa-se que o namero de trabalhos
envolvendo essa tematica ainda néo e tdo significativo quanto o seu potencial didatico. Além
disso, dentre as praticas que sdo propostas, muitas vezes é dado maior enfogque ao estudo do

ritmo, a partir de relacdes entre fracGes e figuras ritmicas, como, por exemplo, nos trabalhos de
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Fernandes (2014), Silva (2015), Pizzi, Silva e Sasaki (2020), Tressino e Malaquias (2014),
Silva, Castro e Ramos (2014), entre outros. Sem desmerecer esses trabalhos, que possuem
muitas qualidades e grande potencial educacional, faz-se necessario, contudo, ponderar que as
notas musicais e as consonancias, que sao importantes para o estudo da melodia e da harmonia,

nem sempre séo abordadas.

Porém, como sera apresentado no proximo capitulo, a busca por consonéncias ao longo da
historia traca uma forte relacdo entre matematica e masica. A partir das consonancias propostas
em diferentes periodos historicos — e das regras matematicas utilizadas para construi-las —
formam-se as escalas musicais, as quais também foram sofrendo variacGes e (re)construgdes ao
longo dos séculos. S&o justamente essas construcdes que entendemos ter um grande potencial
educacional, pois, como salientado por Abdounur (2015), permitem sentir a matematica,

gerando possibilidades de significacdo.

Mendes (2017) defende que as matematicas exploradas por investigacdes histdricas podem ser
dinamizadas e mobilizadas para a sala de aula, a partir de transposicGes didaticas, a fim de
viabilizar a aprendizagem de conceitos matematicos. Nesse contexto, entendemos que a
construcdo de consonancias e de escalas em contextos historicos permite o desenvolvimento de

diferentes conhecimentos matematicos, possibilitando ao professor ilustra-los e aprofunda-los.

Por exemplo, ao se trabalhar com a construcdo da escala pitagorica, as operagdes com fracoes
podem ser exploradas, possibilitando que os estudantes tenham contato com conceitos
matematicos de forma ilustrada e aplicada. Analogamente, ao se trabalhar com a relacdo entre
0 comprimento de corda de um instrumento e a frequéncia da nota musical emitida, que pode
ser percebida sensorialmente através da altura sonora, o estudo de grandezas inversamente
proporcionais pode ser desenvolvido. Muitos outros topicos podem ser abordados, como o
estudo de nameros irracionais a partir da insuficiéncia dos nimeros racionais em gerar uma

escala de igual temperamento. As possibilidades sdo vastas, e muitas ainda inexploradas.

O trabalho tambeém encontra justificativa na obra de Gardner (1995), que desenvolve a teoria
de inteligéncias multiplas. Em particular, as inteligéncias musical e l6gico-matematica podem
ser trabalhadas em conjunto em uma prética interdisciplinar. A pluralizacdo de inteligéncias
permite o desenvolvimento integral do estudante, inclusive estimulando questbes como

criatividade e afetividade.
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Cabe ressaltar, ainda, que os Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 2000) estimulam a
interdisciplinaridade e, em particular, a abordagem relacional de complementaridade entre
disciplinas. Nesse contexto, Granja (2005) defende que a musica, por envolver a percepcdo em
varios niveis, pode favorecer a articulacdo entre as diferentes dimensbes do conhecimento,

possibilitando ampliar e diversificar a natureza das préaticas educativas na escola.

Por Gltimo, mas ndo menos importante, o trabalho se justifica por ter um papel significativo na
trajetdria de construcdo da minha identidade docente, em fungdo dos mdaltiplos significados que

a musica e a matematica adquiriram ao longo de minha vida.

1.3 CONTEXTUALIZACAO DA PESQUISA

Como ja mencionado, entendemos que o nimero de trabalhos envolvendo matematica, masica
e educacdo ainda esta aqguém do ideal, se considerarmos o potencial didatico do tema. Contudo,
é inegavel que muitas contribuigdes e avangos j& foram realizados, incluindo alguns trabalhos

desenvolvidos na Universidade Federal do Rio Grande do Sul, que cabem ser lembrados.

Linck (2010) elaborou uma proposta didatica envolvendo matematica e masica para o ensino
de funcdes trigonométricas utilizando recursos digitais, que foi aplicada em uma turma de

alunos do 3° ano do ensino médio.

Fernandes (2014) construiu e aplicou uma sequéncia didatica no ensino médio explorando as
relacBes entre ritmos musicais e fracdes por meio de oficinas, inclusive com a utilizacdo de
materiais manipulativos de baixo custo, compostos por copos plasticos. Dentre 0s contetdos

matematicos abordados, destacam-se as representacdes de fracdes e 0 minimo maltiplo comum.

Silva (2015) desenvolveu um trabalho de modelagem matematica e utilizou a bateria para
estabelecer relagGes entre o conteddo de fragdes e os padrbes ritmos musicais, fundamentada

nos cendrios para investigagdo propostos por Skovsmose (2000).

Lange (2019) estudou relagdes existentes entre matematica e musica e formas de realizar a sua
transposicéo para a sala de aula sob a perspectiva da Teoria dos Registros de Representacdes
Semioticas de Raymond Duval, planejando e aplicando uma sequéncia de atividades didaticas
por meio de oficinas, incluindo topicos envolvendo fragGes, razdo, incomensurabilidade,

ondulatéria, acuUstica e teoria musical.
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1.4 ORGANIZACAO DO TRABALHO

No capitulo 1 — Introducdo — apresentamos ideias gerais sobre a tematica abordada e as

diretrizes da pesquisa, incluindo objetivos e justificativa.

No capitulo 2 — Musica, Matemética e Educacdo — iremos abordar aspectos tedricos que
embasaram a pratica educacional proposta, aprofundando as relagcBes historicas entre

matematica e musica e seus potenciais educacionais.

No capitulo 3 — Metodologia — iremos explicar como o trabalho foi delineado, incluindo a
metodologia de pesquisa empregada, o planejamento das praticas, a constru¢do do monocoérdio
e a etapa de divulgacdo e viabilizagdo do curso de extensdo proposto junto a Escola Técnica

Liberato Salzano Vieira da Cunha.

No capitulo 4 — Resultados e Discussao — iremos descrever e analisar as praticas realizadas nos
dois encontros, trazendo relatos, fotos e producbes dos participantes, elencando nossa

percepcao sobre resultados obtidos e as potencialidades didaticas de cada etapa.

No capitulo 5 — Conclusdes — iremos tecer as consideracdes finais sobre os trabalhos realizados

e elencar sugestdes de continuidade da pesquisa.
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2 MATEMATICA, MUSICA E EDUCACAO

Neste capitulo iremos abordar aspectos historicos envolvendo as relagdes entre matematica e
musica, bem como referenciais tedricos de educacéo e interdisciplinaridade que serdo utilizados

na transposicao didatica para as préaticas em sala de aula.

2.1 RELACOES HISTORICAS ENTRE MATEMATICA E MUSICA

No primeiro capitulo do seu livro, Abdounur (2015) traca um panorama historico do
desenvolvimento das relacfes entre matematica e musica desde a antiguidade. Inicialmente, o
autor apresenta o problema classico pitagorico das consonancias. Segundo Fallas (1992),
atribui-se a Pitdgoras a descoberta dos intervalos consonantes, muito embora eles
provavelmente ja fossem conhecidos de forma empirica por culturas mais antigas. Nesse
contexto, Abdounur (2015, p. 28) ressalta que Pitagoras realizou distintas viagens ao Oriente,
como, por exemplo, a Siria, Palestina, Arabia, Pérsia e ao Egito, onde permaneceu por alguns
anos. Assim, é muito provavel que ele tenha sido significativamente influenciado por essas
culturas, notoriamente pela cultura egipcia, onde a musica se fazia muito presente, conforme

ilustrado na figura 2.1.

Figura 2.1 — Representagdo da musica no Egito antigo.
v, W "ﬁ.
-

(fonte: Aidar, 2024)

Contudo, segundo Abdounur (2015, p. 26), 0s primeiros sinais registrados da aproximagao
entre matematica e masica surgem no séc. VI a.C., na Grécia Antiga, quando Pitagoras realiza
seus experimentos com o monocoérdio, buscando fundamentar a questdo da consonancia,

conforme abordaremos em maiores detalhes no proximo item.
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2.1.1 A visédo pitagorica

Em um instrumento conhecido como monocordio, Pitagoras (570 a.C. - 500 a.C.) buscou
fundamentar matematicamente os intervalos consonantes, isto €, estabelecer relacdes
aritméticas que explicassem as consonéncias musicais (ABDOUNUR, 2015). Basicamente,
trabalhando com uma corda esticada e fixa em duas extremidades, ele deslizava um cavalete
movel (figura 2.2) e relacionava fragcBes do comprimento da corda com as respectivas notas
musicais emitidas. Dessa forma, percebeu que determinadas fracdes de corda geravam notas
consonantes com a original, isto é, soavam agradavelmente em conjunto. Por exemplo, ao
posicionar o cavalete movel na metade do comprimento da corda e fazé-la vibrar, a nota
resultante era consonante com a nota emitida pela vibracdo da corda inteira solta. Mais do que
isso, metade do comprimento da corda gerava a mesma nota que a do comprimento total, s6
que mais aguda, isto é, distanciada em uma oitava na nomenclatura musical atual (figura 2.3).
Por exemplo, se a nota emitida pela vibracdo da corda solta for a nota D6 (nesse caso dizemos
gue a corda esta afinada em D0), metade do seu comprimento ird emitir a nota D6 mais aguda.

Assim, conclui-se que o intervalo de oitava esta relacionado a razdo 1/2.

Figura 2.2 — Monocordio exposto no Museu Nacional Germéanico de Nuremberg.

(fonte: Del Comune, 2014)

Figura 2.3 — Obtencdo do intervalo de oitava no Monocordio.

aﬂﬂm—\}

(fonte: Granja, 2005)

Analogamente, Pitagoras percebeu que posicionando o cavalete movel a 2/3 do comprimento,
a nota emitida por essa fragcdo de corda seria consonante com a nota emitida pela corda solta.

Hoje sabe-se que a fracdo 2/3 representa o intervalo de quinta perfeita. Por exemplo, se a nota
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emitida pela vibracdo da corda solta for a nota DO, a fracdo da corda com 2/3 do seu

comprimento total ird emitir a nota Sol.

Algo semelhante ocorria ao posicionar o cavalete movel a 3/4 do comprimento: outra
consonancia era obtida, nesse caso representando o intervalo que hoje é chamado de quarta.
Por exemplo, se a nota emitida pela vibracdo da corda solta for a nota D9, a fracdo da corda
com 3/4 do seu comprimento total ird emitir a nota F4. Contudo, ao posicionar o cavalete movel
em posicdes aleatorias, percebe-se que a obtencdo de notas consonantes nao é tdo comum, isto
g, as consonancias s6 ocorrem em posicOes especificas do cavalete, as quais subjazem certas

relacfes matematicas particulares.

A partir dessas observagdes, Pitdgoras criou a hipdtese de que as consonancias estariam
relacionadas com razdes entre pequenos numeros inteiros, como 1/2, 2/3 e 3/4. Tal hipotese ia
ao encontro da filosofia pitagorica acerca da ideia de nimero como principio formador de todas
as coisas, conforme descrevem Duarte, Gongalves e Ndbrega (2017, p. 100):
“A escola pitagorica, como era conhecida, tinha o nimero como o principio formador
de tudo o que existe. Para eles, 0 nimero representava a esséncia das coisas, até
mesmo coisas abstratas como a razao, a beleza e o sofrimento; tudo surgia a partir de

alteracOes e associa¢fes de nimeros, dando origem ao universo e a toda matéria que
existe.”

Ainda, segundo Duarte, Goncalves e Nobrega (2017, p. 103) os pitag6ricos associavam 0
ndmero um ao ponto, o dois a reta, o trés a superficie e o quatro ao volume, explicando, assim.
que a composicdo dos primeiros nimeros originava todo o Universo e a alma das coisas. Esses
quatro numeros formavam, ainda, a representacdo pitagoérica tetraktys (ou tétrade, figura 2.4),
uma distribuicdo numérica triangular, cujos elementos, somados, formavam o namero 10, que

era considerado perfeito (1 + 2 + 3 + 4 = 10).

Figura 2.4 — Tetraktys.
®

(fonte: Hemenway, 2005)
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E interessante perceber, conforme elencado por Granja (2005), que as proporcdes numéricas da
harmonia musical (1/2, 2/3 e 3/4) eram formadas a partir dos elementos da tétrade, que tinha
uma conotacao simbdlica. Nesse ambito, o autor ressalta que a concepcdo musical pitagoérica
ndo reduzia a musica a relacfes quantitativas, muito pelo contrario: ao relacionar a musica com
nameros, que tinham uma caracteristica mitica, simbdlica e figurada, os pitagéricos a
relacionavam, indiretamente, a coisas mais diversas, como ao céu, ao casamento, a justica, as

formas geométricas, e, de forma mais abrangente, a todo o Universo.

De acordo com Abdounur (2015, p. 30-31), apds as descobertas de Pitdgoras com o experimento
do monocérdio, um sistema musical foi desenvolvido na escola pitagorica a partir de relacées
simples entre nimeros inteiros. Construindo uma sucesséao de intervalos consonantes de quinta,
obtém-se a sequéncia Fa-Do-Sol-Ré-La-Mi-Si, cujos termos podem ser ordenados e
remanejados a oitava inicial, a partir da equivaléncia de oitavas, gerando a sequéncia conhecida

das sete notas musicais, D6-Ré-Mi-Fa-Sol-La-Si.

Em nosso entendimento, essa construcdo possui grande potencial didatico, podendo ser
abordada em sala de aula de diferentes maneiras. Por essa razdo, o0 processo € descrito em

detalhes nos préximos paragrafos e equacdes.

Primeiramente relacionamos a nota emitida pela vibracdo da corda solta (que assumiremos,
para fins de ilustracdo, que seja a nota DG) com o nimero 1, que representa “uma unidade de
comprimento de corda”, ndo importando a sua medida absoluta. Para construir a quinta de D¢,
gue € a nota Sol, tomamos 2/3 desse comprimento. Depois, para construir a quinta de Sol, que
é a nota Ré, tomamos 2/3 do comprimento anterior, isto €, multiplicamos 2/3 por 2/3, obtendo
4/9 do comprimento original. Porém, percebe-se que 4/9 é menor do que 1/2, de modo que 0
Ré associado € mais agudo, estando posicionado uma oitava acima. Assim, a fim de remanejar
0 Ré para a oitava do D0 inicial, multiplicamos 4/9 por 2 (equivaléncia de oitavas), obtendo 8/9
do comprimento original. Depois, para construir a quinta de Ré, que é a nota La, tomamos 2/3
do comprimento anterior, isto &, multiplicamos 8/9 por 2/3, obtendo 16/27 do comprimento
original. Para construir a quinta de La, que é a nota Mi, tomamos 2/3 do comprimento anterior,
isto €, multiplicamos 16/27 por 2/3, obtendo 32/81, e, ao perceber que 32/81 é menor do que
1/2, multiplicamos por 2 para descer uma oitava, obtendo 64/81. Finalmente, para construir a
quinta de Mi, que é a nota Si, tomamos 2/3 do comprimento anterior, isto €, multiplicamos
64/81 por 2/3, obtendo 128/243 do comprimento original.
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O processo descrito acima pode ser representado pela sequéncia (2.1), onde a seta (=)
representa um intervalo ascendente de quinta (multiplicagdo por 2/3) e o simbolo (=)

representa uma equivaléncia de oitava (multiplicacao por 2).

2 4 8 16 32 64 128
1-o=—>—=—

b —— — = — > — (2.1)
3 9 9 27 81 81 243

Percebe-se que a sequéncia (2.1) representa as notas D8-Sol-Ré-L&-Mi-Si, faltando ainda a nota
F4, que é originada a partir de um processo descendente: a nota DO € a quinta de Fa. Escrevendo

essa frase matematicamente, e chamando a razdo relativa a Fa de x, temos:
2 3
Xx==1 & x== 2.2
3 > (2.2)

Ou seja, a nota Fa é dada por 3/2 do comprimento da corda solta, se esta for afinada em DO.
Como 3/2 € maior do que 1, a nota obtida € mais grave do que desejamos, e, além disso, para
poder escuté-la teriamos que trabalhar com uma corda maior do que a corda original, o que ndo
é possivel, em termos praticos, no monocordio ou outro instrumento de corda. Assim,
multiplicamos 3/2 por 1/2 (equivaléncia de oitavas), a fim de obter um F& mais agudo, dentro

do intervalo de oitava de interesse. Obtemos, entdo, a razdo 3/4 associada a nota Fa.

Outra forma de obter a razdo 3/4, mais simples, é considerar diretamente o D6 de uma oitava
acima (mais agudo) na construgdo, isto é, tomar a razdo 1/2 associada a D6. Nesse caso, o fato

de DO ser a quinta de Fa pode ser escrito matematicamente conforme a equacéo (2.3).

1 3
X" = E S X == (2'3)

wl N

Finalmente, podemos ordenar as razdes obtidas e construir a tabela 2.1. Percebe-se que a
nomenclatura quinta, usada para representar o intervalo de quinta entre as notas (como, por
exemplo, na frase “Sol é a quinta de D6”) pode ser compreendida visualmente nessa tabela,
uma vez que D¢ é a primeira coluna e Sol é a quinta, ou seja, contam-se cinco notas de Do até
Sol. O mesmo ocorre entre Ré e La ou entre Mi e Si, por exemplo. Avaliamos que essa
observacao, apesar de simples, € bastante importante na transposicdo didatica da escala
pitagdrica para a sala de aula, uma vez que nem todos os estudantes terdo conhecimentos
prévios de teoria musical, e pode ser necessario gerar significados para as nomenclaturas

utilizadas, como quinta e oitava. O uso da tabela também é uma oportunidade de trabalhar com
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os simbolos utilizados na musica para cada nota (C-D-E-F-G-A-B) e com o subindice da oitava

correspondente (nesse exemplo tomamos as oitavas de nimero 3 e 4).

Tabela 2.1 — Tabela de construcdo da escala pitagérica.

Not Oitava de interesse Oitava acima
ota
Do Ré Mi Fa Sol L& Si D6 Ré Mi
Simbolo C3 Ds Es Fs Gs3 Az Bs Cs D4 E,4
Fragdo do 8 64 3 2 16 | 128 4 | 32
comprimento 1 — — - — — — Z — -
de corda 9 81 4 3 27 243 9 81

(fonte: adaptado de Abdounur, 2015, p. 32)

A descoberta pitagorica envolvendo a relacdo entre fracdes e os intervalos consonantes,
segundo Abdounur (2015, p. 27), gerou uma davida fundamental que perdurou por milénios no
desenrolar das relacbes entre matematica e musica: “Por que as consonancias musicais
subjazem razdes de pequenos numeros inteiros? Qual é a causa e qual o efeito?”. Para além da
explicacdo simbdlica e especulativa acerca dos pequenos nimeros proposta pelos pitagéricos,
diversos musicos e matematicos tentaram responder a essa questdo, que norteou o

desenvolvimento da ciéncia musical ao longo da historia.

A escala pitagorica, contudo, tinha algumas limitagdes. Conforme ja mencionado, sua
construcdo é baseada em um ciclo de quintas, mas podemos observar que sucessivos intervalos
de quinta justa nunca irdo coincidir com um ciclo de oitavas, pois € possivel demonstrar que,

V n,m € N, obtemos desigualdade (2.4).

& -

Por exemplo, conforme explicado por Abdounur (2015, p. 33-34), partindo-se da nota D¢ e
tracando o percurso de quintas justas (multiplica¢Ges por 2/3), o ciclo aparentemente se fecharia
novamente em DO, sete oitavas acima: D0-Sol-Ré-La-Mi-Si-Fa#-Do#-Sol#-Ré#-La#-Fa-Da.
Ocorre que nesse caso chega-se a (2/3)12, que, embora préximo, € diferente de (1/2)7 por
conta de (2.4). De fato, se calcularmos as expansfes decimais dessas fracGes, obtemos, para
uma aproximacéo de 4 casas decimais, 0,0077 e 0,0078, respectivamente. Apesar de parecer
uma diferenga pequena em termos de comprimentos de corda, a diferenca de frequéncias
geradas por essas notas € suficiente para gerar batimentos, sendo usualmente denominada como

coma pitagérica. Para superar essa imprecisdo e forcar o encontro dos dois ciclos ao final, uma
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pratica era desajustar um dos intervalos de quinta do percurso, tomando uma razao ligeiramente
diferente de 2/3, que ndo era consonante, e que ficou conhecida como quinta do lobo —

ganhando esse nome em funcéo de sua dissonancia se assemelhar ao uivo de um lobo.

Outra limitacdo da escala pitagorica seria uma aparente contradicdo entre a ideia fundamental
de intervalos consonantes serem representados por razdes entre pequenos nlmeros inteiros e 0
fato de algumas das fragdes obtidas para as notas conterem nimeros grandes, como por exemplo
para a terca maior, representada por 64/81 (posteriormente, esse valor seria alterado em outras
escalas). Por fim, cabe citar que dois intervalos de semitom pitagoricos nao resultam em um
intervalo de tom. Na tabela 2.1 é possivel calcular que as razfes entre notas consecutivas sdo
iguais a 8/9 em intervalos de tom (por exemplo entre Ré e Mi) e a 243/256 em intervalos de

semitom (por exemplo entre Mi e Fa). Porém, nota-se que (243/256)% = 8/9.

De todo modo, as ideias pitagoricas baseadas em relacbes aritméticas entre intervalos
consonantes e razdes de nimeros inteiros perduram pela antiguidade e por grande parte da Idade
Média. Muito embora esses periodos historicos tenham trazido inimeras contribuicdes® e
revisdes a teoria pitagdrica original, inclusive com alteracdes de algumas fracdes associadas as
notas?, a ideia fundamental de estudar as consonancias com base em nimeros e proporgoes,
notoriamente em razdes entre nimeros inteiros, permaneceu viva e dominante por muito tempo.
Data do periodo histérico conhecido como Renascimento, cerca de dois milénios depois de
Pitagoras, o inicio de um novo olhar para as relagcdes entre matematica e masica, interpretando

0 som como um fenémeno fisico, como veremos a seguir.

2.1.2 A mudanca de perspectiva a partir do Renascimento

Com o Renascimento, a composi¢do musical explorou novos rumos e a polifonia evoluiu,
gerando campo para desenvolvimento da harmonia e sistematizacéo das escalas musicais. Nesse

contexto, um teorico musical bastante reconhecido foi Gioseffe Zarlino (1517-1590), que

! Caso o leitor se interesse por estudar algumas das contribuices desses periodos historicos, que ndo serdo
abordadas em detalhes aqui, recomendamos a leitura de Abdounur (2015, p. 36-48).

2 Um exemplo é a terca maior, que passou a ser associada com 4/5 ao invés de 64/81. Na escala de Do, a terca
maior é a nota Mi. Nota-se que 64/81=0,79, enquanto 4/5=0,8, isto &, tratam-se de nimeros muito préximos entre
si. Contudo, a nota emitida pela vibracdo de 4/5 do comprimento da corda soa melhor quando tocada em conjunto
com a corda solta, fato que, milénios depois, seria justificado com base em fendbmenos fisicos e nos harménicos.
Segundo Abdounur (2015, p. 39), essa mudanca ja havia sido proposta por Arquitas de Tarento (430-360 a.C.),
importante teérico musical da Grécia antiga, e foi fortalecida com o passar dos séculos, sendo resgatada
posteriormente pelos estudos de Zarlino, no Renascimento.
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publicou a obra Le Istitutioni Harmoniche (1558), de grande importancia tedrica, musical e
educacional na época. Porém, apesar de representar uma evolucdo significativa no processo de
construcdo de consonancias, a visdo de Zarlino ainda ndo foi a responsavel por alterar a
perspectiva aritmética dos intervalos consonantes herdada da Antiguidade Classica: seu

trabalho foi fortemente influenciado por Pitagoras e Arquitas, como veremos a seguir.

Do ponto de vista musical, segundo Abdounur (2015, p. 64-73), Zarlino mostrou-se um critico
do legado da Idade Média, quando se buscava especialmente consonancias em linhas melddicas
e harménicas conhecidas e previsiveis. O autor, por outro lado, defendia a diversidade musical:
segundo ele, a perfeita harmonia estava relacionada com a diversidade de movimentos, por
vezes discordantes e contrarios, e ndo de frases musicais completamente semelhantes. Por
exemplo, o autor defendia o uso de dissonancias como cortes momentaneos de movimentos

consonantes, de forma a exaltar ainda mais a perfeicdo das consonancias.

Do ponto de vista matematico-musical, Abdounur (2015) explica que Zarlino adicionou o
nimero 5 como fator primo na geracdo de consonancias e ampliou 0s ndmeros inteiros
utilizados em razdes simples, que Pitagoras sugerira ir até 4 (tétrade), para 6, que formariam o
que ele chamaria de Senério. Assim, fracdes como 4/5 (terca maior), 5/6 (terca menor), 3/5
(sexta maior) e 5/8 (sexta menor) passaram a ser consideradas como consonantes com a
primeira (1). No que diz respeito a fracdo 5/8, defendia que podemos multiplica-la por 2,
resultando na mesma nota uma oitava abaixo, mais grave (principio de equivaléncia das

oitavas), de forma que 5/8 : = 5/4, sendo assim composto pelos nimeros do Senario.

Segundo Abdounur (2015), esse processo de multiplicacdo também foi generalizado por
Zarlino, que passou a utilizar o que chamou de composicdes de notas. Por exemplo, ao
multiplicar por 2, estariamos fazendo uma composi¢do com a oitava. Mas, também, compondo
a quarta com a quinta, obtemos: (3/4)-(2/3) = 1/2 (oitava). Em muitos casos, Zarlino percebeu
que a composicdo de duas consonancias gerava uma nova consonancia. Para ele, as
consonancias fariam parte do Senario, conjunto dos seis primeiros numeros inteiros, com 0s
quais estabelecia relagdes com os planetas, com os sentidos dos movimentos, com as faces de
um cubo, e, de uma forma mais geral, com a natureza e com o Universo, nos fazendo lembrar
da explicacéo figurada pitagérica para os quatro nimeros da tétrade. Essa forma de abordar as
consonancias ampliou em muito as possibilidades musicais da época. Contudo, também foi alvo

de criticas, pois alguns argumentos utilizados por ele eram refutados com contraexemplos,
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como no caso da composic¢éo da quinta com a terca (2/3)-(4/5), que resulta em 8/15, sendo essa

a sétima, que era considerada fortemente dissonante com a primeira pelos madsicos da época.

Ainda, de acordo com Abdounur (2015), um ponto importante é que Zarlino obtinha intervalos
por composi¢do de notas, multiplicando-as ou dividindo-as, mas nunca invertendo-as. O
movimento da inversdo como processo gerador € uma possibilidade, mas néo foi utilizado pelo
tedrico. Além das multiplicacGes ja citadas, Zarlino também fazia divisdes (a partir de médias
aritméticas ou harménicas) para obter determinadas notas. Por exemplo, as divisdes harmoénicas
e aritméticas do intervalo de oitava (1 e 1/2) geram a quinta (2/3) e a quarta (3/4),
respectivamente, conforme mostrado nas equacdes (2.5) e (2.6). Seguindo 0 mesmo processo,
as divisdes harmonicas e aritméticas do intervalo de quinta (1 e 2/3) geram a ter¢a maior (4/5)

e a terca menor (5/6), conforme mostrado nas equacoes (2.7) e (2.8).

1 2 2
1 1/2
1
A (1 1) G 7) 3 (2.6)
) 2
MH 12 _ 2 _4
1 2/3
2
2 1+§) 5 (2.8)
MA(l,—) = =—
3 2 6

Com as estratégias para obtencdo de consonéncias do Senario de Zarlino, baseadas em
composicdes e divisdes, € possivel montar a tabela 2.2, cuja constru¢cdo, em nosso
entendimento, também tem um potencial didatico significativo a ser explorado em sala de aula.
Nesse contexto, pode-se trabalhar, por exemplo, com fragdes e suas operac¢des, bem como com

o calculo de médias harménicas e aritméticas.
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Tabela 2.2 — Tabela de construcdo da escala de afinagdo justa de Zarlino.

D6 Ré Mi Fa Sol L& Si D6

Simbolo C3 D3 Es Fs Gs Az Bs Cs
Fragdo do 8 4 3 2 3 8 1
comprimento 1 — — - — - — Z
de corda 9 5 4 3 5 15 2

(fonte: adaptado de Abdounur, 2015, p. 70)

Nota-se que os intervalos de tom ndo sdo constantes nessa escala, j& que as razdes entre as
fracdes associadas a D6 e Ré e a Ré e Mi sdo iguais a 8/9 e 9/10, respectivamente. Ainda, 0
intervalo de semitom € caracterizado por 15/16, e dois intervalos de semitom nao resultam em
um intervalo de tom, pois (15/16)2 # 8/9 e (15/16)? # 9/10.

A contribuicdo de Zarlino foi muito importante para a evolugédo das relacdes entre matematica
e musica, mas ndo rompeu com a Vvisdo aritmética acerca dos intervalos consonantes. A
explicacdo fundamental por trds das consonancias residia agora no Senario, o0 que, de certa
forma, ndo diferia tanto assim da explicacéo pitagorica baseada na Tetraktys e no nimero como

principio gerador de todas as coisas.

Contudo, conforme explicam Abdounur e Pereira (2022), esse dogmatismo aritmético acerca
das relacbes entre matematica e masica passou por uma mudanca de perspectiva no periodo
Renascentista, notoriamente com os trabalhos de Vincenzo Galilei (1520-1591), pai de Galileu
Galilei. Vincenzo defendia que as relagdes das notas musicais ndo variavam apenas segundo
parametros medidos em cordas vibrantes, mas segundo parametros mais gerais e objetivos que
pudessem ser medidos em qualquer fonte sonora. Surgia, assim, a necessidade de uma mudanca
de enfoque sobre a compreensdo de conceitos acUstico-musicais, passando de principios

aritméticos para uma perspectiva fisico-experimental.

O texto Ainda assim o som se move®, de Haag (2012), descreve em maiores detalhes essa
passagem histdrica do periodo Renascentista e 0s impactos de um novo olhar sobre a masica e
os fendbmenos sonoros. Segunda a pesquisadora Carla Bromberg, entrevistada no texto citado,
a partir da experimentacdo Vincenzo concluiu que, se a natureza do som era sensorial, a

evidéncia experimental seria 0 caminho para sua investigacdo:

3 Haag, Carlos. Ainda assim o0 som se move. Pesquisa FAPESP. Edicdo 197, 2012. Disponivel em:
https://revistapesquisa.fapesp.br/ainda-assim-0-som-se-move/. Acesso em: 06/01/2024.
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“Com seu alalde, ele demonstrou que a altura de uma nota poderia variar ndo apenas
em funcdo do comprimento ou da tenséo da corda, mas também quando se alterava a
sua espessura ou o material do qual era feita. A legitimacdo dos intervalos musicais
de acordo com a teoria pressupunha também que os intervalos excluidos do sistema
ndo eram naturais. Contudo, para Galilei, um som era t&o natural quanto outro: se ele
agradava ou nao o ouvido nao podia ser explicado por um sistema numérico, mas pela
propria audi¢do particular e individual. A matematica ndo tinha poder sobre os
sentidos. Vincenzo libertava a muasica do dominio dos nimeros ao mostrar que a
realidade empirica ndo combinava necessariamente com as antigas razdes que, se
acreditava, organizavam o Universo. A grande ousadia de Galilei foi trabalhar
diretamente sobre 0s corpos sonoros, experimentando o som usando vasos de metal e
outros objetos de tamanho, largura e volume diferentes, além de cordas feitas de
materiais variados, observando que os sons sofriam alteracdes de acordo com o
comportamento de cada material. ‘Vincenzo demonstrava assim, de forma inédita, a
relevancia da matéria e de seu comportamento’, analisa a pesquisadora” (Haag, 2012).

Esse novo olhar, mais amplo e amparado na ciéncia experimental, possibilitou aos estudiosos
da época perceber o som como um fenémeno fisico. O trabalho de Vincenzo influenciou seu
proprio filho, Galileu Galilei, que também desenvolveu trabalhos na &rea e propds uma resposta
para o problema das consonancias. Segundo Abdounur (2015, p. 51), Galileu escreveu, em
1638, que a explicacdo subjacente aos intervalos musicais residia “nas razées dos nimeros de
vibracGes e impactos de ondas sonoras que atingiam o timpano”. Nesse contexto, 0 som passou,
paulatinamente, a ser concebido como uma onda*, e a altura musical passou a ser relacionada
com o nimero de vibragdes dessa onda em uma unidade de tempo, isto é, com a sua frequéncia

de vibracdo.

Paralelamente, segundo Abdounur (2015), o pensador francés Marin Mersenne (1588-1648)
também contribuiu para a evolucdo da compreensdo fisico-matematica dos fendmenos
acusticos e musicais. A partir de experimentos praticos, Mersenne verificou que a frequéncia
de vibracao de um fio esticado era inversamente proporcional ao comprimento da corda, mas
que essa frequéncia também seria proporcional a raiz quadrada da razdo entre forca aplicada a
corda e a massa linear. Utilizando o Sl e linguagem algébrica moderna, pode-se escrever a
equacdo (2.9), conhecida como formula de Mersenne. E interessante observar que a frequéncia
e 0 comprimento de corda sdo grandezas inversamente proporcionais, motivo pelo qual ambas
as explicagOes subjacentes aos intervalos consonantes — razes entre comprimentos de corda ou
razdo entre frequéncias — acabam descrevendo de maneira semelhante os intervalos musicais

em instrumentos de corda. Se a razdo subjacente ao intervalo de quinta era 2/3 quando

4 A ideia de interpretar o som como uma onda ganhou forca no Renascimento, mas suas origens datam da
antiguidade. Segundo Abdounur (2015, p. 42) o estoico grego Crisipo (280-208 a.C.) construiu a analogia entre
som e onda na agua, que posteriormente foi defendida no séc. | a.C. pelo arquiteto Vitrivio, ao comparar sons de
vozes as ondas que se propagavam na agua, quando explicava as propriedades acUsticas dos anfiteatros gregos.
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pensdvamos em comprimentos de corda, passa a ser 3/2 quando pensamos em frequéncias. Por
exemplo, tomando um intervalo de quinta perfeita, a frequéncia da nota Sol tem que ser igual a
3/2 da frequéncia da nota D6. Em nosso entendimento, esse pensamento também tem um
potencial didatico significo a ser explorado em sala de aula, envolvendo o estudo de grandezas

inversamente proporcionais.

f=—- |- (2.9)

Sendo:

f = frequéncia de vibragdo fundamental, em Hertz;
L = comprimento da corda, em metros;

T = forca de tracdo aplicada a corda, em Newtons;

u = densidade linear da corda, em kg/m.

Cabe ressaltar, ainda, que se por um lado a visdo especulativa aritmética comecou a ser superada
nas justificativas subjacentes aos intervalos consonantes, por outro nao é possivel afirmar que
a musica e a matematica se desassociaram nesse periodo, muito pelo contrario: a matematica
passa a aparecer ainda mais, e de forma mais complexa, na descri¢éo fisica do som. A principal
diferenca ocorre no ambito filoséfico: se antes o nimero era o principio formador dos intervalos
consonantes (assim como de todo o Universo), agora a evidéncia experimental e a percepgéo
sonora que passam a explica-los. Porém, nesse contexto, ainda se faz necesséria uma descrigdo

matematica dos fendmenos, cada vez mais desenvolvida.

A perspectiva fisico-experimental desencadeou avancos significativos na ciéncia musical. Em
seu livro, Abdounur (2015, p. 54-121) traca um rico panorama das contribuicdes de diferentes
personagens historicos nessa construcdo, passando por Kepler, Descartes, Rameau, Euler,
D’Alembert, Bernoulli, Fourier, entre outros. Ao leitor interessado, recomendamos a leitura
dessas passagens do livro. Contudo, para os fins do presente trabalho, o que cabe é destacar a
importancia de compreender a ciéncia como uma construgéo historica, humana e coletiva. Ao
trabalhar com relagbes entre matematica e musica em sala de aula, o professor ganha a
oportunidade de abordar conceitos matematicos em diferentes contextos historicos, bem como
incentivar que os estudantes sigam carreiras cientificas, a fim de também poderem contribuir

com essa construcgéo.
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Em particular, dois pontos que foram melhor compreendidos a partir da perspectiva fisico-
experimental devem ser citados aqui: (i) os harménicos; e (ii) a possibilidade de construir uma
escala de igual temperamento. Ambos os tépicos ndo poderiam ser desenvolvidos com base na

visdo aritmética anteriormente dominante.

No que diz respeito aos harménicos, isto é, o conjunto de notas mais agudas que sdo emitidas
juntamente com a frequéncia fundamental na vibrag&o de uma corda ou de outra fonte sonora,
Abdounur (2015) menciona que Mersenne ja havia levantado o paradoxo de como poderia uma
corda vibrar em varias frequéncias ao mesmo tempo, e com isso havia sugerido estudos mais
criteriosos sobre 0 assunto. Posteriormente, ja no séc. XVIII, D’ Alembert afirmou que os sons
naturais ndo eram puros, mas sim compostos pela superposicdo de diversos harmdnicos em
série. Apos, Daniel Bernoulli (1700-1782) afirmou que a vibracdo de corpo era composta pela
superposicao de modos de vibracdo com distintas amplitudes. Finalmente, Abdounur (2015, p.
114-121) menciona a contribuicdo indireta de Fourier (1768-1830), que estudou a propagacao
de calor sob a otica das equagdes diferenciais. Fourier propds a transformacdo de qualquer
funcdo periddica em combinacao infinita de termos, isto €, em uma série, conhecida hoje como
Série de Fourier, possibilitando a caracterizacdo de uma onda sonora pela superposi¢cdo de
funcdes trigonométricas com diferentes amplitudes e frequéncias de vibracdo, as quais sdo
maltiplas da frequéncia natural fundamental. De forma mais intuitiva, pode-se enunciar o
principio de Fourier como:

“Qualquer forma periddica de vibragdo pode ser obtida pela soma de vibracdes

simples com frequéncias multiplicadas por 1 (fundamental), 2, 3, 4, ... vezes a
frequéncia do movimento dado” (Abdounur, 2015, p. 117).

Portanto, quando uma corda vibra e produz uma nota musical, ela também produz as notas com
frequéncias iguais a frequéncia natural fundamental multiplicada por 2, 3, 4 e assim por diante.
Essas notas “secundérias” que ressoam junto com a fundamental sdo chamadas de harmonicos,
0s quais sdo conhecidos, por percepc¢do auditiva, desde a antiguidade, contudo até entdo nédo
possuiam uma explicacdo cientifica (ABDOUNUR, 2015). Cabe destacar, nesse contexto, o
papel da matematica, em especial da Série de Fourier, na viabilidade da compreensdo e

descri¢do do fendmeno fisico dos harmdnicos.

Por exemplo, considerando a nota DO da terceira oitava (representado pelo simbolo C3) como
frequéncia principal da corda vibrante, e tomando as frequéncias relativas dos seus harménicos

em relacdo a ela, podemos montar a tabela 2.3, cuja construcdo foi baseada no estudo de Wright
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(2009, p. 95-98), que desenvolveu uma abordagem dos numeros inteiros como intervalos.
Porém, cabe ressaltar que o autor citado realizou considerou aproximacdes de escalas de igual
temperamento, motivo pelo qual ele cita certas imprecisdes. Aqui, estamos comparando com as
razdes da afinacdo justa, que coincidem exatamente com os intervalos mencionados, salvo no
sétimo harmonico (que se aproxima da sétima menor, isto é, Sip nesse exemplo, mas sem
exatiddo). Além disso, tomamos a relagdo inversa da frequéncia, transformando em razfes de
comprimentos de corda, e utilizamos o principio de equivaléncia de oitavas (multiplicacéo por

poténcias de 2), para melhor podermos comparar as razGes da tabela 2.2.

Tabela 2.3 — Tabela de notas dos harmonicos da nota Do Cs e suas relagdes intervalares.

R 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Relativa
Nota D6 D6 Sol D6 Mi Sol - D6 Ré
Simbolo Cs Cy Gy Cs Es Gs - Cs Ds
Razdo entre
comprimentos 1 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6 1/7 1/8 1/9
de corda
Operagéo de Descer Descer Descer Descer Descer Descer Descer
equivaléncia uma uma duas duas duas duas trés
q . oitava oitava oitavas oitavas oitavas oitavas oitavas
de oitava (x2) (x2) (x4) (x4) (x4) (x4) (x8)
Razéo entre
comprimentos 1 1/2 2/3 1/2 4/5 2/3 A7 1/2 8/9
de corda
Relacéo
intervalar Primeira Oitava Quinta Oitava l-\r/leari%i Quinta - Oitava Segunda
(afinacéo justa)

(fonte: elaborado pelo autor com base em Wright, 2009)

Nota-se, assim, que algumas das consonancias estudadas (oitava, quinta, terca maior) aparecem
janos primeiros multiplos, indo ao encontro de todo desenvolvimento musical de mais de 2000
anos. Com essa nova visdo, € possivel propor uma justificativa fisico-matematica para o
problema classico das consonancias: os intervalos consonantes sao agradaveis pois fazem parte
da prépria nota musical, através de seus primeiros harménicos! E nesse sentido que Abdounur
(2015, p. 118) defende que o Principio de Fourier organizou conceitos matematicos-musicais

em uma estrutura capaz de enxergar os fendmenos sonoros com lentes mais fortes.

No que diz respeito a possibilidade de se construir uma escala de igual temperamento, a visdo

fisico-experimental da musica também contribuiu para sua viabilidade. Abdounur (2015)
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explica que temperamento, em mdsica, significa aumentar ou diminuir levemente alguns
intervalos da escala, a fim de valorizar determinadas consonancias. Como vimos anteriormente,
os intervalos de tom e de semitom das escalas pitagorica e de afinacdo justa ndo sdo igualmente
temperados, pois dois intervalos de semitom néo resultam em um intervalo de tom. Ao longo
da historia da musica, foram sendo realizados diferentes tipos de temperamentos, por exemplo
a propria escala pitagdrica, que valorizava as quintas, e por isso acabava por distorcer um pouco
os intervalos de terca. Ja outras escalas priorizaram os intervalos de terca, ou de sexta. Essa
questdo é bastante interessante e apresenta um grande potencial de pesquisa no campo da
historia da matematica: cada sociedade, aqui incluindo também povos orientais, tem como
marca sociocultural o temperamento utilizado em sua musica, de forma que a multiplicidade de

temperamentos constitui numa riqueza da humanidade em sua mais ampla pluralidade.

Contudo, os temperamentos desiguais geravam dificuldades praticas de mudanca de tonalidade
em um instrumento. Abdounur (2015) explica que uma solugdo j& proposta no séc. XVI, mas
que ganhou forca mais adiante, inclusive defendida por Rameau no séc. XVIII, foi de utilizar
um temperamento igualmente espacado, isto €, todas as notas ficariam levemente distorcidas,
mas a distorcdo seria tdo pequena que se tornaria imperceptivel. Ora, se temos 12 semitons, a
maneira de fazer isso é considerar que cada intervalo de semitom, em frequéncias, seja
representado pela multiplicacdo por '3/2. Assim, em 12 sucessivas multiplicacdes, teriamos o
intervalo de oitava (2, em frequéncias). Desta forma, todas as notas distanciadas por um mesmo

namero de semitons teriam a mesma razdo intervalar, o que facilitaria a troca de tonalidade.

Contudo, '3/2 é um niimero irracional, o que seria inconcebivel pela visdo aritmética anterior,
que justificava as consonancias como razdes entre pequenos numeros inteiros, isto é, trabalhava
apenas com numeros racionais. Por outro lado, pensando em termos de frequéncias, é possivel
conceber a multiplicagdo por '3/2. Por exemplo, a quinta (intervalo de dois tons e meio, isto ¢,

sete semitons) seria dada pela expresséo (2.10).

27/12 = 1,498 ... (2.10)

Nota-se que 3/2=1,5 estd de fato muito proximo desse valor. Mas, em termos de divisdo de
cordas, o processo se torna obrigatoriamente imperfeito, jA& que estamos tratando de

incomensuraveis. Além disso, a questdo da ligeira imprecisao trouxe a tona duvidas sobre a
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sensibilidade em ouvidos mais apurados. Nesse contexto, a escala de igual temperamento s
seria aceita se musicos viessem a dar o seu aval sobre a efetiva impossibilidade de distinguir,
em termos auditivos, essas pequenas imprecisdes. Segundo Abdounur (2015), J. S. Bach foi o
principal responsavel por fazer isso, a partir da composicéo da obra Cravo Bem Temperado, em
dois volumes (1722 e 1744), na qual constam preludios e fugas em 24 tonalidades (12 maiores

e 12 menores), fazendo uso de uma escala de igual temperamento.

Assim, ficou demonstrado a ampliacéo de possibilidades de composicéo, incluindo alteracdes
de tonalidades, o que representou uma grande revolucdo musical. Com o tempo, a escala de
igual temperamento passou a ser cada vez mais aceita pela comunidade musical, sendo

amplamente utilizada atualmente.

Do ponto de vista educacional, entendemos a escala de igual temperamento também pode passar
por uma transposicdo didatica para a sala de aula, com um grande potencial para abordar uma
introducdo aos nimeros irracionais, tendo em vista a insuficiéncia do conjunto dos nimeros

racionais para a sua construcao.

2.1.3 A visao moderna do som como fendmeno fisico

A partir do desenvolvimento histérico da concepgdo do som como um fendmeno fisico, baseado
em evidéncias experimentais, conforme tratado no item anterior, atualmente a ideia de que o
som pode ser descrito como uma onda é amplamente aceita pela comunidade cientifica, sendo
abordada em livros didaticos do ensino basico e superior. Neste item, trataremos resumidamente
de alguns conceitos que podem ser trabalhados em préticas interdisciplinares envolvendo

matematica, musica e fisica.

Uma onda € uma perturbacdo que se propaga, transportando energia sem transportar matéria.
Segundo Hewitt (2015), o movimento ondulatério ocorre tanto no espaco quanto no tempo. O
som e a luz séo dois exemplos de ondas, porém distintos, pois 0 som é uma onda mecénica, que
necessita de um meio de propagacdo; enquanto a luz é uma onda eletromagnética e pode se
propagar no vacuo. As ondas também podem ser classificadas como longitudinais ou
transversais. Com uma mola, € possivel distinguir visualmente esses dois tipos de onda, como
ilustrado na figura 2.5, onde cabe observar que em 2.5a 0 movimento oscilatorio ocorre na
mesma dire¢cdo de propagacdo da onda, enquanto em 2.5b o movimento oscilatério ocorre

transversalmente a direcdo de propagacdo da onda. No contexto deste trabalho, a vibracdo de
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uma corda de um instrumento musical € um exemplo de onda transversal, enquanto a

propagacao do som no ar € um exemplo de onda longitudinal.

Figura 2.5 — Ondas em uma mola: (a) onda longitudinal; (b) onda transversal.
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| de onda

(b)
:

(fonte: Hewitt, 2015)

Ainda, de acordo com Hewitt (2015), uma curva senoidal pode ser utilizada para representar

graficamente uma onda. Alguns elementos importantes dessa descrigéo séo:

= Comprimento de onda (A): é a distdncia entre quaisquer duas partes idénticas e

sucessivas de uma onda, medido em metros no SI, também ilustrado na figura 2.5;

= Cristas ou vales: sdo 0s pontos mais altos ou mais baixos de uma curva senoidal

representativa do movimento oscilatorio;

=  Amplitude (A): € a distancia entre o ponto médio da vibracdo e o vale (ou a crista), isto

é, representa 0 maximo afastamento do ponto de equilibrio, medido em metros no Sl;

= Frequéncia (f): é o niamero de oscilagcbes completas em um intervalo de tempo, sendo
medida em Hertz (Hz) no SI, que representa o nimero de oscilagBes por segundo;

= Periodo (T): é o tempo que dura uma oscilacdo completa, medido em segundos no SI.
Pelas definigdes anteriores, fica claro que o periodo € o inverso da frequéncia, isto é, f = 1/T.

Matematicamente, segundo Halliday, Resnick e Walker (2011), o movimento ondulatério pode
ser descrito pela funcdo dada na equacéo (2.11), onde o deslocamento y da oscilacdo em relagéo

ao seu ponto de equilibrio fica em funcdo da posicao x e do instante de tempo t.

y(,t) =A-sen(kx —w-t) (2.11)
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Sendo:

y = deslocamento, ou afastamento, da posi¢éo de equilibrio;
X = pOsiGao;

t = tempo;

A = amplitude do movimento oscilatorio;

k = nimero de onda, dado por 21t /1;

w = frequéncia angular, dada por 27 /T ou 27 f.

Pela descricdo matematica anterior, observa-se que podemos representar graficamente a funcéo
y(x,t) de diferentes maneiras. Uma delas, pouco utilizada, seria trabalhar com uma
representacdo tridimensional. Contudo, mais comumente s&o utilizados gréaficos bidimensionais
de y em funcdo de x ou de y em funcdo t isoladamente, com a outra varidvel fixa. Nesse
contexto, Halliday, Resnick e Walker (2011), chamam de “instantaneo” a representagao de y
em funcéo de x para um instante de tempo fixo. Essa distin¢do entre os graficos de y(t) e y(x)
é bastante importante no estudo de ondas, pois no primeiro conseguimos observar o periodo e

no segundo conseguimos medir o comprimento de onda, conforme figura 2.6.

Figura 2.6 — Representac¢des bidimensionais de y(t) ou y(x).
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(fonte: Halliday, Resnick e Walker, 2011, p. 119-120)

A velocidade de propagacéo da onda (v), em m/s, € obtida pela equacéo (2.12), conhecida como
equacéo fundamental da ondulatoria. Uma demonstracdo mais completa, com base na descrigdo
senoidal da equacdo (2.11), pode ser encontrada em Halliday, Resnick e Walker (2011, p. 121).
Contudo, para fins de transposi¢do didatica no ensino basico, uma alternativa para ilustrar essa
equacdo é tomar a equacdo cinemética do movimento retilineo uniforme, isto é, d = v.t,
substituindo a distancia (d) pelo comprimento de onda (1) e o tempo (t) pelo periodo (T).

Finalmente, utilizando a relagéo f = 1/T, obtemos a equagéo (2.12).

v=2-f (2.12)
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Halliday, Resnick e Walker (2011, p. 124-125) também apresentam uma deducdo para a
velocidade de propagacdo da onda em uma corda esticada, obtendo a equacgéo (2.13), sendo t

0 modulo da forca de tragdo aplicada na corda, em N, e u a densidade linear da corda, em kg/m.

v= |- (2.13)

Ao comparar as equacdes (4.12) e (4.13) com a formula de Mersenne, da equacao (4.9),
podemos observar que 0 matematico francés ja havia descoberto experimentalmente essas
relacbes em 1637, a0 menos no que diz respeito a frequéncia natural fundamental. Para as
equacOes se igualarem, é necessario que o comprimento de onda seja igual a duas vezes o
comprimento da corda vibrante, isto é, 1 = 2L, 0 que ocorre no primeiro modo de vibracdo da
corda, que vibra com a frequéncia fundamental (mais perceptivel), onde o comprimento da
corda representa metade do comprimento de onda, conforme ilustrado na primeira imagem da
figura 2.7. Esse ponto € muito importante de ser destacado em praticas educacionais que
trabalhem com vibragdes de cordas.

Porém, como ja mencionado, uma corda ndo vibra apenas no seu primeiro modo, mas em uma
superposicdo de varios modos de vibragdo com diferentes amplitudes, chamados de
harménicos. Halliday, Resnick e Walker (2011, p. 134-137) explicam que ondas estacionarias
séo formadas a partir de interferéncias destrutivas e construtivas durante a vibragdo de uma
corda esticada e presa em suas extremidades. Essas interferéncias geram nodos e antinodos em
pontos especificos para cada modo de vibracdo, cada um com sua respectiva frequéncia de
vibracdo e com o seu respectivo comprimento de onda. Nesse sentido, 0s autores apresentam
as equacoes (2.14) e (2.15) para os comprimentos de onda e frequéncias do modo de vibragéo
n da corda (n = 1,2,3,...). Essas rela¢fes também sdo ilustradas na figura 2.7 para os quatro

primeiros harmoénicos de uma corda vibrante.
A=— (2.14)
n

Y (2.15)
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Figura 2.7 — Relagéo entre comprimentos de onda e de corda nos harménicos.

A=2L
A=1L
A_ZL
3
A_L
2

4° harménico

(fonte: adaptado de Hewitt, 2015)

Hewitt (2015) explica que a mesma nota musical, quando emitida por diferentes instrumentos,
pode soar diferente, como, por exemplo, a nota D6 emitida por um piano ou por uma clarineta
(ver figura 2.8), que ird apresentar diferencas facilmente perceptiveis, as quais estdo

relacionadas com a composicao dos harmonicos, ou seja, com a composicao espectral da nota:

“A maioria dos sons musicais ¢ formada pela superposicdo de muitos sons com
frequéncias diferentes. Esses véarios sons sdo chamados de componentes de
frequéncia, ou simplesmente componentes. A frequéncia mais baixa deles, chamada
de frequéncia fundamental, determina a altura da nota. Aquelas componentes de
frequéncia que sdo mdltiplas inteiras da frequéncia fundamental sdo chamadas de
harménicos. Diferentes harménicos possuem alturas diferentes. Um tom com
frequéncia duas vezes maior do que a frequéncia fundamental é o segundo harménico,
um tom com trés vezes a frequéncia fundamental é o terceiro harménico e assim por
diante. E a variedade das componentes de frequéncia que ddo a uma nota musical seu
timbre caracteristico. Assim, vemos que 0s instrumentos musicais possuem timbres
caracteristicos, cada qual com sua ‘cor’ propria” (Hewitt, 2015, p. 395).

O formato da onda composta no tempo pode ser observado por um osciloscépio. Um diapaséo,
por exemplo, ira emitir uma nota mais pura com a sua frequéncia natural, se aproximando de
uma senoide perfeita. Ja as notas emitidas por instrumentos musicais tendem a apresentar um
formato composto, gerado pela superposi¢do de seus harménicos, com diferentes amplitudes,

conforme ilustrado na figura 2.8.
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Figura 2.8 — Ondas compostas no piano e na clarineta.
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(fonte: Hewitt, 2015)

Hewitt (2015) explica, ainda, que o som precisa de um meio para se propagar, seja ele solido
liquido ou gasoso. Estamos mais acostumados a escutar o som no ar, onde ele se propaga por
sucessivas compressoes e rarefagdes, a uma velocidade de aproximadamente 340 m/s, que pode
variar em funcdo de varios fatores, como a temperatura. Quando a corda de um instrumento
musical, por exemplo um violdo, emite uma nota musical, a vibracdo da corda gera uma onda
sonora no ar, que € amplificada na caixa de ressonancia do viol&o e, posteriormente, alcanga
nossos ouvidos, fazendo nossos timpanos vibrarem, os quais enviam impulsos elétricos
ritmados que chegam em nosso cérebro, nos fazendo perceber o som. Entendemos que, ao
trabalhar com praticas educacionais envolvendo musica, o percurso do som desde a fonte sonora
até a nossa percepcao deva ser sempre ser mostrado e evidenciado em sala de aula, a fim de

tornar os conceitos mais palpaveis e perceptiveis.

A nossa percep¢do do som e da musica, por sua vez, é subjetiva, e vai além da matematica e da
fisica envolvida nos fenémenos sonoros. Ndo obstante, podemos tecer uma relacdo entre as
propriedades objetivas das ondas, que podem ser medidas, € a nossa percep¢do subjetiva. A

tabela 2.4 apresenta algumas dessas relagdes.

Tabela 2.4 — Relagdes entre propriedades objetivas e subjetivas do som.

Propriedade fisica da onda (objetiva) Percepcéo individual (subjetiva)
Frequéncia Altura (grave/agudo)
Amplitude e intensidade Volume sonoro
Composicao espectral Timbre (“cor” do som)

(fonte: elaborado pelo autor com base em Hewitt, 2015)

Por fim, cabe destacar que a interpretacdo do som como um fendmeno fisico nos permite

compreender o experimento do monocérdio de Pitdgoras sob um olhar mais amplo. Quando
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alteramos o comprimento da corda com o cavalete mével, estamos alterando os comprimentos
de onda associados a frequéncia fundamental e aos seus harménicos na mesma proporcéo, uma
vez que, conforme a equacdo (2.14), 4 e L sdo grandezas diretamente proporcionais. Ao alterar
o comprimento de onda fundamental, a frequéncia de vibracdo também ¢ alterada, mas na
proporcéo inversa, conforme evidenciado pela equacdo (2.12). Isto €, quando reduzimos o
comprimento da corda vibrante com o cavalete mdvel, ela passa a vibrar com uma frequéncia
maior, emitindo uma nota musical mais aguda. Nota-se que os pitagoricos, ha mais de 2500
anos, ja haviam percebido essa relacdo entre comprimento de corda e altura sonora, mas sem
se valer de conceitos como frequéncia e comprimento de onda, uma vez que consideravam as
relacBes aritméticas entre comprimentos uma justificativa suficiente, pois interpretavam o

namero como principio gerador de todas as coisas, inclusive da masica.

Do ponto de vista educacional, avaliamos que abordagens didaticas que evidenciem a
multiplicidade de visdes que a humanidade construiu acerca dos fendmenos sonoros apresentam
um grande potencial educacional sob uma otica interdisciplinar, uma vez que, como
demonstrado, hd margem para trabalhar conceitos envolvendo ndo apenas matematica e musica,

mas também fisica, histéria e filosofia.

2.1.4 As escalas ao longo do tempo

Os diferentes temperamentos utilizados nas escalas musicais em diversas culturas ao longo da
historia representam uma multiplicidade de sonoridades e identidades socioculturais. Nesse
sentido, Abdounur (2015) constréi uma analogia interessante sobre a convergéncia dos distintos
temperamentos para a escala de igual temperamento:
“Poderiamos pensar os distintos temperamentos assumidos em musica ao longo dos
tempos em diferentes culturas convergindo para o temperamento igual como as

diversas bases numéricas em matematica concebidas em distintos povos e épocas
convergindo para a atual base dez” (Abdounur, 2015, p. 107).

Dando sequéncia a sua analogia, podemos afirmar que, do ponto de vista educacional, da
mesma forma que pode ser interessante estudar as diferentes bases numéricas desenvolvidas ao
longo da historia para solidificar conhecimentos matematicos e ampliar a visao a respeito dos
sistemas de numerac&o, o estudo das diferengas entre as escalas desenvolvidas pela humanidade

pode ser muito enriquecedor, tanto do ponto de vista matematico quanto musical.
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No presente trabalho, por razdes de escopo, delimitaremos as comparacées entre as trés escalas
diatdnicas abordadas nos itens anteriores: a escala pitagorica, a escala de afinagdo justa e a
escala de igual temperamento, considerando escalas maiores, isto €, com sete intervalos
sucessivos de tom-tom-semitom-tom-tom-tom-semitom. Cabe destacar, contudo, que essa
ainda é uma pequena visdo da multiplicidade de construcdes e temperamentos que podem ser

abordadas ao se trabalhar com relagdes entre matemaética e masica.

A escala maior pitagorica, cuja construcdo € baseada no ciclo de quintas perfeitas, €
representada na tabela 2.5, que mostra as relacdes entre comprimentos e frequéncias de cada
nota em relacdo a fundamental, aqui representada pela nota D6 Cs (com comprimento de corda
L e frequéncia f), unicamente para fins de ilustracdo. Além disso, s&o apresentadas as razdes
intervalares entre notas sucessivas, evidenciando que nessa escala o intervalo de tom, em termos
de frequéncias, é representado por 9/8, e o intervalo de semitom por 256/243. Nota-se que essas
sdo as razdes inversas as trabalhadas no item 2.1.1, pois naquele contexto estdvamos tratando

de razdes entre sucessivos comprimentos de corda.

Tabela 2.5 — Escala maior pitagérica.

Nota musical Do Ré Mi Fa Sol La Si D6
Simbolo Cs D3 Es Fs Gs Az B3 Cs
Comprimento 8 64 3 2 16 128 1
L —L | =L | =L =L | =L | =—-L| =L
de corda 9 81 4 3 27 243 2
. 9 81 4 3 27 243
Frequéncia —. R —- - — _— 2
q f 8 f 64 f 3 f 2 f 16 f 128 f f
%2 %2 « 256 %2 %2 %2 « 256
8 8 243 8 8 8 243

(fonte: elaborado pelo autor com base em Li et al., 2018)

Seguindo 0 mesmo padrdo de representacdo, as escalas de justa afinacdo e de igual
temperamento sdo apresentadas nas tabelas 2.6 e 2.7, respectivamente. Cabe destacar que na
escala justa existem dois intervalos distintos de tom (9/8 e 10/9), e que dois intervalos de
semitom (16/15) ndo resultam em um intervalo de tom. Ja a escala de igual temperamento €

baseada em 12 intervalos de semitom com iguais espacamentos: as razdes entre frequéncias de

notas espacadas por um semitom s&o iguais a ‘3/2 = 1,059. Nessa escala, os intervalos de tom

- - - - 7 ~ 2
séo formados por dois intervalos de semitom, isto é, sdo dados por (*3/2)" = '3/2Z = 1,122.
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Tabela 2.6 — Escala maior de afinacéo justa.

Nota musical D6 Ré Mi Fa Sol La Si D6
Simbolo C3 Ds Es Fs Gs3 Az Bs Cs
Comprimento 8 4 3 2 3 8 1
L —-L =L —- L =L =L —-L =L
de corda 9 5 4 3 5 15 2
. 9 5 4 3 5 15
Frequéncia —. - —. — —. —_—. 2
g folgrf | 2| 37| 57| 357 |56 2%f
A A A A A A A
X = X E X E X 2 X 2 X 2 X E
15 8 9 8 15
(fonte: elaborado pelo autor com base em Li et al., 2018)
Tabela 2.7 — Escala maior de igual temperamento.
Nota musical | D6 Ré Mi Fa Sol La Si D6
Simbolo C3 D3 Es Fs Gs Az B3 Cs
i 1 1 1 1 1 1 1
Coc?qprmliemo L 12 L L3 L5 L L 3 L | L
e corda V2 U | R | W | R | W | Ran | 2
Frequéncia I AR A AR AR N AR Y AR

(fonte: elaborado pelo autor com base em Li et al., 2018)

A tabela 2.8 mostra um resumo desses intervalos, com os valores exatos e suas respectivas

expansdes decimais (aproximadas para 3 casas decimais), para facilitar a comparacéo.

Tabela 2.8 — ComparacGes entre intervalos.

Intervalo Razdo intervalar Pitagdrica Afinacdo Justa Temperamento Igual
T Valor exato 9/8 9/8 ou 10/9 w22
om
Expansédo decimal (3 casas) 1,125 1,125 0u 1,111 1,122
) Valor exato 256/243 16/15 12
Semitom :
Expanséo decimal (3 casas) 1,053 1,066 1,059

(fonte: elaborado pelo autor com base em Li et al., 2018)
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Com a publicagdo da I1SO 16:1975, a frequéncia da nota La A4 foi padronizada
internacionalmente com o valor de 440 Hz. Seguindo esse padrdo e considerando as razdes
intervalares das tabelas 2.5 a 2.7, podemos montar a tabela 2.9, com as frequéncias
(aproximagdes com 2 casas decimais) das notas DO C4 a DO Cs, nas trés escalas maiores

abordadas, partindo da nota La A4 com a frequéncia de 440 Hz.

Tabela 2.9 — Tabela comparativa de frequéncias, em Hz (aproximagao com 2 casas).

Nota musical D6 Ré Mi Fa Sol La Si D6
Simbolo Cs D4 E4 Fa Ga Ay B Cs
Pitagorica 260,74 | 293,33 | 330,00 | 347,65 | 391,11 | 440,00 | 495,00 | 521,48

Afinacdo Justa 264,00 | 297,00 330,00 | 352,00 | 396,00 | 440,00 | 495,00 | 528,00

Igual Temperamento 261,63 | 293,66 329,63 | 349,23 | 392,00 | 440,00 | 493,88 | 523,25

(fonte: elaborado pelo autor com base em Li et al., 2018)

E interessante perceber que, mesmo tomando a padronizacdo da ISO 16 para a nota La, as
escalas resultam em valores ligeiramente diferentes de frequéncias, muito embora estejam
préximos. Podemos observar que a escala pitagérica, ainda que construida incialmente ha mais
de 2500 anos, ndo difere tanto da escala maior utilizada atualmente, fato que enaltece ainda
mais o experimento do monocordio e os registros antigos das relacdes entre matematica e
musica. As pequenas diferencas existentes, contudo, ressaltam as identidades culturais e
historicas de cada periodo e de cada sociedade. Por outro lado, também é necessario ponderar
que a tabela 2.9 foi construida apenas para fins de comparacdo numérica, pois nas épocas em
que escala pitagodrica e a escala de afinacdo justa foram desenvolvidas ainda ndo existia a
padronizacdo da nota musical La As como 440 Hz, até porque ainda ndo se tinha clara a ideia
de frequéncia sonora, conforme ja tratado anteriormente. Assim, é possivel que as diferencas,
em termos de frequéncias absolutas, fossem ainda maiores, a depender da afinacdo utilizada em

cada periodo histdrico e em cada sociedade.

Por fim, apresentamos a tabela 2.10, que mostra as frequéncias atualmente utilizadas para as
notas musicais, considerando a padronizagdo do L& A4 como 440 Hz e as razdes intervalares da
escala de igual temperamento. Em praticas educacionais envolvendo matematica e masica, €
importante que o professor tenha a ciéncia de que esses valores sdo adotados pelos afinadores
e demais aplicativos que mecam frequéncias das notas musicais, mas que, ao trabalhar com

outras escalas, os valores tedricos de cada frequéncia podem ser ligeiramente diferentes.
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Tabela 2.10 — Padro atual de frequéncias, em Hz (aproximagéo com 1 casa).

C | C#| D | D# | E F F# | G | G# | A | A# | B C
2 | 654 | 693 | 734 | 778 | 824 | 873 | 925 | 980 | 1038 | 1100 | 1165 | 123,5 | 130,8

3 | 130,8 | 138,6 | 146,8 | 1556 | 1648 | 1746 | 1850 | 196,0 | 207,7 | 220,0 | 233,1 | 246,9 | 2616

4 | 2616 | 277,2 | 293,7 | 311,1 | 329,6 | 349,2 | 370,0 | 392,0 | 4153 | 440,0 | 466,2 | 493,9 | 523,3

5 | 523,3 | 554,4 | 587,3 | 622,3 | 6593 | 6985 | 740,0 | 784,0 | 830,6 | 880,0 | 932,3 | 987,8 | 10465

(fonte: adaptado de lazzetta, 2024)

2.2 PRATICAS INTERDISCIPLINARES NA SALA DE AULA

Thiesen (2008) apresenta o conceito de interdisciplinaridade como um fenémeno relevante na
articulacdo dos processos de ensino e aprendizagem. Segundo o autor, ha um consenso na
literatura no que diz respeito a finalidade da interdisciplinaridade em responder & necessidade
de superar a visdo fragmentada dos processos de producdo e socializagdo do conhecimento.
Assim, defende que o movimento contemporaneo da interdisciplinaridade emerge na
perspectiva de dialogicidade e da integracdo das ciéncias e dos saberes, podendo ser aplicado
no contexto escolar na producdo e (re)construcdo de conhecimentos, 0 que se justifica em um

mundo cada vez mais interconectado e complexo.

E interessante observar que Thiesen (2008) aponta que as raizes da fragmentacéo dos saberes
datam da Renascenca, a partir de correntes de pensamento naturalista e mecanicista que
buscavam construir uma concepg¢do mais cientifica do mundo. Isto é, a0 mesmo tempo em que
a ciéncia pbde evoluir suas explicacfes sobre a natureza e o Universo, determinadas areas
passaram a se especializar e, com o passar dos séculos, a se fragmentar. Nesse sentido, cabe
contextualizar a propria revolucdo da concepc¢do de som como fendmeno fisico ocorrida nesse
periodo historico, j& elencada neste trabalho: se por um lado esse novo olhar permitiu ampliar
a compreensao da natureza do som, por outro é possivel que seja justamente a partir dessa nova
perspectiva que o estudo da mdsica tenha comecado a perder um pouco do seu carater

interdisciplinar.

Cabe lembrar que na Antiguidade a musica estava diretamente relacionada com a matematica
e a outras areas do saber, a partir dos sentidos figurados dos niUmeros e, consequentemente, das
razdes intervalares que originavam as consonancias. Segundo Granja (2005), a partir da visao
da escola pitagdrica sobre a musica, foi aberto um caminho para sua incorporagdo no curriculo

basico da escola grega, denominado Quadrivium;
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“O Trivium era formado pelas disciplinas literarias, a saber: a gramética, a retérica e
a dialética. J& o Quadrivium, de carater mais tedrico, era composto por quatro
disciplinas, cuja origem se encontra provavelmente na escola de Pitagoras: a
aritmética, a geometria, a mdsica e a astronomia.

Essas disciplinas costumavam ser agrupadas em dois ramos distintos: as que tratavam
dos nimeros e as que tratavam das formas. Compunham as disciplinas numéricas a
aritmética e a musica. A aritmética era o estudo dos nimeros em repouso, e a musica,
o0 estudo dos nimeros em movimento. No ambito das formas, a geometria tratava das
formas em repouso ¢ a astronomia do estudo das formas em movimento” (Granja,
2005, p. 35).
Portanto, percebe-se que o carater interdisciplinar dos estudos de matemética e musica no
curriculo tem origem milenar. Porém, segundo Granja (2005), ao final da Antiguidade o
Quadrivium foi perdendo espaco para o Trivium, e, ap6s o declinio da civilizacdo grega e
consolidacdo do Império Romano, as suas quatro disciplinas foram suprimidas da escola
secundaria e restringidas ao ensino superior. De todo modo, ainda que menos fortalecido do
gue em suas origens, o Quadrivium perdurou por muito tempo, sendo retomado com vigor na
transicdo para Idade Média por Boécio (séc. V d.C.), tendo permanecido no curriculo até o final
da Idade Média, ainda que com modificacbes. Granja (2005, p. 37) explica, ainda, que a
superacao do Quadrivium se inicia a partir da nova visdo da ciéncia moderna, quando musica
comeca a perder seu carater metafisico e filoséfico, sendo estudada a partir de uma 6tica mais
objetiva, com maior enfoque no fenémeno sonoro:
“O conhecimento perde sua integridade, fragmentando-se em um rol de disciplinas
especificas. O pensamento analdgico, que caracterizava as antigas disciplinas do

Quadrivium, € suplantado pelo pensamento linear e objetivo das ciéncias classicas”
(Granja, 2005, p. 37-38).

Entendemos que essa fragmentacdo deva ser superada no curriculo escolar. Reconhecemos que
a concepcao do som como fendmeno fisico possibilitou ampliar a sua compreensdo, e por isso
deve ser valorizada em sala de aula, inclusive incorporada em préticas educacionais
interdisciplinares. Por outro lado, entendemos que essa visdo deva se somar a outras visoes
desenvolvidas ao longo da historia, chamando a atencdo para a multiplicidade de interpretacdes
construidas pela humanidade acerca da musica, que se trata de um fenémeno complexo, repleto

de significados, 0s quais, em nossa concepcao, transcendem a natureza fisica do som.

No que diz respeito aos documentos norteadores do curriculo escolar brasileiro, Garcia (2008)
argumenta que o conceito de interdisciplinaridade ocupa espago fundamental no discurso de
educacdo contemporanea articulado nos textos dos Parametros Curriculares Nacionais (PCN).

O autor analisou diferentes significados associados ao conceito dentro desses textos, como, por
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exemplo, modo de articular conteudos, forma de contribuigdo das disciplinas e instrumento para
articular conhecimentos. Ainda, segundo Granja (2005, p. 41), os PCN reconhecem o valor das
artes no curriculo escolar, e, no caso da masica, estabelecem trés diretrizes principais, baseadas

na promocao do fazer artistico, na apreciagéo e na reflexdo.

Por outro lado, Mittitier e Lourencon (2017) trazem questionamentos sobre o papel da
interdisciplinaridade na Base Nacional Comum Curricular (BNCC). Segundo as autoras, a
interdisciplinaridade possui grande importancia na superacdo da fragmentacao dos conteidos e
no entendimento do conhecimento como um todo. Contudo, elas defendem que, com as revisoes
dos documentos da BNCC, as perspectivas para a aprendizagem interdisciplinar aparentam ter
perdido em proporcao, especialmente se comparados com documentos norteadores do curriculo
até entdo vigentes no pais. No contexto desse trabalho, ao ler a BNCC (BRASIL, 2018), é
possivel constatar que existem referéncias as artes e a musica na area de Linguagens e suas
Tecnologias, mas ndo em Matematica, que conta apenas com uma mencao a “obras de arte” em
transformacdes isométricas e homotéticas, isto €, dentre as inimeras possibilidades de relacdes

entre arte e matematica, o documento menciona apenas a analise geométrica das artes visuais.

Neste trabalho, nés defendemos a importancia de propor uma prética interdisciplinar,
reforgando a busca por romper com a visdo fragmentada do conhecimento e resgatando a forte
interacdo existente entre matematica, masica e outras areas do saber ao longo da histéria. Em
particular, concordamos com a posicdo de Granja (2005), que defende que a mdsica pode
apresentar papel central em préticas interdisciplinares, uma vez que, por envolver diferentes
niveis de percepcdo, pode auxiliar significativamente nos processos de articulagdo entre as

maultiplas dimens6es do conhecimento.

Ainda, de acordo com D’ Ambrosio (1986), a teoria adquire maior valor quando € transformada
em pratica. No caso da educacdo, as teorias adquirem significado quando seus efeitos sdo
percebidos em sala de aula, a fim de serem legitimadas na préatica educativa. Assim, cabe
destacar trabalhos que ja propuseram praticas educativas interdisciplinares entre matematica e
musica, como por exemplo Lange (2019), Fernandes (2014), Miritz (2015), Cabral (2015), entre
tantos outros. E nesse contexto que o presente trabalho se propde a contribuir com mais uma
experiéncia para se somar com as ja realizadas, na busca por construir um horizonte de

possibilidades de (re)construcéo das relacfes entre matematica e musica em sala de aula.
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2.3 POSSIBILIDADES DE SIGNIFICACAO

Segundo Santos e Goncalves (2020), se por um lado artistas utilizam conhecimentos
matematicos, consciente ou inconscientemente, no desenvolvimento de suas obras; por outro
os educadores matematicos também podem se apropriar da arte para produzir novos olhares e
conhecimentos da matematica e de suas préaticas sociais.

Evidenciar relagdes entre a matematica e a arte em sala de aula possibilita a ampliacdo de
significacbes do conhecimento matematico, chamando a atencdo para a beleza e contemplacéo
intrinsecas. Em especial, no caso da musica, essa abordagem pode propiciar experiéncias
sensoriais e afetivas da matematica, como elencando por Abdounur (2015) e Granja (2005).

Do ponto de vista pessoal, como ja mencionado, a musica sempre esteve presente de forma
significativa em minha trajetoria, e penso que, quando estudante do ensino médio, teria gostado
muito de conhecer as relagfes historicas entre a matematica e a musica. Essa aproximacédo
poderia gerar significados, aumentando ainda mais meu interesse pela matematica, assim como

hoje serve como motivacdo para seguir com a construcdo de minha identidade docente.

Do ponto de vista educacional, avaliamos que as maultiplas interpretacdes das relacGes entre
matematica e musica ao longo da historia, apesar de aparentemente antagdnicas, podem se
somar, possibilitando a reflexéo e a identificacéo dos estudantes ndo s6 com a matematica, mas
também com a fisica e com as ciéncias em geral. Nesse sentido, concordamos com a fala do
fisico Richard Feynman ao tecer uma reflexdo sobre a beleza de uma flor®, e argumentar que a
compreensdo cientifica dos fendmenos fisicos e biolégicos por trds dos mistérios e
encantamentos do crescimento de uma flor apenas acrescentam beleza & sua contemplagéo. E
possivel construir uma analogia com a mdsica, a qual, em nossa interpretacdo, apenas se
valoriza e adquire ainda maior encantamento a partir das compreensées matematicas e fisicas
dos fendmenos sonoros. Evidentemente, reconhecemos que a fruigdo estética musical
transcende a ciéncia, porém entendemos que o ato de enaltecer as relagfes entre essas areas
pode ser extremamente benéfica para a educagdo, desde que sob uma perspectiva

verdadeiramente interdisciplinar, que ndo hierarquize saberes.

°> The Feynman Series — Beleza. Disponivel em: https://www.youtube.com/watch?v=9VBMOdwDPFY . Acesso
em: 15 de janeiro de 2024,
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3 METODOLOGIA

A metodologia de pesquisa empregada neste trabalho tem carater qualitativo. Segundo Bogdan
e Biklen (1994, p.16), dados qualitativos sdo “ricos em pormenores descritivos relativamente a
pessoas, locais e conversas, e de complexo tratamento estatistico”, Sem necessariamente ter que
comprovar hipoteses ou medir varidveis, mas sempre buscando apreender as diversas

perspectivas dos sujeitos e os fendmenos em sua complexidade.

Ainda, segundo Bogdan e Biklen (1994), na abordagem qualitativa o investigador frequenta os
locais onde ocorrem os fendbmenos nos quais esta interessado, e os dados recolhidos estdo
associados aos comportamentos das pessoas e a suas interagdes com 0 meio, onde constroem

seus repertorios de significados.

A presente pesquisa se insere nesse contexto elencado pelos autores, pois de fato foi realizada
dentro da sala de aula, buscando apreender as perspectivas dos participantes acerca da pratica
educativa proposta em toda sua complexidade.

Neste capitulo serdo detalhados os planejamentos das praticas, desde a construcdo do
monocordio, passando pelos tramites de viabilizacdo dos encontros junto a escola, e finalizando

com planejamento especifico dos dois encontros.

3.1 CONSTRUCAO DO MONOCORDIO

Buscando aproximar a primeira pratica do contexto da escola pitagérica, a fim de permitir que
0s estudantes construissem notas musicais a partir de razGes entre comprimentos de corda,
optamos por projetar e construir um monocérdio. Contudo, para poder escutar duas notas
soando em conjunto, e assim melhor avaliar as consonancias, fizemos uma adaptacéo a ideia
original: ao invés de uma Unica corda, o instrumento proposto possui duas cordas, sendo ambas
afinadas em D0. Esse instrumento também foi inspirado na quarta Agéo de Ensino Investigativa

proposta por Merizio (2018), com algumas alteracdes e adaptacdes.

Além de melhor contextualizar o periodo classico grego, entendemos que, do ponto de vista
didatico, a principal vantagem de trabalhar com um monocoérdio adaptado é o fato de poder
construir notas com qualquer razéo entre comprimentos, uma vez que o cavalete movel fica

livre para se movimentar. Nesse sentido, a pratica com esse instrumento amplia as
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possibilidades em relagdo a um violdo, por exemplo, que possui trastes, limitando as razdes que
podem ser construidas a intervalos especificos. Essa liberdade no movimento do cavalete mével
permite ao estudante realizar ajustes finos na construcédo final das notas musicais, com base na
percepcao sonora e nas medices de comprimentos. Além disso, fica mais evidente que muitas
posicdes do cavalete ndo irdo gerar notas consonantes, isto €, a construgdo das consonancias

ocorre em posicoes especificas, que no violdo ja estariam pré-definidas pelos trastes.
A seguir segue uma lista dos principais materiais utilizados:

» Chapas de MDF: usadas para a construcdo do corpo do instrumento, foram obtidas

diretamente com uma madeireira, que nos doou retalhos de sua producdo. Dessa forma,
conseguimos as chapas sem custo de material, mas optamos por pagar um valor ao
operador da méaquina de corte, que gentilmente se voluntariou a cortar as chapas em

pedacos menores, apropriados ao instrumento;

= Cordas de violdo de aco: compramos duas cordas fabricadas para a afinacdo Ré (quarta

corda do violao), uma vez que era a que melhor se aproximava da nota D, na qual

irlamos afinar o monocérdio;

= Cavalete, rastilho e pestana: compramos pecas especificas de um violdo para construir

os cavaletes fixos das extremidades do monocérdio. Para os cavaletes moveis também

foram usados rastilhos adaptados;

= Tarrachas: compramos tais dispositivos, utilizados para tracionar as cordas do viol&o,

garantindo a sua afinacdo. e os adaptamos ao monocérdio;

= Verniz: por fim, qguando o instrumento estava quase pronto, compramos verniz para um

melhor acabamento e durabilidade.

O projeto do monocérdio que nos elaboramos consta na figura 3.1, a seguir. Ressaltamos que
esse projeto foi adaptado as dimensdes das chapas de MDF que conseguimos com a madeireira.
Além disso, ele foi sendo ligeiramente alterado durante a construcdo, em funcéo de dificuldades
executivas que foram surgindo. De todo modo, avaliamos que o projeto, ainda que a nivel

esquematico, foi bem importante e acabou norteando toda a construcdo do instrumento.
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Figura 3.1 — Projeto do monocordio.
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(fonte: acervo pessoal do autor)
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A construcdo do instrumento propriamente dita foi realizada com a essencial colaboragéo de
um amigo de infancia, Guilherme Pozueco Zaffari, que gentilmente nos auxiliou na conducao
de todo o processo, incluindo cortes, colagem, envernizamento e demais trabalhos com
equipamentos especificos, como furadeira e serra copo. Médico como profissdo, Guilherme tem
como hobby a marcenaria e os trabalhos manuais. Sem duvidas, a execugdo do monocordio ndo
teria sido viabilizada sem a sua ajuda. Na figura 3.2 mostramos algumas imagens do processo

executivo, e na figura 3.3 mostramos o instrumento concluido.

Figura 3.3 — Monocoérdio finalizado, ja com os cavaletes maoveis.

(fonte: acervo pessoal do autor)

Ressaltamos que os cavaletes moveis foram construidos de forma a poderem ser livremente
movimentados ao longo do instrumento, bem como facilmente removidos. Dessa maneira, é
possivel escutar duas notas em conjunto, podendo estar uma corda solta ou ndo. Tal liberdade
de movimentos é interessante para ampliar a gama de possibilidades na construcdo das razes
intervalares das consonancias. Alem disso, foi deixado um pequeno furo em cada um deles para

marcar as posi¢oes das notas musicais em um papel que pode ser fixado abaixo dos cavaletes.

Cabe destacar que os materiais utilizados, ainda que tenham trazido aspectos estéticos e
funcionais bastante interessantes ao instrumento, poderiam, em sua maioria, ser substituidos
por itens de baixo custo, que provavelmente cumpririam a mesma funcgéo, caso haja restricoes
no orcamento. Por exemplo, as tarraxas poderiam ser substituidas por ganchos, e o cavalete fixo
poderia ser constituido por um modelo de rastilno mais simples e econdémico. Outro ponto que

poderia sofrer revisdes é a espessura da chapa de MDF, que sem duvida poderia ser mais fina,
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a fim de reduzir o peso total do instrumento. Porém, ressaltamos que essa espessura adotada foi
definida em funcdo das chapas de retalho disponiveis, sem custo, junto & madeireira. Por fim,
avaliamos que o instrumento, apesar de apresentar notaveis qualidade estéticas e funcionais em
seu manuseio, poderia receber aprimoramentos em sua acustica, pois as notas ndo soam com
um volume t&o intenso quanto gostariamos. Assim, sugerimos que em préximas construcdes a
parte acustica seja melhor avaliada, talvez executando furos maiores ou em maior nimero no

corpo do instrumento, ou mesmo repensando o tipo e a espessura de madeira utilizada.

3.2 DADOS DA ESCOLA E DO CURSO PROPOSTO

A prética educacional foi aplicada na Fundacdo Escola Técnica Liberato Salzano Vieira da
Cunha®, localizada no municipio de Novo Hamburgo, no Rio Grande do Sul. A escola tem,
aproximadamente, trés mil alunos matriculados, advindos de mais de 50 municipios do estado,
e disponibiliza duas modalidades de ensino: nos turnos da manha e tarde, cursos técnicos
integrados ao ensino médio, com duracgdo de quatro anos (seriacdo anual), e, no turno da noite,

Ccursos técnicos posteriores ao ensino médio, com duracéo de dois a trés anos.

A escola conta atualmente com uma estrutura organizacional complexa, incluindo uma
Diretoria de Pesquisa, Extensdo e Inovacdo (DPEI), que, entre varias outras atribuices,
promove cursos de extensdo abertos a alunos, ex-alunos, professores e comunidade em geral.
Optamos por propor as atividades no formato de um Curso de Extensdo, com o titulo
“Construindo Consonancias: relacdes entre matematica e musica”, em funcdo de uma maior
flexibilidade nos horarios e possibilidade de contemplar estudantes de diferentes turmas. As
inscricdes foram abertas para alunos da Liberato e outras escolas da regido, com a Unica
restricdo de que fossem alunos regulares do ensino médio, sendo definido o limite de 20
inscritos. Os encontros foram programados para dois sdbados pela manha, das 08:30 as 12:30,
nos dias 18/11 e 02/12/2023, os quais foram definidos em funcdo das datas disponibilizadas
pela DPEI, compatibilizadas com as disponibilidades dos professores.

Nesse contexto, cabe destacar que dois professores de fisica, uma de quimica e um de design
se interessaram pelo tema e se disponibilizaram a participar das atividades, de modo que a

escola também se envolveu ativamente com o curso. O professor de fisica Jader participou com

& Mais informacdes sobre a escola disponiveis em: https://www.liberato.com.br/sobre-a-liberato/. Acesso em 14
de janeiro de 2024.
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observagdes pontuais e auxiliou os estudantes nas préaticas do primeiro encontro. A professora
de fisica Laura esteve presente nos dois sabados, mas participou mais ativamente do segundo
encontro, tanto durante nossa experiéncia de docéncia compartilhada quanto auxiliando os
estudantes na atividade pratica com os instrumentos. A professora de quimica Paola participou
dos dois encontros, auxiliou nas atividades praticas e teceu observacdes interessantes
relacionando outros topicos, como, por exemplo, as fung¢des de onda aplicaveis aos elétrons de
um atomo, durante a aula de ondas no segundo encontro. O professor Dennis, que também é
musico, esteve presente no segundo encontro, quando levou seu baixo elétrico e auxiliou 0s
estudantes durante as atividades praticas com os instrumentos musicais. A participacao desses

professores foi fundamental para elevar ainda mais o carater interdisciplinar dos encontros.

A etapa de divulgacdo foi bastante importante para garantir que as vagas fossem preenchidas.
Cartazes de divulgacdo foram enviados aos alunos por e-mail e fixados nas paredes da escola,
para além da divulgacéo oficial no site. Ao final, ficamos felizes em verificar que as vagas
disponibilizadas foram preenchidas.

Cabe ressaltar que o formato do curso e a maneira como se deram as inscri¢fes facultou aos
estudantes a escolha de participar. Para fins de pesquisa, essa informacgdo é muito relevante,
uma vez que os estudantes inscritos efetivamente queriam estar la e se interessavam pelo tema.
No caso de turmas regulares, é possivel que o interesse pelo assunto ndao fosse unanimidade
entre os presentes. Ainda, cabe destacar que a Escola Liberato é reconhecida por proporcionar
um ensino de qualidade e com rigorosa avaliacdo, além de contar com prova de selecdo para
ingresso. Assim, em geral, os estudantes da escola tendem a possuir uma base matematica
bastante desenvolvida, o que também deve ser considerado durante a avalia¢do dos resultados
observados na pratica proposta.

Por fim, é importante mencionar que, para fins de divulgacdo da pesquisa, 0s participantes
preencheram e assinaram o Termo de Assentimento Livre e Esclarecido e, no caso dos menores
de idade, o Termo de Consentimento Informado. Além disso, o Diretor da DPEI assinou a Carta
de Anuéncia da Escola. Os modelos dos documentos estdo disponibilizados como Apéndices.

3.3 PLANEJAMENTO DOS ENCONTROS

Os dois encontros foram planejados com base em dois momentos histdricos distintos tratados

no capitulo 2: o primeiro explora as relacBes entre matemética e musica da Antiguidade
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Cléssica, no contexto da escola pitagérica e do experimento do monocérdio; e o segundo
explora as relacBes entre matemaética, fisica e musica sob a concepg¢do moderna do som como

um fendmeno fisico.

Entendemos que, desta forma, ao trabalhar com distintas interpretacfes, podemos ampliar a
visdo interdisciplinar do tema, e trazer efetivamente a ideia da ciéncia como construgao humana
e coletiva, que passou por diferentes fases e entendimentos. O artigo de Abdounur e Pereira
(2022) explica em maiores detalhes a mudanca de perspectiva ocorrida entre as duas visoes

elencadas, além de apresentar as potencialidades interdisciplinares dessa abordagem.

Do ponto de vista matematico, o primeiro encontro possibilita, principalmente, o trabalho de
contetidos envolvendo fracdes. Podem ser exploradas nog¢Ges sobre relacdes de equivaléncia e
ordem, bem como operacdes, em especial a multiplicacéo de fragbes. O segundo encontro, por
outro lado, permite o trabalho com médias harménicas e aritméticas, e, em especial, possibilita
o0 trabalho de grandezas inversamente proporcionais, ao relacionar frequéncia com
comprimento de corda. Muitos outros contettdos matematicos podem ser abordados durante o
desenvolvimento das atividades, como, por exemplo, equac6es, sequéncias e progressdes. Do
ponto de vista musical, os encontros foram planejados para ter momentos de percepcdo,

apreciacéo e reflex&o.

Os recursos didaticos utilizados permitem diferentes formas de abordar os contetidos, desde
recursos audiovisuais, passando por instrumentos musicais, cordas, molas, instrumentos de
medicdo, e envolvendo também recursos mais tradicionais, como quadro, papel e caneta. Boa
parte das atividades foram planejadas para ter um carater pratico e investigativo, de forma que
0s proprios estudantes, ao manipular o monocérdio e os outros instrumentos musicais, fossem
(re)construindo suas visdes sobre as relacdes entre matematica e masica. O primeiro encontro
apresentou como principal recurso o0 monocordio, enquanto o segundo deu maior enfoque aos
instrumentos musicais disponibilizados, incluindo violdo, baixo elétrico e ukulele. Também
foram planejados momentos de conversa e reflexdo, tanto na introducdo quanto na finalizagéo
dos encontros, para que pudéssemos, juntos, construir significados a respeito das tematicas

abordadas.

Os planos de aula completos constam como Apéndices deste trabalho, juntamente com o0s

roteiros das atividades praticas de cada dia.
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

Neste capitulo serdo descritas as experiéncias em sala de aula dos dois encontros, bem como

discutidas e analisadas as producdes e a participacdo dos estudantes.

4.1 PRIMEIRO ENCONTRO

No primeiro sabado, dia 18/11/2023, o curso contou com dezoito alunos presentes, além de trés
professores da escola, dois de fisica e uma de quimica, que também optaram por participar
voluntariamente. Antes de iniciar as atividades, foram recolhidos os Termos de Consentimento
Informado e de Assentimento Livre e Esclarecido devidamente preenchidos pelos participantes,
conforme modelos que constam como Apéndices. Nos itens a seguir sdo descritos 0s

acontecimentos do primeiro encontro em maiores detalhes.

4.1.1 Dinamica de apresentacao

O curso foi iniciado com atividades de apresentacdo. Primeiramente os participantes receberam
um questionario com perguntas sobre a sua afinidade com matematica e com mdsica, conforme
modelo que consta como Apéndice. Apos, foi realizada uma roda de conversa sobre a

importancia da musica e da matematica na vida de cada participante.

Com o questionario inicial foi possivel conhecer melhor o perfil da turma, o que era importante
em funcdo de se tratar de um curso de extensdo com matriculas abertas para a comunidade.
Com as respostas, verificou-se que todos os estudantes presentes estudavam no ensino
médio/técnico da Escola Liberato, sendo trés do 1° ano; seis do 2° ano; cinco do 3° ano e quatro
do 4° ano (ensino técnico). Deste modo, ficou evidente que essa diferenca de seriaces deveria
ser considerada na dindmica dos encontros, especialmente no planejamento do segundo dia,
onde seriam abordados conceitos de fisica e de ondas, que muitos estudantes ainda ndo tinham

estudado na escola.

Cabe destacar que todos os participantes responderam que gostavam de escutar mausica,
conforme detalhado na tabela 4.1. Em relacéo ao género musical preferido, houve respostas das
mais variadas, passando por pop, pop rock, rock, folk, metal, k-pop, musica classica, bossa

nova, MPB, indie, musica gaucha, eletrénica, rap, samba, gospel, hip-hop, punk rock e hard
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rock. Desses géneros, citaram inimeros artistas e bandas de sua preferéncia. Tais respostas
evidenciaram que de fato a turma estava muito conectada & masica, mas que cada estudante

possuia suas singularidades.

Tabela 4.1 — Numero de respostas para a pergunta “vocé gosta de escutar musica?”.

Vocé gosta de escutar musica? N° de respostas
Gosto muito. Escuto quase todos os dias, por iniciativa prépria. 16
Gosto. Escuto de vez em quando, as vezes por iniciativa propria. 2
Indiferente, ndo escuto por iniciativa prépria e ndo presto muita atencdo quando toca. 0
N&o gosto de escutar mdsica. 0

(fonte: elaborado pelo autor)

Em relacdo a cantar e/ou tocar instrumentos musicais, 11 responderam que sim e 7 que nao.
Entre os que responderam sim, também houve uma grande diversidade nas respostas: cantam
e/ou tocam violdo, guitarra, flauta doce, acordeon, violino, ukulele, piano, teclado, cavaco,

baixo, bateria ou saxofone.

Sobre gostar de matematica, a maioria também respondeu que gostava, porém as respostas

foram mais heterogéneas do que o gosto por musica, conforme detalhado na tabela 4.2.

Tabela 4.2 — Numero de respostas para a pergunta “vocé gosta de matematica?”.

Vocé gosta de matematica? N° de respostas

Gosto muito. Estudo os conteidos da escola e outros, por iniciativa propria. 7

Gosto, mas estudo apenas os contelidos da escola.

Indiferente, estudo apenas 0 necessario para ser aprovado(a).

6
Gosto de alguns contelidos, mas outros néo. 3
1
1

N&o gosto de matematica.

(fonte: elaborado pelo autor)

Dos conteudos favoritos de matematica, 0s que mais se destacaram foram geometria e
trigonometria, com dez citagbes cada. Outros conteudos citados foram matrizes, equagdes,
fungdes, polindbmios, graficos, numeros complexos e probabilidade. Trés estudantes, dentre os
que estudavam conteudos por iniciativa propria, também disseram gque gostavam de topicos do
ensino superior, como topologia, teoria dos numeros, célculo e algebra. Essas respostas
evidenciam que boa parte da turma possuia interesse genuino em matematica, o que €

caracteristico de um curso de extensao, e pode ndo representar o perfil de uma turma regular.

Matheus Erpen Benincéa. Porto Alegre: IME/UFRGS, 2024



57

Em relacdo a autopercepcdo das facilidades/dificuldades no aprendizado de matemaética, as
respostas foram diversas, conforme detalhado na tabela 4.3. Novamente observa-se um perfil
um pouco distinto de turmas regulares, pois a maior parte da turma informou que avaliava ter

facilidade no aprendizado de matematica, pelo menos em alguns contetdos.

Tabela 4.3 — Autopercepgao do processo de aprendizado de matematica.

Voceé avalia que tem facilidade/dificuldade no aprendizado de matematica? N° de respostas

Tenho facilidade, aprendo todos os contetidos sem dificuldades. 6

Tenho facilidade em alguns conteidos, mas dificuldade em outros.

9
Indiferente, ndo tenho facilidade nem dificuldade. 1
2

Em geral, tenho dificuldades em aprender matematica.

(fonte: elaborado pelo autor)

Cabe ressaltar que a Unica participante que havia respondido que ndo gostava de matematica na
questdo anterior informou que avaliava ter dificuldades no aprendizado. Essa mesma estudante,
posteriormente, disse que gostava mais de matematica quando enxergava relagbes com outras
matérias como fisica, quimica, biologia e artes. Nesse contexto, entendemos que a sua

participacdo no curso possuia um significado singular e deveria ser analisada com atencéo.

As Ultimas perguntas do questionario, dissertativas, tratavam sobre a importancia da mdsica e
da matemaética em suas vidas, bem como se ja conheciam relacBes entre essas areas. Essas
mesmas perguntas foram feitas na roda de conversa, que ocorreu logo ap6s o preenchimento do

questionario.

Sobre o conhecimento prévio de relacdes entre matematica e musica, quatro participantes
disseram que ndo sabiam que existiam relacBGes entre essas areas, mas 0s outros quatorze
disseram que conheciam pelo menos alguma relacdo. Foram citadas de forma mais genérica
relagbes em compassos, tempos, ritmos, escalas, partituras, propagacdo de som, notas musicais,
melodias, ondas, frequéncias, periodo, amplitude, nodos, harménicos, intervalos musicais,
construcdo de instrumentos e comprimento de cordas. Algumas frases foram um pouco mais
desenvolvidas e chamaram a atengdo, como “sei que ha uma relagdo entre o comprimento de
corda e a frequéncia produzida por ela, e isso pode ser calculado”, ou “sei de pouquissimas
coisas, somente o0 que eu aprendia na aula de piano em relagdo ao tempo e como se formularam
as questdes de musicalidade no passado”, ou “cada nota tem uma frequéncia especifica para ser

emitida, alterando a frequéncia se altera a nota”, ou “além de ter tido aulas sobre isso com o
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professor de musica, ja estudei isso por conta propria em casa, pois tinha curiosidade em saber
a relacdo entre matemadtica e escalas/modais”, ou “com o dedo, utilizando uma harpa, por
exemplo, podemos alterar o comprimento de uma onda alterando o seu som, pois alterando o
comprimento de onda a frequéncia se altera também”, ou ainda “as ondas sonoras, que podem
ser produzidas por instrumentos musicais, tém propriedades que sdo abordadas na matematica,
como periodo, comprimento, amplitude, etc.”. Em resumo, ficou claro que quem tinha um
conhecimento mais avancado sobre essas relacdes ja havia as estudado nas aulas de musica ou
de fisica, 0 que ficou evidente nas multiplas citacdes sobre ondas e suas propriedades. Porém,
de uma forma geral, as respostas passaram a impressdo de que, apesar de conhecerem a
existéncia de muitas relacbes entre matematica e musica, esse conhecimento se dava mais a
nivel de informacdo do que de compreensdo, e ainda era necessario conectar todos esses
conceitos com argumentacdes mais precisas e concretas: talvez dai tenha vindo o interesse da

maior parte da turma em participar do curso.

No que diz respeito a importancia da muasica em suas vidas, nos chamou bastante a atencéo a
sinceridade e a profundidade das respostas, tanto as escritas do questionario quanto as
verbalizadas da roda de conversa. Falas como “gosto de pensar na musica como um
potencializador de emogdes”, “a mUsica intensifica sentimentos” ou “a musica me ajuda quando
estou triste ou ansiosa” ou “a musica fala algo que ndo consigo falar” mostraram o quio
relevante a musica € para adolescentes ou jovens adultos, que estdo passando por uma etapa da
vida repleta de sentimentos e emogdes. A seguir reproduzo algumas respostas do questionario,
(muitas delas também foram verbalizadas na roda de conversa), que ilustram um pouco mais

desse momento profundo e repleto de significados que aconteceu no inicio do encontro.

=  “Amusica sempre fez parte de minha vida, mesmo antes de eu aprender a falar.

Sinto que, sem ela, meus dias ficam incompletos”;
= “E boa para intensificar os sentimentos e torna-los mais claros”;

= “A musica, muitas vezes, acaba servindo como um reflgio para mim. Seja

quando eu estou triste, feliz, ansiosa... a musica sempre esta presente”;

= “A musica para mim é o meio mais eficiente de expressdo dos sentimentos,
pensamentos e ideologias. Muitas vezes ndo consigo verbalizar o que sinto, e a

musica faz isso por mim”;
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= “Am0sica é muito importante para mim. E a minha terapia e minha forma de
me expressar para 0 mundo. Com a musica eu vivi muitos sentimentos
importantes na minha vida e conheci muitas pessoas. A musica também sempre

esteve presente em minha familia”;

= “E algo que me faz feliz e que, por vezes, expressa coisas que eu ndo consigo

expressar na fala”;

= “Amausica é importante para mim pois gosto de ouvir, cantar e tocar. Inclusive

toco violdo na igreja. Ouvir masica me faz muito bem”;

= “Musica é importante pra mim porque me ajuda a estudar e desestressar,

principalmente na pandemia, que foi quando aprendi a tocar teclado”;
= “Amasica me ajuda a relaxar, me animar e a expressar meus sentimentos”;
=  “Eu gosto, me acalma e me faz bem”;

= “A musica me ajuda a me acalmar. Ter mais forca e é 0 que eu mais tenho

interesse em trabalhar”;

= “Em momentos de grande ansiedade e nervosismo, a musica me ajuda no
processo de relaxamento. Ela me traz, conforme o meu humor, algum tipo de

conforto”;
= “E muito importante”;

=  “Msica é muito show de bola. E algo (quase) universal, e é praticamente uma

materializacdo do sentimento de uma pessoa para com um grupo de pessoas. E

expressao pura, e nao ha quem nao fique feliz escutando Black Dog bem alto”;

=  “Minha familia tem a musica como parte importante desde que eu nasci e a
partir disso pude pegar gosto pelos mesmos estilos musicais que meus pais
ouviram quando eu era pequena como MPB, rock galcho e internacionais. A
musica acabou se tornando um reflgio para os dias ruins e parte da
comemoracao para os dias bons. Cantar também é uma atividade que me faz

muito feliz”;
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= “Eu passo basicamente o dia todo ouvindo musica, a todo momento. Estou com

ela em momentos tristes e felizes, e ela sempre potencializa tal emogéo”;
= “Quando estou muito triste, as vezes s6 a musica consegue me ajudar”;

= “Acredito que a musica tem o poder de nos transportar para os lugares mais
unicos possiveis, ela fortalece o que sentimos e ainda tem o poder de nos fazer
sentir vistos e pertencentes, pois sempre havera um estilo que vocé ir4 se
relacionar ou uma letra que vocé ira sentir que fala de vocé e que alguém te

entende, assim como pode ajudar a simplesmente extravasar”.

Em relacdo a importancia da matemética em suas vidas, também nos chamou atengdo a
profundidade e sinceridade das respostas, muito embora, nesse caso, nem todas fossem téo
positivas. A maior parte da turma mostrou uma certa afinidade com matematica por sua
utilidade, e alguns citaram até uma admiracdo por sua beleza. Também houve mencdes a
matematica como um passatempo e até mesmo como um alivio. Porém, durante as falas na roda
de conversas, alguns participantes citaram que hd momentos em que a matematica 0s cansa,
especialmente na escola. Um participante disse que em funcao do seu curso (eletrotécnica) ter
muita matematica com muita cobranca, ele acabou perdendo um pouco 0 gosto no ensino
médio. Outra estudante também falou que gostava mais da matematica no Ensino Fundamental,
mas acabou perdendo um pouco o interesse apds algumas dificuldades no aprendizado. As
respostas escritas do questionario sao reproduzidas abaixo.

I

atematica tambem é um alivio para mim, as vezes faco exercicios para
‘descansar’ um pouco e por isso percebi que é com isso que quero trabalhar!

Vou ser professora de matematica’;

= “A matematica pode me trazer reflexdes muito interessantes. Pretendo, no
futuro, seguir uma carreira que tem uma forte relacdo com matematica, uma

carreira na area de fisica”;

*  “A matemdtica é bem importante para mim pois gosto muito da relacdo dela

com a natureza, o que me faz querer pesquisar e estudar mais o mundo’’;

*  “Acho que matemdtica é importante para praticamente tudo em minha vida,

como na escola e fora dela”;
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= “E grande (a importancia), desde pequeno gostei muito de matematica, ja
ganhei prémios em olimpiadas e hoje sou voluntdrio como monitor de

matematica, o que s6 faz 0 meu amor por nimeros crescer”;

= “Jadisse Galileo matematica ser ‘a lingua em que Deus escreveu o Universo’,
e acho que é isso mesmo. Pretendo seguir, na faculdade, estudando-a, quero
fazer licenciatura em Matematica, entdo presume-se que matematica seja algo
muito importante para mim, e no caso € muito. Gosto de tudo, desde algebra de
1° grau até os Teoremas de Incompletude de Gddel... tirando probabilidade...

nado curto probabilidade...”;

= “No fundamental eu costumava gostar de alguns contetdos de matemética, mas
sempre tive dificuldades no aprendizado. Vejo a matematica muito mais como
algo a entender por ser necessario academicamente do que por utilizar no meu
dia a dia. Apesar disso, quando a matematica ¢ utilizada relacionando-se a
outras matérias como fisica, quimica, biologia e artes, eu consigo gostar dos

conhecimentos e aplicagoes na vida que essa unido proporciona”;

= “Asvezes’ é algo que traz prazer por ser mais regrado e 16gico, ja que funciono
melhor com ideias assim. E algo interessante e se prova necessario para o

entendimento da forma em que funcionam as coisas”’;

= “E uma das Unicas coisas que eu gosto de fazer atualmente. Nada tem muita

graca’;

»  “A matematica facilita a compreensdo de muitas coisas e do porqué de elas
serem como sdo. A humanidade sO6 chegou aonde chegou gracas a ela

(associada ou ndo com outras ciéncias)”’;
= “Preciso saber para ir bem na prova’’;
= “E muito importante’’;

=  “F util para raciocinios logicos do cotidiano, além de, por exemplo, na

geometria espacial melhorar a projecao/visao no imagindrio”’;

7 Grifo da participante.
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= “Desde pequena sempre gostei muito de matemdtica por influéncia do meu pai.
Acredito que a matematica vai muito além de fazer calculos, com ela podemos

resolver muitos desafios ”’;

= “A matematica tem uma grande influéncia na vida de todo mundo desde muito
cedo. Aprendemos a contar desde crianga, seja contando quantas letras tém
nosso nome quando entramos na escola, até realmente aprender a fazer
célculos. Esta presente em nosso dia a dia, gostando ou ndo de matematica, faz
parte de coisas que nem imaginamos. N&ao so é importante em minha vida, mas

também essencial na vida de todos ”;
*  “A matematica me ajuda na escola e em momentos do meu dia a dia’;

= “Sempre me relacionei muito mais com exatas do que humanas, pois sinto que
faz sentido, tudo tem motivo e consegue ser explicado pelos nimeros, e isso €

magnifico”’;

»  “Desde pequena, sempre achei a matemdtica interessante, nunca perdia a
graca. Sim, até hoje gosto, mas agora encontro dificuldade em alguns
conteudos. Contudo, isso ndo me abala, pois tenho varios amigos que sdo

monitores de matematica e sempre estdo dispostos a me ajudar .

A roda de conversa foi um momento muito bonito e profundo do encontro, onde muitas das
respostas do questionario, listadas acima, foram verbalizadas e, por vezes, complementadas e
debatidas. Por exemplo, logo de inicio houve um contraste entre a resposta de um aluno que
gostava e admirava a matematica por sua beleza intrinseca e de uma aluna que s6 gostava da
matematica quando visualizava suas aplicacbes em outras ciéncias ou nas artes. Com as
respostas seguintes, foi possivel observar que, embora cada participante tivesse a sua propria
relacdo com a masica e com a matematica, este momento de construcao coletiva possibilitou
que muitos relatos fossem fortalecidos, como, por exemplo, a associagdo com sentimentos e
emoc0Oes, que foi citada diversas vezes. Assim, entendemos que a roda de conversa foi

fundamental para gerar reflexdes e criar um ambiente de pertencimento para toda a turma.

Apobs as falas dos estudantes, os professores participantes também fizeram seus préprios relatos,
0 que avaliamos como positivo para 0s processos de reconhecimento e aproximagao entre

educadores e educandos.

Matheus Erpen Benincéa. Porto Alegre: IME/UFRGS, 2024



63

Conforme defendido por Granja (2005), momentos de escuta e apreciacdo musical séo de
extrema importancia em atividades educacionais que envolvam musica. Nesse contexto,
optamos por mostrar, ao final da dindmica de apresentacdo, dois videos contendo musicas para

um momento de escuta coletivo.

O primeiro video escolhido foi da musica The Great Gig in The Sky®, do show Us + Them de
Roger Waters (2019), cofundador da banda Pink Floyd, com participacdo especial das cantoras
Jess Wolfe e Holly Laessig, da banda Lucius (figura 4.1). O video chama atencdo pela
interpretacdo das cantoras e pela beleza da musica e do cenéario ao fundo. Um professor de fisica
da escola comentou sobre o carater catartico dessa musica, representando uma libertacdo de

sentimentos e indo ao encontro dos relatos anteriores dos estudantes.

Apds a apresentacdo desse video, inspirados no cenario do céu noturno estrelado ao fundo,
aproveitamos para comentar da proximidade entre matematica, muasica e astronomia presentes
no curriculo Quadrivium da Antiguidade Classica, e que perdurou até a Idade Média. A
matematica, representada pela aritmética e pela geometria, estudava os numeros e as formas em
repouso, respectivamente; ja a musica e a astronomia representavam os numeros e as formas
em movimento (GRANJA, 2005). Nesse contexto, foi estabelecido um dialogo sobre como a
proximidade entre essas areas do conhecimento acabou perdendo um pouco a evidéncia no

curriculo escolar atual.

Figura 4.1 — Turma apreciando a musica The Great Gig in The Sky.

- — 7
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(fonte: acervo pessoal do autor)

8 Roger Waters — The Great Gig in The Sky (Us +Them). Disponivel em:
https://www.youtube.com/watch?v=YrdX2aY1f10. Acesso em: 18 de novembro de 2023.
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O segundo video escolhido foi um trecho do quarto episddio da quarta temporada do seriado
Stranger Things (2022). Na cena em questdo®, a personagem Max esta presa no mundo invertido
pelo monstro Vecna, e, ao escutar a sua musica favorita (Running Up That Hill de Kate Bush)
relembra de momentos importantes de sua vida, ganhando forcas para escapar daquela situacao.
A cena é muito bonita e impactante, mostrando como a musica pode ter um efeito significativo
em nossas emocdes e em nossas reacdes. Apesar de ser um seriado de ficcao, foi possivel tracar
varias analogias entre 0 monstro Vecna e as adversidades que podem surgir ao longo de nossas
vidas. Nesse contexto, entendemos que a apresentacao do video conversou muito bem com os
relatos anteriores dos estudantes. Ainda, cabe ressaltar que trata-se de um seriado recente e
conhecido entre os participantes — cerca de metade da turma respondeu que ja o tinha assistido
— 0 que facilitou a sua apropriacéo. Avaliamos, assim, que a apresentacdo desse video também
contribuiu para a etapa inicial de conversas e apresentacdes, auxiliando na construcdo de

significados para a pratica proposta.

4.1.2 Matematica e musica: introducao teorica

A segunda etapa da aula tinha como objetivo adentrar no estudo das relaces entre matematica
e musica na Antiguidade Classica, para que posteriormente a turma construisse a escala

pitagdrica com o auxilio do monocérdio.

Essa etapa foi iniciada com a apresentacdo de um trecho do video Donald no Pais da
Matemagica (1959) que trata de matematica e musica de uma maneira mais informal. No trecho
em questdo'®, Donald viaja para a Grécia antiga, onde Ihe sdo apresentados os pitagoricos e as
relacbes entre intervalos musicais e razfes entre numeros inteiros. Além de auxiliar na
introducdo do tépico que seria estudado, o video também convidou os participantes a mais um
momento de escuta e contemplacéo, pois traz trechos musicais muito bonitos. O final do trecho
também traz um ar nostalgico, quando os pitagdricos desaparecem com um apertar de méos e

relembramos que essa historia aconteceu ha mais de dois milénios.

Apobs, foi realizada uma breve aula expositiva, na qual apresentamos o contexto histérico da

escola pitagdrica, conforme os tdpicos abordados no item 2.1.1, sempre chamando a aten¢éo

® Max’s Song (Full Scene) | Kate Bush — Running Up That Hill | Stranger Things.
Disponivel em: https://www.youtube.com/watch?v=bVORAcuG2A0. Acesso em: 18 de novembro de 2023.

10 pitagoras e a Musica — Donald no Pais da Matemagica.
Disponivel em: https://www.youtube.com/watch?v=6616MBQgcRg. Acesso em: 18 de novembro de 2023.
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para a influéncia de civilizagbes orientais e africanas, notoriamente os egipcios, durante as
viagens que Pitagoras realizou nessas regides, inclusive mostrando mapas. Também foram
apresentados topicos basicos sobre o pitagorismo e o significado dos numeros 1, 2, 3 e 4
(tetraktys), que explicariam o Universo sob uma otica especulativa. Nesse momento foi
introduzido o conceito de consonancia musical, mostrando, com o auxilio de um instrumento
disponibilizado pela escola (figura 4.2), que algumas notas soavam bem em conjunto, e citando
que para 0s pitagoricos tais consonancias eram geradas pela razdo entre pequenos numeros
inteiros da tetraktys, mas ponderando que outras explicagdes viriam a surgir com o
desenvolvimento da matematica e da fisica ao longo dos séculos. Aproveitando o formato do
instrumento e a caracteristica de poder martelar as barras metalicas que emitiam sons, contamos
a lenda dos martelos do ferreiro retratada na obra Theorica Musicae, de Gaffurio, e
frequentemente relacionada com a descoberta do conceito de consonancia. Por fim foram
apresentados conceitos sobre o monocérdio, cuja criagdo também € atribuida a Pitagoras,
partindo-se para a demonstracdo de alguns intervalos no monocordio que havia sido

posicionado no centro da sala, especialmente de oitava e de quinta.

Figura 4.2 — Instrumento utilizado para introduzir o conceito de consonancia musical.

(fonte: acervo pessoal do autor)

Coube destacar, durante as explanagdes, que no curriculo atual da matematica escolar Pitdgoras
é muito lembrado pelo teorema do tridngulo retangulo, em geometria (e nesse momento
relembramos tal teorema no quadro, com auxilio dos estudantes), mas sua contribuicao

matematica a musica nem sempre é abordada. Porém, em realidade, essa contribui¢do teve um
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impacto expressivo na historia da matematica e da ciéncia musical: segundo Abdounur (2015),
foi a primeira tentativa de fundamentar cientificamente a musica de que temos registro.
Avaliamos tais pondera¢des como importantes para que os estudantes pudessem relacionar 0s
conceitos que estavam sendo apresentados com outros topicos que ja haviam estudado na
escola, o que possibilita uma visdo mais ampla do desenvolvimento da matemaética e da ciéncia.
Outro ponto que coube destaque foi que, tanto nas contribuigdes a geometria quanto & masica,
fica evidente a influéncia que Pitagoras recebeu de outras civilizacGes, pois também ha registros
de triangulos retangulos utilizados por egipcios, por exemplo. Nesse contexto, coube uma
primeira reflexdo sobre a matematica como constru¢cdo humana e coletiva, que viria a ser

reiterada em momentos posteriores dos encontros.

Nessa etapa também foram apresentadas nogdes béasicas sobre teoria musical, incluindo
nomenclatura e simbologia de notas musicais, escuta de intervalos (oitava, quinta), sons graves
e agudos, entre outros. Um violdo e um piano virtual foram utilizados para auxiliar as
explicacBes. Muito embora varios participantes ja tivessem conhecimentos sobre teoria
musical, avaliamos essa parte como fundamental para a sequéncia das atividades, uma vez que
cerca de metade da turma ndo tocava instrumentos musicais e desconhecia tais conceitos. Tendo
em vista que em turmas regulares a tendéncia € um percentual ainda maior de estudantes néo
estar familiarizado com a teoria musical, recomendamos que, em praticas como essa, seja

sempre reservado um tempo para introduzir nogdes sobre conhecimentos musicais.

Essa etapa foi finalizada em torno das 10:30, mais tarde do que havia sido planejado, em funcao
principalmente da dindmica de apresentacdo, que durou mais tempo do que imaginavamos.
Contudo, tendo em vista a riqueza daquele momento, avaliamos que a alteracdo do cronograma
proposto foi positiva, pois englobou vivéncias para além de nossas expectativas. Nesse
contexto, ao final da exposicédo teodrica sobre no¢oes de teoria musical foi iniciado o intervalo

de 20 minutos, com coffee break, propiciando um momento de descanso aos participantes.

4.1.3 Construcdo da escala pitagorica

No retorno do intervalo, demos inicio & construcdo coletiva da escala pitagorica com o
monocordio. Para tanto, apresentamos dois principios de construcdo — ciclos de quintas e de

oitavas — com base no que ja haviamos estudado:
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1) Equivaléncia (intervalo de oitava): 1/2 ou 2.
= Dividir o comprimento da corda na metade (mesma nota, mais aguda);

= Duplicar o comprimento da corda (mesma nota, mais grave).

2) Intervalo de quinta: 2/3.

=  Tomar 2/3 do comprimento da corda (uma quinta acima).

Com base nesses dois principios, toda a escala pitagérica pode ser construida, a partir de um
ciclo sucessivo de quintas, por vezes mesclado com equivaléncias de oitavas. Assim, a atividade
ganha um padrdo sequencial, envolvendo raciocinios e argumentacdes matematicas, ao mesmo

tempo em que o0s estudantes puderam escutar cada nota e apreciar as consonancias (figura 4.3).

No quadro, desenhamos a tabela 4.4 para guiar a construgdo, mas preenchendo apenas a
primeira nota e a sua oitava. Cabe ressaltar que o monocérdio construido estava afinado em D&
e 0 seu comprimento de corda solta era de 63 cm, por isso que foram inseridos esses valores na
tabela. A partir dai, os estudantes foram divididos em grupos e cada grupo ficou responsavel

por construir a préxima nota musical, mas com toda a turma acompanhando o processo.

Tabela 4.4 — Tabela desenhada no quadro para facilitar o processo de construgéo.

Nota Do Ré Mi Fa Sol La Si D6 Ré | Mi
Simbolo Cs D3 Es Fs Gs3 Az Bs Cs D4 E4

Fracao 1 1/2

Comprimento

de corda [cm] 63 315

(fonte: elaborado pelo autor)

O primeiro grupo que participou construiu a quinta de D4, isto €, a nota Sol. Este procedimento
é o mais direto, pois basta multiplicar 63 cm por 2/3, e 0 grupo conseguiu fazer isso sem grandes
dificuldades, resultando em 42 cm. Ao medir 0s 42 cm na corda e posicionar o cavalete movel,
fizeram um ajuste fino apds escutarem a nota juntamente com a primeira nota da corda solta.
Quando verificaram que as duas notas soavam bem em conjunto, completaram a coluna da nota
Sol na tabela. Uma estudante que tocava violdo comentou que de fato as notas soavam bem,
como um acorde, e n6s complementamos que de fato se tratava de um power chord, que é

formado justamente pela primeira e pela quinta.

Construindo consonancias: uma préatica interdisciplinar entre matematica e muasica no ensino médio



68

O proximo grupo construiu a nota Ré, que é a quinta de Sol. Inicialmente multiplicaram 42 cm
por 2/3, obtendo o comprimento de 28 cm. Com o auxilio de um afinador do celular, que
passaram a usar por iniciativa propria, verificaram que era a nota Ré, mas bem aguda, pois
estava uma oitava acima. Apds mostrarmos na tabela que na verdade se tratava do Ré Dg,
perguntamos o que tinha que ser feito para obter o Ré D3, dentro da oitava em anélise. Um dos
estudantes respondeu rapidamente que tinha que multiplicar por 2, obtendo o valor de 56 cm.
Porém, nesse momento outros participantes do grupo ndo entenderam muito bem, e passaram a
debater todo o processo, pensando também em fraces, até se convencerem que de fato se partia
de 2/3 (Sol Gs), multiplicando novamente por 2/3 e obtendo o valor de 4/9 (Ré Da), para entdo
multiplicar por 2 e obter 8/9 (Ré D3). Essa conclusdo, contudo, ndo foi tdo linear quanto aqui
descrita, e o grupo ficou alguns minutos debatendo e conversando sobre o processo. Foi
interessante observar os estudantes questionando uns aos outros, evidenciando que para esse

tipo de construcdo a atividade em grupos pode ser proficua.

Figura 4.3 — Grupos construindo as notas da escala pitagérica com o monocordio.
- '

(fonte: acervo pessoal do autor)

Porém, ap0s compreenderem matematicamente 0 processo, surgiu um problema pratico: ao
medir a corda com 56 cm, tocé-la, escutar a nota gerada e verificar no afinador, a nota Ré D3
ndo era perfeitamente obtida. Nesse momento pensaram que o processo deveria ter algum erro,
porém nos intervimos dizendo que eles tinham chegado no valor teodrico correto, porém havia
acontecido uma falha experimental, relacionada com a constru¢do do instrumento: como o
cavalete movel ficava muito proximo da extremidade fixa quando travava a corda com 56 cm

de comprimento, ele acabava levantando um pouco a corda e a tensionando, alterando sua nota
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por outros motivos. De fato, trata-se de uma falha na constru¢do do instrumento, pois as
extremidades fixas ndo ficaram exatamente na mesma altura, 0 que gerou essa pequena
distorcdo ao posicionar o cavalete mével, mais alto, perto de uma extremidade mais baixa.
Porém, avaliamos essa “falha” como uma oportunidade de aprendizado de todos, pois nés
podemos visualizar possiveis melhorias no processo de construgdo do monocordio e 0s
estudantes puderam compreender na pratica que dados experimentais sempre poderdo sofrer
influéncias de outros fatores além dos planejados, o que possibilitou ampliar a discussdo sobre
0 método cientifico. Na prética, nesse monocordio, o grupo chegou a conclusdo de que a nota

Ré s era obtida com o comprimento préximo a 57 cm, embora o valor teérico fosse 56 cm.

O proximo grupo construiu a nota La, que € a quinta de Ré. Para tanto, multiplicaram a fracéo
de 8/9 por 2/3, obtendo 16/27, o que resultava em um comprimento de cerca de 37,3 cm. Apos,
0S grupos construiram as notas Mi e Si, com argumentos semelhantes, obtendo as fracdes 64/81

e 128/243, respectivamente.

Cabe ressaltar que, durante as construgdes, uma aluna perguntou por que o comprimento da
corda do monocordio era 63 cm. Trata-se de uma excelente pergunta, uma vez que nao precisa
necessariamente ser 63 cm: foi apenas uma dimensédo escolhida na construgdo do instrumento,
tendo em vista as pecas de madeira que tinhamos a disposicdo. Porém, essa pergunta abriu
margem para conversar cobre a diferenca entre comprimento absoluto e fracdo relativa.
Independente do comprimento da corda, a fragdo associada a cada nota seria sempre a mesma,
ja que o numero “um”, associado a D0, representava “uma unidade de comprimento de corda”.
Portanto, se 0 comprimento da corda fosse 66 cm, por exemplo, a nota Sol estaria a 2/3 de 66
cm, representando 44 cm ao invés de 42 cm. Tal raciocinio € bastante importante na
compreensdo de conceitos matematicos envolvendo fracdes, e pode ser desenvolvido junto com

a turma a partir da pergunta da estudante.

Por fim, chegamos na nota Fa, que era a Unica que faltava para completar a tabela. Comentamos
brevemente que essa nota seria diferente das demais, mas sem explicar o porqué. Logo alguns
estudantes com maior familiaridade com a musica perceberam que a quinta de Si era Fa#, e ndo
Fa. Apds observar a turma discutir sobre isso e verificar que a sequéncia que estava sendo usada
anteriormente ndo poderia ser mais aplicada, perguntamos: “o0 D6 C4 é a quinta de qual nota?”.
A resposta veio rapidamente: o DO Cs4 é a quinta de Fa Fs, isto €, para construir a nota Fa seria

necessario fazer o raciocinio inverso — construir a nota cuja quinta era o DO.
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Caimos, por consequéncia, em um problema de modelagem, ainda que simples. Era necessério
primeiramente equacionar a descoberta anterior, para entdo determinar a fracdo representativa
da nota Fa. Essa questdo foi colocada como desafio e acabou incentivando a descoberta por
parte de alguns estudantes, que logo tentaram equacionar em seus cadernos ou no quadro. Na
figura 4.4 pode-se verificar um dos alunos equacionando a questdo, nomeando como X a
incognita da fracdo relativa a F4, e descobrindo que x tem que ser igual a 3/4, pois 3/4

multiplicado por 2/3 resulta em 1/2, isto é, a quinta de F4 é D6 uma oitava acima.

Figura 4.4 — Estudante equacionando a questdo para determinar a fracéo da nota Fa.

(fonte: acervo pessoal do autor)

4.1.4 Atividade escrita

Apos a construcdo da tabela ter sido finalizada, os grupos se dividiram nas mesas (figura 4.6)
para desenvolver o roteiro da atividade (disponivel como Apéndice deste trabalho), que tinha

por objetivo registrar e sintetizar a constru¢do, bem como incentivar raciocinios adicionais.

Sobre a percepgéo das oitavas e quintas, 0s quatro grupos responderam de forma semelhante.
Comentaram que a corda solta e a corda dividida pela metade soavam agradaveis, reconhecendo
o intervalo de oitava, sendo que dois grupos complementaram dizendo se tratar da mesma nota,
uma mais grave e outra mais aguda. No caso da nota emitida pela corda com 2/3 do
comprimento, também reconheceram o intervalo de quinta e disseram que soa agradavel com a

corda solta, ainda que nédo fosse a mesma nota.
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Na explicacdo de como determinar a posicdo do cavalete mével para a geracdo de cada nota,
houve respostas bem distintas, algumas mais completas, e outras mais diretas. Na figura 4.5

mostramos as respostas dos quatro grupos para a construgéo das notas Sol e Ré.

Figura 4.5 — Respostas dos quatro grupos para as construcdes das notas Sol e Ré.

3) Como determinar a posigdo do cavalete movel para obter a nota Sol, que é a quinta de D6?

Se cauthpho, 0 comprimento oo, CorOlow ((o?)c,mw por S liE = ‘IZ(L,

4) Como determinar a posi¢do do cavalete mével para obter a nota Ré, que é a quinta de Sol?
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4) Como determinar a posi¢do do cavalete mével para obter a nota Ré, que € a quinta de Sol?
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3) Como determinar a posi¢do do cavalete mével para obter a nota Sol, que € a quinta de D&?
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4) Como determinar a posigao do cavalete movel para obter a nota Ré, que é a quinta de Sol?
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(fonte: produgdes dos estudantes)

Percebe-se que os dois primeiros grupos descreveram em maior detalhe as construgdes. O
terceiro grupo utilizou uma notagdo matematica, inclusive com expoentes, porem esqueceu que
teriamos que descer uma oitava (multiplicar por dois) na construcdo do Ré. E o ultimo grupo
utilizou diretamente os resultados das fracGes obtidas durante a construcdo coletiva, sem

justificar o processo. A explicacdo para as demais notas seguiu 0 mesmo padrao.
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Figura 4.6 — Divisdo da turma em grupos para desenvolvimento da atividade.

(fonte: acervo pessoal do autor)

Ao observar as respostas, avaliamos que todos 0s grupos conseguiram estabelecer um raciocinio
para justificar as construcdes, ainda que, por exemplo, o quarto grupo tenha omitido alguns
passos. De todo modo, parece ter ficado clara a ideia de que a fragdo associada a cada nota

representa um valor relativo ao comprimento total da corda, e ndo um valor absoluto.

Observamos um preenchimento coerente da tabela de notas por parte de todos os grupos. A
figura 4.7 mostra o preenchimento do quarto grupo, evidenciando que eles preferiram utilizar
os valores absolutos ajustados obtidos experimentalmente do que os valores tedricos oriundos
do processo puramente matematico: em alguns casos, como nas notas Ré e Fa, houve diferencas
maiores entre esses valores. Cabe ressaltar que eles destacaram essa diferenca, chamando,
inclusive, de “falha experimental” na nota R¢, em funcéo da questdo do tensionamento da corda
jamencionado anteriormente. Ja na nota Fa, eles anotaram, mais abaixo, o valor tedrico correto,
de 47,25 cm, um pouco diferente do valor obtido experimentalmente, de 47,7 cm. Cabe destacar
que, para além de pequenas falhas de experimentais ou de medicdo, um fator que pode ter
influenciado nessas variacGes foi 0 ajuste fino realizado pelos estudantes ao escutar as notas
e/ou ao fazer uso dos afinadores, 0s quais ndo sdo calibrados pela escala pitagorica, mas sim

pela escala de igual temperamento.

A tabela preenchida também nos mostra que o grupo determinou corretamente os intervalos de
tom e semitom pitagorico, de 8/9 e 243/256, inclusive destacando que os intervalos de semitom
ocorriam apenas entre Mi e Fa e entre Si e D9, tecendo relagdes com a teoria musical, que

provavelmente fez mais sentido aos ja familiarizados com algum instrumento.
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Figura 4.7 — Tabela preenchida pelo quarto grupo.

Considerando a construgdo descrita acima, completem a tabela abaixo:

——— /N mi -t :/”P;\_.Sg'y_';com
~ Nota D6 Ré Mi | Fa sol Lé Si D6
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< I 6H | 2 2 AS 2%
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‘ 2r : 2 5
de corda [cm] | &3 iv—):\‘ A (MY LL‘ i, L_’* 2A | 35+ %23,1% L5
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(fonte: producéo dos estudantes)

O primeiro grupo mostrou um rascunho no canto da folha de como que encontrou o intervalo
de semitom entre Mi e F4, equacionando o problema e resolvendo o valor de x, conforme
equacdo (4.1). Isto é, foi possivel observar que o grupo desenvolveu o raciocinio de que o
intervalo de semitom € representado pela razdo x, a ser multiplicada pela fracéo correspondente
a Mi (64/81) para obter a fracdo correspondente a Fa (3/4).

64
—x =

3 _3:81 243
81 4 B

2701 % 41
T ¥ T 464 256 (41)

Para expressar essas fragdes dos tons e semitons como expansdes decimais, 0S grupos
verificaram que o tom de 8/9 resultava na dizima periddica 0,888..., porém a resposta apareceu
em quatro formas distintas: 0,89, 0,889, 0,8889, e 0,888. Ja 0 semitom de 243/256 foi
apresentado nas formas 0,95, 0,9492 e 0,94921875.

Trés grupos conseguiram perceber que dois intervalos de semitom pitagdricos ndo resultam em
um intervalo de tom, uma vez que, conforme mostrado na equacéo (4.2), a multiplicacéo entre
eles ndo resulta exatamente em 8/9. Um dos grupos mostrou iniciou essa demonstracdo a partir
da multiplicacdo de fragdes, mas a finalizou comparando os valores das expressdes decimais
conforme a equagdo (4.2). Outros dois grupos multiplicaram diretamente as expansdes
decimais, chegando na mesma conclusdo, ainda que de forma aproximada. Porém, um dos
grupos ndo percebeu a diferenca e respondeu que dois semitons resultavam em um tom, talvez

por conta da formacao musical prévia com a escala de igual temperamento, na qual isso ocorre.

Construindo consonancias: uma préatica interdisciplinar entre matematica e muasica no ensino médio



74

243 243 59049
256 256 65536

_ 8
EQ%1¢Q8=§ (4.2)

Por fim, trés grupos ainda conseguiram representar graficamente os comprimentos de corda,
mas um grupo nao chegou a essa etapa a tempo. A figura 4.8 mostra a representacao do segundo
grupo. Avaliamos essas representacbes como bastante importantes, pois € uma outra forma de
sintetizar toda a construcdo e ao mesmo tempo visualizar os principios bésicos de construgdo
dos instrumentos de corda, como por exemplo o violdo. Muito embora a maior parte dos
instrumentos atuais ndo seja afinada na escala pitagdrica, mas sim na escala de igual
temperamento, a diferenca € pequena e a ideia fundamental de posicionamento dos trastes é

muito semelhante a essa representacao do processo de construgdo da escala.

Figura 4.8 — Representagdo grafica das notas musicais pelo segundo grupo.

13) Represente
D6 Cs
Ré
Mi E3
Fa Fs
Sol G3
La As

Si Bs
D6 Ca

(fonte: producéo dos estudantes)

Com base em todos esses raciocinios estabelecidos, verificamos que a atividade proposta pode
abrir muitas portas para trabalhar com fracGes, equivaléncias, relacbes de ordem, operagdes,
equacdes, expansdes decimais, representacfes graficas, entre muitos outros conceitos da
matematica escolar. Em fungdo do tempo limitado do encontro, ndo foi possivel aprofundar
muito o trabalho desses temas, mas foi possivel observar que 0s grupos conseguiram, de uma

forma geral, compreender a construcéo da escala e as opera¢Ges matematicas envolvidas.
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Cabe destacar novamente as singularidades do curso de extensdo proposto, incluindo a
heterogeneidade da turma, com alunos do 1° ao 4° ano, bem como o perfil diferenciado de uma
turma majoritariamente interessada em mdsica e em matematica. Em turmas regulares,
entendemos que ainda é necessario realizar novas experiéncias didaticas para melhor

compreender e estimar o tempo ideal para as atividades propostas.

Ao final do primeiro encontro, passamos ainda uma sintese de tudo que foi feito, apresentando
a escala pitagodrica nos slides e revendo os passos de sua construgdo. Comentamos também,
ainda que brevemente, de algumas limitacGes da escala pitagoérica, tratadas em maior detalhe
no item 2.1.1 deste trabalho. A primeira delas é o fato de algumas notas ndo serem representadas
por razBes de nimeros pequenos, como por exemplo a nota Mi, representada por 64/81, o que
aparentemente seria uma contradicdo na explicacdo pitagdrica para as consonancias. A segunda
é o fato de dois semitons ndo resultarem em um tom, conforme demonstrado em aula. A terceira
seria a dita coma pitagorica, oriunda da impossibilidade de ciclos de quinta e de oitavas se
encontrarem. Por fim, ainda ha a limitacdo conceitual de toda a explicacdo das notas estar
baseada em medidas e proporcdes, em especial de comprimentos de corda. Essa parte da aula
acabou sendo abordada bem rapidamente, em funcéo do tempo limitado, mas entendemos que
foi fundamental para deixar uma provocagdo na mente dos estudantes, convidando-os para o
préximo encontro, no qual seria abordada uma visao mais ampla sobre 0 som, trazendo também
o olhar da fisica. Também convidamos os grupos a pensarem em musicas que gostassem, para

serem apresentadas ao final do segundo encontro.

4.2 SEGUNDO ENCONTRO

Iniciamos o0 segundo encontro com um momento de escuta musical, pois, em nossa concepcao,
gue vai ao encontro do que é defendido por Granja (2005), ndo é possivel falar sobre muasica
em uma pratica educacional sem efetivamente escutar a apreciar musica. Escolhemos a
apresentacdo de Hijos del Sol*!, da dupla Hermanos Gutiérrez, por se tratar de uma mdsica
instrumental muito bonita que conversa com momentos de estudos e reflexdes. Além disso, na
apresentacdo o guitarrista Alejandro traz uma lap steel guitar, uma espécie de guitarra que é

tocada deitada, de certa forma lembrando o monocordio utilizado na aula anterior.

11 Hermanos Gutiérrez. Musica: Hijos del Sol. Montreux Jazz Festival Spotlight Session. Disponivel em:
https://www.youtube.com/watch?v=8VtsFK3anpg. Acesso em: 27/12/2023.
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4.2.1 Introducéo histdrica

Logo apos essa introducéo, partimos para uma revisdo no quadro do que havia visto no encontro
anterior, pois ja haviam se passado duas semanas. Refizemos toda a construcdo da escala
pitagdrica, passo a passo, multiplicando sucessivamente os intervalos de quinta e descendo
oitavas quando necessario. Ao final da construcdo, chamamos a atengdo para a explicacdo
pitagorica das consonancias, que estariam baseadas na razao entre nimeros inteiros, em especial
a quinta (2/3), a quarta (3/4) e a oitava (1/2), lembrando também da filosofia pitagorica acerca
dos significados dos nimeros e em especial da tetraktys, 1, 2, 3, 4, que explicaria todo o
Universo. Reiteramos algumas das limitacdes, ja mencionadas, dessa abordagem.

Seguindo no quadro, apresentamos a escala justa, que paulatinamente substituiu a escala
pitagorica ao longo da Idade Média, e desenvolvemos os argumentos matematicos e filoséficos
que Zarlino (1517 — 1590), utilizou para modificar a razéo da nota Mi de 64/81 para 4/5; da
nota L& de 16/27 para 3/5 e da nota Si de 128/243 para 8/15, conforme detalhado no item 2.1.2
deste trabalho. Nesse contexto, comentamos sobre o Senario proposto por Zarlino, com a adicdo
do nimero 5 como fator primo na producao de consonancias, salientando que agora estdvamos

falando de contribuicGes do Renascimento, cerca de dois milénios depois de Pitagoras.

Também comentamos sobre a determinacdo das tercas maiores e menores, obtidas por Zarlino
a partir das médias harmonica e aritmética, respectivamente, entre a 12 (1) e a 52 (2/3). O célculo
dessas médias foi desenvolvido no quadro, com participacdo dos estudantes, obtendo-se os
valores de 4/5 e 5/6, o que avaliamos como positivo para relacionar mais um contetido
matematico escolar com a musica. Nesse momento ocorreu uma duvida interessante por parte
dos estudantes: ao verificarem que a terca maior estava relacionada com 4/5 e a terca menor
com 5/6, estranharam o fato de que 4/5 € menor do que 5/6 — “ndo deveria ser o contrario?”.
Naquele momento essa pergunta me surpreendeu, pois eu nunca havia pensado sob esse viés.
Deixamos essa questdo em aberto por alguns instantes, e a resposta sé foi desenvolvida quando
percebemos que em realidade os termos terca maior e menor estavam relacionados com a altura
do som, isto é, a terga maior era mais aguda do que a terca menor, mais grave. Como a altura
sonora é inversamente proporcional ao comprimento da corda, ocorre essa inversao nas fragoes.
Tal discussdo ndo havia sido planejada, mas acabou sendo muito proveitosa para a aula, pois
serviu como introducdo de um dos objetivos didaticos do encontro, que consistia justamente

em observar, na pratica, a relacdo inversa entre frequéncia e comprimento de corda.
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Embora tenhamos destacado as importantes contribui¢Ges de Zarlino, mostrando, inclusive com
o0 exemplo dos célculos das médias, como sua obra abordava fortes relagGes entre a matematica
e a musica, ponderamos que, do ponto de vista conceitual, conforme a visdo de Abdounur
(2015), ele ndo conseguiu romper com o carater especulativo pitagérico na explicacdo das
consonancias. Se antes Pitagoras utilizava os nimeros 1, 2, 3, 4 para explicar o Universo e a
mdsica, a obra de Zarlino usava os numeros 1, 2, 3, 4 e 5 no Senario, com 0 mesmo objetivo.
Salientamos que nessa época comecgou a se ter o entendimento de que ainda seria necessaria

uma visdo mais ampla, a fim de compreender a muasica como um fenémeno fisico e natural.

Para contextualizar essa passagem historica, falamos sobre personagens importantes da época,
como Vincenzo Galilei e seu filho, Galileu Galilei, que passaram a estudar o som sob uma
perspectiva fisico-experimental, inclusive relacionando altura musical com frequéncia de
vibracdo, conforme ja detalhado no item 2.1.2 deste trabalho. Nesse contexto, 0 comprimento
de corda seria apenas um dos parametros a se analisar no estudo da vibracdo de uma corda, que
também depende da sua densidade linear e da tensdo aplicada a ela, como ficaria evidente nos
instrumentos musicais com 0s quais iriamos trabalhar na sequéncia. Além disso, outras fontes
sonoras que ndo fossem cordas vibrantes também poderiam ser estudadas a partir de critérios
objetivos. Isto é, a partir dessa época houve uma mudanca de perspectiva que aos poucos passou

a compreender 0 som como uma onda, que € a visao aceita pela ciéncia hoje.

Também mencionamos brevemente as contribuicbes de Mersenne, Kepler, Descartes,
D’ Alembert. Bernoulli ¢ Fourier, chamando a atengdo de que, assim como em outras areas da
ciéncia, as relacbes entre matematica, musica e fisica foram construidas paulatinamente, como
parte de um processo historico e coletivo. Essa etapa foi interessante pois abriu toda uma
discussdo sobre a ciéncia como construcdo coletiva, e de como as verdades aceitas em uma
determinada época podem ser constantemente revistas pelo método cientifico. A professora de
fisica contribuiu ativamente nesse debate, e finalizamos dizendo que eles, estudantes, também

poderiam ter o seu papel na ciéncia trazendo contribuicdes a essa constante evolugéo.

4.2.2 O olhar da fisica

Apds a introducdo historica, a aula contou com a participagdo da professora de fisica da escola,
Laura Matte, que nos auxiliou a introduzir nogdes basicas sobre ondas, abordando suas

definigdes, classificacOes e seus elementos, com destaque para o comprimento de onda, 0
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periodo e a frequéncia de vibracdo. Essa parte da aula foi contou com uma apresentagdo em
slides, elaborada em conjunto pelos docentes, com base no material didatico desenvolvido e
utilizado pela professora Laura em suas turmas. Também foram realizados experimentos com

cordas, molas (figura 4.9) e animacdGes para tornar a apresentacao dos conceitos mais dinamica.

Figura 4.9 — Apresentagdo de ondas transversais e longitudinais em uma mola.

(fonte: acervo pessoal do autor)

As explicacdes teoricas sobre ondas foram adicionadas ao planejamento ap6s conhecermos o
perfil da turma, no primeiro encontro. Como havia muitos estudantes que ainda ndo tinham
estudado ondas na escola, avaliamos que seria fundamental abordar tais conceitos, ainda que
brevemente, a fim de que todos pudessem acompanhar a sequéncia das atividades. Nesse
contexto, o conceito de frequéncia de vibracdo foi trabalhado em maiores detalhes pois seria
fundamental durante a atividade pratica, quando eles iriam medir, com afinadores dos celulares,

as frequéncias das notas musicais dos instrumentos.

Outra parte importante que foi desenvolvida nessa etapa foi a equacdo fundamental da
ondulatéria dada por v = A-f, que relaciona velocidade de propagacdo da onda (v),
frequéncia (f) e comprimento de onda (A). Essa equacdo foi deduzida a partir da equagéo
cinemética do MRU, d = v.t, considerando tempo como o periodo de oscilagdo e a distancia
percorrida como o comprimento de onda, além da relagdo entre frequéncia e periodo, f = 1/T.
Chamamos a atengdo aqui para a importancia desse desenvolvimento, uma vez que ele seria

abordado novamente ao final da atividade pratica com os instrumentos musicais.

Para finalizar a aula teérica, falamos um pouco especificamente sobre ondas sonoras, as quais,
guando propagadas no ar, sao compostas por sucessivas rarefacdes e compressées. Abordamos
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diversos conceitos por tras dos fenbmenos sonoros, como meios de propagacao, a velocidade
do som no ar, espectro audivel, frequéncia natural, ressonancia, harménicos e ondas
estacionarias. Para auxiliar o estudo dessa etapa, trabalhamos com dois diapasfes para mostrar
o efeito da ressonancia, além de tocar alguns instrumentos musicais e conversar sobre todo o

percurso do som desde a corda vibrante do violdo até o ouvido de quem escuta o som.

Relacionamos, ainda, as propriedades fisicas das ondas — frequéncia, amplitude/intensidade,
composicao espectral — com a respectiva percepcao subjetiva do som — altura, volume e timbre.
Chamamos a atencdo de que, embora essas propriedades estejam relacionadas, a percepcao
subjetiva é individual, e é isso que faz com que a musica seja uma experiéncia tdo singular. Isto
é, existe matematica e fisica na musica, mas também existe arte e subjetividade, de forma que
o olhar cientifico para a musica, apesar de contribuir com sua compreensdo, nao explica

integralmente o que sentimos.

Nessa etapa também utilizamos um osciloscopio do software educacional Soundcard
Oscilloscope, de autoria de Christian Zeitnitz, instalado no computador. Com ele, mostramos
os formatos de diferentes ondas: desde uma senoide perfeita obtida com o diapasdo até uma
onda composta de uma nota do violdo. Aproveitamos essa demonstracdo para discutir, ainda

que informalmente, um pouco mais sobre harménicos, timbre e composigao espectral.

A parte tedrica foi finalizada em torno das 10h, quando optamos por fazer um intervalo de 20
minutos, novamente com um coffee break, para que, posteriormente, fosse dado inicio as

atividades praticas com os instrumentos musicais.

4.2.3 Experimentos com instrumentos musicais

No retorno do intervalo cada grupo escolheu um instrumento musical dentre os disponiveis:

dois violdes, um ukulele e um baixo elétrico, conforme mostrado na figura 4.10.

Para que o0 som de cada instrumento ndo interferisse nas medi¢des dos demais, cada grupo foi
alocado em uma sala diferente durante o desenvolvimento da atividade, cujo roteiro consta
como Apéndice. Durante essa etapa, os professores foram se alternando de sala em sala para
auxiliar os grupos. A figura 4.11 mostra os quatro grupos trabalhando com os respectivos
instrumentos escolhidos. Ao final, todos voltariam para a mesma sala para compartilhar com a

turma as suas descobertas.
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Figura 4.10 — Instrumentos disponibilizados para a atividade pratica.

i

(fonte: acervo pessoal do autor)

Percebemos que antes de comecar a preencher as tabelas das notas, 0s grupos permaneceram
um tempo reconhecendo o0s instrumentos, o que possivelmente tenha sido estimulado pelas duas
primeiras perguntas do roteiro, que pediam para descrever/representar o instrumento escolhido.
Nesse contexto, nos chamaram a atencéo os desenhos e descrigdes realizados da Figura 4.12,
Cabe destacar a forma que o grupo do baixo elétrico o representou, com o braco atravessando
a folha, de forma a destacar seu comprimento muito maior do que os demais. Um dos grupos

fez uma descri¢do mais suscinta, sem desenhos, e optou por iniciar a etapa das frequéncias.

Figura 4.11 — Grupos trabalhando com os instrumentos.

(fonte: acervo pessoal do autor)
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Figura 4.12 — Representac6es dos instrumentos.

1) Qual o nome do instrumento musical analisado pelo grupo?
SINATYTITY
2) Representem e descrevam este instrumento: formato, tamanho, nimero de cordas,
afinagdo das cordas, entre outras caracteristicas que acharem importantes.

A Cadon - tomamhe da
2 (QOL'&O'Mi,LI\\\) Cg\d.a— 38(77“
oo B i G ol bauitd

\ - Yomomho  “comunto”
R
64,5 i,

1) Qual o nome do instrumento musical analisado pelo grupo? V.olap

2) Representem e descrevam este instrumento: formato, tamanho, nimero de cordas,
afinagdo das cordas, entre outras caracteristicas que acharem importantes.

7/? {0 e

_Ln5r.“ de M 506w € Canixa 50x12 40 om

1) Qual o nome do instrumento musical analisado pelo grupo?
Q
2) Representem e descrevam este instrumento: formato, tamanho, nimero de cordas,
afinagdo das cordas, entre outras caracteristicas que acharem importantes.

1) Qual o nome do instrumento musical analisado pelo grupo?

)

oY) ’
2) Representem e descrevam este instrumento: formato, tamanho, nimero de cordas,
afinagdo das cordas, entre outras caracteristicas que acharem importantes.

Ve diss
b _conador

osset EAD,G B E

(fonte: producbes dos estudantes)

Os quatro grupos se dedicaram bastante nas medic¢des dos comprimentos de corda com trenas,
e das frequéncias com afinadores dos celulares. Escolheram duas cordas de cada instrumento e
preencheram todas as linhas e colunas das tabelas solicitadas na atividade, conforme ilustrado
nas figuras 4.13 a 4.16.

Cabe destacar que alguns valores ficaram com pequenas imprecisdes, seja por erros de medida,
aproximacdes e/ou por pequenas desafinacdes dos instrumentos. Mas, em geral, os valores
obtidos experimentalmente pelos grupos e organizados nas tabelas conseguem cumprir o
objetivo didatico almejado, isto €, dar condi¢des para que 0s participantes estudem os padrdes

e as relacGes matematicas entre as grandezas envolvidas.
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Figura 4.13 — Tabelas preenchidas pelo grupo do ukulele — cordas 1 e 4.

Nimero e afinacdo da corda: /| ; o0L

Casa pressionada Nota Co:::;:::xo i FL:‘;::?:II Produtof.L | Razdo f/L
Nenhuma (corda solta) SoL 0,38 0 344,56 14% 31 [10%0,26
22 casa LK o 210 AA4 G 151,13 [ 1308 24

42 casa o) 0,705 405 ¢ (s1,2% |16%5,5¢

52 casa Do 0 790 <8 5 163, 2% |18 2 41

72 casa € | 0 255 R 149,90 | 230510
92 casa mi 0 230 660 .4 ’51[8q 28?’1130
112 casa m4 O.( 205 34214 192,"“\ 36 21‘46

122 casa SOL | o 1q‘; 73{312 1’;3,3‘ 10 31%‘

Nimero e afinagdo da corda: 4 | A

Casa pressionada Nota Co:l;;:’r::r:o C Flreque.l'ac:zf Produto f.L | Razdo f/L
Nenhuma (corda solta) Lh 0,330 140,?‘ 167-/47‘ 1159 74
22 casa 5 0, 340 4q5 4 768, 61 44‘!;5!
42 casa 00H# 0 50g %OIZ 7’0[” 133*‘0‘3’

52 casa e 0[2‘10 sq1 0 4?4,34 e

72 casa Mi 0,255 GE6, 2 169,98 2612 55

92 casa Fadh| p, 230 719, ¥ 12 45 3260,0

112 casa | p 205 41,0 (7241 |40z 4

122 casa Ly | 0 145 2491 7 13,8 [4570,26

: :

(fonte: producéo dos estudantes)

Figura 4.14 — Tabelas preenchidas pelo grupo do primeiro violdo — cordas 1 e 4.

Numero e afinagdo da corda: 1
Casa pressionada Nota cuz":;; o & Flllnida;e-;-lzl Produto f.L | Razdo f/L

Nenhuma (corda solta) E 0,65 . 1230,%4 ., |25, 02 o8 49

s F310,57 7 g 294,30 204,47 | 6418
N . g

i casa G |0,51y H42,0 306| M35 | 574328
52 casa A o, 488 L{L{Q‘L‘(iq WEN56 | YN
72 casa 2 |o,uUzy 499,6 : A5 | 1A\
9 oo Cy (0,586 [951,9),| 20t 11375
112 casa pH | 0,244 Gzo,‘sv :M 3455 (Ao 465
122 casa E 0,224 66 O,Z{O )T (20385 AF]

Numero e afinagdo da corda: 4

Casa pressionada Nota Cuz:;;; s - ::Jn;la:ie-;fzf Produto f.L | Razdo f/L

Nenhuma (corda solta) D |0 65 141G \5 D5 R2|25/P%
2t casa E (0,523 |4gH,%3 [95,02[2%5/€0
42 casa % [0,541 A%Y4,6 94,44 b5
52 casa 6 lougs 7l %é;/{ 95144 ‘/\0“\("7'5
72 casa A 0,423 lgao,F D5,%9% |50%,10
92 casa B |lo,3%6 Y3, 4 95,50 |CU0,9>
Lo #0244 238,93 9545 |04 M
122 casa D O/’Q'QH Q‘SBIS 96&'[ %O’-}'/\O

(fonte: producéo dos estudantes)
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Figura 4.15 — Tabelas preenchidas pelo grupo segundo violao — cordas 1 e 6.

Numero e afinagdo da corda:

Casa pressionada Nota Coz:;:::r::o L F;Z‘:[:f::zf Produto f.L | Razdo f/L

112 (( Nenhuma (corda solta) M; 0L Lew) 229,06 DM,k Got,o%
W C 22 casa So/é 0,58 37‘0,11 214,83 633,62
o ( 42 casa Ly'h 0,52 m | 415, 4 216,01. | 7983S
(R (" S L}/ 0;//(3‘1\ 411(0' X 215,99 59% 56

C 72 casa 4 S, i 492}3 246,61 4”&86
S 9 casa Rebl 030 | 5536 | 245,60 |\ wimna
SO 112 casa Ad 0,35 m 02205 ax2:3% | 380
R 122 casa Mi 0,35 658,2 uyed | aanisg

Numero e afinagdo da corda:
Casa pressionada Nota c"::;;;de'm - 'L'Jn;da;e' ;’zf Produto f.L | Razdo f/L
Nenhuma (corda solta) M A 30,5 W 24, 45 \2S
22 casa 0,62 a9 gy | 57 35 e (@
42 casa 0 5%, 1ol su .(/7/[175 V490

52 casa L 8 m 240 QU2 S7, 30 gun.ae

72 casa = o, Ul ra 100 u | 4,12 234 5w
92 casa 0 1 3% 1zave | U, g4 356.49

112 casa t 0 td%m 165 HE SUES Luz0ne
122 casa 35m L3, BHL 5‘1‘ @S 4Gk 3 6

Figura 4.16 — Tabelas preenchidas pelo grupo do baixo elétrico — cordas 3 e 4.
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(fonte: produgdo dos estudantes)

Numero e afinagdo da corda: ... -\« arils abirosoo A
Casa pressionada Nota Cozn;:‘;;?:l::o & F;::::j:f:,f Produto f.L | Razdo f/L

Nenhuma (corda solta) A 0,83 <5 43,85 6>22
s B | 03% 61 43.5% | %2
hicasa cEL0i69 69 43,64 | 100
S¥casa D 0,65 33 43,46 | 12,3
72 casa > 593 32 - 43, %0b [ 140,06
92 casa 2| 5,53 Az 4336 | 432k
112 casa G| 0.4p5 103 ‘13;9 221.5
122 casa A [ 0,44 110 43,4 250

Numero e afinacdo da corda: () yo ¢ ‘oo Coviale~ A0 10 M. _J

Casa pressionada Nota c"'l;'"l-;;;de: ¢ L .'L.m;da;e: 'Hzf Produtof.L | Razdo f/L

Nenhuma (corda solta) E £ 41 26,0% 416,59
22 casa 4 26,34 | 23,25
42 casa G ¥ 6. F =) 253 F2.%0b
52 casa 55 33 %$2,%5
72 casa B ) LA 25,99 | 1034
92 casa i S3 59 36:5% | 120,2
112 casa D= 04> > F 20,19 | 46245
122 casa E 0,44 %2 206,08 | 120,30

(fonte: producéo dos estudantes)
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No que diz respeito a relacdo entre as grandezas frequéncia (f) e comprimento da corda (L), 0s
quatro grupos conseguiram concluir que o produto f-L se mantinha aproximadamente
constante nas diferentes linhas de cada tabela, enquanto a razdo f /L aumentava cada vez mais.
Porém, o caminho para chegar a essas conclusdes ndo foi linear: observamos os integrantes
debatendo entre si, por exemplo, sobre as pequenas variagdes que ocorriam na coluna do
produto, inclusive refazendo algumas medicdes a fim de obter valores mais precisos e buscando
padrdes nessas pequenas variacdes. Apds algum tempo, verificaram que essas variages eram
muito pequenas, oriundas de imprecisdes experimentais, e ndo representavam nenhuma
tendéncia de mudanca, ainda mais comparando com as variagdes das razdes, que mostravam
outro tipo de comportamento, bem distinto, com os valores aumentando significativamente a
cada linha. Também verificaram que o comprimento L diminuia praticamente na mesma
proporcéo que a frequéncia f aumentava, como observamos, por exemplo, nas flechas ao lado
da tabela na figura 4.15, que representam razdes. Dessa forma, tendo em vista que o produto
f.L permanecia constante, com uma grandeza aumentando quando outra diminui, todos os
grupos concluiram que se f e L sdo grandezas inversamente proporcionais. Um dos grupos

resumiu bem o processo de construcdo dessa conclusao, conforme figura 4.17.

Figura 4.17 — Concluséo sobre as grandezas serem inversamente proporcionais.
Com base nos dados das tabelas, respondam:

3) Vocés observam algum padrio na coluna do produto f.L? E na da razao f/L?
Na cslung b, o valer & apusntods mombem (fg cowatdncia (quu ndo

¢ uate dundo a s a8l ilammentan) . Na “"’/’)‘i" f/l, o vale aummt
(M o auomed don  Coma

4) Com base na resposta do item anterior, como vocés relacionam as grandezas fe L?

An :]wm\cls;ba» } e L oac MUt /"WUMGU(W”’}"‘/W L
i & olnd  dwmanint ) -

(fonte: producéo dos estudantes)

Cabe destacar os termos que foram usados pelos grupos para caracterizar o produto f - L
aproximadamente constante: “certa constancia”, “mais ou menos constante” ou “tende a se
manter igual”. Avaliamos como positiva essas pequenas variagdes ocorridas na coluna do
produto f - L, pois assim os estudantes compreenderam que 0s valores tedricos, muitas vezes
perfeitos, acabam ndo alcancando tamanha exatiddao em dados experimentais; mas, ainda assim,
é possivel observar certas regularidades e comportamentos. Nesse sentido, a atividade pratica
possibilitou uma visdo ndo apenas tedrica e matematica sobre a musica, mas também fisico

experimental, indo ao encontro da passagem historica que mencionamos antes.
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Outro grupo utilizou os conhecimentos da aula anterior, sobre a escala pitagorica, para justificar
0 porqué do produto ser aproximadamente constante e da razdo aumentar cada vez mais,
conforme figura 4.18. Apds debates internos entre os participantes, 0 grupo percebeu que a
frequéncia aumentava aproximadamente na razdo de 9/8 a cada intervalo de tom, isto €, o
inverso do que o comprimento de corda diminuia, aproximadamente 8/9. Assim, tomando
f> =(9/8).fiel, =(8/9).L,, verificaramque f, - L, = f; - L, e f, /L, = (81/64) - f;/L,.
Tais conclusdes foram observadas nos dados experimentais de forma aproximada, mas néo
exata, ja que o violdo ndo estava afinado na escala pitagorica, e sim na escala de igual
temperamento. De todo modo, trata-se de uma boa aproximacédo. Além disso, avaliamos que o
processo de descoberta dessas relaces foi interessante para o aprendizado matematico dos
participantes, em funcdo das argumentacdes desenvolvidas. Nesse momento foi possivel
inclusive observar uma comemoragdo do grupo, quando verificaram que de fato a razéo entre
linhas sucessivas de f/L se aproximavam de 81/64, o que em nosso entendimento caracteriza

a alegria da descoberta, mencionada por Lorenzato (2010).

Figura 4.18 — Desenvolvimento da relacdo entre f e L por um dos grupos.

Com base nos dados das tabelas, respondam:

3) Vocés observam algum padrio na coluna do produto f.L? E na da razdo f/L?
1 iy “ )‘r'yl.‘}n. /,,r‘.-,/ t Lo \,\.(“,1‘“

y gl -
gyt ( ')_0 we Devoo Ao ('J @
Catl) M Ao l

'l
) t (‘/u !

- (
G“ )

4) Com base na resposta do item anterior, como vocés relacionam as grandezas fe L?
\ Lt .~,.\-u.(l 70.(/«(* CA e

1"

(fonte: producéo dos estudantes)

A proxima pergunta da atividade buscava relacionar os dados experimentais com as
propriedades fisicas do som estudadas no inicio da aula. O produto f - L estaria relacionado
com a velocidade de propagagdo da onda na corda vibrante, e a razdo f /L, a principio, ndo teria
significado fisico. Todos os grupos conseguiram concluir isso: alguns usaram analise
dimensional e outros lembraram da equacdo fundamental da ondulatoria estudada em aula.
Porém, ainda era necessario um ajuste para se obter a velocidade: em realidade, a velocidade é
dada por f - 1, onde 1 é o comprimento de onda. No caso da onda estacionaria nos instrumentos
estudados, o primeiro harménico, que é medido pelo afinador, possui A = 2L, pois na corda é
formada apenas metade do comprimento de onda. Assim, o produto f-L representa a

velocidade dividida por 2.
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Ao conversar com 0s grupos durante a atividade, verificamos que, apesar de terem visualizado
uma relagéo do produto com a velocidade, nenhum deles tinha percebido a necessidade desse
ajuste. Assim, mediamos tal processo, dando dicas de como relacionar o comprimento de onda
com o comprimento de corda. Porém, mesmo com as dicas, as conclusdes sobre como obter a
velocidade de propagacdo na corda ficaram um pouco confusas e/ou incompletas,
provavelmente em fungdo do pouco tempo que tiveram para desenvolver essa questdo. Em
futuras atividades, recomendamos que seja adicionada uma questéo especifica sobre a relagdo
entre A e L, para que os estudantes possam descobri-la de forma mais independente, além de

reservar um tempo maior para essa parte de interpretacao das grandezas fisicas.

Sobre os intervalos de tom e semitom, diferentes respostas surgiram, até porque os dados
experimentais ndo eram exatos. Assim, obtiveram que para o intervalo de tom a razéo
frequéncias era de 9/8, ou 1,119, ou 1,12 ou 1,1; e para o intervalo de semitom era de 1,05,

1,06, 1,057 ou 1,067. Todas as respostas estavam muito proximas aos valores tedricos da escala

de igual temperamento, iguais a'y/22 = 1,122 e '3/2 = 1,059, respectivamente, sendo que as
variacGes experimentais sdo naturais em funcdo de imprecisdes de medicdo ou da propria
afinacdo dos instrumentos. Avaliamos que essa questdo foi importante para eles verem na
pratica os valores aproximados das razdes dos intervalos, que seriam revistos com um olhar

mais tedrico ao final da aula, quando apresentariamos a escala de igual temperamento.

Sobre a Gltima questdo, de semelhancas e diferencas entre as duas cordas observadas, 0s grupos
conseguiram visualizar que as razdes entre frequéncias sucessivas nas duas cordas eram iguais,
mas que os valores dessas frequéncias variavam. Um dos grupos concluiu que, ao mudar a
corda, a frequéncia e a velocidade de propagacédo da onda na corda se alteravam. Outro grupo
explicou que “uma corda aguda vibra mais”, sendo uma forma simplificada de dizer que o
numero de vibragdes em um dado intervalo de tempo na corda mais aguda é maior do que na
corda mais grave, isto €, a sua frequéncia de vibracdo € maior. Esse mesmo grupo justificou
gue na corda mais aguda a frequéncia é maior porque 0 seu comprimento é menor, mas em
realidade isso ocorre porque sua espessura é menor, ja que os comprimentos das cordas soltas
sdo praticamente iguais. O grupo que estudou as duas cordas da nota Mi justificou que a
proporcionalidade semelhante se dava em funcéo das cordas estarem afinadas no mesmo tom,
mais agudo e mais grave, porém, em realidade as mesmas propor¢des ocorrem entre outras
notas também: se tivessem escolhido cordas com outras afinagdes teriam percebido isso. Por

fim, o grupo do ukulele escreveu uma resposta bastante completa, elencando semelhancas e
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diferencas, conforme figura 4.19, e verificando que o produto f - L, apesar de constante na
mesma corda, variava ao mudar a corda — o que ocorre em funcdo da alteracdo da velocidade
de propagacéo da onda na corda, que é uma caracteristica do meio. Porém, o grupo se equivocou
ao escrever que as frequéncias da corda Sol eram maiores, provavelmente por desatencéo, ja
que a nota Sol possui frequéncias menores por ser mais grave do que L&, conforme eles ja
tinham observado nas tabelas da figura 4.13. De uma forma geral, essa questdo foi interessante
pois fez os grupos pensarem e sintetizarem varios conceitos estudados. Contudo, novamente
ficou a impressao de que seria necessario mais tempo para desenvolverem algumas conclusdes
com maior clareza. De todo modo, foi uma etapa importante como preparacao para 0 momento

da aula de conversa coletiva sobre as descobertas, que ocorreria na sequéncia.

Figura 4.19 — Diferencas e semelhancas observadas nas duas cordas por um dos grupos.

7) Comparando as tabelas das duas cordas, quais semelhancas e quais diferengas vocés
observam? Justifiquem, com base nos conceitos matematicos e fisicos estudados.

Somelharcr: om - dmbos @ pudude de L1 momiem wata cowrlomaa
eo Ayas oot Come cwwento dA fugudraa. Ay duen

B u;w(mﬂmmm AN @ f\gq_uﬁv\qW Menor  Tombom nae

P

{ y i
D (oA a{a»mdiva&e\mwaimv\m‘ﬂmg‘mdﬂsf%‘gl‘
¢ m% o Ondo g W coda gL o ?\nquwum pg MU, mar
o Woheuh @ [ F g o Nusmes da LA .

(fonte: producéo dos estudantes)

Ao finalizar as atividades com os instrumentos, todos 0s grupos voltaram para a mesma sala do

inicio da aula para um momento de conversa coletiva e finalizacdo do encontro.

4.2.4 Sintese coletiva e finalizacdo

Apbs o retorno para a sala inicial, quando questionados sobre as frequéncias medidas em cada
corda, ficou clara a diferenca entre os instrumentos. O baixo elétrico gerava frequéncias muito
inferiores as do ukulele, por exemplo. Ja o viol&o apresentava frequéncias intermediarias. Com
todos os instrumentos na mesma sala, ficou visivel que isso acontecia em fungdo dos tamanhos
dos bragos de cada um. O baixo possui um brago comprido, muito maior do que os demais
instrumentos (conforme o grupo ja havia relatado na figura 4.12), e por isso conseguia gerar
frequéncias menores. Por outro lado, o ukulele tem um braco pequeno, possibilitando
frequéncias maiores. Assim, nesse momento foi incentivado que todos 0s grupos observassem

os instrumentos e verificassem que a propor¢do inversa entre f e L, que eles ja haviam
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descoberto na atividade, era um dos principios usados na construgdo dos instrumentos musicais.
Um estudante fez a observacao de que, além do braco maior, o baixo também possui cordas
muito mais espessas, 0 que permite frequéncias mais baixas — 0 que é verdade, pois a espessura
influencia a velocidade de propagacdo da onda na corda, que por sua vez interfere na frequéncia,
jaque f = v/A. Nesse momento passamos 0 baixo e o ukulele por toda a turma para que todos

pudessem observar isso.

Sobre os intervalos de tom e semitom, houve uma comparacgdo dos valores encontrados, e o
grupo que havia escrito o valor de 9/8 na atividade ponderou que essa era uma aproximacao
baseada na escala pitagorica, mas que esse valor ndo era exato no violdo. De fato, 9/8 = 1,125,
e o intervalo de tom parecia estar mais proximo de 1,12 pelos resultados experimentais. Essa

conversa abriu margem para falar sobre as mudangas nas escalas ao longo do tempo.

Apresentamos, entdo, um material final com as escalas estudadas até aqui — pitagorica e escala
justa — mas agora trazendo tabelas com razdes entre frequéncias também, e ndo apenas
comprimentos de corda (ver item 2.1.4 deste trabalho), utilizando a relagdo inversa entre L e f.
Nesse momento ouvimos alguns comentarios positivos de alguns estudantes, dizendo que
estavam compreendo as relaces dos intervalos entre frequéncias e conseguiam relaciona-los
com a atividade préatica. Porém, com as tabelas apresentadas, chamamos a atencdo de que em
ambas as escalas apresentadas dois intervalos de semitom néo resultavam em um tom; e que na
escala justa os préprios intervalos de tom variavam entre si. Nesse contexto, deixamos como
desafio qual deveria ser o intervalo de semitom para que os intervalos fossem igualmente
espacados, isto é, os intervalos de tom fossem constantes e dois intervalos de semitom
resultassem em um intervalo de tom. Para auxiliar a resolucdo do desafio, deixamos a figura

4.20 projetada no quadro.

Figura 4.20 — Desafio proposto para a turma projetado no quadro.

Nota Do Ré Mi Fa Sol La Si Do
Simbolo C; Dy E; Fs G; Az B, C,
C i 1
omprimento L 2L
de corda 2
Frequéncia fo 2-f,

Desafio! Qual deve ser a razdo r?

(fonte: elaborado pelo autor)
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Rapidamente alguns estudantes comegaram a equacionar a questéo, e chegaram na resposta de
que r tem que ser igual a “raiz duodécima de 2”. Ao questionarmos como chegaram nessa
equacdo, um estudante explicou que com base no problema apresentado, escreveu a equagao
r'2 = 2. Logo, chega-se em r = '3/2. Debatemos com o restante da turma para ver se todos
entenderam a resolugdo, chamando a atencéo de r representava o intervalo de semitom, e 72 o
intervalo de tom. Logo, nessa construgédo de igual temperamento modelamos juntos as equagdes
(4.3) a (4.5), uma vez que para retornar a mesma nota mais aguda (com frequéncia 2 - f), temos
que subir, em uma escala maior, intervalos sucessivos de tom-tom-semitom-tom-tom-tom-

semitom, conforme ja estudado nas aulas.

frr2er?errior?or2ior=f.2 (4.3)
frrit=f-2 (4.4)
riz =2 (4.5)

Apo6s, mostramos que dessa forma obtemos o0s intervalos de semitom e tom, respectivamente,

iguais a '3/2 = 1,06 e "A22 = 1,12. A turma mostrou um contentamento ao observar que
esses valores se aproximavam dos valores experimentais obtidos, e avaliamos que essa etapa
foi importante por desenvolver argumentos matematicos e relaciona-los com as descobertas da
atividade préatica. A colocacdo da determinacdo da razdo como um desafio foi importante por
incentivar a construgdo do conhecimento no lugar da simples informacdo. Caso houvesse mais

tempo, entendemos que seria interessante inserir essa parte no roteiro da atividade em grupos.

Mostramos, entdo, tabelas completas de frequéncias, partindo da padronizacdo do L& As com a
frequéncia de 440 Hz, e obtendo-se as frequéncias das outras notas a partir dos intervalos da
escala de igual temperamento (ver item 4.1.4 deste trabalho). Essa etapa teve carater
informativo, mas avaliamos como importante por mostrar um quadro geral das padronizagdes

atuais das frequéncias das notas musicais, ponderando a construcao histdrica por tras disso.

Trouxemos, ainda, uma breve explicacdo das consonancias a partir de conceitos fisicos, baseada

nos harménicos e suas frequéncias. Mostramos o som de cada harmdnico de uma frequéncia
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fundamental com a utilizagdo do recurso computacional “Fourier: Construindo Ondas™*?, do
programa PhET da Universidade de Colorado, e desenvolvemos o0s raciocinios dos itens 2.1.2
e 2.1.3 deste trabalho, trazendo uma outra explicacdo para a razdo de certas notas soarem
agradavelmente em conjunto, isto é, para o problema classico das consonancias, para além das
justificativas aritméticas pitagoricas envolvendo razdes entre pequenos nimeros inteiros. Em
funcdo do tempo reduzido, acabamos ndo conseguindo explorar muito o recurso, mas
disponibilizamos o link aos estudantes, a fim de que eles pudessem, posteriormente, interagir
com a superposicao de ondas e geracao dos harmonicos. Entendemos que essa atividade, ainda
que breve, foi importante para completar o ciclo teérico e histérico dos dois encontros,
consumando a passagem de uma abordagem aritmética para uma abordagem fisico

experimental, inclusive nas justificativas para o problema das consonancias.

Como finalizacdo, os grupos foram convidados a apresentar a musica que escolheram para o
restante da turma, conforme ja haviam sido orientados ao final do encontro anterior. As

musicas®® escolhidas s&o listadas abaixo:
=  Grupo 1: Queen — Killer Queen;
= Grupo 2: Brooklyn Duo feat. Dover Quartet — Bohemian Rhapsody;
= Grupo 3: Hozier — Shrike;

= Grupo 4: Laufey and the Iceland Symphony Orchestra — Let You Break my
Heart Again.

Essa etapa foi muito bonita, pois caracterizou um momento de apreciacdo musical, a0 mesmo
tempo que permitiu aos estudantes compartilhar o seu gosto musical com o restante da turma,
criando significados e identidades. Em funcéo do tempo, acabou ndo sendo possivel concretizar

a ideia inicial, de trabalhar um pouco em cima da harmonia e melodia das musicas escolhidas,

12 Simulagdo por PhET Simulagdes Interactivas, Universidade do Colorado Boulder, licenciada sob CC-BY-4.0.
Disponivel em: https://phet.colorado.edu. Acesso em: 02/12/2023.
13 Msicas escolhidas pelos grupos:
e Queen — Killer Queen. Disponivel em: https://www.youtube.com/watch?v=2ZBtPf7FOoM.
e Brooklyn Duo feat. Dover Quartet — Bohemian Rhapsody. Disponivel em:
https://www.youtube.com/watch?v=i1nGx4DX83U.
e Hozier — Shrike. Disponivel em: https://www.youtube.com/watch?v=07iEOP0S2Hw.
e Laufey and the Iceland Symphony Orchestra — Let you break my heart again. Disponivel em:
https://www.youtube.com/watch?v=PK02xDT_RWA.
Acesso em: 02/12/2023.
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tendo por base o que foi trabalhado nos encontros, ficando essa atividade com sugestéo para
futuros trabalhos.

Durante essa etapa final, também apresentamos a musica El Invento, de José Gonzalez**, que
foi uma escolha do professor em funcdo do seu gosto musical, mas, principalmente, por toda a
atmosfera do video, que foi gravado em meio a natureza, combinando com a bonita melodia da
masica e com a sua letra, que propde inimeras reflexdes. Sendo assim, avaliamos que essa
musica também contribuiu para esse momento de apreciacgéo e reflexdo, inclusive em conversas

que se sucederam sobre a letra da cancao.

Ap0s a escuta das musicas, nos despedimos e o curso foi finalizado. Alguns estudantes disseram
que gostariam de participar de mais cursos assim, e deram sugestdes para uma eventual
sequéncia, como, por exemplo, o trabalho com instrumentos de sopro. Pensando em registrar
essas manifestacdes, propus um questionario final via formulario virtual, a ser preenchido

posteriormente, onde eles poderiam escrever sobre suas percepc¢des do curso com calma.
A seguir mostramos as perguntas do questionario e algumas das respostas recebidas.

1. As atividades do curso te ajudaram a compreender melhor algum conceito matematico,

fisico ou musical? Qual(is)?
= Sim. Teoria musical e ondas;

= Sim! Eu ndo fazia ideia de metade dos conteddos porque ainda estou no
primeiro ano, porém, entendi melhor a teoria musical que aprendi
anteriormente beeeem melhor, tudo fez mais sentido. Como a relacdo do

tamanho e espessura da corda em instrumentos como o viol&o;

= Sim, as relagGes entre as notas musicais, as escalas diferentes utilizadas pela
historia da musica e a relacé@o entre a matematica e masica que nunca haviam

me mostrado;

= Sim, frequéncias e relagdes entre as notas de uma escala;

14 José Gonzalez — El Invento. Disponivel em: https://www.youtube.com/watch?v=iKMukvOvgTM. Acesso em:
02/12/2023.
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= Sim, as atividades praticas principalmente, tanto a das razdes no monocordio

como a da frequéncia nos instrumentos;

= Sim. As relacGes entre as notas musicais, a escala e suas fragfes, como uma
escala é construida, e alguns conceitos fisicos de onda (significado de periodo,

comprimento de onda, amplitude e suas consequéncias no que é ouvido);

= Me ajudaram a compreender o conceito de Pitdgoras e o funcionamento de

ondas.

2. As atividades do curso te ajudaram a visualizar relacbes entre matematica e musica?

Caso positivo, cite uma ou mais relagdes que te chamaram a atencéo.

= Sim, ndo entendia as aulas de teoria musical porque nunca me ensinaram o

passado e os aprimoramentos que sofreram;

= Sim, me chamou atencédo a relacéo entre as frequéncias das notas e os calculos

necessarios para se chegar em uma nota especifica a partir de outra;

= Sim, como citei anteriormente as escalas das notas com comprimento de onda e
frequéncia, e a taxa de aumento que pode ser feita de diferentes maneiras a

medida do conhecimento visto na histéria;

= Sim, a histdria entrelacada da matematica e musica e o modelo atual da relagéo

entre as notas proximas, por exemplo semitom x 1,06 e tom x 1,12;

= Com certeza; no segundo dia, quando tivemos que fazer relacbes entre o
comprimento da corda e a frequéncia da nota emitida, onde percebiamos que o

produto destes era uma constante, por exemplo;

= Sim. A relagdo das distancias matematicas (entre notas musicais - tom e
semitom) e o fato do comprimento de uma corda sem inversamente proporcional
a frequéncia (se diminuimos o comprimento pela metade, a frequéncia passa a

ser o dobro);

= Sim. As relagdes entre as notas musicais e a maneira de se calcular cada uma

usando as escalas.
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3. Em sua opinido, o estudo integrado de matemética e musica pode ajudar a fornecer

novos significados para conceitos matematicos? Justifique.
= Sim. Mdusica é bom pra entendimento e memoria;

= Acredito que faria uma grande diferenca em como a matematica se aplica em

diferentes &reas, como um exemplo;

» Eu acredito que sim, porque matemética e musica estdo muito ligados, entao
acredito que novas descobertas no ramo musical podem acarretar em novas

descobertas matematicas;

= Com certeza, a masica muitas vezes € vista como uma ciéncia puramente
humana, mas existe muita exatidao, nUmeros e matematica também na criacao

das notas que possibilitam a masica ser agradavel;

= Sim, com certeza, além de tornar mais participativo e interessante para ambas

as areas;

= Claro! Misturar Campos da matematica/fisica geralmente resulta em algo muito
maior e mais entendivel do que eles individualmente, tal qual Geometria
Analitica, que fundiu Algebra e Geometria. Creio que pode ser um grande

potencial juntar estas duas areas do conhecimento;
= Sim, pois podemos ver ela sendo aplicada em outras areas;

= Sim. A musica é uma das aplicacfes da mateméatica. Quando a matematica é
aplicada, as chances de serem observadas possiveis irregularidades € maior -
neste caso, poderiamos escutar as irregularidades. Isso pode incentivar os
estudos na area para que sejam estabelecidos novos significados para conceitos

matematicos ja existentes;

= Sim, ja que ao unir esses dois conceitos ha um significado por tras do estudo
matematico que faz com que pessoas com menos familiaridade com a

matematica se interessem em aprender esses conceitos apesar disso®.

15 Resposta da Unica participante que, no questionario inicial, havia respondido que ndo gostava de matematica.
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4. Vocé gostou de estudar areas do conhecimento aparentemente distintas sob uma
perspectiva interdisciplinar? Gostaria de estudar outros topicos dessa forma?

= Acredito que a juncdo dos conteldos pode ser positiva ja que vocé consegue

juntar diversas informacdes em um unico "bolinho™;
= Gostei bastante! la ser muito interessante estudar outras areas dessa forma;
» Foi uma 6tima experiéncia e adoraria estudar mais;

= Muito; adoraria, gosto muito quando alguns livros/canais de matematica vem

com aproximaces assim, interdisciplinares, para conteddos mais complexos;

= Sim, gostei. Gostaria muito de estudar outros tdpicos dessa forma, pois ajudam

a clarificar conceitos tedricos.

5. Vocé gostou de participar do curso? Se sim, cite as atividades ou momentos que mais

gostou.
= Sim, a atividade dos instrumentos;

= Sim! Preferi a atividade do segundo dia, ja que foi possivel experimentar com

0s instrumentos;

= Gostei bastante do curso, principalmente as partes praticas e como elas se

relacionavam com a teoria;

= Sim, entre meus favoritos estdo achar as notas no monocordio, demonstrar o

que sé@o ondas e a atividade de estudo das cordas nos instrumentos;
= Sim, as atividades experimentais com os instrumentos;

= Sim; além das partes praticas, o conteldo tedrico era muito completo e
detalhado, passando desde o inicio do estudo da musica até a concepgao mais
moderna de som, condensando alguns conteudos que ja vimos durante o0 ano em
fisica e acrescentando informagdes novas, criando um resultado final muito

show de bhola;

= Sim, a parte que mais me chamou a atencéo foi a introducéo historica;
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Sim. Gostei muito da construgdo da escala pitagorica, as atividades com os
instrumentos (para encontrar relagdes entre frequéncia, comprimento da corda,

etc.) e também o momento de compartilhar musicas do nosso gosto;

Gostei bastante, em especial a parte das atividades no segundo encontro onde

cada grupo se responsabilizava por um instrumento.

6. Espaco livre para criticas/sugestdes!

Acho que seria interessante fazer a mesma relacéo de matematica e masica com

outros tipos de instrumentos, por exemplo os de sopro;
Parabéns Matheus, adorei o curso!

Amei o curso! Sou meio suspeito para falar pois gosto muito das duas &reas

kkkkkkkkk mas realmente foi muito bacana;

Acho que isso é um pouco que falta em professores hoje em dia, ter consciéncia
de que a matematica ndo é algo da sala de aula, mas sim do mundo, que o
conhecimento ndo teve inicio DENTRO dos locais de estudo, mas FORA destes.
Se tivesse mais professores como vocés, creio que o ensino seria melhor <3 ndo
tem como fazer alguém se apaixonar por algo se ndo mostramos a beleza do que

ensinamos;
Enfim, parabéns e boa sorte com a Licenciatura!
Excelente!

Gostei muito de participar do curso. Acho que seria muito interessante estender

esse tipo de estudo para outros topicos também! :)

Ficamos muito felizes e satisfeitos com as percepcdes dos estudantes. Em particular, é
interessante observar que mesmo a participante que havia mencionado que que ndo gostava de
matematica no questionario inicial acabou respondendo que gostou do curso, e que 0S

significados por tras dos conceitos matematicos podem aumentar o seu interesse pela disciplina.

Sobre um dos comentarios, acerca dos “professores de hoje em dia”, ponderamos que essa € a

visdo pessoal de um aluno, que deve ser considerada e respeitada. Contudo, em nosso
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entendimento, uma transformacao na educacao ndo perpassa apenas por iniciativas individuais,
mas sim por mudancgas no sistema educacional e nos documentos norteadores do curriculo
escolar. Defendemos que € necessario um caminho conjunto e coletivo para que os professores
se sintam mais confortaveis em propor atividades inovadoras e interdisciplinares, e esse
caminho perpassa, necessariamente, por uma politica publica efetiva que valorize os estudantes

e os profissionais da educagéo.

Como resposta a pergunta de pesquisa, tendo como base na participacdo e nas produgdes dos
estudantes ao longo das multiplas atividades, entendemos que a pratica interdisciplinar entre
matematica e masica proposta, com enfoque na construcdo de consonancias, pode sim
contribuir para a compreensdo e significagdo de conceitos matematicos a alunos do ensino
médio. Essa resposta ficou evidenciada pelas mudltiplas construgdes e argumentagdes
matematicas ao longo das atividades, bem como nos momentos de reflexdo e conversas
coletivas, que mostraram todo o potencial de significacdo e a importancia que a masica pode

desempenhar em suas vidas e em sala de aula.

Evidentemente, é necessario ponderar que os participantes do curso compunham um perfil
diferenciado, se comparado com turmas regulares, uma vez que todos possuiam um interesse
genuino no tema e optaram por participar das atividades por escolha prdpria. Deste modo, 0s
resultados devem ser analisados com cautela, ainda que, ao nosso ver, tenham sido bastante
positivos. Nesse contexto, sugerimos que novas experiéncias didaticas sejam aplicadas em

turmas regulares, a fim de que seja possivel tecer concluses mais amplas.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Uma pratica interdisciplinar envolvendo relacdes entre matematica e musica foi planejada e
aplicada na Escola Liberato Salzano, em Novo Hamburgo, em dois encontros presenciais
ocorridos no final do ano de 2023, na modalidade de um Curso de Extenséo, direcionado a
estudantes do ensino médio de diferentes seriagdes.

As préticas propostas tiveram por base uma revisao bibliografica acerca das relacGes histdricas
entre essas areas, e 0s dois encontros foram contextualizados em periodos historicos distintos,
a saber, a Antiguidade Cléssica grega (séc. VI a.C.), com as interpretacfes da escola pitagérica
e 0 experimento do monocoérdio; e a mudancga de perspectiva da concepcdo do som como
fendmeno fisico, que se iniciou durante o periodo Renascentista (a partir do séc. XVI d.C.).
Contudo, ambos 0s encontros tiveram 0 mesmo pano de fundo: a construgéo e a interpretacdo
dos intervalos consonantes, que nortearam o desenvolvimento das relacdes entre matematica e

masica ao longo da histdria.

As atividades dos dois encontros se alternaram entre apresentacées tedricas; atividades praticas
com o monocérdio (que foi construido especificamente para essa pratica) e outros instrumentos
musicais; e momentos de conversas coletivas, apreciacdo musical e/ou reflexdo. Foi possivel
trabalhar com diferentes contedos matematicos, desde operagdes com fragdes, passando por
médias harmdnicas e aritméticas, equacdes, sequéncias, relacdes inversamente proporcionais,
entre outros topicos que surgiram durante o avancgo dos trabalhos. Os estudantes conseguiram
desenvolver construcBes e argumentacdes matematicas com base nas atividades propostas, e

puderam gerar significados aos conceitos matematicos abordados.

Em diversos momentos das atividades ficou evidente a importancia da musica na vida dos
estudantes, desde os relatos iniciais do primeiro encontro, passando pelo envolvimento efetivo
nas atividades praticas com os instrumentos musicais e finalizando com a etapa de apreciacao

das musicas escolhidas por eles.

Com base na participacdo dos estudantes, nas producdes em sala de aula e nos momentos de
conversa coletiva, concluimos que a pratica proposta pode contribuir de forma efetiva na
compreensdo e na significagdo de conceitos matematicos. Porém, novas experiéncias didaticas
podem e devem ser realizadas, inclusive em turmas regulares, com diferentes perfis de

estudantes, a fim de que seja possivel tecer conclusées mais abrangentes.
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Em especial, entendemos que uma visdo histdrica das relacfes entre essas areas é fundamental
no que tange a necessidade de explorar a ciéncia como uma constru¢do humana e coletiva, que
passou por diferentes interpretacbes ao longo da historia. Nesse sentido, a préatica
interdisciplinar proposta abre margem para abordar ndo apenas contetidos da matematica e da
masica, mas também da fisica, historia, filosofia, psicologia, entre outras diferentes areas do

conhecimento.

Apdbs a pesquisa bibliografica, e com o desenvolvimento das préaticas e reflexes sobre as
atividades realizadas, concluimos que se por um lado a visdo moderna do som como fenémeno
fisico-experimental foi essencial para uma compreensao mais completa de sua natureza, por
outro o carater mais universal e naturalmente interdisciplinar que o estudo da mdsica possuia
desde a antiguidade, inclusive com sentidos simbolicos e figurados das razbes pitagoricas,
acabou se perdendo no tempo e na hiperespecializacédo dos saberes, de forma que hoje a musica
sO entra na escola — quando entra — em atividades de artes ou de fisica, mas muito raramente
em aulas de matematica. Esse fato nos desperta a atencdo para a necessidade de destacar a
multiplicidade de interpretacdes e construces historicas das relacbes entre matematica e
musica, sem negar a visao cientifica atual dos fendmenos sonoros, mas transcendendo 0s
significados dos intervalos consonantes para uma esfera ainda mais ampla e que leve em conta
toda a complexidade de pensamento da histéria humana. Nesse sentido, entendemos que ainda
é possivel ir muito além dos topicos abordados neste trabalho, que representam apenas uma
pequena visao de todo o rico desenvolvimento historico, matematico e musical em diferentes

contextos histdricos e sociais.

Como sugestdo de futuras pesquisas, salientamos a importancia de tentar desenvolver as
atividades com mais tempo, a fim de que seja possivel incluir a misica em mais dimensdes,
aliando o estudo da harmonia e da melodia — e das consonancias — com o estudo do ritmo, em
praticas integradas que permitam, também, a criacdo e a producdo musical, contemplando
assim, juntamente com praticas de percepcao e reflexdo, as principais diretrizes trazidas pelos
PCN no ensino de musica, conforme elencado por Granja (2005). Em funcgéo das limitacGes de
tempo do pesquisador e do calendario atipico do semestre letivo de 2023/2 da UFRGS,
acabamos limitando a pratica a dois encontros, em duas manhds, o que hoje avaliamos como
pouco tempo para que fosse possivel aprofundar todos os temas que foram abordados. Em
especial, a atividade final, que buscava relacionar as musicas que os grupos escolheram com os

contetdos estudados, acabou ficando restrita a dimensdo de apreciacdo, que ainda assim
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avaliamos como muito relevante, mas que poderia ter sido ainda mais, caso houvesse tempo

para desenvolver relacbes com a matematica e com as consonancias previamente construidas.

Estudos com outros instrumentos e fontes sonoras, como, por exemplo, instrumentos de sopro,
também podem diversificar e ampliar as possibilidades de trabalho em sala de aula, conforme

sugerido por um dos participantes dessa pesquisa.

Outra sugestdo diz respeito a trabalhar com escalas e intervalos consonantes construidos em
diferentes contextos socioculturais, a fim de ampliar a visdo da musica — e de suas rela¢cdes com
a matematica — como uma construcdo humana e social, enfatizando ainda mais a sua diversidade

e multiplicidade de interpretacdes.

Por fim, saliento que a concretizagdo deste trabalho — que também representa o fechamento de
um ciclo na Licenciatura em Matematica — me traz uma grande alegria e esperanca por tempos
vindouros, agora com algumas certezas mais consolidadas em um caminho que,
inevitavelmente, continuard com as suas ndo-linearidades intrinsecas. Mas, seja como for, tenho
a conviccao de que a matematica e a musica continuardo sempre presentes nessa trajetoria, que
ndo termina aqui, e continuara sendo constantemente (re)construida na pratica docente, rumo a

uma educacao verdadeiramente transformadora.

Figura 5.1 — Foto da turma ao final do segundo encontro.

(fonte: acervo pessoal do autor)
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GLOSSARIO

Atendendo a sugestdo dos membros da banca examinadora, inserimos o presente glossario para
facilitar a compreenséo de termos musicais utilizados ao longo do trabalho. Todas as definigdes
foram obtidas ou adaptadas do glossario de termos musicais disponivel no site da orquestra

sinfonica brasileira’® — ao leitor interessado, recomendamos sua consulta na integra.

Acorde: emissao simultanea de trés ou mais notas musicais, com base nas leis da consonancia

e da dissonancia que regem os mecanismos da Harmonia;
Bemol: alteracdo que baixa em um semitom a nota em frente da qual se encontre;

Consonancia: combinacdo de duas ou mais notas musicais emitidas simultaneamente,

produzindo uma sensac¢do de equilibrio ou repouso;

Diapaséo: aparelho que se utiliza para afinar os instrumentos e a entoagdo da voz. Atualmente,

considerando o padréo aceito internacionalmente, emite um som cuja frequéncia € 440 Hz;

Dissonancia: combinacdo de notas musicais simultaneas ndo consonantes, ou seja, cujo efeito
provoca uma sensacgdo de choque e instabilidade, que reclama resolucéo para um intervalo ou

acorde de repouso;
Escala: sucessdo de notas musicais segundo um determinado modelo de construcéo;

Escala diatbnica: escala composta por sete notas (considera-se que a oitava € a mesma nota

que a primeira, porém mais aguda);

Escala maior: modelo dado pela sucessdo das notas do, ré, mi, fa, sol, la, si, dé (estas notas
coincidem com as teclas brancas do piano). A partir deste modelo, conservando a mesma ordem
de intervalos que caracterizam o modo maior (tom, tom, semitom, tom, tom, tom, semitom),

pode reproduzir-se — com as consequentes alteragdes — a partir de qualquer nota;

Harmonia: ciéncia da formacdo e encadeamento dos acordes que obedecem as leis da
tonalidade. Tém nela papel fundamental o sentido da consonancia (acordes perfeitos) e o da

dissonancia (acordes que exigem uma resolucdo e criam um dinamismo);

16 Orquestra sinfonica brasileira. Glossario. Disponivel em: https://www.osb.com.br/glossario. Acesso em: 24 de
fevereiro de 2024.
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Intervalo: distancia entre duas notas musicais em func¢do da sua altura. Neste trabalho, um
intervalo pode ser expresso (I) como a razdo entre as frequéncias das notas musicais ou (1)
como a razao entre os seus comprimentos de corda associados. Deve-se observar que as razdes

obtidas com (1) ou (1) sdo inversas entre si;
Intervalo de meio-tom: é igual a metade de um tom diatdnico ou a duodécima parte da oitava;

Intervalo de semitom: na escala de igual temperamento, € igual ao intervalo de meio-tom. Em
outras escalas, como na pitagorica ou de justa afinacao, representa um intervalo menor do que

um intervalo de tom, porém ndo exatamente igual a sua metade;

Intervalo de tom: representa a unidade de divisdo da escala diatdnica. Equivale ao intervalo

de uma segunda maior. Exemplo: do - ré;

Melodia: Emissdo de notas sucessivas e de altura diferentes que, mediante a articulacdo do

ritmo, criam motivos, frases e periodos com sentido;
Modulacéo: Mudanca de tom ao longo de um trecho musical;
Nota musical: figura representativa da altura do som;

Oitava: intervalo existente entre duas notas do mesmo nome, a uma distancia igual ao dobro

ou a metade da frequéncia da que for tomada por referéncia (mais aguda ou mais grave);

Polifonia: pluralidade de vozes. Nome que se da a muasica contrapontistica em geral, na qual

se sobrepdem ao mesmo tempo varias melodias;

Quinta: intervalo entre as notas extremas de um grupo de cinco consecutivas. Exemplo: do -

sol (d@, ré, mi, fa, sol);

Ritmo: principio de ordem e simetria em que se apresenta a sucessao de sons fortes e fracos ao

longo do tempo. E a resultante, no tempo, da divisdo de um todo em varias partes;
Sustenido: alteracdo que eleva em um semitom a nota em frente da qual se encontre;

Tonica: A nota mais importante de uma tonalidade e que atua como eterno ponto de referéncia

dentro dela. A primeira nota da escala, que da o nome a tonalidade.
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Plano de aula: primeiro encontro

Titulo:
Explorando o0 monocdérdio na construgdo de consonancias musicais.

Responsavel pelo plano de aula:
Matheus Erpen Beninca.

Dados da escola:
Nome: Fundacéo Escola Técnica Liberato Salzano Vieira da Cunha;
Endereco: R. Inconfidentes, 395 - Primavera, Novo Hamburgo — RS.

Dados da aula:

Data: 18/11/2023,;

Turno: matutino;

Horario: das 08:40 as 12:30;
Sala: 239;

Numero de alunos: 20 (vinte).

Recursos a serem utilizados:

Audiovisual;

Quadro;

Monocordio e fita métrica;

Questionarios e roteiros das atividades impressos.

Objetivos:

Evidenciar algumas das relacdes entre matematica e musica ao longo da historia e criar
significados na pratica de ensino proposta. Trabalhar com 0 monocérdio. Estabelecer relacdes
entre comprimentos de corda e notas musicais. Trabalhar com operagfes com fracdes na
construcdo de consonancias e da escala pitagorica.

Descricdo detalhada das atividades:

Primeiramente sera entregue um questionario individual para que os participantes respondam
sobre sua relagdo com a matemaética, com a musica e o que sabem sobre as conexdes entre essas
duas disciplinas. Esse questionario tem por objetivo conhecer um pouco mais sobre o perfil dos
participantes antes da aplicacdo da préatica e auxiliard a posterior analise das produgdes.

Logo apos sera aberto um espaco inicial de conversa com a turma, para cada um se apresente e
fale um pouco sobre sua relacdo com a matemaética e com a musica. Durante a conversa, serdo
apresentados videos de masicas e trechos de videos sobre matematica e musica, como, por
exemplo, os listados a seguir. O objetivo dessa parte inicial conhecer a turma e a0 mesmo tempo
que criar um ambiente descontraido, mas com significados. Aos poucos, sao introduzidos 0s
conteddos que serdo abordados na pratica.

Stranger Things — S04E04 - Cena da Max - Running Up That Hill
https://www.youtube.com/watch?v=bVORAcuG2A0
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O video do episddio 04 da 4% temporada de Stranger Things serd usado para mostrar um
exemplo simbdlico da importancia e dos significados que a musica pode ter. No video, 0
monstro Vecna toma conta da personagem Max, que sO consegue se libertar apos escutar a
musica Running up That Hill de Kate Bush. Apesar de ser uma histéria de ficgédo, € possivel
tecer uma analogia da importancia da musica na nossa rotina diaria, para superar adversidades
reais que a vida proporciona. Nesse momento, o professor pode fazer um relato da importancia
da musica em sua vida e convidar os estudantes a fazerem o mesmo. Convém ressaltar que o
seriado Stranger Things é atual e bastante conhecido entre adolescentes, de forma que
possivelmente ajudard na construcao de significados.

Donald no pais da matemagica:
https://www.youtube.com/watch?v=6616 MBQgcRg

O video Donald no pais da matemagica introduz de forma ludica o assunto que sera tratado,
incluindo a escola pitagérica, comprimentos de corda, intervalos musicais, entre outros. No link
acima, o video ja esta recortado na parte de maior interesse. Também pode auxiliar na
construcdo de significados e, ao mesmo tempo, ja traz alguns conteidos que serdo trabalhados
em maior detalhe na pratica.

Nogdes sobre teoria musical, incluindo notas musicais e notagcdo simplificada, devem ser
apresentadas. Recomenda-se 0 uso de um piano virtual (ha muitos disponiveis na internet). As
sete notas D6-Ré-Mi-Fa-Sol-La-Si podem ser representadas por C-D-E-F-G-A-B. Ideias como
intervalo de oitava e intervalo de quinta podem ser apresentadas (e escutadas) com o uso do
monocérdio. Deve-se mostrar que apds um intervalo de oitava retorna-se a mesma nota: no
monocordio, esse intervalo é dado pela divisdo da corda em duas partes iguais. Os alunos devem
ser convidados a escutar esse intervalo e de fato escutar que s&o a mesma nota, mas uma mais
aguda do que outra. O intervalo de quinta (2/3) também pode ser apresentado, mostrando que é
de fato uma consonancia: a primeira e a quinta soam muito agradavelmente em conjunto. Nesse
momento também cabe introduzir o problema milenar da consonéncia e citar a explicacdo
pitagorica para ele, baseada em razdes entre numeros inteiros 1, 2, 3 e 4, 0s quais, segundo
Pitagoras, explicariam todo o Universo.

Na sequéncia, sera feita uma dindmica com o uso do monocérdio. A turma sera dividida em 4
grupos e cada grupo sera responsavel por construir 2 notas musicais da escala Pitagorica de D
Maior no monocérdio. Enquanto cada grupo constrdi suas notas, 0s outros também estardo
observando a construcdo e poderdo fazer intervencGes, a fim de garantir um carater de
continuidade. Ao final, terdo sido construidas as notas listadas abaixo, em uma fita colada no
monocordio.

C (1); D (8/9); E (64/81); F (3/4); G (4/5); A (16/27); B (128/243); C (1/2);
O padrao de construcao envolve o ciclo das quintas e é descrito em detalhes no capitulo 2.

A construcdo sera orientada pelo professor, mas a ideia é estimular que os estudantes consigam
construir as notas de forma independente, e principalmente, escutar as consonancias durante a
construcdo de cada nota, relacionando o som com o comprimento de corda. Apds a construcao
coletiva, sera feito um intervalo de 20 minutos.

No retorno do intervalo, os grupos deverdo preencher perguntas do roteiro de atividade com
base na construcdo anterior. Para tanto, 0 monocordio permanecera a disposicdo de toda turma
para consultas que sejam necessarias.
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A atividade trara perguntas sobre o processo de construcao, além de perguntas adicionais, como
por exemplo o intervalo de tom pitagérico (8/9) e semitom pitagdrico (243/256). Assim, sera
possivel trabalhar mais de forma mais aprofundada com a escala maior, com a sequéncia de
intervalos tom-tom-semitom-tom-tom-tom-semitom, o que justifica, por exemplo, as doze
notas musicais (incluindo acidentes) e as teclas brancas e pretas de um piano. O roteiro da
atividade deve ser impresso em folhas que serdo entregues aos grupos.

Apos o preenchimento da atividade, o professor fara um resumo do que foi visto no encontro e
contextualizara historicamente as mudancas de percepg¢des que foram ocorrendo ao longo da
historia, mostrando que outras escalas, distintas da pitagorica, foram sendo construidas. Nessa
parte ndo serd dado grande aprofundamento teorico, até pelo limite de tempo, porém é
importante chamar atengéo que outras construgdes existem e inclusive falar um pouco sobre a
relacdo entre multiplicidade de escalas e variaveis socioculturais de cada civiliza¢do. Durante
a fala cabe citar um pouco das limita¢des da abordagem pitagorica, introduzindo um pouco do
que sera visto no préximo encontro, como a impossibilidade de fechar um ciclo de oitavas com
um ciclo de quintas perfeitas (citando a “coma pitagdrica”) ¢ a pequena diferenga existente
entre dois intervalos de semitom pitagorico e um intervalo de um tom. Para essa etapa, sera
montada uma pequena apresentacao de slides.

Os grupos ainda serdo convidados a escolher uma masica para apresentarem ao final do segundo
encontro. A musica podera ser apresentada por video ou até mesmo por uma apresentacdo ao
vivo, caso haja integrantes que toquem algum instrumento. A ideia é finalizar o segundo
encontro com um momento de apreciacdo musical e tentando estabelecer conexdes com o que
foi estudado nos dois encontros.

Cronograma previsto:

Previsdo horéaria | Tipo Resumo da Atividade

08:40 - 09:00 Individual | Preenchimento de questionario inicial.

09:00 - 09:40 Coletiva Apresentacdo, conversa inicial, apreciacdo de videos e musicas.

Introducdo ao monocdérdio. Nogbes de teoria musical. Construcéo
coletiva de consonancias.

10:20 - 10:40 - Intervalo.

09:40 - 10:20 Coletiva

Desenvolvimento da atividade: producédo escrita sobre construcdo de
consonancias, ciclo de quintas, escala pitagérica, intervalos.
Entrega das produgdes, resumo, discussdo sobre outras escalas,
limitacdes da abordagem, introducdo ao préximo encontro.

10:40-11:30 Grupos

11:30 - 12:00 Coletiva

12:00 - 12:30 Grupos Escolha de musicas para apresentar no préximo encontro.
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Fundagdo Escola Técnica Liberato Salzano Vieira da Cunha "

Universidade Federal do Rio Grande do Sul g
£ LIBERATO UFRGS

Curso de extensao

Construindo consonancias: relagdes entre matematica e musica
Professor: Matheus Erpen Beninca
Data: 18/11/2023

Questionario inicial
Por favor responda as questdes abaixo para que possamos conhecer o perfil da turma. Obrigado!

Nome:
Idade:
Escola:
Curso:
Série:

1) Vocé gosta de escutar musica?
( ) Gosto muito. Escuto quase todos os dias, por iniciativa propria.
( ) Gosto. Escuto de vez em quando, as vezes por iniciativa propria.
( ) Gosto, mas escuto apenas o que ja esta tocando, ndo por iniciativa propria.
() Indiferente, ndo escuto por iniciativa prépria e ndo presto muita atengdo quando toca.
( ) Ndo gosto de escutar musica.

2) Caso tenha respondido que gosta de escutar musica na questado anterior:
a. Qual(is) género(s) musical(is) vocé mais gosta de escutar?

b. Cite artistas, compositores(as) e/ou bandas que vocé goste.

3) Vocé canta ou toca algum instrumento musical? Qual(is)? Ha quanto tempo?

4) Vocé gosta de matematica?
( ) Gosto muito. Estudo os contelidos da escola e outros, por iniciativa propria.
( ) Gosto, mas estudo apenas os contetdos da escola.
( ) Gosto de alguns conteudos, mas outros ndo.
() Indiferente, estudo apenas o necessario para ser aprovado(a).
( ) Ndo gosto de matematica.
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5) Caso tenha respondido que gosta de matematica, cite o(s) seu(s) conteudo(s) favorito(s).

6) Vocé avalia que tem facilidade/dificuldade no aprendizado de matematica?
( ) Tenho facilidade, aprendo todos os conteudos sem dificuldades.
( ) Tenho facilidade em alguns conteudos, mas dificuldade em outros.
() Indiferente, ndo tenho facilidade nem dificuldade.
( ) Em geral, tenho dificuldades em aprender matematica.

7) Antes de iniciar o curso, vocé ja sabia que existiam relacdes entre matematica e musica?
() Nao.
() Sim. Quais? Explique.

8) Comente brevemente sobre a importancia da musica em sua vida.

9) Comente brevemente sobre a importancia da matematica em sua vida.
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Fundagdo Escola Técnica Liberato Salzano Vieira da Cunha &

Universidade Federal do Rio Grande do Sul =
£ LIBERATO UFRGS

Curso de extensao

Construindo consonancias: relagdes entre matematica e musica
Professor: Matheus Erpen Beninca
Data: 18/11/2023

Nomes:

Roteiro da Atividade: primeiro encontro

1) No monocordio, escute as notas musicais emitidas:
a. Pela corda solta, com o comprimento total;
b. Pela corda com o seu comprimento dividido por 2.

Qual a sua percepgdo sobre essas duas notas? Elas soam de forma agradavel em conjunto?

Qual é o nome dado ao intervalo entre essas duas notas?

2) Escute as notas musicais emitidas:
a. Pela corda solta, com o comprimento total;
b. Pela corda com o seu comprimento reduzido a 2/3 do comprimento total.

Qual a sua percepcdo sobre essas duas notas? Elas soam de forma agradavel em conjunto?

Qual é o nome dado ao intervalo entre essas duas notas?

Com o auxilio do monocdrdio, escutamos e construimos a escala pitagérica a partir de sucessivos
intervalos de quinta. Em alguns casos, também foi necessdrio descer uma oitava, pois o cavalete
movel sé pode ser posicionado na primeira metade do instrumento.

Considerando que a nota emitida pela corda solta do monocérdio é a nota D6, e que 0 comprimento
total da corda solta é de 63 cm, respondam:

3) Como determinar a posi¢ao do cavalete movel para obter a nota Sol, que € a quinta de D&?

4) Como determinar a posi¢cdo do cavalete movel para obter a nota Ré, que é a quinta de Sol?
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5) Como determinar a posigdo do cavalete movel para obter a nota La, que € a quinta de Ré?

6) Como determinar a posigdo do cavalete mdvel para obter a nota Mi, que é a quinta de La?

7) Como determinar a posigdo do cavalete movel para obter a nota Si, que é a quinta de Mi?

8) Como determinar a posicdo do cavalete mdvel para obter a nota Fa, cuja quinta é D6?

Considerando a construgdo descrita acima, completem a tabela abaixo:

Nota D6 Ré Mi Fa Sol La Si D6
Simbolo C3 D3 Es F3 Gs3 As Bs G
Fracdo 1 1/2

Comprimento

de corda [cm] 63

oS B RS N NS S

X X X X X X

Abaixo da tabela, junto as setas indicadas, completem as razdes entre comprimentos de notas
sucessivas. Essas razoes representam o intervalo entre duas notas consecutivas na escala pitagorica.
Note que essa razdo é a mesma entre algumas notas, mas diferente em duas delas.

9) Em quais notas a razao difere das demais?

Da teoria musical, sabemos que a escala maior é formada por intervalos sucessivos de
tom-tom-semitom-tom-tom-tom-semitom. Nesse contexto, responda:

10) Qual é arazdo que representa o intervalo de tom pitagérico?
Expresse o valor em formato de fragéo e em expansdo decimal.

11) Qual é arazdo que representa o intervalo de semitom pitagorico?
Expresse o valor em formato de fragéo e em expansdo decimal.

12) Dois intervalos de semitom pitagorico resultam em um intervalo de tom pitagorico?
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13) Represente graficamente as notas do monocdrdio e seus comprimentos de corda.

D6

Ré

Fa

Sol

La

Si

D6

Cs

D3

Es

F3

Gs

A3

Bs
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Plano de aula: segundo encontro

Titulo:
Um novo olhar: o0 som como fendmeno fisico.

Responsavel pelo plano de aula:
Matheus Erpen Beninca.

Dados da escola:
Nome: Fundacéo Escola Técnica Liberato Salzano Vieira da Cunha;
Endereco: R. Inconfidentes, 395 - Primavera, Novo Hamburgo — RS.

Dados da aula:

Data: 02/12/2023;

Turno: matutino;

Horario: das 08:30 as 12:30;
Sala: 239;

Numero de alunos: 20 (vinte).

Recursos a serem utilizados:

Audiovisual;

Quadro;

Computador com Osciloscopio;

4 trenas e/ou fitas métricas;

Diapasoes;

Mola para mostrar diferenca entre onda transversal e longitudinal,
Aplicativo no celular para medir frequéncias (GuitarTuna ou outro);
Instrumentos musicais (violdo, baixo, ukulele, e/ou outros disponiveis);
Roteiros das atividades impressos.

Objetivos:

Perceber a musica como um fendmeno fisico, com a introdu¢do do conceito de onda
propagando-se em um meio e dos conceitos de comprimento de onda, frequéncia, amplitude,
intensidade e timbre. Contextualizar a mudanca de perspectiva ocorrida apos o Renascimento
(cerca de dois milénios apos Pitagoras), desde as limitacOes apontadas por estudiosos da época
na abordagem puramente aritmética da musica até a aceitacdo pela comunidade musical da
escala de igual temperamento. Trabalhar matematicamente com a relagdo inversamente
proporcional entre frequéncia e comprimento de onda. Comentar sobre os harmoénicos e a
explicacdo fisica para o problema da consonancia.

Descricdo detalhada das atividades:

Momento inicial de escuta musical: Hijos Del Sol, de Hermanos Gutierrez
https://www.youtube.com/watch?v=8VtsFK3anpg
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Inicialmente sera feita uma breve revisdo no quadro do que fora visto no encontro anterior,
lembrando da construcdo da escala pitagérica com o monocordio. Com o violdo, mostrar que a
espessura das cordas e a tensdo aplicada também determina a altura do som, o que indica que o
comprimento de corda, sozinho, pode néo ser suficiente para explicar a complexidade do som.

Apos, serd dado inicio a uma pequena aula expositiva mesclada com experimentos. Na primeira
parte sera tratado o contexto historico do Renascimento, iniciando com algumas contribuicdes
de Zarlino e exploragdo no quadro de relagbes mateméticas do Sendrio, passando para a Visao
critica da abordagem aritmética pitagorica apontada por Vincenzo Galilei e seu filho, Galileu
Galilei, e finalizando com a amostra de inimeros matematicos e fisicos que trabalharam na
concepcao do som como onda, chamando a atencdo para a ciéncia como construcdo humana.
Na segunda parte serd trabalhado o conceito de onda sob a perspectiva fisica, em uma
experiéncia de docéncia compartilhada com os professores de fisica da escola, que se
disponibilizaram a participar, mesclando explicacdes e experimentos simples. Aos poucos, serd
dada maior importancia ao conceito de frequéncia, que serd alvo de um trabalho mais
aprofundado na préxima etapa da aula.

Apdbs essa introducdo teorica, a turma sera convidada a uma pratica com os instrumentos
musicais disponiveis. Cada grupo ficard com um instrumento, e devera medir frequéncias das
notas (pelo aplicativo) em comparacdo com o comprimento de corda L (com fita métrica). Os
dados coletados deverdo ser organizados, na ideia de tentar descobrir a relagéo inversamente
proporcional entre as grandezas. Com a atividade também sera possivel relacionar o produto
entre L e f com a velocidade de propagacdo da onda na corda, ainda que seja necessario um
ajuste considerando a relacdo entre L e A, conforme abordado no capitulo 2. A velocidade, por
sua vez, depende da espessura da corda e a forca de tragdo na corda. As grandezas poderdo néo
apenas ser medidas/calculadas, mas também percebidas sensorialmente. Para essa etapa, sera
impresso um roteiro que sera entregue aos grupos.

Apds a entrega da atividade sera feita uma roda de conversa entre toda a turma para
compartilhar as descobertas de cada grupo com cada instrumento. Serdo incentivadas as
comparacg0es do tipo: o baixo tem um bra¢o mais longo e cordas mais espessas, para possibilitar
a emissdo de notas mais graves. Ja o ukulele tem cordas finas e bracgo curto, para possibilitar a
emissdo de notas agudas. Discussfes sobre outros assuntos e relacdes com a matematica
poderdo ser estabelecidas. Por fim cabe dar énfase a influéncia dos harmdnicos no som de cada
instrumento, alterando o timbre da nota, e trazendo uma resposta da fisica ao problema da
consonancia.

Uma terceira etapa da aula serd dedicada aos grupos apresentarem as musicas escolhidas na
aula anterior, com abertura para comentarios buscando relacdes com o que foi estudado nas
aulas. Todos serdo convidados a participar no sentido de discutirem o que aprenderam nos dois
encontros.

Ao final sera apresentado o video da mdusica El Invento de Jose Gonzélez, abrindo um debate
sobre a letra e reflexdes sobre a beleza da musica, da ciéncia e da natureza.

José Gonzéalez — El invento
https://www.youtube.com/watch?v=iKMukvOvgTM

Também sera enviado um questionario (formulario online), por e-mail, para que os estudantes
preencham suas impressdes/aprendizados e sugestdes apds 0s dois encontros.
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Cronograma previsto:

Previsdo horaria | Tipo Resumo da Atividade

08:30 — 08:45 Coletiva Apresentacdo e escuta musical

08:45 - 09:00 Coletiva Breve revisdo do encontro passado (no quadro e monocoérdio).

09:00 - 09:50 Coletiva Aula sobre ondas com a participacgéo de professores de fisica da escola.
09:50 — 10:00 Coletiva Enunciado da atividade e divisdo da turma em grupos.

10:00 - 10:20 Grupos Intervalo

10:20 - 11:20 Grupos Atividade pratica: medida de frequéncias com instrumentos musicais.
11:20-11:40 Coletiva Roda de conversa sobre o que foi descoberto por cada grupo.
11:40-12:30 Coletiva Apresenta¢do das musicas e finalizacéo.
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Fundagéo Escola Técnica Liberato Salzano Vieira da Cunha &

Universidade Federal do Rio Grande do Sul =
&) LIBERATO UFRGS

Curso de extensao

Construindo consonancias: relagbes entre matematica e musica
Professor: Matheus Erpen Beninca
Data: 02/12/2023

Nomes:

Roteiro da Atividade: segundo encontro

1) Qual o nome do instrumento musical analisado pelo grupo?

2) Representem e descrevam este instrumento: formato, tamanho, nimero de cordas,
afinacdo das cordas, entre outras caracteristicas que acharem importantes.

Na aula de hoje estudamos algumas propriedades fisicas do som, entre elas a frequéncia sonora.
Agora iremos escutar as notas musicais geradas por cordas vibrantes e medir as suas frequéncias.

Escolham duas cordas do instrumento recebido. Em cada corda escolhida, megam o comprimento
de vibragdo para cada casa pressionada (do traste até a extremidade fixa) com trena ou fita métrica
e verifiquem as frequéncias das notas geradas com o aplicativo. Completem as tabelas.

Obs.: As cordas sGo numeradas de baixo para cima.

Numero e afinagdo da corda:

Comprimento L Frequéncia
Casa pressionada Nota p q f Produto f.L | Razdo f/L
Unidade: m Unidade: Hz

Nenhuma (corda solta)

22 casa

42 casa

52 casa

72 casa

92 casa

112 casa

122 casa
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Numero e afinagdo da corda:

Casa pressionada

Nota

Comprimento L
Unidade: m

Frequéncia f
Unidade: Hz

Produto f.L

Razdo f/L

Nenhuma (corda solta)

22 casa

42 casa

52 casa

72 casa

92 casa

112 casa

122 casa

Com base nos dados das tabelas, respondam:

3) Vocés observam algum padrdo na coluna do produto f.L? E na da razdo f/L?

4) Com base naresposta do item anterior, como vocés relacionam as grandezas fe L?

5) Expliquem a resposta dos itens anteriores com base nos conceitos fisicos estudados na aula.

O produto f.L e/ou a razdo f/L representam alguma grandeza fisica estudada? Qual(is)?

6) A sequéncia de casas pressionadas, indicadas na tabela, gera uma escala maior. Efetuem a
divisdo entre frequéncias sucessivas e entre comprimentos sucessivos para encontrar os

intervalos de tom e de semitom usados na construgdo do instrumento.

Obs.: Lembrando que a escala maior é composta por intervalos de tom-tom-semitom-tom-tom-tom-semitom.

7) Comparando as tabelas das duas cordas, quais semelhangas e quais diferengas vocés

observam? Justifiquem, com base nos conceitos matematicos e fisicos estudados.
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CARTA DE ANUENCIA DA ESCOLA

O Diretor da Fundacdo Escola Técnica Liberato Salzano Vieira da Cunha, localizada na cidade de Novo
Hamburgo, declara estar ciente e de acordo com a participacdo dos estudantes e professores desta escola nos termos
propostos no trabalho de conclusdo de curso intitulado “CONSTRUINDO CONSONANCIAS: RELACOES
ENTRE MATEMATICA E MUSICA”, que tem como objetivos planejar, aplicar e avaliar uma prética de ensino
e aprendizagem interdisciplinar, no contexto do ensino médio, envolvendo matematica e musica. Esta pesquisa
encontra-se sob responsabilidade do professor orientador Alexandre Tavares Baraviera, da Universidade Federal
do Rio Grande do Sul, e sera desenvolvida pelo académico e pesquisador Matheus Erpen Beninca, vinculado ao
curso de Licenciatura em Matematica da Universidade Federal do Rio Grande do Sul.

A presente autorizagdo esté condicionada ao cumprimento dos requisitos das resolugdes 466/2012 e 510/2016 do
Conselho Nacional da Saude, Ministério da satide, comprometendo-se 0s pesquisadores a usar os dados pessoais
dos sujeitos da pesquisa exclusivamente para fins cientificos, mantendo o sigilo e garantindo a ndo utilizacdo das
informacgdes em prejuizo dos sujeitos.

Novo Hamburgo, de de

Nome do(a) Diretor:

Assinatura

Professor responsavel (UFRGS): Alexandre Tavares Baraviera

Assinatura
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TERMO DE ASSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO - TALE

Vocé esta sendo convidado(a) a participar como voluntéario da pesquisa “CONSTRUINDO CONSONANCIAS:
UMA PRATICA INTERDISCIPLINAR ENTRE MATEMATICA E MUSICA NO ENSINO MEDIO” sob
responsabilidade do professor orientador Alexandre Tavares Baraviera e do académico e pesquisador Matheus
Erpen Beninca, da Universidade Federal do Rio Grande do Sul (UFRGS). O estudo sera realizado com base na
participacdo dos estudantes em dois encontros voluntérios, aos sabados, fora do horério de aula, nos quais seréo
utilizados instrumentos musicais, videos, audios e materiais para registro das atividades, dinamicas e producdes.
As producdes dos estudantes, descricdes e fotografias das dindmicas de sala de aula poderdo ser utilizadas em
trabalhos de conclusdo de curso e em artigos/congressos, exclusivamente para fins cientificos de divulgacdo da
pesquisa, nos quais 0os nomes dos estudantes serdo mantidos em sigilo. Os objetivos principais da pesquisa sdo
planejar, aplicar e avaliar uma pratica de ensino e aprendizagem interdisciplinar, no contexto do ensino médio,
envolvendo matematica e muisica. Mais especificamente, a pratica abordara a construcdo de consonancias
musicais, através da percepcdo musical e da determinagdo de relagdes matematicas entre notas musicais. A
metodologia de pesquisa empregada tem carater qualitativo, isto é, os dados recolhidos sdo ricos em pormenores,
descritivos relativamente a pessoas, locais e conversas, buscando apreender as perspectivas dos participantes
acerca da prética educativa proposta em toda sua complexidade. Podera haver um risco de vocé se sentir cansado(a)
ou desconfortavel durante o desenvolvimento da pratica com instrumentos musicais, videos, audios ou durante o
registro de atividades. Os seus pais (ou responsaveis) autorizaram vocé a participar desta pesquisa, caso vocé
deseje. Vocé ndo precisa se identificar e esta livre para participar ou ndo. Caso inicialmente vocé deseje participar,
posteriormente vocé também esta livre para, a qualquer momento, deixar de participar da pesquisa. O responsavel
por vocé também podera retirar o consentimento ou interromper a sua participacdo a qualquer momento. Vocé
podera consultar o pesquisador responsavel sempre que quiser, por e-mail ou pelo telefone da instituicdo, para
esclarecimento de qualquer divida. Todas as informagdes por vocé fornecidas e os resultados obtidos serdo
mantidos em sigilo, e estes Ultimos s6 serdo utilizados para divulgacdo em trabalhos de conclusdo de curso,
reunides e revistas cientificas. Vocé sera informado de todos os resultados obtidos, independentemente do fato de
estes poderem mudar seu consentimento em participar da pesquisa. Vocé néo teré quaisquer beneficios ou direitos
financeiros sobre 0s eventuais resultados decorrentes da pesquisa. Este estudo € importante porque seus resultados
fornecerdo informagfes para o desenvolvimento e aprimoramento de préticas de ensino e aprendizagem
interdisciplinares, no contexto do ensino médio, envolvendo matematica e masica, contribuindo, assim, para a
educacdo basica. Diante das explicac@es, se vocé concorda em participar deste projeto de pesquisa, fornega o seu
nome e coloque sua assinatura a seguir.

Nome:

Local e Data: Novo Hamburgo, 18 de novembro de 2023

Participante Pesquisador(a) responsavel
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TERMO DE CONSENTIMENTO INFORMADO

Eu, , R.G. , responsavel pelo(a)
aluno(a) , da turma , declaro, por meio deste termo,
que concordei em que o(a) aluno(a) participe da pesquisa intitulada CONSTRUINDO CONSONANCIAS: UMA
PRATICA INTERDISCIPLINAR ENTRE MATEMATICA E MUSICA NO ENSINO MEDIO, desenvolvida
pelo(a) pesquisador(a) Matheus Erpen Beninca. Fui informado(a), ainda, de que a pesquisa é orientada por
Alexandre Tavares Baraviera, a quem poderei contatar a qualquer momento que julgar necessario, por meio do
telefone ou e-mail

Tenho ciéncia de que a participacdo do(a) aluno(a) ndo envolve nenhuma forma de incentivo financeiro,
sendo a Unica finalidade desta participacdo a contribuicdo para o sucesso da pesquisa. Fui informado(a) dos
objetivos estritamente académicos do estudo, que, em linhas gerais, sdo: planejar, aplicar e avaliar uma pratica de
ensino e aprendizagem interdisciplinar, no contexto do ensino médio, envolvendo matematica e musica.

Fui também esclarecido(a) de que os usos das informacdes oferecidas pelo(a) aluno(a) sera apenas em
situacOes académicas (artigos cientificos, palestras, seminarios, trabalhos de concluséo de curso etc.), identificadas
apenas pela inicial de seu nome e pela idade.

A colaboracéo do(a) aluno(a) se fard por meio de producdes escritas, bem como da participacdo em
dinamicas em sala de aula, em que ele(ela) serd observado(a) e sua produgdo analisada, sem nenhuma atribuicéo
de nota ou conceito as tarefas desenvolvidas. No caso de fotos ou filmagens, obtidas durante a participacdo do(a)
aluno(a), autorizo que sejam utilizadas em atividades académicas, tais como artigos cientificos, palestras,
semindrios, trabalhos de conclusdo de curso etc, sem identificagdo. Esses dados ficardo armazenados por pelo
menos 5 anos apds o término da investigagéo.

Cabe ressaltar que a participacdo nesta pesquisa ndo infringe as normas legais e éticas. No entanto, podera
ocasionar algum constrangimento dos participantes ao precisarem responder a algumas perguntas sobre o
desenvolvimento de seus trabalhos na escola. A fim de amenizar este desconforto sera mantido o anonimato de
todas as respostas. Além disso, asseguramos que o estudante podera deixar de participar da investigacdo a qualquer
momento, caso ndo se sinta confortavel com alguma situacéo.

Como beneficios, esperamos com este estudo, produzir informacBes importantes sobre praticas
interdisciplinares entre matematica e musica, a fim de que o conhecimento construido possa trazer contribui¢des
relevantes para a area educacional.

A colaboracdo do(a) aluno(a) se iniciard apenas a partir da entrega desse documento por mim assinado.

Estou ciente de que, caso eu tenha ddvida, ou me sinta prejudicado(a), poderei contatar o(a)
pesquisador(a) responsavel pelo telefone ou e-mail .

Fui ainda informado(a) de que o(a) aluno(a) pode se retirar dessa pesquisa a qualquer momento, sem
sofrer quaisquer san¢Bes ou constrangimentos.

Novo Hamburgo, 18 de novembro de 2023.

Assinatura do Responsavel:

Assinatura do(a) pesquisador(a):

Assinatura do Orientador da pesquisa:

Construindo consonancias: uma préatica interdisciplinar entre matematica e muasica no ensino médio



