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Resumo 

Ferramentas numéricas e experimentais se complementam no estudo de diversos 

sistemas e cada uma apresenta vantagens e limitações. Em termos de aspectos numéricos, 

destaca-se a lacuna científica relacionada a estimativas acuradas do erro de discretização 

espacial em simulações de escoamentos com bolhas. Em relação a aspectos experimentais, um 

importante desafio no estudo de escoamentos complexos é o de se obter dados confiáveis a 

partir de técnicas ópticas de obtenção de imagens. Nesse contexto, considerando escoamentos 

com bolhas dispersas, este trabalho tem como objetivos principais (A) realizar uma investigação 

comparativa da adequabilidade de estimadores do erro de discretização espacial para análises 

numéricas e (B) desenvolver e avaliar um algoritmo com base no filtro de Kalman para 

caracterização experimental do sistema. Para a parte numérica do trabalho, os métodos de 

estimação do erro considerados foram: a extrapolação de Richardson (RExt), o método proposto 

por Eça e Hoekstra com mínimos quadrados ponderados (EH-wLS), e o estimador direto da 

série de Taylor (DTS). Os estimadores foram analisados com base em soluções de diferentes 

modelos para o escoamento: o modelo de dois fluidos padrão (TFM), uma versão hiperbólica 

do TFM (hTFM), e o modelo de mistura (MixtM). Médias geométricas da estimativa do erro e 

da diferença entre a solução obtida com a malha considerada e uma solução quase independente 

da malha foram usadas como métricas de comparação para os estimadores do erro. As 

estimativas do erro de discretização espacial com o método DTS apresentaram baixa acurácia 

para malhas grossas. Ambos os métodos EH-wLS e RExt geraram bons resultados para o 

MixtM, com o segundo sendo favorecido por seu menor custo computacional. O método RExt 

não conseguiu lidar adequadamente com a convergência oscilatória exibida pelo hTFM. O EH-

wLS foi o único método que exibiu boa adequabilidade tanto para o MixtM quanto para o 

hTFM. Em relação à parte experimental deste trabalho, o algoritmo desenvolvido foi aplicado 

para escoamentos com bolhas a duas vazões de aeração, de 3 e 5 L/min, utilizando mais de 

14000 imagens sequenciais. Os resultados obtidos estão de acordo com trabalhos da literatura: 

(i) os histogramas de tamanhos de bolha se ajustaram adequadamente a distribuições log-

normal; (ii) a velocidade das bolhas foi similar entre os escoamentos com diferentes vazões de 

aeração devido ao efeito de obstrução para a ascensão de bolhas gerado pela proximidade das 

mesmas na vazão de aeração mais alta; (iii) os valores médios locais dos números adimensionais 

Eötvös e Reynolds exibiram uma correlação linear entre eles, com os coeficientes de correlação 

dependentes da vazão de aeração. A acurácia do algoritmo empregado foi quantificada em 

termos da raiz da diferença quadrática média (NRMSD) entre os resultados médios locais 

obtidos com o algoritmo e aqueles obtidos com o procedimento manual. Os valores de NRMSD 

indicam que o algoritmo apresenta boa acurácia para a determinação de velocidade das bolhas, 

com um erro de aproximadamente 6 e 15 % para os escoamentos a 3 e 5 L/min, respectivamente.  

Palavras-chave 

Escoamento com bolhas dispersas; Erro de discretização espacial; CFD; Técnica óptica de 

aquisição de imagens; Filtro de Kalman.  



Abstract 

Both numerical and experimental tools support the study of several systems, and each 

presents their own advantages and limitations. Considering numerical aspects, there is a 

scientific gap related to accurate spatial discretization error estimates in bubbly flow 

simulations. Regarding experimental aspects, a major challenge on studying complex bubbly 

flows is to obtain reliable data from optical imaging techniques. In this context, this work 

includes two main objectives: (A) investigate comparatively the suitability of spatial 

discretization error estimators for the simulations of a benchmark bubbly flow and (B) develop 

and evaluate an algorithm with the Kalman filter for the characterization of complex bubbly 

flows consisting of large, deformable, non-spherical, and overlapping bubbles. For the 

numerical work, the following error estimation methods were considered: the Richardson 

extrapolation (RExt), the method proposed by Eça and Hoekstra using weighted least-squares 

(EH-wLS), and the direct Taylor series (DTS). These estimators were compared based on 

solutions obtained with three modeling approaches for the bubbly flow: standard two-fluid 

model (TFM), a hyperbolic version of the TFM (hTFM), and mixture model (MixtM). 

Geometric means of the error estimate and of the difference between the solution obtained with 

the considered mesh and a nearly mesh-independent solution were used as comparison metrics 

for the error estimators. The DTS estimates were considered too inaccurate for coarse meshes. 

Both EH-wLS and RExt methods generated very good results for the MixtM, with the latter 

being favored by its lower computational cost. The RExt method could not deal adequately with 

the oscillatory convergence exhibited by the hTFM. The EH-wLS was the only method that 

showed good suitability for both MixtM and hTFM. For the experimental work, the developed 

algorithm was employed for bubbly flows generated by two aeration rates, of 3 and 5 L/min, 

using more than 14000 frames. The obtained results were in agreement with published papers: 

(i) the histograms of bubble sizes for both flows were adequately fitted by log-normal 

distributions; (ii) the velocity of the bubbles presented a low difference between airflow rates 

due to the hindering effect of bubble proximity at the higher airflow rate; (iii) the dimensionless 

numbers Eötvös and Reynolds showed a linear correlation between them, with a dependence of 

the correlation coefficients on the airflow rate. The accuracy of the employed algorithm was 

quantified using the normalized root mean squared difference (NRMSD) between the local 

results obtained with the algorithm and the local results obtained with a manual procedure. The 

NRMSD values indicated that the developed algorithm presents good accuracy for the bubble 

velocity determination, with an error of approximately 6 % and 15 % for the flows at 3 and 

5 L/min, respectively. 

Keywords 

Bubbly flow; Spatial discretization error; CFD; Optical imaging; Kalman filter.  
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Capítulo 1 

 

Introdução 

 

1.1 Motivação e objetivos 

A importância de escoamentos com bolhas é evidenciada pela presença dos mesmos em 

diversos processos industriais, em equipamentos como reatores de coluna de bolhas, 

evaporadores, e trocadores de calor. Compreender os padrões de escoamento em tais sistemas 

é relevante para o projeto de novos equipamentos, escalonamento de equipamentos existentes, 

e para o desenvolvimento e melhoria de técnicas de otimização e controle.  

Para o estudo desses escoamentos, dois grandes grupos de ferramentas são utilizados, 

sendo elas experimentais e numéricas, cada qual com suas vantagens e limitações. As medições 

experimentais podem ser destrutivas, invasivas, demoradas e caras. Por outro lado, as 

metodologias numéricas podem utilizar modelos matemáticos que não retratem de maneira 

acurada o fenômeno estudado, possuir problemas de estabilidade numérica e exigir alta 

capacidade computacional.  

Dentre as ferramentas experimentais, as chamadas não-invasivas, em especial 

ferramentas ópticas de aquisição de imagens, têm sido o foco de diversas pesquisas em 

escoamentos com bolhas (AL-YAHIA; YOON; JO, 2019; AUGUSTYNIAK; PERKOWSKI; 

MOSDORF, 2020; BORER; DELBRUCK; RÖSGEN, 2017; CERQUEIRA et al., 2018; FU; 
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LIU, 2018; GHORBANI et al., 2016; HESSENKEMPER; ZIEGENHEIN, 2018; KIM; PARK, 

2019; LEGENDRE; ZEVENHOVEN, 2019; LIU et al., 2020; MANDALAHALLI et al., 2020; 

PRAKASH; KUMAR MAJUMDER; SINGH, 2020; WANG; LAI; SOCOLOFSKY, 2019; 

ZHAO et al., 2017; ZHOU; NIU, 2020), justamente pelo fato de que essas ferramentas não 

ocasionam perturbações no escoamento. 

Contudo, obter informações úteis, acuradas e confiáveis a partir das imagens adquiridas 

ainda representa um desafio para escoamentos mais complexos devido à, e.g., sobreposição de 

bolhas, polidispersão de tamanho de bolhas e presença de bolhas fora de foco (CERQUEIRA 

et al., 2018; LEGENDRE; ZEVENHOVEN, 2019; MANDALAHALLI et al., 2020; 

SHEPARD; HÖFT, 2019; ZHOU; NIU, 2020). 

As metodologias existentes para a determinação da trajetória de bolhas podem ser 

classificadas em dois grandes grupos: as relacionadas a inferência probabilística (e.g., o filtro 

de Kalman e o filtro de Partícula) e as relacionadas a otimização determinística (e.g., a 

Correspondência de Grafos Bipartidos e a Programação Dinâmica). Ao contrário das 

ferramentas de otimização determinística, as de inferência probabilística podem ser aplicadas 

para rastrear objetos em tempo real, o que configura uma vantagem relevante no seu uso em 

estratégias de controle em plantas industriais. Dentre as ferramentas de inferência 

probabilística, apesar de o filtro de Kalman ser tipicamente apenas capaz de lidar com sistemas 

dinâmicos lineares, essa característica não representa uma restrição neste trabalho devido à alta 

taxa de aquisição de imagens utilizada, a qual permite a aproximação do movimento das bolhas 

como sendo linear de uma imagem para outra.  

O KF tem sido empregado como parte de algoritmos de extração de dados de imagem 

para obter trajetórias e velocidades de múltiplos objetos simultaneamente em diversos sistemas 

de alta complexidade, como pessoas em multidões, estruturas virais em imagens de 

microscópio, e veículos em tráfego (ABDULGHAFOOR; ABDULLAH, 2022; BABU; 

PARTHASARATHY, 2022; KLASEN; STEINHAGE, 2022; RITTER et al., 2021; WANG; 

MU, 2020; WOJKE; BEWLEY; PAULUS, 2017; XIAO et al., 2022; XU et al., 2022). Ainda 

assim, apenas alguns poucos trabalhos científicos fizeram uso do KF em escoamentos com 

bolhas e, apesar das relevantes contribuições desses trabalhos, eles não contemplaram a análise 

de escoamentos de bolhas em líquidos tipicamente encontrados em aplicações industriais. 

Escoamentos de bolhas em líquido em aplicações industriais comumente são não-homogêneos, 
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contém bolhas não-esféricas (MIKAELIAN et al., 2015; ZIEGENHEIN; LUCAS, 2019) e 

bolhas grandes de formato cap-spherical (RUZICKA; PUNCOCHAR; SIMCIK, 2021). 

Em termos de ferramentas numéricas, diversos pesquisadores têm focado seus trabalhos 

na modelagem de escoamentos com bolhas através do uso da fluidodinâmica computacional 

(CFD, computational fluid dynamics) (ASKARI; PROULX; PASSALACQUA, 2018; 

BHUSARE et al., 2017; CHERNYSHEV; SCHIMIDT, 2017; DA COSTA ÁVILA; 

TESSARO; CARDOZO, 2019; FRAGA et al., 2016; HEYLMUN et al., 2019; LI; LI, 2019; 

LIAO et al., 2019; MARSCHALL et al., 2011; MCCLURE et al., 2014; SARDINA et al., 2019; 

SILVA; D&APOS;ÁVILA; MORI, 2012). 

A modelagem de escoamentos com bolhas utilizando a complexa combinação das 

equações de balanço monofásicas (equações locais instantâneas) de cada fase e equações das 

múltiplas interfaces móveis não é uma estratégia realística para aplicações industriais (ISHII; 

HIBIKI, 2011), especialmente devido ao alto custo computacional associado ao uso dessa 

metodologia. Por causa disso, modelos conceituais foram desenvolvidos, baseados em médias 

de variáveis locais, sendo o modelo de dois fluidos (TFM, two-fluid model) e o modelo de 

mistura (MixtM, mixture model) os mais utilizados (ISHII; HIBIKI, 2011; KOLEV, 2015; 

MOREL, 2015; PROSPERETTI; TRYGGVASON, 2007; YEOH; TU, 2010). O TFM é um 

modelo mais complexo e completo que o modelo de mistura e consegue predizer fenômenos 

associados à interação dinâmica entre as fases (ISHII; HIBIKI, 2011).  

Uma grande desvantagem do TFM clássico é que suas equações são apenas 

condicionalmente hiperbólicas e suas regiões de hiperbolicidade são relativamente pequenas 

comparadas com o tamanho do domínio de existência de solução f ísica. A falta de 

hiperbolicidade frequentemente resulta em uma série de dificuldades, algumas delas inter-

relacionadas: mal condicionamento matemático; aumento das instabilidades numéricas 

conforme a malha é refinada; limitações em termos de testes de verificação de código e de 

avaliação da acurácia e precisão das predições (BERTODANO et al., 2017; PANICKER; 

PASSALACQUA; FOX, 2018; PROSPERETTI; TRYGGVASON, 2007). Essas dificuldades 

são particularmente críticas para o uso de estimadores de erro, os quais são essenciais quando 

se objetiva aplicar resultados CFD como parte de algoritmos de refinamento adaptativo ou 

ferramentas de otimização e controle. 
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Diversos pesquisadores têm desenvolvido formulações hiperbólicas do modelo de dois 

fluidos (hTFM, hyperbolic two-fluid model) (DAVIDSON, 1990; JARETEG et al., 2017; 

LAHEY et al., 1980; LHUILLIER; CHANG; THEOFANOUS, 2013; LI et al. , 2018; 

PANICKER; PASSALACQUA; FOX, 2018; SONDERMANN et al., 2019; TISELJ; 

PETELIN, 1997; TOUMI; KUMBARO, 1996). Apesar disso e da importância amplamente 

conhecida de se obter estimativas confiáveis do erro de discretização espacial, os artigos 

científicos relacionados à simulação de escoamentos com bolhas não utilizam estimadores de 

erro.  

Com base no que foi discutido nos últimos parágrafos, esse trabalho tem como objetivos, 

considerando escoamentos com bolhas dispersas: (A) realizar uma investigação comparativa da 

adequabilidade de estimadores do erro de discretização espacial para análises numéricas; e (B) 

desenvolver e avaliar um algoritmo com base no filtro de Kalman para caracterização 

experimental do sistema. 

 Para isso, definiram-se os seguintes objetivos específicos: 

(A1) aferir as regiões de hiperbolicidade do MixtM e do TFM; 

(A2) realizar análise comparativa de predições para a seleção de submodelos de 

interação interfacial para a abordagem de dois fluidos; 

(A3) realizar a comparação das predições com dados experimentais da literatura 

(DEEN; SOLBERG; HJERTAGER, 2001) e analisar comparativamente a 

predição da dinâmica do escoamento com as três abordagens de modelagem 

empregadas; 

(A4) realizar análise de desempenho de diferentes estimadores do erro de discretização 

espacial, nomeadamente, a extrapolação de Richardson (RExt) (OBERKAMPF; 

ROY, 2010; PHILLIPS; ROY, 2014; ROACHE, 1994; ROY, 2003; SILVA et al., 

2018), o método proposto por Eça e Hoekstra (EÇA; HOEKSTRA, 2002, 2014) 

utilizando o método dos mínimos quadrados ponderados (EH-wLS), e o estimador 

direto da série de Taylor (DTS) (JASAK, 1996; JASAK; GOSMAN, 2000).  

 

(B1) projetar e construir um sistema experimental de escoamentos não-homogêneos 

com bolhas não-esféricas dispersas no meio líquido para duas vazões de entrada 
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de ar, 3 e 5 L/min, e um sistema óptico de aquisição de imagens para 

caracterização dos escoamentos; 

(B2)  implementar um algoritmo para processamento e extração de dados das imagens 

coletadas utilizando o filtro de Kalman para aferição da velocidade das bolhas; 

(B3)  caracterizar os escoamentos com base nos grupos adimensionais Eötvös, Morton 

e Reynolds e na distribuição de diâmetro e velocidade das bolhas; 

(B4)  quantificar a acurácia do algoritmo empregado. 

 

1.2 Estrutura do trabalho 

Além do presente capítulo, este trabalho contém outros quatro, cujos conteúdos se 

detalham a seguir. 

No Capítulo 1, foi realizada a contextualização do trabalho, apresentação das suas 

motivações e objetivos, e descrição da sua estrutura. 

No Capítulo 2, são apresentados os fundamentos teóricos relacionados a escoamentos 

com bolhas e diferentes aspectos de sua modelagem e caracterização experimental a partir de 

imagens, assim como a teoria e as equações relacionadas aos estimadores do erro de 

discretização espacial e ao filtro de Kalman. A revisão da literatura referente a estudos de 

discretização de malha e a estudos que utilizam o filtro de Kalman na obtenção de dados 

experimentais para o tipo de escoamento em questão também é abordada. 

No Capítulo 3, a metodologia é descrita em duas partes – Metodologia Numérica e 

Metodologia Experimental. Na parte de Metodologia Numérica, são descritas as informações 

sobre os modelos, implementações, malhas, condições de contorno, aspectos numéricos das 

simulações e estimadores do erro de discretização espacial empregados. Na parte de 

Metodologia Experimental, são descritas as informações a respeito do sistema experimental de 

caracterização dos escoamentos, números adimensionais computados, captura e tratamento das 

imagens, identificação das bolhas, determinação da velocidade das bolhas com uso do filtro de 

Kalman, rastreamento de múltiplas bolhas simultaneamente e determinação da distribuição 

espacial das variáveis de interesse. Além disso, em ambas as partes, detalha-se os escoamentos 
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e colunas de bolhas estudados e a aplicação de análises estatísticas e métricas para comparação 

e avaliação de acurácia dos resultados. 

No Capítulo 4, os resultados são exibidos e discutidos. Em relação aos resultados 

numéricos, após análise de hiperbolicidade das estratégias de modelagem utilizadas (TFM, 

hTFM, e MixtM) e análise de predições obtidas com diferentes submodelos para o TFM e o 

hTFM, é tratado da convergência de malha, feita uma comparação das predições obtidas aqui 

com dados experimentais da literatura, analisado o comportamento dinâmico do escoamento 

predito pelos modelos, e avaliado o desempenho dos diferentes estimadores do erro de 

discretização espacial utilizados. Em relação aos resultados experimentais, é realizada 

incialmente uma análise de caracterização dos escoamentos com base em grupos adimensionais 

relevantes e na distribuição de diâmetro e velocidade das bolhas. Em um segundo momento, a 

quantificação de acurácia do algoritmo empregado é realizada com base em métricas 

previamente definidas. 

No Capítulo 5, são apresentadas as conclusões do trabalho juntamente com as 

possibilidades de trabalhos futuros. 
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Apêndice A  

Distribuições e Valores Médios de Estimativas do Erro 

Os histogramas das estimativas do erro estão exibidos na Figura A.1 (para o hTFM) e 

Figura A.2 (para o MixtM). A maioria dos histogramas das estimativas obtidas com os métodos 

DTS e EH-wLS mostram distribuições assimétricas com maior dispersão à direita da média, 

para as quais a média geométrica resulta em um valor médio mais representativo. Apesar de 

esse não ser o caso para o RExt, o emprego da média geométrica no lugar da média aritmética 

não afetou a análise dos resultados nesse caso, como pode ser visto na Tabela A.1, que compara 

valores obtidos com os dois procedimentos de média. 

  

 

 

Figura A.1: Histogramas das estimativas de erro obtidas para o hTFM com os métodos (a) EH-wLS 

(M2-M5), (b) DTS, e (c) RExt (M3-M5). Apenas resultados obtidos empregando as malhas mais finas 

para a estimação do erro pelos métodos que necessitam de mais de uma malha (indicadas entre 

parênteses), EH-wLS e RExt, são exibidos.  

 

(a) EH-wLS 

(b) DTS 

(c) RExt 
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Figura A.2: Histogramas das estimativas de erro obtidas para o MixtM com os métodos (a) EH-wLS 

(M1-M5), (b) DTS, e (c) RExt (M3-M5). Apenas resultados obtidos empregando as malhas mais finas 

para a estimação do erro pelos métodos que necessitam de mais de uma malha (indicadas entre 

parênteses), EH-wLS e RExt, são exibidos. 

 

 

 

 

 

 

 

(a) EH-wLS 

(b) DTS 

(c) RExt 
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Tabela A.1: Comparação entre as médias geométrica e aritmética dos valores relativos das estimativas 

do erro, 휀ℎ𝑖

∗ , para os valores locais de velocidade do gás. Apenas resultados obtidos empregando as 

malhas mais finas para a estimação do erro pelos métodos que necessitam de mais de uma malha 

(indicadas entre parênteses), EH-wLS e RExt, são exibidos. 

Modelo Malha 
𝜺𝒉𝒊

∗  (%) 

Média geométrica Média aritmética 

  
EH-wLS 

(M2-M5) 
DTS 

RExt 

(M3-M5) 

EH-wLS  

(M2-M5) 
DTS 

RExt 

(M3-M5) 

hTFM 

M1 - 22,7 - - 36,9 - 

M2 9,0 7,2 - 12,5 9,3 - 

M3 6,1 3,9 21,5 8,8 4,6 27,4 

M4 3,9 3,2 28,4 5,5 3,3 32,6 

M5 2,9 2,5 26,7 4,2 2,7 30,8 

  
EH-wLS 

(M1-M5) 
DTS 

RExt 

(M3-M5) 

EH-wLS 

 (M1-M5) 
DTS 

RExt 

(M3-M5) 

MixtM 

M0 - 51,7 - - 87,5 - 

M1 3,0 18,1 - 3,0 40,5 - 

M2 1,1 3,2 - 1,2 7,0 - 

M3 0,7 1,5 0,7 0,9 1,6 0,8 

M4 0,5 0,9 0,3 0,7 1,0 0,4 

M5 0,3 0,7 0,2 0,5 0,7 0,3 

 

 

 

 


