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Resumo

Uma extensao de Ore é, essencialmente, uma estrutura de anel no modulo livre A[X],
onde os elementos de A nao necessariamente comutam com a indeterminada X e para a
qual vale a regra do grau, deg(pq) < deg(p) + deg(q). Uma algebra de Hopf fraca sobre
um anel comutativo ¢ um moédulo, munido de uma estrutura de algebra, uma estrutura
de coalgebra, alguns axiomas de compatibilidade entre estas estruturas e um morfismo
especial S € Endy(H). Assim, uma extensao de Hopf-Ore fraca é uma extensao de Ore
de uma algebra de Hopf fraca, munida de uma estrutura de algebra de Hopf fraca que
estende a estrutura da algebra de Hopf fraca original. Neste trabalho, vamos apresentar
condigoes necessarias e suficientes para a constru¢ao de uma extensao de Hopf-Ore fraca
cujo gerador é primitivo fraco, trazendo para o contexto de algebras sobre anéis comuta-
tivos os resultados obtidos por R. dos Santos [16, 2017]. Em especial, vamos apresentar a
classificagao destas extensoes quando H é uma algebra de grupoéide conexo.

Palavras-chave: Extensoes de Ore. Algebras de Hopf fracas. Aneis comutativos. Alge-
bras de grupdide.
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Abstract

An Ore extension is, essentially, a ring structure on the free module A[X], where the ele-
ments of A do not necessarily commute with the indeterminate X and for which holds the
degree rule, deg(pq) < deg(p) + deg(q). A weak Hopf algebra over a commutative ring is
a module, equipped with an algebra structure, a coalgebra structure, some compatibility
axioms between these structures and a special morphism S € Endi(H). Thus, a weak
Hopf-Ore extension is an Ore extension of a weak Hopf algebra endowed with a weak Hopf
algebra structure that extends the structure of the original weak Hopf algebra. In this
work, we will present necessary and sufficient conditions for the construction of a weak
Hopf-Ore extension whose generator is a weak primitive element, bringing to the context
of algebras over commutative rings the results obtained by R. dos Santos [16, 2017|. In
particular, we present the classification of these extensions when H is a connected grou-
poid algebra.

Keywords: Ore extensions. Weak hopf algebras. Commutative rings. Groupoid alge-
bras.
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Introducao

As extensoes de Ore foram introduzidas por Oystein Ore, em [19, 1933|, a fim de
criar uma teoria que englobasse, principalmente, duas familias de exemplos: os anéis de
polinémios quase comutativos em n indeterminadas sobre o anel de fungoes infinitamente
diferenciaveis, K[{xz;};{0;}], estudados por Hilbert, Noether e Schmeidler entre os anos
de 1890 e 1920, e os anéis de operadores diferenciais parciais A, (K) = K[{z;};{D:}],
estudados por Dirac, Weyl e Littlewood entre os anos de 1926 ¢ 1933. O anel A,(K)
é conhecido como a n-ésima algebra de Weyl, devido ao seu uso por Weyl no estudo
do principio de incerteza de Heisenberg na mecanica quantica. Algumas décadas apos a
publicac¢ao do trabalho de Ore, a envolvente universal U(sly(k)) da algebra de Lie sly(k)
e os anéis de coordenadas de um plano quantico, definidos por O,(k?), bem como suas
quantizagoes, foram reconhecidos como extensoes de Ore.

Em [3, 1999], Beattie, Dascalescu e Griinenfelder responderam negativamente a décima
conjectura de Kaplansky, apresentando infinitas classes de isomorfismo de algebras de
Hopf de mesma dimensao sobre um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero,
as quais foram obtidas através de quocientes de iteradas de extensoes de Ore sobre algebras
de grupos, considerando as indeterminadas x; como elementos (g;, 1)-primitivos. Em 2001
(republicado em [18, 2004]|) Nenciu estudou as estruturas quasitriangulares das algebras
de Hopf obtidas pela construcao apresentada por Beattie et al, as quais geram solugoes
para a equacao de Yang-Baxter quantica. O método de construgao utilizado em ambos
os trabalhos foi generalizado por Panov em [20, 2003|, caracterizando quando é possivel
munir uma extensdo de Ore de uma algebra de Hopf (sobre um anel comutativo) com
uma estrutura de algebra de Hopf, a qual estende a estrutura da algebra original.

O resultado de Panov foi utilizado pelo mesmo para classificar as extensoes de Hopf-
Ore das algebras de grupo kG, das envolventes universais de algebras de Lie U(g) e U,(g),
das algebras quanticas “ax + 0" e, em [22, 2020|, da &lgebra de Sweedler Hy, todas estas
sobre corpos algebricamente fechados de caracteristica zero. Em sua dissertagao |9, 2019],
C. Garcia reobteve os exemplos de Beattie et al utilizando o teorema de Panov, concluindo
em particular que algebras de Taft sao quocientes de extensoes de Ore.

Por outro lado, a definicao de algebra de Hopf fraca que usaremos neste trabalho foi
introduzida por Bohm, Nill e Szlachanyi em 1996 como uma generalizagao coassociativa
das algebras de Hopf, contendo como exemplos as face algebras e os grupdides quanticos,
e tendo como objetivo abordar problemas da teoria de grupos quanticos e das élgebras de
operadores. A teoria de dlgebras de Hopf fracas foi desenvolvida inicialmente considerando
algebras de dimensao finita sobre corpos e posteriormente alguns resultados iniciais fo-
ram reobtidos para algebras de dimensao infinita. Em [16, 2017], A. Sant’Ana, C. Lomp
e R. dos Santos publicaram uma generalizacao do teorema de Panov para algebras de
Hopf fracas sobre corpos, caracterizando, sob certas hipdteses, quando uma extensao de
Ore de uma algebra de Hopf fraca possui uma estrutura de algebra de Hopf fraca, a qual
estende a estrutura da algebra original e cujo gerador é um elemento (g, 1)-primitivo fraco.



Neste trabalho vamos abordar as algebras de Hopf fracas sobre anéis comutativos,
tendo como enfoque a generalizagao do teorema de Panov para élgebras de Hopf fracas e
a classificagao das extensoes de Hopf-Ore fracas geradas por elementos primitivos fracos.
Este trabalho esta organizado da forma que segue.

No primeiro capitulo vamos apresentar os toépicos mais gerais do texto. A primeira
segdo destina-se a definir o conceito de modulo sobre um anel [17], trazendo resultados
sobre modulos livres [14], a construgao do produto tensorial de modulos sobre anéis co-
mutativos [1] e uma breve discussdo sobre propriedades universais. Na segunda segio
trazemos a definicao de algebras e coalgebras sobre anéis comutativos e a construcao da
algebra de convolugao [21|. A terceira se¢do contém a construgao das extensdes de Ore
e os resultados necessérios para o restante do trabalho [11]. Na quarta segao, reobtemos
os resultados elementares da teoria de algebras de Hopf fracas no contexto de algebras
sobre anéis comutativos, notando que a tinica mudanca significativa ocorre na Proposi¢ao
1.4.11.

No segundo capitulo apresentaremos os conceitos direcionados ao resultado principal
deste texto, trazendo em paralelo o Teorema de Panov para élgebras de Hopf e sua genera-
lizagao para o contexto de algebras de Hopf fracas. Na primeira se¢ao faremos uma breve
exposi¢ao do teorema obtido por Panov em [20]|. Nas se¢des seguintes, apresentaremos
os conceitos de elementos group-like fracos, elementos primitivos fracos, caracteres fracos
e coderivagoes [16]. Na tltima segao apresentamos a generalizagao do teorema de Panov
para algebras de Hopf fracas, agora no contexto de algebras sobre anéis comutativos. Ao
longo deste capitulo, caracterizamos tais extensoes para o caso em que H é uma algebra
de Hopf fraca obtida pela construgao do tipo Kaplansky [5], e classificamos as extensoes
quando H é uma face algebra, derivada de um grafo orientado sem arestas [13].

No terceiro e ultimo capitulo, traremos alguns topicos da teoria de anéis nao comu-
tativos e exemplos relacionados aos resultados discutidos neste texto. Na primeira secao,
mostraremos que extensoes de Ore de anéis noetherianos sdo anéis noetherianos [11],
obtendo que, neste caso, nao existem elementos nao inversiveis que admitem inversos uni-
laterais [15]. Com isso, concluimos que a caracterizagao das extensoes de Hopf-Ore (g, 1)-
primitivas fracas implica na caracterizagdo das extensoes de Hopf-Ore (g, h)-primitivas
fracas. Na segunda secao, construiremos uma familia de exemplos de algebras de Hopf
fracas que nao sao algebras de Hopf apenas no contexto de algebras sobre anéis comu-
tativos, apresentando métodos para construir estes exemplos através de idempotentes ou
familias de ideais priméarios e coprimos [1], encerrando com uma aplica¢ao do Teorema de
Bézout para determinar quando Z, admite uma estrutura de algebra de Hopf fraca sobre
o anel comutativo Z,,. Na ultima se¢ao deste trabalho, apresentaremos um teorema de
estrutura para grupodides conexos [12], a construcdo das élgebras de Hopf fracas de gru-
poide e a classificagao das extensdes de Hopf-Ore geradas por um elemento (g, 1)-primitivo
fraco, quando H é uma algebra de grupoide conexo.

Ao longo deste texto, anel significa anel associativo e unitdrio, e morfismos de anéis
sao morfismos de anéis unitérios, exceto quando estabelecido o contrario. Para um anel
A, denotaremos por U(A) = {x € A: Jy € A, 2y = 14 = yx} o conjunto dos elementos
inversiveis de A, e por Z(A) = {x € A: Vy € A xzy = yx} o conjunto dos elementos
centrais de A. Para evitar confusao com a notacao de derivagoes, ao invés de utilizarmos
o delta de Kronecker, §;;, utilizaremos do simbolo [P], o qual representa 1, se a propriedade
P for verdadeira, e 0 caso contrario. Desta forma, [i = j] =1,sei=j,e[i = j] =0, se
i#j. Mais ainda, i = j,r=s]:=[i=jer=s]=[i=j][r=s].



Capitulo 1

Pré-requisitos

Neste capitulo vamos apresentar os principais resultados que sao necessarios para o en-
tendimento dessa dissertacao. Serd presumido conhecimento basico sobre anéis nao co-
mutativos, grupos, morfismos e somas diretas.

1.1 Mobdulos e produto tensorial

A teoria de modulos é o fundamento tedrico deste trabalho. Nesta se¢ao apresentaremos
a definicao de modulos, morfismos e médulos livres, a constru¢ao do produto tensorial
de modulos sobre anéis comutativos e uma breve discussao sobre propriedades universais.
As referéncias para esta sec¢ao sao [1], [14], [15] e [17].

Definicao 1.1.1. Seja A um anel. Um A-mo6dulo a esquerda é um grupo abeliano M
munido de uma funcao >: A x M — M satisfazendo

e (atab)pm=a>m-+yb>m,
e a>(m+yn)=abm+y adn,
e l,>m=m,
e a> (b>m) = (ab)>m,
para todo a,b € Aem,n € M. A funcao > é chamada acao de A em M.

Antes de apresentar exemplos de A-mo6dulos a esquerda vamos fixar algumas notagoes.

Poderiamos definir um A-moédulo & direita de maneira anédloga através de uma
funcao <: M x A — M. Considerando A°? o anel oposto de A - o conjunto A munido
da soma original e com multiplicacao definida por a e°? b = ba, para quaisquer a,b € A -
temos que um A-modulo & esquerda (M, >) possui uma estrutura de A°?-moédulo a direita
via (m, a) — a>m. Da mesma forma, se (M, <) é um A-moédulo a direita, entdo M possui
uma estrutura de A?-moédulo a esquerda. Como (A%)? = A e a acao obtida tomando
o anel oposto duas vezes coincide com a agao original, podemos nos restringir ao estudo
os A-moédulos a esquerda, de forma que resultados anélogos podem ser obtidos para os
A-médulos a direita através dos A°’-modulos a esquerda.

Por simplicidade omitiremos os indices A e M nas operacoes de soma e, quando nao
houver possibilidade de confusao, denotaremos am em lugar de a>m. Fixado um anel A
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vamos denotar por 29 o conjunto dos A-mddulos & esquerda.

Como todo moédulo é, em particular, um grupo abeliano, podemos considerar o con-
junto End(M) dos morfismos de grupo M — M, o qual possui uma estrutura de anel,
onde a soma ¢é definida pontualmente, por (f + g)(m) := f(m) 4+ g(m), o produto ¢ dado
pela composi¢ao, (fg)(m) := (f o g)(m), e com unidade 1g,4ar) = idps. Isto nos permite
definir médulo através de morfismos de anéis.

Lema 1.1.2. Sejam A um anel e M um grupo abeliano. Entao existe uma bijecdo entre
as agoes de A em M e os morfismos de anéis A — End(M).

Demonstragao. Se>: Ax M — M é uma agao, entdo a fungao ¢: A — End(M), definida
por ¢(a)(m) = a>m, ¢ um morfismo de anéis. O segundo axioma de agdo mostra que
¢(a) preserva a soma de M - e portanto ¢ um morfismo de grupos abelianos e ¢ estd bem
definida - o primeiro axioma de agao mostra que ¢ é uma funcao aditiva, o terceiro axioma
implica que ¢(14) = 1gnaon) € 0 quarto axioma mostra que ¢ ¢ uma fungao multiplicativa.

Reciprocamente, se ¢: A — End(M) é um morfismo de anéis, entao >: A x M — M,
definida por (a,m) — ¢(a)(m), é uma acdo de A em M. O segundo axioma de acao é
garantido por ¢(a) ser um morfismo de grupos abelianos, o primeiro, terceiro e quarto
axiomas vém respectivamente de ¢ ser uma funcao aditiva, unitaria e multiplicativa.

Por fim, se >=: A x M — M ¢é uma agao, ¢ é o morfismo de anéis obtido de > e > ¢é a
acao obtida de ¢, entao

a>m=¢p(a)(m)=a>m, Ya€e AmeM . »==b,
enquanto que, se ¥: A — End(M) é um morfismo de anéis, > é a agao obtida de ¥ e p é
o morfismo de anéis obtido de >, entao
ela)(m)=avpm=1(a)(m), Yace AmeM . @=1,
de onde as associacoes > +— ¢ e ¢ — > sa0 inversas. O

Definicao 1.1.3. Sejam M, N € 4,9t. Um morfismo de grupos f: M — N é dito um
morfismo de mdédulos a esquerda (ou uma fungao A-linear a esquerda) se para quaisquer
acAeme Mvale f(aby m) =av>y f(m).

Dizemos que um morfismo de médulos é um monomorfismo se é injetor, um epi-
morfismo se é sobrejetor e um isomorfismo se é bijetor. No caso de um isomorfismo
f: M — N, existe uma funcao inversa g: N — M. Dados n,n’ € N e a € A, calculamos

g(n) 4+ g(n') = (go f)(g(n) + g(n'))
=9(f(g(n)) + f(g(n"))) = g(n +n),

glaryn) =glavy (f o g)(n))
= (go f)lary g(n)) = ary g(n),
de onde a inversa de um morfismo de médulos bijetor é também um morfismo de médu-

los. Tendo em vista que morfismos de moédulos sao, em particular, morfismos de grupos
abelianos, vale que f: M — N é um monomorfismo se, e somente se,

ker(f) ={me M: f(m)=0x} = {0n}.

Exemplos triviais, porém essenciais: a funcao identidade idy;: M — M, m — m, e a
funcao nula 0: M — N, m — Oy, sao sempre morfismos de modulos.
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Exemplo 1.1.4. Listamos abaixo alguns exemplos de A-moédulos a esquerda.

(1) (A,+) com a multiplicagao pela esquerda. Chamamos esta estrutura de médulo
regular a esquerda e, para indicé-la, denotamos 4 A;

(2) Seja I C A um ideal a esquerda. Entao (I,+) é um A-modulo a esquerda, onde a
acao é dada pela multiplicacao a esquerda;

(3) Seja ¢: A — B um morfismo de anéis. Entao (B,+) é um A-modulo a esquerda,
onde a agao é dada por a>b = p(a)b. Note que, neste caso o, terceiro axioma de
agao vale se, e somente se, ¢(14) = 1p;

(4) Suponha que A é comutativo e sejam M, N € 9 4. Entao o conjunto dos morfismos
de A-modulos M — N com a soma pontual, denotado Homa(M,N), é um A-
modulo, onde a acao é dada por

(a> f)(m):=f(m)aya= f(m<pra), Ya€e A,me M, f e Homu(M,N);

(5) Seja X um conjunto. Considere A% o conjunto das sequéncias (a,),cx de elementos
de A indexados por X, onde apenas uma quantidade finita de coordenadas sao
distintas de zero, com soma definida por (a;)zex + (bz)zex = (az + by)zex. Entéo
A% & um A-moédulo a esquerda com a agao a > (ay)zex = (AGz)pex-

Na notagdo do exemplo (5), denote por e, € AX a sequéncia tal que a, =1 e a, = 0,
para y # x. Como todo elemento de AX possui uma quantidade finita de coordenadas
nao nulas, podemos escrever (az)zex = Y cx 4z > €a, de forma que esta soma ¢ também
finita. Mais ainda, dado m € A%, sdo tnicos os elementos a, € A para os quais vale
m = er + @y > e;. De fato, se b, € A também satisfazem esta identidade, entao

0:Zambem_szbeac:Z(am_bw)[>6$:<al’_b$)xe)(

zeX zeX zeX

e aplicando projegoes obtemos 0 = m,(0) = a, — b, para todo x € X. Os modulos desta
forma serao especialmente tteis neste texto.

Proposicao 1.1.5. Sejam M € o9 e I um conjunto. Sao equivalentes:
(i) Eziste um isomorfismo M — Al

(i1) Eziste um subconjunto {m;: i € I} C M tal que, para todo elemento m € M,
existem inicos a; € A, quase todos nulos, tais que m = > a;m;.

(i11) Eziste um subcongunto {m;: i € I} C M tal que, para todo N € 49 e todo subcon-
gunto {n;: i € I} C N, existe um tunico morfismo f: M — N tal que f(m;) = n,.

Demonstragdao. Supondo (i), denote por f: M — Al o isomorfismo dado e, para cada
i € I, considere e¢; € A como na observacao apos o Exemplo 1.1.4(5). Entao, denotando
m; = f~1(e;), temos que, dado m € M, existe uma tnica sequéncia (a;) € Al tal que
m = f~1((a;)). Escrevendo (a;) = Y a;e; e utilizando que f~! ¢ um morfismo de médulos,

obtemos
t m=f(a;)) = f* <Z ai€i> = Zaif_l(ei) = Zaimiu
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portanto vale (ii) com m; = f~*(e;).

Suponha (ii). Entao, por hipotese, para todo m € M, existem tnicos a; € A tais que
m = > a;m;. Desta forma, temos que f: M — N, dada por f(m) = >_ a;n;, estd bem
definida como fungao. Em particular f(m;) = n;, para cada i € I.

Para ver que f é um morfismo de modulos, note que, se m = > a;m; e n =Y bym,
entdo m+n = > (a; + b;)m; e, dado a € A, temos am = a_ a;m; = > aa;m;. Como tal
escrita é tnica, obtemos

f(m—l—n):Za,—irb n; = Zanl—%anl— + f(n),
f(am):Zaami:aZami:af(m),

portanto f é um morfismo de modulos. Por fim, f é tnico, pois, se g: M — N é um
morfismo de modulos tal que g(m;) = n;, para todo i € I, entdo, dado m € M temos que
existem tunicos a; € A tais que m = > a;m;, portanto

g(m) = g (D aimi) = 3" aiglmi) = 3 ami = f(m),
de onde segue que g = f. Logo vale (iii).

Suponha (iii). Entdo, para ¢; € Al como no primeiro paragrafo da demonstracao,
temos que deve existir um tnico morfismo f: M — Al tal que f(m;) = e;. Como A!
satisfaz (i) com id: AT — Al e mostramos que (i) implica (iii), deve existir um tnico
morfismo g: AT — M tal que g(e;) = my, e este é dado por g((a;)) = >_ a;m;. Como a
composicao go f: M — M satisfaz

(g o f)(mi) = glei) = my; = idp(m;)

e existe um tunico morfismo M — M tal que m; — m;, devemos ter g o f = idy,.
Analogamente, a composicao f o g: AT — Al satisfaz (f o g)(e;) = e; = idai(e;), para
todo ¢ € I. Logo, devemos ter f o g = id,r. Isso mostra que f é inversivel, portanto um
isomorfismo. O

Definicao 1.1.6. Um modulo M satisfazendo qualquer item da proposigao acima sera
chamado de médulo livre, e o conjunto {m;: ¢ € I} é dito uma base para M. Neste

caso, denotaremos M = €, ., Am,.

Como uma aplicaciao da Proposicao 1.1.5, considere o médulo AN com base {e,: n €
N} e A[X] o anel de polindmios na indeterminada X com a estrutura de A-moédulo a
esquerda do Exemplo 1.1.4(3). Entdo existe um tinico morfismo f: AY — A[X] tal que
f(en) = X™. Como um polinémio p € A[X] é uma combinagao linear finita p = > a, X",
basta tomarmos (a,,) = Y_ a,e, € AN para obter f((a,)) = p, enquanto que (a,) € ker(f)
implica em > a, X" = 0 e, consequentemente, a,, = 0, para todo n € N. Logo ker(f) =0
e esta funcao é um isomorfismo. Com isso, A[X| é um moédulo livre com base {X™: n € N}.

Adiante vamos utilizar esta estrutura de modulo livre em A[X] para construir uma
estrutura de anel nao comutativo no lugar da multiplicagao usual de polindémios.

Gostariamos de chamar atengao para o item (iii) da Proposi¢ao 1.1.5. Este é usual-
mente chamado de propriedade universal dos modulos livres ou defini¢ao de modulo livre
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via propriedade universal. A implicagao (iii) = (i) diz que quaisquer dois A-mo6dulos
a esquerda que possuam uma base indexada por I sao isomorfos.

Propriedades deste tipo aparecerao diversas vezes ao longo deste texto e suas demons-
tragoes sao, em geral, idénticas. Portanto, para evitar repeti¢oes, vamos considerar um
caso mais abstrato.

Sejam X um conjunto, P e Q propriedades e (M, i) um par satisfazendo a propriedade
P, onde M € ,Mei: X — M é uma funcado, de forma que, para todo par (N, )
satisfazendo a propriedade Q, com N € 40 e j: X — N uma funcao, exista um tnico
morfismo de médulo f: M — N tal que foi=j.

Quando a propriedade P implica a propriedade Q, dados (M, ) e (N, 7) satisfazendo P
obtemos morfismos f: M — N e g: N — M tais que foi = j e goj = 1, respectivamente.
Com isso, a composicao go f: M — M satisfaz

(gofloi=go(foi)=goj=i

e, analogamente, a composi¢ao f o g: N — N satisfaz (f o g) o j = j. Por outro lado
tdpr: M — M eidy: N — N também satisfazem idy, 01 =17 e idyoj = j. Pela unicidade
dos morfismos satisfazendo estas identidades, concluimos que fog = idy e go f = idy, ou
seja, f: M — N é um isomorfismo de modulos. Em suma, podemos concluir o seguinte:

Corolario (Unicidade via Propriedade Universal). Sejam X um conjunto e P e Q pro-
priedades, onde P implica Q. Se existe um par (M,i) satisfazendo P tal que para todo
par (N, j) satisfazendo Q existe um wnico morfismo f: M — N para o qual f oi = j,
entao M € unico a menos de isomorfismo.

Ressaltamos ainda que este argumento nao depende da estrutura de modulos, utili-
zando apenas que a func¢ao identidade e a composi¢ao de morfismos sao morfismos. Desta
forma podemos considerar propriedades universais de anéis, grupos e outras estruturas.

Um resultado classico que pode ser visto como uma propriedade universal, agora no
contexto de grupos, é o Teorema do Homomorfismo para Grupos: Sejam G um grupo e
N C G um subgrupo normal, entdo o conjunto quociente G/N admite uma unica estrutura
de grupo tal que a proje¢ao w: G — G /N seja um morfismo de grupos. Mais ainda, para
todo morfismo de grupos f: G — H tal que N C ker(f) existe um tnico morfismo de
grupos g: G/N — H tal que gom = f.

Neste caso X = G, a propriedade P é "a funcao € um morfismo de grupos com nicleo
N " a propriedade Q é "a funcao € um morfismo de grupos cujo nicleo contém N" e o
par que satisfaz a propriedade universal é (G/N, ). Este resultado pode ser adaptado
para modulos.

Definicao 1.1.7. Sejam M € 491. Um subconjunto N C M é um submédulo se N é
um subgrupo aditivo de M e a restricao >: A x N — M tem imagem em N. Neste caso
denotamos N < M.

Adiante utilizaremos a nogao de submoédulo gerado por um subconjunto. Fixados
Me M X CMeN <M tal que X C N, sao equivalentes: se N' < M com X C N’
entdo NC Ny N =N <M: XCN}eN={>" aw:a €Az, € X,neN}L
Neste caso N é dito o submoédulo de M gerado por X e denotamos N = AX.

Proposigao 1.1.8 (Teorema do Homomorfismo). Sejam M € 49 e N < M. Entao
o grupo quociente M /N possui uma tnica estrutura de A-mddulo & esquerda de forma
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que a projecio m: M — M/N seja um morfismo de mddulos. Mais ainda, para todo
morfismo de mddulos f: M — L tal que N C ker(f), existe um wunico morfismo de
modulos g: M/N — L tal que gom = f.

Demonstracao. Como todo médulo é um grupo abeliano, todo subgrupo é normal. Por-
tanto temos do Teorema do Homomorfismo para Grupos que M /N admite uma tnica
estrutura de grupo abeliano tal que 7: M — M /N seja um morfismo de grupos.

Defina &: A x M/N — M/N por (a,m(m)) — m(a>m), entdo &> é aditiva em ambas
as coordenadas, pois > é aditiva em ambas as coordenadas e 7 é aditiva. Além disso, para
quaisquer a,b € A e w(m) € M/N, vale

a>(b>7n(m))=abrberm)=mn(ar(berm)) =mn(ab>m)=ab’ 7(m),

portanto > define uma estrutura de moédulo em M/N de forma que a > 7(m) = w(a>m),
ou seja, tal que 7 seja um morfismo de médulos. Pela definicao de morfismo de médulos
esta estrutura é tinica.

Por fim, como todo morfismo de moédulos é em particular um morfismo de grupos,
temos do Teorema do Homomorfismo para Grupos que, dado um morfismo de modulos
f: M — L tal que N C ker(f), existe um unico morfismo de grupos g: M/N — L tal
que gom = f. Como f e 7 sdo morfismos, para todo a € A e m(m) € M/N, calculamos

gla®m(m)) = (gom)(arm) = fla>m) = af(m) = ag(r(m)),

de onde g é também um morfismo de médulos, o qual é o tnico que satisfaz gom = f,
pela unicidade do morfismo de grupos satisfazendo esta identidade. n

Para o restante desta secao, k denotarda um anel comutativo. Pela discussao no inicio
da secao, temos que todo k-moédulo a esquerda possui uma estrutura de k°? = k-modulo
a direita e vice versa, portanto 2 = 9., o que nos permite falar apenas em k-modulos,
sem o adjetivo de lateralidade.

Definicao 1.1.9. Sejam M, N, L € ;M. Uma funcao f: M x N — L satisfazendo
o flm+m/,n)= f(m,n)+ f(m' n),
o f(m,n+n')=f(m,n)+ f(m,n),
o flam,n) = af(m,n) = f(m,an),
para quaisquer m,m’ € M, n,n’ € N e a € k, serd chamada de k-bilinear.
Como exemplo: se M € ;9ON, entdao, por definicao, >: ytk x M — M é uma funcao

k-bilinear. Em particular, a multiplicacao m: pk X yk — pk & k-bilinear.

A proxima proposigao define um modulo em fungao de uma propriedade universal.
Este possui uma versao para modulos sobre um anel nao necessariamente comutativo,
utilizando hipoteses mais restritas. Porém, no contexto deste trabalho, apresentaremos e
utilizaremos apenas o resultado sobre anéis comutativos.

Proposigao 1.1.10 (Propriedade Universal do Produto Tensorial). Sejam k um anel
comutativo e M, N € ;M. Entao existe um par (T, p), onde T € ;M ep: M x N =T é
uma fun¢ao k-bilinear, tal que, para todo par (L, f) com L € 9 e f: M x N — L uma
funcao k-bilinear, existe um inico morfismo de mdodulos g: T — L tal que go v = f.
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Demonstracao. Considere P o modulo livre de base M x N e (Q o submoédulo de P gerado
pelos elementos da forma

(m+m',n)— (m,n) — (m',n),
n) —

(m,n+n') — (m, (m,n’),
a(m,n) — (am,n),
a(m,n) — (m,an),

onde m,m’ € M, n,n" € N e a € k. Pela Proposigao 1.1.8, o quociente T' = P/ possui
uma tnica estrutura de modulo tal que 7: P — T seja um morfismo de modulos. Vamos
denotar um elemento w((m,n)) € T por m @ n. Considere ¢: M x N — T dada por
p(m,n) =m ®n, entdo ¢ é k-bilinear, pois dados m € M, n € N e a € k, temos

plam,n) = (am) @ n = a(m @n) = ap(m,n),

onde a segunda igualdade segue de a(m,n) — (am,n) € Q). Portanto, as classes de equi-
valéncia a(m ® n) e (am) ® n sdo iguais em 7' = P/Q). Analogamente, mostra-se que
e(m,an) = ap(m,n) e que ¢ ¢é aditiva em ambas a coordenadas. Seja f: M x N — L uma
funcao k-bilinear, utilizando a Proposicao 1.1.5 obtemos um tnico morfismo A: P — L
tal que h((m,n)) = f(m,n), para todo (m,n) € M x N. Temos que @ C ker(h). De
fato, considere um gerador de @) da forma = = a(m,n) — (am,n), entao

h(z) = h(a(m,n) — (am,n)) = ah((m,n)) — h((am,n)) = af(m,n) — f(am,n) =0,

onde a segunda igualdade segue de h ser um morfismo de moédulos e a tdltima de f ser
k-bilinear. De maneira analoga, mostra-se que, se x € P é um gerador de (), de qualquer
forma, entdao h(z) = 0. Como h é um morfismo de modulos e anula os geradores de
Q, segue que h(Q) = 0, ou seja, @ C ker(h). Pela Proposi¢ao 1.1.8, existe um tunico
morfismo g: T — L tal que g om = h. Identificando o conjunto M x N C P via inclusao,
temos que ¢ = |yxn € f = hlyxn, portanto vale

goyp=(907)|mxn = hluxy = f.

O morfismo g é Gnico pois os morfismos obtidos das Proposigoes 1.1.5 e 1.1.8 sao Gnicos.
O

Como o par (T, ) da proposi¢ao acima satisfaz uma propriedade universal, obtemos
pelo Corolério da Unicidade via Propriedade Universal que o moédulo 7' é tinico a menos
de isomorfismo. Assim, vamos denotar 7' = M ®;, N, ou simplesmente M ® N, e chamé-lo
de produto tensorial de M por N. Algumas propriedades do produto tensorial serao
uteis.

Proposicao 1.1.11. Sejam M, N, L € ;9N, entao valem os sequintes isomorfismos:
(i) M@(N®L)~(M®N)® L;
(1)) M@ N ~N® M;

(iti)) M@k ~M~k® M.
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Demonstragao. (Ideia) A demonstragao completa nao sera apresentada por ser repetitiva.
Tomando como exemplo o item (ii), defina f: M x N — N ® M por (m,n) — n®m
eg: NxM — M® N por (n,m) — m®mn. Aplique a Propriedade Universal do Produto
Tensorial para obter morfismos f': M @ N - N@ M e g: N® M — M ® N. Conclua
que ¢’ e f’ sdo inversos e portanto definem um isomorfismo.
O item (iii) utiliza a estrutura de k-modulo regular e o isomorfismo é dado pelos
morfismos (a,m) — a>m e m— 1 @ m. O

O item (i) da proposigao acima indica que podemos considerar, de certa forma, o
produto tensorial M; ® --- ® M,, de n k-moédulos, utilizando a propriedade universal
recursivamente de forma que Ty = My e T = T;_; ® M;, para cada j = 2,...,n.

Sejam M, N, P.QQ € ;M e f: M — P, g: N —  morfismos de k-mddulos. Entao
da k-linearidade de f e g, bem como da k-bilinearidade da funcao (p,q) — p ® ¢, temos
que a funcdo (f x ¢g): M x N — P ® @, definida por (f x g)((m,n)) = f(m) ® g(n),
é k-bilinear. Aplicando a propriedade universal do produto tensorial, obtemos um tnico
morfismo f®g: M@N — P®Q tal que (f®@g)(m®n) = f(m)®g(n). Recursivamente,
podemos construir o produto fi®---® f,: M1 ®--- @M, - N1 ®---® N, de n morfismos
ij Mj — Nj.

Na proxima secao vamos apresentar um resultado relacionando o produto tensorial
com modulos livres, o qual sera crucial para o desenvolvimento dos principais resultados
deste texto.

1.2 Algebras e coalgebras

Nesta secao vamos apresentar as defini¢oes de dlgebras e coalgebras sobre anéis comuta-
tivos e a algebra de convolugao, além de finalizar os pré-requisitos sobre modulos livres.
Os resultados desta se¢ao sao baseados em [1], [6] e [21].

Defini¢ao 1.2.1. Seja R um anel. Uma extensao de R é um par (A,u), onde A é um
anel e u: R — A ¢ um morfismo de anéis unitarios. Se R for comutativo e im(u) C Z(A),
dizemos que (A,u) é uma R-algebra.

Quando A é um anel comutativo, temos im(u) C A = Z(A), portanto toda extensao
comutativa de R é uma R-algebra. Por conta disso, em [1], o par (A,u) definido acima
¢ sempre chamado de R-algebra. Porém trabalharemos, a partir da proxima se¢ao, com
extensoes que nao sao necessariamente algebras.

Exemplo 1.2.2. Abaixo listamos alguns exemplos de k-algebras.

k" = ), ke; com multiplicagao coordenada-a-coordenada e u(a) = >

i=1 A€;-

)

2) k[X] com o produto usual de polinémios e u(a) = a = aX°.
) M, (k) com o produto usual de matrizes e u(a) = Y., ae;.
)

Sejam G um grupo com identidade e e kG o k-mddulo livre de base G. Entao kG
¢ uma k-algebra com multiplica¢do dada por a,g - aph = (azap)gh, onde g,h € G e
ag,ap € k, e u(a) = ae, para todo a € k.
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Seja (A, u) uma extensao de um anel comutativo k. Entéo A se torna um k-modulo via
>: kx A — A, dada por (a,r) — u(a)r, de onde existe o produto tensorial A® A. Quando
A for uma k-algebra, podemos utilizar a Propriedade Universal do Produto Tensorial para
descrever a estrutura de algebra através de morfismos e identidades.

Proposigao 1.2.3. Existe uma correspondéncia entre o conjunto Algy das k-dlgebras, e
as triplas (A, p,u), onde A € 1 IM, p: AQ A— A eu: k— A sao morfismos de mddulos
satisfazendo

po(p®idy) =po(ida®@pu), po(u®idy) =0 e po(idg®u) =<,
onde < denota a a¢do oposta de k°P =k em A.

Demonstragao. Se (A,u) for uma k-algebra, entdo, da associatividade da multiplicagao
em A, obtemos

a>(rs) =u(a)(rs) =(u(a)r)s = (ru(a))s = r(u(a)s) = r(a>s)
|
(a>7)s

ou seja, a multiplicagdo A x A — A, (r,s) — rs, é k-bilinear. Segue da Propriedade
Universal do Produto Tensorial que existe um tnico morfismo pu: A ® A — A tal que
pu(r ® s) =rs. Ainda, da associatividade da multiplicagdo em A, devem ser iguais

(o (ida @ p))(r1 @ re @ 13) = pu(r1 @ rarz) = ri(rars) = (rir2)rs
= p(rira ®@r3) = (o (u®ida))(r1 @ re ®73),

portanto p satisfaz a identidade po (u ® idy) = po (ida ® p).

Observe ainda que, com a estrutura de modulo regular xk, temos u(ab) = u(a)u(b) =
a > u(b), logo u é um morfismo de modulos e, utilizando o isomorfismo k ® A ~ A,
a®r+— av>r=u(a)r, obtemos

(o (u®ida))a®@r)=p(ula)®r) =ula)r =avr,

(o (idg@u))(r®a)=pulr®ula)) =rula) =r<a,

portanto valem as identidades p o (u ® ida) => e po (idg @ u) = <.

Reciprocamente, suponha que (A, i, u) seja uma tripla, onde A € 9, p: AR A — A
e u: k — A sao morfismos satisfazendo as trés identidades enunciadas. Entao valem

u(ab) = avu(b) = (po (u®ida)(a® u(b)) = u(a)u(b),
p(u(1y) & 1) = (o (u @ ida)) (14 @ 7) = Lo r =,
pr @ u(ly)) = (po (ida @u))(r® 1) =r<aly=r,
de onde, definindo m: A x A — A por m(r,s) = u(r ® s) =: rs, obtemos que (A, +,m) é
um anel associativo com 14 = u(1y), cuja estrutura de k-modulo é dada por a>r = u(a)r,
e tal que u: K — A é um morfismo de anéis unitarios. Por fim, pela bilinearidade da
aplicacao (r,s) — r ® s, obtemos

u(a)r @ u(ly) =a> (re@u(ly)) =r@u(a)u(ly) =r ® u(a).

Aplicando p & igualdade acima, resulta u(a)r = ru(a), portanto im(u) C Z(A). O
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Esta caracterizagao permite a construcao de novas algebras.
Lema 1.2.4. Sejam A, B € Algy,. Entao A® B € Algy.

Demonstra¢ao. Como k é comutativo existe, o produto tensorial A ® B. Denotando por
7: AQB — B®A o isomorfismo r®s +— s®r, entdo u: (A®B)®(ARB) — A®B, definida
por = (pua ® pup) o (ida ® T ®idg), e u: k - A® B, definida por u(a) = a> (14 ® 1p),
sao morfismos de modulos, e satisfazem

(o (p®idagp)) (1 ®s1) @ (r2 @ s2) ® (13 ® 83))
= (r1r9)r3 @ (5152)83 = 11(rar3) ® s1(5253)
= (po (idagp @ 1)) ((r1 @ s1) @ (r2 ® s2) @ (r3 @ s3)),

(ko (u®idagp))(a® (r®s)) = p(la> (14 ® 1) @ (r @ s))
=abpu((la®1p)® (r®s))
=a>(lar®1ps) =av> (r®s),

e
(o (idapp @ u))((r@s)®a) = p((r@s)@la>(1a®1p)])
=avpu((res)® (ls®1p))
=av(rly®slpg)=ar(r®s)=(r®s)<a,
de onde segue que (A ® B, y,u) é uma k-algebra. O

Lema 1.2.5. Sejam A € Algy, e ke € 9% um maodulo livre de base {e}. Entio A" = ke® A
possui uma estrutura de dlgebra sobre k, com unidade 1,4 = e e cuja multiplicagao estende
a multiplicacao de A.

Demonstracao. Todo elemento x € A’ pode ser escrito, de maneira tnica, como = = re+a,
onde r € ke a € A. Considere as fungoes pu: A’ x A” — A" e u: k — A’ definidas
respectivamente por

pu(re +a,se+b) =rse+ (rb+sa+ab) e wu(r)=re, Vr,s€k,abec A.

Vamos mostrar que (A’, i, u) é uma élgebra sobre k. Primeiro, observamos que u e p sao
morfismos de modulos. De fato, valem u(rs) = (rs)e = r(se) = ru(s),

p(r'(re +a), se + b) = p(r're +r'a, se + b)
=r'rse+ (r'rb+ sr'a + r'ab)
=7r'[rse + (rb+ sa + ab)] (s,r, 7" € k= k)
=r'u(re+ a, se +b),

p(re + a,r'(se + b)) = u(re + a,r'se + r'd)

=rr'se+ (rr'b + r'sa + ar'd)
r'[rse + (rb+ sa + ab)] (s,r,r" € k =k ua(r') € Z(A))
=r'u(re+a,se +b).
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Logo p é k-bilinear. Pela Propriedade Universal do Produto Tensorial, pu define um
morfismo de modulos u: A’ ® A” — A’, o qual é associativo, pois, dados r,s,p € k e

a,b,c € A, temos

p(p(fre + a] @ [se + b)) ® [pe + c])
= u([rse + (rb+ sa + ab)] ® [pe + ¢])
= rspe + (rsc+ p(rb+ sa + ab) + (rb + sa + ab)c)
= rspe + (rsc+ prb + psa + pab + rbe + sac + abe),

e, por outro lado,

p(lre + a] © p([se +b] @ [pe + c]))
= u([re + a] ® [spe + (sc + pb + be)])
= rspe + (r(sc+ pb + be) + spa + a(sc + pb + be))
= rspe + (rsc+ rpb + rbc + spa + asc + apb + abe)
= rspe + (rsc+ prb + rbc + psa + sac + pab + abe),

onde, na ultima igualdade, utilizamos que r,s,p € k = k% e ua(p),ua(s) € Z(A).

Por fim,

p(u(s) @ (re+a)) = u(se @ (re+a)) = sre + sa = s(re + a),
p((re+a) @ u(s)) = p((re + a) ® se) = rse + sa = (re + a)s.

Logo (A, pt, u) é uma algebra sobre k, com unidade 14 = u(1;) = e, e tal que
pla ®@b) = p([0e + a] ® [0e + b]) = O0e + 0b + Oa + ab = ab, Va,b € A.

Ou seja, a multiplicagao pu em A’ estende a multiplicacao de A.

]

Para o préoximo resultado, observe que, se A € Alg, e M € A9, entao M possui uma
estrutura de k-modulo dada por a e m = wu(a) > m. Desta forma dados A, B € Algy,

Me OMeN € g, temos AR B € Alg, e M @ N € 91, da seguinte forma.

Para cada (r,s) € A x B, considere uma fungao ¢(r,s): M x N - M ® N, dada por

o(r,s)(m,n) = (rom)® (s>n), VYme N,n € N.

Entao cada ¢(r, s) é k-bilinear e, portanto, definem morfismos ¢(r,s) € Endi,(M ® N).

Considere agora ®: A x B — Endy(M ® N), dada por ®(r, s) = ¢(r, s). Entao

S(ua(a)r,s)(im@n) = ((uala)r)>m) @ (s>n)

= (ua(a)> (rom)) @ (s>n)
=lae(reom)|® (s>n)
ae[(r>m)® (s>pn)=aed(r,s)(memn)

=(rom)®[ae(s>n)| =P(r,ug(a)s)(m@n),

e & ¢é aditiva em cada coordenada, portanto k-bilinear. Da Propriedade Universal do

Produto Tensorial obtemos um morfismo ®: A ® B — End,(M ® N) tal que

P(res)(imen)=(rom)® (s>n).
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Ainda, ®(14 @ 1g)(m®@n) = (lapm) @ (Ig>n) =m@n =idygy(mn), e

((r@s)(r' @ s))(men) = &(rr' @ ss’)(m @n)
= (rr'>m) ® (ss'>n)
=(r>(r'>m)) @ (s> (s'>n))
O(res)((rs>m)®(s'>n))
= (2(r@s)o@(r ®s'))(m®@n),

portanto ® é um morfismo de anéis unitarios. Segue do Lema 1.1.2 que M ® N é um
(A ® B)-modulo, com agao (r @ s)>(men) =0(r®s)(men) = (rom) (s>n).

Agora podemos apresentar o ultimo pré-requisito sobre modulos livres.

Proposicao 1.2.6. Sejam A, B € Algy,, M € M e N € g9N. Se M € livre sobre A com
base {m;: i € I} e N € livre sobre B com base {n;: j € J}, entao M @ N € livre sobre
A® B com base {m; @n;:ie€l,je€ J}.

Demonstra¢ao. Vamos utilizar o item (ii) da Proposi¢ao 1.1.5, notando que, para a uni-
cidade de escrita, é suficiente mostrar a unicidade da escrita do elemento nulo.
Seja Y my ®n, € M ®@ N um elemento genérico. Entao podemos escrever

uen ({5 (£20))-ElE )i

ij !
Portanto, todo elemento de M ® N pode ser escrito como uma combinagdo (A ® B)-linear
do conjunto {m; ®n;:ie€l,jec J}.

Fixados ig € I e jp € J, como M e N sao livres, existem morfismos p;,: M — A e
¢,: N — B tais que p;,(m;) = [i = i) e gj,(n;) = [j = jo|. Em particular, p;, e gj, sao
k-lineares, de onde existe um morfismo k-linear p;, ® g;,: M ® N - A® B tal que

(Pio ® 5o ) ((r ® s)(mi @ nj)) = (piy @ q5) (rm; @ sn;)
= Pip (1) @ gio (sm;)
= 1Pig(Mi) ® s¢i,(m;) = [i = io][j = Jol(r @ s).
Com isso Y (r ® s);;(m; ® n;) =0, onde (r ® s);; € A® B, implica em

0= (pi, ® gjo) (Z(T ® s);,5(m; @ nj))

i?j

= Z(pio ® qjo ) (1 ® 8)ij(mi @ nj)) = (1 ® 8)ig o

Portanto, ¢ tnica a maneira de escrever o elemento nulo como combinagao (A ® B)-linear
do conjunto {m; ®@n;: i € I,j € J}. Assim, segue que M ® N é um (A® B)-modulo livre
com base {m; ®n;:iel,jec J}. O

Utilizaremos este resultado no proximo capitulo da seguinte forma: seja A € Algy,
entdo A[X] € 49 tem base {X": n € N}. Portanto A[X]|® A[X] é um (A ® A)-mo6dulo
a esquerda livre com base { X' ® X7: ¢, € N}. Em particular, escrevendo

r@sX +pXRq¢=ros)19X)+(po¢)(X®1),
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segue do lema anterior que r ® sX +pX @ ¢=1" @ X +p'X ® ¢ em A[X] ® A[X] se,
esomente se, rR@s=1r"®s epR®qg=p ¢ em AR A. Assim, se os elementos r ® s
e p ® q sao conhecidos e ¥ ® s’ e p' ® ¢’ precisam ser determinados, o resultado acima
garante que é suficiente “igualar os coeficientes” de X* ® X7 em ambas as escritas.

Uma tltima observacgao sobre o produto de algebras de maneira geral. Se A, B € Algy,
podemos definir fungoes ig: A — A ® B por is(r) = r® lp e ig: B - A® B por
ip(s) = 14 ® s. Pela bilinearidade de (r,s) — r ® s, temos que i4 e i sdo morfismos de
k-modulos e, pela definicao do produto em A ® B, temos

ialrry=rr' @1 = (r®1g)(r ® 1g) = ia(r)ia(r')

de onde i 4, e analogamente i g, sao morfismos de anéis unitarios e, para todo r®s € AR B,
vale 7 ® s = (r ® 1g)(1a ® s) = ia(r)ip(s). Como consequéncia, se em A vale uma
identidade r = 7/, entdo em A ® B vale a identidade

r®s=1ia(r)ig(s) =ia(r')ig(s) =1 ®s.

Com isso podemos aplicar identidades das algebras A em “partes dos tensores” de A® B,
o que seré particularmente tutil para os calculos no contexto de algebras de Hopf fracas.

Como consequéncia da Proposicao 1.2.3, podemos definir uma k-algebra através de
diagramas comutativos - esquemas de morfismos tais que qualquer caminho ligando os
mesmos pontos iniciais e finais devem ter composi¢oes iguais - ou seja, utilizando os
isomorfismos canoénicos >: k® A — A e <: A® k — A, é equivalente (A, u) ser uma
k-algebra e a tripla (A, p, u) satisfazer os seguintes diagramas:

po(pn®idy) =po (idg®@p), po(u®idy) =0 e po(idg®@u)=-<.

AR A® A A® A u®f;// \\ﬁﬁ®u
ids @ I ke A Iz A®k
A A ~ ~

® i A |

Através desta descricao, podemos dualizar os diagramas - inverter o sentido dos mor-
fismos preservando os esquemas e isomorfismos - para obter uma nova estrutura, descrita
em funcao de modulos e morfismos.

Defini¢ao 1.2.7. Seja k um anel comutativo. Uma k-coalgebra ¢ uma tripla (C, A, ¢),
onde C € 9N, A: C - C®C ee: C— k sao morfismos satisfazendo os diagramas:
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A ® ido Ced
CeCxC C®C E®fi// \\§f®e
ide ® A A k®C A C®k
® < C !

O morfismo A é chamado comultiplicagao e ¢ é chamado counidade. Os diagramas
sao chamados, respectivamente, de axioma da coassociatividade e axioma da cou-
nidade, em contraste com a associatividade e unidade das k-élgebras.

Apesar do axioma da counidade significar (¢ ® idc) o A = 71, é comum utilizarmos

a identidade equivalente, > o (e ® id¢) 0 A = idc, e omitir o isomorfismo >. Desta forma,
para cada ¢ € C, denotando A(c) = 371 ® ¢ € €' ® C, temos

c= Z €(cr)ey = Z cie(cy),
(©) (c)

enquanto o axioma da coassociatividade implica que as expressoes

(A@idc)oA)c) = (A®ide) [ Y c@a|= Y 00,
(c) (e),(c1)

denotam o mesmo elemento. Portanto, podemos escrever
AQ(C) = ((A ® ch) (@) A)(C) = Z C1 ® Co ® Cs,
(c)

e, quando nao houver a possibilidade de confus@o, apenas Ay(c) = ¢; ® ca ® 3. Mais
geralmente, definindo A; = (A®idc) o A;_1, vamos denotar A;(¢) =¢; ® -+ ®¢;11. Uma
demonstracao completa de que podemos simplificar a notagao de A; desta forma pode ser
encontrada em [6, 1.1.11 Computation rule|.

Exemplo 1.2.8. Abaixo listamos alguns exemplos de k-coalgebras.
(1) (k,A,idy), onde A: k — k ® k é dada por A(a) = a® 1, para todo a € k.

(2) Sejam X um conjunto e k¥ o k-modulo livre com base X. Entdo (k*, A €) ¢ uma
coalgebra sobre k, onde

Alx)=z®z e ex)=1, VrelX.

(3) Pelo exemplo anterior, k[X] é uma k-coalgebra com A(X™) = X"@ X" e ¢(X™) = 1.
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(4) O modulo k[X] possui uma segunda estrutura de k-coélgebra, onde A(1) =1 ® 1,
€(1) =1 e, paratodon >0, e(X")=0e

A(X") = Xn: (’Z) Xi@ X

=0

(5) Seja (X, <) um conjunto preordenado tal que, para quaisquer x,y € X, o conjunto
{z € X: 2 < 2z < y} seja finito. Considere X2 o k-modulo livre de base {(z,y) €
X?: x <y}, entdo X2 é uma coalgebra, com

A(zy) = Y (@2)®(zy) e dlzy)=[r=y)

r<z=<Y

(6) Se k & um corpo e (A, p,u) é uma k-algebra de dimensdo finita, entdo A* =
Homy (A, k), com A = p* e e = u*, é uma k-codlgebra, onde p*(f) = foue
u*(f) = f owu s@o as adjuntas, ou transpostas, usuais.

(7) Como consequéncia do exemplo (6), seja {e;;: 7,7 = 1,...,n} a base canonica de
M,,(k), denotando a base dual de C' = (M, (k))* por {E;;: i,7 = 1,...,n}, onde
Eii(e;s) = [i = r][j = s], temos que C' é uma k-coalgebra com morfismos

A(Ey) =Y Ea®Ey ¢ e(BEy)=li=j.

Este exemplo pode ser obtido via (5) com X ={1,...,n}el<2<...<n<1.

Em contraste com os Lemas 1.2.4 e 1.2.5, podemos construir coalgebras a partir de
coalgebras conhecidas. Vamos denotar por CoAlgx o conjunto das k-coalgebras.

Lema 1.2.9. Sejam C, D € CoAlgy. Entao C @ D € CoAlgy.
Demonstrag¢ao. Considere A: C® D — (C® D) ® (C ® D), definida por

A= (ch XRXT R ZdD) o (AC ® AD);

onde 7: C® D — D ® C' é o isomorfismo candnico, e e: C® D — k® k ~ k, definida por
e(c® d) = ec(c)ep(d). Entao, para c € C e d € D, temos

((A ®idegp) o A)(c®d) = (A ®idogp)(c1 ® di @ ca ® dy)
g Rd ®cy®dy) R (c3® ds)

(
(
(c1®di) ®(c2®dy ®c3 @ dg)
(
(

idegp @ A)(c1 @ dy @ ca @ do)
= ((idcop ® A) 0o A)(c @ d),

de onde vale o axioma da coassociatividade.

(e ®idogp) o A)(c®d) = (e ®idogp)(c1 ® di ® ¢y ® dy)
= (ec(cr)ep(dr)) > (c2 @ do)
= ec(c1)ea ® ep(dy)ds
=c®d,
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e também
((idC®D ® E) @) A)(C ® d) = (idC®D ® 6)(01 ® d1 ® Co ® dg)
= (a1 @ dr) > (ec(c2)en(da))
= 0160(62) X dle[)(dg)
=c®d.
Portanto vale o axioma da counidade. Logo (C' ® D, A, €) é uma k-coalgebra. ]

Lema 1.2.10. Sejam C € CoAlgy, e ke € (9N um mddulo livre de base {e}. Suponha que
existe g € C tal que Ac(g) = g®g e ec(g) = 1x. Entao C" = ke® C possui uma estrutura
de codlgebra, onde €(e) = 2 e cuja comultiplicagcao estende a comultiplica¢ao de C'.

Demonstracao. Todo elemento x € C” pode ser escrito, de maneira tnica, como x = re+c,
onde r € ke c € C. Considere as fungoes A: ¢! — " ® C" e e: C' — k, definidas
respectivamente por

Alre+c)=r(g@g+ f@[)+Aclc) e e(re+c)=2r+ec(c),

onde f = e — g. Vamos mostrar que (C’, A, €) é uma coalgebra sobre k. Primeiro, A e €
sao morfismos de modulos, pois, para todo s € k,

e(s(re+c)) = e(sre + sc) = 2sr + ec(sc) = s(2r) + sec(c) = se(re + ¢),
e também

A(s(re+c)) = A(sre + sc)
=sr(g® g+ [ ® f)+ Ac(sc)
=sr(g®g+ f® f)+ sAc(c)
= sA(re + ¢),

onde, nas terceiras igualdades, utilizamos que ¢c e A¢ sao morfismos de moédulos. Em
particular, tomando r = 0, obtemos que A|c = Aq. Ainda,

A(f)=Ae—g)=Ae) = Aclg) = (9@ g+ f@[f)—gRg=[f®f,

de onde calculamos

(A ®ide)A(re +¢) =

r(A(g) ® g+ A(f) ® f) + (A ®ider)Ac(c)
rgeg®g+ffef)+ (Ac®ide)Ac(c)
(g ® Ag) + f @ A(f)) + (ide ® Ac)Ac(c)
(ider @ A)A(re + ¢).

Ou seja, A é coassociativo. Por fim, de f = e — g e €(g9) = 1, segue que €(f) = 1y,
enquanto que g; ® g = A(g) = g ® g implica ec(g)g = g = gec(g). Logo

(e @ ider)Alre + ¢) = r(ec(g)g + €()f) + coler)es = (g + f) + e = re +c,
ulider @ )A(re +¢) = r(gec(g) + fe(f) + crec(es) = r(g + f) +c = re +c.

Portanto vale o axioma da counidade. Logo (C’, A, €) ¢ uma coélgebra sobre k. [
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Vamos terminar esta secao construindo uma nova algebra, a partir de uma algebra e
uma coalgebra, a qual é fundamental para a definicao de élgebras de Hopf fracas.

Sejam (A, u,u) uma k-algebra e (C,A,€) uma k-codlgebra. Entdao Homy(C,A), o
conjunto dos morfismos de k-modulos de C' para A, possui uma estrutura de k-modulo,
dada por (a> f)(c) = f(a>c) = ap> f(c), para quaisquer a € k, f € Homy(C, A) e c € C.
Dados f,g € Hom(C, A), denote por f * g a composigao

A f®g

c-2.cowc AgA—t 4

entdo f * g € Homy(C, A), por ser composi¢ao de morfismos, e (f * g)(c) = f(c1)g(c2),
para cada ¢ € C. Como f e g sdo morfismos e im(u) C Z(A), dado a € k, temos

((av f)* g)(c) = flarci)g(ez)
= u(a)f(c1)g(c2) = (a>(f *g))(c)
= f(e)u(a)g(cs)
= fler)glavca) = (f * (avg))(c).
Portanto, a aplicagdo Homy(C, A) x Homy(C, A) — Homy(C, A), dada por (f, g) — fxg,
é k-bilinear. Pela Propriedade Universal do Produto Tensorial existe um tnico morfismo

x: Homg(C, A) @ Homy(C, A) — Homy(C, A) tal que *(f ® g) = f * g. Ainda, definindo
n: k — Homg(C, A) por n(a) = a> (uo €), temos

(xo(n@id))(a® f)(c) = ((a>(uoe))* f)(c)
:CLDU(<1)f(02>
= ab (e(c1) > f(e2))

—cwf(( ) = av f(c) = (a> f)(c),

e analogamente * o (id ® ) = . Logo Homy(C, A) é uma k-algebra com 7(1;) = uoe.

Definicao 1.2.11. Sejam A € Alg, e C' € CoAlg,. A algebra de convolugao de C e
A & a k-algebra (Homy(C, A), *,n) construida acima.

Em particular, se um k-moédulo H possui tanto uma estrutura de algebra quanto de
codlgebra - como k[X], k%, com G um grupo, e M, (k), com a estrutura usual de k-algebra
a estrutura de k-coalgebra do 1.2.8(2), tomando X = {e;;: 4,5 = 1,...,n} - temos que
Endi(H) = Homy(H, H) possui a estrutura de algebra de convolugao, além da estrutura
proveniente da composicao.

A Algebra de convolucgao sera muito util no desenvolvimento de equagoes envolvendo
algebras de Hopf fracas, uma vez que diversas identidades podem ser facilmente traduzidas
nesta algebra. Como exemplo, do axioma da counidade, vale €(c;) >y = ¢ = ¢ <
€(c2) para todo ¢ € H. Sendo H uma algebra temos u(e(c1))ca = ¢ = cu(e(cq)), ou
equivalentemente,

(uoe€)xidy =idy =idy * (uoe),

o que condiz com 71(1) = uo € ser a unidade de Endy(H).

A nocao de morfismos entre algebras e coalgebras seré necesséria adiante.
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Definicao 1.2.12. Sejam A, B € Algi e f: A — B um morfismo de k-moédulos. Entao f
é dito um morfismo de algebras se satisfaz

fopua=pupo(fRf) e fous=up,

e um anti-morfismo de algebras se f: A — B = (B, ug o 7,up) for um morfismo de
algebras. De maneira dual, para C, D € CoAlg, e f: C — D um morfismo de k-modulos,
dizemos que f é um morfismo de coalgebras se satisfaz

(f@f)OAC:ADOf e ECZEDOf,

e um anti-morfismo de coalgebras se f: C' — D°? = (D, 70Ap, ¢p) for um morfismo
de coalgebras. Em ambos os casos, 7 denota o isomorfismo canénico do produto tensorial.

A propriedade de um morfismo f: A — B ser de algebras, ou f: C'— D de codlgebras,
pode ser representado através de diagramas comutativos, como:

doa LB s A

morf. de algebras HA KB uf\ /L B
A ; B k

C f D C d D

morf. de coalgebras Ac Ap Ec\ /p
COCTe e '

Assim, a nocao de morfismo de coalgebras é dual & nocao de morfismo de algebras.

1.3 Extensoes de Ore

Nesta secao vamos motivar, definir e mostrar a existéncia das extensoes de Ore, bem como
algumas propriedades que serao tuteis no decorrer deste texto. Os resultados desta se¢ao
foram originalmente publicados em [19] e, mais recentemente, em [11].

Seja A um anel. Entao A[X] é um A-mo6dulo & esquerda livre com base {X™: n € N}.
Portanto, para todo 0 # p € A[X], existe d € N tal que p = ag + a; X + -+ + ag X,
com ag # 0. Neste caso, denotaremos por deg(p) = d o grau de p. Quando p =0 ¢é o
polinémio nulo, definimos deg(0) = —oco. Estamos interessados em munir A[X] com um
estrutura de anel, de forma que i: A — A[X], r — rX° seja um morfismo de anéis -
portanto determina uma estrutura de extensao de A em A[X] - e tal que vale a regra do
grau: deg(pq) < deg(p) + deg(q), para quaisquer p,q € A[X].

Como A[X] = &P, .y AX", para todo r € A, existem 7, ...,r, € A tais que

Xr=ro+mX+ - +r,X"
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e, como deg(X) = 1 e deg(r) = 0, para valer a equagao do grau, devemos ter deg(Xr) < 1.
Ou seja, Xr = m X + rg, onde possivelmente r; = 0. Como tal escrita é tnica, vamos
denotar r; = o(r) e ro = 0(r). Para que 14;x) = i(14) = 14X°, devem valer as igualdades

IuX=X=X1,4= O'(lA)X—f—(S(lA),

ou seja, (1) = 14 e 6(14) = 0. Para que a multiplicagdo em A[X] seja associativa,
devemos ter

a(rs)X +4d(rs) = X(rs) = (Xr)s
— (0(r)X +6(r)s
=o(r)(Xs)+d(r)s
(

I
)
~—~
=
~— ~— ~—

Portanto, devem ser iguais, o(rs) = o(r)o(s) e d(rs) = 6(r)s + o(r)d(s). Para a compa-
tibilidade com a soma, deve valer

o(r+s)X+d6(r+s)=Xr+s)=Xr+Xs
— o(r)X +6(r) + o)X +3(s)
= (o(r) +0(s)X +6(r) +d(s),
ou seja, o e § devem ser fungoes aditivas. Em particular, 0: A — A é um morfismo de
anéis.
Definicao 1.3.1. Sejam A um anel e 0: A — A um endomorfismo. Uma funcao aditiva

d: A — A ¢ chamada de o-derivagao se satisfaz §(rs) = 0(r)s + o(r)d(s), Vr,s € A.

Apesar de termos deduzido que deve valer 6(14) = 0, para que i(14) = 14[x], ndo é
necessario incluir esta condi¢ao na definicao de o-derivacao, pois

§(1) = 6(1%) = 6(1)1 + o(1)6(1) = 25(1),

de onde, subtraindo 4(1) da igualdade acima, obtemos novamente §(1) = 0. A discussao
acima mostra propriedades necessarias para que um A-moédulo & esquerda livre, com base
enumeravel e satisfazendo a regra do grau, seja uma extensao de A. O proximo resultado
mostra que estas condi¢oes sao suficientes.

Ao longo do proximo resultado, utilizaremos que todo grupo abeliano (G, +) tem uma
estrutura de Z-modulo, dada por ng = > ,g,sen >0, ng = >, —g,sen <0, e
0g = 0, para todo ¢ € G. Em particular, se A é um anel, entao (A4,+) e (A[X],+) sdo
Z-modulos, e um morfismo de Z-moédulos é simplesmente uma fungao aditiva.

Proposigao 1.3.2. Sejam A um anel, ¢ um endomorfismo de A e § uma o-derivagao.
Entao existe um anel R tal que:

(i) Existe um monomorfismo de anéis i: A — R;
(it) Eziste y € R tal que {y": n € N} € base de R como A-mddulo a esquerda;
(ii1) Para todo r € A, vale yi(r) = i(o(r))y + i(6(r)).
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Demonstracao. Seja E = End(A[X]) o anel dos morfismos de grupos A[X] — A[X]. Para
cada r € A, associe i(r): A[X] — A[X], tal que i(r)(p) = rp. Entao, pela bilinearidade
da agdo de A em A[X], temos que i(r) € E, e i: A — E ¢ uma fungao aditiva. Mais
ainda, i(r) = 0 implica 0 = i(r)(14X") = rX° = r, portanto ¢ é injetor e, para quaisquer
r,s € A, vale i(rs)(f) = (rs)f =r(sf) = (i(r) o z(s))(f) Logo ¢ ¢ um monomorfismo de
anéis.

Defina y: A[X] — A[X] por y(>" a, X™) =" 0(a,) X" + §(a,) X™. Entao

N M max{N,M}
Yy (Z a, X" + anX”> =y ( Z (a, + bn)X”>

max{N,M}

= > oty +b) X" 4 6(an +by) X"
n=0
max{N,M}

= Y (0(an) + (b)) X" + (8(an) + 6(ba)) X"

n=0

N M
= (@) X" 4 5(an) X"+ Y o (by) X"+ 5(b,) X"
n=0

n=0

M
y ( anX") +y (Z an"> ,
n=0 n=0

logo y é aditiva e, portanto, y € E. Disso, para todo f = ZTJLO a, X" € A[X], temos

(yoi(a)(f) =y (Z X)

n=0

o(aa,) X" + §(aa,) X"

|
] =

3
Il
o

o(a)o(an) X" + (d(a)an + o(a)d(a,)) X"

[
M =

3
Il
o

N
Z o(a,) X" 4+ §(a,) X" + §(a ZanX"

n=0

= (i(o(a)) oy +1(6(a)))(f),

de onde yoi(a) = i(c(a)) oy +i(d(a)) e, portanto, yi(A) C i(A) + i(A)y. Suponha que,
para algum n > 1, vale y"i(A) C 0 i(A)y?. Entao

<X
) C yz = (yi(A)y’ C Z )y’ :Zi(A)yj.

7=0

j=

Por indugao, obtemos que a inclusao vale para todo n € N. Consequentemente

i(A)y" - i(A)y™ S i(A) (Zi(A)yj> y" = (A

Jj=0 J=0
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Isso mostra que R = > _i(A)y" é um subanel de E, com i(A) € Rey € R. Em
particular, i: A — R satisfaz (i) e (iii). Resta mostrar a unicidade da escrita. Para isso,
observe que y(1a) = 0(14)X + d(1a) = 14X e suponha que, para algum n > 0, vale
yn(lA) = 1AXn+1, entao

yn+1<1A) — y(y”(lA)) — y<1AXn+l) — U<1A>Xn+2 T O,(lA)XnJrl — 1AXn+2-

Logo a igualdade vale para todo n € N. Agora, se Zivzo i(a,) oy™ = 0, entao

0= (Zz'(an) o y> (L) = 3 (i(an) 0y (La) = 3 X7,

n=0 n=0 n=0

mas A[X] é um A-modulo a esquerda livre com base {X": n € N}, de onde segue que
a, = 0, para todo n € N. Com isso {y": n € N} é uma base para R como A-mddulo a
esquerda, de onde vale (ii). O

No resultado acima mostramos a existéncia de um subanel R de End(A[X]) satisfa-
zendo (i)-(iii). Alternativamente, poderiamos definir uma multiplicagdo no modulo livre
A[X] e mostrar que tal operagao ¢ associativa e unitaria. Como R e A[X] tem base enu-
meravel, pela Proposigao 1.1.5 teriamos que R ~ A[X] como A-moédulos & esquerda. O
proximo resultado, além de 1til na demonstracao dos resultados principais deste texto,
nos permitira obter um isomorfismo de anéis entre quaisquer anéis satisfazendo (i)-(iii).

Proposicao 1.3.3 (Propriedade Universal das Extensdes de Ore). Sejam A um anel,
o € End(A) e § uma o-derivagdo. Se (R,i,y) satisfaz a Proposicio 1.3.2 e (S, j,x) é
uma tripla tal que j: A — S € um morfismo de anéis (nao necessariamente unitdrio)
satisfazendo

zj(r) =jlo(r))z+j(0(r)), VreA, (1)
entao existe um unico morfismo de anéis f: R — S tal que foi=j e f(y) = j(1a)z.

Demonstragao. Defina f: R — S por

; (zmgn) S e )

entdo, de 1g =y’ e 15 = z°, obtemos (foi)(r) = j(r) e f(y) = f(i(14)y) = j(14)z. Para
mostrar que f é multiplicativa, dado m = > i(r,)y" € R, temos

flym) = f (Z yi(%)?/‘)

(Z(i(a(m))y + i(5(rn)))y”> (ii1)

n=0

Il
(g

il (ra))y™ ) + £ (ra))y")

] =

0

3
I

(o (ra))z™ ™ + (0 (ry))z" (2)

WE

3
Il
=)
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Suponha que, para k > 1, vale f(y*m) = 2* f(m). Entao
Fy*tm) = flyy*m) = 2 f(y*m) = wa® f(m) = "+ f(m).
Por indugao, obtemos
fyFm) = a"f(m), Vk €N, (3)

Agora, dado s € A, por i e j serem morfismos de anéis, temos

Logo f é multiplicativa. Para a unicidade de f, se (j(14)x)" = j(14)z™, para algum n > 1
- notando que (f(14)z)' = j(14)z = j(14)x' - entao

(G(1a)2)"™ = j(1a)z(j(1a)z)"
(1

(14)
= j(1a)zj(la)z" (h.i.)
= j(1a)i(e(1a))z + j(6(1a))]" (1)
= j(1a)[j(1a)z]2"
= j(14)a™ .
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Logo, por indugao, obtemos (j(14)z)™ = j(14)a™, para todo n € N. Com isso, se f': R —
S é um morfismo aditivo e multiplicativo satisfazendo f' oi = j e f'(y) = j(14)z, entéo

f (Z Z(Tn)yn> = Z(f, o 1) (rn) f'(y)"

= i(ra)(i(La)2)"

0

= j(ra)j(la)a" = f (ZKW:U”) :

n

n=0 n=0
de onde f' = f. O]

No enunciado da ultima proposi¢ao, apontamos que j: A — S é um morfismo de
anéis nao necessariamente unitario. Como 1z = i(1s) e foi = j, se j(14) = 1g, entdo
f(1r) = j(1a) = 1g, enquanto que, se f(1g) = 1gd, entdo j(14) = f(1g) = lg. Ou seja,
f € unitario se, e somente se, j for unitario, e neste caso f(y) = j(la)z = x e f é um
morfismo de A-mo6dulos & esquerda, onde as estruturas de R e S sao induzidas por ¢ e j.

Com isso, se (R,i,y) e (S, j, z) satisfazem a Proposigao 1.3.2 entao, da Unicidade via
Propriedade Universal, obtemos que R ~ S, como A-moédulos a esquerda e como anéis.
Mais ainda, como existe um isomorfismo de A-moédulos & esquerda g: R — A[X] tal que
g(y) = X, podemos induzir uma multiplicagao em A[X] por m(p,q) = g(g~(p)g(q)),
de forma que: (A[X], goi, X) satisfaz a Proposicao 1.3.2; (goi)(14) = g(1r) = Lax) = 14
e, como ¢ e i sao morfismos de modulos, obtemos (g o )(r) = r, para todo r € A.

Defini¢ao 1.3.4. Sejam A um anel, ¢ € End(A) e 6 uma o-derivacdo. Uma extensao
de Ore associada a o e ¢ é uma tripla (R, j, X) satisfazendo a Proposi¢ao 1.3.2. Neste
caso podemos assumir A C R e vamos denotar R = A[X; g, d].

Exemplo 1.3.5. Abaixo listamos alguns exemplos de extensoes de Ore.

(1) A identidade id: A — A, r + r, é sempre um morfismo de anéis, e a aplica¢ao nula
0: A— A, r— 0, é uma o-derivacao para todo morfismo ¢. Em particular, o anel
de polindomios A[X] = A[X;id, 0] é uma extensao de Ore.

(2) Sejam k um anel comutativo, A = k[t], ¢ € k\ {0} e 0: A — A tal que t" — ¢"t".
Entao k[t][X;0,0] é uma extensdo de Ore, onde Xt = qtX.

(3) Sejam o € End(A), ¢ € A. Defina §: A — A por 6(r) = qgr — o(r)q. Entao 0 ¢ uma
o-derivagdo e A[X;0,0] é uma extensao de Ore, onde Xr = o(r)(X — q) + gr.

(4) Seja A = C*(R) o anel das fun¢ées R — R infinitamente diferenciaveis. Considere
%: A — A o operador de derivacao, f +— df/dt = f'. Entao § é uma id-derivagao

e C*(R)[X;id, 4] ¢ uma extensdo de Ore, onde f' = X f — fX.

Vamos finalizar esta se¢ao com alguns resultados sobre o calculo em extensoes de
Ore. Para o primeiro, como X"r € A[X;0,d], pela regra do grau, devem existir tnicos
70, .., n € A tais que X"r = 1o +rX +--- +1r,X". Os coeficientes r;, 7 = 0,...,n,
podem ser determinados explicitamente via uma expressao combinatoéria, porém, uma
versao mais simples deste resultado seré suficiente para este trabalho.
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Lema 1.3.6. Sejam A[X;0,d] uma extensio de Ore, r € A en € N. Entdo existem
T1y--.,Tho1 € A tais que

X" =o"(r)X"+6"(r) + erXj.

Demonstracao. Por inducao, se n = 0, entao X% = r, enquanto que o lado direito da
igualdade enunciada possui apenas o termo livre, §°(r) = id(r) = r. Supondo a férmula
valida para algum n > 0, obtemos

Xy = X[Xr] = X"[o(r)X +0(r)] = [X"o(r)] X + X"4(r)

o"(o(r)) X" + 6"(c +Zo— ] (h.i.)

+o™(0(r)X™ + 6"(5(r)) + Z 5(r); X7
O.n+1(T)Xn+1 4 6n+1( )

5 (o (r)) X + o™ (8 X”+Z ), X7t +Z§ ]

Notando que o termo entre colchetes na tltima igualdade contém apenas termos com grau
entre 1 e n, segue que podemos escrever

X, — 0n+1(T)Xn+1 + 5n+1(r) + erXj.

]

Em alguns momentos estaremos interessados apenas no coeficiente lider de um poliné-
mio em A[X; 0, 8] - neste caso vamos denotar p = > o 7, X" = ry XN + O(XV1) - ou
no coeficiente linear - e neste caso escrevemos p = ro + p’X onde p’ € A[X; 0, d].

Seja A[X;0,0] uma extensdo de Ore. Considere U () o A-submoédulo & esquerda de
4A gerado por 6(A), ou seja, o conjunto das somas finitas da forma rd(s), r,s € A. Entao
U(9) é um ideal a esquerda de A por definigao, e como § é uma o-derivacao, vale

rd(ss’) =r(0(s)s" + o(s)0(s")) = rd(s)s’ + ro(s)d(s'),

de onde 76(s)s’ = rdé(ss’) —ro(s)o(s’) € U(6). Logo U(d) é um ideal bilateral que, como
ideal, é gerado por 6(A). Mais ainda, de 6(rd(s)) = d(r)d(s) + o(r)d(s) € U(), obtemos
d(U(0)) CTU(H) - portanto U(J) é um ideal d-invariante, também chamado d-ideal.

Lema 1.3.7. Sejam k um anel comutativo, A uma k-dlgebra, g € A, A[X;0,d] uma
extensdo de Ore de A eU(6) o ideal bilateral de A gerado por §(A). Suponha que A[X; 0, 6]

seja uma k-dlgebra. Entao, para todo n € N, existem C’i(g) € A tais que

(X@1+geX)" Z VX XY,

1,7=0

ondeC’(O—l C’On—g e, para todo j < n, C’(% —OeCOJ e U(0).
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Demonstrag¢ao. Vamos obter os elementos Oi(,?) destacados por inducao. Se n = 1, temos
X@1+gX)'=1X' X" +9X° 2 X' +0X°® X",

portanto C\) 0 =1 C’éll) =ge Céo = 0 € U(0). Suponha o enunciado valido para algum
n > 1, entao

_ = o™ yi g
=(X®1+g®X) (ZCMX ®XJ>

i,j=0

= Z XCWX @ X7 + Z gC X @ X X
,7=0 1,j=0

=Y (@(CINX +6(C)X @ X + Z gCI X @ X7+
ij 0 4,7=0

- Z F(CINXT @ X+ 3 §(CI)X @ X+ Y gOlV X @ X+,
4,7=0 1,7=0 2,7=0

Na expressao acima, o termo X" ® XY ocorre apenas no somatério a esquerda quando
(i,7) = (n,0), portanto C’,(Z_fglo) = U(C’?(:g) =o(1) =1. O termo X° ® X" ocorre apenas

no somatorio a direita quando (i,j) = (0,n), portanto C’Oﬁ:rll = gcéfif = gg" = g".
Paral=1,...,n, o termo X" ® X! ocorre no segundo somatoério quando (4, j) = (0,1), e

no terceiro somatorio quando (i, 7) = (0,1 — 1), de onde
Coi™ = 0(CGY) + gCoily € U) + gU(9) = U(S),

enquanto o termo X! ® X ocorre no primeiro somatério quando (4,5) = (I — 1,0), e no
segundo somatoério quando (4, j) = ([,0), portanto, de §(1) = 0, obtemos

Cio™ = a(C" ) +8(CLY)) = o(0) + ([l = m]) = 0.

Por fim, X% ® X ocorre somente no segundo somatoério, com CSTBH) =4 (C(()Tf))) =0. O

No capitulo seguinte, bem como no lema acima, estaremos interessados nas extensoes
de Ore que possuem estrutura de algebra. Mais precisamente, se u: k — A é o mor-
fismo unidade e i: A - R = A[X;0,0] é o monomorfismo de anéis da Proposigao 1.3.2,
queremos que a estrutura de k-algebra em R seja definida pelo morfismo de anéis 7 o u.

Lema 1.3.8. Sejam (A, u) uma dlgebra sobre k e R = A[X; 0,0] uma extensao de Ore de
A com monomorfismo i: A — R. Entao (R,i0u) € uma dlgebra sobre k se, e somente
se, o e d sao morfismos de k-mddulos.

Demonstragao. (=) A funcdo i o u é um morfismo de anéis, pois i e u 0 sdo. Se (R, iu) é
uma algebra sobre k, entao im(iu) C Z(R). Em particular, deve valer

i(u()X "2 Xi(u(a)) "2 i(o(u(a)X +i(5(ula))).
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) =0,

Como R ~ @, .y AX™ e i ¢ um monomorfismo, segue que o(u(a)) = u(a (a
= mplica

para todo a € k. Como ¢ é um morfismo de anéis, a condi¢ao o(u(a))
o(u(a)r) = o(u(a))o(r) =u(a)o(r), Vae€k,re A.
Ou seja, o deve ser um morfismo de médulos. Por outro lado, como § é uma o-derivagao,
a condicao d(u(a)) = 0 implica
d(u(a)r) = d(u(a))r + o(u(a))é(r) = u(a)é(r), Va€ k,r e A.
Portanto 6 ¢ um morfismo de moédulos.

(<) Suponha que R = A[X;0,0], onde o e ¢ sao morfismos de modulos. Entéao, para
todo a € k, valem

u(a) = u(a)o(la) = o(u(a)ls) =o(u(a)) e du(a)) =wu(a)d(la) = 0.
De onde Xi(u(a)) = i(o(u(a))) X+i(d(u(a)) = i(u(a))X. Ouseja, paratodoa € k, i(u(a))
comuta com X, e consequentemente com X", para todo n € N. Como im(u) C Z(A),

i(u(a))i(r) =i(u(a)r) =i(ru(a)) = i(r)i(u(a)), Vre A.

Ou seja, i(u(a)) comuta com todo elemento da forma i(r), e consequentemente com todo
elemento da forma i(r) X", para todo n € N. Isso mostra que im(iou) C Z(R). O

) e d(u
u(a) i

Ao longo desta se¢ao, definimos e consideramos apenas extensoes de Ore como modulos
a esquerda livres de base {X": n € N}. Quando o for um morfismo de anéis bijetor, ou
seja, 0 € Aut(A), podemos considerar A[X; o, d] como um A-mo6dulo & direita com mesma
base.

Proposigao 1.3.9. Seja A[X; 0, 6] uma extensio de Ore. Se o € Aut(A), entao A[X; 0, 0]
¢ um A-mddulo a direita livre de base {X™: n € N}, via multiplica¢ao.

Demonstra¢ao. Vamos mostrar primeiro a unicidade da escrita do elemento nulo. Supo-
nha que existem rg,...,ry € A, com ry # 0, tais que Y X"r, = 0, entdo

N N
0=> X"rp=> o"(r) X"+ O(X" ") = o™ (ry) XV + O(XN),
= n=0
de onde oV (ry) = 0. Como o, e consequentemente o'V, & injetiva, deve ser ry = 0, o que
é um absurdo. Portanto nao é possivel escrever o elemento nulo como uma combinac¢ao
linear a direita nao nula de {X": n € N}.
Para mostrar que todo elemento de A[X; g, 0] pode ser escrito como combinagao linear
a direita, vamos utilizar indugdo em n = deg(p). Se n = 0 entdo existe ry € A tal que
p = rp = lryp e nao ha mais nada a mostrar. Suponha que, para algum n > 0, todo
elemento p € R[X; 0, d] com deg(p) < n, escrito na base a esquerda, pode ser escrito como
uma combinagao linear & direita de {X": n € N}.
Dado f € A[X;0,6] com deg(f) =n, escreva f =3 " r;X'e

gi=f—X"0""(ry) = f —r X"+ OX"") = O(X" ),

ou seja, deg(g) < n. Pela hipotese de inducao, podemos escrever g = Z?:_ol X's;. Substi-
tuindo g na defini¢cao acima, obtemos

n—1 n
f=X"0"(r)+ Y X'sieY X'A
=0 1=0

logo A[X; 0,0] é gerado, como A-modulo a direita, por {X™: n € N}. ]
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Uma extensao de Ore R de A é uma maneira de estender a estrutura do anel A para
um "mddulo de dimensao infinita” de maneira controlada e tal que a inclusao i: A — R,
em geral, nao satisfaz im(i) C Z(R). Portanto, as extensoes de Ore dao exemplos de
extensoes que nao sao algebras.

No proximo capitulo estaremos interessados em estender nao s6 a estrutura de anel,
mas a estrutura de algebra de Hopf fraca de uma k-algebra A, k sendo um anel comutativo,
para sua extensao de Ore R.

1.4 Algebras de Hopf fracas

Nesta secao vamos definir dlgebras de Hopf fracas e desenvolver identidades que serao
uteis para se fazer célculos nesse contexto, tendo como objetivo final dois resultados:
mostrar que a antipoda de uma algebra de Hopf fraca é um anti-morfismo de algebras e
de coalgebras; e caracterizar quando uma &lgebra de Hopf fraca é uma algebra de Hopf.
As principais referéncias desta segao sao [4] e [8]. Alguns resultados presentes nas refe-
réncias anteriores, cuja demonstracao foi apresentada apenas em dimensao finita, foram
encontrados em sua forma mais geral em [7].

Para fins de comparagao, vamos comecar definindo e dando exemplos de algebras de
Hopf e, em seguida, passaremos ao estudo das algebras de Hopf fracas. Nesta secao k
denotard um anel comutativo.

Defini¢ao 1.4.1. Uma algebra de Hopf é uma séxtupla (H, u, u, A, €, S), onde:
(H1) (H,p,u) é uma k-algebra;
(H2) (H,A,€) é uma k-coalgebra;

(H3) p e u sdo morfismos de coalgebras, ou equivalentemente, A e € sdo morfismos de
algebras;

(H4) S € Endy(H) satisfaz S xid =uoe=1id*S.

Exemplo 1.4.2. Abaixo listamos algumas algebras que possuem estrutura de algebra de
Hopf, e outras que nao podem ser munidas de tal estrutura.

(1) O anel base k com a estrutura de algebra trivial, (k, m,id), e a estrutura de coalgebra
do Exemplo 1.2.8(1), é uma algebra de Hopf com S = id.

(2) Sejam G um grupo e kG a algebra de grupo do Exemplo 1.2.2(4) com a estrutura de
coélgebra do Exemplo 1.2.8(2), entdo kG é uma de algebra de Hopf com S(g) = g7,
para todo g € G.

(3) O anel k[X] com a estrutura usual de algebra de polinémios e a estrutura de coal-
gebra do Exemplo 1.2.8(3) satisfaz (H1)-(H3) da defini¢ao acima, mas néo pode ser
munido com uma estrutura de algebra de Hopf, pois, neste caso, S deveria satisfazer

Lix) = (w0 €)(X) = (§ id)(X) = S(X)X,

mas X nao possui um inverso a esquerda no anel k[X].
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(4) O anel k[X] com a estrutura usual de algebra de polinémios e a estrutura de coal-
gebra do Exemplo 1.2.8(4) admite uma estrutura de algebra de Hopf. Neste caso,
S(1) =1, e portanto

0= (uoe)(X) = (S*id)(X) = S(X)L + S(1)X,

de onde obtemos que a identidade (H4) ¢é satisfeita para S(X) = —X. Veremos
adiante que S é um anti-morfismo de algebras, de onde, dado n € N, a identidade
S(X) = —X implicara em S(X™) = (S(X))" = (—1)"X, determinando S para todo
elemento de k[X].

(5) Quando k ¢ um anel simples (sem ideais bilaterais nao triviais), a algebra de matrizes
M, (k), com n > 1, ndo admite nenhuma estrutura de coalgebra que satisfaga (H3).
Neste caso, M, (k) também é simples e, para que e: M, (k) — k seja um morfismo
de algebras, ker(e) deve ser ideal bilateral. Se ker(e) = 0, entao M, (k) ~ k como
anéis, o que ocorre somente se n = 1, enquanto que ker(e) = M, (k) implica em
c=(e®id)A(c) =0, Yc € M,(k), o que também é um absurdo.

Os exemplos (2) e (3) acima mostram que a comultiplicagdo de um elemento ser “a mais
simples possivel” - no sentido de nao ser uma soma com mais de um termo - esta associada
com a inversibilidade do elemento, sendo (4) uma maneira de contornar a defini¢do da
comultiplicagdo para elementos ndo inversiveis, enquanto o exemplo (5) simplesmente
mostra a incompatibilidade da estrutura matricial com a nogao de élgebras de Hopf.

Existem diversas motivagoes distintas para a definicao de dlgebras de Hopf fracas, mas
aqui estaremos interessados em definir uma estrutura mais geral que algebras de Hopf,
que englobe as algebras de matrizes - e consequentemente, as algebras de grupoides, como
veremos adiante - e cuja expressao para comultiplicagao de um elemento ser “simples”
esteja “um pouco menos” relacionada a sua inversibilidade.

Definigao 1.4.3. Uma algebra de Hopf fraca ¢ uma sextupla (H, u, u, A, €,S), onde:
(W1) (H, p,u) é uma k-algebra;

(W2) (H, A, €) é uma k-codlgebra;

(W3) A comultiplicacdo A preserva a multiplicacdo de H para H ® H e satisfaz

(A @)1 A1) = A1) = 10 A1)(AL) @1);

(W4) A counidade € satisfaz as identidades

e(abc) = e(aby)e(byc) = e(aby)e(bic), Va,b,c € H;

(W5) Denotando A(1) =1, ® 1, € H ® H, a antipoda S € Endy(H) satisfaz
(a) Sxid*S =S5,
(b) (S *idg)(a) = 11€(als), Va € H,;
(c) (idy * S)(a) = €(11a)ls, Va € H.
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Em [4], uma quintupla (H, u,u, A, €) satisfazendo (W1)-(W4) é chamada bialgebra
fraca, ou WBA, e para algebras de Hopf fracas é utilizada a sigla WHA.

Antes de apresentar exemplos de WHA’s serd util reescrever o axioma (W3) mais
explicitamente. Considere duas escritas A(1) A(1) = 1; ® 1, = 1} ® 1,. Entao, de (W3),
sao equivalentes

(AN @ DA A1) = As(1) = (1@ AM)(AL) @ 1),

(LeLe)(1ellel)=~A0)=101 1)1 1;,®1),
LHeLhliel,=1,01L1;=1]®1;1,® 1,,

e trocando 1; ® 15 com 1] ® 1), na expressao a direita, obtemos ainda
LRLel,=1,81]1,®1),.
De forma pratica, estas sao as igualdades que interessam quando referenciamos (W3).

Exemplo 1.4.4. Abaixo listamos alguns exemplos de algebras de Hopf fracas.

(1) Toda algebra de Hopf é uma WHA.

Se A é um morfismo de élgebras, entao preserva a multiplicagdo e A(1) =1® 1, de
onde os trés termos em (W3) se tornam 1 ® 1 ® 1.

Se € ¢ um morfismo de algebras, entdo e€(zy) = €(z)e(y) e, pelo axioma da counidade
e por e ser um morfismo de modulos, temos €(b) = e((uo€)(by)bs) = €(by1)e(b2). Logo

e(abc) = e(a)e(b)e(c) = e(a)e(by)e(ba)e(c) = €(aby)e(bac).

A segunda identidade de (W4) segue da comutatividade de k.

Por fim, de A(1) = 1 ® 1 temos €(1;a)ly = €(a) = 11€(aly), de onde (W5)(b) e
(W5)(c) correspondem a (H4), enquanto (W5)(a) é satisfeito, pois a unidade da
algebra de convolu¢do Endy(H) é dada por uoe. Assim,

(S*id)*S=(uoe)xS=2_9.

(2) Para todo n > 1, a algebra de matrizes M, (k) possui uma estrutura de WHA.

Vamos definir tal estrutura utilizando que M, (k) é um k-moédulo livre de base
{e;j: 4,5 =1,...,n}, onde e;; denota uma matriz elementar, e a Proposigao 1.1.5(iii).

Defina A(e;;) = e;;®e;; e €(e;;) = 1, paratodos i, = 1,...,n. Entéo, pelo Exemplo
1.2.8(2), (M, (k),A,€) é uma codlgebra. Para verificar (W3), temos que

Aleij)Alers) = (eij ® eij)(ers @ )
= €ijCrs & €ijCrs
= [] = r]eis X €45
= [j =r]A(eis) = Alejers),

e, como A(1) =>""  Ae;) = Y1 € ® e, calculamos

n

AORDIRADL) = > (i ® e @ ej)(en @ €5 @ €45)

,5,r,8=1
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n

= E €ii€rr & €4i€55 & €;j€ss

,5,r,8=1

= [2 :THZ = 5][] = 3] Z eii®eii®€jj

= ieii ®e; Qe =--=1A1)(A(1)®1),
Ay(1) = Z Ales) @ e = Z(eii ® €i;) @ €.
De (e;5)1 ® (€ij)2 = Ales;) = eij @ e;5, temos
e(eijers)e(erseun) = [1 = rle(eis)[s = ule(en,) = [j = r][s = u]
= [J = rl[s = ule(ew) = e(€sjersun),

logo (W4) é valida para os elementos da base de M, (k). Como € ¢ um morfismo,
a identidade vale para todo elemento de M, (k). Por fim, definindo um morfismo
S: M, (k) = M,(k) por S(e;;) = ej;, obtemos

(S *idm)(eij) = S(eij)eij = ejiei; = €5,

(idw * S)(ei5) = €55 (eis) = eijeji = e,

consequentemente, ((S xidy) * S)(e;;) = ejje;; = ej; = S(ei;), e também

116 €ij 12 Zerre e'Ljerr = Z[] 71]67‘7‘ = €5 = (S * ZdH)(e’lJ)7

r=1

e n n
€(lie;5)1o = Z elerrej)er = Z[z =rle, = e; = (idg * 5)(es5),

r=1 r=1

logo (W5) vale para a base de M, (k) e, portanto, para todos os elementos.

Se H e L sao WHA’s, entao H ® L possui uma estrutura de WHA.

Pelos Lemas 1.2.4 e 1.2.9, sabemos que H ® L tem uma estrutura de algebra e de
codlgebra. Denote Ay(ly) =1, @1, =11®1, e Ap(ly) =11 Q@21 =11"®51', ¢
considere I' a composicao dos isomorfismos 7, de forma que

NMAQLIARLIHRKL—->HRHRHRILR®L®L,
MNa®b®d @b @d" @b")=ad @d" @b @b,

entao I' ¢ um morfismo inversivel, de onde

(A(lggr) ® lper)(loer ® A(lugr))
=(11®1101L,®:10101)(lg@1l,® 1011 ®1,®,1")
=11 ®11® 1,11 ®.1;1' ® 15, ® 51
=TI (11 ® 1,1 ®15) ® (11 ®21;1' ®,1"))
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=TI, ®1,®13) ® (11 ®,1 ®3l)) (W3) p/ H,L
=11 ®1191,®:1®13®;1

= (L ®11) ® A(1y ® 1)

= ((idrer @ A) o A)(1g @ 11) = As(lner),

e, analogamente, (1ggr @ A(lpern))(A(lger) ® lyer) = As(lyer). Portanto vale
(W3) em H® L. Para (W4), como im(e) C k e k é um anel comutativo, temos

e((a®b)(d @b)(a"@V")) = e(ad’a” @ bV'D")

= ey (aa’a”)er (DU'D")
= cu(aay)en (aza”)er (bby)er (b50") (W4) p/ H,L
= eH(aa'l)eL(bb’l)eH(a’Qa”)eL(b’zb”) (/{ = kOp)

= e(aa) @ bb))e(aya” @ byb")
= c((a®b)(a; @ by))e((a; @ b)(a” @ "))
= c((a®@b)(d' @ V)1)e((d @ b)a(a” @ ")).

Analogamente, mostra-se que vale a identidade
c((a@b)(d @b)(ad" V") =€e((a®b)(d @b))e((¢’ @b")1(a®D)).
Considerando o morfismo S = Sy ® Si, € Endi(H ® L), obtemos

(S *idper)(a®b) = S((a®b)1)(a®b)
= S(a1 ® by)(az ® by)
= (Su(a1) ® Sr(b1))(az @ by)
= Sp(ar)as @ Sp(by)be
= lieg(als) ® 11eL(b 21) (W5)(b) p/ H, L
= (13 ® 11)egy(aly)er(b o1)
= (11 ®11)e(als @b 1)
= (1L ® D)e((a @ b)(1; @ 51))
= (Lnephe((a @ b)(Lnsr)2),

de onde vale (W5)(b) para H ® L. Analogamente, utilizando que vale o axioma
(W5)(c) em H e L, mostra-se que vale (W5)(c) em H ® L. Por fim calculamos

(S xidyer * S)(a®Db)
=S5((a®b))(a®b)2S((a®b)s3)
= S(a1 ® b1)(a2 ® by)S(as @ bs)
= (Su(ar) ® Sp(b1))(az2 ® b2)(Su(as) ® Si.(bs))
= Sg(ar)asSu(az) ® Sr(b1)baSL(b3)
= Su(a) ® SL(b) (W5)(a) p/ H,L
= S(a®Db).

Portanto S % idygr * S =S e vale (W5h)(a) em H ® L.
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(4) Sejam H uma algebra de Hopf e ke um modulo livre com base {e}. Entao o médulo
H' = ke ® H admite uma estrutura de algebra de Hopf fraca sobre k, estendendo a
estrutura de algebra de Hopf de H.

Todo elemento x € H' pode ser escrito, de maneira tnica, como x = re + a, onde
r € keac H Como H possui tanto estrutura de algebra quanto de coélgebra,
segue dos Lemas 1.2.5 e 1.2.10, com g = 1y, que H’ possui estrutura de algebra e
de coalgebra, definidas por

u(r) = re, (re+a)(se +b) =rse+ (rb+ sa + ab),
e(re +a) =2r +ey(a), Alre+a)=r(lg @1y + f f)+ Anl(a),

onde f = e — 1y. Vamos verificar o axioma (W3), para isso, como A é morfismo de
modulos, para verificar que A ¢ multiplicativa, ¢ suficiente mostrar que A(e) = A(e)?

e Ala) = A(e)A(a) = A(a)A(e), de onde teremos
A(re + a)A(se +b) = rsA(e)? + rA(e)A(b) + sA(a)A(e) + A(a)A(D)
=rsA(e) + rA(b) + sA(a) + A(ad)
= A(rse + (rb+ sa + ab))
= A((re +a)(se +b)).

Como f =e— 1y = 1y — 1y e 1y é idempotente em H', temos que f é um
idempotente ortogonal a 1y € H’, ou seja, 1gyf = fly = 0 e f2 = f, de onde
(lg@1g)(f@ f)=(f® f)(ly ® 1g) =0, e portanto

Ale)*=(1p @1y + f f)?
= (g @1u)?+(fof)?
=1lp@lp+ff
= A(e).
Mais ainda, para todo a € H, temos fa = ea — 1lga =a—a =0 e af = 0, logo
f® fanula H® H, a direita e a esquerda, portanto

A(e)A(a) = (1n @ 1p)Ap(a) + (f @ f)An(a) = Ala),

Ala)A(e) = Ap(a)(ln ® 1n) + Au(a)(f ® f) = Ala).
Isso mostra que A é multiplicativa. Ao mostrar que H’ possui estrutura de coélgebra,
notamos que As(e) = 1lp @1y @1+ f® f® f. Por outro lado, de 1y f = fly =0

temos que (z® fRY) (1Y) = (1Y) (r® f®y) = 0, para quaisquer
x, 2 y,y € H', de onde

(Ale)@e)(e@Ale) =(lg@1lg@e+ fRfRe)(e®@1n @1 +e® [ f)
=1lpR1g@1lu+ R f® f=~A2Ae)
=(eR1lp@lp+exfRf I (lp@lgRe+ fR f®e)

— (c® AW)(A() ®e).
Logo, vale (W3). Como toda algebra de Hopf é uma algebra de Hopf fraca, valem

e€(ar)e(az) = e(a) e e(aby)e(bac) = €(abc) = €(abs)e(bic), para quaisquer a,b,c € H.
Como € é morfismo de modulos e €|y = ey,

e((re + a)(se+ b)1)e((se + b)2(pe + ¢))
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=e((re+a)sly)e(lg(pe + ¢))
+ e((re + a)sf)e(f(pe + c))
+ e((re + a)by )e(ba(pe + ¢))
= €(rsly + sa)e(ply + c)

+e(rsf)e(pf) (fH=Hf=0)
+ €(rby + aby)e(pby + bac)

= rsp + rse(c) + spe(a) + se(a)e(c) (e(lg) =1)
+ rsp (e(f)=1)

+ rpe(b) + re(be) + pe(ab) + e(abe)
= 2rsp + spe(a) + rpe(b) + rse(c)
+ pe(ab) + se(ac) + re(be) + €(abe).

Por outro lado,

e((re+a)(se+b)(pe+c))
e((rse + [rb+ sa + ab])(pe + ¢))
(
(

e(rspe + (rsc+ p[rb + sa + ab] + [rb + sa + ablc))
= €(rspe) + €(rsc) + e(prb) + e(psa)
+ €(pab) + €(rbc) + €(sac) + €(abc)
= 2rsp + rse(c) + pre(b) + pse(a)
+ pe(ab) + re(be) + se(ac) + €(abe).

Logo vale e(xyz) = e(xy;)e(y22), para quaisquer x,y,z € H'. A demonstragao de
e(ryz) = e(xyz)e(y12) ¢ andloga. Portanto vale (W4). Por fim, seja S: H — H’
definida por S(re + a) = re + Sg(a). Entdo S é um morfismo de modulos, pois
S(s(re+a)) = S(sre + sa) = sre + sSp(a) = sS(re + a). Como

Ag(re+a)=r(lg @1 @1y + f@ f @ f) + Ax(a),
e S(f)=295(e) —S(1g) =e— 1y = f, temos que

(S*idy x S)(re+a) =r[S(Iy)lgS(ly) +rS(f)fS(f)] + S(ar)axS(as)
=r[lg + f] + Su(a)
=re+ Sp(a)
= S(re+a),

de onde vale (W5)(a). Por fim, temos

(S*idy)(re+a) =r[SAg)lg + S(f)f] + (Sg *idy)(a)
=r[lg+ f] +eu(a)ly
=re+ey(a)ly
=7r[lg + f]+eula)lny
=7r[1gS(ly) + fS(f)] + (idy * Su)(a)
= (idy * S)(re + a),
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ere((re+a)ex) = lye((re+a)ly) + fe((re+a)f)

= lpe(rly +a) + fe(rf) (Hf =0)
=1u(r +en(a)) + fr
— rlLy + f] + enfa)ln (im(w) C Z(H")

=re+ey(a)ly

=r[ly+ f]+en(a)ln

=rlg+ela)ly+rf

=e(rlg+a)lyg +e(rf)f (fH =0)
=e(ly(re+a))ly +e(f(re+a))f

= e(ey(re + a))es.

Ou seja, (S *idy)(x) = (idy * S)(x) = e1e(xey) = €(erx)es = re + ey (a)ly, para
todo © = re +a € H'. Portanto valem (W5)(b) e (W5)(c). Logo (H', pu,u, A €, 5)
¢ uma algebra de Hopf fraca sobre k.

(5) Sejamn >1le H = @ijl ke;; o modulo livre sobre k com base {e;;: 4,7 =1,...,n}.
Entao H é uma &lgebra de Hopf fraca com

n

ey @ ens) = li=r, = sleg, u(ly) =Y ey,
ij=1

ele) =[i=4], Aley) =) ep®@ey e Sley)=ej

p=1

A tripla (H, pu,u) é uma algebra, pois

fd i:p:r,j:qzs]ew
=[p=rq=s]li=p,j = qley
= [p=rq=sluley @ epg) = pley @ plepg @ ers)),

plula) @ e) = Y av pley ® e;) = av ey,

pyq=1
n
pley @u(a) = D avple; ® ey) = avey;.
p,q=1
A tripla (H, A, €) é uma coélgebra, pois

n

(A &® ZdH)A(QJ) = Z A(eip) QD ep; = Z (eiq ® eQP) ® ep;
p=1

p,q=1
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n

= Z €iqg @ (eqp ® €pj) = Z eiq @ Alegs) = (idy @ A)A(ey;),

pg=1 g=1
€
e @idm)Aley) =Y elep)ey; = Y [p = iley; = ey,
p=1 p=1
plidy @ €)A(e;) =Y enpeleny) = Y [p = dlei = €.
p=1 p=1

Para (W3), verificamos que A é multiplicativo,

Aleij)Aers) = (Z eip ® epj> (Z erq ® eqs> = Z Ciptrqg @ €pjCys
p=1 q=1

p,q=1
n

=li=rj=s] Z eip ® ey = [ =1, j = s|A(e;;) = Alejzers),

p=1

enquanto que

(A(lH)(XJlH)(lH@A(lH)) = ( i 61p®6m’®6r5> < i €uv®6xq®6qy>

,7,P,T,S u,v,q,2,y
n

= E €ipCuv & €pjCaq & €rsCqy
i7j7p77,75
u’v7q’x’y

= Z Cip @ €pg @ €qs = Na(1p).

1,8,0,9

Como H é comutativo, temos

(A(lg) @ 1g)(1g ® A(lg)) = 1z @ A(1))(A(lg) ® 1g),

portanto vale (W3). Para verificar (W4), calculamos

n

e(eij(€uv)r)e((eun)2ers) = Z e(€ij€up)€(Epvers)

- i ([@ = u,j = p]G(%‘)) ([p =nv= 8]6(6“)>
= (= v = sl = 1) (1= oo = sl =)
—(fi=ud =rlli = 1) (1 = o = ollr = 5]
=li=u=rj=v=s|li=]j
=li=u=rj=uv=slele;)
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Analogamente, mostra-se que valem as igualdades
€(eij(eu)2)e((eun)i€rs) = €(€ijeuwers) =[i=j=u=v=1r=4|

Portanto vale (W4). Para mostrar (W5), temos por um lado que

e(lie)la = > elemeij)eps = Y elei)ee = D i = dleje,
r,s,p=1 s=1 s=1
116(61']'12) = Z erp€<€ijeps> = Z 6(61']')6” = Z[@ = j]em-.
r,s,p=1 r=1 r=1
Por outro, calculamos
(id * S)(ei) = > eipSlen) = Y einejp = Y _[i = flejp = €(lies)1s,
p=1 p=1 p=1
(S xidu)(e) = > Slen)ep; = Y epiey; = Y _[i = flep = Lie(ey;1a).
p=1 p=1 p=1

Portanto, valem (W5)(b) e (W5)(c). Por fim, temos

n

((S*idy) * S)(es5) = Z [S(€iq)eqp) S (€p;)

p,g=1
n

= Z legi€qpl€sp

p,g=1

Sy
q=1
= ¢ji = S(eyj).
De onde (H, p,u, A€, S) é uma algebra de Hopf fraca sobre k.

Como consequéncia dos exemplos (1)-(3) acima, podemos produzir novas algebras
de Hopf fracas a partir de algebras de Hopf, tomando o produto tensorial por M, (k).
No préximo capitulo mostraremos que, se G é um grupdide conexo, entao a algebra de
grupoide kG é isomorfa a kG ® M, (k) ~ M, (kG) como algebras de Hopf fracas, e esta
caracterizagao tornara mais facil o processo de determinar os caracteres de kG, bem como
outros elementos importantes para o resultado central deste texto.

O Exemplo 1.4.4(4) foi proposto em [5], no contexto de algebras de Hopf fracas sobre
corpos de caracteristica zero, como um método de obter uma algebra de Hopf fraca H' a
partir de uma algebra de Hopf H, aumentando a dimensao de H em 1. Este método foi
chamado de “construcgao tipo de Kaplansky”, assim, mencionaremos H’ como uma alge-
bra de Hopf fraca de Kaplansky. O Exemplo 1.4.4(5) é um caso particular de uma
“algebra de face de Hayashi”, geralmente apresentada como uma biédlgebra fraca associada
a um grafo orientado - vide [13, Example 2.6]. No caso em que o grafo ndo possui arestas,
esta dlgebra admite a estrutura de algebra de Hopf fraca apresentada acima. Mencionare-
mos este exemplo como uma algebra de Hopf fraca de Hayashi. No proximo capitulo,
vamos calcular os caracteres e elementos group-like fracos das élgebras de Hopf fracas de
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Kaplansky e de Hayashi.

Para o restante desta segao, (H, u, u, A, €, S) denotara uma algebra de Hopf fraca sobre
um anel comutativo k. No decorrer deste texto, serao essenciais as fungoes

e: H—H €s: H— H e: H— H e€:H—H

a — 6(11&)12 a — 116(&12) a +— 6(&11)12 a +— 116(12@)

as quais sao morfismos de k-moédulos, por serem composi¢oes dos morfismos A, u, €
e 7 e da agdo €(a)>b = (uo€)(a)b. No caso de H ser uma algebra de Hopf, temos
€ = €5 = €, = €. = ue, e no contexto de algebras de Hopf fracas, valem ¢ = idy x S e
es = Sxtdy. Os resultados desta secao contém itens com afirmacgoes simétricas sobre estes
quatro morfismos, e suas demonstracoes sao muito semelhantes, portanto apresentaremos
integralmente as demonstracgoes envolvendo ¢;, indicando as mudancgas adequadas para os
demais itens, sem prolongar o texto com suas demonstracoes completas.

Lema 1.4.5. Para quaisquer a,b € H valem:

(i) €06 = ¢€; (1v) €50 € = €5

(ii) €(ae(b)) = e(ab); (v) €(es(a)b) = e(ab);
(iii) €(aey(b)) = e(ab); (vi) €s(€s(a)b) = €s(ab).

Demonstracao. Pelo axioma (W3) temos 1; ® 1,17 ® 1, = 1; ® 15 ® 13. Multiplicando por
a®1®1 a direita, obtemos 1ya ® 151} ® 1, = 11a ® 15 ® 13, de onde

(e, 0€)(a) = e(e(11a)1y)

= e(11a)e(1y) (€, morfismo)
= e(1a)e(171)1),

= (e®e®id)(lia® 1,1, ® 1)) (W3)
= (e®e®id)(lia® 1, ® 13) (W3)
= e(l1a)e(12)13

= e(11a)1, (ue * id = id)

= ¢(a),

isso mostra (i). A demonstragao de (iv) é analoga, utilizamos que im(ue) C Z(H), de
onde ae(b) = aue(b) = ue(b)a = €(b)a. Como €, é um morfismo de k-modulos, segue que

es(ae(b)) = es(e(b)a) = e(b)es(a) = es(a)e(b).
Utilizando esta igualdade e que € é k-linear, temos
e(ae (b)) = e(ae(11b)1s) = e(aloe(1,b)) = e(als)e(1:0) " e(ab),

logo, com a segunda igualdade de (W4), concluimos (ii). Para (v) utilizandos a primeira
igualdade de (W4). Por fim utilizamos (ii) para obter (iii),
i)

er(ae (b)) = e(1ae, (b)) 1o w €(11ab)1y = €4(ab),

e analogamente, utilizando (v), obtemos (vi). O
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Como consequéncia do Lema 1.4.5(i), se a € im(e), entdo existe b € H tal que
a = ¢/(b), de onde obtemos €;(a) = (¢ 0 €)(b) = €(b) = a. Reciprocamente, a igualdade
a = ¢/(a) implica a € im(¢;). Por 1.4.5(iv) obtemos a € im(e,) se, e somente se, a = €4(a).
Com isso, vamos denotar

Hy=im(e) ={a€ H:a=¢(a)} e Hy=1im(e;) ={a € H: a=¢s(a)}.

Como ¢; e €, sao morfismos de médulos, obtemos que H; e H, sao submoddulos de H. Ao
longo desta se¢ao vamos mostrar, como requisito para obter as propriedades da antipoda,
que H; e H, sao também subalgebras de H.

Lema 1.4.6. Paran > 2, denotando A,_1(1) =1, ® --- ® 1, temos:
(Z) 11@"'®1n:11®"'®1n—1®€t(1n);

(11i) a € Hy se, e somente se, A(a) = 1;a ® 15. Nesse caso A(a) = al; ® 1g;
(iv) a € Hy se, e somente se, Ala) =11 ® aly. Nesse caso Aa) = 1; ® 1qa.
Demonstra¢ao. Com n = 2, utilizando o axioma da counidade e (W3), obtemos

Al) =1, ® 1,
= 11 X 6(12)13 (Zd = UE * Zd)
= (id ® p)(id ® ue @ id)(1; ® 1, ® 13)
= (id ® p)(id ® ue ® id)(1; ® 1715 ® 13) (W3)
= 11 X 6(1/112)1/2
= 11 & €t<12)'

Para n > 3, utilizando o axioma da coassociatividade, temos

An-1(1) = ((Ap—2 ®idg) o A)(1)
= (A, 2 ®idy) (1] ® 1)
= (An2 ®idg) (11 @ €(12)) (n=2)
=1

10 ®1,1® ﬁt(ln)a

portanto vale (i). A demonstragdo de (ii) utiliza id = id * ue e (W3) quando n = 2, e
A, = (idg ® A,—3) o A quando n > 3.
Suponha a € H,, entao

Aa) = Ae(a)) 1.4.5(7)
= A(e(lla)b)
= €(11a)A(1y) (A morfismo)

=¢(l1a)ly ® 13

= (p®id)(e ®id ®id)(11a @ 15 ® 13)

= (p®id)(e ®id ®id)(1ja ® 111, @ 15) (W3)
= e(1a)111, ® 1,

= 11e(1}a)15, ® 15 (im(ue) C Z(H))
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= 11€t<a> &® 12

Reciprocamente, se A(a) = 1ya ® 15, entdo, aplicando p o (ue ® id), obtemos
a = (uexid)(a) = (po (ue®id) o A)(a) = €(l1a)ly = €&(a),
de onde a € H;. Retomando o célculo anterior, temos

Ala) = (p®id)(e ®id @ id) (1106 ® 1, ® 13)
= (p@id)(e®id®id)(lja® 11, © 1) (W3)
= ¢(1]a)151; ® 15
=¢(a)l; ® 1
=al; ® 1y, 1.4.5(1)

de onde vale (iii). A demontragao de (iv) é analoga, utilizando que €5(a) = a se, e somente
se, a € Hy, e versoes adequadas de (W3). ]

Os itens (i) e (ii) do lema acima, nas bibliografias referenciadas, sdo enunciados como
A(l) € H;® Hy. Como ¢,: H — H; e €,: H — H, sao morfismos de modulos, segue da
Propriedade Universal do Produto Tensorial que ¢, ® ¢,: H ® H — Hy ® H;, dada por
(6s @ €)(a ®b) = €5(a) ® €(b), estd bem definida. Utilizando os itens (i) e (ii) acima,
obtemos que A(1) =11 ® 13 = €5(11) ® €(11) € im(es ® €;) C Hy ® Hy. Porém, sempre
que utilizarmos este resultado, estaremos interessados nas identidades (i) e (ii).

Lema 1.4.7. Sejam a,b € H, entdo:
(Z) aq & CLZS(ag) == ]_1& & 12,’ (ZZZ) S(al)ag & ag = 11 (024 a]_g;
(11) ae(b) = e(arb)as; (1v) es(a)b = bie(abs).

Demonstragao. Como A & multiplicativo, temos A(a) = A(1)A(a), ou seja, valem as
identidades a1 ® as = 11a1 ® 1aas e 11a1 ® laas ® 13 = (11a); ® (11a)2 ® 1y, de onde

a1 K CLQS(CLg) =a1 K 6(11&2)12 <W5)(C)
= &16(11G2> &® 12 (zm(e) Q k)
= ]_/ (1,16(]_ ]_/2a2) & 12

= (o (idy @ €)) @idy)((17 @ 1115 ® 13)(a1 ® as @ 1y))
= ((no (idy ®€)) ®idy)((11 ® 1o ® 13)(a1 ® az @ 1p)) (W3)
= (1o (idy ®e)) ®idp)(liar @ 1aaz ® 13)
= ((po (idy ®¢€)) ®idy)((L1a)1 ® (11a)2 @ 1»)
= (L1a)1e((11a)2) ® 19
=1la® 1o, (1d * ue = id)

portanto vale (i). O calculo de (iii) ¢ analogo utilizando (W5)(b), (W3) e ue * id = id.
Para (ii) e (iv), lembramos que H é um k-moédulo via r > a = u(r)a, de onde vale a
igualdade €(b) > a = (uo€)(b)a, a qual denotamos por €(b)a. Assim, temos

ae;(b) = ae(11b)1,
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= €(ay)aze(110)1 (id = ue x id)
= €(ay)e(11b)asly (im(ue) C Z(H))

= (e ®@e®idy)((a; ® 11 @ azls)(lp @b® 1))

= (e ® e ®@idy)((a1 ® S(az)as @ as)(lp @ b® 1)) (i17)

e€(ay)e(S(az)asb)ay

€(ar)e(es(az)b)as (W5)(b)
= ¢(a1)e(asb)as 1.4.5(v)
= e(e(ay)azb)as (€ morfismo)

= e(a1b)as, (ue *id = id)

portanto vale (ii). A demonstragao de (iv) utiliza id = id * ue, (i) deste lema, (W5)(c), o
Lema 1.4.5(ii) e, por fim, novamente id * ue = id. O

Como observado anteriormente, H, e H; sao submoédulos de H, pois sao imagem dos
morfismos €, e €. Pelo axioma da counidade, obtemos 15 € Hy e 1y € H,, pois

63(1]{) = 11€<1H12) = 116(12) = 1H = 6(11)12 = 6(111[{)12 = €t<1H)-
Com o lema acima, podemos provar que estes submodulos sao subéalgebras de H.

Proposicao 1.4.8. Os subconjuntos Hy, H, C H sao subdlgebras de H. Mais ainda, para
quatsquer s € Hy et € Hy, vale st = ts.

Demonstracao. Sejam s € Hg e t € Hy, entao

st = €s(s)€(t) 1.4.5(17)
= 11e(s15)e(14t)1,

= e(11t)1]12¢(s15) (tm(ue) C Z(H))
=u(e®ide)(1®1®s)(l;®1]L,1,)(t®1®1))
=u(e®ide)(1®1®s)(1;® 1,1 ®15)(t®1x1)) (W3)
= e(11t)1517€(s1y)
= ¢ (t)es(s)

— ts. 1.4.5(i)

Isto prova a segunda afirmacao enunciada. Pela observacao anterior, resta mostrar que,
dados a,b € H,, vale ab € H;, e analogamente para H,. Para isso, calculamos

ab = aey(b) 1.4.5(7)
= e(a1b)ay 1.4.7(44)
= pu((eop) ®id)(T ®idy)(b® Ala))
= pu((eop) ®id) (T ®idy)(b® 1l1a ® 1s) 1.4.6(7i1)
= ¢(11ab)1,
= ¢(ab) € Hy,
enquanto, para a,b € Hy, utilizamos 1.4.7(iv) e 1.4.6(iv), obtendo ab € H;. O

O ultimo lema desta se¢ao relaciona os morfismos ¢, €}, €, €. e S.

Lema 1.4.9. Para todo a,b € H valem:
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(i) ele(a)b) = e(a)e(b); (v) €s(aes(b)) = es(a)es(b);

(i) €(a) = (e 0 5)(a) = e(S(a)l1)ls; (vi) €s(a) = (& 0 S)(a) = 11€(125(a));
(iii) e(a) = S(11)e(12a); (vii) €5(a) = €(al1)S(12);

(i) €05 = €06, = Soey; (i) ;08 = €,06, = Soe

Demonstracao. Pela Proposicao 1.4.8, temos que, se a,b € H;, entao ab € H;. Em parti-
cular, para quaisquer a,b € H, temos ¢;(a)e;(b) € H;. Portanto €:(a)e:(b) = e(er(a)e(D)).
Logo

er(e(a)b) = ei(ei(a)e (D)) 1.4.5(i44)
= e(a)e(b), 1.4.8

de onde concluimos (i). A demonstragao de (v) utiliza 1.4.5(vi) e a Proposicao 1.4.8.

Pelo Lema 1.4.6(ii), temos 1; ® 1o = €4(11) ® 15. Multiplicando por €(a)® 1y a direita,
obtemos 1i€6(a) ® 1o = €5(11)e(a) ® 15 e, pela Proposigao 1.4.8, vale €5(11)e(a) ® 1y =
ei(a)es(1;) ® 15, Aplicando novamente o Lema 1.4.6(ii), temos 116,(a) ® 15 = €(a)l; & 1.
Com isso

e(a) = €e(1lya)ly

= e(l1&(a))ly 1.4.5(i7)
= ule ®id)(l1e(a) ® 1g)

= ple ®id)(e(a)l; ® 1) 1.4.8
= e(e(a)l) 1y

= €(a15(az)1)1s (W5)(c)
= e(es(a1)S(ag)11)1s 1.4.5(v)
=€(S(ar)azS(az)l1)1y (W5)(b)
=¢€(S(a)ly)ly (W5)(a)
= (€;0.5)(a),

e, portanto, vale (ii). A demonstragao de (vi) utiliza os Lemas 1.4.5(v), 1.4.6(i) e a
Proposicao 1.4.8 para obter 1; ® €5(a)ly = 11 ® 1aes(a) e, em seguida, (W5)(b), o Lema
1.4.5(ii), (W5)(c) e (W5)(a).

Pelo Lema 1.4.6(ii), temos 1; ® 1o® 13 = €5(1;) ® 15 ® 13. Multiplicando por 15 ®1y ®a
a direita e aplicando idy ® S ® €, obtemos 1; ® S(12) ® €(13a) = €5(11) ® S(12) ® €(13a).
Consequentemente, vale €,(17)S(12)e(13a) = 1;5(12)e(13a), portanto

5(11)6(12&) = 5(11)125(13)6(14(1) (W5)(a)
= 65(11>S(12>6(136L) (W5)(b)
= 1,5(12)e(13a) 1.4.6(i7)
= ¢(11)e(1za) (W5)(c)
= €(1711)15¢(12a)
= ¢(1711)e(12a)15 im(ue) C Z(H)
= €(1}a)1; (W4)

= ¢(a),
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de onde vale (iii). A demonstragao de (vii) utiliza (W5)(a), (W5)(c) e o Lema 1.4.6(i) para
obter a identidade €(aly)S(12)13 = €(aly)S(12)e(13), e em seguida (W5)(b), im(ue) C
Z(H) e (W4).

Por fim calculamos

(er 0 5)(a) = (S(ar)azS(az)) (W5)(a)
= e(S(a1)er(a2)) (W5)(c)
e(S(ar)as) 1.4.5(1i1)
= (€ 0€)(a), (W5)(b)
e também

(e, 0 5)(a) = S(11)e(135(a)) (141)
= S(11€(135(a))) S morfismo

= S(e; 0 S)(a)

= (S oe€)(a), (vi)

de onde vale (iv). Analogamente, utilizando (W5)(a), (W5)(b), o Lema 1.4.5 (vi) e
(W5)(c), mostramos €5 0.5 = €, 0 €, e com (vii) e (ii), obtemos €5 0.5 = S o ¢, concluindo
(viii). O

Para mostrar que a antipoda é um anti-morfismo, observamos que, se X é um conjunto
munido de uma operacao binaria associativa *, e f,g,h € X, entao um elemento z € X
satisfazendo o sistema de equacgoes

rx fxr=u,
rx f =g, (%)
fxxz=h.

se existir, serd tnico. De fato, se z,y € X satisfazem as igualdades acima, entao
v=(xxflrr=gxx=(yxf)rox=yx(fxx)=yxh=yx(f*y) =y

Vamos utilizar esta observa¢ao com X = Homy(H ® H,H) e X = Homy(H,H ® H),
juntamente do produto convolugao.

Proposigao 1.4.10. A antipoda S de uma WHA € um anti-morfismo de dlgebras e de
codlgebras. Mais precisamente, para quaisquer a,b € H valem:

(i) S(ab) = S(b)S(a); (iii) A(S(a)) = S(az) ® S(ar);
(it) S(lu) = 1u; (iv) (€0 .5)(a) = €(a).
Demonstracio. Considere z = Som,y=moro(S®S) € Homy(H ® H, H), entio
z(a®b) = S(ab) e yla®b) =SH)S(a),

logo, para (i), é suficiente mostrar que z e y satisfazem um sistema do tipo (%) na algebra
de convolu¢ao Homy(H @ H, H). Com f =m, g =€;0m e h = ¢ o m, obtemos

z(a ®b) = S(ab)
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= S((ab)1)(ab)25((ab)s) (W5)(a)
S(albl)agbg (a3b3)
=(xxm=x*2z)(a®D),

(m*z)(a®b) = a;byS(aszbs)
= (ab)15((ab)2)
= €;(ab) (W5)(c)
= (e om)(a®b),

enquanto que, de (W5)(b), tém-se = * m = e, o m. Logo x satisfaz o sistema (x) para
(f,9,h) = (m, es 0m, € 0m). Por outro lado,

(y *m*y)(a®b) = S5(b1)S(ar)azbsS(b3)S(as)
= S(br)es(ar)er(b2)S(az) (W5)(b), (¢)
= S(by)er(b2)es(ar)S(az) 1.4.8
= S(b1)b2S(b3)S(a1)azS(a2) (W5)(b), (c)
= 5(b)S(a) (W5)(a)
=y(a®b),

(m * y)(a & b) = alblS(bg)S(ag)

= a16,(b)S(az) (W5)(c)
= €(arb)azS(as) 1.4.7(i7)
= e(a1b)er(az) (W5)(c)
= e(arb)e(1yaq)1y
= €(lyaz)e(arb)1y im(ue) C Z(H)
= €e(1yab)1, (W4)
= ¢;(ab)

= (e,om)(a®b),

e,analogamente, utilizando (W5)(b), 1.4.7(iv), (W5)(b) e (W4), mostra-se y *m = €; om.
Logo y satisfaz (x) para (f,g,h) = (m, es0m, e, 0m). Pela observagao anterior, é tinico o
elemento satisfazendo este sistema, portanto x = y. Logo vale (i). De

S(1) = 5(11)125(13) (W5)(a)
= €5(11)5(12) (W5)(b)
=m(idg ® 5)(es(11) ® 1o)
= m(idg ® S)(1; ® 1y) 1.4.6(i4)
= 1,5(1,)
= e(1y) (W5)(c)
=1pg, 1y € Hy, 1.4.5(0)

obtemos (ii). Portanto S: H — H ¢ um anti-morfismo de algebras.
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Agora, considere z = Ao S,y = (S® S)oT0oA € Hom(H, H® H), entdo
z(a) = S(a)1 ® S(a)2 e yla) = S(az) ® S(ar),

portanto, para mostrar (iii), é suficiente mostrar que z e y satisfazem um sistema do tipo
(x). Escolha f = A, g=Aoe, e h =Ao¢, entao

z(a) = A(S(a))

= A(S(a1)a25(as)) (W5)(a)

= A(S(a1))A(az) A(S(as)) (W3)

= (z*x Axx)(a),

(A x)(a) = Ala) A(S(az))

= A(a15(az)) (W3)
= Ae(a)) (W5)(c)
= (Aoe)(a),

e, utilizando (W3) com (W5)(b), mostra-se z * A = A oe,. Portanto, x satisfaz o sistema
(%) para (f,g,h) = (A, Aoes, Ao¢). Por outro lado, temos

(A *x y) (a) = alS(a4) X CLQS(CLg)

= a15(a3) @ e(lyaz)1y (W5)(c)
= a1€(1ya9)S(as) ® 1, (tm(ue) C Z(H),im(e) C k)
= es(11)a1S(az) ® 1, 1.4.7(iv)
= ¢,(1))e(a) ® 1, (W5)(c)
= (&(11) @ 1) (&(a) @ 1)

= (11 ® 12)(&(a) ® 1) 1.4.6(i1)
=lig(a) ® 1y

= A(e(a)) 1.4.6(i47)
~ (Aoe)(a)

enquanto que, de (W5)(b), 1.4.7(ii), (W5)(b), 1.4.6(i) e 1.4.6(iv), obtemos y * A = A oe,.
Para mostrar que y * A x y = y, temos por 1.4.6(ii) que 1; ® 15 = €,(1;) ® 1o, de onde,
aplicando S ® idy e utilizando 1.4.9(iv), obtemos S(11) ® 15 = €(es(17)) ® 1. Usando
novamente 1.4.6(ii), resulta S(1;) ® 1o = €(11) ® 13, logo

S(11) @ S(1s) = (idg ® S)(S(1) ® 1,)
= (idg ® S)(&(11) ® 12)
= ¢(11) ® S(1)
=€(1111)15 ® S(1)
=1, ®€(1711)S(12) (im(e) C k)
=1, ®e(1}) 1.4.9(vii)
— (e (1) @ 1))
=7(1, ®15) 1.4.6(ii)
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=11,
ou seja, vale a identidade
S(1) ® S(1g) = 1, ® 1. (%)
Com isso, calculamos
(y*x Axy)(a) = (y=(Aoe))(a)
= (S(a2) ® S(a1))Aler(as))
= (S(az) ® S(a1))(e(az)ly @ 1s) 1.4.6(i47)
= S(ag)ét(a3)11 X S(a1)12
= S(CLQ)(I3S<(I4)]_1 & S(a1)12 (W5 (C)
= S(az)l; ® S(ai)ls (W5)(a)
= S(az)S(1y) ® S(a1)S(11) ()
S(lgCLQ) & S(llal) (’L)
= ((S®5)o7)(A(1)A(a))
=((S®Y)oT1)A(a) (W3)
= S(az) ® S(ay)
= y(a),

portanto y satisfaz (x) para (f,g,h) = (A, Aoes, Ao¢) e, pela unicidade da solugao do
sistema, = = y, logo vale (iii). Por fim, temos

(€0 5)(a) = €(S(a1)azS(as)) (W5)(a)
= €(es(a1)5(a2)) (W5)(b)
= e(a15(az)) 1.4.5(v)
= e(lue(a)) (W5)(c)
= €(a), 1.4.5(i7)
de onde vale (iv). Logo S é um anti-morfismo de coédlgebras. [

O tltimo resultado dessa secao caracteriza quando uma &algebra de Hopf fraca é uma
algebra de Hopf, no sentido da Definicao 1.4.1. Nas referéncias citadas, este resultado é
enunciado como uma equivaléncia de seis itens, incluindo o item H; = Hg = im(ue).

Quando k é um corpo, a hipdétese adicional sobre u que aparece na proposicao a seguir
é automaticamente satisfeita, e neste caso mostra-se que, se H;, = H, = kly, como
A(lg) € H,® Hy e A(1y) = A(1x)?, deve valer

Allg)=a(lgp®1y) =*(1g®@1y) .. a=ad

de onde o € {0, 14} e portanto o = 1. Logo H; = Hy = kly implica A(ly) =1y ® 1g.

No contexto de uma WHA sobre um anel comutativo, nao vale em geral que o = a?
implica a € {0, 1}, portanto o ultimo item da equivaléncia foi retirado, sendo substituido
por uma demonstracao direta de S * idy = ue = idy * S implicar A(ly) = 15 ® 1y.

Proposicao 1.4.11. Seja H uma dlgebra de Hopf fraca. Sao equivalentes:



CAPITULO 1. PRE-REQUISITOS 48
(1) Alg) = 1n @ 1g; (iii) S idy = uo €
(17) €(ab) = €(a)e(b); (v) idy * S =uoe.

Se u for injetiva, entdo H € uma dlgebra de Hopf se, e somente se, vale (i)-(iv).

Demonstragao. Se 11 ® 15 = A(1) = 1y ® 1g, entdo

(ab) = e(alb)
= ¢e(aly)e(12b) (W4)
= e(aly)e(1gd)
= e(a)e(b),

logo (i) implica (ii). Se e é multiplicativa,

(S xidy)(a) = 11e(als) (W5)(b)
= lie(a)e(1s) (i1)
~ Lie(1)ela) (im(u) C Z()
= lye(a) (1d * ue = id)
= (uoe)(a),
portanto (ii) implica (iii). Se S *idy = u o €, temos
(idg * S)(a) = e(11a)1, (W5)(c)
= (S xidy))(l1a)ly (i17)
= S(1l1a1)las13
= S(a1)S(1y)lzas1s 1.4.10(7)
= S(ar)e(1y)az1s (122)
- Slac(ht (im(u) C Z(11))
=€(a (ue * id = id, (iii))
WOO()

de onde (iii) implica (iv). Analogamente, utilizando (W5)(b), a Proposigao 1.4.10(i) e
id x ue = id, mostra-se que (iv) implica (iii). Supondo S x idy = uo e =idy * S, entao

u(e(ly)) = e&(lu) = 1u, (iv),1.4.8

com isso, obtemos

Alg) =1, ®1,

= e,(1) ® 1, 1.4.6(ii)
= (s ®idy) (11 ® 1y)

= (e; ®@idg) (11 @ €(1s)) 1.4.6(7)
= e5(11) ® e(12)

= e(11)1y ® e(1o)1y (i), (iv)
=e(lie(1y))lp ® 1y (tm(e) C k)
=e(ly)lp @1y (id * ue = id)
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:1H®1H7 (’LLE(lH):lH)

ou seja, (ili) com (iv) implicam (i).

Por fim, se H ¢ uma WHA com w injetiva e valem (i)-(iv), entao u(e(ly)) = 1y =
u(1g), portanto e(1y) = 15 e H ¢ uma algebra de Hopf - o axioma (W3) com (i) diz que A
¢ morfismo de éalgebras e (ii) com €(1y) = 15 diz que € é morfismo de algebras, logo vale
(W3), e (iii)-(iv) s@o (H4) - enquanto que, se H ¢é uma &lgebra de Hopf, pela Defini¢ao
1.4.1 valem (i)-(iv). O

Observamos que, no contexto de algebras de Hopf fracas sobre anéis comutativos, a
hipotese sobre a injetividade de u é essencial para concluirmos que (i)-(uv) implicam H
ser uma algebra de Hopf. De fato, considerando a estrutura de Zg-algebra em Zs definida
por u(lz,) = 1z,, a estrutura de coélgebra dada por A(lz,) = 1z, ® 1z, e €(1z,) = 3z,
e a antipoda S(1z,) = 1z,, entao (Zs, p,u, A€, S) é uma algebra de Hopf fraca sobre Zg
satisfazendo (i)-(iv). Mas Zs nao é uma algebra de Hopf sobre Zg, pois € nao é unitario.
Nesse caso ker(u) = {0, 2,4} # 0, ou seja, u nao é injetora.

No proximo capitulo utilizaremos a Proposicao 1.4.11 para motivar a generalizacao
das defini¢oes de elemento group-like e elemento primitivo para o contexto de élgebras de
Hopf fracas.



Capitulo 2

Extensoes de Hopf-Ore primitivas
fracas

Neste capitulo vamos falar brevemente sobre o Teorema de Panov em algebras de Hopf,
definir e apresentar os resultados necessérios sobre elementos group-like fracos, elementos
primitivos fracos e caracteres fracos em éalgebras de Hopf fracas. Ao final, apresentaremos
a demonstracao da generalizacao do Teorema de Panov para &algebras de Hopf fracas e
a caracterizagao das extensoes de Hopf-Ore primitivas fracas para as algebras de Hopf
fracas de Kaplansky e de Hayashi.

2.1 Teorema de Panov para algebras de Hopf

Nesta secao vamos falar sobre a caracterizacao das extensoes de Hopf-Ore, publicada por
Panov em [20], apresentando a nogao de elementos group-like, elementos primitivos e ca-
racteres em &lgebras de Hopf. Para esta secao, (H, u,u, A, €, S) denotara uma algebra de
Hopf sobre um anel comutativo k.

Apesar dos resultados desta secao serem casos particulares dos resultados que serao
apresentados no restante do capitulo, mostraremos algumas construgoes e propriedades,
para fim de motivagao e comparagao com as generalizacoes para o contexto de algebras
de Hopf fracas.

Na Secao 1.3, vimos que, dado um anel A, é possivel obter uma extensao (R,7) de
A de forma que i seja injetiva, R ~ @, .y AX™ e deg(pg) < deg(p) + deg(q), para todo
p,q € R, se, e somente se, R = A[X;0,0], onde 0: A — A é um endomorfismo de anéis
unitarios e 0: A — A é uma o-derivacao.

No contexto do artigo de Panov, estamos interessados em saber quando uma extensao
de Ore H[X; 0, 0] possui uma estrutura de algebra de Hopf sobre k, estendendo a estrutura
de H. Em vista da Definicao 1.4.1 e da Propriedade Universal das Extensoes de Ore, é
suficiente determinar a imagem de X para estender os morfismos A, e e S.

Defini¢ao 2.1.1. Sejam H e R = H[X;0,¢| algebras de Hopf sobre k. Dizemos que R
¢ uma extensao de Hopf-Ore (primitiva) de H se A(X) = ¢ ® X + X ® h, onde
g,h € H, e H é uma subalgebra de Hopf de R.

Se R é uma extensao de Hopf-Ore de H, vale o axioma da coassociatividade em R, de

20
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onde devem valer as igualdades

(ARIURAX) =10 X+90Xh+XQh®h

I
(idp @ MA(X) =g @90 X +9@X @h+ X @ hy @ hs.

Como R é um H-moédulo a esquerda com base {X™: n € N}, utilizando a Proposigao
1.2.6, obtemos que R® R® R é um (H ® H ® H)-mo6dulo a esquerda livre, portanto

AG)RIg =01 R ¢pR1ly=9gRg9R 1.

Aplicando idy ® p na igualdade acima, segue que A(g) = g®g. Analogamente, mostra-se
que A(h) = h ® h. Se fosse g = 0, entao, pelo axioma da counidade em R, teriamos

X = (ue ®idr)A(X) = e(X)h € H,

o que contradiz R ser um H-moédulo & esquerda livre com base {X™: n € N}. Portanto
g # 0. Pelo axioma da counidade em H, vale g = (ue ® idy)A(g) = ue(g)g. No contexto
de algebras de Hopf sobre um corpo k, esta identidade implica em u(1l; — €(g))g = 0.
Como g # 0 e u é injetiva, resta que €(g) = 1j e, portanto, ue(g) = 1. De forma
analoga, mostra-se que h # 0 e, sendo k& um corpo, valem e(h) = 1 e ue(h) =

Definicao 2.1.2. Seja H uma algebra de Hopf sobre um anel comutativo k. Um elemento
g € H é chamado group-like se A(g) = g ® g e €(g) = 1x. O conjunto dos elementos
group-like de H sera denotado por G(H).

Como consequéncia da condi¢do €(g) = 1, temos g # 0 e, utilizando os axioma da
antipoda, obtemos

95(g) = (idu * S)(g) = ue(g) =1u e S(g)g = (S *idu)(g) = ue(g) = 1n,

de onde todo elemento group-like é inversivel, com g~! = S(g). Mais ainda, como A e €
sdo morfismos de anéis, dados g, h € G(H), temos

A(gh) = A(g)A(h) = (g®@ g)(h®@h) =gh®gh e €(gh)=e(g)e(h) =14,

e como S é um anti-morfismo de codlgebras, vale A(S(g)) = (S®S)TA(g) = S(9)®S5(g).
Ou seja, g,h € G(H) implica em gh,g ' € G(H), logo G(H) é um grupo.

Definigao 2.1.3. Seja H uma élgebra de Hopf sobre um anel comutativo k. Um elemento
X € H é chamado (g, h)-primitivo se A(X) =g® X + X ® h, com ¢g,h € G(H).

Seja X € H um elemento (g, h)-primitivo. Pelo axioma da counidade, temos
X = (ue®idg)A(X) =X +ue(X)h . ue(X)h=0.
Como h é um elemento group-like, portanto inversivel, obtemos ue(X) = 0. Nesse caso,
0=ue(X) = (S*idy)(X)=95(g)X+5S(X)h .. SX)=-5(9)XS(h).

Como ultima observacao antes de apresentar o Teorema de Panov, a fim de caracterizar
as extensoes de Hopf-Ore geradas por um elemento (g, h)-primitivo, é suficiente considerar
as extensoes geradas por um elemento (g, 1)-primitivo.

Proposicao 2.1.4. Seja R = H[X;0,0] uma extensio de Hopf-Ore onde X € um ele-
mento (g, h)-primitivo. Entao existem um elemento (r,1)-primitivo Y € R e nirfusnis
0',0': H— H, tais que R = H[Y;0',0].
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Demonstragao. Defina Y = XS(h) € R. Entao, como A ¢ um morfismo de algebras,
obtemos

AY) = A(X)A(S(R))
=(g@X+X®h)(S(h)® S(h))
= gS(h) ® XS(h)+ XS(h) @ hS(h)
=gh 'Y +Y ®1.

Portanto, tomando r = gh™' € G(H), segue que Y ¢ um elemento (r, 1)-primitivo. Como
R = H[X;0,0], para todo a € H, vale

Ya=XS(h)a=oc(S(h)a)X +§(S(h)a).
Por outro lado, se o/, §': H — H sao morfismos tais que Ya = o'(a)Y + ¢'(a), entao
Ya=o0'(a)Y +§(a) =0'(a)XS(h) + d'(a) = o' (a)o(S(h))X + o'(a)d0(S(h)) + d'(a).

[gualando as duas escritas de Ya e utilizando que R é uma H-moédulo a esquerda livre de
base {X": n € N}, obtemos

d'(a)o(S(h)) =c(S(h)a) e & (a)+ ' (a)d(S(h))=0d(S(h)a).
Como o é morfismo de anéis e S(h) = h™!, as igualdades acima equivalem a
o'(a) =c(S(h)ah) e & (a)=0(S(h)a) —a(S(h)ah)d(S(h)).

As fungoes o’ e ¢’ definidas pelas expressdes acima sdo, respectivamente, um morfismo
de anéis unitarios e uma o’-deriva¢do. Para ver que R = H[Y;0’,d'], vamos utilizar a
Propriedade Universal das Extensoes de Ore. Considere j: H — H[Y;0’,0'] o morfismo
inclusdo, j(a) = a, para todo a € H,e x =Yh = XS(h)h =X € H[Y;0',¢']. Entao

zj(a) =Yha
= o'(ha)Y + ¢'(ha)
= o(S(h)hah)Y + 6(S(h)ha) — o(S(h)hah)o(S(h))
=o(ah)Y +d(a) — o(ah)s(S(h))
= o(ah)(Y = 6(5(h))) + d(a).

Por outro lado, como §(1

j(o(a))z +j(0(a))

~—

= 0, temos

o(a)Yh+d(a)

(@)(o’'(h)Y +&'(h)) + 0(a)

(a)(a(S(h)hh)Y + 6(S(h)h) — a(S(R)hh)6(S(Rh))) + d(a)
(@)(a(h)Y +6(1g) — o(h)6(S(h))) + d(a)

(a)o(h)(Y —6(S(h))) + d(a),

Il
Q

|
Q

Q

Q

deonde zj(a) = j(o(a))x+7(d(a)). Logo, existe um morfismo de anéis j': R — H[Y; 0, ]
tal que j'(a) = a, para todo a € H, e j/(X) = Yh = X. Desta forma, j' é uma inclusao
- portanto injetora - e j'(a,(XS(h))") = a,(XS(h))" = a,Y", para todo n € N, de onde
j' & sobrejetora. Isso mostra que R = H[Y ;0,0 ]
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Com isso, a caracterizacao das extensoes de Hopf-Ore, a menos de uma mudanca
de parametros explicitamente determinada, fica completa a partir da caracterizacao das
extensoes geradas por elementos (g, 1)-primitivos. Por fim, um morfismo de algebras
x: H — k é chamado caracter de H.

Teorema 2.1.5 (Teorema de Panov). R = H[X;0,d] € uma extensiao de Hopf-Ore onde
X um elemento (r,1)-primitivo se, e somente se, existe um caracter x de H tal que, para
todo a € H, valem

(i) o(a) = x(a1)az = ra1S(r)x(az);
(i1) A(0(a)) =d(a1) ® ag + ra; @ d(as).

Pode-se mostrar que, se R é uma extensao de Hopf-Ore de H, nas condi¢oes do Teo-
rema de Panov, entao devem valer as identidades

rS(a)S(r) =o(S(o(a))) e S(6(a)) =S(r)s(S(o(a)). (iii)

Reciprocamente, para que a antipoda S € Endy(H) admita uma extensao S € Endg(R),
a qual é obtida pela Propriedade Universal das Extensoes de Ore considerando o morfismo
de algebras S: H — H°, as identidades em (iii) sdo necessarias. Mas, neste caso, (iii)
pode ser obtidos de (i) e (ii). Assim, as condigdes em (iii) sdo necessarias e suficientes
para o Toerema de Panov, mas sua mencao é redundante.

O Teorema de Panov, bem como outros resultado de [20] envolvendo a classifica¢ao
de extensoes de Hopf-Ore de algebras de Hopf cocomutativas (quando A = 70 A); sdo
obtidos como corolarios de resultados formulados no contexto de algebras de Hopf fracas
em [16], os quais serdo apresentados ao decorrer do texto.

2.2 Elementos group-like fracos e primitivos fracos

Nesta se¢ao vamos motivar a generalizagao das nogoes de elemento group-like e primitivo,
utilizadas no Teorema de Panov, e as propriedades necessarias para a demonstracao do
resultado central deste texto. As referéncias para esta se¢do sao [8] e [16]. Para o res-
tante deste capitulo, (H, u,u, A, €,S) denotara uma algebra de Hopf fraca sobre um anel
comutativo k.

Seguindo a ideia em [20], estamos interessados em munir uma extensao de Ore R =
H[X;0,6] com uma estrutura de algebra de Hopf fraca, contendo H como subélgebra
de Hopf fraca, e de modo que X seja um elemento (g, 1)-primitivo. Em particular, a
comultiplicacao A: R — R ® R deve ser um morfismo multiplicativo, de onde

GOX+X@1=AX)=ADAX)=A1)(g®X)+A1)(X ®1).

Como R é um H-moédulo & esquerda livre de base {X": n € N}, aplicando a Proposigao
1.2.6 e comparando os coeficientes de X ® 1, obtemos A(1) = 1 ® 1. Pela Proposi¢ao
1.4.11, se u for injetiva, entao H devera ser uma algebra de Hopf. Portanto a nogao de
elemento primitivo, definida em algebras de Hopf, é muito restritiva para o contexto de
algebras de Hopf fracas.

Lema 2.2.1. Sejam R = H[X;0,0], g1,92 € H e A: R - R® R um morfismo mul-
tiplicativo satisfazendo A(X) = A(1)(g1 @ X + X ®@ ¢2) = (1 ® X + X ® g2)A(1) e
Alg = Ay. Entao A satisfaz o azioma da coassociatividade se, e somente se, valem
A(g:) = A1)(9: ® g:) = (9: ® ) A1), 1 =1,2.
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Demonstragao. Utilizando que A(X) = A(1)(g1 ® X + X ® ¢2), para que o morfismo A
seja coassociativo, devem ser iguais

(A ®idr)A(X) = A(l1g1) ® 12X + A(11X) ® 1ags
=A(1)A(g1) ® 12X + A(11)A(X) ® 12go (A mult.)
=(1L1®LeL)AGIX+nRXRg+X R g ® g)
=N(D(AG) X +91 90X Rp+X®g® g2),

(idp ® A)A(X) = 1191 ® A(1,X) + 1, X @ A(laga)
=191 @ A1) A(X) + 11 X @ A(12)A(g9) (A mult.)
=(1L9LR1)(EREIX+n XD g+ X Ag))
=M@ X+ 90X Qg+ X ®A(g)).

Pela Proposicao 1.2.6, podemos comparar os coeficientes de 1®1® X e X ® 1® 1, obtendo
que, se A é coassociativa, entao

Ao(1x)(A(g1) ® 1g) = Ao(1x)(91 ® g1 @ 1a), (i)
Ao(1)(1y ® Aga)) = Ax(1h)(1r ® g2 @ ga). (ii)

Aplicando idgeg ® € - e o isomorfismo H ® k ~ H - & primeira igualdade, obtemos

(11 ® 12)A(g1)ue(ls) = 11g1 ® lagiue(ls)
= (11 ® 126(13))A(g1) = 111 ® 1ae(13)gr  (im(u) € Z(H),im(e) C k)
— Agr) = A(1)A(g1) = A(1)(g1 ® 91). (id * ue = id)

De forma anéloga, aplicando € ® idygy em (ii), obtemos A(gz) = A(1)(g2 ® g2). Repe-
tindo o argumento acima para A(X) = (g1 ® X + X ® ¢2)A(1), mostra-se que, se A é
coassociativa, entao A(g;) = (¢; ® g:)A(1), 1 =1,2.

Reciprocamente, se A(g;) = A(1)(g: ® ¢;) = (¢; ® g:)A(1), i = 1,2, entao

L)) (1 ®11g; ® 159;)

2)(1®A(1))(1® g ® g;)

2)A(1))(1® gi ® g:)

15))(1® g ® gi) (A mult.)
i ® gi),

I
>
(Y]
—~
—
S~—
—~
—_
®
Q

) ®@1)(119; ® 159, ® 1)
) @ 12)(A(1) ®1)(9; ® 9: ® 1)
DAL ®1)(9: ® g; @ 1)
) ®12)(9; ® g: ® 1) (A mult.)
(

Portanto valem (i) e (ii). Logo A é coassociativa. O
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Em vista do lema acima, temos a seguinte defini¢ao.
Definicao 2.2.2. Seja H uma algebra de Hopf fraca sobre um anel comutativo k. Entao:

(i) Um elemento g € H é chamado group-like fraco se

Alg) = A1) (g @ g) = (9@ g)AL).
O conjunto dos elementos group-like fracos de H é denotado G, (H).

(ii) Para g,h € H, um elemento X € H é chamado (g, h)-primitivo fraco se

AX)=A1)(g@X+X®h)=(g®X +X Q@ h)A(1).

Algumas observagoes sobre a definicao de elemento group-like fraco: se um elemento
g € H é group-like - no sentido de A(g) = g ® g - entao ele é group-like fraco, pois A é
multiplicativa, de onde

A(L)(g®g) = A(1)A(g) = Ag) = A(9)A(1) = (g @ g)A(1).

Assim, a noc¢ao de elemento group-like fraco é uma generalizacao da nocao de elemento
group-like, e da mesma forma para os elementos primitivos. A unidade 15 é um elemento
group-like se, e somente se, A(ly) = 15 ® 1. Neste caso, se u for injetiva, entdo H deve
ser uma algebra de Hopf. Por outro lado, como 1ygy = 1y ® 1, a unidade 15 é sempre
um elemento group-like fraco. Apesar da definigdo de elemento (g, h)-primitivo fraco pedir
apenas g, h € H, o lema anterior mostra que, se existe um elemento (g, h)-primitivo fraco,
entao g e h devem ser elementos group-like fracos.

Na Segao 2.1, a defini¢ao de elemento group-like pede que ue(g) = 1y, de forma que,
no contexto de algebras de Hopf, os elementos group-like sao inversiveis. No contexto de
algebras de Hopf fraca, um elemento é chamado group-like se satisfaz as identidades de
elementos group-like fracos e possui alguma propriedade de inversibilidade - por exemplo,
em [4, Definition 4.11] é exigido que S(g)g = 1 - enquanto que, na algebra de matrizes
M, (k) com a estrutura do exemplo 1.4.4(2), as matrizes elementares e;;, i,j7 = 1,...,n,
sao elementos group-like fracos satisfazendo ue(e;;) = 1, mas nao sao inversiveis.

Exemplo 2.2.3. Sejam H uma algebra de Hopf e H' = ke & H a &lgebra de Hopf fraca
de Kaplansky, com operacoes definidas por

u(r) =re, (re + a)(se + b) = rse + (rb+ sa + ab),
e(re+a) =2r+eg(a), Alfre+a)=r(lg@1lg+ f® f)+ Anla),

onde f = e — 1y, e antipoda definida por S(re + a) = re + Sg(a). Vamos mostrar que
Go(H)={rf+a:r*=ra€cG,(H)}.
Vamos mostrar que re + a € G,,(H') se, e somente se, r> =r € k e a € H satisfaz
Agla)=a®a+r(a®ly+ 1y ®a). (%)

Em seguida, mostraremos que a € H satisfaz () se, e somente se, a +1lyg =b € G,,(H).
Assim, os elementos de G,,(H') serdo da forma re +a=re+ (b—rlyg) =rf +0.
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Como A(e) é um elemento central em H' @ H’', é suficiente considerar os elementos
x € H' tais que A(z) = Ae)(z ®@ ). Se re +a € G, (H'), entao
A(re+a) = Ale)([re + a] ® [re + a])
=(lg®lg+fRf)(r'e®Re+re®Ra+ra®e+a®a)
=P lp@lg+rlpg@a+rally+a®@a+rif® f (fH=Hf=0)
=r’Ale) +r(a®@ 1y +1g®a)+a®a.

Pelo axioma da counidade, segue que re + a = r?e + r(ey(a)ly + a) + eg(a)a, ou ainda,
(r* —r)e+ [reg(a)ly + ex(a)a+ (r — 15)a) = 0.
Como o termo entre colchetes pertence a H e H' = ke @ H, deve ser r?> —r = 0. Logo
rA(e) + Ag(a) = A(re + a)
=r?’Ale) +r(a®@1ly+1lgp®a)+a®a
=rA(e)+r(a®@lyp+1lg®a)+a®a.

Subtraindo rA(e) da igualdade acima, obtemos que a satisfaz (x). Reciprocamente, su-
ponha que 72 = r e a € H satisfaz (x), entao

Ale)(re+al@[re+a)) = Ale)(rPe®@e+r(a®e+e®a) +a®a)
rPAle)+r(a®@1lg+1lp®a) +a®a
=1rA(e) + Ap(a)

= A(re+ a).

Portanto re +a € G, (H'). Agora, suponha que a € G,(H) e 7* = r, entao

(a—rlg)@(a—rlg)+rjla—rly) @ 1p+ 1y @ (a —rly)]
=la®a—a®@rlg—rlg®@a+rly @rly]

+rla®@ly —rlg @1yl +rlp®a— 1y @rly]
=la®a—ra®ly —rlg®a+r’ly @ 1y

+[Ta®1H—7"21H®1H]+[T1H®G—T21H®1H]
—a®a—1r 1y 1y
=Apg(a—r1rly),

de onde a — rly satisfaz (x). Por outro lado, se a € H satisfaz (x), entao

(a+rlp)®@(a+rlyg)=a®@a+a@rlg+rigR@a+rlg@rly
aQa+raQlyg+riga+rily 1y
—a®a+ra@lp+lyp@a+rlg®1y
=Ag(a+rly),

de onde a + rly € G (H), ou ainda, deve valer a = b — rly, para algum b € G,,(H).

Exemplo 2.2.4. Sejamn > 1e H = @ijl ke;; a algebra de Hopf fraca de Hayashi,
com morfismos definidos por

ey @ epe) = li =1,j = sley, u(ly) =) ey,

1,j=1
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n

elei) =[i=7), Aleiy) =) ep®ey e Sle;) = e

p=1

Vamos mostrar que x = Z? =1 @ijeij € H € um elemento group-like fraco se, e somente

se, existe um idempotente e € k e elementos Ay, ..., A, € U(ke) tais que a;; = AiAj, onde
A} denota o inverso de A; no anel unitario ke.

Como H ¢ comutativa, A(ly)(z ® z) = (r ® )A(1y), para todo x € H. Denotando
r = ZZ]’:I Q;5€55, temos

A(lH)(x ® .I') = ( Z Cup ® epv> ( Z aisarj[eis X 67«]']> = Z aipapj[eip & epj]'
u,v,p=1 ,J,r,5=1 ,7,p=1
Enquanto que A(z) = Y71, | ajleip ® ey]. Assim, v € G, (H) se, e somente se,
QipQp; = Qij, V1,5, p=1,...,n.

Em particular, tomando p =1 e 7 = 7, temos a; = a;1a1; = G1;6;1 = a11 € A1 = a%l. Seja
e := a1 € k, entao e é um idempotente e, tomando p = j = i, vale

Qi5 = Ai5A55 = AiA11 = Q45€ € k’@, VZ,] = 1, <o, N

Note que ke é um ideal bilateral unitario de k, assim, ke é um anel com unidade 1z, = e.

De e = a; = ajay;, temos que ay; ¢ um inverso de a;; em ke. Denote a;; = \; e
a1; = A} € ke, entao a;; = )\i)\}‘ € ke.
Reciprocamente, sejam e € k um idempotente e Aj,..., A\, € U(ke). Denote o inverso
* : _ * 5 _ n A
de A\; em ke por A; e considere a;; = >\i)\j. Entao z = Ei,j:l a;je;; € um elemento

group-like fraco de H, pois a;p,ap; = )\i)\;/\p)\; = /\ie)\; = /\i)\j = a;;.
Vamos apresentar algumas propriedades dos elementos group-like fracos.
Lema 2.2.5. Seja g € G\ (H). Entao:
(i) g € inversivel o direita se, e somente se, €;,(g) = 1y se, e somente se, gS(g) = 1g.
(1i) g € inversivel a esquerda se, e somente se, €5(g) = 1y se, e somente se, S(g)g = 1g.

Demonstracao. Se g € G,(H), entdo A(g) = 119 ® 15g. Pelo axioma da counidade, segue
que g = (ue xidg)(g) = €(119)1ag. Com isso, se existe h € H tal que gh = 1y, entao

er(9) = €(9)gh = e(lig)lagh = gh = 1y.

Se €,(g) = 1y, entao, lembrando que 1y € Hy, e portanto 1y = ¢(1g), temos

1y = e(9)
= (idy * S)(g) (W5)(c)
= g115(g12)
= g115(12)S(g) 1.4.10(4)
= g&:(1m)S(g) (W5)(c)
= 95(g)-

Por fim, se ¢S(g) = 1y, entdo g é inversivel a direita. Isso mostra (i). A demonstragao
de (ii) ¢ andloga, utilizando A(g) = gl; ® gla, (W5)(b) e 1y = e5(1x). O
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No contexto de dlgebras de Hopf definidas sobre um corpo k, sabemos que G(H), com a
multiplicagao de H, tem estrutura de grupo. Tendo em vista que elementos group-like fra-
cos nao sao necessariamente inversiveis, tal propriedade nao é mais possivel, Ainda assim,
podemos garantir que G,(H) é um conjunto com unidade, fechado para a multiplicagao
e invariante por S. Pela observagao apos a Definigao 2.2.2, sabemos que 1y € G, (H).
Agora, dados g, h € G, (H), temos

A(gh) = Alg)A(h) (W3)

9®g)(h®h) (W3)

Analogamente A(gh) = (gh ® gh)A(1), portanto gh € G,(H). Como S é um anti-
morfismo de algebras e de coalgebras, obtemos

A(S(g)) = S(g)1 ® S(g)2

(
= 5(g2) ® S(g1) 1.4.10(i44)
= S(129) ® S(119)
= S(9)S(13) ® S(g)S(1y) 1.4.10(i)
= (S(9) ® 5(9))(S(12) ® S(11))
= (S(g) ® S(g))A(S(1g)) 1.4.10(iii)
= (S(9) ® S(9))A(1m)

Analogamente, utilizando A(g) = g1;®gls, mostra-se que A(S(g)) = A(1x)(S(9)®S(g)).
Portanto S(g) € G (H). Em particular, o conjunto dos elementos group-like fracos in-
versiveis ¢ um grupo com a multiplicacao de H.

O préximo resultado nao requer a nocao de elemento group-like fraco, mas sera utili-
zado com elementos group-like fracos, juntamente do Lema 2.2.5.

Lema 2.2.6. Seja g € H. Entao:

(i) Sao equivalentes: (ii) Sao equivalentes:
(a) €(g) = 1u; (a) €g) = 1u;
(b) €(ag") =€(a),VYn € Nja € H; (b) €(g"a) =€(a),Vn € Nja € H;

(c) €(g) = 1u- (¢) ei(9) = 1n

Demonstra¢ao. Vamos provar (i). A demonstragao de (ii) é anéloga, utilizando os resul-
tados correspondentes da Se¢ao 1.4. Suponha que vale a propriedade em (b). Entao

&(g) =e(lig)la =€(1))la =1y e 5/5(9) = li€(1lag) = 11€(12) = 1,

ou seja, valem (a) e (¢). Suponha (a), vamos provar que vale (b) utilizando indu¢ao. Para
n = 0 o resultado ¢é trivial, enquanto que, para n = 1, temos

€(ag) = e(alz)e(lrg) (W4)
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= e(ae(1l19)12) (e morfismo)
= e(ae(g))
= €(a). (hip.)

Supondo que vale (b) para algum n > 1, entao

e(ag™™) = e((ag™)g)
¢(ag™) (n=1)
= €(a). (h.i.)

Portanto (a) implica (b). A demonstracao de (c) implica (b) se faz por indugao de forma
analoga a (a) implica (b), utilizando €(ag) = €(aly)e(1ag). O

Vamos tratar agora dos elementos primitivos fracos. Na se¢ao anterior mostramos que,
no contexto de algebras de Hopf, se X é um elemento primitivo de H, entao ue(X) = 0.
Consequentemente, como ue é multiplicativo, obtemos ue(HX H) = 0 e, se u for injetiva,
e(HXH)=0.

Lema 2.2.7. Seja X € H. Entao:
(i) €(aX) =0 para todo a € H se, e somente se, €,(X) = 0 se, e somente se, €-(X) = 0;
(11) €(Xa) =0 para todo a € H se, e somente se, €5(X) = 0 se, e somente se, €,(X) = 0.
Demonstragao. Se €(aX) = 0 para todo a € H, entao
a@(X)=€e(11X)1,=0-1,=0 e €,(X)=11€(1.X)=1,-0=0.
Reciprocamente, se €;(X) = 0, entao

€(aX) = e(aly)e(1,X) (W4)
ae(1;X)1,) (e morfismo)

€(aX) = e(aly)e(12X) (W4)
= e(alie(12X)) (e morfismo)
= e(ae (X))
=¢€(a-0)=
Isso mostra (i). A demonstragao de (ii) é analoga. O

Continuando a comparacao com a Secao 2.1, vimos que um elemento (g, h)-primitivo
X, em consequéncia dos axiomas da antipoda e da inversibilidade dos elementos group-
like, deve satisfazer S(X) = —S(g)XS(h).

Lema 2.2.8. Seja X € H um elemento (g, h)-primitivo fraco. Entdo:
(i) Se es(X) =0 ee(h)=1g, entao S(X)=—S(g)XS(h);
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(17) Se €,(X) =0 ees(g) =1y, entdo S(X) = —S(g9)XS(h).

Demonstra¢ao. Vamos mostrar (i). Lembrando que 15 € Hy, de onde 15 = €5(1p), temos

€s(X) = S(Xl)X2 (W5)(b)
S(119)1,X + S(1:.X) 12k
S( )S(11)1:X + S(X)S(11)12h 1.4.10(4)
= S(9)es(1p) X + S(X)es(1y)h (W5)(b)
= S(g)X + S(X)h.
Se €,(X) = 0, entao S(x)h = —S(g)X. Se ¢(h) = 1, segue do Lema 2.2.5 que hS(h) = 1y,

e consequentemente S(z) = —S5(g)XS(h). A demonstragao de (ii) é andloga, utilizando
AX)= (9@ X + X @h)A(1), (W5)(c) e 1 € H,. 0

Para o tltimo resultado desta secao, vamos relacionar a inversibilidade lateral dos
elementos g e h com a propriedade de um elemento (g, h)-primitivo fraco ser anulado
por €; ou €,, 0 qual serd usado em conjunto com o Lema 2.2.7 para a demonstracao dos
resultados principais deste texto.

Lema 2.2.9. Seja X € H um elemento (g, h)-primitivo fraco. Entao:
(i) Se €(g) =1y e e(h) =1y, entdo (X)) = 0;
(11) Se es(g) = 1y e es(h) = 1y, entao e5(X) = 0.
Demonstra¢ao. Segue do axioma da counidade que
X = (ue*idy)(X) = €(1l19) 12X + €(1: X)12h = €(9) X + e (X)h.

Se €:(g) = 1m, a igualdade acima equivale a €(X)h = 0. Se ¢(h) = 1g, segue do Lema
2.2.5 que hS(h) = 1y, logo €(X) = 0. Isso mostra (i). De maneira anéloga, utilizando
idg * ue = idy, mostra-se que X = ges(X) + Xeg(h). Portanto €,(g) = 1y e e5(h) = 1y
implicam €,(X) = 0, demonstrando (ii). O

Gostarfamos de observar que, apesar da definicao de elemento group-like fraco nao
exigir qualquer tipo de inversibilidade, os resultados desta se¢ao, que tentam reobter as
propriedades conhecidas no contexto de algebras de Hopf, dependem da inversibilidade
lateral dos elementos group-like fracos envolvidos.

Tendo em vista o Lema 2.2.1 e o pardgrafo inicial da Se¢ao 2.1, mesmo no contexto
de algebras de Hopf, para construir extensoes de Hopf-Ore geradas por um elemento
primitivo, seria suficiente considerar elementos satisfazendo A(g) = g ® g e g # 0, mas
utiliza-se para a definicao de elemento group-like que, quando k& é um corpo, deve valer
€(g) = 1. Pelo Lema 2.2.5, isto equivale a exigir que tais elementos sejam inversiveis.

Em contraste com o contexto de édlgebras de Hopf fracas, onde, a principio, a inver-
sibilidade a esquerda e a direita de elementos group-like fracos sao independentes, no
contexto de algebras de Hopf vale ¢, = ue = €,, de onde um elemento group-like fraco ou
¢ inversivel, ou nao possui inversos laterais, ou seja, G(H) = G,(H) NU(H).

Encerraremos esta sec@ao mostrando que, se um anel comutativo A possui idempo-
tentes nao triviais, entao a estrutura de algebra de Hopf trivial em A contém elementos
satisfazendo A(g) = g ® g e g # 0, mas que nao sao inversiveis. Ao final do capitulo
veremos que, apesar deste exemplo, o Teorema de Panov para algebras de Hopf nao fica
incompleto por assumir a inversibilidade dos elementos group-like fracos.



CAPITULO 2. EXTENSOES DE HOPF-ORE PRIMITIVAS FRACAS 61

Exemplo 2.2.10. No contexto de algebras de Hopf sobre anéis comutativos, podem exis-
tir elementos group-like fraco que nao sao inversiveis.

Seja A um anel comutativo. Considere a estrutura de algebra de Hopf trivial em A,
dada pelo Exemplo 1.4.2(1). Seja g € G,(A), entéo

g®g=A14)(9®g) =A(g) =g® 1a.

Aplicando p a igualdade acima, obtemos que g? = g. Portanto todo elemento group-like
fraco de A é um idempotente. Reciprocamente, se ¢ € A é um idempotente, entao

Alg)=g®14=g9R14=9gRyg,

onde, na ultima igualdade, utilizamos que (a,b) — a ® b é uma aplicacao A-bilinear. Isso
mostra que, em A, os elementos group-like fracos sao os elementos idempotentes. Por
fim, se e € A é um idempotente nao trivial, entao €,(e) = e5(e) = €(e) = e # 14. Pela
contrapositiva do Lema 2.2.5, segue que e nao possui inversos laterais. Em particular, no
anel comutativo H = A® A, visto como algebra de Hopf sobre H, o elemento (14,0) € H
é um elemento group-like fraco nao inversiveis.

2.3 Caracteres fracos e coderivacoes

Nesta secao vamos apresentar algumas propriedades de caracteres fracos e coderivacoes
em algebras de Hopf fracas, as quais serao necessarias para o desenvolvimento dos resul-
tados principais deste texto. As referéncias para esta se¢ao sao [8] e [16].

No contexto de algebras de Hopf, o Teorema de Panov caracteriza as extensoes de
Hopf-Ore H[X; 0, ] de uma algebra de Hopf H em termos dos caracteres de H, ou seja,
utilizando os morfismos de algebras H — k, no sentido da Defini¢ao 1.2.12. Nesse caso, a
counidade €: H — k é sempre um caracter de H, o qual é utilizado pelo teorema quando
o = i1dg. No contexto de algebras de Hopf fracas, a counidade nao é necessariamente um
morfismo de algebras, mas ainda vale idy(a) = ue(ay)aq, para todo a € H.

Definicao 2.3.1. Seja H uma algebra de Hopf fraca sobre um anel comutativo k. Dizemos
que um morfismo de modulos x € Homy(H, k) é um caracter a esquerda fraco se
!

7, = ux *idy € Endy(H) ¢ um morfismo de algebras. O morfismo Tf( ¢ chamado twist

a esquerda por x. O conjunto dos caracteres a esquerda fracos de H sera denotado por

X! (H).

Analogamente, chamaremos de caracter a direita fraco todo morfismo de modulos
X € Homy,(H, k) tal que o twist & direita por x, definido por 77 = idy xux € Endy(H),
é um morfismo de algebras. O conjunto dos caracteres a direita fracos sera denotado por
X! (H).

Exemplo 2.3.2. Seja H uma algebra de Hopf e H' = ke & H a &lgebra de Hopf fraca de
Kaplansky, com operacoes definidas por

u(r) =re, (re +a)(se + b) = rse+ (rb+ sa + ab),
e(re+a) =2r +eg(a), Alre+a)=r(lg@1g+ f f) + Agla),
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onde f = e — 1p, e antipoda definida por S(re + a) = re + Sy(a). Vamos mostrar que
X € X, (H') <= xlm € X,(H) e x(e)=xlu(lu)+ L.

Como H' = ke ® H € 9, se f € Homy(H', k) é um morfismo de modulos, entdo
flg: H — k é um morfismo de modulos, enquanto que, se g € Homy(H, k) ¢ um morfismo

de modulos e x € k, entdo fy)(re + a) := ro + g(a) define um morfismo de moédulos
flg): H — k. Mais ainda, se f € Homy(H', k), entdo

fompep(re +a) =rf(e) + flu(a) = f(re +a),

e, para quaisquer g € Homy(H, k) e x € k, temos

fomli(a) = fou(0e + a) = 0z + g(a) = g(a).
Ou seja, Homy(H', k) ~ k x Homy(H, k), como conjuntos. Seja x € X! (H'), entao

e= Ti(e)
= ux(1p)lm +ux(f)f
= x(lu)eln + x(fef
= x(Ue) e + x(N)f

= [x(1m) = x(H)1a + x(f)e.

Como e € H' tem escrita unica, e = 1xe + Og, segue que x(f) = 1 e
0=[n) = x(HNu =un(x(n) — 1) = ux(ly) = u(ly).

Com isso, x(e) = x(1g) + x(f) = x(1g) + 1x e T)l((lH) =ux(lg)lyg = u(lx)lyg = 1x. O

morfismo T)ldH = (71)|lu: H — H é multiplicativo, pois a multiplicacdo de H' estende a

multiplicagao de H. Logo x|g é um caracter a esquerda fraco de H.
Reciprocamente, se £ € X' (H), entdo x(re + a) = r(£(1x) + 1x) + &(a) define um
morfismo de médulos. Temos que Tj(: H' — k é unitéario, pois

i (e) = ux(1a)lg +ux(f)f
=ul(1g)ly +ulx(e) — x(1n))f
=ugl(lg)ly +u(ly)f
=7¢(ly) +ef
=lg+ f=e

Como 7} (a) = 7{(a), segue que 7, (a)7.(b) = 7. (ab), para todo a,b € H. Logo

I I ! AN (ol
TL(re + a)7i(se + b) = 7L(re).(se) + 7L (re) 7 (b) + T (a)TL(se) + T (a)TL(b)
I AN
=re- se+ reTi(b) + 7 (a)se + 7, (a)T, (D)
= rse + r7(b) + s7i(a) + 7L (ab)
= 7L (rse) + 7L(rb) + 7.(sa) + 7. (ab)
= 7L (rse + [rb+ sa + ab))

= Ti((re +a)(se+0b)).

Ou seja, 7. ¢ multiplicativo. Portanto y € X[ (H').
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Exemplo 2.3.3. Sejamn > 1 e H = @
com morfismos definidos por

ke;; a algebra de Hopf fraca de Hayashi,

n
,j=1

n

ey @ epe) = li =1, j = sley, u(ly) =) ey,
ij=1

eleiy) =[i=7), Aleiy) =) ep®ey e Sle;) = e

p=1

Vamos mostrar que x € Homy(H, k) é um caracter a esquerda fraco de H se, e somente
se, para cada j = 1,...,n, o conjunto {x(e;;): i =1,...,n} é formado por idempotentes
ortogonais tais que » ., x(e;;) = 1j.

Seja x € Homy,(H, k) e considere 7 (e;;) = (ux * idp)(e;;), entao

T>l<(6ije7’s) = [Z =rj]= S]T)l((eij) = [Z =r]= S] Z X(eip>6pj'
p=1

Enquanto que,

T)l((eij)T)l((ers) = <Z X(eip)epj) (Z X(erq>€qs> = [] = S] ZX(eip>X(erp>epj'

Portanto, Ti ¢ multiplicativo se, e somente se, para cada p = 1,...,n, vale x(e;p)x(erp) =
[i = r]x(esp), Ou seja, se o conjunto {x(e1p), ..., X(€np)} € formado por idempotentes dois
a dois ortogonais. Por outro lado, temos

T(lg) =Y Thle) = > Xlepen= Y (Z X(%)) €pj»

ij=1 i.jp=1 pj=1 \i=1

de onde vale 7\ (1g) = 1y = >0,
p=1,...,n. Assim, x € X (H) se, e somente se, para cada j = 1,...,n, o conjunto
{x(ei;):i=1,...,n} é formado por idempotentes ortogonais cuja soma ¢ 1.

e;; se, e somente se, Y ., x(€;p) = 1, para todo

No contexto de algebras de Hopf, todo caracter é um caracter a esquerda fraco, pois
T)l((ab) = ux(a1by)azbs = ux(ay)asux(by)by = Ti(a)T)l((b),

e T)l((lH) = ux(1g)ly = 1% = 1g. Pelo Exemplo 2.3.2, todo caracter £ de H define um
caracter & esquerda fraco x de ke @ H, satisfazendo x(e) = £(1y) + 1, =2 € k.

De modo geral, todo resultado que apresentaremos para X' (H) possui um resultado
correspondente para X! (H), cuja demonstragao é essencialmente igual. Assim, apresen-

taremos as demonstragoes completas para X! (H), indicando as alteragdes necessarias pra
X! (H).

Lema 2.3.4. Seja x € X' (H). Entdo:

(i) x * & € X\ (H), para todo £ € X! (H);
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(it) TL(s) = s, para todo s € Hy;

(iii) Se x € inversivel na dlgebra de convolugao Homy(H, k) e x ™' =&, entio £ € X! (H)

e (e) 1 =7

(i) Se (1)"' =0, entdo x x €0 = .

Demonstragao. Para todo morfismo de modulos & € Homy(H, k), temos que u&: H — H
¢ um morfismo de moédulos, logo Tgl = u& xidy: H — H é um morfismo de moédulos.
Sejam € € X! (H) e a € H, entdo

Thue(@) = (u(x * €))(ar)as
= (ux * u)(ar)as
= ux(ar)ué(az)as
= UX(@l)Tg

(7¢ morf.)

= (7'5 o TX)(a).

Como a composi¢ao de morfismos de algebras é um morfismo de élgebras, vale (i). Seja
s € Hy, pelo Lema 1.4.6(iv), temos que A(s) = 1; ® 135, de onde

Ti(s) = ux(s1)se = ux(ly)las = Ti(lH)s =s.
Portanto vale (ii). Se & ¢ o inverso de x na algebra de convolugao Homy(H, k), pela
identidade obtida no item (i), temos que

N R R S | A B B S
TeOTy = Tyug = Tye = UEXIdy =1idy € T 0T =Te, =T, = uexidy =idy.

Ou seja, 7{ ¢ o inverso de 7}, portanto um morfismo de algebras. Logo, vale (iii). Por fim,

se o0 = (Ti)_l, entao o é, em particular, um morfismo de modulos, logo, eo: H — k é um

morfismo de modulos, e vale

(x * eo)(a) = x(a1)(€ 0 0)(az) = (e 0 7)(x(ar)az) = (€0 0 07 )(a) = €(a).
De onde obtemos (iv). O
Lema 2.3.5. Seja x € X (H). Entao:
(i) x*& € X! (H), para todo £ € X (H);
(i) T(t) =t, para todo t € Hy;
(iit) Se(x )é inversfvel na dlgebra de convolugao Homy(H, k) e x ™t =&, entdo € € X! (H)
e(ry) =7¢;

() Se (17)7! =0, entio €0 * x = €.

Demonstragao. (ideia) Analogo ao lema anterior. Mostra-se que Toxe = Ty OT¢, O que prova
(i). Para t € H;, do Lema 1.4.6(iii) segue que 77 (t) = t1yux(12) = ¢, de onde vale (ii). O
item (iii) utiliza a igualdade 77, = 77 o7{. O item (iv) segue de eo*x = eooory =¢. [
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Quando H é cocomutativa, temos 7, (a) = ux(a1)az = ux(az)ar = ayuy(az) = 77(a),
de onde segue que 7, ¢ um automorfismo se, e somente se, x for inversivel na algebra de
convolugao Homy(H, k).

Lema 2.3.6. Seja 0 € Endi(H). Entao:

(i) Aoo = (0 ®idy) oA se, e somente se, existe x € Homy(H, k) tal que o = 7};

(i) Aoo = (idg ®0)o A se, e somente se, eviste x € Homy(H, k) tal que o = 7.
Em ambos os casos, pode-se considerar x =¢€oo.

Demonstrag¢ao. Suponha que o = T)l(, entao

A(o(a)) = A(ux(ar)as) = ux(a1)as ® as = 7,(a1) ® ay = (0 @ idy)A(a),

onde, na segunda igualdade, utilizamos que im(x) C k e A é morfismo de modulos.
Reciprocamente, se Ao o = (0 ®idy) o A, definindo x = eo o € Homy(H, k), temos

Ti(a) = ux(ar)az
= ueo(ay)as
= M(U€ ®idy)(0 ®idy)A(a)
p(ue ® idg)Ao(a)
— (ue s idg)(o(a)
=o(a), (ue = 1Endk(H))

de onde vale (i). A demonstracao de (ii) é anéloga. O

No contexto de algebras de Hopf, se x ¢ um caracter a esquerda (resp. a direita) fraco
de H, entao, pelo resultado acima, xy = € o g, onde ¢ é um morfismo de algebras. Como
e ¢ um morfismo de algebras, segue que x é um morfismo de algebras. Assim, y é um
caracter & esquerda fraco se, e somente se, é um caracter se, e somente se, € um caracter
a direita fraco. Com isso, denotando o conjunto dos caracteres de uma algebra de Hopf
H por X(H), podemos reescrever o Exemplo 2.3.2 como

X € Xplke® H) <= x|lpe X(H) e x(e)=2.

Definigao 2.3.7. Sejam g,h € G, (H). Um morfismo de moédulos §: H — H é uma
(g, h)-coderivagao se A(d(a)) = ga; ® 6(az) + §(a1) ® hasy, para todo a € H.

Apesar da definicao acima considerar § apenas um morfismo de modulos, na pro-

xima se¢do, estaremos interessados particularmente em (g, 1y)-coderivagoes que sao Tf(—

derivagoes, onde €(g) = 1y e x € X (H).

Exemplo 2.3.8. Sejam H uma algebra de Hopf e H' = ke & H a &lgebra de Hopf fraca
de Kaplansky, com operacoes

u(r) =re, (re +a)(se + b) = rse + (rb+ sa + ab),
e(re+a) =2r+eg(a), Alre+a)=r(lg@1lg+ f® f)+ Anla),

onde f = e — 1y, e antipoda definida por S(re + a) = re + Sy(a). Sejam x € X! (H')
eg=sf+be Gyu(H'). Vamos mostrar que § € Endy(H') é uma 7}-derivacao e uma
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(g, €)-coderivagao se, e somente se, d|g ¢ uma 7'>l<| g-derivacdo e uma (b, 15)-coderivagao.
Mais ainda, mostramos que g € inversivel a esquerda se, e somente se, s = 15 e ue(b) = 1.

Primeiramente, como § é um morfismo de moédulos e uma derivagao, dado z = re+a €
H’, temos

d(z) =rd(e) + d(a) = d(a).
Pelo Exemplo 2.3.2, temos que x|z € X,(H), de onde 7.(15) = 1. Como 1y € Z(H'),

0(1g) =6(1%) = 0(1g)ly + 7o (1m)6(1x) = 2 - 1o (1y).

Multiplicando por 1y e subtraindo 156(1y) da igualdade acima, obtemos 156(1y) = 0.
Por outro lado, denotando §(z) = r.e + a, € H', para cada = € H, temos

0:1H5(1H):1H(T1H€+CL1H):T1H1H+G1H 5(1H):T1H6—T1H1H:T1Hf.

Mas fH=Hf =0,deonde ri,e —ri,1lg =01yg) =2 -1506(1g) = 2r;,1yf = 0. Como
a escrita de 0 € H' em termos de e e H ¢ tnica, segue que ry,, = 0, portanto 6(1y) = 0.
Com isso, calculamos

ree+a, =06(x) =0(xly) =0(x)ly + Ti(a:)é(lH) = (ree +az)lyg =r.lyg + a,.

Ou seja, rze — ryly = 0, portanto 7, = 0. Isso mostra que 6(H) C H, de onde §|y é
uma 7| y-derivagio. Do Exemplo 2.2.3, todo g € G (H) ¢ da forma g = sf + b, onde
s € k ¢ um idempotente e b € G,,(H). Lembrando que fH = Hf =0, f2= fee(f) =1,
calculamos

e(g) = e(sf +b)

= e(Ly(sf + b))y +e(f(sf + b))

= e(b) 1y +e(sf*)f

=€)l +sf

=se+e(b)ly — sly

= se + [uge(b) —ug(s)].
Com isso, €(se+ b) = e se, e somente se, s = 1 e ue(b) = ue(s) = ue(ly) = 1. Por fim,
como § é uma (g, e)-coderivagao e g = f + b, temos

A(d(z)) = (f+b)x1 ®@ 6(x2) + d(z1) ® exy
=bxr; ® §(x2) + 6(x1) ® 1yxs,

de onde §|y é uma (b, 1y)-coderivagao.

Reciprocamente, sejam & € X,(H), b € Gy(H) e 0': H — H uma 7{-derivagao que
¢ uma (b, 1y)-coderivagdo. Pelo Exemplo 2.3.2; definindo x: H' — k por x(re + a) =
2¢ + £(a), temos que x € X' (H') e x|g = £ Defina §: H — H' por §(re + a) = §'(a).
Assim, § € Homy(H', H'), 0|y = ¢’ e, para quaisquer re + a,te + ¢ € H', temos

§(re + a)(te + ) + 7y (re + a)d(te + c)
=d'(a)(te+¢) + [re + Té(a)}é’(c)
=10'(a) + 0'(a)c + rd'(c) + 7(a)d'(c)
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=0'(ta+rc) + 0'(a)c + 7é(a)d(c)
(ta + rc) + 0'(ac)

(ta +rc+ ac)

= d(rte + [ta + rc + ac])

= 0([re + a]fte + ¢]),

=0
=4

T -derivagao. Pelo Exemplo 2.2.3, para todo idempotente s € k, temos
Como fH =0 e, para todo a € H, ea = a = 1ga, temos

logo ¢ é uma

sf+beGy(H ’)‘
A(d(re+a)) = A(d'(a))
= ba; ® 6(asz) + 6(a1) @ lyay
= (sf+b)a; ®(az) + 6(a1) ® eas,

logo § é uma (sf + b, e)-coderivacao.

Exemplo 2.3.9. Sejam n > 2 e H = @
com morfismos definidos por

ii=1 kei; a algebra de Hopf fraca de Hayashi,

n

ey @ es) = i =15 = sleyj,  u(le) =Y ey,

ij=1
n

elei) =[i=7l, Aley) =) ep@ey e Sle;) = eji.

p=1

Seja x € X! (H). Vamos mostrar que § € Endy(H) ¢ uma Ti—deriva(;éo se, e somente se,
existem d,, € k tais que x(eq)dys = 0 € d(e;;) = dijei; — >, x(ei)drjer;. Mais ainda,
se g € Gy(H) satisfaz €,(g) = 1y e 6 é uma (g, 1 y)-coderivagao, entao 6 = 0.

Pelo Exemplo 2.3.3, se x € X/, (H) entdo, paracadaj =1,...,n, {x(e;): i =1,...,n}

¢ uma familia de idempotentes ortogonais tais que x(e;) + --- + x(en;) = lg. Seja
6 € Endy(H) uma 7}-derivacao e denote 6(e;;) = > sy dsers. Entao

8(ei;) = O(eszeis) = d(eij)esy + Tolei;)d(es;)

(Z d em> eij + (Zn: x(eip)em> (Z d9 ers> d”ezj + ZX eip)d em.
r,s=1 p=1 r,s=1

Comparando as escritas de d(e;;), obtemos que: d¥% = 0, para todo s # j; dffj = (e”n)dff],
para todo r # i; e dzg = dg + x(es)d?, de onde X(eu)dzg = 0. Fixe u # i, entdo

177

0= 5(€ij€uj) = 5(%)% + 7 (ei)8(eu;)

_ ij A
= E :d i€rj * Cuj T E : X(€ip)ep; - mem

p,r=1
_ i
=d] ieuj + E X (€ip dp]ep]
p=1

=d7. euj t X(em)du]ew + ZX Cip) X (€up)dyi i
pFu
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(d” + x(ew)d J)eu],

onde a tltima igualdade segue de x(ey;),. .., x(en;) serem idempotentes ortogonais. As-
sim, temos que dy; + x(eiw)d,; = 0, para todo u # i, ou ainda, d;; = —x(exw)d,;. Como

X(e“)d =0, temos que

d(eyy) = d”e” ZX €ir dmem, (epj)dm 0,Vi,j,p=1,...,n.

r=1
Reciprocamente, para cada i,j = 1,...,n, escolha d;; € k tal que x(e;;)d;; = 0. Defina
§ € Endy(H) por 6(e;;) = dijei; — > i X(€ir)drjer;, entao

Yeus + T (ezj)é(euv)

Je
(dmez] Z X Eir drjer]> €up T (Z X(eip)epj> (duveuv - Z X(eur)drveer)
p=1 —

= ]: v (['L - u]dzjezj X(ezu)du]61u + X €iu duJGUJ ZX ezr eur drjerj>

n

= [j =] ([Z = u]dz‘jeij - Z[l = U]X(eir)drjerj)

r=1

= [l =u,j = U] (dijeij - ZX(eir)drjerj)

r=1
= [t = u,j = v]o(ey;)
- 6<€ij€uv)7
ou seja, 6 é uma Ti—deriva(;éo. Nesse caso, temos que

n

A(d(e) = <dz’j [ein @ eni] = D X(eir)djlen, ® %]) :

p=1

Por outro lado, se 4 ¢ uma (g, 1x)-coderivagao, entao

A(8(eig) = Y geip @ (eys) +0les) @ ey

p=1

= Z geip @ (dpjepj - Z X(epr)drjerj> + (dipeip - Z X(eir)drperp> Q €pj
p=1

r=1 r=1
= Z <9€ip ® dpjep; + dipeip @ €pj — Z (geip @ X(epr)drjer; + X(€ir)drperp ® epj)) -
p=1 r=1

Pelo Exemplo 2.2.4, se ¢ € H é um elemento group-like fraco, entao existem um idempo-
tente e € k e escalares Ay, ..., A\, € U(ke) tais que g = Y7, \iXjey;, onde ¥ denota o
inverso de A\; em ke. Com isso, calculamos

Z i )\ ACH Z AiAje (Erp€ij)eps = Z AiXfeis = Z €Cjs.

i,7=1 %,7,p,r,s=1 i,s=1 i,5=1

4,7=1
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Assim, €(g) = 1y se, e somente se, e = 1. Consequentemente, Ai,..., A, € U(k) e
Ar =AY, e daf gey, = A\ tey. Substituindo na escrita de A(6(e;;)), obtemos que § &
uma (g, 1y )-coderivagao se, e somente se,

n

Z (dij [eip @ ep;] — Z x(€eir)drjler, ® epj])

p=1

- Z (Ai)‘; Lpsleip @ eps) + diplen, @ ep)]

p=1
n

— Z ()\i)\;lx(epr)drj [eip @ erj] + x(€ir)drplery ® em']) )

r=1

Cancelando o termo em comum no segundo somatorio e colocando em evidéncia o somando
eip ® €y, segue que 0 é uma (g, 1y)-coderivagao se, e somente se,

Z dijleqp ® epj] = Z (()‘i)‘;ldpj + dip)[eip ® €] — Z /\i)‘;1X(6pr)drj ey ® erj])-
p=1 r=1

Se r # p, entao o termo e;, ® e,; aparece apenas no lado direito da igualdade, assim, deve
ser )\i)\;lx(epr)drj = 0. Como Ay,..., A, € k s@o inversiveis, segue que x(e,-)d,; = 0, para
todo p # r. Mas x(e,,)d,; = 0, pois 0 é uma T)l(-deriva(;éo, e x(er) + -+ x(enr) = 1g,
pois x é um caracter a esquerda fraco de H. De onde

dr; = [x(er) + -+ x(en)|dr; = x(e1r)drj + - - + x(€nr)dr; =0, Vr,j=1,... n.

Portanto a tnica Ti—derivagéo que é uma (g, 1y)-coderivagao, quando €(g) = 1, é o
morfismo nulo, § = 0.

Apresentaremos agora algumas propriedades de coderivagoes.
Lema 2.3.10. Seja § uma (g, h)-coderivagao. Se e€5(g) = es(h) =1, entdo e o § = 0.

Demonstra¢ao. Como 6 é uma (g, h)-coderivagdo, temos

d(a) = (idy * ue)(d(a)) (tdy * ue = idy)
= gajue(6(az)) + 6(ar)ue(has)
= gayue(d(ag)) + 0(ar)ue(as) 2.2.6(17)
= gajue(d(az)) + d(ajue(as)) (0 morf.)
= gayue(d(az)) + d(a), (idy * ue = idy)

subtraindo é(a) da igualdade acima, obtemos gajue(d(az)) = 0. Aplicando €, segue que

0 = e(gajue(d(az)))

(
= ¢e(gay)e(d(az)) (€ morf.)
= ¢e(a1)e(d(az)) 2.2.6(i1)
= €(0(ue(ar)asz)) (e morf.)
=€(d(a)) (ue x idy = idg)

Logo eod = 0. [
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Lembramos que, conforme observando antes do Lema 1.3.7, dada uma o-derivagao
d de H, o submodulo a esquerda de g H gerado por im(§), denotado U(6), é um ideal
bilateral que satisfaz 6(U(0)) C U(9).

Lema 2.3.11. Seja § uma (g, h)-coderiva¢ao que € uma T)l(—dem'vagdo, onde x € um ca-
racter a esquerda fraco de H. Se eod =0 e §(H,) =0, entao e(UU(5)) = 0.

Demonstragao. Como x € X! (H), segue do Lema 2.3.4 que 7} (e,(a)) = €(a), para todo
a € H. Como § é uma Ti—derivagéo, obtemos

d(es(a)b) = d(es(a))b + Ti(es(a))é(b) = 0(es(a))b + es(a)o(b).

Aplicando € a igualdade acima, resulta

= (e00)(es(a)b)

- e(é(es(a))b) + e(es(a)d(b)>

= ¢(es(a)d(b)) (0(Hs) = 0)
= ¢(ad(b)). 1.4.5(v)

Por fim, como todo elemento em U(9) é da forma " | a,d(b,,), segue que e(U(d)) =0. O

O ultimo resultado desta sec¢ao sera especialmente til no capitulo seguinte, permitindo
a simplificagao do célculo para a classificacao das extensoes de Hopf-Ore primitivas fracas
das algebras de grupoéide conexo.

Lema 2.3.12. Sejam 0 € End,(H) e g,h € G, (H). O conjunto D, ,,(H), dos morfis-
mos 0: H — H que sdo o-derivagoes e (g, h)-coderivagoes, é um submddulo de End,(H).

Demonstrag¢ao. Lembramos que a agao de k em Endy(H) é dada por (r> f)(a) = f(a)<r,
para todo a € H. Assim, se H é uma algebra sobre k, (rf)(a) = f(a)u(r) = u(r)f(a).
Por simplicidade, omitiremos o morfismo u da notagao.

Sejam d € Dy g5, 7 €k ea,be H. Entao

(rd)(ab) = r[6(ab)]
= r[6(a)b+ a(a)d(b)] (0 € Dogn(H))
=76(a)b+ro(a)d(b)
=rd(a)b+ a(a)rd(b (im(u) C Z(H))

= (rd)(a)b + a(a)(rd)(b).

Ou seja, rd é uma o-derivagao.

A((rd)(a)) = A(rd(a))
=rA(d(a)) (A mort.)
rlg ®6(ar) + 6(az) @ h] (0 € Dogn(H))

= g®@rd(ar) +ré(az) @h
=g ® (ré)(ar) + (r6)(az) @ h,

de onde rd é uma (g, h)-coderivacao. Agora, se 6,0 € D, ,n(H), entdo

(0 4 0")(ab) = 6(ab) + &' (ab)
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= [0(a)b + (a)d(b)] + [0'(a)b + o (a)d' (b)) (6,0" € Do gn(H))
= (0(a) + 8'(a))b + o(a)(5(b) + (b))
= (04 0)(a)b+a(a)(d + ) (D).

Portanto § 4+ ¢’ é uma o-derivacao. Por fim,

A((6 +d')(a)) = A(6(a)) + A(d'(a))
=[g®d(ar) + 6(as) @ h] + [g ® &' (a1) + &' (az) ®
=g ® (6(a1) + ' (a1)) + (6(az) + ' (az)) @ h
=9® (5 + (5’)(@1) + (5 + 5’)(@2) ® h.

Assim, § 4+ ¢’ é uma (g, h)-coderiva¢ao. O morfismo nulo é sempre uma deriva¢ao e uma
coderivacao. Logo, Dy ,n(H) é um submodulo de Endy,(H). O

2.4 Teorema de Panov para WHA’s

Nesta secao vamos apresentar condicoes necessarias e suficientes para obter extensoes de
Hopf-Ore (g, 1)-primitivas fracas, além de reobter o Teorema de Panov para algebras de
Hopf e caracterizar tais extensoes para as algebras de Hopf fracas dos Exemplos 1.4.4(4)
e 1.4.4(5). As referéncias para esta se¢ao sao [8] e [16].

Definicao 2.4.1. Sejam H e R algebras de Hopf fracas sobre um anel comutativo k. Di-
zemos que R é uma extensao de Hopf-Ore fraca de H se R contém H como subalgebra
de Hopf fraca e R = H[X; 0, 4], para algum 0,0 € Endi(H). Diremos ainda que R ¢ uma
extensao de Hopf-Ore primitiva fraca de H se for uma extensao de Hopf-Ore fraca
com X um elemento (g, h)-primitivo fraco, onde g, h € G,,(H).

Para o restante desta secao, k denotard um anel comutativo, H uma algebra de Hopf
fraca sobre k e R = H[X;0,0] uma extensao de Ore de H, onde 0 € Auty(H) e § €
Endy(H) sao morfismos de modulos.

Exemplo 2.4.2. Podemos obter extensoes de Hopf-Ore primitivas fracas a partir das
extensoes de Hopf-Ore, caracterizadas pelo Teorema de Panov para algebras de Hopf.

Seja A uma algebra de Hopf sobre k. Suponha valido o Teorema de Panov e considere
B = A[X;0,0] uma extensao de Hopf-Ore de A, onde X ¢é um elemento (g, 14)-primitivo.
Sejamg=9gR1lg e A®He7,0: A H— A® H as funcoes definidas, respectivamente,
por
Gla®b)=0c(a)®b e da®b)=7(a)b.

Considere a estrutura de algebra de Hopf fraca em A ® H dada pelo Exemplo 1.4.4(3).
Entao g é um elemento group-like fraco, pois

Aperg(lagn) = Dagr(la®@1y) =140 1; @ 14 ® 1o,
de onde

Aper(9) = Dagr(9® 1) =g 1, ®g® 1y
=(laL®1la®1)(IR1lg®g® 1) = Ausr(laga)(G® )
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=gR1lp g1y (1a®1;®14® 1) = (®9)Assn(Lagn)-

A fungéo 7 é um endomorfismo de anéis, pois (lagy) = 0(l4) @ 1y =14 @ 1y = lagy,
enquanto que, para a @, b ® s € A ® H, temos

Mais ainda, @ é morfismo de modulos, pois ¢ e idy sao morfismos de modulos. Analoga-
mente, 6 é um morfismo de médulos que é uma G-derivagao, pois

5([a@r][b® s]) = d(ab® 7s)
5(

Com isso, R = (A® H)[Y;7,] é uma extensdo de Ore de A ® H. Considere o morfismo
i=(i®idy): AQ H— B® H, onde i: A — B ¢ o monomorfismo da Proposigao 1.3.2,
ey=X®1ly € B® H. Entao

yila@r) = (X®@1g)(a®r)

= (0(a)X +d(a) @7
= (0(a) @r)(X @ 1) +6(a) @7

=i[@a®r)y+i(daer).

Segue da Proposicao 1.3.3 que existe um tnico morfismo de algebras f: R — B ® H tal
que f(Y) = X ® 1. O morfismo f é um isomorfismo, pois, se Y . r;Y" € ker(f), onde
ro,..., " € A® H, entao

=f (Z mﬂ') = n(X@lp)" =) n(X'®1ly).

i=1 =0

Notando que B H é um (A® H)-mo6dulo & esquerda livre de base { X"®1y: n € N}, segue
que 7; = 0, para todo i = 0,...,n, ou seja, ker(f) = 0. Por fim, dado p(X)®r € B® H,
onde p(X) =ag+ a1 X + -+ + a, X", entdo

f(i(@i@)?”)yi):i( Qr X®1H Zaﬁ(”@r— (X)®r.

Portanto, f ¢é sobrejetora e A[X;0,6|® H ~ (A® H)[Y;7,0] como algebras. Definindo a
estrutura de algebra de Hopf fraca em R através do isomorfismo, ou seja, tomando

Ap=(f'®f oApguof, ern=¢cpguof e Sp=f"oSpguof,
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obtemos que A ® H é uma subalgebra de Hopf fraca de R, onde

Ag(Y) ((f ®f ) o Apgm o f)(Y)
=(f" (Apen(X @ 1x))
= (
= (

f ®f NX Ry RgR 1y +140 1y @ X @ 1y)Aper(la® 1))
Y ® fH9) + 1r @ Y)AR(1g),

e, analogamente, Ag(Y) = AR(lR)(Y @ fY9) +1r®Y). Logo, R = (A® H)[Y;0,0] &
uma extensao de Hopf-Ore (f~1(g), 1z)-primitiva fraca da &lgebra de Hopf fraca A ® H.

Na Segao 2.1 mostramos que, dada uma extensao de Hopf-Ore R = H[X; 0, ] de uma
algebra de Hopf H, se X é um elemento (g, h)-primitivo, g,h € G(H), entao existem um
endomofismo de anéis ¢’ e uma o’-derivagao ¢’ tais que R = H[Y;0’,0'], onde Y = X S(h)
¢ um elemento (gS(h), 1)-primitivo. Observamos ainda que tal caracterizagao foi possivel
pois, em [20], foram consideradas apenas elementos group-like, ou seja, elementos que
satisfazem A(g) = g ® g e sdo inversiveis.

Lema 2.4.3. Seja R = H[X; 0,6] uma extensao de Hopf-Ore primitiva fraca de H, onde
X € um elemento (g, h)-primitivo fraco e o € Auty(H). Entao €(g) = es(h) = 1.

Demonstra¢ao. Como R é uma élgebra de Hopf fraca, vale o axioma da counidade, logo

X = (ue ®idp)A(X)
= (ue ®idg)(11g ® 1,X + 1, X ® 13h)
=€(119)12X + €(1, X)) 15h
=&(9)X + &(X)h.

Como ¢(X) € He R ~ @, .yHX" como H-mobdulos & esquerda, a igualdade acima
implica em ¢(g) = 1g e ¢(X)h = 0. Analogamente,

X = (idp ® ue) A(X)
= (idr @ ue)(gly ® X1s + X1; ® hly)
= gli1e(X1o) + X11¢(hls)
= ges(X) + Xes(h).

Como o € Auty(H), segue da Proposicao 1.3.9 que R ~ @, .y X" H como H-mdbdulos a
direita, de onde obtemos ges(X) =0 e €5(h) = 1. O

Tendo em vista o Lema 2.2.5, o resultado acima mostra que, se ¢ € um automorfismo,
entao, para obtermos uma extensao de Hopf-Ore primitiva fraca de H, o elemento g deve
ser inversivel a direita, enquanto o elemento h deve ser inversivel & esquerda.

Observamos que, no contexto de algebras de Hopf, a hipotese sobre o é desnecessaria,
pois, como €5(h) = ue(h) € Z(R), os calculos acima mostram que X = gue(X) + ue(h)X,
de onde concluimos que €5(h) = ue(h) = 1. Consequentemente, no contexto de algebras
de Hopf sobre anéis comutativos, apesar de existirem elementos group-like fracos nao nulos
e nao inversiveis, vide Exemplo 2.2.10, ao tratarmos de extensoes de Hopf-Ore, podemos
considerar apenas elementos group-like.

Proposicao 2.4.4. Seja R = H[X;0,0] uma extensao de Hopf-Ore fraca de H, onde
o € Autp(H) e X é um elemento (g, h)-primitivo fraco. Entao:
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(i) 95(g) = 1u e S(h)h = 1p;

(ii) & € uma (g, h)-coderivagio;
(iii) A(o(a))(1g ® h) = (1 @ h)(o(a1) @ as), para todo a € H;
(iv) A(o(a))(g® 1g) = (¢ ® 1) (a1 ® o(as)), para todo a € H.

Demonstragao. O item (i) segue do lema anterior juntamente do Lema 2.2.5. Agora, como
A é multiplicativa, devem ser iguais

AX)A(@) = (9© X + X @ h)A(Ly)Ala)
=g X +X®h)(a; R as)
= ga; ® Xas + Xa; ® hasy
= ga; ® [o(ag) X + d(az)] + [o(a1) X + 6(a1)] ® has
= ga; ® o(az) X + gay ® 0(ag) + 0(ar1) X ® hay + 6(a1) @ hay
= (9a1 ® o(a2))(1g ® X) + (0(a1) ® haz)(X @ 1p)
+ (ga; ® d(az) + 6(a1) ® has)(ly @ 1),

A(Xa) = A(o(a)X +6(a))
=A(0(a) (g X+ X ®h)+ A(d(a))
= [A(o(a))(g @ 1x)](1g @ X) + [A(c(a))(1g @ A)|(X ® 1)
+ A@B()(1y  Ly).
Como R ~ P, .y HX", segue da Proposi¢ao 1.2.6 que R® R ¢ um (H ® H)-mddulo livre

com base { X" ®XJ i,7 € N}. Assim, podemos igualar os coeficientes de 15 @ X, X ® 1y
e 1y ® 1y nas escritas acima, obtendo respectivamente

Afo(a))(g ® 1u) = gar © o(az),
A(o(a))(ly @ h) = o(a;) ® has,
A(d(a)) = ga; ® 6(az) + 6(ar) ® has.

Ou seja, valem (ii), (iii) e (iv). O

Os resultados acima mostram que, para obtermos uma extensao de Hopf-Ore pri-
mitiva fraca de H, o elemento h € G,(H) deve ser inversivel a esquerda. Caso h
seja inversivel, podemos reproduzir os célculos feitos na Proposicao 2.1.4, obtendo que
H[X;0,6] = H[XS(h);0’',d'], onde X S(h) ¢ um elemento (¢S(h), 1 z)-primitivo fraco. Por
outro lado, se S(h)h = 1g mas hS(h) = ¢,(h) # 1y, obteremos que X S(h) é um elemento
(gS(h), €(h))-primitivo fraco. Mais ainda, a fungao o’, definida por o'(a) = o(S(h)ah),
para todo a € H, nao é necessariamente um morfismo de anéis, pois

o' (a)o' (b) = o(S(h)ae,(R)bh) e o (ab) = o(S(h)abh).

Assim, vamos nos restringir ao caso em que h € G,,(H) é inversivel, ou equivalentemente,
ao estudo das extensdes de Hopf-Ore (g, 1y)-primitivas fracas.

Proposicao 2.4.5. Seja R = H[X;0,0] uma extensao de Hopf-Ore fraca de H, onde
o € Autp(H) e X é um elemento (g, 1y)-primitivo fraco. Entao:
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(i) 9S(g) = 1u;
(ii) § ¢ uma (g, 15)-coderivagio;
(iii) o = 7L, para algum x € XL,(H);
(iv) A(o(a))(g® 1g) = (g ® 1) (a1 @ o(as)), para todo a € H;
(v) S(a)S(g) = S(g)(c 0 S 0a)(a), para todo a € H;
(vi) (S 0d)(a)=S(g)(d080a)(a), para todo a € H.
XR)=0eS(X)=—5(9)X

Nesse caso, valem ¢(RX) = ¢(
Demonstragao. Os itens (i), (ii) e (iv) seguem diretamente da Proposigao 2.4.4. O item
(iii) segue da Proposigao 2.4.4(iii), tomando h = 1y e aplicando o Lema 2.3.6.

Como X é um elemento (g, 1)-primitivo fraco e €(g) = 1y, temos

X = (uexidg)(X) = ue(1l19) 1o X + ue(1:X)1s = €(9) X + €(X) = X + (X)),
X = (uexidg)(X) = ue(gl1) X 1o + ue(X11)1s = Xey(g) + e,(X).

Da primeira igualdade acima, segue que ¢(X) = 0. Como o € Auty(H), temos da
Proposigao 1.3.9 que {X*: ¢ € N} ¢ uma H-base a direita para R. Assim, segue da
segunda igualdade acima que €;(X) = 0. Com isso, segue do Lema 2.2.7 que ¢(RX) =
€(XR) = 0. Mais ainda, o Lema 2.2.7 garante que ¢,(X) = 0 implica €,(X) = 0 e, como
es(lg) = 1y = S(1y), temos do Lema 2.2.8 que S(X) = —S(g9)X

Por fim, como S deve ser um anti-morfismo de algebras, temos

I
»nn »n O»n

de onde, igualando os coeficientes de 15 e X, obtemos
S(a)S(g) = S(g)oeSoo)(a) e S(4(a)) =S5(g)(00So0)(a).
Logo valem (v) e (vi). O

Conforme observado apoés o Lema 2.4.3, no contexto de dlgebras de Hopf, a hipotese
sobre ¢ ser um endomorfismo bijetor é supérflua. Assim, se H[X; 0, 0] é uma extensao de
Hopf-Ore de uma algebra de Hopf, onde X é um elemento (g, 1)-primitivo, obtemos da
proposi¢ao acima que o = Ti, para algum x € X! (H). Mais ainda, obtemos do Lema 2.3.6
que todo caracter a esquerda (direita) fraco de uma &lgebra de Hopf é um caracter, ie, um
morfismo de algebras. Nesse caso, sabemos que x é inversivel na algebra de convolugao
Homy,(H, k), com inverso x o .S, pois

(x* (x 0 9))(a) = x(a1)x(S(az)) = x(a15(az)) = x(e(a)) = e(a)x(1u) = €(a).



CAPITULO 2. EXTENSOES DE HOPF-ORE PRIMITIVAS FRACAS 76

Analogamente, mostra-se (x 0 S) * X = € = Lyom, (k). Segue do Lema 2.3.4 que 0 = T)l(
é inversivel, com inversa Tis. Assim, no contexto de algebras de Hopf, o € Aut,(H) é
uma condi¢ao necessaria para a existéncia das extensoes de Hopf-Ore, apesar de nao ser
explicitamente utilizada na demonstracao do Teorema de Panov.

Para apresentar condigoes suficientes para a existéncia de extensoes de Hopf-Ore
(g, 1g)-primitivas fracas, lembramos que: todo elemento a € R = H|[X;0,0] pode ser
escrito, de maneira tnica, como a = 1 ;@ X*, onde a; € H, i = 0,...,n; e U(d) é um

ideal bilateral de H, gerado como submoédulo & esquerda de g H por im(d).

Lema 2.4.6. Seja ¢ € Homy(H|[X;0,0],k) tal que €|g = ep, e(RX) =0 e e(U(5)) = 0.
Entao e(abe) = eg(agbocy), para quaisquer a,b,c € H[X;0,0].

Demonstra¢ao. Pelo Lema 1.3.6, dados 7 € H e n € N, temos X"r = §"(r) + pn(r)X,
onde p,(r) € H[X;0,0] ¢ um elemento de grau n — 1. Com isso, calculamos

n

e(abe) = Z e(a; X'b; X7, X1

i,5,1=0
= 3 c(aXb[5(@) + py(e) XX
1,5,1=0

n

= Z e(a; X067 (c)) X1 + e([a; X bpi () X' X)

5120
- Zj;oe(aixibjaﬂ' (1) X (e(RX)) =0)
— .ioe(ai[(si(bjéj(cl)) + pi(b;8 () X)X

- Zzoe(aiai(bjaj (e))X") + e([aip;(b;d (cr) X '] X)

- e (@8 (b0 (o)) (e(RX)) = 0)

M=

er(agh;o (co)) (e(U(6)) = 0)

—0

=€ CloboCo). (6(2/{(6)) = O)
[

Lembramos que uma bialgebra fraca é uma quintupla (H, u,u, A, €) satisfazendo os
axiomas (W1)-(W4) da Defini¢ao 1.4.3. Assim, uma algebra de Hopf fraca ¢ uma bialgebra
fraca que admite uma antipoda S satisfazendo os axiomas em (W5). Ainda, consideramos
0,0 € Endi(H), de forma que, pelo Lema 1.3.8, R = H[X;0,] é uma k-algebra.

Proposicao 2.4.7. Sejam g € H um elemento group-like fraco com €(g) = 1y, o €
Auty(H) e 0 € Endi(H) uma o-derivagao satisfazendo e(U(0)) = 0. Se valem

(i) 6 € uma (g, 1y)-coderivacao;
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(it) o = 7., para algum x € X, (H);
(11i) A(o(a))(g®1y) = (9® 1y)(ay ® o(az)), para todo a € H,

entao R = H[X;0,0] admite uma estrutura de bidlgebra fraca, onde X é um elemento
(g, 1y)-primitivo fraco. Se valem adicionalmente §(Hs) =0 e, para todo a € H,

(i) S(a)S(g) = S(g)(o 0 Soo)(a);
(v) (Seod)(a)=S5(g)(0oS5o0)(a),
entio R admite uma estrutura de dlgebra de Hopf fraca, onde S(X) = —S(g)X.

Demonstra¢ao. Comegamos observando que, sob as hipoteses (i), (ii) e (iii), vale
Alp)(g@ X +X®@1p)=(9® X + X ® 1x)A(1g).

Por (ii), juntamente do Lema 2.3.6(i), temos que A oo = (0 ® idy) o A. Como § é uma
derivagao, d(1g) = 0, logo, (i) implica 0 = A(6(1y)) = g11 ® (1) +6(11) ® 1. Com isso,

(X +X®1g)A(ly) =gLie X1 + X1, ® 1,

= g11 ® (0(12) X +6(12)) + (o(11) X +5(11)) ® 15
= (911 ®0(12))(1n ® X) + (0(11) @ 12)(X @ 1)

+ g1 ® (1) +0(11) ® 15
=91, ®0(12)1lg @ X) + (0(1;) ® Lo)(X ® 1) (1)
= (911 ® 0(12))(1r ® X) + A(o(1y))(X ® 1) (i2)
= (911 ®0(12)(1lp ® X))+ A(ly)(X ® 1)
=Alc(1m)(g@1lg)(lg @ X))+ A(lg)(X @1y) (i)
=A(lp)(g® X))+ A(ly)(X @ 1)
=A(lg)(g®@ X + X @ 1p).

Assim, se for possivel definir uma estrutura de bidlgebra fraca em R = H[X;0,0] com
AX)=((¢gX+X®1y)A(1g), entdo X serda um elemento (g, 1y)-primitivo fraco.

Para definir a estrutura de coalgebra em R, vamos utilizar a Propriedade Universal
das Extensoes de Ore. Como H é uma &algebra de Hopf fraca, A: H - H ® H é um
morfismo multiplicativo. Sejax = (¢ @ X + X ® 1y)A(1g) € R® R, entado

zAa) = (9@ X + X @ 1y)A(1y)A(a)
=g X +X ®1y)A(a) (W3)
=ga; ® Xas+ Xa; ® ay
= ga1 ® (0(az2)X + 6(az)) + (0(a1)X + d(ar1)) ® az
= (g9a1 ® o(az))(1g ® X) + (0(a1) ® az)(X @ 1p)

+ ga1 ® 6(az) + 0(a1) ® as
= (901 ® 0(az))(1y © X) + (0(a1) ® a2)(X @ 1) + A(0(a)) (i)
= (ga1 ® 0(a2))(1g ® X) + A(c(a))(X ® 1g) + A(d(a)) (17)
= A(o(a)(g @ 1u)(lg @ X) + Ao(a))(X @ 1x) + A(6(a)) (ii1)

=A(o(a)(g® X + X @ 1) + A(5(a))
= A(0(a))A(1)(g@ X + X @ 1) + A(6(a)) (W3)
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= A(o(a))x + A(d(a)).

Segue da Propriedade Universal das Extensoes de Ore que existe um tinico morfismo
multiplicativo A: R — R ® R, ndo necessariamente unitario, satisfazendo A(a) = A(a),
para todo a € H, e tal que

AX)=A1lg)z=A1m) (g X + X @ 15)A(1ly) = (9@ X + X ® 15)A(1g).

Como g, 1y € G(R), segue do Lema 2.2.1 que A é coassociativo.

Se €: R — k estende € de forma que R admita uma estrutura de algebra de Hopf fraca,
entao €(g9) = ¢(9) = 1y = (1g). Assim, se X for um elemento (g, 1y)-primitivo fraco,
pelo Lema 2.2.9, deve ser (X)) = 0, enquanto que, do Lema 2.2.7(i), obtemos €¢(RX) = 0.
Em particular, €(X") = 0, para todo n > 1.

Como e: H — k nao é um morfismo multiplicativo, nao podemos utilizar a Propriedade
Universal das Extensoes de Ore. Por outro lado, como R é um H-modulo & esquerda livre
de base {X": n € N}, podemos utilizar a Proposi¢ao 1.1.5 para obter um morfismo de
H-modulos, ¢: R — H, tal que €(1y) = 1y e € (X™) = 0, para todo n > 1. Considere
€ =¢€o¢€, entdo € ¢ um morfismo de k-modulos tal que

€la) = (eo€)(aly) = e(aé'(1y)) = €(a), Va € H,
€(aX") = (eod)(aX™) =e€(ae'(X™) =€(0) =0, Vn>1.
Ou seja, € estende € e satisfaz €¢(RX) = 0. Para mostrar que (R, A,€) ¢ uma coélgebra,
resta provar o axioma da counidade. Como €|y = €, vale o axioma da counidade para

elementos a € H, assim, é suficiente considerar o axioma para elementos da forma a X",
para n > 1. Comegamos calculando

(e @ idp)A(aX™) = p(ue @ idg) (A(a)Z(X)”)

= ,u(uE & ’LdR) (Z alC )(Z X CLQXJ> 1.3.7

4,7=0

I
I
a
VS
S
=
S
&3
——
S
no
o

Pelo Lema 1.3.7, temos que C’éz) eU(d), paraj=0,...,n—1,e C’éﬁl) = ¢g". Como U ()
¢ um ideal bilateral, e(U/(6)) = 0 e €(g) = 1, obtemos

n

p(ue @ idp)A(aX™) = Zue (a1053)> as X’

5=0
= ue (a19") as X"
= ue(ay)ag X" 2.2.6(7)
Por outro lado, temos que C’Z-(g) =0,parat=0,...,n—1, e Cf:g = 1y, de onde
p(idg ® ue)Al(aX™) Z a, O X' ue(ay X7) 1.3.7

4,j=0
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= Z alCZ-(B)Xiue(ag)

= a1 X" ue(az)

= ajue(ag) X" (im(u) C Z(R))
=aX". (idy * ue = idy)

Portanto, (R, A,€) é uma coalgebra. Mais ainda, A é multiplicativa por construcio e,
como 1z = 1y, A(ly) = A(ly) e H é uma algebra de Hopf fraca, vale o axioma (W3)
em R. Para que R seja uma bidlgebra fraca, resta verificar o axioma (W4). Para isso,
observamos que €(RX R) = 0. De fato, dados a,b € H e m,n € N, calculamos

€(aX"XbX™) =€ (a[6"(b) + ppr1(b)X]X™) 1.3.6
=€ (ad"(b)X™) + € (apnsa (b)) X ™)
=€ (ad" ' (b)X™). (F(RX) =0)

Assim, se m > 1, entao e(ad" ™ (b)X™) = 0, pois ¢(RX) = 0, enquanto que, se m = 0,
entdao €(ad" () X™) = e(ad" (b)) € €(U(d)) = 0. Em todo caso, obtemos €(RXR) = 0.
Agora, dado a € R, podemos escrever, de forma tnica, a = ¢’ + "X, onde @’ € H e
a” € R & um polinoémio de grau deg(a) — 1. Assim,
Aa) = Ald) + A(a")A(X)
=ay®ay + A(a")A(Lr)(g® X + X @ 1p)
=ay ®ay+aig®ayX +a{ X ® aj.

Por fim, dados a, b, c € R, com a notagao acima calculamos

€(aby)€(bac) = €(ab))e(bye) + €(abig)e(by X c) + €(ab) X )e(bye)
= €(ab))e(bhe) (e(RXR) =0)
= e(a'b))e(byd) 2.4.6
= ¢e(a't'd) (W4)
= €(abc). 2.4.6

e, analogamente, €(aby)é(bic) = €(abe). Logo, vale (W4), e segue que (R, u,u,A,€) é
uma bialgebra fraca. Para definir uma antipoda S: R — R que estende S e satisfaz
(W5), observamos que, pela Proposi¢ao 1.4.10(i), S: H — H° C R° ¢ um morfismo de
algebras, logo, podemos utilizar a Propriedade Universal das Extensoes de Ore.

Mostramos que €¢(XR) = 0, logo, do Lema 2.2.7(ii), temos que €5(X) = 0. Como
X é um elemento (g, 1y)-primitivo fraco com €(1y) = 1y, segue do Lema 2.2.8 que,
se R possuir uma estrutura de algebra de Hopf fraca, deve ser S(X) = —S(g)X. Seja
r=—5(9)X € R, entao

S(o(a)) eop x4 5(0(a )) —5(9)XS(a(a)) + 5(6(a))
=5(9)lo(5(0(a)))X +6(5(a(a))] + 5(5(a))
—5(g)a(S(a(a))X = 5(9)6(S(a(a)) + 5(5(a))
—5(a)S(g)X = 5(9)a(S(a(a))) + 5(5(a)) (iv)
—5(a)5(g)X — 5(0(a) + 5(5(a)) (v)
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= —5(a)S(9)X

=1z e, S(a).
Segue da Propriedade Universal das Extensoes de Ore que existe um tunico morfismo de
algebras S: R — R que estende S e satisfaz S(X) = S(1y)(=S(g9)X) = —S(g)X. Para

verificar os axiomas em (W5), é suficiente considerar os elementos da forma a X" para
n > 1. Por um lado, de €(RX R) = 0, temos que

§(aX™) =€(11aX™) 13 =0 e &(aX") = 11€(aX"1y) =0.
Por outro, denotando p = aX™ !, calculamos

(idg * S)(aX™) = pidg @ S)(p1g @ p2X 4+ p1X ® po)
= p19S(p2X) + p1 X S(p2)
= p1gS(X)S(p2) + p1 XS (p2)
= —p195(9>X§(P2) + png(]b)

= —p1XS(p2) + p1 X S(p2) (95(9) = 1)
= 0.

Portanto, idg * S = &, logo vale (W5)(c). Para (W5)(b), observamos que, se s € H,,
entao

Xs=o0(s)X +I(s)

= 7(s)X + d(s) (44)
=sX +d(s) 2.3.4(i4)
= sX. (0(H,) = 0)

Vamos prosseguir por inducao em n > 1. Sen =1, entdao p = aX" ! =a € H, de onde

(S xidg)(aX) = (S *idg)(pX)

19)P2X + S(p1X)ps

(p)p2X + S(X)S(p1)ps

(p1)p2X — S(9) X S(p1)p2

s(p)X — S(g)Xes(p) (peH)
(p)X — S(g)es(p) X (Xs=sX)
&(aX).

S
S

™M

g
g

)
)
)
)

Q)

S

S(p
S(g
S(g
S(
S(
0=

Elb

Agora, suponha que (S * idg)(aX™) = &(aX") = 0, para algum n > 1, entdo

(S * idr) (aX") = (8  idg) (pX)
~ 5(g >§< DpeX = S(g)XS(p1)ps
— 5(g)&(aX")X — S(g)X&(aX"™) (hip.)
=0

Portanto, vale (W5)(b). Para (W5)(a), observamos que

(A ®idp)A(pX) = (A ®@idg)(p1g @ paX + m1 X @ po)
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= A(p1g) @ p2X + A(p1X) @ p2

= Z(ZH)Z(Q) @ pa X + Z(pl)Z(X) & pa2

=p111g ® p2lag @ p3 X + p1g @ p2X @ p3 + p1 X @ pa @ p3
= P19 ® p2g @ p3X + p1g @ paX @ p3 + p1 X ® pa @ ps,

onde na terceira igualdade utilizamos que A é um morfismo multiplicativo, e na dltima
igualdade utilizamos que p; @ po @ p3 = A(p1) @ p2 = A(p1)A(ly) @ ps = p1l1 @ paloa @ ps.
Vamos argumentar por indugao em n > 1, novamente. Se n = 1, entao a X" = pX, com

p=a € H, logo

(S xidp * S)(aX) = (S *idg * S)(pX)
= g(2919>P29§(P3X) + g(1019)172)(§(p3)
+ S(p1X)p2S(ps)
= S(9)S(p1)p295(X)S(ps) + S(g)S(p1)p2X S (ps) (S anti-morf.)
+ S(X)S(p1)p2S(p3)
= —S(9)S(p1)p29S(9) X S(ps) + S(9)S(p1)p2X S (ps) (S(X) = -S(9)X)
+ 5(X)S(p1)p2S(ps)
= —S(9)S(p1)p2XS(ps) + S(9)S(p1)p2XS(ps) (95(9) = 1u)
+ S(X)S(p1)p2S(ps)
= S(X)S(p1)p2S(ps)
= 5(X)S(p1)p2S(ps3) (peH)
= S(X)S(p) (W5)(a)
= S(X)S(p) (Slg =5)
= S(pX) = S(aX)

Note que, do calculo acima, obtemos a identidade (S *idg * S)(pX) = S(X)S(p1)p2S(ps),
independentemente da escolha de p € R. Agora, suponha que, para algum n > 1, vale

(S xidr x S)(aX™) = S(aX"™), entdo, denotando p = aX™, temos

xidp * S)(pX)

X)S(p1)p2S(ps)

X)(S xidp * S)(aX™)

X)S(aX™) (hip.)
. (S anti-morf.)

Logo, vale (W5)(a) e (R, 1, u, A,%,S) é uma algebra de Hopf fraca. ]

Nas condigoes do resultado anterior, se g € G,,(H) for um elemento inversivel, entao
€s(g) = 1y e, pelo Lema 2.3.10, eod = 0. Assim, supondo 6(H,) = 0, temos do Lema 2.3.11
que €(U(0)) = 0. Ainda, tendo em vista o Lema 1.3.8, como ¢ = 7|, fixa os elementos de
H,, a hipotese 6(H,) = 0 equivale a Xs = sX, para todo s € Hy. Assim, tais hipoteses
sdo desnecessarias no contexto de élgebras de Hopf, pois neste caso g € G(H) é inversivel
e Hy=kly C Z(R), de onde 6(H,) = 0. Dado um elemento inversivel g € H, denotando
Adgy(a) = gag™!, das observagoes acima temos o seguinte.
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Teorema 2.4.8. Sejam H uma dlgebra de Hopf fraca sobre um anel comutativo k, g €
G(H) = G,(H)NU(H) um elemento group-like fraco inversivel, o € Auty(H) um mor-
fismo de dlgebras e § € Endi(H) uma o-derivagao tal que 6(Hs) = 0. Sao equivalentes:

(1) A estrutura de H pode ser estendida para uma estrutura de dlgebra de Hopf fraca
em H[X;0,0], de forma que X seja (g, 1g)-primitivo fraco e S(X) = —S(g)X

(2) g, 0 e satisfazem:

(i) o =7, = Adg o 7], para algum x € X|,(H);
(ii) & é uma (g, 1y)-coderivagao;

(iit) (Ady0S)(a) = (coSoo)(a) e(Sod)(a)=5(g9)(doSor)(a), para todo a € H.

Demonstragdo. [(1) = (2)] Segue da Proposi¢ao 2.4.5. Como o caracter x € X! (H) de
2.4.5(iii) ¢ dado por x = €oo, multiplicando a identidade 2.4.5(iv) a direita por ¢~ ® 15,
obtemos que

o(a) = (idy * ue)(garg™" @ 0(as)) = garg~ ux(az) = garux(as)g™" = (Ad, o 77)(a).

Juntamente com a Proposicao 2.4.5(iii), obtemos o item (i). Os itens (ii) e (iii) sdo (ii),
(v) e (vi) da Proposicao 2.4.5.
[(2) = (1)] Segue da Proposicao 2.4.7. Como observado anteriormente, a hipotese

g € Gy(H)NU(H) implica e5(g) = 1, portanto e(U4(0)) = 0. Assim, resta verificar que
vale o item (iii) da Proposi¢ao 2.4.7. Como ¢! = S(g) e S(G(H)) C G, (H), temos que
Alg™) =A(u)(g~ ®g™), logo
A(o(a)) = A((Adg o 7y)(a)) (7)
= A(garux(az)g™)
Ag)A(ar)Ag™))ux(az)
= (9® 9)A1m)A(a)A(r) (g™ @ g ux(az)

= (9®9)A(ar)(g™' ® g~ ux(az) (A mult.)

=(® 9)(a1 ® az)(g" @ g~ ux(as)
= ga1g~" ® gasg™ ux(as)

= ga1g~" @ gagux(az)g " (im(u) C Z(H))

Por fim, multiplicando a identidade acima por g ® 15 a direita, segue que

Alo(a))(g @ 1) = (garg™ @ o(a2))(9 ® 1u) = gar @ o(az) = (9 @ 1) (a1 @ o(az)).
Assim, podemos aplicar a Proposi¢ao 2.4.7 para obter (1). ]

Conforme observado anteriormente, no contexto de algebras de Hopf, a hipotese
o € Auty(H) é supérflua para a demonstragao, porém é uma condigdo necessaria para a
obtencao de extensoes de Hopf-Ore. Os elementos g € G,,(H) NU(H) sdo exatamente os
elementos group-like de uma &algebra de Hopf e a hipotese 6(H;) = 0 é sempre satisfeita.
Assim, o Teorema de Panov para algebras de Hopf é um corolario do Teorema 2.4.8.
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Exemplo 2.4.9. Sejam H uma algebra de Hopf e H' = ke & H a &lgebra de Hopf fraca
de Kaplansky, com operacoes

u(r) =re, (re + a)(se + b) = rse+ (rb+ sa + ab),
e(re+a) =2r+eg(a), Alre+a)=r(lg@1g+ f® f) + Aula),

onde f = e — 1y, e antipoda definida por S(re+ a) = re + Sg(a). Vamos caracterizar as
extensoes de Hopf-Ore primitivas fracas de H'.

Pelo Exemplo 2.2.3, os elementos group-like fracos de H sao da forma g = sf + b,
onde b € H é um elemento group-like fraco. Mais ainda, no Exemplo 2.3.8, mostramos
que vale €;,(g) = e se, e somente se, s = 13 e uge(b) = 1. Mas entao b é inversivel em H
com b~ = S(b), de onde obtemos

S(f+b)(f+b)=(f+50)(f +b) (S(f)=1)
= 2+ fb+ S(b)f + S(b)b
=f+1y (fP=ffH=Hf=0)
=€ — 1H+ 1H

Portanto g = f + b é inversivel a esquerda e, como €,(g) = e, segue do Lema 2.2.5 que
g ¢ inversivel com g~ = S(f +b) = f + S(b). Assim, a caracterizagao das extensoes de
Hopf-Ore primitivas fracas de H' pode ser feita pelo Teorema 2.4.8.

Por outro lado, dado re +a € H', temos

es(re+a) =1pe((re+a)ly) + fe((re+a)f)
= lpe(rly +a)+ f(e(rf))
=rlg+ela)ly+rf
=re+e(a)ly,

portanto H. = ke ® k1y. Pelo Exemplo 2.3.8, se 6 € Endy(H') é uma Tf(—derivagéo, entao
0|y € Endy(H) € uma 7l |y-derivacao. Em particular, §(e) = d(1p) = 0, logo, 6(H}) = 0.

Suponha que R' = H'[X; 0, ] seja uma extensao de Hopf-Ore (g, e)-primitiva fraca de
H'. Entdo, pelo Teorema 2.4.8, 0 = 7. = Adgo7], para algum y € X}, (H'), 6 € End(H')
é uma (g, e)-coderivagao e valem

(Ad,0S)(a)=(coSoo)(a) e (Sod)(a)=2S(g9)(coSod)(a), Vac H'.

Pelos Exemplos 2.3.2 € 2.3.8, o|g = 7l|p = 7}, € Aut(H) é um morfismo de algebras

X|
e 0|y € Endi(H) é uma o|g-derivacdo, assim, podemos considerar a extensao de Ore
R = H[Y;0l|y,0|n]. Como a inclusdo i: H — R/, definida por i(a) = (Oe + a) X", para

todo a € H, ¢ um morfismo multiplicativo e
Xi(a) =Xa=o0(a)X +0(a) =0o|g(a)X 4+ d|g(a) =i(o|g(a)) X +i(0|g(a)),

obtemos da Propriedade Universal das Extensoes de Ore que existe um tnico morfismo
multiplicativo i: R — R’ tal que i(a) = a € R/, para todo a € H, e i(Y) = i(1y)X =
157 X. O morfismo i ¢ injetor, pois, se

n

0=1 (Z CLij> = Zaj<1HX)j = Z(Oe + CLj)Xj c R/,
=0 =0

J=0
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entdo a; = 0, para todo j = 0,...,n, pois {X": n € N} ¢ linearmente independente

a esquerda sobre ke @ H. Ainda, im(i) = @,y HX" = 1R ¢é um ideal unitario de
H'[X;0,6]. Assim, vamos considerar R = im(i) C H'[X;0,0] = R'. Vamos mostrar que
R possui uma estrutura de algebra de Hopf fraca, induzida por R’. Calculamos

AlgX)=A(1p)Al) (g X + X ®e)
=A(lp) (9@ X +X®e) (A mult.)
=1a@1lg)(f+D) @ X+ X ®e)
=1p(f+b)R1gX +1xX + 1ye
=bR1gX +1gX ® 1. (Hf =0)

De onde A(1pX) € R® R e 15X é um elemento (b, 1y)-primitivo fraco. Mais ainda,
como R é um ideal de R’, segue que R ® R é um ideal de R’ ® R’. Com isso

Ala(1gX)") = Ala(1xX)" DA(1gX) € R®R, VYa€ H,n>1,

enquanto que A(H) C H® H C R® R, portanto A(R) C R® R. Por outro lado,

S(1pX) = S(X)1y 1.4.10(i)
=—S5(9) X1y 2.4.8
=-S(f+0)X1y
= —(f+S0) X1y
=—(f+S0)1uX (1y € Z(R)))
= —S(b)1uX, (fH =0)

de onde S(1xX) € R. Portanto, S(aX™) = S(15X)S(aX™ ') € R, para todo a € H e
n > 1, enquanto que S(H) C R. Assim, S(R) C R. Como R ¢ fechado para a multipli-
cagao, comultiplicacao, convolugao e antipoda, os axiomas da Defini¢ao 1.4.3, bem como
a identidade (1yX)a = o|g(a)(1gX) + d|u(a), para todo a € H, sdo herdados de R'.
Assim, R = H[1yX; 0|y, 0|g] ¢ uma extensao de Hopf-Ore (b, 1)-primitiva de H.

Reciprocamente, suponha que H[Y;0,d’] seja uma extensdo de Hopf-Ore (b, 1p)-
primitiva de H. Pelo Teorema de Panov para algebras de Hopf, g € G(H) é um ele-
mento inversivel, o = Tgl = Ady o 7{, para algum caracter § de H, §' € Endy(H) ¢ uma
(b, 15)-coderivacao e valem as identidades

(Adyo S)(a) =(coSoc)(a) e (Sod)(a)=S(b)d(S(c(a)), Vaec H.

Pelos Exemplos 2.3.2 e 2.3.8, temos que: x: H' — k, definido por x(re+a) = 2r+¢&(a), é
um caracter a esquerda fraco de H' tal que x|g = &; g = f+b € G, (H) satisfaz ,(g) = e,
logo gS(g) = e; e 6: H' — H', definido por d(re + a) = &'(a), € uma 7,-derivagdo que é
uma (g, e)-coderivagao. Agora, para todo a € H, temos

(Ady o 7y)(a) = g7y (a)S(g)
= g7¢ (a)S(g) (X|lz =€)
= (f+ D) (a)(f+b71)
= br{(a)b™! (fH=Hf=0)

= (Ady o 7{)(a)
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= 7¢(a) = 7 (a), 2.1.5(7)
enquanto que, de x(1g) = 1x, x(f) = x(e = 1g) =2 — 1, = 1 e u(1x) = e, temos

(Adg o 77)(e) = gluux(1m)S(g) + gfux(f)S(g)
= gluS(g) +9fS(g)

= 1ug5(9) + f95(9) (1u, f € Z(H"))
=lu+f (95(9) =)
=e= Tf((e).
Assim, como Ady, 77, T)l( e o sao morfismos de k-modulos, obtemos
(Ady o 1)) (re +a) = r(Ady o 77)(e) + (Ady o 77)(a) = rTi(e) + Ti(a) = Ti(re +a).
Ou seja, vale 2.4.8(i). Por fim, verificamos
(Ady 0 S)(a) = (f +b)S(a)(f + 5(b))
= bS(a)S(b) (fH=Hf=0)
= (Ady 0 S)(a)
= (i 0 So7i)(a) 2.1.5(ii4)
= (0 So7)(a), (X|la =€)

=e= (7’5< o SOT)IC)(G),

de onde (Ady o S)(re+a) = (7, 0 S o71l)(re+ a), para todo re + a € H'. Ainda,

(Sod)(e)=0=2S5(g)(0o SOTfC)(e),

portanto, (Sod)(re+a) = S(g)(doSoc)(re+a), para todo re+a € H'. Assim, obtemos
do Teorema 2.4.8 que g = f + b, x e 0 definem uma estrutura de extensao de Hopf-Ore
(g, e)-primitiva fraca de H'.

Em suma, as extensoes de Hopf-Ore primitivas fracas de H' correspondem as extensoes
de Hopf-Ore de H, onde cada extensao (f+b, e)-primitiva fraca de H' define uma extensao
(b, 1y)-primitiva de H, restringindo a estrutura de H'[X;0,0] para H[1yX;0|m,0|u], €
cada extensao (b, 1)-primitiva de H define uma extensao (f + b, e)-primitiva de H’, onde
¢ € X(H) é estendido para H' tomando x(e) =2 e x|g = &, enquanto que ¢’ € Endy(H)
¢ estendido para H' tomando d(e) =0 e |y =¢'.
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Exemplo 2.4.10. Vamos utilizar o exemplo anterior e a classificacao das extensoes de
Hopf-Ore das algebras de grupo, feita por Panov em [20, Proposition 2.2| e reobtida no
Corolario 3.3.15, para obter uma extensao de Hopf-Ore primitiva fraca de ke @ kG.

Sejam k =C, G ={1g,9,...,9" '} e H= kG com a estrutura de algebra de Hopf de
grupo. Considere H' = ke ® H a algebra de Hopf fraca de Kaplansky. Entao as extensoes
de Hopf-Ore primitivas fracas de H' sao determinadas por

- Um elemento group-like fraco da forma r = (e — 1g) + ¢°, s =0,...,r — 1;

- Um morfismo de grupos p: G — C \ {0}, o qual fica bem determinado se, e somente
se, p(9)" =1, ou seja, se p(g) = e>"/" =: ¢" para algum n =0,...,r — 1;

- Um 1-cociclo v: G — C associado a p (ver Definigao 3.3.12). Considere a fungao
definida por, v(g") = 1 — p(g¢'), entdo v é um 1-cociclo, pois, se h, h’ € G, entao

A(h) + p(h) (W) = (1= p(R)) + p(R)(1 = p(H))
— 1= p(h) + p(h) — p(h)p(R) = 1 = p(hl') = (k).

Mais ainda, mostra-se que o conjunto dos 1-cociclos associados a um morfismo de
grupos p: G — U(k) é um modulo sobre k, com acdo (a>+)(h) = avy(h), para todo
h € G e a €k, e soma pontual.

Assim, temos um caracter a esquerda fraco x: H — k, definido por x(e) = 2, x(¢") =
p(g") = (¢*)', e uma derivagao §: H' — H’, definida por por d(e) =0, e

5(g") =(g")(e—7)g" = (1c — (¢"))(g° — 1a)g".

Como H, = ke @kl e d(e) = 6(1) = 0, segue que R = H'[X;7,,d] possul uma estrutura
de élgebra de Hopf fraca, onde X é um elemento (e — 1y + ¢°, e)-primitivo fraco, e cuja
multiplicagao é dada por

r—1 r—1 r—1
¥ ( s g) —aeX + 3@ X + S (e — (@) — 16)d"
t=0 t=1

Exemplo 2.4.11. Sejamn > 1e H = @ijl ke;; a algebra de Hopf fraca de Hayashi,
com morfismos definidos por

pleg ® ers) = [i =71,j = sleg,  u(le) =Y ey,
ij—1
elei) =[i=17], Aley) =) ep@ey e Sle;) = eji.

p=1

Vamos mostrar que R = H|[X;0,d] é uma extensao de Hopf-Ore primitiva fraca de H se,
e somente se, R = H[X] é o anel de polindmios usual, onde X é um elemento (g, 1y)-
primitivo fraco e g = > 7", Aidjteij, onde Ay, .. A, € U(K).

Como H é comutativa, um elemento g € G,,(H) satisfaz ¢,(g) = 1y se, e somente se,
gS(g) = 1y se, e somente se, S(g) = g~'. Assim as extensoes de Hopf-Ore primitivas
fracas de H ficam determinadas pelo Teorema 2.4.8. Pelo Exemplo 2.3.9, se g € G,,(H)
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satisfaz €, (g) = 1y e x € X}, (H), entdo a tnica 7}-derivacao que ¢ uma (g, 15)-coderivagao
¢ o morfismo nulo. Assim, basta determinar os pares (x,g) € X', (H) x (Gw(H) NU(H))
tais que Tf( é um automorfismo, Ti = AdjoTy e AdgolS = Tf( oS OTi. Novamente, como H
é comutativa, Ady(z) = grg~" = idy(x), portanto, devem valer 71 =77 e S =7, 0So7.

Pelo Exemplo 2.3.3, x € X' (H) se, e somente se, para cada j = 1,...,n, o conjunto
{x(e1;),...,x(en;)} € formado por idempotentes ortogonais tais que » ., x(e;;) = 1.

Assim, vale T>l< = T, se, e somente se, para cada i,5 = 1,...,n, temos

!
E :X ezp Cpj = Tx(ew = T ew E :X em Cip-

p=1

O tnico termo que aparece tanto a esquerda quanto & direita na igualdade acima é e;;.
Assim, deve ser x(e,;) = 0, para todo p # i, e x(e;,) = 0, para todo p # j, ou seja,
x(ei;) = 0, sempre que ¢ # j. Mas entdo, fixado j = 1,...,n, deve valer x(e;;) =
>, x(ei;) = 1. Portanto

(i) ZX €ip)epj = X(€i)ei = eij = idm(es;).

Assim, uma tripla (g, 0, ) satisfaz o Teorema 2.4.8 se, e somente se, g € G,(H) NU(H),
o =1idged=0. Por fim, pelos Exemplos 2.2.4 € 2.3.9, temos que g € G,(H)NU(H) se, e

somente se, g =y ije1 i )\ e;j, onde Aj,..., \; € U(k) podem ser escolhidos livremente.

No Exemplo 2.4.2 mostramos que, se A é uma algebra de Hopf e H é uma &lgebra
de Hopf fraca, entao, para cada extensao de Hopf-Ore de A, obtemos uma extensao de
Hopf-Ore primitiva fraca da algebra de Hopf fraca A ® H. No proximo capitulo vamos
classificar as extensoes de Hopf-Ore primitivas fracas das algebras H = kG ® M,,(k), onde
mostraremos que existem extensoes de Hopf-Ore primitivas fracas que nao sao obtidas
através do Teorema de Panov para algebras de Hopf, juntamente do Exemplo 2.4.2.

O proximo resultado mostra que as hipoteses d(H,) =0 e xy o S = x~!, na algebra de
convoluc¢ao Endy(H), sao supérfluas para |16, Proposition 5.1|.

Lema 2.4.12. Sejam H uma dlgebra de Hopf fraca cocomutativa e R = H[X;0,0] uma
extensao de Hopf-Ore primitiva fraca de H, onde X € um elemento (g,1y)-primitivo
fraco. Entao g é um elemento central de H. Em particular Ad, = idy.

Demonstragao. Por defini¢ao, o € Auty(H). Pela Proposi¢ao 2.4.5(3), temos o = 7' , para
algum y € X, (H). Segue do Lema 2.3.4(iv) que ' = eoo~! é um inverso convolutlvo
a direita de x. Mais ainda, multiplicando a identidade (iv) da Proposi¢ao 2.4.5 a direita
por S(g), segue da Proposicao 2.4.5(i) que

ux(ai)a; ® az = A(Ti(a)) =ga15(g) ® Ti(az) = ga15(g) ® ux(az)as. (*)
Com isso, para todo a € H, temos

a = ue(ay)as (ue x idy = idg)
= u(x * x')(a1)as (x*X =¢
= ux(ar)ux'(az)as
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= ux(a1)azux’(az) (im(u) € Z(H))
= ux(aj)asux’(as) (cocomut.)
= ga15(g)ux(az)ux’(as) (%)
= ga1S(g)u(x * x')(az)

= ga1S(g)ue(az) (x*x =¢)
= gaiue(az)S(g) (im(u) € Z(H))
= gaS(g) (idy * ue = idy).

Substituindo @ por ag no célculo acima, segue da Proposigao 2.4.5(i) que g € G, (H)
satisfaz ag = gagS(g) = ga, ou seja, g € Z(H). Consequentemente,

Ady(a) = gaS(g) = agS(g) =a, Vae€ H.
[

Como consequéncia do lema acima, para classificarmos as extensoes de Hopf-Ore pri-
mitivas fracas de algebras de Hopf fracas cocomutativas, o elemento g € G,,(H) deve ser
inversivel. Neste caso, podemos utilizar o Teorema 2.4.8 para obter uma caracterizagao
simplificada das extensoes de Hopf-Ore primitivas fracas de H.

Teorema 2.4.13. Sejam H uma dlgebra de Hopf fraca cocomutativa, g € H um elemento

group-like fraco, central e inversivel, x € X.(H) tal que o := 7. € Auty(H) e d €

Endi(H) uma o-derivagao tal que §(H) = 0. Entdo os sequintes sao equivalentes:

(1) R= H[X;0,0] admite uma estrutura de extensao de Hopf-Ore de H, onde X é um
elemento (g, 1y)-primitivo fraco.

(2) Valem os sequintes itens:
(i) 0 € uma (g, 1y)-coderivagao.
(i) (Sod)(h)=S(g)(6oSoa)(h), para todo h € H.
(i1i) x * (x o S) =e.

Demonstra¢ao. Como g € G, (H) é inversivel, o € Auty(H) e §(H;) = 0, segue do
Teorema 2.4.8 que vale (1) se, e somente se, valem os seguintes itens:

(i) o=71=Ad,o71";

X 9 X

(ii’) ¢ é uma (g, 1g)-coderivagao;
(ili") (Adgo S)(h) =(coSoo)(h)e (Sod)(h)=S(g)(6oSoao)(h), Vhe H.

[(2) = (1)] Temos o = T)l( por definicdo e, como g é central, Ad, = id,. Mais ainda,
como H é cocomutativa, a;x(az) = x(az)a; = x(a1)as, para todo a € H. Portanto
o =71l = Ady o177, de ibde vale ('). O item (ii’) segue de (i), enquanto que a segunda
igualdade em (iii’) segue de (ii). Para a primeira igualdade em (iii’), dado a € H, temos

(7! o Sorl)(a) = (7] 0 $)(ux(ar)as

! )
= ux(a1)(r, 0 S)(az)
= ux(ay)ux(S(az)1)S(az)s

(7%, S morf.)
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= ux(ay)u(x o S)(az)S(asz) 1.4.10(i47)
= ux(ay)u(x o S)(az)S(as3) (cocomut.)
= u(x * x5)(a1)S(az)

= ue(ay)S(as) (1i1)
= S(ue(ay)as) (S morf.)
= S(a). (ue *xidy = idp)

Ou seja, 00 Soo = 5. Segue de Ad, = idy que vale (iii’) e, portanto, (1).

[(1) = (2)] O item (i) segue de (ii’), enquanto que (ii) segue de (iii’). Como o = 7,
onde y € X (H) C Homy,(H, k), segue do Lema 2.3.6(i) que o = 7',. Como a extensio
depende apenas de o, podemos considerar x = eoo. Como o € Auty(H), temos do Lema

2.3.4(iv) que x * (eo 0™ !) = €. Por fim, dado a € H, calculamos

(
— €((Ad, o S)(a)) (idd')
= ¢(S(a)) (Ad, = idy)
= ¢(a). 1.4.10(4v)

Como o € Auty(H), podemos substituir a por 0~!(a) no calculo acima, obtendo a igual-
dade (x 0 S)(a) = (oo™ 1) (a), para todo a € H. Ou seja, e = xy *x (oo™ 1) =y * (x 0 9).
Assim, vale (iii) e, portanto, (2). O

Mesmo que H nao seja cocomutativa, se g for um elemento group-like fraco e inversivel,
o =71, € Auty(H), para algum y € X! (H), e vale Adgo S =00 S o0, entdo deve valer
X * (x o .S) = e. Neste caso, como g é um elemento group-like e inversivel, segue do Lema
2.2.5 que €(g9) = €(g9) = 1y, enquanto que, pelo Lema 2.2.6(ii), um elemento x € H
satisfaz e5(x) = 1y se, e somente se, €(z"h) = €(h), para todon € Ne h € H. Assim,
para todo a € H, temos que

(
=€(S(a)S(g 2.2.5,2.2.6
= €(S(ga)) 1.4.10(7)
= ¢(ga) 1.4.10(4v)
= €(a). 2.2.5,2.2.6

Assim como na demonstragao anterior, podemos considerar x = € o o, de onde segue que
€((coSoo)(a)) =(xoS)(o(a)) e, como o € Aut,(H), obtemos

(€00 )(a) = e((Ady 0 S)(07(a)) = e((0 0 S0 0) (0 ")(a)) = (x © 5)(a).

Portanto € = x * (o o™!) = x x (y 0 9). Isto mostra que, nas condigoes do Teorema
2.4.8, toda extensao de Hopf-Ore primitiva fraca vém de um caractere a esquerda fraco
satisfazendo y * (x 0 .S) = €. Porém, sem a hipétese sobre a cocomutatividade de H, nao
é conhecido se todo caracter a esquerda fraco tal que x * (x 0 S) = € e 7, € Aut(H)
satisfaz também Adg o S =7, 0 So7l.

Terminamos esta secao apresentando um método de obter exemplos de extensoes de
Hopf-Ore primitivas fracas de algebras de Hopf fracas cocomutativas.
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Proposigao 2.4.14. Sejam H uma dlgebra de Hopf fraca cocomutativa, x € X! (H) tal
que x oS = x~! na dlgebra de convolugao Endy(H) e g € G(H) um elemento group-like
fraco, central e inversivel. Suponha que o: H — k seja um morfismo satisfazendo as
identidades v oe, =0 €

a(ab) = a(a)e(b) + x(a)a(b), Va,be H. (%)

Entio §: H — H, definida por 6(h) = (1 — g)7L(h), € um morfismo de k-mddulos,
uma Ti-dem'vagdo e uma (g, 1y)-coderivagao. Mais ainda, H[X; Ti, 0] € uma extensao de
Hopf-Ore primitiva fraca de H.

Demonstragao. A fungao § definida no enunciado é um morfismo, pois 72 é um morfismo.

Para verificar que § é uma T)l(—derivagéo e uma (g, 1)-coderivagao, calculamos

( )
( )
= (1u — g)[a(ar)e(br) + x(a1)a(b1)]azbs (%)
= (g — g)afar)e(br)azbs + (1g — g)x(a1)o(br)azbs
= (lu — g)o(ar)aze(bi)bz + (1 — g)x(ar)aza(bi)be (im(a) C k)
= (1g — 9)rh(a)b + (1g — g)r(a)7} (D)
= (1z — g)7a(a)b+ 7(a) (1 — g)74(b) (lg —g € Z(H))
=0(a)b+ T)l((a)é(b),
de onde ¢ é uma T)l(-derivagéo, e
A(0(a)) = A((1y — g)7i(a))
= A((1g — g)a(ar)as)
= a(a1)A(1 — g)A(az) (W3)
=afa)(1p ® 1y — g ® 9)A(1x)A(az) (1m,g9 € Gu(H))
=a(a)(lg —g) @1y +9® (g — g))A(az)

afar)as (im(c) C k)

1y — g)a(ar)az ® az + gas ® (1g — g)a(
alas)as (H cocomut.)

= ( )

= (1g — g)oar)as ® ag + gay @ (1g — g)

= (1g — 9)7i(a1) ® az + gay ® (Ly — g)7}(as)
= d(a1) ® az + ga1 ® 0(asz),

de onde § é uma (g, 15)-coderivagao. Como y € X! (H) ¢é inversivel na 4lgebra de convo-
lugdo, com inverso x o S, segue do Lema 2.3.4(iii) que o = Ti € Auty(H). Por hipotese,
temos «a(Hy) = 0, ou seja, ao e, = 0. Assim, se h € Hy, entao

6(h) = (1u — g)a(hi)hs
= (1g — g)a(ly)hls 1.4.6(7v)
= (L — g)ales(1)h1, 1.4.6(ii)
0.

Tendo em vista o teorema anterior, para mostrar que H[X; o, d] é uma extensao de Hopf-
Ore primitiva fraca, resta verificar que (S0 d)(a) = S(g)(6 0 S o7l)(a), para todo a € H.
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Para isso, seja t € Hy, entdo, pelo Lema 1.4.6(iii), temos que A(t) = t1; ® 15. Como H ¢
cocomutativa, isto implica que

A(t) = (T o A)(t) = 12 ®t11 = 11 ®t12

Pelo Lema 1.4.6(iv), segue que t € H. Logo, a o e, = 0 implica a0 ¢, = 0. Com isso,

0= (aoe)(a)
= a(a15(az)) (W5)(c)
= a(a1)e(S(az)) + x(ar)a(S(az)) *)
= a(a1)e(S(az)) + a(S(1y(a))) (tm(x) € k)
= a(ay)e(as) + a(S(Ti(a))) 1.4.10(4v)
= a(ai€(az)) + a(S(7,(a))) (im(e) € k)
= afa) + a(S(T)l((a))). (idy * ue = idy)

Em suma, para todo a € H, vale a identidade
ala) = —(aoSo T)l()(a). (%)

Por fim, calculamos

S(g)(d0Som)(a) = S(g)(1u — 9)74(S(1(a)))

= —S(1y — g)7.(S(7.(a))) (S(9)g = 1n)
= —S(1u — g)a(S(ry(a)1)S(1(a))2

=—-S(1yg — g)a(S(TfC(a)g))S(Tf{(a)l) 1.4.10(4i7)
=—-S(1yg — g)a(S(TfC(a)l))S(Tf{(a)g) (H cocomut.)
= —S(1u — g)a(S(ry(a1)))S(az) 2.3.6(i)
= S(1y — g)afar)S(az) (%)
= 5(ln — g)S(afar)az) (im(a) C k)
= ) )

h(a)(1u —9)) 1.4.10(4)
) (g —g € Z(H))

Portanto H[X;0,d] é uma extensdao de Hopf-Ore primitiva fraca de H. ]



Capitulo 3

Exemplos

Neste capitulo, discutiremos a existéncia de elementos group-like fracos tais que €,(g) = 1
mas €;(g) # 1 e as iteradas de extensoes de Hopf-Ore primitivas fracas, apresentaremos as
algebras de Hopf fracas de unidade sobrejetora - que, no caso de k ser um corpo, reduz-se
ao Exemplo 1.4.2(1) - e a construcao das algebras de grupoide conexo H ~ M, (kG), bem
como a classificagao das extensoes de Hopf-Ore primitivas fracas destas.

3.1 Extensoes de Ore Noetherianas

Nesta se¢ao, vamos apresentar a classe dos anéis Dedekind-finitos. Mostraremos que todo
anel noetheriano, a direita ou a esquerda, é Dedekind-finito, e que extensoes de Ore de
anéis noetherianos, quando ¢ é um automorfismo, sdo anéis noetherianos. As referéncias
desta secao sao [14], para os resultados sobre anéis Dedekind-finitos, e [11], para os resul-
tados sobre anéis noetherianos e extensoes de Ore.

Na Secao 2.1, mostramos que toda extensao de Hopf-Ore (g, h)-primitiva de uma
algebra de Hopf H é equivalente a uma extensdo de Hopf-Ore (r,1y)-primitiva, cuja
demonstracao se baseia em considerar a mudanca de varidveis Y = Xh~!. No contexto de
algebras de Hopf fracas, o Lema 2.4.3 garante que, para termos uma extensao de Hopf-Ore
(g, h)-primitiva fraca, deve ocorrer S(h)h = 1g. Porém, se hS(h) # 1, ndo ha garantia
que a mudanca de variaveis do Lema 2.1.4 defina uma extensao de Ore.

Definicao 3.1.1. Um anel A é chamado Dedekind-finito quando os elementos de A sao
inversivel a direita se, e somente se, sao inversivel a esquerda. Ou seja, quando, dados
a,b € A, ab=1 implica ba = 1.

Se uma algebra de Hopf fraca H (ou a subalgebra de H gerada por h e S(h)) é um anel
Dedekind-finito, entao podemos repetir a demonstracao do Lema 2.1.4, garantindo que
toda extensao de Hopf-Ore (g, h)-primitiva fraca corresponde a uma extensao de Hopf-
Ore (gh™', 1g)-primitiva fraca. Mais ainda, quando H ¢ Dedekind-finito, a caracterizagao
das extensoes de Hopf-Ore (g, h)-primitivas fracas de H, a menos de uma mudanca de
variaveis, fica completamente determinada pelo Teorema 2.4.8.

Defini¢ao 3.1.2. Seja (P, <) um conjunto parcialmente ordenado.

e Dizemos que P satisfaz a condigao de cadeia ascendente (ACC) se, para toda
familia enumeravel e completamente ordenada p; < ps < --- < p, < ..., existe
n € N tal que p,1; = pn, pra todo j € N.
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e Dizemos que um elemento m € P é maximal se todo elemento comparéavel com m
¢ menor ou igual que m, ou seja, se m < p implica m = p.

Sejam A um anel e M um A-moédulo, a esquerda ou a direita, entdao o conjunto P,
dos A-submoédulos de M, é um conjunto parcialmente ordenado pela inclusao. Ou seja,
dados N, N’ C M submodulos, temos N < N’ se N C N’. Assim, dizemos que um
A-moédulo M satisfaz ACC em submoédulos se, para toda cadeia Ny C Ny C ... de
submoédulos de M, existe n € N tal que N,;; = N, para todo j € N. Quando M = 4 A,
os A-submodulos de M sao exatamente os ideais & esquerda de A, enquanto que, para
M = Ay, os A-submodulos de M sao os ideais a direita de A.

Lema 3.1.3. Sejam A um anel e M € M y4. Sao equivalentes:

(i) M satisfaz ACC em submddulos;

(11) Toda familia nao vazia de submddulos de M admite um elemento maximal;
(111) Todo submddulo de M € finitamente gerado.

Demonstragao. [(1) = (ii)] Seja P uma familia ndo vazia de submodulos de M. Suponha
que P nao admite um elemento maximal. Entao, fixado N7 € P, deve existir Ny € P
tal que Ny € N,. Recursivamente, devem existir N; € P tais que N; C N;.;. Mas entao
N; € Ny C ... é uma cadeia completamente ordenada de submoédulos de M para a qual
nao existe n € N tal que N, 1 = NV, o que contradiz M satisfazer ACC em submodulos.
Portanto P admite um elemento maximal.

[(ii) == (iii)] Sejam N C M um submoédulo de M e P a familia dos submoédulos
finitamente gerados de N. Entao 0 € P, e todo submoédulo de N é um submoédulo de
M, assim, por hipdtese, P admite um elemento maximal P. Se P C N, entao existe
rg € N\ P, de onde P = P + x9A é um submodulo finitamente gerado de N. Mas
P C P, o que contradiz P ser maximal em P. Portanto, deve ser P = N, de onde N é
finitamente gerado.

[(iii) = (i)] Sejam N; € N, C ... uma cadeia completamente ordenada de sub-
modulos de M e N = |J,.yNi- Entdao N é um submoédulo de M, de onde existem
ni,...,n. C N tais que N = Z;Zl n;A. Como n; € N = [J,oy Vi, existem i; € N tais
quen; € Ny,. Sejan = mazx{iy,...,i,},entaon; € Ny, C Ny, paratodoj =1,...,r. Por-
tanto N = Z;Zl njA C ijl Ni; € Ny, Assim, se j € N, entdo Ny j €N C N, C Ny,
de onde N,y; = N,,. Logo, M satisfaz ACC em submoddulos. m

Um enunciado analogo ao lema acima pode ser enunciado e provado para A-modulos
a esquerda, tomando P’ = P + Axg em (ii) == (iii), e N = Y7, An; em (iii) = (i).

Definicao 3.1.4. Um modulo é dito noetheriano se satisfaz um dos itens do lema
acima. Dizemos que um anel A é: noetheriano a esquerda, se 4A é um modulo
noetheriano; noetheriano a direita, se A4 é um modulo noetheriano; e noetheriano,
se for noetheriano & direita e a esquerda.

Poderiamos considerar uma condi¢ao de cadeia descendente (DCC) para cadeias com-
pletamente ordenadas p;y1 < p;, © € N. O Teorema de Hopkins-Levitzki mostra que a
DCC em ideais a direita (esquerda) implica a ACC em ideais & direita (esquerda). Mais
ainda, em [14], sdo discutidas ambas as condigoes de cadeia sobre familias menores de ide-
ais unilaterais - como ideais principais e anuladores - obtendo, em [14, Proposition 6.60],
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vinte condigoes de cadeia que implicam num dado anel ser Dedekind-finito. O argumento
geral é semelhante ao que sera apresentado abaixo, mas, nesta se¢ao, vamos considerar
exclusivamente a condi¢cao de cadeia ascendente em ideais a direta ou a esquerda.

Proposigao 3.1.5. Se A é noetheriano a direita ou a esquerda, entao A é Dedekind-finito.

Demonstracao. Vamos mostrar que, se A nao é Dedekind-finito, entao nao é noetheriano
a direita nem a esquerda. Neste caso, devem existir a,b € A tais que ab = 1, mas ba # 1.
O elemento ba € A é um idempotente nao trivial, pois (ba)? = b(ab)a = ba, ba # 1 por
hipotese e, se ba = 0, entdao a = la = (ab)a = a(ba) = 0, contradizendo ab = 1. Ainda,

(1—=ba)b=0b—b(ab)=b—b=0 e a(l—ba)=a— (ab)a=a—a=0.

Considere os elementos e;; = b'(1 —ba)a’ € A, entao e;;e,5 = [j = r]e;s. De fato, se j > r,
entao j —r — 1 >0, de onde

eijers = b'(1 —ba)a’ - b"(1 — ba)a®
b'(1 — ba)a’ " (1 — ba)a®
b'(1 — ba)a’ " a(1 — ba)]a® = 0.

%
%

Se j < r,entdo a’-b" =b"7 =b-b"77! de onde e;je,.s = b'[(1—ba)b]b" (1 —ba)a® = 0.
Por outro lado, como ba € A é um idempotente, 1 — ba é um idempotente. Assim, se
j =, entdo @’ - ¥ = 1, de onde obtemos e;je;; = b*(1 — ba)?a® = b'(1 — ba)a® = e;5. Os
elementos e;; sao nao nulos, pois

b'(1—ba)a =0 = a'[b'(1 —ba)d’]t) =0 = 1 —ba=0 = ba =1,

o que contradiz A nao ser Dedekind-finito. Denote e; := e;; e considere os ideais & direita
definidos por I, = Z;;l e;A, entao Iy C I, C ... é uma cadeia de ideais completamente
ordenada em A. Mais ainda, €,11 € I,41 \ I,,, para todo n € N, pois €2, = €,11, mas
ens1€; = 0, para todo i # n + 1, de onde

n

€n+IIn = Z 6n+1€iA = zn:OA = 0.

=1 =1

Assim, nao pode ocorrer e, 1 € I,, pois neste caso terfamos e,.1 € e,11, = 0, 0 que
contradiz os elementos e;; serem todos nao nulos. Isso mostra que A nao é noetheriano

a direita, pois I1 C I C ... é uma cadeia estrita de ideais a direita. De forma analoga,
considerando os ideais a esquerda J, = Z?Zl Aej, temos que J; € Jp € ..., pois ocorre
eni1 € Jnt1 \ Jn, uma vez que J,e,11 = 0. Logo, A nao é noetheriano a esquerda nem a
direita. O]

Utilizando o Lema 3.1.3(iii), obtemos que todo dominio de ideais principais D é um
anel noetheriano, portanto Dedekind-finito. Neste caso, os submoédulos de pD e de Dp
sao, respectivamente, os ideais a esquerda e & direita de D. Assim, os submodulos de
pD e Dp sao gerados por um tunico elemento, portanto ambos sao médulos noetheria-
nos. Mais geralmente, todo dominio (independente de ser PID a direita ou a esquerda)
é Dedekind-finito, pois, como visto na demonstracao acima, anéis que nao sao Dedekind-
finitos possuem idempotentes nao triviais, portanto divisores de zero nao nulos. O préoximo
lema nos permite obter mais exemplos de modulos noetherianos.
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Lema 3.1.6. Seja A um anel. Entao:

(i) Se My, ..., M, € M4 sao mdodulos noetherianos, entao M = My, & --- @& M, € um
maodulo noetheriano;

(1) Se M é um mddulo noetheriano e f € Homa(M,N) é um epimorfismo, entio N é
um modulo noetheriano;

(i11) Se A é um anel noetheriano & direita (esquerda) e N € um A-mddulo a direita
(esquerda) finitamente gerado, entdo N € noetheriano.

Demonstragao. (i) Seja N um submodulo de M = M, & - - - @& M,,. Utilizando as projegoes
mi: M — M; C M, definidas por m;(m;+- - -+m,) = m;, obtemos N = N(1)®---®N(n),
onde N(i) := m;(N) é um submoédulo de M;.

Seja Ny € N, C ... uma cadeia completamente ordenada de submoédulos de M.
Entdo, para cada i € N, temos N; = N;(1) @ --- & N;(n), onde N;(j) C M,. Fixado
je{l,...,n}, como N; C Ny, temos N;(j) = m;j(N;) C 7;(Niy1) = Nip1(j), de onde

Ni(j) € Ny(j) C ... é uma cadeia completamente ordenada de submodulos de M;. Como
Mj ¢ um moédulo noetheriano, existe m; € N tal que Ny, 1(j) = N, (j), para todo k € N.
Seja m = max{my, ..., m,}, entdo, para todo j = 1,...,n, temos

Nm—i—k(j) = ij+(mfmj+k)(j) - Nm(]) = ij+(mfmj)(j) - Nm(])a k€ N,

de onde Nyyr = Npax(1) @ -+ @ Nppar(n) = Np(1) @ -+ - @ Nyy(n) = Ny, para todo
k € N. Logo, M satisfaz ACC em submoédulos, portanto é um médulo noetheriano.

(ii) Seja f: M — N um epimorfismo. Se P é um submodulo de N, entdo f~!(P) =
{m € M: f(m) € P} ¢ um submddulo de M. Se P C P’  entao f~*(P) C f~*(P'). Mais
ainda, se n € P'\ P, entao existe m € M tal que f(m) = n. Assim, m € f~(P")\ f~1(P).

Suponha que N nao é noetheriano. Entao existe uma cadeia completamente ordenada
N; € Ny € ... de submodulos de N, de onde f~'(N;) € f~H(Ny) € ... é uma cadeia
completamente ordenada de submodulos de M. Mas isso contradiz M ser noetheriano.
Portanto N deve ser noetheriano.

(iii) Suponha que A ¢ noetheriano a direita e seja N = " | n; A um modulo a direita
finitamente gerado. Sejam M = @ ;A ~ Ay ®---® As e f: M — N, definido por
f(e;) = n;. Entdo M é um modulo noetheriano, pois é soma direta finita dos modulos
noetherianos A4, e f é um epimorfismo de moédulos. Portanto N é noetheriano. Analoga-
mente, se A é noetheriano a esquerdae N = )" | An; ¢ um modulo a esquerda finitamente
gerado, entao existe um epimorfismo sA @ --- & 4A — N. Logo N ¢é noetheriano. ]

Com isso podemos mostrar que, se A é um anel noetheriano e comutativo - neste caso
A é noetheriano a direita se, e somente se, é noetheriano a esquerda - e (R, u) uma algebra
sobre A que é finitamente gerada como A-moédulo, entdao R é um anel noetheriano. De
fato, pelo Lema 3.1.6(iii), temos que R é um moédulo noetheriano sobre A. Seja I C R
um ideal & direita de R, entao I é um A-submoddulo de R, pois [ <A = Iu(A) C IR = 1.
Segue do Lema 3.1.3(iii) que I é finitamente gerado como A-mo6dulo. Sejam ry,...,r, € [
geradores de I como A-moédulo, entao

n

]:zn:riQA:zn:riu(A) C zn:riRgl I:ZTZR.
1 i=1 =1

i= = j= i=1
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Portanto I é finitamente gerado como R-submoédulo de Rg. Logo, R é noetheriano a
direita. Analogamente, se J é um ideal a esquerda de R e s1,...,s; € J é um conjunto
gerador de J como A-moédulo, entao J = Z';:l Rs;. Portanto R é noetheriano a esquerda.
Em particular, se k ¢ um corpo e R é uma algebra de dimensao finita sobre k, entao k é
noetheriano e R ¢é finitamente gerado, logo R é um anel Dedekind-finito.

No contexto da Secao 2.4, consideramos apenas extensoes de Ore onde o é um au-
tomorfismo. Para mostrar que a propriedade de ser noetheriano a direita (esquerda) é
preservada por extensoes de Ore, tal hipotese também é necessaria - se k é um corpo,
k[t] ¢ um dominio, portanto noetheriano a esquerda e a direita, mas a extensao de Ore
R = k[t][X; o], onde o(t) = 0, 0| = id, ndo é noetheriana a direita ou & esquerda.

De fato, considerando os ideais a direita I,, = Z?:o t'XR. Entao I,, C I,,;, para todo
n € N, e um elemento genérico = € I,, é da forma

n n n

p=) Y HX -’ X =) aptlo(t) X =" "agt' X

=0 r,s =0 7,5 i=0

Assim, segue que t""'X € [,;; mas t""'X ¢ I,. Portanto I, C I,,1 ¢ uma cadeia
estritamente ascendente de ideais a direita de R, de onde segue que R nao é noetheriano
a direita. Por outro lado, considerando os ideais a esquerda J, = > RtX ¢ temos que

Jn C Juy1, para todo n € N, e um elemento genérico y € J, é da forma

n n n

Y= ) at’X X' =>" Y a o)X T =) atTX

1=0 7, =0 nrs i=0

onde, na ultima igualdade, utilizamos que ¢°(t) = idg(t) = t. Em particular, temos que
tX" € J,q, mas tX" ¢ J,. Portanto R ndo é noetheriano a esquerda.

Lembrando que, dado um anel A, denotamos por A° seu anel oposto, o qual consiste
no conjunto A munido de uma nova multiplicacdo, definida por aeb = ba. Desta forma, se
I é um ideal & esquerdade A, x € [ ea € A, entao rea = ax € I. Ou seja, [ é um ideal &
direita de A°?. Reciprocamente, se I é um ideal & direita de A, entao Ael =1A C I, de
onde I é um ideal & esquerda de A°?. Portanto, um anel A é noetheriano & esquerda se,
e somente se, A°? é noetheriano & direita. Assim, para mostrarmos que extensoes de Ore
R = A[X;0,0] de anéis noetherianos sao também noetherianos, a direita ou a esquerda,
seré 1til conhecermos o anel oposto R?. Quando ¢ é um automorfismo, o préximo lema
mostra que R°? é novamente uma extensao de Ore.

Lema 3.1.7. Sejam A um anel e R = A[X;0,6] uma extensao de Ore de A. Se o é
inversivel, entdo R’ = A?[X;07' —§ o 071 € uma extensao de Ore ed A°P.

Demonstragao. Como o € Aut(A), segue que 0~ ': A — A ¢ um morfismo de anéis, de
onde o~ 1: A% — A° ¢ um morfismo de anéis, ou seja, 0~ € Aut(A°). Agora, como § é
uma o-derivagao, dados a,b € A, temos

—(6oa M (aeb)=—6(c(ba))

= —d(c7 (b)o" (a))
~3(o71(b))o (@) — o (o1 ()d(0 7 (a))

= (—doo ") (a)eb+ o "(a)e (=000 ")(b).

—~
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Portanto, — o 0~ ': A’ — A% ¢ uma o~ !-derivacao. Assim, existe a extensao de Ore
S = A%[Y;07!, —§ o 07 !]. Considere a inclusao j: A% — R, definida por j(a) = a.
Entao j é um morfismo de anéis, pois j(a ® b) = j(ba) = ba = a e b= j(a) e j(b). Ainda,

o~ (a) e X — (F007")(a) = X0~ (a) = (50 0~")(a)
= lo(07 ()X +d(07 (a)] = (6007 )(a)
=aX
=Xeaq.

Assim, segue da Propriedade Universal das Extensoes de Ore que existe um tnico mor-
fismo de anéis j': S — R tal que j'(a) =a e j'(V) = j(1400) X = X.

Desta forma j' é uma bijecao. De fato, j leva a base {Y™: n € N} de S como A%-
modulo & esquerda na base B = {X": n € N} de R como A-mddulo a esquerda. Como o
é um automorfismo, segue da Proposi¢ao 1.3.9 que B é uma base para R como A-mo6dulo
a direita, ou ainda, como A°?-modulo & esquerda. Como j’ é, em particular, um morfismo
de A°P-modulos, segue que j' é uma bijecao. Identificando X = Y, temos que S = R
como conjuntos, de onde podemos considerar R = S = A®[X;0" !, —§ oo™ !]. O

Na literatura, o Teorema da Base de Hilbert afirma que, se A é um anel noetheriano,
a direita ou & esquerda, entao o anel de polinémios usual A[X] é noetheriano, a direita
ou a esquerda, respectivamente. Em [11, Theorem 2.6| este resultado é generalizado
para extensoes de Ore A[X; 0, 0], onde ¢ é um automorfismo, e chamado de Teorema da
Skew-Base de Hilbert Generalizada.

Teorema 3.1.8 (Base de Hilbert). Sejam A um anel noetheriano a direita (esquerda) e
R = A[X;0,0]. Seo € Aut(A), entao R é um anel noetheriano & direita (esquerda).

Demonstragao. Esta demonstragao sera dividida em quatro (pequenas) partes: Na pri-
meira parte, supomos que A4 é noetheriano e I é um ideal a direita de R, criaremos .J,
um ideal & direita de A. Em seguida, tomando geradores de J como A-moé6dulo, definire-
mos Iy, um ideal a direita finitamente gerado de R. Na terceira parte, mostraremos que
I = Iy, de onde seguiré que todo ideal & direita de R é finitamente gerado, e portanto Ry
é noetheriano. Por fim, utilizaremos o anel oposto para concluir o enunciado para anéis
noetherianos a esquerda.

Parte 1. Suponha que A é um anel noetheriano a direita e sejam I ## 0 um ideal a direita
de Repe I\{0}. Entao, podemos escrever p, de maneira tnica, como p =y . a; X",
onde a, # 0. Neste caso, denotamos por deg(p) = n o grau de p, por cl(p) = a, o
coeficiente livre de p, e

p=a, X"+ O(X" ).

Seja J = {cl(p): p € I\ {0}} U{0}. Vamos mostrar que J ¢ um ideal a direita de A.
Se a,b € J, entao existem p,q € I tais que a = cl(p) e b = cl(q). Sejam n = deg(p) e
m = deg(q). Suponha sem perda de generalidade que n < m. Entao,

pX" "+ g = (aX"+OX" ) X"+ (X" + O(X™ ) = (a+ b)) X"+ O(X™).

Como p,q € I e I éum ideal a direitade R, pX™ "+q € I. Logo a+b = cl(pX™ "+q) € J.
Sejar € A. Se ar = 0, entao ar € J. Caso contrario, temos

po"(r) = aX"o "(r) + O(X™ )
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=a(o" (@ "(r) X"+ O(X" ) + O(X" ) 1.3.6
=arX" +O(X" ).

Como ar # 0, segue que cl(po~"(r)) = ar € J. Assim, J é um ideal a direita de A.

Parte 2. Como A é um anel noetheriano a direita, segue que J é finitamente gerado
k

como A-modulo a direita. Sejam ay,...,a; € J tais que J = >, a;A. Entao existem
P, .-, Pk € 1 tais que cl(p;) = a;, paracadai = 1,..., k. Vamos mostrar que podemos es-
colher p; € I todos com mesmo grau. De fato, sejam n; = deg(p;) e n = max{ny,...,ng}.
Entao

piX" M = (a; X"+ O(X™ ) X" =g, X"+ O(X™).

Ou seja, p; X" ™ € I, deg(p; X" ™) = n e cl(p; X" ™) = cl(p;) = a;. Assim, podemos
assumir deg(p;) = n. Seja N = Z?;Ol XA C R, entao N é um A-modulo a direita
finitamente gerado. Pelo Lema 3.1.6 temos que N é noetheriano, de onde I "N C N é
um A-submodulo finitamente gerado de N. Dados ¢, ..., ¢ € INN um conjunto gerador
de I NN como A-mdédulo & direita, defina Iy = ZlepZR + 22:1 ¢;R. Entao Iy ¢ um
R-moédulo a direita finitamente gerado, e valem

t t k t
IQN:Z%AQZ%RQIOZZPiR‘i‘Z%RQL
i—1 i=1 i=1

=1

onde a ultima contengao segue de p;,q; € I e I ser um ideal a direita de R.

Parte 3. Vamos mostrar que Iy = I. Para isso, utilizaremos indugao em deg(p), p € 1.
Se deg(p) < n, entdo, pela definigdo de N, temos p € I NN C Iy. Seja p € I tal que
deg(p) = m > n e suponha que, para todo ¢ € I com deg(q) < m, vale ¢ € I. Escreva
p=rX"+OX™ ") e, entio r=cl(p) € J, de onde r = S2F  a;ry, ; € A. Seja

k
g=Y po "(r)Xm"
=1

k
— Z (aan —+ O(Xn_l)) 0_"(7’i)Xm_n
=1
k
= @ X" M (r) X"+ O(X™T)
=1
k
= Z a; (TZXn -+ O(Xnil)) xXmn —+ O(mel)

i=1

k
= (Z aﬂ“i> X"+ O(X™

=1

= rX™ 4+ O(X™Y),

Entao deg(q) = m, cl(q) = r e q € Iy, pois p1,...,px € Iy e Iy ¢ um R-mddulo a direita.
Com isso, obtemos deg(p — q) < m, logo, pela hipotese de indugao, p — ¢ € I. Portanto
p=(p—q)+q¢€l. Logo I = Ije I & finitamente gerado como R-mo6dulo a direita. Isso
conclui que R é noetheriano a direita.
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Parte 4. Suponha que A é um anel noetheriano & esquerda, entao A° é um anel noethe-
riano & direita. Utilizando do Lema 3.1.7, segue que R? = A?[X;07 ! —§ oo™ !] ¢ um
anel noetheriano a direita. Portanto R = (R°)° ¢ um anel noetheriano a esquerda. [

Tendo em vista a Proposicao 3.1.5, o teorema acima mostra que, se H é uma &lgebra
de Hopf fraca que é um anel noetheriano, a direita ou a esquerda, entao as extensoes
de Hopf-Ore (g, h)-primitivas fracas de H - e também das extensoes de Ore de H - cor-
respondem a extensoes de Hopf-Ore (r, 1y)-primitivas fracas, e sdo relevantes para sua
caracterizagao apenas os elementos group-like fracos inversiveis. Em particular, pode-
mos construir iteradas R, 1 = R,[X,; 00,0, = H[Xo;00,00][X1;01,01] ... [Xn; 00, 0,] de
extensoes de Hopf-Ore primitivas fracas utilizando o Teorema 2.4.8.

Por outro lado, ressaltamos que, até o presente momento, é desconhecido para o autor
qualquer exemplo de élgebra de Hopf fraca que nao seja Dedekind-finita. A condi¢ao
A(1)(g®g) = (g ® g)A(1) nado aparenta implicar gt = tg, para todo t € H;, mas, se isto
ocorre e g € G,,(H) ¢é inversivel a esquerda, entao

ges(9) = 9 = e(9)g = gei(g) = es(9) = 1u = e&(9g),

de onde g é inversivel. O exemplo cléssico de uma &algebra que nao é Dedekind-finita é
a k-subalgebra de Endg(V), onde V' é um k-modulo livre com base {¢;: i € N}, gerada
pelos morfismos h,g € End,(V), definidos por h(e;) = e;41, para todo i € N, g(e;) =0
e gle;) = ei_1, se i > 2. Nesse caso, gh = idy, mas hg = idy — p; # idy, onde
p1(e;) = [i = 1]e; é a projegao linear em ke;.

Vamos terminar esta se¢cao observando que endomorfismos vindos de caracteres a es-
querda fracos de uma extensao de Hopf-Ore primitiva fraca, mesmo em casos razoavel-
mente simples, podem ser bastante complexos.

Sejam k= C, G = {e,g,...,¢" '} e n > 1. Considere H = kG ® M, (k) ~ M,(kG),
via g®e;; — geij, com a estrutura do Exemplo 1.4.4(3) e ¢, = ¢*™/" € C. Entdo p(g) = ¢,
define um morfismo de grupos G — C\ {0}. Utilizando o Exemplo 2.4.2 e a classifica¢ao
das extensoes de Hopf-Ore de kG - |20, Proposition 2.2] ou Corolério 3.3.15 - obtemos
que R = H[X; 0] é uma extensao de Hopf-Ore (g, 1y)-primitiva fraca de H, onde

Xg'e; = o(d'eij) X = ¢lg'e; X, Vi,j=1,...,n, t=0,...,r— 1.

Utilizando-se coeficientes q-binomiais [21, Section 7.2| e técnica semelhante aquelas que
serao utilizadas no Lema 3.3.10, podemos mostrar que, se x € X’ (R), entao

m m _ 52 s
T(glen X7 =) [(S) X(g™ " ey)C
qr

s=0

t m—s
g ein )

onde x|y € XL (H) e C = x(e;; X) € C.

3.2 WHA'’s de unidade sobrejetora

Nesta secao vamos apresentar a caracterizagao das élgebras de Hopf fracas de unidade
sobrejetora, obtida durante a tentativa de encontrar exemplos de algebras de Hopf fracas
satisfazendo (1)-(4) da Proposi¢do 1.4.11, mas com €(1) # 1. Como corolario, mostra-
mos que todo idempotente nao trivial define uma estrutura de algebra de Hopf fraca e
classificaremos as algebras de Hopf fracas da forma Z,, vistas como &algebras sobre Z,,.
As referéncias para os resultados da teoria de anéis utilizados nesta segao sao [1] e [15].
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Proposicao 3.2.1. Sejam k um anel comutativo e (H, u,uw) uma dlgebra sobre k, onde
u € sobrejetora. FEntao H admite uma estrutura de dlgebra de Hopf fraca sobre k se, e
somente se, A(lg) = 1y @ 1y, S = idy e e(ly) = z, onde x € k € um idempotente
satisfazendo u(x) = 1y e ker(u)x = 0. Em particular, temos que ker(u) = k(1 — x) e
H ~ kx, como anéis.

Demonstragao. De forma geral, como H = im(u) C Z(H), segue que H ¢ um anel co-
mutativo. Como u é sobrejetora, dado a € H, existe a’ € k tal que a = u(a’). Desta
forma, dado M € 9y, temos que f: H — M é um morfismo de k-modulos se, e somente
se, f(a) = f(u(d')1y) = d f(1g). Assim, todo morfismo fica completamente determinado
por f(1y), e estd bem determinado se, e somente se, ker(u) anula f(1y).

Suponha que H admite uma estrutura de algebra de Hopf fraca sobre k. Sejam
a;,b; € H tais que A(ly) = > .a; ® b; e b € k tais que b; = u(b). Como o produto
tensorial é k-bilinear, temos que

Alg)=> a;®b=Y a@ul)ly=Y aul)ely= (Z aibi> ® ly.

Denote e = > . a;b; € H. Como A é multiplicativa, temos

Aplicando p & igualdade acima, obtemos que e = e? ¢ um idempotente, portanto vale
(1g—e)e =0. Comisso, A(lg—e) = (1g —e)e® 1y = 0. Segue do axioma da counidade
que 1y —e = 0, ou seja, e = 1y e A(ly) = 1y ® 1. Assim, vale a equivaléncia da
Proposicao 1.4.11. Em particular, temos que € deve ser um morfismo multiplicativo, de
onde x := €(1ly) € k deve ser um idempotente. Pelo axioma da counidade, temos que

e, como €: H — k é um morfismo de modulos, ker(u)z = ker(u)e(1g) = e(u(ker(u))) = 0.
Logo, # € k ¢ um idempotente satisfazendo u(x) = 1y e ker(u)z = 0. Por fim, pela
Proposigao 1.4.11, temos que S * tdg = ue, portanto

Assim, S(a) = S(u(d’)) = u(a')S(1g) = u(a’)1yg = a, para todo a € H. Isso mostra a
primeira implicagao do enunciado.

Por outro lado, suponha que x € k é um idempotente satisfazendo u(x) = 1y e
ker(u)z = 0. Considere o morfismo A: H — H ® H, dado por A(a) = a® 1y. Entao A
¢ um morfismo bem definido, é coassociativo, pois

¢ multiplicativo, pois, dados a,b € H, temos que
A(a)A(D) =(a@1y)(b®@1y) =ab® 1y = A(ab),

e satisfaz a identidade em 1.4.3(W3), pois, neste caso, todos os termos sdo 1y @ 1y @ 1.
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Agora, dado a € H, seja a’ € k tal que u(a’) = a. Considere a fungao e: H — k,
dada por €(a) = d’z. Entado e estd bem definida, pois, se a = u(a’) = u(a”), entao
a" —a' € ker(u), de onde (0" — a')x € ker(u)x = 0, ou ainda, a”z = a’x. Desta forma, a
fungao € é um morfismo de k-modulos, pois, dados a € H e b € k, temos u(ba’) = u(b)a,
de onde podemos considerar (u(b)a)’ = ba’. Com isso, calculamos e(u(b)a) = (ba')x =
b(a'z) = be(a). O morfismo e¢: H — k satisfaz (W4), pois, como u(1;) = 1y, temos

e(abe) = a't'dx = (a'b'z)(11.d2) = e(ab)e(1xc) = e(aby)e(bac),

e, analogamente, €(abc) = (a'lx)(b'dx) = e(abs)e(bic). A tripla (H, A, €) satisfaz o
axioma da counidade, pois (ue * idy)(a) = ue(a)ly = u(a’x) = au(x) = a, onde, na
tltima igualdade, utilizamos que u(z) = 1y. Analogamente, mostra-se a identidade
(tdy * ue)(a) = 1yue(a) = a. Com isso, (H, A, €) é uma codlgebra. Logo vale (W2). Por
fim, considerando S: H — H o morfismo identidade, temos que

(S*idy *S)(a) = S(a)lgS(ly) =a = S(a),
ue(lya)ly = ue(lya)ly = ue(a) = a = S(a)ly = (S *idy)(a),

Lyue(aly) = lyue(aly) = ue(a) = aS(ly)a = (idy * S)(a),

de onde vale (W5). Assim, H é uma &lgebra de Hopf fraca com morfismos definidos por

Por fim, note que, como u(z) = 1y = u(lg), temos que 1 — z € ker(u). Como u é
um morfismo de k-moédulos, k(1 — ) C ker(u). Por outro lado, para que €: H — k seja
um morfismo bem definido, deve valer ker(u)e(a) = e(u(ker(u))a) = 0, para todo a € H.
Em particular, temos que 0 = ker(u)e(1g) = ker(u)x. Seja r € ker(u), entdo rz = 0, de
onde

r=r(z+ 1y —z)) =re+r(ly —z) =r(ly — ).

Portanto r € k(1 — z). Ou seja, k(ly —z) C ker(u) C k(1 — x). Isso mostra que
ker(u) = k(1x — x). Consequentemente, a restrigao u|y,: kxz C k — H ¢é injetora. Como
u é sobrejetora, dado a € H e a' € k tal que u(a’) = a, temos que a'x € kx e

uw(d'x) =u(d'r) +uld (1 —x)) =u(d) = a.
Portanto a restri¢ao ulg, é também sobrejetora e H ~ kx, como anéis. O]

Nas condigbes da proposi¢ao anterior, temos que H é uma algebra de Hopf (conforme
Defini¢ao 1.4.1) se, e somente se, x = €(1y) = 1 se, e somente se, ker(u) = k(1 —1;) =0
se, e somente se, H ~ k como anéis, e portanto como algebras de Hopf. Em particular,
se k é um corpo (ou nao possui idempotentes nao triviais), entdo a tnica estrutura de
algebra de Hopf fraca em H ocorre quando H ~ k, e nesse caso H é uma algebra de
Hopf. Assim, somente conseguimos utilizar a proposi¢cao acima para obter exemplos de
algebras de Hopf fracas que nao sao algebras de Hopf no contexto de algebras sobre anéis
comutativos.

Corolario 3.2.2. Sejam k um anel comutativo, e € k um idempotente e I = k(1 — e)
o ideal gerado por 1 —e. Entao H = k/I possui uma estrutura de dlgebra de Hopf fraca
sobre k, com e(1g) = e.
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Demonstra¢ao. O morfismo quociente u = 7: k — k/I é um morfismo de anéis com
nucleo ker(u) = I = k(1 — e). Por hipotese, e € k é um idempotente, de onde

ker(u)e=k(1 —e)e=0 e wule) =ule) +u(l —e) =u(l) = i/

Segue da Proposigao 3.2.1 que H = k/I possui uma estrutura de algebra de Hopf fraca,
definida por A(a) = a® 1y, €(a) = ae e S = idy, para todo a € H. O

Definigao 3.2.3. Sejam R um anel e I, J C R ideais bilaterais de R.

(i) Se R é comutativo, dizemos que I é um ideal primario se, para a,b € R,

abel,a¢ ] — IneN: " el

(ii) Dizemos que [ e J sao ideais comaximais se [ + J = R.

Sejam P é um ideal primério de R e a,b € R tais que ab+ P = (a+ P)(b+ P) = P,
mas a + P # P. Entdao ab € P e a ¢ P, de onde existe n € N tal que b" € P, logo
(b+ P)* =b"+ P = P. Ou seja, se P ¢é ideal primario, os divisores de zero nao nulos
de R/P sao nilpotentes. Em particular, R/P nao possui elementos idempotentes nao
triviais, pois todo elemento idempotente nao trivial é divisor de zero - x # 0,1 e 2? = x
implicam z(1 —x) =0 com 2,1 — 2 # 0 - e, nesse caso, t + P = 2"+ P = (v + P)" = P.

Lema 3.2.4 (Teorema do Homomorfismo para Anéis). Sejam f: R — S um morfismo
de anéis e I um ideal de R. Se I C ker(f), entao existe um tnico morfismo de anéis
f: R/I — S tal que f = fom, onde m: R — R/I denota o morfismo quociente.

Demonstra¢ao. Um morfismo de anéis f: R — S é, em particular, um morfismo de grupos
abelianos (R, +) — (5, +), e um ideal I de R é, em particular, um subgrupo (normal) de
(R,+). Como I C ker(f), podemos aplicar o Teorema do Homomorfismo para Grupos,
obtendo que existe um tnico morfismo de grupos f: (R/I,+) — (S, +) tal que f = fo.
Resta verificar que f é um morfismo de anéis. Para z € R, denote m(z) =z +1 € A/I.
Entao, dados a,b € R, temos

flla+ Db+ 1)) = flab+1) = f(ab) = f(a)f(b) = fla+ 1) f(b+1),
de onde f é multiplicativo, e f(14/7) = f(1a+1) = f(14) = 1p, de onde f & unitério. [

No contexto do lema acima, se I = ker(f), entdo f ¢ injetora, pois a + ker(f) €
ker(f) se, e somente se, 0 = f(a + ker(f)) = f(a) se, e somente se, a € ker(f) se, e
somente se, a + ker(f) = ker(f). Logo, se f: A — B é um morfismo de anéis sobrejetor,
f: A/ker(f) — B é um isomorfismo de anéis.

Proposicao 3.2.5 (Teorema do Resto Chinés). Sejam R um anel, I e J ideais bilaterais
de R. Se I e J sao comazximais, entdo R/(INJ)~ R/I x R/J como anéis.

Demonstracao. Dados x,a € R, vamos denotar
r=a (modl) <= r—acl <= z+1=a+1€R/I.

Considere a funcao f: R — R/I x R/J, definida por f(r) = (r+ 1,7+ J). Entao f é um
morfismo de anéis. A aplicagao f é sobrejetora se, e somente se, para quaisquer a,b € R,
existe x € R satisfazendo

r=a(modI) e x=0b(modlJ).
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Como I +J =R, existem e € [ e f € R tais que e + f = 1. Defina x = af + be, entao
r=af +be=af =af tae=a(f+e)=a (modl)

e, analogamente, z = b (mod J). Portanto f é sobrejetora e, pelo Teorema do Homomor-
fismo para Anéis, obtemos que g: R/ker(f) — R/Ix R/J, dada por g(r+ker(f)) = f(r),
¢ um isomorfismo. Por fim, note que r € ker(f) se, e somente se, (r + I,r + J) =
(0+ 1,0+ J) se, e somente se, r € [ er € J. Ou seja, ker(f) = I N J, de onde segue o
resultado. O

Utilizando a proposi¢ao acima, se I e J sao ideais comaximais, um elemento x €
R/(INJ) éidempotente se, e somente se, (zr+ I,z +J) € R/I x R/J é um idempotente
se, e somente se, z+1 € R/I ex+.J € R/J sdo idempotentes. Em particular, se os ideais [
e J sao primérios, entao os idempotentes de R/Ix R/J sao 0 = (0,0), 1 = (1,1), e = (1,0)
el—e=(0,1). Argumentando por indugao, se J = J;N---NJ,, onde cada J; é um ideal

priméario e J; +.J; = R, para quaisquer 4, j = 1,...,n, entdo R/J possui 2" idempotentes,
os quais correspondem aos elementos da forma (6y,...,0,) € R/J; X -+ x R/J,, onde
9; € {0,1}.

Corolario 3.2.6. Sejam A um anel comutativo e Jy, ..., J, ideais primdrios de A. Con-

siderek = A/ Jyx---xA)J, e H=A/Jy x---x A/ J., para algum r € {1,... ,n}. Entdo
H possui uma unica estrutura de dlgebra de Hopf fraca sobre k compativel com a proje¢ao
linear w: k — H, dada por (ay ...,a,) — (a1,...,a).

Demonstragao. Pela observagao anterior, os idempotentes de k sdo da forma z = (41, ..., 0,),
onde §; € {0,1}. Como u: k — H é a projegao linear nas r primeiras coordenadas de k,
temos que u(z) = 1y se, e somente se,

(01,...,0,) =u(z) =u(l) =(1,...,1).
Ou seja, deve ser x = (1,...,1,0,41,...,9,). Por outro lado, temos que
ker(u) = {(ay,...,a,): (a1,...,a,) =0}
={(0,...,0,ar41,...,a,): Qry1,...,a, € A},
de onde, tomando a,1,...,a, = 1, segue que

ker(u)r =0 = (0,...,0,1,...,1)(1,...,1,6,41,...,0,) =0
— (0,...,0,041,...,0,) = (0,...,0)

= 01 = =0, =0.
Portanto, deve ser x = (1,...,1,0,...,0), com 1 nas r primeiras coordenadas. Logo,
existe e é tnico o elemento = € k satisfazendo a Proposicao 3.2.1. [

Por fim, vamos apresentar a classificacao das estruturas de algebra de Hopf fraca
em Z,, vista como algebra sobre Z,,. Para fins de completude, vamos listar algumas
defini¢oes e resultados classicos sobre a estrutura de dominio de ideais principais de Z, os
quais podem ser encontrados em mais detalhes em [10].

Sejam a,b,p € Z, onde p # 1. Dizemos que a divide b, e denotamos a | b, se existe
g € N tal que b = aq. O elemento p ¢é dito primo se p | ab implica p | a ou p | b.
Chamamos de maior divisor comum de a e b um elemento d € Z, tal que

(i)d|aed]|b, e (ii)c|laec|b = c]|d.
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Mostra-se que dois elementos d e d’ satisfazendo as duas condicoes acima sdo associados,
ou seja, existe um elemento inversivel u € Z tal que d’ = ud. Como U(Z) = {1,—1}, a
condigao d > 0 garante a unicidade de d. Assim, podemos denotar d = mdc(a,b). Por
fim, os elementos a e b sdo ditos coprimos se mdc(a,b) = 1.

Vamos utilizar, sem demonstragao: que Z é um dominio de ideais principais, ou seja,
se I é um ideal de Z, entao existe n € Z tal que I = nZ; que todo elemento n € Z admite
uma fatoragao tnica em elementos primos, n = pi'...p<; e que os Unicos divisores de
um nimero primo p sdo =1 e +p. O primeiro resultado é consequéncia da existéncia do
algoritmo de divisao euclidiana em Z, o segundo é o Teorema Fundamental da Aritmética,
e o tultimo é uma aplicacao direta da definicao de elemento primo. Em termos de ideais,
b € aZ se, e somente se, a | b. Utilizaremos ainda o seguinte lema, o qual pode ser provado
utilizando a definicao de mdc, e o fato de Z ser um dominio de ideais principais.

Lema 3.2.7 (Identidade de Bézout). Sejam a,b € Z. Entao mdc(a,b) =1 se, e somente
se, existem x,y € Z tais que ax + by = 1.

Como uma consequéncia do resultado acima, os ideais [ = aZ e J = bZ de Z sao
comaximais se, e somente se, a e b sdo coprimos. A Identidade de Bézout mostra que,
se mdc(a,b) = 1, entdo 1 € aZ + bZ, de onde Z C aZ + bZ C Z. A outra implicagao ¢
analoga a demonstracao do teorema: se aZ + bZ = Z, entao 1 é uma combinacao linear
de a e b, de onde mdc(a,b) = 1.

Seja I = aZ um ideal de Z e suponha que a é composto, com pelo menos dois fatores
primos distintos. Entao existe um nimero primo p tal que a = p"b, onde mdc(p,b) = 1,
mas b # 1. Entao p"b = a € I, mas p" ¢ I - pois nao é divisivel por b - e, para todo
m € N, b™ ¢ I - pois nao é divisivel por p - ou seja, se a é composto com pelo menos
dois fatores primos distintos, entao aZ nao é um ideal primério. Por contrapositiva, se
um ideal I de Z ¢ primario, entao I = p™Z para algum primo p € Z.

Reciprocamente, se p € Z é um numero primo e n € N, entao I = p"Z é um ideal
primério. De fato, sejam a,b € Z tais que ab € I mas a ¢ I, entdo podemos escrever
a = p°a’ e b=p'b, onde mde(p,da’) = mde(p,b') = 1. Como ab = p**/a’t’ € I temos que
e+ f >mn, mas a ¢ I implica em e < n. Logo, deve ser f > 1, portanto

= pnfb/n _ pn 'pn(f—l)bln cl.

Ou seja, um ideal aZ de Z é primério se, e somente se, a = p”, para algum primo p € Z
e n € N. Por fim, vamos chamar de menor miltiplo comum de dois inteiros a e b, um
ntmero m € Z. , satisfazendo

(i)almeb|m, e (i)a|m eb|m = m|m

A existéncia de um menor multiplo comum se dé pela existéncia e unicidade da fatoragao
em primos de qualquer ntimero inteiro, e a unicidade é analoga & unicidade do maior
divisor comum. Mais precisamente, denotaremos mmc(a,b) = m = ab/mdc(a,b), onde,
por /, entende-se tomar o complemento ¢ de mdc(a,b) na escrita ab = mdc(a,b)q. Em
particular, se mdc(a,b) = 1, entao mme(a,b) = ab/mdc(a, b) = ab.

Sejam a,b € Z e m = mmc(a, b), entdo aZ NbZ = mZ. De fato, se n € aZ NbZ, entdo
n é divisivel por a e b. Por definicao, n é divisivel por m, logo aZ N bZ C mZZ. Por outro
lado, se n € mZ, entao n = mn’ para algum n’ € Z. Mas m, por defini¢ao, é divisivel por
a e por b, ou seja, existem m’, m” € Z tais que n = am/n’ = bm’n’, de onde n € aZ N bZ.
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Corolario 3.2.8. Sejam n,m € N. FEntao Z, admite uma estrutura de dlgebra de Hopf
fraca sobre Z, se, e somente se, m = nr, onde mdc(n,r) = 1. Nesse caso, a estrutura de
dlgebra de dlgebra de Hopf fraca em Z,, € unica.

Demonstra¢ao. Se m = nr com mdc(n,r) = 1, podemos escrever n = pi*...p% e r =

e €g4j . ~ . . ~
P .psfjj, notando que as escritas nao possuem primos em comum, pois n € r nao

admitem divisores em comum. Como mdc(p;’, pjj ) = 1, para todo i # j, e mZ =
pyZN---N pi:jj Z., podemos aplicar o Teorema do Resto Chinés s + j — 1 vezes, obtendo

Z 7 Z )
ZmQZnXZTZ c X X X =7 XX =i |-
Pz Py P L o/

s+j

Com isso, o morfismo unidade Z,, — Z, =~ X - X ¢ dado pela projegao linear

nas s primeiras coordenadas de Z,,. Segue do Corolario 3.2.2 que Z, admite uma tnica
estrutura de algebra de Hopf fraca sobre Z,,.

Reciprocamente, suponha que Z,, admite uma estrutura de algebra de Hopf fraca sobre
Zy,. Entao existe um morfismo de anéis unitéarios w: Z,, — Z,. Como (Z,,+) e (Z,,+)
sao grupos ciclicos gerados por 1 e u: (Zy,,+) — (Z,,+) é¢ um morfismo de grupos, segue
que tal morfismo existe se, e somente se, n = |Z,| divide |Z,,| = m, ou seja, se m = nr,
para algum r € N, e nesse caso temos ker(u) = nZ,,. Agora, pela Proposigao 3.2.1,
temos que Z, admite uma estrutura de algebra de Hopf fraca sobre Z,, se, e somente
se, existir x € Z,, tal que 22 = x, u(z) = 1z, e ker(u)z = 0. Nesse caso, temos que
1z, —x € ker(u), de onde

l—z=ns (modnr) < 1l—x=ns+nrs =n(s+rs), s,s €Z,

ou seja, x = 1+ ny, para algum y € Z. Por outro lado, de 0 = ker(u)x = (nZy,, )z, temos

0
ner=0 (modnr) <= nx=nrs, s€Z 22 5 s,

Igualando as duas escritas de x, segue que 1 +ny = x = rs, ou ainda, 1 = rs — ny. Pela
Identidade de Bézout, obtemos que mde(n,r) = 1. ]

Apesar da demonstracao acima ser existencial, mostramos que existe um elemento
x € Z,, satisfazendo as condi¢oes da Proposicao 3.2.1 se, e somente se, m = nr com
mdc(n,r) =1, e nesse caso x = rs = 1 + ny, onde s,y € Z sao tais que 1 = rs — ny.

Por um lado, temos que a Identidade de Bézout nao admite solugao tnica, pois, se
1l=rs—nyeqéecZ, entao

l=rs—ny=rs+rnqg—rng—ny=r(s+nqg) —ny+rq).

Por outro lado, se 1 = rs—ny = rs’—ny’, entao r(s—s') = n(y—y’). Como mdc(r,n) =1e
n divide r(s— '), segue que n deve dividir s—¢', de onde s = s’ +ns”. Consequentemente,

rs=r(s +ns")=rs +rns" =rs" (mod nr).

Ou seja, x € Z,, fica completamente determinado pela classe de rs em Z,,., onde s € Z é
qualquer inteiro satisfazendo a identidade 1 = rs — ny.
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Exemplo 3.2.9. Tomando n = 2 e r = 3, como mdc(2,3) = 1, temos que Z, admite uma
tnica estrutura de algebra de Hopf fraca sobre Zg. Mais ainda, de

Ir—1In=3-2=1,
temos que €(1z,) = 3 + 6Z, reobtendo o exemplo mencionado apo6s a Proposi¢ao 1.4.11.

Exemplo 3.2.10. Sejam n = 289 = 17% e r = 458 = 2 - 229, entao mdc(289,458) = 1.
Vamos utilizar o algoritmo de Euclides para obter o elemento x que define a estrutura de
algebra de Hopf fraca de Zogg sobre Zogg.us8 = Z132362- Comecamos calculando as divisoes
r; = Tit1q; + Tivo € escrevendo na forma r; 1o = 7; — 1114,

458 = 289 - 1 + 160, 169 = 458 — 289 - 1,
289 = 169 - 1 + 120, 120 = 289 — 169 - 1,
169 = 120 - 1 + 49, 49 = 169 — 120 - 1,
120 = 49 - 2 + 22, 22 =120 — 49 - 2,
49 =222+ 5, 5=49 —22.2,
22="5-4+2, 2=22-5-4,
5=2-2+1, 1=5-2-2.

Substituindo recursivamente os restos obtidos na coluna a direita, obtemos

1=5-2.2
=5-(22-5-4)-2=5-9-22-2
—(49-22-2)-9-22.2=49.9 —22.20
=499 — (120 — 49 -2) - 20 = 49 - 49 — 120 - 20
— (169 — 120) - 49 — 120 - 20 = 169 - 49 — 120 - 69
— 169 - 49 — (289 — 169) - 69 = 169 - 118 — 289 - 69
— (458 — 289) - 118 — 289 - 69
— 458 - 118 — 289 - 187,

de onde x = 458 - 118 = 54044 € Z139362. Pode-se verificar que, de fato, valem

54044% — 54044 = 132362 - 22066 = 0 - 22066 (mod 132362) = z° = =,
54044 = 1+ 54043 = 1+ 187 -289 = 1 (mod 289) = u(r) = lz,.,,
289n - 54044 = 118n - (289 - 458) = 118n - 0 (mod 132362) = ker(u)x = 0.

Portanto, a tnica estrutura de algebra de Hopf fraca de Zgygg sobre Z32362 fica completa-
mente determinada por A(a) = a ® 1, €(a) = 54044a e S = idy,,,.

Por fim, observamos que, se H é uma algebra de Hopf fraca sobre k, nas condigoes da
Proposigao 3.2.1, entao H[X], onde A(X) = X®1H,15® X, é a tnica extensao de Hopf-
Ore primitiva fraca de H. De fato, se 0 € Auty(H) é um morfismo de anéis, entao o(ly) =
1. Como H é gerado, como k-modulo, por 1g, segue que o(a) = ue(a)o(1l) = ue(a) = a,
para todo a € H, de onde o = idy. Analogamente, se § € Endy(H) é uma derivagao,
entdo §(1y) = 0, de onde §(a) = 0, para todo a € H. Por fim, os elementos group-like
fracos de H sao precisamente os idempotentes de H, mas o tnico idempotente inversivel
é 1. Portanto, a tnica escolha compativel com o Teorema 2.4.8 ¢é (0,9, g) = (idy,0, 1),
de onde H[X;0,0] = H[X] com X um elemento (1, 1g)-primitivo fraco.
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3.3 WHA’s de grupéide conexo

Nesta secao, vamos apresentar um teorema de estrutura para grupoides conexos, a cons-
trucao das algebras de Hopf fracas de grupdide e a classificagao das extensoes de Hopf-Ore
primitivas fracas de grupodides conexos. As referéncias para esta se¢ao sao [12] e [2], para
os resultados sobre grupoides, [16], para a caracterizagdo da algebra de grupoide conexo
e seus caracteres, e [20], para a classificacdo das extensoes de Hopf-Ore das algebras de

grupo.

Definicao 3.3.1. Seja G um conjunto nao vazio e munido de uma operac¢ao parcialmente
definida, denotada pela concatenagao de simbolos, de forma que

(G1) Existe (gh)l se, e somente se, existe g(hl), e nesse caso (gh)l = g(hl);
(G2) Existe g(hl) se, e somente se, existem gh e hl.

Dizemos que um elemento z € G é uma identidade se Jxg implica xg = g e Jgx implica
gxr = g. Considere G* o conjunto dos pares (g, h) tais que existe gh. Se, para todo g € G,

(G3) existem identidades t(g) e s(g), tais que (¢(g),9), (g, s(g9)) € G
(G4) e existe g7! € G, tal que existem e valem gg~' = t(g) e g~'g = s(g),

dizemos que G ¢ um grupoéide. Denotamos por Gp = {e € G: dg € G, e = s(g9) = t(¢g 1)}
o conjunto das identidades de G associadas a algum elemento g € G.

Observamos que, na notagao da defini¢do acima, os elementos t(g), s(g) e g~' sao
tinicos. De fato, dado g € G, se x e y sao identidades tais que (z,g), (y,9) € G?, entao
(y,zg) = (y,g9) € G?, ou seja, existe y(xg). Por (G2), existe yr. Como z e y sao
identidades, segue que x = yz = y. Logo t(g) é unicamente determinado. Analogamente,
se z e y sao identidades tais que (g, ), (g,y) € G?, entdo existe ry e portanto x = zy = y.
Logo s(g) ¢ unicamente determinado. Por fim, se h, h' € G satisfazem (G4), entao existem
hg e gh'. Por (G1), existem ht(g) = h(gh’) = (hg)h' = s(g)h’ e, como s(g) e t(g) sdo
identidades, obtemos que
h = ht(g) = s(g)h' = h'.

Logo ¢! ¢ unicamente determinado.
Para o restante desta secao, G denotard um grupdide.

Exemplo 3.3.2. Sao exemplos de grupéides:

(1) Todo grupo G é um grupdide. Nesse caso, todos os produtos existem, a operagao
¢ associativa e, para todo g € G, s(g) = t(g) = e¢ é o elemento neutro de G, de
forma que gg~! = e = g~ 'g, onde g~! denota o inverso usual de g € G.

(2) Seja {G;: i € I} uma familia de grupoéides. Entao [],., G; = {(g,i): i € I,g € G;}
admite uma estrutura de grupoide, onde existe (g,4)(h, j) se, e somente se, i = j e
existe gh € G, e nesse caso (g,7)(h,i) = (gh,1). Assim, para cada (g,7) € [],.; G;
temos s((g,7)) = (si(g9),1) e t((g,7)) = (t:(9),1), e (g,7)~' = (¢~ ', 7). Em particular,
se GG1 e Gy sao grupos, entao Hi:1,2 G, é um grupdide que nao é um grupo.
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(3) Sejam X um conjunto e G o conjunto das bijegoes f: A — B, onde A, B C X. Entao
G possui uma estrutura de grupoide, onde existe fg se, e somente se, dom(g) =
im(f), e nesse caso fg = fog. Paracada f: A — B, s(f) = ida e t(f) = idp.
Ainda, como f: A — B é bijecao, existe a funcao inversa f~!: B — A. Neste
exemplo, G ¢ um grupo se, e somente se, X = (). Nesse caso G = {id: ) — 0}.

(4) Sejam A um anel, M € 49 um modulo a esquerda de A e G o conjunto dos
isomorfismos de modulos f: N — N’, onde N e N’ sao submodulos de M. Entao
G possui uma estrutura de grupodide, com a operagao definida de forma anéloga
ao exemplo (3). Nesse caso, todo isomorfismo f: N — N’ é, em particular, uma
bijecao, de onde existe a funcao inversa f~': N’ — N, a qual é um isomorfismo de
modulos.

(5) Seja I um conjunto. Entao G(I) = I x I possui uma estrutura de grupdide, onde
existe (i,7)(r,s) se, e somente se, j = r, e nesse caso (i,7)(r,s) = (i,s). Assim,

s((6,9)) = (4,9), 1((i, ) = (i,1) e (i, 5)7" = (4 1).

(6) Sejam G e H grupdides. Entdo G x H possui uma estrutura de grupdide, onde
existe (g,h)(g’,h') se, e somente se, existem gg € G e hh' € H, e nesse caso

(9, M) (g, 0') = (g99', hR'). Assim, s((g,h)) = (s(g),s(h)), t((g,h)) = (t(g),t(h)) e
(9,h) =(g7 ", 7).

Vamos demonstrar algumas propriedades necessarias para o calculo em grupoides.
Proposicao 3.3.3. Sejam g,h € G. Entao:
(1) (g,h) € G* se, e somente se, s(g) = t(h);

(it) Valem s(gh) = s(h), t(gh) = t(g), s(g9) = t(g™"), tg) = s(¢7") e (g7") " =g;

(iii) Ewiste gh se, e somente se, existe h™tg™'. Nesse caso (gh)™' = h=tg™1;

(iv) e € Gy se, e somente se, e = s(e) = t(e);
(v) Seja e € Gy. O conjunto G, ={g € G: e =s(g) =t(g)} € um grupo.

Demonstracao. (i) Suponha s(g) = t(h), entao existem gs(g) e t(h)h = s(h)h. Por (G2),
existe g(s(g)h) = g(t(h)h) = gh. Reciprocamente, suponha que existe gh. Como existe
g 1g, segue de (G2) que existe (g%, gh). Com isso, temos

(G4)

“gh) ‘L (g 9)h 'L s(g)h.

Como s(g) é um identidade e (s(g), h) € G2, segue da unicidade da identidade a esquerda,
de h que s(g) = t(h).

(i) Por (G4), existe gg~' e g7'g. Pelo item (i) segue que s(g) = t(g7*) e t(g) = s(g™').
Assim, se existe gh, por (G2) existe (gh)h™!. Segue de (i) que s(gh) = t(h™') = s(h).
Ainda, existe g~!(gh), logo t(gh) = s(g~') = t(g). Consequentemente temos que gg~! =
t(g) =s(g") eglg=s(g) =t(g7"). Assim, segue da unicidade do elemento satisfazendo
(G4) que (g7') ' =g

(iii) Suponha que existe gh. Utilizando (i) e (ii) obtemos t(¢7!) = s(g) = t(h) =
s(h™1), portanto existe h='g™!. A reciproca é andloga. Nesse caso, como existem gh,
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hh=t, g7'g e h™1g™!, obtemos de (G2) que existem ((gh)h™')g™! e h™' (g7 (gh)). Mais
ainda, valem

(gh)(htg™h) = ((gh)h™H)g™ (G1)
= (g(hh™))g™ (G1)
= (gt(h))g™" (G4)
= (9s(9))g™" (1)
=gg9" (G3)
= t(g) (G4)
= t(gh). (i)

Analogamente, mostra-se (h~1g71)(gh) = s(gh). Pela unicidade do elemento satisfazendo
(G4) segue que (gh)™! = h7tg~t.

(iv) Se e € Gy, entao existe g € G tal que e = s(g) = t(g~'). Assim, (g,¢) = (g,5(g)) €
G2. Por (i), segue que t(e) = s(g) = e. Analogamente, (e,g71) = (t(g71),¢g7") € G2, de
onde s(e) = t(g~!) = e. Por outro lado, se e = s(e) = t(e), entdo (e,e) € G Como e é
uma identidade, temos s(e) = e = ee = ¢ = t(e). Pela unicidade do elemento satisfazendo
(G4), segue que e = e~ 1. Ou seja, e = s(e) = t(e71) e e € G.

(v) Sejame € Goe G, ={g € G: e = s(g) =t(g)}. Por (iv), temos que e = s(e) = t(e),
portanto e € G.. Se g,h € G, entdao s(g) = e = t(h). Por (i) segue que existe gh,
enquanto que por (iii) temos s(gh) = s(h) = e = t(g) = t(gh). Portanto gh € G.. Se
g € G, segue de (ii) que s(¢g7 ') = t(g) = e = s(g9) = t(g7'), de onde ¢! € G.. Por
fim, para todo g € G, temos eg = t(g9)g = g = gs(g) = ge, de onde e € G, é o elemento
neutro. Com isso, G, é um grupo e vale (v). ]

Sejam f,g € G. Dizemos que f e g sao conectados se existe h € G tal que existe fhg.
Assim, a relacdo f ~ g se f e g sao conectados ¢ de equivaléncia. De fato, existe gg~—'g, de
onde g ~ g. Se f ~ g, entdo existe h tal que existe fhg, portanto existe glg~*h=tf]f,
de onde g ~ f. Por fim, se f ~ g e g ~ h, entao existem p e ¢ tais que existem gpf e hqg.
Portanto existe h[qgg 'gplf, ou seja, f ~ h. Ainda, todo elemento g € G ¢ conectado
as suas identidades s(g) e t(g), pois s(g)s(g) = s(g) e t(g)t(g) = t(g), de onde existem
t(9)t(9)g e gs(g)s(g), ou seja, g ~ t(g) e s(g) ~ g.

Com isso, toda classe de equivaléncia [g] = {h € G: h ~ g} no conjunto quociente
G/ ~ pode ser representada por uma identidade e = s(g) € Gy. Mais ainda, cada classe
[e], e € Gy, é um subgrupoide de G. De fato, como observado acima, g € [e] implica
s(g),t(g) € le]. Se g € [e] e (g,h) € G?, entao existem gh = gs(g)h e (gh)h~'h, de onde
g=~hehc~gh,ouseja h,gh € [e]. Por fim, temos g(g~'g)g~!, de onde g ~ g~1. Assim,
cada classe de equivaléncia [e] contém as identidades, produtos - quando definidos - e
inversos de seus elementos. Portanto [¢] é um grupoide. Cada [e] € G/ ~ é chamado de
componente conexa de G.

Como ~ ¢ uma relagao de equivaléncia, temos G = (J, g, l€]. Por outro lado, do
Exemplo 3.3.2(2), temos que [], 5/ [€] ¢ um grupdide, onde existe (g, [¢])(h, [f]) se, e
somente se, [e] = [f] e existe gh € [e], e nesse caso (g, [¢])(h,[e]) = (gh,[e]). Como os
conjuntos [e] € G/ ~ sao dois a dois disjuntos, obtemos uma bijecao entre G = (J g, €]
e o grupoide H[e] G /N[e]. Mais ainda, esta bijecao preserva a operacao parcial de G, de
forma que todo grupoide pode ser visto como a uniao das suas componentes conexas.

Definicao 3.3.4. Dizemos que um grupoide G é conexo se quaisquer dois elementos de
G sao conectados. Ou seja, quando ocorre G/ ~ = {G}.
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Do ponto de vista da teoria de grupoides, as vezes é suficiente considerar propriedades
sobre grupoides conexos, de forma que o caso geral pode ser recuperado através da uniao
das suas componentes conexas. Para o proximo lema, utilizaremos a notagao do Exemplo

3.3.2(5).

Lema 3.3.5. Seja G um grupdide conexo. Entao para quaisquere, f € Gy, temos Ge ~ Gy,
como grupos. Mais ainda, G ~ G. x G(Gy) como grupdides.

Demonstracao. Sejam e, f € Gg. Como G ¢é conexo, existem g € G tal que existe egf, ou
seja, tal que s(g) = f e t(g) = e. Defina ¢,: G. — G por ¢,(h) = g *hg. A fungdo ¢,
estéd bem definida, pois s(h) = e =t(g) et(h) = e = t(g) = s(¢g~!), de onde existem g 'h e
hg, portanto g~'hg, ainda, s(ghg™') = s(¢g7') = t(g) = e e t(ghg™') = t(g) = e, portanto
Im(py) C Gy. A fungéo ¢, ¢ bijetiva, pois existe fg~'e, de onde podemos definir ¢, -1 e
ocorre gp;l = pg-1. Sejam h,h' € G, entao

pg(h)pg(h) = (g7 hg)(g~ "W g)

=g 'h(gg™" Mg (G1)
=g~ 'ht(g)l'g

= g thel/g

=g 'hhg heqd,
= g (hh').

Lembrando que e € G, e f € Gy sao elementos neutros, temos

pg(e) =g leg =g 't(g)g =9 g =s(g) = [.

Logo ¢, ¢ bijetiva, preserva neutro e produtos, portanto ¢ um isomorfismo de grupos.
Lembrando que G, X G(Gy) é um grupdide, cujos elementos sao da forma (g, eq, e3), onde
g € G, e ey, e5 € Gy, com operacao definida por

(9761762)(}% €3, 64) = (gh7 €1, 64), S€ €2 = €3.

Para cada e; € Gy, fixe um elemento g; € G tal que existe eg;e;. Defina &: G. xG(Gy) — G
por ®(g,e1,e3) = (e1g; e)glegaes) = g7 ggo. Entdo ® é um morfismo de grupéides, pois

D (g, e1,e2)P(h, e, e3) = (g7 '992)(95 'hgs)

= 91 '9(9292 " hgs (G1)
= g1 'gt(g2)hgs (G4)
= gy 'gehygs

= g, 'ghygs e = s(g)
= ®(gh, ey, e3),

ou seja, ¢ preserva a operagao, sempre que ela existe, e

D(g,e1,e2) " = (91 '992) "
=09,'9" g 3.3.3(i4), (i14)
=d(g ' eg,e1)
= ®((g,e1,e2)7),
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de onde ® preserva inversos. Portanto ® é um morfismo de grupdides. Por outro lado,
U: G — G x G(Go) definida por ¥(g) = (gt(h)hgsf(z),t(h),s(h)) é tal que

(¥ 0 ®)(g,e1,2) = ¥(g; ' gg2) (®oW)(g) = <I>(gs<h hihy s t(h), s(h))
= (g1(91 995 ']g2, €1, €2) = G [t P 9s(m)
= (ege, €1, €3) =t(h)hs(h)
( , €1, 62) = h.
Assim, ® é uma bijecao, portanto um isomorfismo de grupoides. O

Uma observacao que poderia ser feita a partir da definicao de grupdide, mas que fica
clara com o resultado acima: um grupodide é um grupo se, e somente se, possui uma tnica
identidade. Nesse caso temos G ~ G, x {e} ~ G,. Para definir a algebra de grupoide,
lembramos que, pela Proposigao 1.1.5, se M é um moddulo livre, entao todo morfismo fica
completamente determinado pela imagem dos elementos da base de M.

Lema 3.3.6. Sejam k um anel comutativo e kG o maodulo livre de base G. Entao kG
admite uma estrutura de dlgebra sobre k com operagao definida por

, c.c.

h, dgh
agg.ahh:{ggahg’ J , VYg,heG,aga, €k

se, e somente se, G possui finitas identidades. Nesse caso, kG possui uma estrutura de
dlgebra de Hopf fraca, com morfismos

u(le) = e, Alg) =g®eg, e(g) = 1x € S(g)=g".

Demonstracao. A multiplicacao definida acima sempre é associativa, pois

agapgh - a1, dgh

, c.c.

(a,g - aph) - )l = {

0, c.c.

_ {agahal(gh)l, A(gh)l

_ {agahalg(hl), 3g(hl) @)
0, c.c.
B asg - apa/hl,  3hl
B 0, c.c.
= ay8 - (aph - q/l).
Por simplicidade, vamos denotar g-h = [s(g) = t(h)]gh, onde gh é um simbolo sem

significado quando nao existe gh € G, e neste caso [s(g) = t(h)]gh=0gh =0=g - h.
Como observado anteriormente, se (g,h) € G?, entdo g e h sdo conectados. Por
contrapositiva, se g e h pertencem a componentes conexas distintas, entdo (g,h) ¢ G2,
de onde ayg - ayh = 0. Assim, podemos considerar kG = k([[,.; Gi) = @D, kG:, onde
{Gi: i € I} sao as componentes conexas de G e [[ denota o produto cartesiano de anéis.
Com isso, existe 1g se, e somente se, [ é finito e existe 1;g,, para todo 7 € I, e nesse
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caso lyg = > . lig,. Portanto, ¢ suficiente considerar G um grupdide conexo. Seja
X = Zee% e, entao, para todo h € G, temos

e€Go e€Go

=Y [s(e) =t(h)]eh = Y [s(h) =t(e)]he 3.3.3(7)
e€Go e€Go

— le = t(h)]eh = [s(h) = e]he 3.3.3(iv)
e€Go e€Go

—h, —h, (G3)

Isso mostra que, para um grupéide conexo G com finitas identidades, 1rg = > g €.
Com isso, segue que G admite uma estrutura de algebra (equivalentemente, um morfismo
unidade) se, e somente se, G possui finitas identidades. Agora, considere A, € e S como
no enunciado. Entao A é coassociativa e multiplicativa, pois

(A®idg)A(g) = (g®g)¥g=g® (g®g) = (idg ® A)A(g),

A(g)A(h) = (g® g)(h®h) = [s(g) = t(h)](gh ® gh) = A(gh).
A tripla (kG, A, €) é counitaria, pois, para todo g € G,

p(ue ® ideg) A(g) = ue(g) - g p(ideg @ ue)A(g) = g - ue(g)
=u(ly) g =g u(ly)
=lig -8 =g lig
=8 =g.

O morfismo € é fracamente multiplicativo, pois dados g, h,l € G, temos

€(g-hy)e(hy - g) = (g -h)e(h - 1)

= [s(g) = t(h),s(h) = t(])]e(gh)e(hl)

= [s(g) = t(h),s(h) = t(1)]

= [s(g) = t(R), s(h) = t(1)]e(ghl)
=e(g-h-1),

€(g-hz)e(hy -g) =e(g-h)e(h-1)
= e(g - hy)e(hs - g)
=¢e(g-h-1).

De onde (kG, i, u, A, €) é€ uma bialgebra fraca. Por fim, o morfismo S satisfaz os axiomas
de (W5). De fato, para todo g € G segue que

€(li-g)la= Y ele-gle (idig * S)(g) = 85(g)
e€Go
=) [e=t(g)le(eg)e =gg

e€Go
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= >_le = s(g)lec(ge) Iy

e€Go

(S xidg * S)(g) = S(g)gS(g) =g 'gg ' =s(g)g ' =t(g g =g~ =S5(g).
Portanto (kG, u,u, A €, S) é uma élgebra de Hopf fraca. H

Observamos que, se G é um grupodide que nao é um grupo, entao existem g, h € G tais
que (g,h) ¢ G2, ou seja, tais que s(g) # t(h). Com isso,

e(g)e(h) = 1; = 1x # 0= [s(g) = t(h)]e(gh) = e(g - h).

Ou seja, € nao é multiplicativo, portanto kG nao pode ser uma &algebra de Hopf. Por outro
lado, se G for um grupo, entao a estrutura de élgebra de Hopf fraca em kG coincide com
a estrutura algebra de Hopf sobre a élgebra de grupo definida no Exemplo 1.4.2(2).

Exemplo 3.3.7. Sejam [, = {1,...,n} e G = G(I,) o grupdide do Exemplo 3.3.2(5).
Considere M, (k) com a estrutura de éalgebra de Hopf fraca dada pelo 1.4.4(2). Entao
kG ~ M, (k) como algebras de Hopf fracas.

Demonstragao. Como G* = {((i,7),(4,7)),: 4,7,7 = 1,...,n} e a operagao em G ¢ defi-
nida por (7, 7)(j,7) = (i,7), segue que Gy = {(4,7): i = 1,...,n} possui n elementos. Mais
ainda, dados (1, 5), (r, s) € G, existe o produto (7, )(j,7)(r, s), ou seja, quaisquer dois ele-
mentos de G sao conectados. Portanto G é um grupéide conexo com finitas identidades.
Segue do Lema 3.3.6 que kG possui uma estrutura de algebra de Hopf fraca, onde

A(ALg)=@G)He 0, @)=L e  S(L))=0J)" =G0

Defina ®: kG — M, (k) por ®((i,j)) = e;;. Entdo ® é um isomorfismo, pois os conjuntos
{,j):4,j=1....,n} e{e;:i,j=1,...,n} sdo bases de kG e M, (k), respectivamente.
Por fim, ® é um morfismo de algebras de Hopf fracas, pois

O((i,j) - (r;8)) = [1 = r]®((i;8)) = [ = rleis = eijers = B((1,))((x, 8)),

n

P(1rg) = Z‘D((ia i) = Zeii = a0

de onde ¢ é um morfismo de &lgebras, _
(Ao ®)((i,) = Aleyy) = e @ eij = ((1,§)) ® D((1,))) = (P @ P)A((L,))),
(€0 ®)((i,j)) = e(eiy) = 1r = €((i,§)),
de onde ® é um morfismo de coalgebras, e
(@0 5)((1,§)) = ((,1)) = ;i = S(eig) = (50 @)((i,J)),

de onde ® preserva a antipoda. Assim, ® é um isomorfismo de algebras de Hopf fracas. [
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Lema 3.3.8. Sejam G e H grupoides com finitas identidades. Considere G X H com a
estrutura de grupdide do Exemplo 3.3.2(6) e kG @ kH com a estrutura de dlgebra de Hopf
fraca do Exemplo 1.4.4(8). Entio k(G X H) ~ kG ® kH, como dlgebras de Hopf fracas.

Demonstracao. Como a operacao em G x H é definida coordenada a coordenada, temos
que (g,h)(G x H)o se, e somente se, (g,h) = t(g,h) = (t(g),t(h)) e (g.h) = s(g,h) =
(s(g),s(h)), ou seja, o conjunto das identidades de G x H é precisamente Gy X Ho, 0 qual
é finito pois Gy e Hy sao finitos. Assim, a estrutura de algebra de Hopf fraca em k(G x H)
estd bem definida.

Como kG e kH, como modulos sobre k, sao livres de base G e H, respectivamente,
segue da Proposicao 1.2.6, com A = B = k, que kG ® kH é um k ® k ~ k mo6dulo
livre com base {g @ h: g € G,h € H}. Assim, definindo ®: k(G x H) — kG & kH por
®((g,h)) = g®h, obtemos que ® é um isomorfismo de modulos livres, pois leva base em
base. Observando que (G X H)o = Gy X Hop, temos

o((g.h) - (g, 1) = [s(9) = t(g). s(h) = t(W")|®((gg', hl))
= [s(9) = t(g"). s(h) = t(1)](g ® hi)
— (g@h)(g @ W)
— (g, h) (g, ),

(ligxr) = Y. P((ef)= Y eaf

(e,f)€GoxHo (e;f)€GoxHo
= (Z e) ® (Z f> = kg ® lgy = Ligorn-
e€fo feHo
Portanto ¢ ¢ um morfismo de algebras. Note agora que

(Ao ®)((g,h)) = A(g®@h) (eo®)((g,h)) = €e(g®h)
= (g®h)®(g®h) = e(g)e(h)

= ®((g,h)) ® ¢((g, h)) =1
= (2@ ®)A((g, h)). = ¢((g,h))

Portanto ® é um morfismo de coalgebras. Por fim,

(So®)((g,h)) =S(g®h)
= S(g) ® S(h)
_ g—l ® h—l
=o((g ", h™"))
= (@0 9)((g,h)).

Assim, ® é um isomorfismo de algebras de Hopf fracas. Logo k(G X H) ~ kG ® kH. O

Como corolario dos Lemas 3.3.5, 3.3.6 e 3.3.8 e do Exemplo 3.3.7, se G é um grupoide
conexo com finitas identidades, entdo kG ~ kG ® M, (k), onde G ~ G., para qualquer
e € Go, e n = |Go|. Mais ainda, kG ® M, (k) ~ M, (kG), como modulos sobre k, através
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do isomorfismo g ® e;; — ge;;. Assim, podemos considerar M, (kG) como uma algebra de
Hopf fraca sobre k com a estrutura induzida pelo isomorfismo, ou seja, com morfismos

n

geij - he,s = [j = T]ghei& U(lk) = Z €GECii,
=1
A(gei;) = gei; ® geij, e(geij) = 1i,

e antipoda definida por S(ge;;) = g 'ej;. Como A(ge;;) = (7 o A)(geij) para todo

elemento da base de M, (kG), segue que A(z) = (17 o A)(x), para todo x € M, (kG), ou

seja, esta algebra de Hopf fraca é cocomutativa. Assim, para classificarmos as extensoes de

Hopf-Ore primitivas fracas de H = M, (kG), vide Teorema 2.4.8 e Lema 2.4.12, devemos

caracterizar os elementos group-like fracos centrais e inversiveis g; os caracteres a esquerda
1

fracos que definem automorfismos 7, e as Ti—deriva(;c”)es que sao (g, 1g)-coderivagoes.

Lema 3.3.9. Seja H = M, (kG). Entao x € H € um elemento group-like fraco, central e
inversivel se, e somente se, T = Zij rigi€ii, onde g1, ..., q9m € Z(G) e{r1,...,rm} Ck €

uma familia de idempotentes ortogonais satisfazendo Z;nzl r; = 1.

~ . . g ’ . 2
Demonstragio. Seja x = 3, afge;; um elemento genérico de M, (kG). Se z ¢ um
elemento central, entao, em particular, deve valer ze; = eyx, para todo [ = 1,...,n.
Assim, deve valer a igualdade

g _ g _ _ _ g _ g
E ;g€ = g Q;;9€ij - € = Tey = epur = E € - 09645 = g ;9€15-
i,g 7,9

4,,9 4,3,9

Como H é um moédulo livre sobre k com base {ge;;: g € G,i,j = 1,...,n}, existe um
morfismo ¢;: H — H tal que ¢(ge;;) = geij, se j # I, e qi(geq) = 0. Aplicando este
morfismo & igualdade acima, obtemos

0= Z agq(gea) = Z ofia(gey) = Y afigey;.
1,9 J:9

J#lg

Como o conjunto {ge;j: g € G,j = 1,...,n} é linearmente independente & esquerda
sobre k, segue que af’j = 0, para todo j # [. Analogamente, definindo p;: H — H por

pi(geij) = geij, se t # 1, e pi(ge;;) = 0, obtemos

Z aggen = Z afpi(gen) = Z aiipi(gerj) = 0.
39

i#l,g 1,9

Portanto of, = 0, para todo ¢ # [. Assim, afj = 0, sempre que (i,7) # (l,1), de onde
=), ,009¢;. Mais ainda, deve valer x(hly, ) = (hlar,k)z, para todo h € G, de
onde

Z alghe;; = Zafigeii -hej; = x(hla, ) = (hlag, )z = Z hej; - afige;; = Z alhge;.
i,g i,

4,J,9 (]

Por outro lado, temos que H = M,,(kG) é um modulo & esquerda livre sobre kG com base
{eij: 4,5 =1,...,n}. Assim, comparando as escritas acima, obtemos que of,gh = ai;hyg,
para todo i = 1,...,n. Como kG é um modulo livre sobre k com base {g: g € G}, segue

que o, = 0, para todo ¢ = 1,...,n, sempre que gh # hg. Ou seja, os termos ge; na
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escrita de x com coeficiente ndo necessariamente nulo ocorrem quando g € Z(G). Mais
ainda, como z € Z(H), devem ser iguais

L5 = E , E : o geqi - €15 = § 0511961]

=1 geZ(G geZ(G
e
_ 9
T = E E elj ;g€ = E a]jgelja
=1 geZ(Q) 9€Z(G)

logo, comparando os coeficientes de ge;; em cada escrita, obtemos que of; = af, =: 1y,
para cada g € Z(G). Como z é um elemento central de H, x ® x é um elemento central
de H® H, de onde A(ly)(x @ z) = (z @ x)A(1y) e vale

A(lH)<l’ & l‘) = <i (&3] (029 611) ((Z ngeii) & <Z Thhejj>)

- Z Tgrh(ell - gei; ey - hejj)

i7j7l7g7h

= Z rgrh(ge” X heu).

l,9,h
Se x € Z(H) for um elemento group-like fraco, entao
> roralgen ® hen) = A(ly)(x @ x) Z reAgen) = Y rolgeu © gew).
1,9,h Ly

Como H ® H é um mobdulo livre sobre k com base {ge;; ® he,s}, podemos comparar os
termos gey ® hey na igualdade acima, obtendo r,r, = [g = h|r,. Assim, os elementos
re, g € Z(G), sdo idempotentes ortogonais. Por fim, se v € Z(H) N G, (H) ¢é inversivel,
temos do Lema 2.2.5 que x~! = S(z). Logo

Zeeii =1y =25(x)
i=1

= Z regeii - TS (hejj)

7;7j7g7h

— -1
= g Tqg€ii - Thh™ €j;

7] 97

= Z Tgrhgh

797

= E 7"966“‘,
.9

onde, na tltima igualdade, utilizamos que os escalares 14, ¢ € Z(G), s@o idempotentes
ortogonais. Assim, comparando os coeficientes de ee; na igualdade acima, obtemos que
Zg ry = 1x. Em suma, se ¢1,...,9, € Z(G) s@o os elementos tais que re, # 0, entao,

denotando r; = ry, temos que
J
n q
r = E E Tjgjeii.
i=1 j=1
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Reciprocamente, suponha que x =}, . 7;g;jei;, onde g; € Z(G) e {r1,...,r,} Ck

¢ uma familia de idempotentes ortogonais tal que ) ;T = 1k Entao x é um elemento
central de H, pois, dado um elemento base he,s, temos

x - heps = Z Tig;€ii - Neps
0]
= Z rigiheps
J
= erhgjeps (gj S Z(G))
J

= E heps " Tj95C4
-7j

= heys - ,

de onde z € Z(H). O elemento x é group-like fraco, pois,

Allg)z @)= > (en ® en)(rigjei @ regoeyp)

,5,0,4,

= rirglgien ® geen)
hal

= rilgien ® gjen) = > riAlgien) = Al),
il i

onde, na terceira igualdade, utilizamos que {r;}; € k é uma familia de idempotentes
ortogonais. Como z € Z(H), © ® x é um elemento central em H ® H, de onde vale
Alz) =A(lg)(z @) = (x ® x)A(1y). Portanto = € G,,(H). Por fim, x € U(H), pois

S(z)x =zS(x) = Z rigi€ii - TS (gsen)

i7j7l’s

—1
= E T;95€i - TsGs €l

Z‘ijil’s

_ —1
= E TiTs9;9s Eii
i?j?s

_ —1
= E ri9j9; Cii
Z‘ij
= E Tj@@n’
Z‘ij

= Z <Z 7”j> €€y
i J
= Z 1rees;

:]-H7

onde, na quarta igualdade, utilizamos que {r;}; C k é uma familia de idempotentes
ortogonais e, na sexta igualdade, utilizamos que > i1 = 1k O
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Quando k nao possui idempotentes nao triviais, a condigao r;ry = [j = s|r; implica
em r; € {0,1;}, para todo j = 1,...,¢. Mais ainda, Zj r; = 1y implica que existe
jg € {l,...,q} tal que r; # 0, de onde r; = 1 e r;, = ryr; = 0, para todo s # j.
Neste caso, os elementos group-like fracos, centrais e inversiveis de M, (kG) sao da forma
>, gi€ii, onde g; € Z(G). Ou seja,

Go(M,(kG)) N Z(M,(kG)) NU(M, (kG)) = @ Z(Q)ei. (%)

Por outro lado, sejam k£ um anel comutativo que possui um idempotente nao trivial f
e G um grupo com pelo menos um elemento central h # e. Entao, pelo lema acima,
x = [fe+ (1 — f)h]1ag, k) € um elemento group-like fraco, central e inversivel em M, (kG).
Ou seja, vale (x) se, e somente se, k nao possui idempotentes nao triviais ou Z(G) = {e}.
Quando n = 1, H = M;(kG) = kG é uma algebra de Hopf e a igualdade (x) torna-se
G(kG) N Z(kG) = Z(G)1y. Esta igualdade foi utilizada em [20, Proposition 2.2] para
realizar a classificacao das extensoes de Hopf-Ore das algebras de grupo. Assim, é possivel
que esta classificacao nao seja completa, uma vez que, sob a hipdtese de k ser um anel
comutativo, existem elementos group-like centrais que nao foram considerados.

Para apresentar a caracterizagao dos caracteres a esquerda fracos das algebras de gru-
poide conexo, lembramos que, como M, (kG) é uma élgebra de Hopf fraca cocomutativa,
vale Ti = 7, para todo x € Homy(H, k). Assim, y é um caracter a esquerda fraco se, e
somente se, ¢ um caracter a direita fraco. Diremos que x € X! (H) N X7 (H) é, simples-
mente, um caracter fraco. Neste caso, denotaremos 7! = 77 = 7. Assim, todo caracter

x — 'x
a esquerda fraco de M, (kG) é um caracter fraco.

Lema 3.3.10. Seja H = M, (kG). Entio x € Homy(H, k) € um caracter fraco de H
se, e somente se, x(ge;j) = p(g))\i)\;l, onde p: G — U(k) é um morfismos de grupos,
Ni € U(K), para todo i =1,...,n, e \y = 1.

Demonstragao. Suponha que p: G — U(k) é um morfismo de grupos e \; € U(k), onde
A1 = 1;. Defina x: H — k por x(ge;;) = p(g))\i)\j_l. Entao, dados ge;; e he,s elementos
base de H, temos

Tx(geij)Tx(h6T8> = X(geij)geij - X(hers)heys Tx(1H> = zn: Tx(eGeii)

i=1

= [j = rlx(gei) x(hejs)gheis = i x(eceii)ecesi
=1

= [7 = rlp(@)NiA; p(h) XA ghes = i plea) i) eqei
i=1

= 7 = rlp(g)p(M)NiX; " gheis = i Legeii
i=1

= [j = r]p(gh)\iX; " ghe;s =1y,
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ou seja, 7, € Endy(H) é um morfismo de algebras, portanto x ¢ um caracter fraco de H.
Reciprocamente, suponha que x ¢ um caracter fraco de H. Como 7, é unitério,

n
E eqei = lp =71,(1y) = E 7 (egei) E x(egeii)ecei;.
=1

=1
Como {ge;;: g € G,i=1,...,n} é um conjunto linearmente independente sobre k, segue
que x(egey) = 1y, para todo i = 1,...,n. Mais ainda, dados i,j = 1,...,n, temos

X(eGeij>€G€z’j = Tx(eGeil : €G€1j)
= Ty (egen)Ty(ecer;)
= X(€G6i1)€G€z‘1 : X(€G€1j)6061j
= X(eaeu)X(eaeu)eGezj.
Comparando os coeficientes de ege;; obtemos y(egei;) = Xx(eqeir)x(eger;). Em particu-

lar, tomando i = j, segue que 1, = x(egei)x(eges), ou seja, x(egein) = x(eger) ™!
Denotando \; = x(egein) € U(k), segue que

x(ecei) = x(egen)x(eaer;) = x(egen)x(eaen) ™ = Aidj

Sejam g,h € G ei,j € {1,...,n}, entdo, para todo [ = 1,...,n, temos

Ty (ghe;)

(g€ - heyy)

T (gea) Ty (hey;)
x(gea)gea - X(helj)helj
x(ge)x(hey)ghe;.

Comparando os coeficientes de ghe;; obtemos que x(ghe;;) = x(gea)x(he;;), para todo
[ =1,...,n. Tomando i = j = = 1 segue que x(ghej1) = x(ge11)x(he1r) e x(egenn) =
A1 = 1. Em particular 1, = y(eger1) = x(ge11)x(9 te1r), ou seja, x(g tenr) = x(gerr) ™t
Assim, p(g) := x(ge11) € U(k) define um morfismo de grupos. Mais ainda

x(ghei;)ghei;

h=eq,j=1il=1 = x(gei) = x(gein)x(ecer),

g=eg,j=1=1 = X(gell) = X(GGGU)X(QGM)-

Como k é um anel comutativo e a segunda identidade vale para todo [ = 1,...,n, temos
x(geii) = x(gea)x(ecen) = x(eqen)x(gen) = x(gen) = p(g).
Por fim, tomando h = eg e | = i, segue que
x(gei;) = x(gei)x(ecei;) = p(g)MiA; .
O

Como consequéncia do lema acima, todo caracter fraco x € Homy(H, k) é inversivel
no anel de convoluc¢ao, com inverso x o .S. De fato, temos

(x * (x © 9))(gei;) = x(geij)x(S(geis))
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e analogamente (yo.S)*x = €. Pelo Lema 2.3.4, temos que 7, é sempre um automorfismo.

Exemplo 3.3.11. Sejam G um grupo, n > 1, H = M, (kG), x € X' . (H) e g € Z(G).
Suponha que a: H — k seja um morfismo de k-moédulos satisfazendo a(e;) = 0, para
todoi=1,...,n,e

a(ab) = a(a)e(b) + x(a)a(b), Va,be H.
Considere 6: H — H, dada por 6(a) = (15 — g)7’(a), para todo a € H. Entao § é uma

Tf(—derivagéo, uma (g, 1g)-coderivagao e H[X; 0, 6] é uma extensao de Hopf-Ore primitiva

fraca de H.

Demonstracao. Se g € Z(G), entao g := gly € H é um elemento group-like fraco, central
e inversivel. Como Hy = @@}, ke;;, a hipotese a(e;) = 0, para todo ¢ = 1,...,n, implica
em a(H,) = 0, ou seja, a oe; = 0. Como observado acima, y € X' (H) implica em
x oS = x~! na élgebra de convolugao End(H). Assim, o exemplo segue da Proposi¢ao
2.4.14. O

Este exemplo foi apresentado em |16, Theorem 5.2]. Quando n = 1 (neste caso H = kG
¢ uma algebra de Hopf) e k ndo possui idempotentes nao triviais, o exemplo acima contém
todas as derivagoes que definem extensoes de Hopf-Ore primitivas de kG (vide |20, Pro-
position 2.2] ou Corolério 3.3.15 adiante). O proximo resultado desta se¢ao caracteriza
as derivagoes de M, (kG) que definem extensoes de Hopf-Ore primitivas fracas de M, (kG).

Dados g um elemento group-like fraco, central e inversivel, e y um caracter fraco
satisfazendo x~! = x o S, para obtermos as extensoes de Hopf-Ore do Teorema 2.4.13,
resta determinar os morfismos § € End,(H) que sao 7,-derivagoes, (g, 1y)-coderivagoes,
satisfazem §(H;) =0 e

(Sod)(x)=S5(g)(doSoo)(x), VreH.

Definigao 3.3.12. Sejam G um grupo, A um grupo abeliano e p: G — Aut(A) um
morfismo de grupos. Dizemos que v: G — A é um l-cociclo associado a p se, para
quaisquer g, h € G, vale v(gh) = v(g) + (pg ©7)(h).

Se G é um grupo e k é um anel comutativo, entdo U (k) com a multiplicagao ¢ um grupo
abeliano. Mais ainda, I': U(k) — Aut(k), definida por I'(u)(r) = ur, para todo u € U(k)
e r € k, define um monomorfismo de grupos. Assim, podemos considerar U(k) C Aut(k),
via multiplica¢do. Nesse caso, com A = (k,+), um 1-cociclo associado a p: G — U(k) C
Aut(k) ¢ uma fungdo v: G — k, tal que v(gh) = v(g) + (L) ©7)(h) = 7(g) + p(g)7(h)-
Proposigao 3.3.13. Sejam H = M, (kG), x = (p, \1,..-,\n) € X\ (H) um caracter
fracoex =37, 27:1 rigiei € Gy (H) um elemento group-like fraco, central e inversivel.
Entao 6 € End,(H) € uma 7, -derivagcio e uma (z, 1y )-coderivagdo se, e somente se, para
cada g € {1,...,m}, existem 1-cociclos v,: G — r.k associados a p e elementos wy; € 14k,
onde wy = 0, tais que

d(a) = Z(e — 09)Ta,(@), NYa€ H, onde og(gej) = Nivg(g) + wg — p(g))\i/\j_lwqj.

g=1
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Demonstracao. Esta demonstracao seré feita em quatro partes. Na primeira parte, va-
mos utilizar um método semelhante ao apresentado por Panov em [20, Proposition 2.2],
obtendo uma expressao para d nos conjuntos Ge; ~ G. Em seguida, vamos utilizar que
M, (kG) é um modulo a esquerda livre sobre kG, com base B = {e;;: 4,7 = 1,...,n},
para obter uma expressao para 0 nos elementos de B. Na terceira parte, utilizamos as
propriedades de § para relacionar as expressoes de d(ae;) e d(e;;), obtendo a equacdo
geral para ¢. Na tltima parte, mostramos a reciproca do enunciado.

Parte 1. Sejaa € G, entdao a™' = Y, a 'e; € um elemento group-like fraco de H. Fixado
p € {1,...,n}, denote ¢ = d(aey,)a'. Entao

Afc) = A(d(aey))Aa™)
= (vaey, ® 6(aey,) + (aey,) @ aeyy) (@™ @ a™')A(lx) (6 (z,1) — cod.)
= (zepy, @ c+ c® epy) A(1p).

Como A(l) € Z(H ® H), segue que ¢ é um elemento (zep,, €,,)-primitivo fraco. Pelo
Lema 3.3.9, o elemento » € G,,(H) ¢ da forma > | 377" rgje;;. Assim, a igualdade
acima pode ser reescrita como

Ale) = (Z Z rigi€iipp @ €+ C® epp> A(ly)

i=1 j=1
= ((Z Tjgj) epp K CHCX epp) A(ln).
j=1
Fixado g € {1,...,m}, multiplicando a igualdade acima por r, obtemos
Alrge) =1, ((Z rjgj) epp @ CtC® epp) A(ly)
j=1

= (ggCpp @ 14C + 14c @ €1p) A(1p)

= qCpp @ TgCepp + TqClpp @ Epp.

Assim, r,c é um elemento (g,€p, €,p)-primitivo fraco. Como M, (kG) é um modulo livre
sobre k com base {ge;;: g € G,i,j5 = 1,...,n}, podemos considerar morfismos 7t €
Homy(H, k) tais que 78 (ge;;) = [i =r,j = s,g = b]. Denotando r,c =3

i Qi9¢€i; € H,
ser #p,s#poubd{e g}, segue que

oy = it ) (el 9000 ) = e b
4.J,9
_ . b b b b —0
= 1475 (9qCpp) Trs (Cepp) + 1T (Cepp) Ty (€€pp) = 0,
ou seja, 74¢ = (A, e+aphge)epy = Tq(ak,e+aphge)ep. Substituindo na identidade anterior,
temos

O‘Zp(eepp ® eepp) + O‘g;;(gqepp ® GqCpp)
= A(rqc)

= GqCpp @ TgCepp + TqClpp & Epp
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= GqCpp @ Tq((O‘ €+ O‘quq)epp>epp + rq((a €+ appg‘Z>€PP)6PP @ epp
= Tpq [O‘ + app] (gqepp ® 661)}7) + [Tq pp] (gqepp ® goepp) + [Tqapp](eepp ® eepp)‘

Como M, (kG) ® M,,(kG) é um k ® k ~ k mo6dulo livre com base {ge;; ® he,}, obtemos

— ¢ 99 — Y4 — € 9a\ — o° 9q
qu‘pp Opps TqOpp = Xpp  © 0= T‘J(O‘pp + app) = Qo T Q-
R 9q -1 _ —
Denotando ay(aey,) = a5, = —app, temos red(aey,)a™ = rqc = agaey,)(e — gq)ey,, ou
ainda, r,0(aey,) = ay(aey)(e — gg)aey,. Segue do Lema 2.3.12 que §, := 1,0 ¢ uma

7y -derivagao de H. Se g, = e entao d, = 0. Suponha que g, # e e sejam a,b € G, entao

ag(abeyy)abey, — ag(abeppy)abgeep,
= ag(abepp)(e — gq)abey,
= 0q(abeyy)
Oq(aepp - beyy)
Oq(aepp)b + Ty (aepp)dq(bepp)
= [aq(aepp) (€ = gq)aepp] - b+ x(aepp)aey, - [ag(beyy)(e — gq)bepp]
= lag(aey) + x(aep)oq(bepp)]abey, — [ag(aey,) + x(aepy)oq(bepp)]ggabey,.

Como g, # e, temos que ab # abg, € G, logo {abe,,, abg,e,,} € linearmente independente
sobre k. Assim, segue da igualdade acima que

ag(abeyy) = aglaeyy) + x(aey,)aq(beyy).

Em particular, tomando a = b = e e utilizando que x(e,,) = )\p)\;l = 1i, vide Lema 3.3.10,
obtemos ay(ee,,) = ayleey,) + ayeey,), de onde ay(ee,,) = 0, ou seja, d,(ee,,) = 0, para
todo g =1,...,m. Mais ainda

d(e€pp) = Z red(eepp) = Z dq(€€pp) = 0.
q=1 q=1

Parte 2. Utilizando que M, (kG) é um modulo & esquerda livre sobre kG com base {e;; },
escreva d(eqs) = Y4 griex, onde gi € kG. Como § ¢ uma 7,-derivagao, temos

d(eijers) = 6(eij)ers + Ty(€ij)d(ers)
= d(eij)ers + N e (ers) 3.3.10

= Zgzekl “ers t+ )\')\j_leij * Gl €kl
= Z gkreks k= j])\i)\ 1g;fe,l

= ngTeks + N )\ Zgﬂ el

No céalculo acima, se (i,7) = (s,r), entdo d(e;je,s) = 0(e;iej;) = d(ee;) = 0. Por outro
lado, se j # r, entao d(e;jers) = [j r]d(e;s) = 0. Em ambos os casos, a igualdade anterior
se torna » ., gp€ks = )\J_ > giiea. Defina morfismos 7y, m € Homye(H, kG),
respectivamente, por m_ t( s) = [s=t] em_(es) =[r=t]. Assim, se t # s, entdo

- (zg;;aeks) - (—W zg;.feﬂ) o
k l
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Como A, \; € U(k), segue que gj; = 0, para todo ¢ # s. Analogamente, se t # i, entao

0= m (—A,-Aj—l zg;;eu) o (zg;'g;eks) _ i
l k

Em suma, (4,7) = (s,7) ou j # r implicam g} =0, Vt # s e g7 =0, Vt #i.
Fixe u,v € {1,...,n} e considere d(e,,) = >, ; giy'en na sua representagao matricial,
com coeficientes em kG. Escolhendo (r,s) = (u,v), j # u e variando ¢ € {1,...,n}, temos

que j # 1, de onde segue que 0 = g7y = g3, para todo ¢ # v, ou seja, todas as entradas

de §(eyy), exceto talvez pela u—ésim; linha e pela v-ésima coluna, sao nulas. Escolhendo
(i,7) = (u,v) e (r,s) = (v,u) temos (i,7) = (s,r), de onde segue que 0 = g7 = ¢g*, para
todo t # u. Ou seja, na v-ésima coluna de (e, ), todas as entradas, exceto talvez pela
u-ésima linha, sdo nulas. Escolhendo (r,s) = (u,v) e (i,7) = (v,u), temos (i,7) = (s,7),
de onde segue que 0 = gif = g,/, para todo t # v. Ou seja, na u-ésima linha de d(ey,),
todas as entradas, exceto talvez pela v-ésima coluna, sdo nulas. Resta que 0(€,,) = g€, .

Fixado w € {1,...,m}, escreva ry gy, = > e 099 € kG. Entao

Z g (geuw @ geun) = Z Alaggeu) = Arugupeuw) = A(rwd(euw))

geG geG
= Tpllyy & Tw(S(euv) + rwé(euv) X euw

- Z Tw (Z Tjgjeii) €y & AgGCyy + AgGCuy X ey

geG ]
= § ( E rwrjgj> Eupy Q QgGyy + QgGeyy & ey
g€G J

= g T GuwCuv & AgGgCun + AgGCyy X eyy-
geG

Considere os morfismos 1, € Homy,(H, k) definidos por n’,(ge;;) = [i = 7,7 = 5,9 = b].
Entao, para b ¢ {e, g,,}, temos

a, =Y g, (gew)® = (b, % 15,) (6(rvew))

geG

= Z TvagnZv(gweuv)nZv(geuv) + agn2v<geuv>n2u(eeuv> = 0.
geG

Logo ry6(ewy) = (aee + ayg, Guw)euy = Tw(aee + ag, Gu)euy. Com isso,

ae(eeyy @ eeyy) + gu(Guweur @ Guweun)
= A(ry0(ew)) = rwd(ew) ® €uy + Guwur @ Two(Euy)
= 1y (e + g, Gu)euy @ €€yp + Juluy @ Ty (e + Qg ) e
= Twe€lyy & €€y + Ty Qg GuCup & ECyy
F TwGuwCun @ Qellyy + Ty€Cyy @ Qg GuyCun
= [ryae](€eyy @ eeyy) + [Twguw] (Guweus @ guweus)

+ rwlae + g, | (Guweuww @ eyy).
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Igualando os coeficientes na primeira e ultima escrita acima, segue que
Twle = Qe, Tyl = Qg, € 0=ry(ac+ag,) =+ ag,.

Denotando v, (eyy) = e = —ay,,, temos que ry,6(eyy) = vy (ew) (e — Gu)euw-

Parte 3. Neste ponto, sabemos que

d(aey;) = qué(aeii) = Zaq(aem»)(e — gq)0€;, Vae G,i=1,...,n,
q=1 q=1
d(ee;j) = qué(ezj) = Zaq(eeij)(e — gq)ee€ij, Vi,j=1,...,n,
q=1 q=1
onde ay(ae;) € 1ok, az(ee;;) € rok e ayee;) = 0, para todo ¢ = 1,...,m. Quando

g, = €, as parcelas ag(ee;;)(e — g,)ei; e aglae;)(e — gq)ae;; sdo nulas, assim, podemos
supor o, (e;;) = ag(ae;) = 0, de forma que toda identidade cujo todo termo dependa de
o, é (nula, portanto) valida. Caso contrario, ee;; e g,e;; sdo linearmente independentes
sobre k. Neste caso, tomando 7,5 € {1,...,n}, como § é uma 7,-derivacao, temos

m

> aglei)(e = gg)es;

= d(eij) = d(eu - erj)
ei)er; + Ty (€ei)d(er)
e,;l)elj -+ >\i)\l_1€il6<€lj> 3.3.10

Sh O
—~

aglea)(e — gg)ea - e + AN tea - agley)(e — gg)er

NE

1

Q
Il

g (eir) + NiA agler)] (e — gg)ess

NE

q=1
Ou seja, paratodol =1,...,neq=1,...,m, vale a,(e;;) = ay(eu) + N\ ay(er;). Como
ay(e;) = 0, tomando j =i e I = 1 no célculo acima, temos que o (e;1) = —A;ay(e1;), ou
ainda, ay(ey;) = —; 'a,(e;). Assim

aq(ee;;) = aqeein) — )\i/\j_laq(eejl), Vg=1,...,m.
Agora, dados a € G e i,j € {1,...,n}, temos

5(@6@‘) =

—~

ae;; - €€Z‘j )

ae;;)e;; + Ty (aei;)o(ee;;)

)
)
d(ae;;)e;; + p(a))\i)\jflaeijd(eeﬁ)

— —~

ag(aeqi)ae;; - e;; + pla)ae; - ay(ee;j)ee;;

NE

1

q

NE

g (aeii) + pla)ay(ees;)]ae

<
Il
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= laglaes) + pla)[ag(een) — Ndj ageejr)]aes;.

Por outro lado, temos

d(aey;) = d(eq - aey)
e )aerj + Ty(eir)d(aeq;)

€i1)CL€1j + )\i€i15(a61j)

I
S > oq
TN TN TN

NE

ag(ein)(e — gg)ei - aerj + Aieq - a(aeis)(e — gq)aey;
1

Q
Il

NE

ag(en)(e — gg)aes; + Nilag(aen) — p(a)A; ag(eesn)] (e — gq)aes;

Q
Il

NE

[ag(ein) + Niagaen) — pla)\id;  ag(een)] (e — gg)aes;.

L)

Igualando os coeficientes em ambas as escritas de d(ae;;), obtemos as igualdades

ag(ae;) + pla)ag(een) — pla)\id;  ag(ees) = agleen) + Miaglaen) — pla)\id; ag(eejr),
ag(ae;) + pla)ay(een) = ag(een) + hiag(aerr),
aglaei) = Aiog(aenr) + (1x — p(a))og(eein).

Substituindo a expressao para oy,(ae;;) na primeira escrita do coeficiente de 0(ae;;), temos

ag(aei) + pla)ag(een) — p(a)\Aj aq(eejn)
= [Niag(aen) + (1 — p(a))ag(een)] + pla)ag(een) — pla)Xid]  ag(eej)
= Niag(aen) + agleen) — pla) A ag(eejn).

Em suma, para cada ¢ = 1,...,m, defina uma funcao v,: G — rzk, um morfismo «, €
Homy(H, k) e elementos wy; € ryk, por

Yq(a) = ag(aenr), Va € G,
Wy = agleen), Vi=1,...,n
ag(ae;;) = Nag(aerr) + aglee) — p(a))\i)\flaq(eeﬂ), Yae G,i,j=1,...,n.

Entao d(ae;;) = Z;”:l(e — §q)Ta,(aei;). Ainda, para todo ¢ = 1,...,m, temos que vale

wq1 = agy(eer;) = 0, e a fungado v, satisfaz

Yq(ab) = ay(abeir) = ag(aein) + x(aeir)ay(beir) = vq(a) + pla)y,(b).

Ou seja, cada v,: G — ryk C k ¢ um 1-cociclo associado a p. Isso mostra (=).

Parte 4. Para a reciproca, sejam v,: G — r,k C [ 1-cociclos associados a p, para cada
i =1,...,n, escolha w, € 7.k, onde wy = 0, e defina d(ae;;) = >0 (€ — gq)Ta, (aess),
onde

ag(aes;) = Aivga) + wg — pla)Nidj 'wg;.
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Para todo g € G, temos
Ale—g) = Z €€ii & €€i; — geii X g€
i=1

= Z(e ®e—g®g)A(es)

=(e®e—-g®g)A (Z%)

=(e®e—g®g)A(ln)
=(e®Re—gRe+gRe—g®g)A(ly)
=((e—g)®e+g®(e—9)A(lx).

Como a,(ae;j) € rqk, temos ay(ae;;) = oy(ae;;)ry, para todo I =1,...,n, logo
ag(aeij)re = aglaey)rgry = [t = glag(ae;)ry.

Consequentemente,

n m

n n

ag(ae;j)r = E 5 ag(ae;j)rigiess = E ag(aeij)regqeess = ag(ae;;) E Gq€ss-
s=1 t=1 s=1 s=1

Ou ainda, ay(ae;j)rae;; = ay(ae;j)gqae;;. Com isso, calculamos

d(ae;j)) Z ag(aei;)Ale — gq) Aae;;)

ag(aei;)((e — gq) ® e+ gy ® (e — gq))Alaei;)

M= 1

Q
Il
-

ag(aei)((e — gg)aei; ® aey; + gyaei; @ (€ — gq)aeq;)

NE

Q
Il
—

(e — gg)ag(aey)aey @ aeij + ag(aei;)geaei; @ (e — gq)aei;

NE

Q
Il
—

(e — gg)ag(aey)aey @ aeij + ag(aei;)rae; @ (e — gq)aes;

NE

Q
Il
—

(e = gq)aglaeij)ae;; @ ae;j + wae;; ® (e — gq)ag(ae;;)ae;;

NE

Q
Il
—

m

(e — gq)Taq(aeij)> ® ae;j + rae;; @ (Z e — gq)Ta, aew))

m

Il
oS

q=1 =1
= d(ae;;) ® ae;; + vae;; @ 6(ae;;)
= 0((aeij)) @ Lu(aei;)s + w(acy) @ 0((aes; )s).

Como 0 € Endy(H) satisfaz a identidade de (x, 15 )-coderivagao para os elementos da base
{gei;}, segue que ¢ é uma (z, 1y)-coderivagdo de H. Para ver que 0 é uma 7,-derivacao,
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por um lado temos
d(ae;; - bers) = [j = r]d(abe;s) = [j = 7] Z(e — gq)a,(abe;s)abe;s,
q=1

enquanto que

d(ae;;)bers + Ty (aei;)d(beys)

= aylaey)(e — gq)aei; - ber, + x(aey)ac; - agbers)(e — gq)bers
qg=1

= [ =71 _laglaey) + x(aei;)og(bes)](e — gg)abess.

q=1
Como ¢ € End,(H), segue que § é uma 7,-derivagao se, e somente se, vale a identidade
de 7,-derivac@o para os elementos da base {ge;;} se, e somente se,
ay(abe;s) = ag(ae;j) + x(aeij)oq(bess), Yg=1,...,m.
Para isso, calculamos
ag(aey;) + x(aei;)og(bejs)

= [Mivg(@) + wgi — p(@)Nid;  wgs] + p(a) i [Ajrg(b) 4+ wgj — p(B)AAS  wes]

= Aivg(a) + wei = PN wg; + p(a) A (D) + p(a)Aid] wg; — pla)Xip(D)A] wgs

= Aig(a) + wi + pla)Mivg(b) — pla)\ip(b)A;  ws

= Ai[vq(a) + p(a)1q(0)] + wai — pla) p(D)AA wgs

= A\iYg(ab) + wyi — p(ab) A twgs

= o (abe;s).
De onde segue que ¢ é uma 7,-derivagao de H. O]

De volta a observacao anterior, a fim de aplicarmos o Teorema 2.4.8, precisamos saber
quais derivagoes de H = M, (kG), relevantes para a construgao de uma extensao de Hopf-
Ore primitiva fraca, satisfazem §(H;) = 0 e (S 0 d)(ge;;) = S(x)(6 0 S o 0)(gei;), para
quaisquer g € G, i,j = 1,...,n. Para isso, calculamos

(S = idy)(gei;) = S(geij)gei; = g eji - geij = eej;.

De onde H, = im(es) = im(S*idy) = @, kee;;. Ainda, se p: G — U(k) ¢ um morfismo
de grupos e v: G — k é um 1-cociclo associado a p, entao

v(e) = (e®) = y(e) + ple)y(e) =2v(e) .. ~(e) =0.

Seja 6 € Endy(H) satisfazendo as hipoteses do resultado anterior. Entao

d(ees) = Z[Awq(e) + wei — ple)Nid;  wgil (e — gg)ees

1

<
Il

NE

A0+ wy — 1 - wy)(e — gq)eei; = 0.
1

<
Il
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Portanto toda 7-derivacdo, x € X! (H), que ¢ uma (x,1g)-coderivagio, z € G, (H)
central e inversivel, satisfaz a condi¢do 6(H,) = 0. Por outro lado, se v é um 1-cociclo
associado a p, entao

0=n(e) =7(997") =(9) + plg)r(g™").
De onde v(g) = —p(g)v(g~"). Consequentemente,
aq(S(geis))x(geis) = aq(g™ eji))x(ges;)
= Nrg(g7h) + wgi = plg™HNAT wal[p(9) XA ]
= Aip(9)7a(g7 1) + p(@NA]  wyy — wyi
= —AiYg(9) — wgi + plg )Ai)‘j_lwqj
—[Xivg(9) + wgi — p(g ))‘i>‘j_1wqj]

= —ag(gei;)-

Pela Parte 4 da demonstracdo da Proposicao 3.3.13, se © = > o | > 1" rigi€ss, entao
agleij)r = ag(e;) Do Tqgq€ss- Com isso, calculamos

S(x)(0 0 Somy)(gei;) = x(gei;)S(w)(d 0 S)(geis)
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Z €= 9q€ O‘q(gew)gew>

= 5 )(gei;).

/\ ||MS

Ou seja, toda derivacao o satisfazendo a Proposicao 3.3.13 também satisfaz a identidade
S(xz)(0o0Som)(a) = (Sod)(a), para todo a € H. Reunindo os resultados desta segao
com a Segao 2.4, obtemos o seguinte teorema.
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Teorema 3.3.14. Sejam G um grupo, n > 1, k um anel comutativo e H = M, (kG) ~
k(G xG(I,)) com a estrutura de dlgebra de Hopf fraca. Sejam o € Auty,(H) um morfismo
de dlgebras e § € Endi(H) uma o-derivagao. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(1) H[X;0,0] é uma extensao de Hopf-Ore (x,1y)-primitiva fraca de H;
(2) Valem:

(i) x € H é um elemento group-like fraco, central e inversivel;
(i) o =7y, para algum caracter fraco x de H;

(i11) 6 € uma (x,1g)-coderivagao;
(3) Valem:

(i) © =370 D 4ty Tq9qCii, onde g, € Z(G) e {r1,...,rm} € uma familia de idem-

potentes ortogonais em k satisfazendo Z;”:l rg = ks

(i1) o: H — H € definida por o(ge;;) = p(g))\i)\j_lgeij, onde p: G — U(k) € um
morfismo de grupos, Ay, ..., \p € U(k) e \y = 1j;

(111) 6: H — H ¢ definida por §(ge;j) = 22;1(6 — 9q)Ta,(g€i5), onde, para cada
ge{l,...,m}, a, € Homy(H, k) € dada por

ag(gei;) = Aivg(9) + woi — P(9)ANA]  wej,
onde v,: G — rgk € um I-cociclo associado a p, wg, . ..,wWe € T4k € wy = 0.

Demonstracao. Como H é uma algebra de Hopf fraca cocomutativa, se X é um elemento
(x, 1y )-primitivo fraco, segue do Lema 2.4.12 que =z € G, (H) deve ser um elemento
central. Pela Proposi¢ao 2.4.4 temos que zS(x) = 1y, portanto x é um elemento inversivel.
Assim, segue do Teorema 2.4.8(2.1) que o0 = T>l< = Ad, o7, para algum caracter a esquerda
fraco x de H. Mas H é cocomutativa e x € Z(H) NU(H), de onde

r 1

T (a) = (Ad, o 7y)(a) = zarux(az)z™

y = ux(ax)amzr~" = ux(ar)as = 7y (a).

Ou seja, y é um caracter fraco de H. Pelo Teorema 2.4.8(2.ii), 6 ¢ uma (x, 1)-coderivagao.
Isso mostra (1) = (2). A implicacdo (2) = (3) segue dos Lemas 3.3.9 ¢ 3.3.10, e da
Proposicao 3.3.13. Por fim, utilizando estes mesmos trés resultados, temos que x € H é
um elemento group-like fraco, central e inversivel, 0 = 7, € Auty(H) é um morfismo de
algebras e § € Endy(H) ¢ uma o-derivagao que é uma (z, 1y)-coderivagao. Neste caso, x
¢ inversivel na dlgebra de convolugao Homy(H, k) com inverso x ! = y o S, assim, segue
do Lema 2.4.12 que vale
Ad,oS=00So00.

Por fim, da observagao anterior, ¢ satisfaz 6(H;) =0 e
(Sod)(a)=95(z)(00So0o)(a), VYaeH.

Aplicando o Teorema 2.4.8 obtemos que H[X; 0, 4] é uma extensao de Hopf-Ore primitiva
fraca de H, onde X & um elemento (z, 1y)-primitivo fraco. Logo (3) = (1). O
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O teorema acima classifica as extensoes de Hopf-Ore (g, 1 i)-primitivas fracas das alge-
bras de Hopf fracas sobre anéis comutativos, provenientes de grupoides conexos. Quando
o grupoide é, na verdade, um grupo, a algebra de grupoide é uma algebra de Hopf. Assim,
quando k£ é um corpo, ou, mais geralmente, um anel comutativo sem idempotentes nao
triviais, o teorema acima generaliza a classificacao das extensoes de Hopf-Ore das algebras
de grupo, apresentada por Panov em |20, Proposition 2.2|.

Corolario 3.3.15. Sejam G um grupo e k um anel comutativo sem idempotentes nao
triviais. Entao kG[X;0,6] € uma extensio de Hopf-Ore de kG com X um elemento
(r, 1xg)-primitivo se, e somente se, r € Z(G) e existem: um morfismo de grupos p: G —
U(k) e um 1-cociclo a: G — k associado a p, tais que

o(g) =p(g)g e d(g) =alg)(le—1)g, VYgeQq.

Demonstra¢ao. Quando n = 1, H = M,(kG) = kG é uma algebra de Hopf, assim,
um elemento group-like fraco inversivel é um elemento group-like e um caracter fraco
¢ um caracter. Se k nao possui idempotentes nao triviais, segue do Lema 3.3.9 que
G(kG)NZ(kG) = Z(G)1g. Pelo Lema 3.3.10 temos que todo caracter x: kG — k de kG
¢ definido por um morfismo de grupos p: G — U(k). Como r € Z(G)1;, na Proposicao
3.3.13 temos m =1 e, como n =1 e wy; = 0, deve ser

a(g) == ai(g) = Min(g) +wir — p(g) A 'wir = n(g).

Assim, as 7,-derivagoes que sao (7, 1y)-coderivacoes sao definida por 6(g) = (e — 7)74(9),
onde a = 7y; é um 1-cociclo associado a p. O resultado segue do Teorema 3.3.14. O]

Seja H = M,,(k), entdo, pelo Lema 3.3.9, o tnico elemento group-like fraco, central e
inversivel de H é g = 1. Pela Proposicao 3.3.13, se 0 ¢ uma 7,-derivagao, x € X! (H), e
uma (1, 1y)-coderivagao, entdo § = 0. Assim, os resultados apresentados condizem com
[8, Observagao 2.2.3|, onde ¢ afirmado que H = M, (k) é uma coalgebra cosseparavel e
cocomutativa, e, neste caso todas as (1g, 1y)-coderivagoes de H sao nulas.

Antes de apresentar exemplos de extensoes de Hopf-Ore primitivas fracas utilizando o
teorema anterior, gostariamos de observar que, em posse deste resultado, vemos que, em
contraste com o caso n = 1, para as algebras de Hopf fracas M, (kG) que nao sao algebras
de Hopf, o Exemplo 3.3.11 nao contém todas as derivagoes que definem extensoes de
Hopf-Ore primitivas fracas.

Quando k£ é um anel comutativo, a observacao apos o Lema 3.3.9 mostra que o Exemplo
3.3.11 nao considera todos os elementos group-like fracos, centrais e inversiveis. Por
outro lado, quando k nao possui idempotentes nao triviais, os elementos group-like fracos,
centrais e inversiveis sao de fato da forma > | ge;;, onde g € Z(G).

Exemplo 3.3.16. Sejam k um anel comutativo, G um grupo, n > 1, H = M,(kG) a
algebra de grupoide conexo, x € X' (H) e g € Z(G). Suponha que o € Homy,(H, k)
satisfaz cvoe, =0 e

a(ab) = a(a)e(b) + x(a)a(b),Va,b € H. (%)

Seja & € Endy(H) a 7.-derivacao do Exemplo 3.3.11.
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Na notacao da Proposicao 3.3.13, como x = gl ), temos que m = 1. Assim, devem
existir: um caracter p: G — k; um 1-cociclo 7y associado a p; elementos Ay, ..., A, € U(k),
onde A\; = 1;; e elementos wy, . ..,w, € k, onde w; = 0, tais que x(ge;;) = p(g))\i)\j’l e

5(9613) = (6 _g)Tﬁ(geU)v v.g € G,'l.,j = 17 sy Ny

onde 3: H — k ¢ definida por S(ge;;) = Aiv(g) + wi — p(g) XA, 'w;. Por construgao,
B(ge;j) € o coeficiente de (e — g)ge;; na escrita de (ge;;). Pelo Exemplo 3.3.11, temos que

8(gei;) = (e — g)7h(gei;) = alges;)(e — g)geij,

ou seja, o coeficiente de (e — g)ge;; na escrita de d(ge;;) é a(ge;;). Portanto v = 5. Com
isso, fixado ¢ > 1, temos que

0= a(0) = a(ef) (i#1)

= af(en)e(en) + x(en)a(e;) ()

=w; + )\Z-wz- (Oé = 6)
Assim, se H[X;0,0] é uma extensao de Hopf-Ore primitiva fraca, onde § é dada como no
enunciado, entdao os parametros Ay, ..., A, € U(k), que definem o caracter y € X' (H),
e 0s parametros ws, ...,w, € k, ficam condicionados & identidade w;(1x + \;) = 0, para
todoi =2,...,n. Assim, se n > 1, o Exemplo 3.3.11 nao contém todas as Tj(-deriva(;ées )

que sao (g, 1y)-coderivagoes e tais que H[X; 0, d] é uma extensdao de Hopf-Ore primitiva
fraca de H = M, (k).

No contexto de élgebras de Hopf, os morfismos a: H — k satisfazendo (x) foram
chamados, em [20], de I-cociclos de uma dlgebra de Hopf associados ao caracter x. Neste
caso, os morfismos a generalizam os 1-cociclos de um grupo G associados a um caracter
p: G — k. De fato, se x é um caracter de kG, entao x(g) = p(g), para algum caracter
p: G — ke, dados g,h € G, vale a(gh) = a(g)e(h) +x(g)a(h) = a(g) + p(g)a(h). Assim,
alg define um 1-cociclo de G associado a p.

Se G = M,(kG) é uma algebra de grupoide, entdo sua base {ge;;} ~ G x G(I,)
¢ um grupoide. Neste caso, pode-se mostrar que, dados y € X' (H), ay: H — k um
morfismo satisfazendo o Teorema 3.3.14 ¢ (z,y) € (G x G(I,,))?, valem x(xy) = x(7)x(y)
e ag(zy) = ag(x) + x(x)ay(y). Mais ainda, x(e) = 1, para todo e € (G x G(I,,))o. Ou
seja, poderiamos dizer que p = X|(axg(1,)) ¢ um caracter do grupdide G x G(I,,), enquanto
que aglgxg(r,) ¢ um I-cociclo do grupdide G x G(I,,) associado ao caracter p.

Exemplo 3.3.17. Vejamos um exemplo numérico utilizando o Teorema 3.3.14.

De maneira geral, para construirmos uma extensao de Hopf-Ore primitiva fraca de
H = M, (kG), precisamos encontrar:

1 - O conjunto U(k) dos elementos inversiveis de k;
2 - Um morfismo de grupo p: G — U(k);
3 - Elementos g1, ..., g, no centro de G,

4 - Uma familia rq, ..., 7, de idempotentes ortogonais cuja soma ¢é 1y;
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5 - Para cada ¢ =1,...,m, um 1l-cociclos v,: G — ryk associados a p;

6 - Elementos Ay,..., A\, €U(k) e wgr, ..., Wen € Tk, onde Ay =1 e wy; = 0.

Sejam k = Q, G = (h) um grupo ciclico infinito e n = 2.

1 - Como Q é um corpo, U(Q) =Q\ {0} =: Q*.

2 - Como G é um grupo ciclico infinito, gerado por h, para determinar um morfismo de
grupos p: G — QX, basta escolher p(h). Ainda, o morfismo estard bem determinado
independente da escolha. Vamos considerar p(h) = 8.

3 e 4 - Todo grupo ciclico é abeliano, assim, Z(G) = G. Observe que, como Q é um corpo,
os unicos idempotentes de Q sao 0 e 1. Assim, para que ry,..., 7, seja uma familia de
idempotentes ortogonais satisfazendo Z;"Zl r, = 1, deve existir [ € {1,...,m} tal que
r,=1er, =0, para todo ¢ # [. Ou seja, deve ser necessariamente m = 1. Assim, vamos
escolher 7 = h%(eq; + eg3).

5 - Como G é um grupo ciclico, para determinar um 1-cociclo v: G — Q associado a p, é
suficiente determinar y(h). Escolha v(h) = 4. Entao, para todo s > 0,

48° -1
708

- 4 —S —S8 S
V) =4 8 =8 —1) e (") =—p(h*)y(h*) =
t=0
6 - Por fim, tome w;; =0e Ay =1 eescolhawis =9€ Qe Ay =2¢€ Q.

Assim, My(QG)[X;0,0] admite uma estrutura de algebra de Hopf fraca sobre Q,
onde os elementos h'e;;, s € Z e i,j7 = 1,2, sao group-like fracos, X é um elemento
(h(e11 + e22), 15)-primitivo fraco e a multiplicagao ¢ dada por

hsel.j . ht@m — [] — r]hSHeis e theij = O'(hseij)X + 5(hseij),

onde os morfismos ¢ e ¢ sao definidos por

a(hsell) = 238}18611, O'(hselg) = 23871}18612,
O'(h5621) = 235+1h8€21, O'(hsegg) = 23Shs€22.
(§
4 8 —1
o(h® == — h°)h?
(hen) =2 11— [s < 0](8° + 1)] (e =)W,
. A4 8 — 1 63 .
SWew) =z 1T oo 23<5+1)] (e = h)h’ers,
. 8 [ 8 — 1 63 .
Wea) =7 T peo@ D T ?} (e = W)k,
. s[ 81 63 63 .
5(h 622) = ? 1— [S < 0](85+1) +§ - @} (€—h5)h €99.

Para terminar esta segao, gostariamos de voltar ao Exemplo 2.4.2, onde mostra-
mos que, se B[X;0,d] é uma extensdo de Hopf-Ore de uma élgebra de Hopf B, entao
H[X;0,0|® H ~ (B® H)[Y,7,6] ¢ uma extensdo de Hopf-Ore primitiva fraca da algebra
de Hopf fraca B ® H. Neste caso, Y = X @ 1y, 7 = 0 Qidy, 6 = 6 @ idy e, se X é
(g, 15)-primitivo, entdo Y é (¢ ® 1y, 1 gy )-primitivo fraco. Com isso, temos



CAPITULO 3. EXEMPLOS 133

Exemplo 3.3.18. A extensao de Hopf-Ore primitiva fraca do Exemplo 3.3.17 nao pode
ser obtida diretamente do Exemplo 2.4.2.

Mais geralmente, sejam G um grupo, r € Z(G), k um corpo e n > 1. Sejam
kG[X; 0, 0] uma extensao de Hopt-Ore de kG, onde X ¢ um elemento (r, 1p)-primitivo,

e M,(kG)[Y;7,0] a extensdo de Hopf-Ore primitiva fraca como no Exemplo 2.4.2. Utili-
zando o Corolario 3.3.15 e a notacao do Teorema 3.3.14, segue que

p(g)gen =a(gen) = plg)higen . Ni=1p, Vi=1,...,n,

enquanto que

a(g)(e —r)geq = 5(961'1)
= [Nia(g) + wii — p(g)NiX; "wnlgen
= [a(g) + wiil(e — 7)gea,
de onde, se r # e, obtemos wy; = 0, para todo i = 1,...,n. Ou seja, as extensoes de
Hopf-Ore primitivas fracas de M, (kG) obtidas diretamente do Exemplo 2.4.2 sdo aquelas
emquer € Z(G)I, \,....,.\p=1ewy,...,wy, =0.

No Exemplo 3.3.17 temos wis = 9 # 0 e Ay = 2 # 1, portanto este ndo pode ser
obtido diretamente tomando o produto tensorial de uma extensao de Hopf-Ore de kG por
M, (k). Mais ainda, neste exemplo temos wia(1g + A2) = 9-3 # 0, portanto, este também
nao pode ser obtido diretamente do Exemplo 3.3.16.

Utilizamos o termo “diretamente” nas frases acima, pois nao sao conhecidas as classes
de isomorfismo das extensoes de Hopf-Ore primitivas fracas de M, (kG). Assim, pode
ocorrer da algebra de Hopf fraca do Exemplo 3.3.17 ser isomorfa, como algebra de Hopf
fraca, a alguma algebra de Hopf fraca obtida pelos Exemplos 3.3.16 ou 2.4.2.
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