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Resumo

Uma extensão de Ore é, essencialmente, uma estrutura de anel no módulo livre A[X],
onde os elementos de A não necessariamente comutam com a indeterminada X e para a
qual vale a regra do grau, deg(pq) ≤ deg(p) + deg(q). Uma álgebra de Hopf fraca sobre
um anel comutativo é um módulo, munido de uma estrutura de álgebra, uma estrutura
de coálgebra, alguns axiomas de compatibilidade entre estas estruturas e um morfismo
especial S ∈ Endk(H). Assim, uma extensão de Hopf-Ore fraca é uma extensão de Ore
de uma álgebra de Hopf fraca, munida de uma estrutura de álgebra de Hopf fraca que
estende a estrutura da álgebra de Hopf fraca original. Neste trabalho, vamos apresentar
condições necessárias e suficientes para a construção de uma extensão de Hopf-Ore fraca
cujo gerador é primitivo fraco, trazendo para o contexto de álgebras sobre anéis comuta-
tivos os resultados obtidos por R. dos Santos [16, 2017]. Em especial, vamos apresentar a
classificação destas extensões quando H é uma álgebra de grupóide conexo.

Palavras-chave: Extensões de Ore. Álgebras de Hopf fracas. Aneis comutativos. Álge-
bras de grupóide.
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Abstract

An Ore extension is, essentially, a ring structure on the free module A[X], where the ele-
ments of A do not necessarily commute with the indeterminate X and for which holds the
degree rule, deg(pq) ≤ deg(p) + deg(q). A weak Hopf algebra over a commutative ring is
a module, equipped with an algebra structure, a coalgebra structure, some compatibility
axioms between these structures and a special morphism S ∈ Endk(H). Thus, a weak
Hopf-Ore extension is an Ore extension of a weak Hopf algebra endowed with a weak Hopf
algebra structure that extends the structure of the original weak Hopf algebra. In this
work, we will present necessary and sufficient conditions for the construction of a weak
Hopf-Ore extension whose generator is a weak primitive element, bringing to the context
of algebras over commutative rings the results obtained by R. dos Santos [16, 2017]. In
particular, we present the classification of these extensions when H is a connected grou-
poid algebra.

Keywords: Ore extensions. Weak hopf algebras. Commutative rings. Groupoid alge-
bras.
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Introdução

As extensões de Ore foram introduzidas por Oystein Ore, em [19, 1933], a fim de
criar uma teoria que englobasse, principalmente, duas famílias de exemplos: os anéis de
polinômios quase comutativos em n indeterminadas sobre o anel de funções infinitamente
diferenciáveis, K[{xi}; {σi}], estudados por Hilbert, Noether e Schmeidler entre os anos
de 1890 e 1920, e os anéis de operadores diferenciais parciais An(K) = K[{xi}; {Di}],
estudados por Dirac, Weyl e Littlewood entre os anos de 1926 e 1933. O anel An(K)
é conhecido como a n-ésima álgebra de Weyl, devido ao seu uso por Weyl no estudo
do princípio de incerteza de Heisenberg na mecânica quântica. Algumas décadas após a
publicação do trabalho de Ore, a envolvente universal U(sl2(k)) da álgebra de Lie sl2(k)
e os anéis de coordenadas de um plano quântico, definidos por Oq(k

2), bem como suas
quantizações, foram reconhecidos como extensões de Ore.

Em [3, 1999], Beattie, Dăscălescu e Grünenfelder responderam negativamente a décima
conjectura de Kaplansky, apresentando infinitas classes de isomorfismo de álgebras de
Hopf de mesma dimensão sobre um corpo algebricamente fechado de característica zero,
as quais foram obtidas através de quocientes de iteradas de extensões de Ore sobre álgebras
de grupos, considerando as indeterminadas xi como elementos (gi, 1)-primitivos. Em 2001
(republicado em [18, 2004]) Nenciu estudou as estruturas quasitriangulares das álgebras
de Hopf obtidas pela construção apresentada por Beattie et al, as quais geram soluções
para a equação de Yang-Baxter quântica. O método de construção utilizado em ambos
os trabalhos foi generalizado por Panov em [20, 2003], caracterizando quando é possível
munir uma extensão de Ore de uma álgebra de Hopf (sobre um anel comutativo) com
uma estrutura de álgebra de Hopf, a qual estende a estrutura da álgebra original.

O resultado de Panov foi utilizado pelo mesmo para classificar as extensões de Hopf-
Ore das álgebras de grupo kG, das envolventes universais de álgebras de Lie U(g) e Uq(g),
das álgebras quânticas “ax + b” e, em [22, 2020], da álgebra de Sweedler H4, todas estas
sobre corpos algebricamente fechados de característica zero. Em sua dissertação [9, 2019],
C. Garcia reobteve os exemplos de Beattie et al utilizando o teorema de Panov, concluindo
em particular que álgebras de Taft são quocientes de extensões de Ore.

Por outro lado, a definição de álgebra de Hopf fraca que usaremos neste trabalho foi
introduzida por Böhm, Nill e Szlachányi em 1996 como uma generalização coassociativa
das álgebras de Hopf, contendo como exemplos as face algebras e os grupóides quânticos,
e tendo como objetivo abordar problemas da teoria de grupos quânticos e das álgebras de
operadores. A teoria de álgebras de Hopf fracas foi desenvolvida inicialmente considerando
álgebras de dimensão finita sobre corpos e posteriormente alguns resultados iniciais fo-
ram reobtidos para álgebras de dimensão infinita. Em [16, 2017], A. Sant’Ana, C. Lomp
e R. dos Santos publicaram uma generalização do teorema de Panov para álgebras de
Hopf fracas sobre corpos, caracterizando, sob certas hipóteses, quando uma extensão de
Ore de uma álgebra de Hopf fraca possui uma estrutura de álgebra de Hopf fraca, a qual
estende a estrutura da álgebra original e cujo gerador é um elemento (g, 1)-primitivo fraco.
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Neste trabalho vamos abordar as álgebras de Hopf fracas sobre anéis comutativos,
tendo como enfoque a generalização do teorema de Panov para álgebras de Hopf fracas e
a classificação das extensões de Hopf-Ore fracas geradas por elementos primitivos fracos.
Este trabalho está organizado da forma que segue.

No primeiro capítulo vamos apresentar os tópicos mais gerais do texto. A primeira
seção destina-se a definir o conceito de módulo sobre um anel [17], trazendo resultados
sobre módulos livres [14], a construção do produto tensorial de módulos sobre anéis co-
mutativos [1] e uma breve discussão sobre propriedades universais. Na segunda seção
trazemos a definição de álgebras e coálgebras sobre anéis comutativos e a construção da
álgebra de convolução [21]. A terceira seção contém a construção das extensões de Ore
e os resultados necessários para o restante do trabalho [11]. Na quarta seção, reobtemos
os resultados elementares da teoria de álgebras de Hopf fracas no contexto de álgebras
sobre anéis comutativos, notando que a única mudança significativa ocorre na Proposição
1.4.11.

No segundo capítulo apresentaremos os conceitos direcionados ao resultado principal
deste texto, trazendo em paralelo o Teorema de Panov para álgebras de Hopf e sua genera-
lização para o contexto de álgebras de Hopf fracas. Na primeira seção faremos uma breve
exposição do teorema obtido por Panov em [20]. Nas seções seguintes, apresentaremos
os conceitos de elementos group-like fracos, elementos primitivos fracos, caracteres fracos
e coderivações [16]. Na última seção apresentamos a generalização do teorema de Panov
para álgebras de Hopf fracas, agora no contexto de álgebras sobre anéis comutativos. Ao
longo deste capítulo, caracterizamos tais extensões para o caso em que H é uma álgebra
de Hopf fraca obtida pela construção do tipo Kaplansky [5], e classificamos as extensões
quando H é uma face algebra, derivada de um grafo orientado sem arestas [13].

No terceiro e último capítulo, traremos alguns tópicos da teoria de anéis não comu-
tativos e exemplos relacionados aos resultados discutidos neste texto. Na primeira seção,
mostraremos que extensões de Ore de anéis noetherianos são anéis noetherianos [11],
obtendo que, neste caso, não existem elementos não inversíveis que admitem inversos uni-
laterais [15]. Com isso, concluímos que a caracterização das extensões de Hopf-Ore (g, 1)-
primitivas fracas implica na caracterização das extensões de Hopf-Ore (g, h)-primitivas
fracas. Na segunda seção, construiremos uma família de exemplos de álgebras de Hopf
fracas que não são álgebras de Hopf apenas no contexto de álgebras sobre anéis comu-
tativos, apresentando métodos para construir estes exemplos através de idempotentes ou
famílias de ideais primários e coprimos [1], encerrando com uma aplicação do Teorema de
Bézout para determinar quando Zn admite uma estrutura de álgebra de Hopf fraca sobre
o anel comutativo Zm. Na última seção deste trabalho, apresentaremos um teorema de
estrutura para grupóides conexos [12], a construção das álgebras de Hopf fracas de gru-
póide e a classificação das extensões de Hopf-Ore geradas por um elemento (g, 1)-primitivo
fraco, quando H é uma álgebra de grupóide conexo.

Ao longo deste texto, anel significa anel associativo e unitário, e morfismos de anéis
são morfismos de anéis unitários, exceto quando estabelecido o contrário. Para um anel
A, denotaremos por U(A) = {x ∈ A : ∃y ∈ A, xy = 1A = yx} o conjunto dos elementos
inversíveis de A, e por Z(A) = {x ∈ A : ∀y ∈ A, xy = yx} o conjunto dos elementos
centrais de A. Para evitar confusão com a notação de derivações, ao invés de utilizarmos
o delta de Kronecker, δij, utilizaremos do símbolo [P ], o qual representa 1, se a propriedade
P for verdadeira, e 0 caso contrário. Desta forma, [i = j] = 1, se i = j, e [i = j] = 0, se
i ̸= j. Mais ainda, [i = j, r = s] := [i = j e r = s] = [i = j][r = s].
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Capítulo 1

Pré-requisitos

Neste capítulo vamos apresentar os principais resultados que são necessários para o en-
tendimento dessa dissertação. Será presumido conhecimento básico sobre anéis não co-
mutativos, grupos, morfismos e somas diretas.

1.1 Módulos e produto tensorial
A teoria de módulos é o fundamento teórico deste trabalho. Nesta seção apresentaremos
a definição de módulos, morfismos e módulos livres, a construção do produto tensorial
de módulos sobre anéis comutativos e uma breve discussão sobre propriedades universais.
As referências para esta seção são [1], [14], [15] e [17].

Definição 1.1.1. Seja A um anel. Um A-módulo à esquerda é um grupo abeliano M
munido de uma função ▷ : A×M →M satisfazendo

• (a+A b) ▷ m = a ▷ m+M b ▷ m,

• a ▷ (m+M n) = a ▷ m+M a ▷ n,

• 1A ▷ m = m,

• a ▷ (b ▷ m) = (ab) ▷ m,

para todo a, b ∈ A e m,n ∈M . A função ▷ é chamada ação de A em M .

Antes de apresentar exemplos de A-módulos à esquerda vamos fixar algumas notações.

Poderíamos definir um A-módulo à direita de maneira análoga através de uma
função ◁ : M × A → M . Considerando Aop o anel oposto de A - o conjunto A munido
da soma original e com multiplicação definida por a •op b = ba, para quaisquer a, b ∈ A -
temos que um A-módulo à esquerda (M, ▷) possui uma estrutura de Aop-módulo à direita
via (m, a) 7→ a▷m. Da mesma forma, se (M, ◁) é um A-módulo à direita, então M possui
uma estrutura de Aop-módulo à esquerda. Como (Aop)op = A e a ação obtida tomando
o anel oposto duas vezes coincide com a ação original, podemos nos restringir ao estudo
os A-módulos à esquerda, de forma que resultados análogos podem ser obtidos para os
A-módulos à direita através dos Aop-módulos à esquerda.

Por simplicidade omitiremos os índices A e M nas operações de soma e, quando não
houver possibilidade de confusão, denotaremos am em lugar de a ▷m. Fixado um anel A

3



CAPÍTULO 1. PRÉ-REQUISITOS 4

vamos denotar por AM o conjunto dos A-módulos à esquerda.

Como todo módulo é, em particular, um grupo abeliano, podemos considerar o con-
junto End(M) dos morfismos de grupo M → M , o qual possui uma estrutura de anel,
onde a soma é definida pontualmente, por (f + g)(m) := f(m) + g(m), o produto é dado
pela composição, (fg)(m) := (f ◦ g)(m), e com unidade 1End(M) = idM . Isto nos permite
definir módulo através de morfismos de anéis.

Lema 1.1.2. Sejam A um anel e M um grupo abeliano. Então existe uma bijeção entre
as ações de A em M e os morfismos de anéis A→ End(M).

Demonstração. Se ▷ : A×M →M é uma ação, então a função φ : A→ End(M), definida
por φ(a)(m) = a ▷ m, é um morfismo de anéis. O segundo axioma de ação mostra que
φ(a) preserva a soma de M - e portanto é um morfismo de grupos abelianos e φ está bem
definida - o primeiro axioma de ação mostra que φ é uma função aditiva, o terceiro axioma
implica que φ(1A) = 1End(M) e o quarto axioma mostra que φ é uma função multiplicativa.

Reciprocamente, se φ : A→ End(M) é um morfismo de anéis, então ▷ : A×M →M ,
definida por (a,m) 7→ φ(a)(m), é uma ação de A em M . O segundo axioma de ação é
garantido por φ(a) ser um morfismo de grupos abelianos, o primeiro, terceiro e quarto
axiomas vêm respectivamente de φ ser uma função aditiva, unitária e multiplicativa.

Por fim, se ≻ : A×M →M é uma ação, φ é o morfismo de anéis obtido de ≻ e ▷ é a
ação obtida de φ, então

a ≻ m = φ(a)(m) = a ▷ m, ∀a ∈ A,m ∈M ∴ ≻= ▷,

enquanto que, se ψ : A→ End(M) é um morfismo de anéis, ▷ é a ação obtida de ψ e φ é
o morfismo de anéis obtido de ▷, então

φ(a)(m) = a ▷ m = ψ(a)(m), ∀a ∈ A,m ∈M ∴ φ = ψ,

de onde as associações ▷ 7→ φ e φ 7→ ▷ são inversas.

Definição 1.1.3. Sejam M,N ∈ AM. Um morfismo de grupos f : M → N é dito um
morfismo de módulos à esquerda (ou uma função A-linear à esquerda) se para quaisquer
a ∈ A e m ∈M vale f(a ▷M m) = a ▷N f(m).

Dizemos que um morfismo de módulos é um monomorfismo se é injetor, um epi-
morfismo se é sobrejetor e um isomorfismo se é bijetor. No caso de um isomorfismo
f : M → N , existe uma função inversa g : N →M . Dados n, n′ ∈ N e a ∈ A, calculamos

g(n) + g(n′) = (g ◦ f)(g(n) + g(n′))

= g(f(g(n)) + f(g(n′))) = g(n+ n′),

e

g(a ▷N n) = g(a ▷N (f ◦ g)(n))
= (g ◦ f)(a ▷M g(n)) = a ▷M g(n),

de onde a inversa de um morfismo de módulos bijetor é também um morfismo de módu-
los. Tendo em vista que morfismos de módulos são, em particular, morfismos de grupos
abelianos, vale que f : M → N é um monomorfismo se, e somente se,

ker(f) = {m ∈M : f(m) = 0N} = {0M}.

Exemplos triviais, porém essenciais: a função identidade idM : M → M , m 7→ m, e a
função nula 0: M → N , m 7→ 0N , são sempre morfismos de módulos.
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Exemplo 1.1.4. Listamos abaixo alguns exemplos de A-módulos à esquerda.

(1) (A,+) com a multiplicação pela esquerda. Chamamos esta estrutura de módulo
regular à esquerda e, para indicá-la, denotamos AA;

(2) Seja I ⊆ A um ideal à esquerda. Então (I,+) é um A-módulo à esquerda, onde a
ação é dada pela multiplicação à esquerda;

(3) Seja φ : A → B um morfismo de anéis. Então (B,+) é um A-módulo à esquerda,
onde a ação é dada por a ▷ b = φ(a)b. Note que, neste caso o, terceiro axioma de
ação vale se, e somente se, φ(1A) = 1B;

(4) Suponha que A é comutativo e sejam M,N ∈ MA. Então o conjunto dos morfismos
de A-módulos M → N com a soma pontual, denotado HomA(M,N), é um A-
módulo, onde a ação é dada por

(a ▷ f)(m) := f(m) ◁N a = f(m ◁M a), ∀a ∈ A,m ∈M, f ∈ HomA(M,N);

(5) Seja X um conjunto. Considere AX o conjunto das sequências (ax)x∈X de elementos
de A indexados por X, onde apenas uma quantidade finita de coordenadas são
distintas de zero, com soma definida por (ax)x∈X + (bx)x∈X = (ax + bx)x∈X . Então
AX é um A-módulo à esquerda com a ação a ▷ (ax)x∈X = (aax)x∈X .

Na notação do exemplo (5), denote por ex ∈ AX a sequência tal que ax = 1 e ay = 0,
para y ̸= x. Como todo elemento de AX possui uma quantidade finita de coordenadas
não nulas, podemos escrever (ax)x∈X =

∑
x∈X ax ▷ ex, de forma que esta soma é também

finita. Mais ainda, dado m ∈ AX , são únicos os elementos ax ∈ A para os quais vale
m =

∑
x∈X ax ▷ ex. De fato, se bx ∈ A também satisfazem esta identidade, então

0 =
∑
x∈X

ax ▷ ex −
∑
x∈X

bx ▷ ex =
∑
x∈X

(ax − bx) ▷ ex = (ax − bx)x∈X

e aplicando projeções obtemos 0 = πx(0) = ax − bx, para todo x ∈ X. Os módulos desta
forma serão especialmente úteis neste texto.

Proposição 1.1.5. Sejam M ∈ AM e I um conjunto. São equivalentes:

(i) Existe um isomorfismo M → AI .

(ii) Existe um subconjunto {mi : i ∈ I} ⊆ M tal que, para todo elemento m ∈ M ,
existem únicos ai ∈ A, quase todos nulos, tais que m =

∑
aimi.

(iii) Existe um subconjunto {mi : i ∈ I} ⊆M tal que, para todo N ∈ AM e todo subcon-
junto {ni : i ∈ I} ⊆ N , existe um único morfismo f : M → N tal que f(mi) = ni.

Demonstração. Supondo (i), denote por f : M → AI o isomorfismo dado e, para cada
i ∈ I, considere ei ∈ AI como na observação após o Exemplo 1.1.4(5). Então, denotando
mi = f−1(ei), temos que, dado m ∈ M , existe uma única sequência (ai) ∈ AI tal que
m = f−1((ai)). Escrevendo (ai) =

∑
aiei e utilizando que f−1 é um morfismo de módulos,

obtemos
m = f−1((ai)) = f−1

(∑
aiei

)
=
∑

aif
−1(ei) =

∑
aimi,



CAPÍTULO 1. PRÉ-REQUISITOS 6

portanto vale (ii) com mi = f−1(ei).

Suponha (ii). Então, por hipótese, para todo m ∈ M , existem únicos ai ∈ A tais que
m =

∑
aimi. Desta forma, temos que f : M → N , dada por f(m) =

∑
aini, está bem

definida como função. Em particular f(mi) = ni, para cada i ∈ I.
Para ver que f é um morfismo de módulos, note que, se m =

∑
aimi e n =

∑
bimi,

então m+ n =
∑

(ai + bi)mi e, dado a ∈ A, temos am = a
∑
aimi =

∑
aaimi. Como tal

escrita é única, obtemos

f(m+ n) =
∑

(ai + bi)ni =
∑

aini +
∑

bini = f(m) + f(n),

f(am) =
∑

aaini = a
∑

aini = af(m),

portanto f é um morfismo de módulos. Por fim, f é único, pois, se g : M → N é um
morfismo de módulos tal que g(mi) = ni, para todo i ∈ I, então, dado m ∈M temos que
existem únicos ai ∈ A tais que m =

∑
aimi, portanto

g(m) = g
(∑

aimi

)
=
∑

aig(mi) =
∑

aini = f(m),

de onde segue que g = f . Logo vale (iii).

Suponha (iii). Então, para ei ∈ AI como no primeiro parágrafo da demonstração,
temos que deve existir um único morfismo f : M → AI tal que f(mi) = ei. Como AI

satisfaz (i) com id : AI → AI e mostramos que (i) implica (iii), deve existir um único
morfismo g : AI → M tal que g(ei) = mi, e este é dado por g((ai)) =

∑
aimi. Como a

composição g ◦ f : M →M satisfaz

(g ◦ f)(mi) = g(ei) = mi = idM(mi)

e existe um único morfismo M → M tal que mi 7→ mi, devemos ter g ◦ f = idM .
Analogamente, a composição f ◦ g : AI → AI satisfaz (f ◦ g)(ei) = ei = idAI (ei), para
todo i ∈ I. Logo, devemos ter f ◦ g = idAI . Isso mostra que f é inversível, portanto um
isomorfismo.

Definição 1.1.6. Um módulo M satisfazendo qualquer item da proposição acima será
chamado de módulo livre, e o conjunto {mi : i ∈ I} é dito uma base para M . Neste
caso, denotaremos M =

⊕
i∈I Ami.

Como uma aplicação da Proposição 1.1.5, considere o módulo AN com base {en : n ∈
N} e A[X] o anel de polinômios na indeterminada X com a estrutura de A-módulo à
esquerda do Exemplo 1.1.4(3). Então existe um único morfismo f : AN → A[X] tal que
f(en) = Xn. Como um polinômio p ∈ A[X] é uma combinação linear finita p =

∑
anX

n,
basta tomarmos (an) =

∑
anen ∈ AN para obter f((an)) = p, enquanto que (an) ∈ ker(f)

implica em
∑
anX

n = 0 e, consequentemente, an = 0, para todo n ∈ N. Logo ker(f) = 0
e esta função é um isomorfismo. Com isso, A[X] é um módulo livre com base {Xn : n ∈ N}.

Adiante vamos utilizar esta estrutura de módulo livre em A[X] para construir uma
estrutura de anel não comutativo no lugar da multiplicação usual de polinômios.

Gostaríamos de chamar atenção para o item (iii) da Proposição 1.1.5. Este é usual-
mente chamado de propriedade universal dos módulos livres ou definição de módulo livre
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via propriedade universal. A implicação (iii) =⇒ (i) diz que quaisquer dois A-módulos
à esquerda que possuam uma base indexada por I são isomorfos.

Propriedades deste tipo aparecerão diversas vezes ao longo deste texto e suas demons-
trações são, em geral, idênticas. Portanto, para evitar repetições, vamos considerar um
caso mais abstrato.

Sejam X um conjunto, P e Q propriedades e (M, i) um par satisfazendo a propriedade
P , onde M ∈ AM e i : X → M é uma função, de forma que, para todo par (N, j)
satisfazendo a propriedade Q, com N ∈ AM e j : X → N uma função, exista um único
morfismo de módulo f : M → N tal que f ◦ i = j.

Quando a propriedade P implica a propriedade Q, dados (M, i) e (N, j) satisfazendo P
obtemos morfismos f : M → N e g : N →M tais que f ◦i = j e g◦j = i, respectivamente.
Com isso, a composição g ◦ f : M →M satisfaz

(g ◦ f) ◦ i = g ◦ (f ◦ i) = g ◦ j = i

e, analogamente, a composição f ◦ g : N → N satisfaz (f ◦ g) ◦ j = j. Por outro lado
idM : M →M e idN : N → N também satisfazem idM ◦ i = i e idN ◦j = j. Pela unicidade
dos morfismos satisfazendo estas identidades, concluímos que f ◦g = idN e g◦f = idM , ou
seja, f : M → N é um isomorfismo de módulos. Em suma, podemos concluir o seguinte:

Corolário (Unicidade via Propriedade Universal). Sejam X um conjunto e P e Q pro-
priedades, onde P implica Q. Se existe um par (M, i) satisfazendo P tal que para todo
par (N, j) satisfazendo Q existe um único morfismo f : M → N para o qual f ◦ i = j,
então M é único a menos de isomorfismo.

Ressaltamos ainda que este argumento não depende da estrutura de módulos, utili-
zando apenas que a função identidade e a composição de morfismos são morfismos. Desta
forma podemos considerar propriedades universais de anéis, grupos e outras estruturas.

Um resultado clássico que pode ser visto como uma propriedade universal, agora no
contexto de grupos, é o Teorema do Homomorfismo para Grupos: Sejam G um grupo e
N ⊆ G um subgrupo normal, então o conjunto quociente G/N admite uma única estrutura
de grupo tal que a projeção π : G→ G/N seja um morfismo de grupos. Mais ainda, para
todo morfismo de grupos f : G → H tal que N ⊆ ker(f) existe um único morfismo de
grupos g : G/N → H tal que g ◦ π = f .

Neste caso X = G, a propriedade P é "a função é um morfismo de grupos com núcleo
N", a propriedade Q é "a função é um morfismo de grupos cujo núcleo contém N" e o
par que satisfaz a propriedade universal é (G/N, π). Este resultado pode ser adaptado
para módulos.

Definição 1.1.7. Sejam M ∈ AM. Um subconjunto N ⊆ M é um submódulo se N é
um subgrupo aditivo de M e a restrição ▷ : A×N → M tem imagem em N . Neste caso
denotamos N ≤M .

Adiante utilizaremos a noção de submódulo gerado por um subconjunto. Fixados
M ∈ AM, X ⊆ M e N ≤ M tal que X ⊆ N , são equivalentes: se N ′ ≤ M com X ⊆ N ′

então N ⊆ N ′; N =
⋂
{N ′ ≤ M : X ⊆ N ′}; e N = {

∑n
i=1 aixi : ai ∈ A, xi ∈ X,n ∈ N}.

Neste caso N é dito o submódulo de M gerado por X e denotamos N = AX.

Proposição 1.1.8 (Teorema do Homomorfismo). Sejam M ∈ AM e N ≤ M . Então
o grupo quociente M/N possui uma única estrutura de A-módulo à esquerda de forma



CAPÍTULO 1. PRÉ-REQUISITOS 8

que a projeção π : M → M/N seja um morfismo de módulos. Mais ainda, para todo
morfismo de módulos f : M → L tal que N ⊆ ker(f), existe um único morfismo de
módulos g : M/N → L tal que g ◦ π = f .

Demonstração. Como todo módulo é um grupo abeliano, todo subgrupo é normal. Por-
tanto temos do Teorema do Homomorfismo para Grupos que M/N admite uma única
estrutura de grupo abeliano tal que π : M →M/N seja um morfismo de grupos.

Defina ▷ : A ×M/N → M/N por (a, π(m)) 7→ π(a ▷ m), então ▷ é aditiva em ambas
as coordenadas, pois ▷ é aditiva em ambas as coordenadas e π é aditiva. Além disso, para
quaisquer a, b ∈ A e π(m) ∈M/N , vale

a ▷ (b ▷ π(m)) = a ▷ π(b ▷ m) = π(a ▷ (b ▷ m)) = π(ab ▷ m) = ab ▷ π(m),

portanto ▷ define uma estrutura de módulo em M/N de forma que a ▷ π(m) = π(a ▷m),
ou seja, tal que π seja um morfismo de módulos. Pela definição de morfismo de módulos
esta estrutura é única.

Por fim, como todo morfismo de módulos é em particular um morfismo de grupos,
temos do Teorema do Homomorfismo para Grupos que, dado um morfismo de módulos
f : M → L tal que N ⊆ ker(f), existe um único morfismo de grupos g : M/N → L tal
que g ◦ π = f . Como f e π são morfismos, para todo a ∈ A e π(m) ∈M/N , calculamos

g(a ▷ π(m)) = (g ◦ π)(a ▷ m) = f(a ▷ m) = af(m) = ag(π(m)),

de onde g é também um morfismo de módulos, o qual é o único que satisfaz g ◦ π = f ,
pela unicidade do morfismo de grupos satisfazendo esta identidade.

Para o restante desta seção, k denotará um anel comutativo. Pela discussão no início
da seção, temos que todo k-módulo à esquerda possui uma estrutura de kop = k-módulo
à direita e vice versa, portanto kM = Mk, o que nos permite falar apenas em k-módulos,
sem o adjetivo de lateralidade.

Definição 1.1.9. Sejam M,N,L ∈ kM. Uma função f : M ×N → L satisfazendo

• f(m+m′, n) = f(m,n) + f(m′, n),

• f(m,n+ n′) = f(m,n) + f(m,n′),

• f(am, n) = af(m,n) = f(m, an),

para quaisquer m,m′ ∈M , n, n′ ∈ N e a ∈ k, será chamada de k-bilinear.

Como exemplo: se M ∈ kM, então, por definição, ▷ : kk ×M → M é uma função
k-bilinear. Em particular, a multiplicação m : kk × kk → kk é k-bilinear.

A próxima proposição define um módulo em função de uma propriedade universal.
Este possui uma versão para módulos sobre um anel não necessariamente comutativo,
utilizando hipóteses mais restritas. Porém, no contexto deste trabalho, apresentaremos e
utilizaremos apenas o resultado sobre anéis comutativos.

Proposição 1.1.10 (Propriedade Universal do Produto Tensorial). Sejam k um anel
comutativo e M,N ∈ kM. Então existe um par (T, φ), onde T ∈ kM e φ : M ×N → T é
uma função k-bilinear, tal que, para todo par (L, f) com L ∈ kM e f : M ×N → L uma
função k-bilinear, existe um único morfismo de módulos g : T → L tal que g ◦ φ = f .
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Demonstração. Considere P o módulo livre de base M×N e Q o submódulo de P gerado
pelos elementos da forma

(m+m′, n)− (m,n)− (m′, n),

(m,n+ n′)− (m,n)− (m,n′),

a(m,n)− (am, n),

a(m,n)− (m, an),

onde m,m′ ∈ M , n, n′ ∈ N e a ∈ k. Pela Proposição 1.1.8, o quociente T = P/Q possui
uma única estrutura de módulo tal que π : P → T seja um morfismo de módulos. Vamos
denotar um elemento π((m,n)) ∈ T por m ⊗ n. Considere φ : M × N → T dada por
φ(m,n) = m⊗ n, então φ é k-bilinear, pois dados m ∈M , n ∈ N e a ∈ k, temos

φ(am, n) = (am)⊗ n = a(m⊗ n) = aφ(m,n),

onde a segunda igualdade segue de a(m,n) − (am, n) ∈ Q. Portanto, as classes de equi-
valência a(m ⊗ n) e (am) ⊗ n são iguais em T = P/Q. Analogamente, mostra-se que
φ(m, an) = aφ(m,n) e que φ é aditiva em ambas a coordenadas. Seja f : M×N → L uma
função k-bilinear, utilizando a Proposição 1.1.5 obtemos um único morfismo h : P → L
tal que h((m,n)) = f(m,n), para todo (m,n) ∈ M × N . Temos que Q ⊆ ker(h). De
fato, considere um gerador de Q da forma x = a(m,n)− (am, n), então

h(x) = h(a(m,n)− (am, n)) = ah((m,n))− h((am, n)) = af(m,n)− f(am, n) = 0,

onde a segunda igualdade segue de h ser um morfismo de módulos e a última de f ser
k-bilinear. De maneira análoga, mostra-se que, se x ∈ P é um gerador de Q, de qualquer
forma, então h(x) = 0. Como h é um morfismo de módulos e anula os geradores de
Q, segue que h(Q) = 0, ou seja, Q ⊆ ker(h). Pela Proposição 1.1.8, existe um único
morfismo g : T → L tal que g ◦ π = h. Identificando o conjunto M ×N ⊆ P via inclusão,
temos que φ = π|M×N e f = h|M×N , portanto vale

g ◦ φ = (g ◦ π)|M×N = h|M×N = f.

O morfismo g é único pois os morfismos obtidos das Proposições 1.1.5 e 1.1.8 são únicos.

Como o par (T, φ) da proposição acima satisfaz uma propriedade universal, obtemos
pelo Corolário da Unicidade via Propriedade Universal que o módulo T é único a menos
de isomorfismo. Assim, vamos denotar T =M⊗kN , ou simplesmente M⊗N , e chamá-lo
de produto tensorial de M por N . Algumas propriedades do produto tensorial serão
úteis.

Proposição 1.1.11. Sejam M,N,L ∈ kM, então valem os seguintes isomorfismos:

(i) M ⊗ (N ⊗ L) ≃ (M ⊗N)⊗ L;

(ii) M ⊗N ≃ N ⊗M ;

(iii) M ⊗ k ≃M ≃ k ⊗M .
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Demonstração. (Ideia) A demonstração completa não será apresentada por ser repetitiva.
Tomando como exemplo o item (ii), defina f : M ×N → N ⊗M por (m,n) 7→ n⊗m

e g : N ×M →M ⊗N por (n,m) 7→ m⊗n. Aplique a Propriedade Universal do Produto
Tensorial para obter morfismos f ′ : M ⊗N → N ⊗M e g′ : N ⊗M → M ⊗N . Conclua
que g′ e f ′ são inversos e portanto definem um isomorfismo.

O item (iii) utiliza a estrutura de k-módulo regular e o isomorfismo é dado pelos
morfismos (a,m) 7→ a ▷ m e m 7→ 1k ⊗m.

O item (i) da proposição acima indica que podemos considerar, de certa forma, o
produto tensorial M1 ⊗ · · · ⊗ Mn de n k-módulos, utilizando a propriedade universal
recursivamente de forma que T1 =M1 e Tj = Tj−1 ⊗Mj, para cada j = 2, . . . , n.

Sejam M,N,P,Q ∈ kM e f : M → P , g : N → Q morfismos de k-módulos. Então
da k-linearidade de f e g, bem como da k-bilinearidade da função (p, q) 7→ p ⊗ q, temos
que a função (f × g) : M × N → P ⊗ Q, definida por (f × g)((m,n)) = f(m) ⊗ g(n),
é k-bilinear. Aplicando a propriedade universal do produto tensorial, obtemos um único
morfismo f ⊗g : M ⊗N → P ⊗Q tal que (f ⊗g)(m⊗n) = f(m)⊗g(n). Recursivamente,
podemos construir o produto f1⊗· · ·⊗fn : M1⊗· · ·⊗Mn → N1⊗· · ·⊗Nn de n morfismos
fj : Mj → Nj.

Na próxima seção vamos apresentar um resultado relacionando o produto tensorial
com módulos livres, o qual será crucial para o desenvolvimento dos principais resultados
deste texto.

1.2 Álgebras e coálgebras
Nesta seção vamos apresentar as definições de álgebras e coálgebras sobre anéis comuta-
tivos e a álgebra de convolução, além de finalizar os pré-requisitos sobre módulos livres.
Os resultados desta seção são baseados em [1], [6] e [21].

Definição 1.2.1. Seja R um anel. Uma extensão de R é um par (A, u), onde A é um
anel e u : R → A é um morfismo de anéis unitários. Se R for comutativo e im(u) ⊆ Z(A),
dizemos que (A, u) é uma R-álgebra.

Quando A é um anel comutativo, temos im(u) ⊆ A = Z(A), portanto toda extensão
comutativa de R é uma R-álgebra. Por conta disso, em [1], o par (A, u) definido acima
é sempre chamado de R-álgebra. Porém trabalharemos, a partir da próxima seção, com
extensões que não são necessariamente álgebras.

Exemplo 1.2.2. Abaixo listamos alguns exemplos de k-álgebras.

(1) kn =
⊕n

i=1 kei com multiplicação coordenada-a-coordenada e u(a) =
∑n

i=1 aei.

(2) k[X] com o produto usual de polinômios e u(a) = a = aX0.

(3) Mn(k) com o produto usual de matrizes e u(a) =
∑n

i=1 aeii.

(4) Sejam G um grupo com identidade e e kG o k-módulo livre de base G. Então kG
é uma k-álgebra com multiplicação dada por agg · ahh = (agah)gh, onde g, h ∈ G e
ag, ah ∈ k, e u(a) = ae, para todo a ∈ k.
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Seja (A, u) uma extensão de um anel comutativo k. Então A se torna um k-módulo via
▷ : k×A→ A, dada por (a, r) 7→ u(a)r, de onde existe o produto tensorial A⊗A. Quando
A for uma k-álgebra, podemos utilizar a Propriedade Universal do Produto Tensorial para
descrever a estrutura de álgebra através de morfismos e identidades.

Proposição 1.2.3. Existe uma correspondência entre o conjunto Algk das k-álgebras, e
as triplas (A, µ, u), onde A ∈ kM, µ : A⊗A→ A e u : k → A são morfismos de módulos
satisfazendo

µ ◦ (µ⊗ idA) = µ ◦ (idA ⊗ µ), µ ◦ (u⊗ idA) = ▷ e µ ◦ (idA ⊗ u) = ◁,

onde ◁ denota a ação oposta de kop = k em A.

Demonstração. Se (A, u) for uma k-álgebra, então, da associatividade da multiplicação
em A, obtemos

a ▷ (rs) = u(a)(rs) =(u(a)r)s = (ru(a))s = r(u(a)s) = r(a ▷ s)

∥
(a ▷ r)s

ou seja, a multiplicação A × A → A, (r, s) 7→ rs, é k-bilinear. Segue da Propriedade
Universal do Produto Tensorial que existe um único morfismo µ : A ⊗ A → A tal que
µ(r ⊗ s) = rs. Ainda, da associatividade da multiplicação em A, devem ser iguais

(µ ◦ (idA ⊗ µ))(r1 ⊗ r2 ⊗ r3) = µ(r1 ⊗ r2r3) = r1(r2r3) = (r1r2)r3

= µ(r1r2 ⊗ r3) = (µ ◦ (µ⊗ idA))(r1 ⊗ r2 ⊗ r3),

portanto µ satisfaz a identidade µ ◦ (µ⊗ idA) = µ ◦ (idA ⊗ µ).
Observe ainda que, com a estrutura de módulo regular kk, temos u(ab) = u(a)u(b) =

a ▷ u(b), logo u é um morfismo de módulos e, utilizando o isomorfismo k ⊗ A ≃ A,
a⊗ r 7→ a ▷ r = u(a)r, obtemos

(µ ◦ (u⊗ idA))(a⊗ r) = µ(u(a)⊗ r) = u(a)r = a ▷ r,

e
(µ ◦ (idA ⊗ u))(r ⊗ a) = µ(r ⊗ u(a)) = ru(a) = r ◁ a,

portanto valem as identidades µ ◦ (u⊗ idA) = ▷ e µ ◦ (idA ⊗ u) = ◁.

Reciprocamente, suponha que (A, µ, u) seja uma tripla, onde A ∈ kM, µ : A⊗A→ A
e u : k → A são morfismos satisfazendo as três identidades enunciadas. Então valem

u(ab) = a ▷ u(b) = (µ ◦ (u⊗ idA)(a⊗ u(b)) = u(a)u(b),

µ(u(1k)⊗ r) = (µ ◦ (u⊗ idA))(1k ⊗ r) = 1k ▷ r = r,

µ(r ⊗ u(1k)) = (µ ◦ (idA ⊗ u))(r ⊗ 1k) = r ◁ 1k = r,

de onde, definindo m : A×A→ A por m(r, s) = µ(r⊗ s) =: rs, obtemos que (A,+,m) é
um anel associativo com 1A = u(1k), cuja estrutura de k-módulo é dada por a▷r = u(a)r,
e tal que u : k → A é um morfismo de anéis unitários. Por fim, pela bilinearidade da
aplicação (r, s) 7→ r ⊗ s, obtemos

u(a)r ⊗ u(1k) = a ▷ (r ⊗ u(1k)) = r ⊗ u(a)u(1k) = r ⊗ u(a).

Aplicando µ à igualdade acima, resulta u(a)r = ru(a), portanto im(u) ⊆ Z(A).
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Esta caracterização permite a construção de novas álgebras.

Lema 1.2.4. Sejam A,B ∈ Algk. Então A⊗B ∈ Algk.

Demonstração. Como k é comutativo existe, o produto tensorial A⊗ B. Denotando por
τ : A⊗B → B⊗A o isomorfismo r⊗s 7→ s⊗r, então µ : (A⊗B)⊗(A⊗B) 7→ A⊗B, definida
por µ = (µA ⊗ µB) ◦ (idA ⊗ τ ⊗ idB), e u : k → A⊗B, definida por u(a) = a ▷ (1A ⊗ 1B),
são morfismos de módulos, e satisfazem

(µ ◦ (µ⊗ idA⊗B))((r1 ⊗ s1)⊗ (r2 ⊗ s2)⊗ (r3 ⊗ s3))

= (r1r2)r3 ⊗ (s1s2)s3 = r1(r2r3)⊗ s1(s2s3)

= (µ ◦ (idA⊗B ⊗ µ))((r1 ⊗ s1)⊗ (r2 ⊗ s2)⊗ (r3 ⊗ s3)),

(µ ◦ (u⊗ idA⊗B))(a⊗ (r ⊗ s)) = µ([a ▷ (1A ⊗ 1B)]⊗ (r ⊗ s))

= a ▷ µ((1A ⊗ 1B)⊗ (r ⊗ s))

= a ▷ (1Ar ⊗ 1Bs) = a ▷ (r ⊗ s),

e

(µ ◦ (idA⊗B ⊗ u))((r ⊗ s)⊗ a) = µ((r ⊗ s)⊗ [a ▷ (1A ⊗ 1B)])

= a ▷ µ((r ⊗ s)⊗ (1A ⊗ 1B))

= a ▷ (r1A ⊗ s1B) = a ▷ (r ⊗ s) = (r ⊗ s) ◁ a,

de onde segue que (A⊗B, µ, u) é uma k-álgebra.

Lema 1.2.5. Sejam A ∈ Algk e ke ∈ kM um módulo livre de base {e}. Então A′ = ke⊕A
possui uma estrutura de álgebra sobre k, com unidade 1A′ = e e cuja multiplicação estende
a multiplicação de A.

Demonstração. Todo elemento x ∈ A′ pode ser escrito, de maneira única, como x = re+a,
onde r ∈ k e a ∈ A. Considere as funções µ : A′ × A′ → A′ e u : k → A′, definidas
respectivamente por

µ(re+ a, se+ b) = rse+ (rb+ sa+ ab) e u(r) = re, ∀r, s ∈ k, a, b ∈ A.

Vamos mostrar que (A′, µ, u) é uma álgebra sobre k. Primeiro, observamos que u e µ são
morfismos de módulos. De fato, valem u(rs) = (rs)e = r(se) = ru(s),

µ(r′(re+ a), se+ b) = µ(r′re+ r′a, se+ b)

= r′rse+ (r′rb+ sr′a+ r′ab)

= r′[rse+ (rb+ sa+ ab)] (s, r, r′ ∈ k = kop)

= r′µ(re+ a, se+ b),

e

µ(re+ a, r′(se+ b)) = µ(re+ a, r′se+ r′b)

= rr′se+ (rr′b+ r′sa+ ar′b)

= r′[rse+ (rb+ sa+ ab)] (s, r, r′ ∈ k = kop, uA′(r′) ∈ Z(A′))

= r′µ(re+ a, se+ b).
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Logo µ é k-bilinear. Pela Propriedade Universal do Produto Tensorial, µ define um
morfismo de módulos µ : A′ ⊗ A′ → A′, o qual é associativo, pois, dados r, s, p ∈ k e
a, b, c ∈ A, temos

µ(µ([re+ a]⊗ [se+ b])⊗ [pe+ c])

= µ([rse+ (rb+ sa+ ab)]⊗ [pe+ c])

= rspe+ (rsc+ p(rb+ sa+ ab) + (rb+ sa+ ab)c)

= rspe+ (rsc+ prb+ psa+ pab+ rbc+ sac+ abc),

e, por outro lado,

µ([re+ a]⊗ µ([se+ b]⊗ [pe+ c]))

= µ([re+ a]⊗ [spe+ (sc+ pb+ bc)])

= rspe+ (r(sc+ pb+ bc) + spa+ a(sc+ pb+ bc))

= rspe+ (rsc+ rpb+ rbc+ spa+ asc+ apb+ abc)

= rspe+ (rsc+ prb+ rbc+ psa+ sac+ pab+ abc),

onde, na última igualdade, utilizamos que r, s, p ∈ k = kop e uA(p), uA(s) ∈ Z(A).
Por fim,

µ(u(s)⊗ (re+ a)) = µ(se⊗ (re+ a)) = sre+ sa = s(re+ a),

µ((re+ a)⊗ u(s)) = µ((re+ a)⊗ se) = rse+ sa = (re+ a)s.

Logo (A, µ, u) é uma álgebra sobre k, com unidade 1A′ = u(1k) = e, e tal que

µ(a⊗ b) = µ([0e+ a]⊗ [0e+ b]) = 0e+ 0b+ 0a+ ab = ab, ∀a, b ∈ A.

Ou seja, a multiplicação µ em A′ estende a multiplicação de A.

Para o próximo resultado, observe que, se A ∈ Algk e M ∈ AM, então M possui uma
estrutura de k-módulo dada por a • m = u(a) ▷ m. Desta forma dados A,B ∈ Algk,
M ∈ AM e N ∈ BM, temos A⊗B ∈ Algk e M ⊗N ∈ kM, da seguinte forma.

Para cada (r, s) ∈ A×B, considere uma função φ(r, s) : M ×N →M ⊗N , dada por

φ(r, s)(m,n) = (r ▷ m)⊗ (s ▷ n), ∀m ∈ N, n ∈ N.

Então cada φ(r, s) é k-bilinear e, portanto, definem morfismos φ(r, s) ∈ Endk(M ⊗ N).
Considere agora Φ: A×B → Endk(M ⊗N), dada por Φ(r, s) = φ(r, s). Então

Φ(uA(a)r, s)(m⊗ n) = ((uA(a)r) ▷ m)⊗ (s ▷ n)

= (uA(a) ▷ (r ▷ m))⊗ (s ▷ n)

= [a • (r ▷ m)]⊗ (s ▷ n)

= a • [(r ▷ m)⊗ (s ▷ n)] = a • Φ(r, s)(m⊗ n)

= (r ▷ m)⊗ [a • (s ▷ n)] = Φ(r, uB(a)s)(m⊗ n),

e Φ é aditiva em cada coordenada, portanto k-bilinear. Da Propriedade Universal do
Produto Tensorial obtemos um morfismo Φ: A⊗B → Endk(M ⊗N) tal que

Φ(r ⊗ s)(m⊗ n) = (r ▷ m)⊗ (s ▷ n).
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Ainda, Φ(1A ⊗ 1B)(m⊗ n) = (1A ▷ m)⊗ (1B ▷ n) = m⊗ n = idM⊗N(m⊗ n), e

Φ((r ⊗ s)(r′ ⊗ s′))(m⊗ n) = Φ(rr′ ⊗ ss′)(m⊗ n)

= (rr′ ▷ m)⊗ (ss′ ▷ n)

= (r ▷ (r′ ▷ m))⊗ (s ▷ (s′ ▷ n))

= Φ(r ⊗ s)((r′ ▷ m)⊗ (s′ ▷ n))

= (Φ(r ⊗ s) ◦ Φ(r′ ⊗ s′))(m⊗ n),

portanto Φ é um morfismo de anéis unitários. Segue do Lema 1.1.2 que M ⊗ N é um
(A⊗B)-módulo, com ação (r ⊗ s) ▷ (m⊗ n) = Φ(r ⊗ s)(m⊗ n) = (r ▷ m)⊗ (s ▷ n).

Agora podemos apresentar o último pré-requisito sobre módulos livres.

Proposição 1.2.6. Sejam A,B ∈ Algk, M ∈ AM e N ∈ BM. Se M é livre sobre A com
base {mi : i ∈ I} e N é livre sobre B com base {nj : j ∈ J}, então M ⊗ N é livre sobre
A⊗B com base {mi ⊗ nj : i ∈ I, j ∈ J}.

Demonstração. Vamos utilizar o item (ii) da Proposição 1.1.5, notando que, para a uni-
cidade de escrita, é suficiente mostrar a unicidade da escrita do elemento nulo.

Seja
∑
ml ⊗ nl ∈M ⊗N um elemento genérico. Então podemos escrever

∑
l

ml ⊗ nl =
∑
l

((∑
i

ri,lmi

)
⊗

(∑
j

sj,lnj

))
=
∑
i,j

(∑
l

(ri,l ⊗ sj,l)

)
(mi ⊗ nj).

Portanto, todo elemento de M⊗N pode ser escrito como uma combinação (A⊗B)-linear
do conjunto {mi ⊗ nj : i ∈ I, j ∈ J}.

Fixados i0 ∈ I e j0 ∈ J , como M e N são livres, existem morfismos pi0 : M → A e
qj0 : N → B tais que pi0(mi) = [i = i0] e qj0(nj) = [j = j0]. Em particular, pi0 e qj0 são
k-lineares, de onde existe um morfismo k-linear pi0 ⊗ qj0 : M ⊗N → A⊗B tal que

(pi0 ⊗ qj0)((r ⊗ s)(mi ⊗ nj)) = (pi0 ⊗ qj0)(rmi ⊗ snj)

= pi0(rmi)⊗ qi0(smj)

= rpi0(mi)⊗ sqi0(mj) = [i = i0][j = j0](r ⊗ s).

Com isso
∑

(r ⊗ s)i,j(mi ⊗ nj) = 0, onde (r ⊗ s)i,j ∈ A⊗B, implica em

0 = (pi0 ⊗ qj0)

(∑
i,j

(r ⊗ s)i,j(mi ⊗ nj)

)
=
∑
i,j

(pi0 ⊗ qj0)((r ⊗ s)i,j(mi ⊗ nj)) = (r ⊗ s)i0,j0 .

Portanto, é única a maneira de escrever o elemento nulo como combinação (A⊗B)-linear
do conjunto {mi⊗nj : i ∈ I, j ∈ J}. Assim, segue que M ⊗N é um (A⊗B)-módulo livre
com base {mi ⊗ nj : i ∈ I, j ∈ J}.

Utilizaremos este resultado no próximo capítulo da seguinte forma: seja A ∈ Algk,
então A[X] ∈ AM tem base {Xn : n ∈ N}. Portanto A[X]⊗ A[X] é um (A⊗ A)-módulo
à esquerda livre com base {X i ⊗Xj : i, j ∈ N}. Em particular, escrevendo

r ⊗ sX + pX ⊗ q = (r ⊗ s)(1⊗X) + (p⊗ q)(X ⊗ 1),
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segue do lema anterior que r ⊗ sX + pX ⊗ q = r′ ⊗ s′X + p′X ⊗ q′ em A[X] ⊗ A[X] se,
e somente se, r ⊗ s = r′ ⊗ s′ e p ⊗ q = p′ ⊗ q′ em A ⊗ A. Assim, se os elementos r ⊗ s
e p ⊗ q são conhecidos e r′ ⊗ s′ e p′ ⊗ q′ precisam ser determinados, o resultado acima
garante que é suficiente “igualar os coeficientes” de X i ⊗Xj em ambas as escritas.

Uma última observação sobre o produto de álgebras de maneira geral. Se A,B ∈ Algk,
podemos definir funções iA : A → A ⊗ B por iA(r) = r ⊗ 1B e iB : B → A ⊗ B por
iB(s) = 1A ⊗ s. Pela bilinearidade de (r, s) 7→ r ⊗ s, temos que iA e iB são morfismos de
k-módulos e, pela definição do produto em A⊗B, temos

iA(rr
′) = rr′ ⊗ 1B = (r ⊗ 1B)(r

′ ⊗ 1B) = iA(r)iA(r
′)

de onde iA, e analogamente iB, são morfismos de anéis unitários e, para todo r⊗s ∈ A⊗B,
vale r ⊗ s = (r ⊗ 1B)(1A ⊗ s) = iA(r)iB(s). Como consequência, se em A vale uma
identidade r = r′, então em A⊗B vale a identidade

r ⊗ s = iA(r)iB(s) = iA(r
′)iB(s) = r′ ⊗ s.

Com isso podemos aplicar identidades das álgebras A em “partes dos tensores” de A⊗B,
o que será particularmente útil para os cálculos no contexto de álgebras de Hopf fracas.

Como consequência da Proposição 1.2.3, podemos definir uma k-álgebra através de
diagramas comutativos - esquemas de morfismos tais que qualquer caminho ligando os
mesmos pontos iniciais e finais devem ter composições iguais - ou seja, utilizando os
isomorfismos canônicos ▷ : k ⊗ A → A e ◁ : A ⊗ k → A, é equivalente (A, u) ser uma
k-álgebra e a tripla (A, µ, u) satisfazer os seguintes diagramas:

µ ◦ (µ⊗ idA) = µ ◦ (idA ⊗ µ),

A

A⊗ A

A⊗ A

A⊗ A⊗ A
µ⊗ idA

idA ⊗ µ µ

µ

µ ◦ (u⊗ idA) = ▷ e µ ◦ (idA ⊗ u) = ◁.

A

A⊗ A

A⊗ kk ⊗ A

u⊗ idA idA ⊗ u

µ

≃ ≃

Através desta descrição, podemos dualizar os diagramas - inverter o sentido dos mor-
fismos preservando os esquemas e isomorfismos - para obter uma nova estrutura, descrita
em função de módulos e morfismos.

Definição 1.2.7. Seja k um anel comutativo. Uma k-coálgebra é uma tripla (C,∆, ϵ),
onde C ∈ kM, ∆: C → C ⊗ C e ϵ : C → k são morfismos satisfazendo os diagramas:
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C

C ⊗ C

C ⊗ C

C ⊗ C ⊗ C
∆⊗ idC

idC ⊗∆ ∆

∆
C

C ⊗ C

C ⊗ kk ⊗ C

ϵ⊗ idC idC ⊗ ϵ

∆

≃ ≃

O morfismo ∆ é chamado comultiplicação e ϵ é chamado counidade. Os diagramas
são chamados, respectivamente, de axioma da coassociatividade e axioma da cou-
nidade, em contraste com a associatividade e unidade das k-álgebras.

Apesar do axioma da counidade significar (ϵ ⊗ idC) ◦∆ = ▷−1, é comum utilizarmos
a identidade equivalente, ▷ ◦ (ϵ⊗ idC) ◦∆ = idC , e omitir o isomorfismo ▷. Desta forma,
para cada c ∈ C, denotando ∆(c) =

∑
(c) c1 ⊗ c2 ∈ C ⊗ C, temos

c =
∑
(c)

ϵ(c1)c2 =
∑
(c)

c1ϵ(c2),

enquanto o axioma da coassociatividade implica que as expressões

((∆⊗ idC) ◦∆)(c) = (∆⊗ idC)

∑
(c)

c1 ⊗ c2

 =
∑

(c),(c1)

c11 ⊗ c12 ⊗ c2,

e

((idC ⊗∆) ◦∆)(c) = (idC ⊗∆)

∑
(c)

c1 ⊗ c2

 =
∑

(c),(c2)

c1 ⊗ c21 ⊗ c22 ,

denotam o mesmo elemento. Portanto, podemos escrever

∆2(c) = ((∆⊗ idC) ◦∆)(c) =
∑
(c)

c1 ⊗ c2 ⊗ c3,

e, quando não houver a possibilidade de confusão, apenas ∆2(c) = c1 ⊗ c2 ⊗ c3. Mais
geralmente, definindo ∆i = (∆⊗ idC) ◦∆i−1, vamos denotar ∆i(c) = c1⊗· · ·⊗ ci+1. Uma
demonstração completa de que podemos simplificar a notação de ∆i desta forma pode ser
encontrada em [6, 1.1.11 Computation rule].

Exemplo 1.2.8. Abaixo listamos alguns exemplos de k-coálgebras.

(1) (k,∆, idk), onde ∆: k → k ⊗ k é dada por ∆(a) = a⊗ 1, para todo a ∈ k.

(2) Sejam X um conjunto e kX o k-módulo livre com base X. Então (kX ,∆, ϵ) é uma
coálgebra sobre k, onde

∆(x) = x⊗ x e ϵ(x) = 1, ∀x ∈ X.

(3) Pelo exemplo anterior, k[X] é uma k-coálgebra com ∆(Xn) = Xn⊗Xn e ϵ(Xn) = 1.
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(4) O módulo k[X] possui uma segunda estrutura de k-coálgebra, onde ∆(1) = 1 ⊗ 1,
ϵ(1) = 1 e, para todo n > 0, ϵ(Xn) = 0 e

∆(Xn) =
n∑

i=0

(
n

i

)
X i ⊗Xn−i.

(5) Seja (X,≺) um conjunto preordenado tal que, para quaisquer x, y ∈ X, o conjunto
{z ∈ X : x ≺ z ≺ y} seja finito. Considere X2

≺ o k-módulo livre de base {(x, y) ∈
X2 : x ≺ y}, então X2

≺ é uma coálgebra, com

∆((x, y)) =
∑

x≺z≺y

(x, z)⊗ (z, y) e ϵ((x, y)) = [x = y].

(6) Se k é um corpo e (A, µ, u) é uma k-álgebra de dimensão finita, então A∗ =
Homk(A, k), com ∆ = µ∗ e ϵ = u∗, é uma k-coálgebra, onde µ∗(f) = f ◦ µ e
u∗(f) = f ◦ u são as adjuntas, ou transpostas, usuais.

(7) Como consequência do exemplo (6), seja {eij : i, j = 1, . . . , n} a base canônica de
Mn(k), denotando a base dual de C = (Mn(k))

∗ por {Eij : i, j = 1, . . . , n}, onde
Eij(ers) = [i = r][j = s], temos que C é uma k-coálgebra com morfismos

∆(Eij) =
∑
l

Eil ⊗ Elj e ϵ(Eij) = [i = j].

Este exemplo pode ser obtido via (5) com X = {1, . . . , n} e 1 ≤ 2 ≤ · · · ≤ n ≤ 1.

Em contraste com os Lemas 1.2.4 e 1.2.5, podemos construir coálgebras a partir de
coálgebras conhecidas. Vamos denotar por CoAlgk o conjunto das k-coálgebras.

Lema 1.2.9. Sejam C,D ∈ CoAlgk. Então C ⊗D ∈ CoAlgk.

Demonstração. Considere ∆: C ⊗D → (C ⊗D)⊗ (C ⊗D), definida por

∆ = (idC ⊗ τ ⊗ idD) ◦ (∆C ⊗∆D),

onde τ : C ⊗D → D⊗C é o isomorfismo canônico, e ϵ : C ⊗D → k⊗ k ≃ k, definida por
ϵ(c⊗ d) = ϵC(c)ϵD(d). Então, para c ∈ C e d ∈ D, temos

((∆⊗ idC⊗D) ◦∆)(c⊗ d) = (∆⊗ idC⊗D)(c1 ⊗ d1 ⊗ c2 ⊗ d2)

= (c1 ⊗ d1 ⊗ c2 ⊗ d2)⊗ (c3 ⊗ d3)

= (c1 ⊗ d1)⊗ (c2 ⊗ d2 ⊗ c3 ⊗ d3)

= (idC⊗D ⊗∆)(c1 ⊗ d1 ⊗ c2 ⊗ d2)

= ((idC⊗D ⊗∆) ◦∆)(c⊗ d),

de onde vale o axioma da coassociatividade.

((ϵ⊗ idC⊗D) ◦∆)(c⊗ d) = (ϵ⊗ idC⊗D)(c1 ⊗ d1 ⊗ c2 ⊗ d2)

= (ϵC(c1)ϵD(d1)) ▷ (c2 ⊗ d2)

= ϵC(c1)c2 ⊗ ϵD(d1)d2

= c⊗ d,
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e também

((idC⊗D ⊗ ϵ) ◦∆)(c⊗ d) = (idC⊗D ⊗ ϵ)(c1 ⊗ d1 ⊗ c2 ⊗ d2)

= (c1 ⊗ d1) ▷ (ϵC(c2)ϵD(d2))

= c1ϵC(c2)⊗ d1ϵD(d2)

= c⊗ d.

Portanto vale o axioma da counidade. Logo (C ⊗D,∆, ϵ) é uma k-coálgebra.

Lema 1.2.10. Sejam C ∈ CoAlgk e ke ∈ kM um módulo livre de base {e}. Suponha que
existe g ∈ C tal que ∆C(g) = g⊗g e ϵC(g) = 1k. Então C ′ = ke⊕C possui uma estrutura
de coálgebra, onde ϵ(e) = 2 e cuja comultiplicação estende a comultiplicação de C.

Demonstração. Todo elemento x ∈ C ′ pode ser escrito, de maneira única, como x = re+c,
onde r ∈ k e c ∈ C. Considere as funções ∆: C ′ → C ′ ⊗ C ′ e ϵ : C ′ → k, definidas
respectivamente por

∆(re+ c) = r(g ⊗ g + f ⊗ f) + ∆C(c) e ϵ(re+ c) = 2r + ϵC(c),

onde f = e− g. Vamos mostrar que (C ′,∆, ϵ) é uma coálgebra sobre k. Primeiro, ∆ e ϵ
são morfismos de módulos, pois, para todo s ∈ k,

ϵ(s(re+ c)) = ϵ(sre+ sc) = 2sr + ϵC(sc) = s(2r) + sϵC(c) = sϵ(re+ c),

e também

∆(s(re+ c)) = ∆(sre+ sc)

= sr(g ⊗ g + f ⊗ f) + ∆C(sc)

= sr(g ⊗ g + f ⊗ f) + s∆C(c)

= s∆(re+ c),

onde, nas terceiras igualdades, utilizamos que ϵC e ∆C são morfismos de módulos. Em
particular, tomando r = 0, obtemos que ∆|C = ∆C . Ainda,

∆(f) = ∆(e− g) = ∆(e)−∆C(g) = (g ⊗ g + f ⊗ f)− g ⊗ g = f ⊗ f,

de onde calculamos

(∆⊗ idC′)∆(re+ c) = r(∆(g)⊗ g +∆(f)⊗ f) + (∆⊗ idC′)∆C(c)

= r(g ⊗ g ⊗ g + f ⊗ f ⊗ f) + (∆C ⊗ idC)∆C(c)

= r(g ⊗∆(g) + f ⊗∆(f)) + (idC ⊗∆C)∆C(c)

= (idC′ ⊗∆)∆(re+ c).

Ou seja, ∆ é coassociativo. Por fim, de f = e − g e ϵ(g) = 1k, segue que ϵ(f) = 1k,
enquanto que g1 ⊗ g2 = ∆(g) = g ⊗ g implica ϵC(g)g = g = gϵC(g). Logo

µ(uϵ⊗ idC′)∆(re+ c) = r(ϵC(g)g + ϵ(f)f) + ϵC(c1)c2 = r(g + f) + c = re+ c,

µ(idC′ ⊗ ϵ)∆(re+ c) = r(gϵC(g) + fϵ(f) + c1ϵC(c2) = r(g + f) + c = re+ c.

Portanto vale o axioma da counidade. Logo (C ′,∆, ϵ) é uma coálgebra sobre k.
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Vamos terminar esta seção construindo uma nova álgebra, a partir de uma álgebra e
uma coálgebra, a qual é fundamental para a definição de álgebras de Hopf fracas.

Sejam (A, µ, u) uma k-álgebra e (C,∆, ϵ) uma k-coálgebra. Então Homk(C,A), o
conjunto dos morfismos de k-módulos de C para A, possui uma estrutura de k-módulo,
dada por (a ▷ f)(c) = f(a ▷ c) = a ▷ f(c), para quaisquer a ∈ k, f ∈ Homk(C,A) e c ∈ C.
Dados f, g ∈ Homk(C,A), denote por f ∗ g a composição

C C ⊗ C A⊗ A A
∆ f ⊗ g µ

então f ∗ g ∈ Homk(C,A), por ser composição de morfismos, e (f ∗ g)(c) = f(c1)g(c2),
para cada c ∈ C. Como f e g são morfismos e im(u) ⊆ Z(A), dado a ∈ k, temos

((a ▷ f) ∗ g)(c) = f(a ▷ c1)g(c2)

= u(a)f(c1)g(c2) = (a ▷ (f ∗ g))(c)
= f(c1)u(a)g(c2)

= f(c1)g(a ▷ c2) = (f ∗ (a ▷ g))(c).

Portanto, a aplicação Homk(C,A)×Homk(C,A) → Homk(C,A), dada por (f, g) 7→ f ∗g,
é k-bilinear. Pela Propriedade Universal do Produto Tensorial existe um único morfismo
∗ : Homk(C,A)⊗Homk(C,A) → Homk(C,A) tal que ∗(f ⊗ g) = f ∗ g. Ainda, definindo
η : k → Homk(C,A) por η(a) = a ▷ (u ◦ ϵ), temos

(∗ ◦ (η ⊗ id))(a⊗ f)(c) = ((a ▷ (u ◦ ϵ)) ∗ f)(c)
= a ▷ u(ϵ(c1))f(c2)

= a ▷ (ϵ(c1) ▷ f(c2))

= a ▷ f(ϵ(c1)c2) = a ▷ f(c) = (a ▷ f)(c),

e analogamente ∗ ◦ (id⊗ η) = ▷. Logo Homk(C,A) é uma k-álgebra com η(1k) = u ◦ ϵ.

Definição 1.2.11. Sejam A ∈ Algk e C ∈ CoAlgk. A álgebra de convolução de C e
A é a k-álgebra (Homk(C,A), ∗, η) construída acima.

Em particular, se um k-módulo H possui tanto uma estrutura de álgebra quanto de
coálgebra - como k[X], kG, com G um grupo, e Mn(k), com a estrutura usual de k-álgebra
a estrutura de k-coálgebra do 1.2.8(2), tomando X = {eij : i, j = 1, . . . , n} - temos que
Endk(H) = Homk(H,H) possui a estrutura de álgebra de convolução, além da estrutura
proveniente da composição.

A álgebra de convolução será muito útil no desenvolvimento de equações envolvendo
álgebras de Hopf fracas, uma vez que diversas identidades podem ser facilmente traduzidas
nesta álgebra. Como exemplo, do axioma da counidade, vale ϵ(c1) ▷ c2 = c = c1 ◁
ϵ(c2) para todo c ∈ H. Sendo H uma álgebra temos u(ϵ(c1))c2 = c = c1u(ϵ(c2)), ou
equivalentemente,

(u ◦ ϵ) ∗ idH = idH = idH ∗ (u ◦ ϵ),

o que condiz com η(1k) = u ◦ ϵ ser a unidade de Endk(H).

A noção de morfismos entre álgebras e coálgebras será necessária adiante.
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Definição 1.2.12. Sejam A,B ∈ Algk e f : A→ B um morfismo de k-módulos. Então f
é dito um morfismo de álgebras se satisfaz

f ◦ µA = µB ◦ (f ⊗ f) e f ◦ uA = uB,

e um anti-morfismo de álgebras se f : A→ Bop = (B, µB ◦ τ, uB) for um morfismo de
álgebras. De maneira dual, para C,D ∈ CoAlgk e f : C → D um morfismo de k-módulos,
dizemos que f é um morfismo de coálgebras se satisfaz

(f ⊗ f) ◦∆C = ∆D ◦ f e ϵC = ϵD ◦ f,

e um anti-morfismo de coálgebras se f : C → Dcop = (D, τ ◦∆D, ϵD) for um morfismo
de coálgebras. Em ambos os casos, τ denota o isomorfismo canônico do produto tensorial.

A propriedade de um morfismo f : A→ B ser de álgebras, ou f : C → D de coálgebras,
pode ser representado através de diagramas comutativos, como:

morf. de álgebras

A⊗ A

A

B ⊗B

B

µA

f ⊗ f

µB

f
k

A B

uA uB

f

morf. de coálgebras

C

C ⊗ C

D

D ⊗D

∆C

f

∆D

f ⊗ f
k

C D

ϵC ϵD

f

Assim, a noção de morfismo de coálgebras é dual à noção de morfismo de álgebras.

1.3 Extensões de Ore
Nesta seção vamos motivar, definir e mostrar a existência das extensões de Ore, bem como
algumas propriedades que serão úteis no decorrer deste texto. Os resultados desta seção
foram originalmente publicados em [19] e, mais recentemente, em [11].

Seja A um anel. Então A[X] é um A-módulo à esquerda livre com base {Xn : n ∈ N}.
Portanto, para todo 0 ̸= p ∈ A[X], existe d ∈ N tal que p = a0 + a1X + · · · + adX

d,
com ad ̸= 0. Neste caso, denotaremos por deg(p) = d o grau de p. Quando p = 0 é o
polinômio nulo, definimos deg(0) = −∞. Estamos interessados em munir A[X] com um
estrutura de anel, de forma que i : A → A[X], r 7→ rX0, seja um morfismo de anéis -
portanto determina uma estrutura de extensão de A em A[X] - e tal que vale a regra do
grau: deg(pq) ≤ deg(p) + deg(q), para quaisquer p, q ∈ A[X].

Como A[X] =
⊕

n∈NAX
n, para todo r ∈ A, existem r0, . . . , rn ∈ A tais que

Xr = r0 + r1X + · · ·+ rnX
n,
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e, como deg(X) = 1 e deg(r) = 0, para valer a equação do grau, devemos ter deg(Xr) ≤ 1.
Ou seja, Xr = r1X + r0, onde possivelmente r1 = 0. Como tal escrita é única, vamos
denotar r1 = σ(r) e r0 = δ(r). Para que 1A[X] = i(1A) = 1AX

0, devem valer as igualdades

1AX = X = X1A = σ(1A)X + δ(1A),

ou seja, σ(1A) = 1A e δ(1A) = 0. Para que a multiplicação em A[X] seja associativa,
devemos ter

σ(rs)X + δ(rs) = X(rs) = (Xr)s

= (σ(r)X + δ(r))s

= σ(r)(Xs) + δ(r)s

= σ(r)(σ(s)X + δ(s)) + δ(r)s

= σ(r)σ(s)X + σ(r)δ(s) + δ(r)s.

Portanto, devem ser iguais, σ(rs) = σ(r)σ(s) e δ(rs) = δ(r)s + σ(r)δ(s). Para a compa-
tibilidade com a soma, deve valer

σ(r + s)X + δ(r + s) = X(r + s) = Xr +Xs

= σ(r)X + δ(r) + σ(s)X + δ(s)

= (σ(r) + σ(s))X + δ(r) + δ(s),

ou seja, σ e δ devem ser funções aditivas. Em particular, σ : A → A é um morfismo de
anéis.

Definição 1.3.1. Sejam A um anel e σ : A → A um endomorfismo. Uma função aditiva
δ : A→ A é chamada de σ-derivação se satisfaz δ(rs) = δ(r)s+ σ(r)δ(s), ∀r, s ∈ A.

Apesar de termos deduzido que deve valer δ(1A) = 0, para que i(1A) = 1A[X], não é
necessário incluir esta condição na definição de σ-derivação, pois

δ(1) = δ(12) = δ(1)1 + σ(1)δ(1) = 2δ(1),

de onde, subtraindo δ(1) da igualdade acima, obtemos novamente δ(1) = 0. A discussão
acima mostra propriedades necessárias para que um A-módulo à esquerda livre, com base
enumerável e satisfazendo a regra do grau, seja uma extensão de A. O próximo resultado
mostra que estas condições são suficientes.

Ao longo do próximo resultado, utilizaremos que todo grupo abeliano (G,+) tem uma
estrutura de Z-módulo, dada por ng =

∑n
i=1 g, se n > 0, ng =

∑n
i=1−g, se n < 0, e

0g = 0, para todo g ∈ G. Em particular, se A é um anel, então (A,+) e (A[X],+) são
Z-módulos, e um morfismo de Z-módulos é simplesmente uma função aditiva.

Proposição 1.3.2. Sejam A um anel, σ um endomorfismo de A e δ uma σ-derivação.
Então existe um anel R tal que:

(i) Existe um monomorfismo de anéis i : A→ R;

(ii) Existe y ∈ R tal que {yn : n ∈ N} é base de R como A-módulo à esquerda;

(iii) Para todo r ∈ A, vale yi(r) = i(σ(r))y + i(δ(r)).
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Demonstração. Seja E = End(A[X]) o anel dos morfismos de grupos A[X] → A[X]. Para
cada r ∈ A, associe i(r) : A[X] → A[X], tal que i(r)(p) = rp. Então, pela bilinearidade
da ação de A em A[X], temos que i(r) ∈ E, e i : A → E é uma função aditiva. Mais
ainda, i(r) ≡ 0 implica 0 = i(r)(1AX

0) = rX0 = r, portanto i é injetor e, para quaisquer
r, s ∈ A, vale i(rs)(f) = (rs)f = r(sf) = (i(r) ◦ i(s))(f). Logo i é um monomorfismo de
anéis.

Defina y : A[X] → A[X] por y(
∑
anX

n) =
∑
σ(an)X

n+1 + δ(an)X
n. Então

y

(
N∑

n=0

anX
n +

M∑
n=0

bnX
n

)
= y

max{N,M}∑
n=0

(an + bn)X
n


=

max{N,M}∑
n=0

σ(an + bn)X
n+1 + δ(an + bn)X

n

=

max{N,M}∑
n=0

(σ(an) + σ(bn))X
n+1 + (δ(an) + δ(bn))X

n

=
N∑

n=0

σ(an)X
n+1 + δ(an)X

n +
M∑
n=0

σ(bn)X
n+1 + δ(bn)X

n

= y

(
N∑

n=0

anX
n

)
+ y

(
M∑
n=0

bnX
n

)
,

logo y é aditiva e, portanto, y ∈ E. Disso, para todo f =
∑N

n=0 anX
n ∈ A[X], temos

(y ◦ i(a))(f) = y

(
N∑

n=0

aanX
n

)

=
N∑

n=0

σ(aan)X
n+1 + δ(aan)X

n

=
N∑

n=0

σ(a)σ(an)X
n+1 + (δ(a)an + σ(a)δ(an))X

n

= σ(a)
N∑

n=0

[σ(an)X
n+1 + δ(an)X

n] + δ(a)
N∑

n=0

anX
n

= (i(σ(a)) ◦ y + i(δ(a)))(f),

de onde y ◦ i(a) = i(σ(a)) ◦ y + i(δ(a)) e, portanto, yi(A) ⊆ i(A) + i(A)y. Suponha que,
para algum n ≥ 1, vale yni(A) ⊆

∑n
j=0 i(A)y

j. Então

y(yni(A)) ⊆ y

n∑
j=0

i(A)yj =
n∑

j=0

(yi(A))yj ⊆
n∑

j=0

(i(A) + i(A)y)yj =
n+1∑
j=0

i(A)yj.

Por indução, obtemos que a inclusão vale para todo n ∈ N. Consequentemente

i(A)yn · i(A)ym ⊆ i(A)

(
n∑

j=0

i(A)yj

)
ym =

n∑
j=0

i(A)ym+j.
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Isso mostra que R =
∑

n∈N i(A)y
n é um subanel de E, com i(A) ⊆ R e y ∈ R. Em

particular, i : A → R satisfaz (i) e (iii). Resta mostrar a unicidade da escrita. Para isso,
observe que y(1A) = σ(1A)X + δ(1A) = 1AX e suponha que, para algum n ≥ 0, vale
yn(1A) = 1AX

n+1, então

yn+1(1A) = y(yn(1A)) = y(1AX
n+1) = σ(1A)X

n+2 + σ(1A)X
n+1 = 1AX

n+2.

Logo a igualdade vale para todo n ∈ N. Agora, se
∑N

n=0 i(an) ◦ yn ≡ 0, então

0 =

(
N∑

n=0

i(an) ◦ yn
)
(1A) =

N∑
n=0

(i(an) ◦ yn)(1A) =
N∑

n=0

anX
n+1,

mas A[X] é um A-módulo à esquerda livre com base {Xn : n ∈ N}, de onde segue que
an = 0, para todo n ∈ N. Com isso {yn : n ∈ N} é uma base para R como A-módulo à
esquerda, de onde vale (ii).

No resultado acima mostramos a existência de um subanel R de End(A[X]) satisfa-
zendo (i)-(iii). Alternativamente, poderíamos definir uma multiplicação no módulo livre
A[X] e mostrar que tal operação é associativa e unitária. Como R e A[X] tem base enu-
merável, pela Proposição 1.1.5 teríamos que R ≃ A[X] como A-módulos à esquerda. O
próximo resultado, além de útil na demonstração dos resultados principais deste texto,
nos permitirá obter um isomorfismo de anéis entre quaisquer anéis satisfazendo (i)-(iii).

Proposição 1.3.3 (Propriedade Universal das Extensões de Ore). Sejam A um anel,
σ ∈ End(A) e δ uma σ-derivação. Se (R, i, y) satisfaz a Proposição 1.3.2 e (S, j, x) é
uma tripla tal que j : A → S é um morfismo de anéis (não necessariamente unitário)
satisfazendo

xj(r) = j(σ(r))x+ j(δ(r)), ∀r ∈ A, (1)

então existe um único morfismo de anéis f : R → S tal que f ◦ i = j e f(y) = j(1A)x.

Demonstração. Defina f : R → S por

f

(
N∑

n=0

i(rn)y
n

)
=

N∑
n=0

j(rn)x
n, (2)

então, de 1R = y0 e 1S = x0, obtemos (f ◦ i)(r) = j(r) e f(y) = f(i(1A)y) = j(1A)x. Para
mostrar que f é multiplicativa, dado m =

∑
i(rn)y

n ∈ R, temos

f(ym) = f

(
N∑

n=0

yi(rn)y
n

)

= f

(
N∑

n=0

(i(σ(rn))y + i(δ(rn)))y
n

)
(iii)

=
N∑

n=0

f(i(σ(rn))y
n+1) + f(i(δ(rn))y

n)

=
N∑

n=0

j(σ(rn))x
n+1 + j(δ(rn))x

n (2)
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=
N∑

n=0

(j(σ(rn))x+ j(δ(rn)))x
n

=
N∑

n=0

xj(rn)x
n (1)

= xf(m).

Suponha que, para k ≥ 1, vale f(ykm) = xkf(m). Então

f(yk+1m) = f(yykm) = xf(ykm) = xxkf(m) = xk+1f(m).

Por indução, obtemos

f(ykm) = xkf(m), ∀k ∈ N, (3)

Agora, dado s ∈ A, por i e j serem morfismos de anéis, temos

f(i(s)m) = f

(
N∑

n=0

i(srn)y
n

)
(2)
=

N∑
n=0

j(srn)x
n = j(s)f(m). (4)

de onde, se m′ ∈ R, então

f(mm′) = f

(
N∑

n=0

(i(rn)y
n)m′

)

=
N∑

n=0

f(i(rn)(y
nm′))

=
N∑

n=0

j(rn)f(y
nm′) (4)

=
N∑

n=0

j(rn)x
nf(m′) (3)

=

(
N∑

n=0

j(rn)x
n

)
f(m′)

= f

(
N∑

n=0

i(rn)y
n

)
f(m′)

= f(m)f(m′).

Logo f é multiplicativa. Para a unicidade de f , se (j(1A)x)n = j(1A)x
n, para algum n ≥ 1

- notando que (f(1A)x)
1 = j(1A)x = j(1A)x

1 - então

(j(1A)x)
n+1 = j(1A)x(j(1A)x)

n

= j(1A)xj(1A)x
n (h.i.)

= j(1A)[j(σ(1A))x+ j(δ(1A))]x
n (1)

= j(1A)[j(1A)x]x
n

= j(1A)x
n+1.
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Logo, por indução, obtemos (j(1A)x)n = j(1A)x
n, para todo n ∈ N. Com isso, se f ′ : R →

S é um morfismo aditivo e multiplicativo satisfazendo f ′ ◦ i = j e f ′(y) = j(1A)x, então

f ′

(
N∑

n=0

i(rn)y
n

)
=

N∑
n=0

(f ′ ◦ i)(rn)f ′(y)n

=
N∑

n=0

j(rn)(j(1A)x)
n

=
N∑

n=0

j(rn)j(1A)x
n = f

(
N∑

n=0

i(rn)y
n

)
,

de onde f ′ = f .

No enunciado da última proposição, apontamos que j : A → S é um morfismo de
anéis não necessariamente unitário. Como 1R = i(1A) e f ◦ i = j, se j(1A) = 1S, então
f(1R) = j(1A) = 1S, enquanto que, se f(1R) = 1Sd, então j(1A) = f(1R) = 1S. Ou seja,
f é unitário se, e somente se, j for unitário, e neste caso f(y) = j(1A)x = x e f é um
morfismo de A-módulos à esquerda, onde as estruturas de R e S são induzidas por i e j.

Com isso, se (R, i, y) e (S, j, x) satisfazem a Proposição 1.3.2 então, da Unicidade via
Propriedade Universal, obtemos que R ≃ S, como A-módulos à esquerda e como anéis.
Mais ainda, como existe um isomorfismo de A-módulos à esquerda g : R → A[X] tal que
g(y) = X, podemos induzir uma multiplicação em A[X] por m(p, q) = g(g−1(p)g−1(q)),
de forma que: (A[X], g◦ i,X) satisfaz a Proposição 1.3.2; (g◦ i)(1A) = g(1R) = 1A[X] = 1A
e, como g e i são morfismos de módulos, obtemos (g ◦ i)(r) = r, para todo r ∈ A.

Definição 1.3.4. Sejam A um anel, σ ∈ End(A) e δ uma σ-derivação. Uma extensão
de Ore associada a σ e δ é uma tripla (R, j,X) satisfazendo a Proposição 1.3.2. Neste
caso podemos assumir A ⊆ R e vamos denotar R = A[X;σ, δ].

Exemplo 1.3.5. Abaixo listamos alguns exemplos de extensões de Ore.

(1) A identidade id : A→ A, r 7→ r, é sempre um morfismo de anéis, e a aplicação nula
0: A → A, r 7→ 0, é uma σ-derivação para todo morfismo σ. Em particular, o anel
de polinômios A[X] = A[X; id, 0] é uma extensão de Ore.

(2) Sejam k um anel comutativo, A = k[t], q ∈ k \ {0} e σ : A → A tal que tn 7→ qntn.
Então k[t][X;σ, 0] é uma extensão de Ore, onde Xt = qtX.

(3) Sejam σ ∈ End(A), q ∈ A. Defina δ : A→ A por δ(r) = qr− σ(r)q. Então δ é uma
σ-derivação e A[X;σ, δ] é uma extensão de Ore, onde Xr = σ(r)(X − q) + qr.

(4) Seja A = C∞(R) o anel das funções R → R infinitamente diferenciáveis. Considere
d
dt
: A → A o operador de derivação, f 7→ df/dt = f ′. Então δ é uma idA-derivação

e C∞(R)[X; id, d
dt
] é uma extensão de Ore, onde f ′ = Xf − fX.

Vamos finalizar esta seção com alguns resultados sobre o cálculo em extensões de
Ore. Para o primeiro, como Xnr ∈ A[X;σ, δ], pela regra do grau, devem existir únicos
r0, . . . , rn ∈ A tais que Xnr = r0 + r1X + · · · + rnX

n. Os coeficientes rj, j = 0, . . . , n,
podem ser determinados explicitamente via uma expressão combinatória, porém, uma
versão mais simples deste resultado será suficiente para este trabalho.
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Lema 1.3.6. Sejam A[X;σ, δ] uma extensão de Ore, r ∈ A e n ∈ N. Então existem
r1, . . . , rn−1 ∈ A tais que

Xnr = σn(r)Xn + δn(r) +
n−1∑
j=1

rjX
j.

Demonstração. Por indução, se n = 0, então X0r = r, enquanto que o lado direito da
igualdade enunciada possui apenas o termo livre, δ0(r) = id(r) = r. Supondo a fórmula
válida para algum n ≥ 0, obtemos

Xn+1r = Xn[Xr] = Xn[σ(r)X + δ(r)] = [Xnσ(r)]X +Xnδ(r)

=

[
σn(σ(r))Xn + δn(σ(r)) +

n−1∑
j=1

σ(r)jX
j

]
X (h.i.)

+ σn(δ(r))Xn + δn(δ(r)) +
n−1∑
j=1

δ(r)jX
j

= σn+1(r)Xn+1 + δn+1(r)

+

[
δn(σ(r))X + σn(δ(r))Xn +

n−1∑
j=1

σ(r)jX
j+1 +

n−1∑
j=1

δ(r)j)X
j

]
.

Notando que o termo entre colchetes na última igualdade contém apenas termos com grau
entre 1 e n, segue que podemos escrever

Xn+1r = σn+1(r)Xn+1 + δn+1(r) +
n∑

j=1

rjX
j.

Em alguns momentos estaremos interessados apenas no coeficiente líder de um polinô-
mio em A[X;σ, δ] - neste caso vamos denotar p =

∑N
n=0 rnX

n = rNX
N +O(XN−1) - ou

no coeficiente linear - e neste caso escrevemos p = r0 + p′X onde p′ ∈ A[X;σ, δ].

Seja A[X;σ, δ] uma extensão de Ore. Considere U(δ) o A-submódulo à esquerda de
AA gerado por δ(A), ou seja, o conjunto das somas finitas da forma rδ(s), r, s ∈ A. Então
U(δ) é um ideal à esquerda de A por definição, e como δ é uma σ-derivação, vale

rδ(ss′) = r(δ(s)s′ + σ(s)δ(s′)) = rδ(s)s′ + rσ(s)δ(s′),

de onde rδ(s)s′ = rδ(ss′)− rσ(s)δ(s′) ∈ U(δ). Logo U(δ) é um ideal bilateral que, como
ideal, é gerado por δ(A). Mais ainda, de δ(rδ(s)) = δ(r)δ(s) + σ(r)δ2(s) ∈ U(δ), obtemos
δ(U(δ)) ⊆ U(δ) - portanto U(δ) é um ideal δ-invariante, também chamado δ-ideal.

Lema 1.3.7. Sejam k um anel comutativo, A uma k-álgebra, g ∈ A, A[X;σ, δ] uma
extensão de Ore de A e U(δ) o ideal bilateral de A gerado por δ(A). Suponha que A[X;σ, δ]

seja uma k-álgebra. Então, para todo n ∈ N, existem C
(n)
i,j ∈ A tais que

(X ⊗ 1 + g ⊗X)n =
n∑

i,j=0

C
(n)
i,j X

i ⊗Xj,

onde C(n)
n,0 = 1, C(n)

0,n = gn e, para todo j < n, C(n)
j,0 = 0 e C(n)

0,j ∈ U(δ).
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Demonstração. Vamos obter os elementos C(n)
i,j destacados por indução. Se n = 1, temos

(X ⊗ 1 + g ⊗X)1 = 1X1 ⊗X0 + gX0 ⊗X1 + 0X0 ⊗X0,

portanto C(1)
1,0 = 1, C(1)

0,1 = g e C(1)
0,0 = 0 ∈ U(δ). Suponha o enunciado válido para algum

n ≥ 1, então

(X ⊗ 1 + g ⊗X)n+1

= (X ⊗ 1 + g ⊗X)

(
n∑

i,j=0

C
(n)
i,j X

i ⊗Xj

)

=
n∑

i,j=0

XC
(n)
i,j X

i ⊗Xj +
n∑

i,j=0

gC
(n)
i,j X

i ⊗XXj

=
n∑

i,j=0

(σ(C
(n)
i,j )X + δ(C

(n)
i,j ))X

i ⊗Xj +
n∑

i,j=0

gC
(n)
i,j X

i ⊗Xj+1

=
n∑

i,j=0

σ(C
(n)
i,j )X

i+1 ⊗Xj +
n∑

i,j=0

δ(C
(n)
i,j )X

i ⊗Xj +
n∑

i,j=0

gC
(n)
i,j X

i ⊗Xj+1.

Na expressão acima, o termo Xn+1 ⊗X0 ocorre apenas no somatório à esquerda quando
(i, j) = (n, 0), portanto C(n+1)

n+1,0 = σ(C
(n)
n,0) = σ(1) = 1. O termo X0 ⊗Xn+1 ocorre apenas

no somatório à direita quando (i, j) = (0, n), portanto C
(n+1)
0,n+1 = gC

(n)
0,n = ggn = gn+1.

Para l = 1, . . . , n, o termo X0 ⊗X l ocorre no segundo somatório quando (i, j) = (0, l), e
no terceiro somatório quando (i, j) = (0, l − 1), de onde

C
(n+1)
0,l = δ(C

(n)
0,l ) + gC

(n)
0,l−1 ∈ U(δ) + gU(δ) = U(δ),

enquanto o termo X l ⊗X0 ocorre no primeiro somatório quando (i, j) = (l − 1, 0), e no
segundo somatório quando (i, j) = (l, 0), portanto, de δ(1) = 0, obtemos

C
(n+1)
l,0 = σ(C

(n)
l−1,0) + δ(C

(n)
l,0 ) = σ(0) + δ([l = n]) = 0.

Por fim, X0 ⊗X0 ocorre somente no segundo somatório, com C
(n+1)
0,0 = δ(C

(n)
0,0 ) = 0.

No capítulo seguinte, bem como no lema acima, estaremos interessados nas extensões
de Ore que possuem estrutura de álgebra. Mais precisamente, se u : k → A é o mor-
fismo unidade e i : A → R = A[X;σ, δ] é o monomorfismo de anéis da Proposição 1.3.2,
queremos que a estrutura de k-álgebra em R seja definida pelo morfismo de anéis i ◦ u.

Lema 1.3.8. Sejam (A, u) uma álgebra sobre k e R = A[X;σ, δ] uma extensão de Ore de
A com monomorfismo i : A → R. Então (R, i ◦ u) é uma álgebra sobre k se, e somente
se, σ e δ são morfismos de k-módulos.

Demonstração. (⇒) A função i ◦ u é um morfismo de anéis, pois i e u o são. Se (R, iu) é
uma álgebra sobre k, então im(iu) ⊆ Z(R). Em particular, deve valer

i(u(a))X
hip.
= Xi(u(a))

1.3.2
= i(σ(u(a)))X + i(δ(u(a))).
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Como R ≃
⊕

n∈NAX
n e i é um monomorfismo, segue que σ(u(a)) = u(a) e δ(u(a)) = 0,

para todo a ∈ k. Como σ é um morfismo de anéis, a condição σ(u(a)) = u(a) implica

σ(u(a)r) = σ(u(a))σ(r) = u(a)σ(r), ∀a ∈ k, r ∈ A.

Ou seja, σ deve ser um morfismo de módulos. Por outro lado, como δ é uma σ-derivação,
a condição δ(u(a)) = 0 implica

δ(u(a)r) = δ(u(a))r + σ(u(a))δ(r) = u(a)δ(r), ∀a ∈ k, r ∈ A.

Portanto δ é um morfismo de módulos.
(⇐) Suponha que R = A[X;σ, δ], onde σ e δ são morfismos de módulos. Então, para

todo a ∈ k, valem

u(a) = u(a)σ(1A) = σ(u(a)1A) = σ(u(a)) e δ(u(a)) = u(a)δ(1A) = 0.

De ondeXi(u(a)) = i(σ(u(a)))X+i(δ(u(a)) = i(u(a))X. Ou seja, para todo a ∈ k, i(u(a))
comuta com X, e consequentemente com Xn, para todo n ∈ N. Como im(u) ⊆ Z(A),

i(u(a))i(r) = i(u(a)r) = i(ru(a)) = i(r)i(u(a)), ∀r ∈ A.

Ou seja, i(u(a)) comuta com todo elemento da forma i(r), e consequentemente com todo
elemento da forma i(r)Xn, para todo n ∈ N. Isso mostra que im(i ◦ u) ⊆ Z(R).

Ao longo desta seção, definimos e consideramos apenas extensões de Ore como módulos
à esquerda livres de base {Xn : n ∈ N}. Quando σ for um morfismo de anéis bijetor, ou
seja, σ ∈ Aut(A), podemos considerar A[X;σ, δ] como um A-módulo à direita com mesma
base.

Proposição 1.3.9. Seja A[X;σ, δ] uma extensão de Ore. Se σ ∈ Aut(A), então A[X;σ, δ]
é um A-módulo à direita livre de base {Xn : n ∈ N}, via multiplicação.

Demonstração. Vamos mostrar primeiro a unicidade da escrita do elemento nulo. Supo-
nha que existem r0, . . . , rN ∈ A, com rN ̸= 0, tais que

∑
Xnrn = 0, então

0 =
N∑

n=0

Xnrn =
N∑

n=0

σn(rn)X
n +O(Xn−1) = σN(rN)X

N +O(XN−1),

de onde σN(rN) = 0. Como σ, e consequentemente σN , é injetiva, deve ser rN = 0, o que
é um absurdo. Portanto não é possível escrever o elemento nulo como uma combinação
linear à direita não nula de {Xn : n ∈ N}.

Para mostrar que todo elemento de A[X;σ, δ] pode ser escrito como combinação linear
à direita, vamos utilizar indução em n = deg(p). Se n = 0 então existe r0 ∈ A tal que
p = r0 = 1r0 e não há mais nada a mostrar. Suponha que, para algum n > 0, todo
elemento p ∈ R[X;σ, δ] com deg(p) < n, escrito na base à esquerda, pode ser escrito como
uma combinação linear à direita de {Xn : n ∈ N}.

Dado f ∈ A[X;σ, δ] com deg(f) = n, escreva f =
∑n

i=0 riX
i e

g := f −Xnσ−n(rn) = f − rnX
n +O(Xn−1) = O(Xn−1),

ou seja, deg(g) < n. Pela hipótese de indução, podemos escrever g =
∑n−1

i=0 X
isi. Substi-

tuindo g na definição acima, obtemos

f = Xnσ−n(rn) +
n−1∑
i=0

X isi ∈
n∑

i=0

X iA

logo A[X;σ, δ] é gerado, como A-módulo à direita, por {Xn : n ∈ N}.
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Uma extensão de Ore R de A é uma maneira de estender a estrutura do anel A para
um "módulo de dimensão infinita" de maneira controlada e tal que a inclusão i : A→ R,
em geral, não satisfaz im(i) ⊆ Z(R). Portanto, as extensões de Ore dão exemplos de
extensões que não são álgebras.

No próximo capítulo estaremos interessados em estender não só a estrutura de anel,
mas a estrutura de álgebra de Hopf fraca de uma k-álgebra A, k sendo um anel comutativo,
para sua extensão de Ore R.

1.4 Álgebras de Hopf fracas
Nesta seção vamos definir álgebras de Hopf fracas e desenvolver identidades que serão
úteis para se fazer cálculos nesse contexto, tendo como objetivo final dois resultados:
mostrar que a antípoda de uma álgebra de Hopf fraca é um anti-morfismo de álgebras e
de coálgebras; e caracterizar quando uma álgebra de Hopf fraca é uma álgebra de Hopf.
As principais referências desta seção são [4] e [8]. Alguns resultados presentes nas refe-
rências anteriores, cuja demonstração foi apresentada apenas em dimensão finita, foram
encontrados em sua forma mais geral em [7].

Para fins de comparação, vamos começar definindo e dando exemplos de álgebras de
Hopf e, em seguida, passaremos ao estudo das álgebras de Hopf fracas. Nesta seção k
denotará um anel comutativo.

Definição 1.4.1. Uma álgebra de Hopf é uma sêxtupla (H,µ, u,∆, ϵ, S), onde:

(H1) (H,µ, u) é uma k-álgebra;

(H2) (H,∆, ϵ) é uma k-coálgebra;

(H3) µ e u são morfismos de coálgebras, ou equivalentemente, ∆ e ϵ são morfismos de
álgebras;

(H4) S ∈ Endk(H) satisfaz S ∗ id = u ◦ ϵ = id ∗ S.

Exemplo 1.4.2. Abaixo listamos algumas álgebras que possuem estrutura de álgebra de
Hopf, e outras que não podem ser munidas de tal estrutura.

(1) O anel base k com a estrutura de álgebra trivial, (k,m, id), e a estrutura de coálgebra
do Exemplo 1.2.8(1), é uma álgebra de Hopf com S = id.

(2) Sejam G um grupo e kG a álgebra de grupo do Exemplo 1.2.2(4) com a estrutura de
coálgebra do Exemplo 1.2.8(2), então kG é uma de álgebra de Hopf com S(g) = g−1,
para todo g ∈ G.

(3) O anel k[X] com a estrutura usual de álgebra de polinômios e a estrutura de coál-
gebra do Exemplo 1.2.8(3) satisfaz (H1)-(H3) da definição acima, mas não pode ser
munido com uma estrutura de álgebra de Hopf, pois, neste caso, S deveria satisfazer

1k[X] = (u ◦ ϵ)(X) = (S ∗ id)(X) = S(X)X,

mas X não possui um inverso à esquerda no anel k[X].



CAPÍTULO 1. PRÉ-REQUISITOS 30

(4) O anel k[X] com a estrutura usual de álgebra de polinômios e a estrutura de coál-
gebra do Exemplo 1.2.8(4) admite uma estrutura de álgebra de Hopf. Neste caso,
S(1) = 1, e portanto

0 = (u ◦ ϵ)(X) = (S ∗ id)(X) = S(X)1 + S(1)X,

de onde obtemos que a identidade (H4) é satisfeita para S(X) = −X. Veremos
adiante que S é um anti-morfismo de álgebras, de onde, dado n ∈ N, a identidade
S(X) = −X implicará em S(Xn) = (S(X))n = (−1)nX, determinando S para todo
elemento de k[X].

(5) Quando k é um anel simples (sem ideais bilaterais não triviais), a álgebra de matrizes
Mn(k), com n > 1, não admite nenhuma estrutura de coálgebra que satisfaça (H3).
Neste caso, Mn(k) também é simples e, para que ϵ : Mn(k) → k seja um morfismo
de álgebras, ker(ϵ) deve ser ideal bilateral. Se ker(ϵ) = 0, então Mn(k) ≃ k como
anéis, o que ocorre somente se n = 1, enquanto que ker(ϵ) = Mn(k) implica em
c = (ϵ⊗ id)∆(c) = 0, ∀c ∈Mn(k), o que também é um absurdo.

Os exemplos (2) e (3) acima mostram que a comultiplicação de um elemento ser “a mais
simples possível” - no sentido de não ser uma soma com mais de um termo - está associada
com a inversibilidade do elemento, sendo (4) uma maneira de contornar a definição da
comultiplicação para elementos não inversíveis, enquanto o exemplo (5) simplesmente
mostra a incompatibilidade da estrutura matricial com a noção de álgebras de Hopf.

Existem diversas motivações distintas para a definição de álgebras de Hopf fracas, mas
aqui estaremos interessados em definir uma estrutura mais geral que álgebras de Hopf,
que englobe as álgebras de matrizes - e consequentemente, as álgebras de grupóides, como
veremos adiante - e cuja expressão para comultiplicação de um elemento ser “simples”
esteja “um pouco menos” relacionada a sua inversibilidade.

Definição 1.4.3. Uma álgebra de Hopf fraca é uma sextupla (H,µ, u,∆, ϵ, S), onde:

(W1) (H,µ, u) é uma k-álgebra;

(W2) (H,∆, ϵ) é uma k-coálgebra;

(W3) A comultiplicação ∆ preserva a multiplicação de H para H ⊗H e satisfaz

(∆(1)⊗ 1)(1⊗∆(1)) = ∆2(1) = (1⊗∆(1))(∆(1)⊗ 1);

(W4) A counidade ϵ satisfaz as identidades

ϵ(abc) = ϵ(ab1)ϵ(b2c) = ϵ(ab2)ϵ(b1c), ∀a, b, c ∈ H;

(W5) Denotando ∆(1) = 11 ⊗ 12 ∈ H ⊗H, a antípoda S ∈ Endk(H) satisfaz

(a) S ∗ id ∗ S = S;

(b) (S ∗ idH)(a) = 11ϵ(a12), ∀a ∈ H;

(c) (idH ∗ S)(a) = ϵ(11a)12, ∀a ∈ H.
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Em [4], uma quíntupla (H,µ, u,∆, ϵ) satisfazendo (W1)-(W4) é chamada biálgebra
fraca, ou WBA, e para álgebras de Hopf fracas é utilizada a sigla WHA.

Antes de apresentar exemplos de WHA’s será útil reescrever o axioma (W3) mais
explicitamente. Considere duas escritas ∆(1) ∆(1) = 11 ⊗ 12 = 1′1 ⊗ 1′2. Então, de (W3),
são equivalentes

(∆(1)⊗ 1)(1⊗∆(1)) = ∆2(1) = (1⊗∆(1))(∆(1)⊗ 1),

(11 ⊗ 12 ⊗ 1)(1⊗ 1′1 ⊗ 1′2) = ∆2(1) = (1⊗ 11 ⊗ 12)(1
′
1 ⊗ 1′2 ⊗ 1),

11 ⊗ 121
′
1 ⊗ 1′2 = 11 ⊗ 12 ⊗ 13 = 1′1 ⊗ 111

′
2 ⊗ 12,

e trocando 11 ⊗ 12 com 1′1 ⊗ 1′2 na expressão à direita, obtemos ainda

11 ⊗ 121
′
1 ⊗ 1′2 = 11 ⊗ 1′112 ⊗ 1′2.

De forma prática, estas são as igualdades que interessam quando referenciamos (W3).

Exemplo 1.4.4. Abaixo listamos alguns exemplos de álgebras de Hopf fracas.

(1) Toda álgebra de Hopf é uma WHA.

Se ∆ é um morfismo de álgebras, então preserva a multiplicação e ∆(1) = 1⊗ 1, de
onde os três termos em (W3) se tornam 1⊗ 1⊗ 1.

Se ϵ é um morfismo de álgebras, então ϵ(xy) = ϵ(x)ϵ(y) e, pelo axioma da counidade
e por ϵ ser um morfismo de módulos, temos ϵ(b) = ϵ((u◦ ϵ)(b1)b2) = ϵ(b1)ϵ(b2). Logo

ϵ(abc) = ϵ(a)ϵ(b)ϵ(c) = ϵ(a)ϵ(b1)ϵ(b2)ϵ(c) = ϵ(ab1)ϵ(b2c).

A segunda identidade de (W4) segue da comutatividade de k.

Por fim, de ∆(1) = 1 ⊗ 1 temos ϵ(11a)12 = ϵ(a) = 11ϵ(a12), de onde (W5)(b) e
(W5)(c) correspondem a (H4), enquanto (W5)(a) é satisfeito, pois a unidade da
álgebra de convolução Endk(H) é dada por u ◦ ϵ. Assim,

(S ∗ id) ∗ S = (u ◦ ϵ) ∗ S = S.

(2) Para todo n > 1, a álgebra de matrizes Mn(k) possui uma estrutura de WHA.

Vamos definir tal estrutura utilizando que Mn(k) é um k-módulo livre de base
{eij : i, j = 1, . . . , n}, onde eij denota uma matriz elementar, e a Proposição 1.1.5(iii).

Defina ∆(eij) = eij⊗eij e ϵ(eij) = 1, para todos i, j = 1, . . . , n. Então, pelo Exemplo
1.2.8(2), (Mn(k),∆, ϵ) é uma coálgebra. Para verificar (W3), temos que

∆(eij)∆(ers) = (eij ⊗ eij)(ers ⊗ ers)

= eijers ⊗ eijers

= [j = r]eis ⊗ eis

= [j = r]∆(eis) = ∆(eijers),

e, como ∆(1) =
∑n

i=1∆(eii) =
∑n

i=1 eii ⊗ eii, calculamos

(∆(1)⊗ 1)(1⊗∆(1)) =
n∑

i,j,r,s=1

(eii ⊗ eii ⊗ ejj)(err ⊗ ess ⊗ ess)
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=
n∑

i,j,r,s=1

eiierr ⊗ eiiess ⊗ ejjess

= [i = r][i = s][j = s]
n∑

i,j,r,s=1

eii ⊗ eii ⊗ ejj

=
n∑

i=1

eii ⊗ eii ⊗ eii = · · · = (1⊗∆(1))(∆(1)⊗ 1),

e

∆2(1) =
n∑

i=1

∆(eii)⊗ eii =
n∑

i=1

(eii ⊗ eii)⊗ eii.

De (eij)1 ⊗ (eij)2 = ∆(eij) = eij ⊗ eij, temos

ϵ(eijers)ϵ(erseuv) = [j = r]ϵ(eis)[s = u]ϵ(erv) = [j = r][s = u]

= [j = r][s = u]ϵ(eiv) = ϵ(eijerseuv),

logo (W4) é válida para os elementos da base de Mn(k). Como ϵ é um morfismo,
a identidade vale para todo elemento de Mn(k). Por fim, definindo um morfismo
S : Mn(k) →Mn(k) por S(eij) = eji, obtemos

(S ∗ idH)(eij) = S(eij)eij = ejieij = ejj,

(idH ∗ S)(eij) = eijS(eij) = eijeji = eii,

consequentemente, ((S ∗ idH) ∗ S)(eij) = ejjeji = eji = S(eij), e também

11ϵ(eij12) =
n∑

r=1

errϵ(eijerr) =
n∑

r=1

[j = r]err = ejj = (S ∗ idH)(eij),

e

ϵ(11eij)12 =
n∑

r=1

ϵ(erreij)err =
n∑

r=1

[i = r]err = eii = (idH ∗ S)(eij),

logo (W5) vale para a base de Mn(k) e, portanto, para todos os elementos.

(3) Se H e L são WHA’s, então H ⊗ L possui uma estrutura de WHA.

Pelos Lemas 1.2.4 e 1.2.9, sabemos que H ⊗ L tem uma estrutura de álgebra e de
coálgebra. Denote ∆H(1H) = 11 ⊗ 12 = 1′1 ⊗ 1′2 e ∆L(1L) = 11 ⊗ 21 = 11

′ ⊗ 21
′, e

considere Γ a composição dos isomorfismos τ , de forma que

Γ: H ⊗ L⊗H ⊗ L⊗H ⊗ L→ H ⊗H ⊗H ⊗ L⊗ L⊗ L,

Γ(a⊗ b⊗ a′ ⊗ b′ ⊗ a′′ ⊗ b′′) = a⊗ a′ ⊗ a′′ ⊗ b⊗ b′ ⊗ b′′,

então Γ é um morfismo inversível, de onde

(∆(1H⊗L)⊗ 1H⊗L)(1H⊗L ⊗∆(1H⊗L))

= (11 ⊗ 11⊗ 12 ⊗ 21⊗ 1H ⊗ 1L)(1H ⊗ 1L ⊗ 1′1 ⊗ 11
′ ⊗ 1′2 ⊗ 21

′)

= 11 ⊗ 11⊗ 121
′
1 ⊗ 2111

′ ⊗ 1′2 ⊗ 21
′

= Γ−1((11 ⊗ 121
′
1 ⊗ 1′2)⊗ (11⊗ 2111

′ ⊗ 21
′))
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= Γ−1((11 ⊗ 12 ⊗ 13)⊗ (11⊗ 21⊗ 31)) (W3) p/ H,L

= 11 ⊗ 11⊗ 12 ⊗ 21⊗ 13 ⊗ 31

= (11 ⊗ 11)⊗∆(12 ⊗ 21)

= ((idH⊗L ⊗∆) ◦∆)(1H ⊗ 1L) = ∆2(1H⊗L),

e, analogamente, (1H⊗L ⊗∆(1H⊗L))(∆(1H⊗L)⊗ 1H⊗L) = ∆2(1H⊗L). Portanto vale
(W3) em H ⊗ L. Para (W4), como im(ϵ) ⊆ k e k é um anel comutativo, temos

ϵ((a⊗ b)(a′ ⊗ b′)(a′′ ⊗ b′′)) = ϵ(aa′a′′ ⊗ bb′b′′)

= ϵH(aa
′a′′)ϵL(bb

′b′′)

= ϵH(aa
′
1)ϵH(a

′
2a

′′)ϵL(bb
′
1)ϵL(b

′
2b

′′) (W4) p/ H,L

= ϵH(aa
′
1)ϵL(bb

′
1)ϵH(a

′
2a

′′)ϵL(b
′
2b

′′) (k = kop)

= ϵ(aa′1 ⊗ bb′1)ϵ(a
′
2a

′′ ⊗ b′2b
′′)

= ϵ((a⊗ b)(a′1 ⊗ b′1))ϵ((a
′
2 ⊗ b′2)(a

′′ ⊗ b′′))

= ϵ((a⊗ b)(a′ ⊗ b′)1)ϵ((a
′ ⊗ b′)2(a

′′ ⊗ b′′)).

Analogamente, mostra-se que vale a identidade

ϵ((a⊗ b)(a′ ⊗ b′)(a′′ ⊗ b′′)) = ϵ((a⊗ b)(a′ ⊗ b′)2)ϵ((a
′ ⊗ b′)1(a⊗ b)).

Considerando o morfismo S = SH ⊗ SL ∈ Endk(H ⊗ L), obtemos

(S ∗ idH⊗L)(a⊗ b) = S((a⊗ b)1)(a⊗ b)2

= S(a1 ⊗ b1)(a2 ⊗ b2)

= (SH(a1)⊗ SL(b1))(a2 ⊗ b2)

= SH(a1)a2 ⊗ SL(b1)b2

= 11ϵH(a12)⊗ 11ϵL(b 21) (W5)(b) p/ H,L

= (11 ⊗ 11)ϵH(a12)ϵL(b 21)

= (11 ⊗ 11)ϵ(a12 ⊗ b 21)

= (11 ⊗ 11)ϵ((a⊗ b)(12 ⊗ 21))

= (1H⊗L)1ϵ((a⊗ b)(1H⊗L)2),

de onde vale (W5)(b) para H ⊗ L. Analogamente, utilizando que vale o axioma
(W5)(c) em H e L, mostra-se que vale (W5)(c) em H ⊗ L. Por fim calculamos

(S ∗ idH⊗L ∗ S)(a⊗ b)

= S((a⊗ b)1)(a⊗ b)2S((a⊗ b)3)

= S(a1 ⊗ b1)(a2 ⊗ b2)S(a3 ⊗ b3)

= (SH(a1)⊗ SL(b1))(a2 ⊗ b2)(SH(a3)⊗ SL(b3))

= SH(a1)a2SH(a3)⊗ SL(b1)b2SL(b3)

= SH(a)⊗ SL(b) (W5)(a) p/ H,L

= S(a⊗ b).

Portanto S ∗ idH⊗L ∗ S = S e vale (W5)(a) em H ⊗ L.
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(4) Sejam H uma álgebra de Hopf e ke um módulo livre com base {e}. Então o módulo
H ′ = ke⊕H admite uma estrutura de álgebra de Hopf fraca sobre k, estendendo a
estrutura de álgebra de Hopf de H.

Todo elemento x ∈ H ′ pode ser escrito, de maneira única, como x = re + a, onde
r ∈ k e a ∈ H. Como H possui tanto estrutura de álgebra quanto de coálgebra,
segue dos Lemas 1.2.5 e 1.2.10, com g = 1H , que H ′ possui estrutura de álgebra e
de coálgebra, definidas por

u(r) = re, (re+ a)(se+ b) = rse+ (rb+ sa+ ab),

ϵ(re+ a) = 2r + ϵH(a), ∆(re+ a) = r(1H ⊗ 1H + f ⊗ f) + ∆H(a),

onde f = e− 1H . Vamos verificar o axioma (W3), para isso, como ∆ é morfismo de
módulos, para verificar que ∆ é multiplicativa, é suficiente mostrar que ∆(e) = ∆(e)2

e ∆(a) = ∆(e)∆(a) = ∆(a)∆(e), de onde teremos

∆(re+ a)∆(se+ b) = rs∆(e)2 + r∆(e)∆(b) + s∆(a)∆(e) + ∆(a)∆(b)

= rs∆(e) + r∆(b) + s∆(a) + ∆(ab)

= ∆(rse+ (rb+ sa+ ab))

= ∆((re+ a)(se+ b)).

Como f = e − 1H = 1H′ − 1H e 1H é idempotente em H ′, temos que f é um
idempotente ortogonal a 1H ∈ H ′, ou seja, 1Hf = f1H = 0 e f 2 = f , de onde
(1H ⊗ 1H)(f ⊗ f) = (f ⊗ f)(1H ⊗ 1H) = 0, e portanto

∆(e)2 = (1H ⊗ 1H + f ⊗ f)2

= (1H ⊗ 1H)
2 + (f ⊗ f)2

= 1H ⊗ 1H + f ⊗ f

= ∆(e).

Mais ainda, para todo a ∈ H, temos fa = ea − 1Ha = a − a = 0 e af = 0, logo
f ⊗ f anula H ⊗H, à direita e à esquerda, portanto

∆(e)∆(a) = (1H ⊗ 1H)∆H(a) + (f ⊗ f)∆H(a) = ∆(a),

∆(a)∆(e) = ∆H(a)(1H ⊗ 1H) + ∆H(a)(f ⊗ f) = ∆(a).

Isso mostra que ∆ é multiplicativa. Ao mostrar queH ′ possui estrutura de coálgebra,
notamos que ∆2(e) = 1H ⊗ 1H ⊗ 1H + f ⊗ f ⊗ f . Por outro lado, de 1Hf = f1H = 0
temos que (x⊗ f ⊗ y)(x′ ⊗ 1H ⊗ y′) = (x′ ⊗ 1H ⊗ y′)(x⊗ f ⊗ y) = 0, para quaisquer
x, x′, y, y′ ∈ H ′, de onde

(∆(e)⊗ e)(e⊗∆(e)) = (1H ⊗ 1H ⊗ e+ f ⊗ f ⊗ e)(e⊗ 1H ⊗ 1H + e⊗ f ⊗ f)

= 1H ⊗ 1H ⊗ 1H + f ⊗ f ⊗ f = ∆2(e)

= (e⊗ 1H ⊗ 1H + e⊗ f ⊗ f)(1H ⊗ 1H ⊗ e+ f ⊗ f ⊗ e)

= (e⊗∆(e))(∆(e)⊗ e).

Logo, vale (W3). Como toda álgebra de Hopf é uma álgebra de Hopf fraca, valem
ϵ(a1)ϵ(a2) = ϵ(a) e ϵ(ab1)ϵ(b2c) = ϵ(abc) = ϵ(ab2)ϵ(b1c), para quaisquer a, b, c ∈ H.
Como ϵ é morfismo de módulos e ϵ|H = ϵH ,

ϵ((re+ a)(se+ b)1)ϵ((se+ b)2(pe+ c))
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= ϵ((re+ a)s1H)ϵ(1H(pe+ c))

+ ϵ((re+ a)sf)ϵ(f(pe+ c))

+ ϵ((re+ a)b1)ϵ(b2(pe+ c))

= ϵ(rs1H + sa)ϵ(p1H + c)

+ ϵ(rsf)ϵ(pf) (fH = Hf = 0)

+ ϵ(rb1 + ab1)ϵ(pb2 + b2c)

= rsp+ rsϵ(c) + spϵ(a) + sϵ(a)ϵ(c) (ϵ(1H) = 1)

+ rsp (ϵ(f) = 1)

+ rpϵ(b) + rϵ(bc) + pϵ(ab) + ϵ(abc)

= 2rsp+ spϵ(a) + rpϵ(b) + rsϵ(c)

+ pϵ(ab) + sϵ(ac) + rϵ(bc) + ϵ(abc).

Por outro lado,

ϵ((re+ a)(se+ b)(pe+ c))

= ϵ((rse+ [rb+ sa+ ab])(pe+ c))

= ϵ(rspe+ (rsc+ p[rb+ sa+ ab] + [rb+ sa+ ab]c))

= ϵ(rspe) + ϵ(rsc) + ϵ(prb) + ϵ(psa)

+ ϵ(pab) + ϵ(rbc) + ϵ(sac) + ϵ(abc)

= 2rsp+ rsϵ(c) + prϵ(b) + psϵ(a)

+ pϵ(ab) + rϵ(bc) + sϵ(ac) + ϵ(abc).

Logo vale ϵ(xyz) = ϵ(xy1)ϵ(y2z), para quaisquer x, y, z ∈ H ′. A demonstração de
ϵ(xyz) = ϵ(xy2)ϵ(y1z) é análoga. Portanto vale (W4). Por fim, seja S : H ′ → H ′

definida por S(re + a) = re + SH(a). Então S é um morfismo de módulos, pois
S(s(re+ a)) = S(sre+ sa) = sre+ sSH(a) = sS(re+ a). Como

∆2(re+ a) = r(1H ⊗ 1H ⊗ 1H + f ⊗ f ⊗ f) + ∆2(a),

e S(f) = S(e)− S(1H) = e− 1H = f , temos que

(S ∗ idH′ ∗ S)(re+ a) = r[S(1H)1HS(1H) + rS(f)fS(f)] + S(a1)a2S(a3)

= r[1H + f ] + SH(a)

= re+ SH(a)

= S(re+ a),

de onde vale (W5)(a). Por fim, temos

(S ∗ idH′)(re+ a) = r[S(1H)1H + S(f)f ] + (SH ∗ idH)(a)
= r[1H + f ] + ϵH(a)1H

= re+ ϵH(a)1H

= r[1H + f ] + ϵH(a)1H

= r[1HS(1H) + fS(f)] + (idH ∗ SH)(a)

= (idH′ ∗ S)(re+ a),
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e

e1ϵ((re+ a)e2) = 1Hϵ((re+ a)1H) + fϵ((re+ a)f)

= 1Hϵ(r1H + a) + fϵ(rf) (Hf = 0)

= 1H(r + ϵH(a)) + fr

= r[1H + f ] + ϵH(a)1H (im(u) ⊆ Z(H ′))

= re+ ϵH(a)1H

= r[1H + f ] + ϵH(a)1H

= r1H + ϵ(a)1H + rf

= ϵ(r1H + a)1H + ϵ(rf)f (fH = 0)

= ϵ(1H(re+ a))1H + ϵ(f(re+ a))f

= ϵ(e1(re+ a))e2.

Ou seja, (S ∗ idH′)(x) = (idH′ ∗ S)(x) = e1ϵ(xe2) = ϵ(e1x)e2 = re + ϵH(a)1H , para
todo x = re + a ∈ H ′. Portanto valem (W5)(b) e (W5)(c). Logo (H ′, µ, u,∆, ϵ, S)
é uma álgebra de Hopf fraca sobre k.

(5) Sejam n ≥ 1 eH =
⊕n

i,j=1 keij o módulo livre sobre k com base {eij : i, j = 1, . . . , n}.
Então H é uma álgebra de Hopf fraca com

µ(eij ⊗ ers) = [i = r, j = s]eij, u(1k) =
n∑

i,j=1

eij,

ϵ(eij) = [i = j], ∆(eij) =
n∑

p=1

eip ⊗ epj e S(eij) = eji.

A tripla (H,µ, u) é uma álgebra, pois

µ(µ(eij ⊗ epq)⊗ ers) = [i = p, j = q]µ(eij ⊗ ers)

= [i = p, j = q][i = r, j = s]eij

= [i = p = r, j = q = s]eij

= [p = r, q = s][i = p, j = q]eij

= [p = r, q = s]µ(eij ⊗ epq) = µ(eij ⊗ µ(epq ⊗ ers)),

e

µ(u(a)⊗ eij) =
n∑

p,q=1

a ▷ µ(epq ⊗ eij) = a ▷ eij,

µ(eij ⊗ u(a)) =
n∑

p,q=1

a ▷ µ(eij ⊗ epq) = a ▷ eij.

A tripla (H,∆, ϵ) é uma coálgebra, pois

(∆⊗ idH)∆(eij) =
n∑

p=1

∆(eip)⊗ epj =
n∑

p,q=1

(eiq ⊗ eqp)⊗ epj
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=
n∑

p,q=1

eiq ⊗ (eqp ⊗ epj) =
n∑

q=1

eiq ⊗∆(eqj) = (idH ⊗∆)∆(eij),

e

µ(ϵ⊗ idH)∆(eij) =
n∑

p=1

ϵ(eip)epj =
n∑

p=1

[p = i]epj = eij,

µ(idH ⊗ ϵ)∆(eij) =
n∑

p=1

eipϵ(epj) =
n∑

p=1

[p = j]eip = eij.

Para (W3), verificamos que ∆ é multiplicativo,

∆(eij)∆(ers) =

(
n∑

p=1

eip ⊗ epj

)(
n∑

q=1

erq ⊗ eqs

)
=

n∑
p,q=1

eiperq ⊗ epjeqs

= [i = r, j = s]
n∑

p=1

eip ⊗ epj = [i = r, j = s]∆(eij) = ∆(eijers),

enquanto que

(∆(1H)⊗ 1H)(1H ⊗∆(1H)) =

(
n∑

i,j,p,r,s

eip ⊗ epj ⊗ ers

)(
n∑

u,v,q,x,y

euv ⊗ exq ⊗ eqy

)

=
n∑

i,j,p,r,s
u,v,q,x,y

eipeuv ⊗ epjexq ⊗ erseqy

=
n∑

i,s,p,q

eip ⊗ epq ⊗ eqs = ∆2(1H).

Como H é comutativo, temos

(∆(1H)⊗ 1H)(1H ⊗∆(1H)) = (1H ⊗∆(1H))(∆(1H)⊗ 1H),

portanto vale (W3). Para verificar (W4), calculamos

ϵ(eij(euv)1)ϵ((euv)2ers) =
n∑

p=1

ϵ(eijeup)ϵ(epvers)

=
n∑

p=1

(
[i = u, j = p]ϵ(eij)

)(
[p = r, v = s]ϵ(ers)

)
=

n∑
p=1

(
[i = u, j = p][i = j]

)(
[p = r, v = s][r = s]

)
=
(
[i = u, j = r][i = j]

)(
[j = r, v = s][r = s]

)
= [i = u = r, j = v = s][i = j]

= [i = u = r, j = v = s]ϵ(eij)

= ϵ(eijeuvers).
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Analogamente, mostra-se que valem as igualdades

ϵ(eij(euv)2)ϵ((euv)1ers) = ϵ(eijeuvers) = [i = j = u = v = r = s].

Portanto vale (W4). Para mostrar (W5), temos por um lado que

ϵ(11eij)12 =
n∑

r,s,p=1

ϵ(erpeij)eps =
n∑

s=1

ϵ(eij)ejs =
n∑

s=1

[i = j]ejs,

11ϵ(eij12) =
n∑

r,s,p=1

erpϵ(eijeps) =
n∑

r=1

ϵ(eij)eri =
n∑

r=1

[i = j]eri.

Por outro, calculamos

(idH ∗ S)(eij) =
n∑

p=1

eipS(epj) =
n∑

p=1

eipejp =
n∑

p=1

[i = j]ejp = ϵ(11eij)12,

(S ∗ idH)(eij) =
n∑

p=1

S(eip)epj =
n∑

p=1

epiepj =
n∑

p=1

[i = j]epi = 11ϵ(eij12).

Portanto, valem (W5)(b) e (W5)(c). Por fim, temos

((S ∗ idH) ∗ S)(eij) =
n∑

p,q=1

[S(eiq)eqp]S(epj)

=
n∑

p,q=1

[eqieqp]ejp

=
n∑

q=1

eqieji

= eji = S(eij).

De onde (H,µ, u,∆, ϵ, S) é uma álgebra de Hopf fraca sobre k.

Como consequência dos exemplos (1)-(3) acima, podemos produzir novas álgebras
de Hopf fracas a partir de álgebras de Hopf, tomando o produto tensorial por Mn(k).
No próximo capítulo mostraremos que, se G é um grupóide conexo, então a álgebra de
grupóide kG é isomorfa a kG ⊗Mn(k) ≃ Mn(kG) como álgebras de Hopf fracas, e esta
caracterização tornará mais fácil o processo de determinar os caracteres de kG, bem como
outros elementos importantes para o resultado central deste texto.

O Exemplo 1.4.4(4) foi proposto em [5], no contexto de álgebras de Hopf fracas sobre
corpos de característica zero, como um método de obter uma álgebra de Hopf fraca H ′ a
partir de uma álgebra de Hopf H, aumentando a dimensão de H em 1. Este método foi
chamado de “construção tipo de Kaplansky”, assim, mencionaremos H ′ como uma álge-
bra de Hopf fraca de Kaplansky. O Exemplo 1.4.4(5) é um caso particular de uma
“álgebra de face de Hayashi”, geralmente apresentada como uma biálgebra fraca associada
a um grafo orientado - vide [13, Example 2.6]. No caso em que o grafo não possui arestas,
esta álgebra admite a estrutura de álgebra de Hopf fraca apresentada acima. Mencionare-
mos este exemplo como uma álgebra de Hopf fraca de Hayashi. No próximo capítulo,
vamos calcular os caracteres e elementos group-like fracos das álgebras de Hopf fracas de
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Kaplansky e de Hayashi.

Para o restante desta seção, (H,µ, u,∆, ϵ, S) denotará uma álgebra de Hopf fraca sobre
um anel comutativo k. No decorrer deste texto, serão essenciais as funções

ϵt : H → H ϵs : H → H ϵ′t : H → H ϵ′s : H → H

a 7→ ϵ(11a)12 a 7→ 11ϵ(a12) a 7→ ϵ(a11)12 a 7→ 11ϵ(12a)

as quais são morfismos de k-módulos, por serem composições dos morfismos ∆, µ, ϵ
e τ e da ação ϵ(a) ▷ b = (u ◦ ϵ)(a)b. No caso de H ser uma álgebra de Hopf, temos
ϵt = ϵs = ϵ′t = ϵ′s = uϵ, e no contexto de álgebras de Hopf fracas, valem ϵt = idH ∗ S e
ϵs = S∗idH . Os resultados desta seção contém itens com afirmações simétricas sobre estes
quatro morfismos, e suas demonstrações são muito semelhantes, portanto apresentaremos
integralmente as demonstrações envolvendo ϵt, indicando as mudanças adequadas para os
demais itens, sem prolongar o texto com suas demonstrações completas.

Lema 1.4.5. Para quaisquer a, b ∈ H valem:

(i) ϵt ◦ ϵt = ϵt;

(ii) ϵ(aϵt(b)) = ϵ(ab);

(iii) ϵt(aϵt(b)) = ϵt(ab);

(iv) ϵs ◦ ϵs = ϵs;

(v) ϵ(ϵs(a)b) = ϵ(ab);

(vi) ϵs(ϵs(a)b) = ϵs(ab).

Demonstração. Pelo axioma (W3) temos 11⊗ 121
′
1⊗ 1′2 = 11⊗ 12⊗ 13. Multiplicando por

a⊗ 1⊗ 1 à direita, obtemos 11a⊗ 121
′
1 ⊗ 1′2 = 11a⊗ 12 ⊗ 13, de onde

(ϵt ◦ ϵt)(a) = ϵt(ϵ(11a)12)

= ϵ(11a)ϵt(12) (ϵt morfismo)
= ϵ(11a)ϵ(1

′
112)1

′
2

= (ϵ⊗ ϵ⊗ id)(11a⊗ 121
′
1 ⊗ 1′2) (W3)

= (ϵ⊗ ϵ⊗ id)(11a⊗ 12 ⊗ 13) (W3)

= ϵ(11a)ϵ(12)13

= ϵ(11a)12 (uϵ ∗ id = id)

= ϵt(a),

isso mostra (i). A demonstração de (iv) é análoga, utilizamos que im(uϵ) ⊆ Z(H), de
onde aϵ(b) = auϵ(b) = uϵ(b)a = ϵ(b)a. Como ϵs é um morfismo de k-módulos, segue que

ϵs(aϵ(b)) = ϵs(ϵ(b)a) = ϵ(b)ϵs(a) = ϵs(a)ϵ(b).

Utilizando esta igualdade e que ϵ é k-linear, temos

ϵ(aϵt(b)) = ϵ(aϵ(11b)12) = ϵ(a12ϵ(11b)) = ϵ(a12)ϵ(11b)
(W4)
= ϵ(ab),

logo, com a segunda igualdade de (W4), concluímos (ii). Para (v) utilizandos a primeira
igualdade de (W4). Por fim utilizamos (ii) para obter (iii),

ϵt(aϵt(b)) = ϵ(11aϵt(b))12
(ii)
= ϵ(11ab)12 = ϵt(ab),

e analogamente, utilizando (v), obtemos (vi).
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Como consequência do Lema 1.4.5(i), se a ∈ im(ϵt), então existe b ∈ H tal que
a = ϵt(b), de onde obtemos ϵt(a) = (ϵt ◦ ϵt)(b) = ϵt(b) = a. Reciprocamente, a igualdade
a = ϵt(a) implica a ∈ im(ϵt). Por 1.4.5(iv) obtemos a ∈ im(ϵs) se, e somente se, a = ϵs(a).
Com isso, vamos denotar

Ht = im(ϵt) = {a ∈ H : a = ϵt(a)} e Hs = im(ϵs) = {a ∈ H : a = ϵs(a)}.

Como ϵt e ϵs são morfismos de módulos, obtemos que Ht e Hs são submódulos de H. Ao
longo desta seção vamos mostrar, como requisito para obter as propriedades da antípoda,
que Ht e Hs são também subálgebras de H.

Lema 1.4.6. Para n ≥ 2, denotando ∆n−1(1) = 11 ⊗ · · · ⊗ 1n, temos:

(i) 11 ⊗ · · · ⊗ 1n = 11 ⊗ · · · ⊗ 1n−1 ⊗ ϵt(1n);

(ii) 11 ⊗ · · · ⊗ 1n = ϵs(11)⊗ 12 ⊗ · · · ⊗ 1n;

(iii) a ∈ Ht se, e somente se, ∆(a) = 11a⊗ 12. Nesse caso ∆(a) = a11 ⊗ 12;

(iv) a ∈ Hs se, e somente se, ∆(a) = 11 ⊗ a12. Nesse caso ∆(a) = 11 ⊗ 12a.

Demonstração. Com n = 2, utilizando o axioma da counidade e (W3), obtemos

∆(1) = 11 ⊗ 12

= 11 ⊗ ϵ(12)13 (id = uϵ ∗ id)
= (id⊗ µ)(id⊗ uϵ⊗ id)(11 ⊗ 12 ⊗ 13)

= (id⊗ µ)(id⊗ uϵ⊗ id)(11 ⊗ 1′112 ⊗ 1′2) (W3)

= 11 ⊗ ϵ(1′112)1
′
2

= 11 ⊗ ϵt(12).

Para n ≥ 3, utilizando o axioma da coassociatividade, temos

∆n−1(1) = ((∆n−2 ⊗ idH) ◦∆)(1)

= (∆n−2 ⊗ idH)(11 ⊗ 12)

= (∆n−2 ⊗ idH)(11 ⊗ ϵt(12)) (n = 2)

= 11 ⊗ · · · ⊗ 1n−1 ⊗ ϵt(1n),

portanto vale (i). A demonstração de (ii) utiliza id = id ∗ uϵ e (W3) quando n = 2, e
∆n−1 = (idH ⊗∆n−2) ◦∆ quando n ≥ 3.

Suponha a ∈ Ht, então

∆(a) = ∆(ϵt(a)) 1.4.5(i)

= ∆(ϵ(11a)12)

= ϵ(11a)∆(12) (∆ morfismo)
= ϵ(11a)12 ⊗ 13

= (µ⊗ id)(ϵ⊗ id⊗ id)(11a⊗ 12 ⊗ 13)

= (µ⊗ id)(ϵ⊗ id⊗ id)(1′1a⊗ 111
′
2 ⊗ 12) (W3)

= ϵ(1′1a)111
′
2 ⊗ 12

= 11ϵ(1
′
1a)1

′
2 ⊗ 12 (im(uϵ) ⊆ Z(H))
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= 11ϵt(a)⊗ 12

= 11a⊗ 12. 1.4.5(i)

Reciprocamente, se ∆(a) = 11a⊗ 12, então, aplicando µ ◦ (uϵ⊗ id), obtemos

a = (uϵ ∗ id)(a) = (µ ◦ (uϵ⊗ id) ◦∆)(a) = ϵ(11a)12 = ϵt(a),

de onde a ∈ Ht. Retomando o cálculo anterior, temos

∆(a) = (µ⊗ id)(ϵ⊗ id⊗ id)(11a⊗ 12 ⊗ 13)

= (µ⊗ id)(ϵ⊗ id⊗ id)(1′1a⊗ 1′211 ⊗ 12) (W3)

= ϵ(1′1a)1
′
211 ⊗ 12

= ϵt(a)11 ⊗ 12

= a11 ⊗ 12, 1.4.5(i)

de onde vale (iii). A demontração de (iv) é análoga, utilizando que ϵs(a) = a se, e somente
se, a ∈ Hs, e versões adequadas de (W3).

Os itens (i) e (ii) do lema acima, nas bibliografias referenciadas, são enunciados como
∆(1) ∈ Hs ⊗Ht. Como ϵt : H → Ht e ϵs : H → Hs são morfismos de módulos, segue da
Propriedade Universal do Produto Tensorial que ϵs ⊗ ϵt : H ⊗ H → Hs ⊗ Ht, dada por
(ϵs ⊗ ϵt)(a ⊗ b) = ϵs(a) ⊗ ϵt(b), está bem definida. Utilizando os itens (i) e (ii) acima,
obtemos que ∆(1) = 11 ⊗ 12 = ϵs(11) ⊗ ϵt(11) ∈ im(ϵs ⊗ ϵt) ⊆ Hs ⊗ Ht. Porém, sempre
que utilizarmos este resultado, estaremos interessados nas identidades (i) e (ii).

Lema 1.4.7. Sejam a, b ∈ H, então:

(i) a1 ⊗ a2S(a3) = 11a⊗ 12;

(ii) aϵt(b) = ϵ(a1b)a2;

(iii) S(a1)a2 ⊗ a3 = 11 ⊗ a12;

(iv) ϵs(a)b = b1ϵ(ab2).

Demonstração. Como ∆ é multiplicativo, temos ∆(a) = ∆(1)∆(a), ou seja, valem as
identidades a1 ⊗ a2 = 11a1 ⊗ 12a2 e 11a1 ⊗ 12a2 ⊗ 13 = (11a)1 ⊗ (11a)2 ⊗ 12, de onde

a1 ⊗ a2S(a3) = a1 ⊗ ϵ(11a2)12 (W5)(c)

= a1ϵ(11a2)⊗ 12 (im(ϵ) ⊆ k)

= 1′1a1ϵ(111
′
2a2)⊗ 12

= ((µ ◦ (idH ⊗ ϵ))⊗ idH)((1
′
1 ⊗ 111

′
2 ⊗ 12)(a1 ⊗ a2 ⊗ 1H))

= ((µ ◦ (idH ⊗ ϵ))⊗ idH)((11 ⊗ 12 ⊗ 13)(a1 ⊗ a2 ⊗ 1H)) (W3)

= ((µ ◦ (idH ⊗ ϵ))⊗ idH)(11a1 ⊗ 12a2 ⊗ 13)

= ((µ ◦ (idH ⊗ ϵ))⊗ idH)((11a)1 ⊗ (11a)2 ⊗ 12)

= (11a)1ϵ((11a)2)⊗ 12

= 11a⊗ 12, (id ∗ uϵ = id)

portanto vale (i). O cálculo de (iii) é análogo utilizando (W5)(b), (W3) e uϵ ∗ id = id.
Para (ii) e (iv), lembramos que H é um k-módulo via r ▷ a = u(r)a, de onde vale a

igualdade ϵ(b) ▷ a = (u ◦ ϵ)(b)a, a qual denotamos por ϵ(b)a. Assim, temos

aϵt(b) = aϵ(11b)12
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= ϵ(a1)a2ϵ(11b)12 (id = uϵ ∗ id)
= ϵ(a1)ϵ(11b)a212 (im(uϵ) ⊆ Z(H))

= µ2(ϵ⊗ ϵ⊗ idH)((a1 ⊗ 11 ⊗ a212)(1H ⊗ b⊗ 1H))

= µ2(ϵ⊗ ϵ⊗ idH)((a1 ⊗ S(a2)a3 ⊗ a4)(1H ⊗ b⊗ 1H)) (iii)

= ϵ(a1)ϵ(S(a2)a3b)a4

= ϵ(a1)ϵ(ϵs(a2)b)a3 (W5)(b)

= ϵ(a1)ϵ(a2b)a3 1.4.5(v)

= ϵ(ϵ(a1)a2b)a3 (ϵ morfismo)
= ϵ(a1b)a2, (uϵ ∗ id = id)

portanto vale (ii). A demonstração de (iv) utiliza id = id ∗ uϵ, (i) deste lema, (W5)(c), o
Lema 1.4.5(ii) e, por fim, novamente id ∗ uϵ = id.

Como observado anteriormente, Hs e Ht são submódulos de H, pois são imagem dos
morfismos ϵs e ϵt. Pelo axioma da counidade, obtemos 1H ∈ Hs e 1H ∈ Ht, pois

ϵs(1H) = 11ϵ(1H12) = 11ϵ(12) = 1H = ϵ(11)12 = ϵ(111H)12 = ϵt(1H).

Com o lema acima, podemos provar que estes submódulos são subálgebras de H.

Proposição 1.4.8. Os subconjuntos Hs, Ht ⊆ H são subálgebras de H. Mais ainda, para
quaisquer s ∈ Hs e t ∈ Ht, vale st = ts.

Demonstração. Sejam s ∈ Hs e t ∈ Ht, então

st = ϵs(s)ϵt(t) 1.4.5(i)

= 1′1ϵ(s1
′
2)ϵ(11t)12

= ϵ(11t)1
′
112ϵ(s1

′
2) (im(uϵ) ⊆ Z(H))

= µ2(ϵ⊗ id⊗ ϵ)((1⊗ 1⊗ s)(11 ⊗ 1′112 ⊗ 1′2)(t⊗ 1⊗ 1))

= µ2(ϵ⊗ id⊗ ϵ)((1⊗ 1⊗ s)(11 ⊗ 121
′
1 ⊗ 1′2)(t⊗ 1⊗ 1)) (W3)

= ϵ(11t)121
′
1ϵ(s1

′
2)

= ϵt(t)ϵs(s)

= ts. 1.4.5(i)

Isto prova a segunda afirmação enunciada. Pela observação anterior, resta mostrar que,
dados a, b ∈ Ht, vale ab ∈ Ht, e analogamente para Hs. Para isso, calculamos

ab = aϵt(b) 1.4.5(i)

= ϵ(a1b)a2 1.4.7(ii)

= µ((ϵ ◦ µ)⊗ id)(τ ⊗ idH)(b⊗∆(a))

= µ((ϵ ◦ µ)⊗ id)(τ ⊗ idH)(b⊗ 11a⊗ 12) 1.4.6(iii)

= ϵ(11ab)12

= ϵt(ab) ∈ Ht,

enquanto, para a, b ∈ Hs, utilizamos 1.4.7(iv) e 1.4.6(iv), obtendo ab ∈ Hs.

O último lema desta seção relaciona os morfismos ϵt, ϵ′t, ϵs, ϵ′s e S.

Lema 1.4.9. Para todo a, b ∈ H valem:
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(i) ϵt(ϵt(a)b) = ϵt(a)ϵt(b);

(ii) ϵt(a) = (ϵ′t ◦ S)(a) = ϵ(S(a)11)12;

(iii) ϵt(a) = S(11)ϵ(12a);

(iv) ϵt ◦ S = ϵt ◦ ϵs = S ◦ ϵs;

(v) ϵs(aϵs(b)) = ϵs(a)ϵs(b);

(vi) ϵs(a) = (ϵ′s ◦ S)(a) = 11ϵ(12S(a));

(vii) ϵs(a) = ϵ(a11)S(12);

(viii) ϵs ◦ S = ϵs ◦ ϵt = S ◦ ϵt.

Demonstração. Pela Proposição 1.4.8, temos que, se a, b ∈ Ht, então ab ∈ Ht. Em parti-
cular, para quaisquer a, b ∈ H, temos ϵt(a)ϵt(b) ∈ Ht. Portanto ϵt(a)ϵt(b) = ϵt(ϵt(a)ϵt(b)).
Logo

ϵt(ϵt(a)b) = ϵt(ϵt(a)ϵt(b)) 1.4.5(iii)

= ϵt(a)ϵt(b), 1.4.8

de onde concluímos (i). A demonstração de (v) utiliza 1.4.5(vi) e a Proposição 1.4.8.
Pelo Lema 1.4.6(ii), temos 11⊗12 = ϵs(11)⊗12. Multiplicando por ϵt(a)⊗1H à direita,

obtemos 11ϵt(a) ⊗ 12 = ϵs(11)ϵt(a) ⊗ 12 e, pela Proposição 1.4.8, vale ϵs(11)ϵt(a) ⊗ 12 =
ϵt(a)ϵs(11)⊗ 12. Aplicando novamente o Lema 1.4.6(ii), temos 11ϵt(a)⊗ 12 = ϵt(a)11⊗ 12.
Com isso

ϵt(a) = ϵ(11a)12

= ϵ(11ϵt(a))12 1.4.5(ii)

= µ(ϵ⊗ id)(11ϵt(a)⊗ 12)

= µ(ϵ⊗ id)(ϵt(a)11 ⊗ 12) 1.4.8

= ϵ(ϵt(a)11)12

= ϵ(a1S(a2)11)12 (W5)(c)

= ϵ(ϵs(a1)S(a2)11)12 1.4.5(v)

= ϵ(S(a1)a2S(a3)11)12 (W5)(b)

= ϵ(S(a)11)12 (W5)(a)

= (ϵ′t ◦ S)(a),

e, portanto, vale (ii). A demonstração de (vi) utiliza os Lemas 1.4.5(v), 1.4.6(i) e a
Proposição 1.4.8 para obter 11 ⊗ ϵs(a)12 = 11 ⊗ 12ϵs(a) e, em seguida, (W5)(b), o Lema
1.4.5(ii), (W5)(c) e (W5)(a).

Pelo Lema 1.4.6(ii), temos 11⊗12⊗13 = ϵs(11)⊗12⊗13. Multiplicando por 1H⊗1H⊗a
à direita e aplicando idH ⊗ S ⊗ ϵ, obtemos 11 ⊗ S(12)⊗ ϵ(13a) = ϵs(11)⊗ S(12)⊗ ϵ(13a).
Consequentemente, vale ϵs(11)S(12)ϵ(13a) = 11S(12)ϵ(13a), portanto

S(11)ϵ(12a) = S(11)12S(13)ϵ(14a) (W5)(a)

= ϵs(11)S(12)ϵ(13a) (W5)(b)

= 11S(12)ϵ(13a) 1.4.6(ii)

= ϵt(11)ϵ(12a) (W5)(c)

= ϵ(1′111)1
′
2ϵ(12a)

= ϵ(1′111)ϵ(12a)1
′
2 im(uϵ) ⊆ Z(H)

= ϵ(1′1a)1
′
2 (W4)

= ϵt(a),



CAPÍTULO 1. PRÉ-REQUISITOS 44

de onde vale (iii). A demonstração de (vii) utiliza (W5)(a), (W5)(c) e o Lema 1.4.6(i) para
obter a identidade ϵ(a11)S(12)13 = ϵ(a11)S(12)ϵt(13), e em seguida (W5)(b), im(uϵ) ⊆
Z(H) e (W4).

Por fim calculamos

(ϵt ◦ S)(a) = ϵt(S(a1)a2S(a3)) (W5)(a)

= ϵt(S(a1)ϵt(a2)) (W5)(c)

= ϵt(S(a1)a2) 1.4.5(iii)

= (ϵt ◦ ϵs)(a), (W5)(b)

e também

(ϵt ◦ S)(a) = S(11)ϵ(12S(a)) (iii)

= S(11ϵ(12S(a))) S morfismo
= S(ϵ′s ◦ S)(a)
= (S ◦ ϵs)(a), (vi)

de onde vale (iv). Analogamente, utilizando (W5)(a), (W5)(b), o Lema 1.4.5 (vi) e
(W5)(c), mostramos ϵs ◦ S = ϵs ◦ ϵt, e com (vii) e (ii), obtemos ϵs ◦ S = S ◦ ϵt, concluindo
(viii).

Para mostrar que a antípoda é um anti-morfismo, observamos que, se X é um conjunto
munido de uma operação binária associativa ∗, e f, g, h ∈ X, então um elemento x ∈ X
satisfazendo o sistema de equações 

x ∗ f ∗ x = x,

x ∗ f = g,

f ∗ x = h.

(⋆)

se existir, será único. De fato, se x, y ∈ X satisfazem as igualdades acima, então

x = (x ∗ f) ∗ x = g ∗ x = (y ∗ f) ∗ x = y ∗ (f ∗ x) = y ∗ h = y ∗ (f ∗ y) = y.

Vamos utilizar esta observação com X = Homk(H ⊗H,H) e X = Homk(H,H ⊗H),
juntamente do produto convolução.

Proposição 1.4.10. A antípoda S de uma WHA é um anti-morfismo de álgebras e de
coálgebras. Mais precisamente, para quaisquer a, b ∈ H valem:

(i) S(ab) = S(b)S(a);

(ii) S(1H) = 1H ;

(iii) ∆(S(a)) = S(a2)⊗ S(a1);

(iv) (ϵ ◦ S)(a) = ϵ(a).

Demonstração. Considere x = S ◦m, y = m ◦ τ ◦ (S ⊗ S) ∈ Homk(H ⊗H,H), então

x(a⊗ b) = S(ab) e y(a⊗ b) = S(b)S(a),

logo, para (i), é suficiente mostrar que x e y satisfazem um sistema do tipo (⋆) na álgebra
de convolução Homk(H ⊗H,H). Com f = m, g = ϵs ◦m e h = ϵt ◦m, obtemos

x(a⊗ b) = S(ab)
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= S((ab)1)(ab)2S((ab)3) (W5)(a)

= S(a1b1)a2b2S(a3b3)

= (x ∗m ∗ x)(a⊗ b),

e

(m ∗ x)(a⊗ b) = a1b1S(a2b2)

= (ab)1S((ab)2)

= ϵt(ab) (W5)(c)

= (ϵt ◦m)(a⊗ b),

enquanto que, de (W5)(b), têm-se x ∗ m = ϵs ◦ m. Logo x satisfaz o sistema (⋆) para
(f, g, h) = (m, ϵs ◦m, ϵt ◦m). Por outro lado,

(y ∗m ∗ y)(a⊗ b) = S(b1)S(a1)a2b2S(b3)S(a3)

= S(b1)ϵs(a1)ϵt(b2)S(a2) (W5)(b), (c)

= S(b1)ϵt(b2)ϵs(a1)S(a2) 1.4.8

= S(b1)b2S(b3)S(a1)a2S(a2) (W5)(b), (c)

= S(b)S(a) (W5)(a)

= y(a⊗ b),

e

(m ∗ y)(a⊗ b) = a1b1S(b2)S(a2)

= a1ϵt(b)S(a2) (W5)(c)

= ϵ(a1b)a2S(a3) 1.4.7(ii)

= ϵ(a1b)ϵt(a2) (W5)(c)

= ϵ(a1b)ϵ(11a2)12

= ϵ(11a2)ϵ(a1b)12 im(uϵ) ⊆ Z(H)

= ϵ(11ab)12 (W4)

= ϵt(ab)

= (ϵt ◦m)(a⊗ b),

e,analogamente, utilizando (W5)(b), 1.4.7(iv), (W5)(b) e (W4), mostra-se y ∗m = ϵs ◦m.
Logo y satisfaz (⋆) para (f, g, h) = (m, ϵs ◦m, ϵt ◦m). Pela observação anterior, é único o
elemento satisfazendo este sistema, portanto x = y. Logo vale (i). De

S(1) = S(11)12S(13) (W5)(a)

= ϵs(11)S(12) (W5)(b)

= m(idH ⊗ S)(ϵs(11)⊗ 12)

= m(idH ⊗ S)(11 ⊗ 12) 1.4.6(ii)

= 11S(12)

= ϵt(1H) (W5)(c)

= 1H , 1H ∈ Ht, 1.4.5(i)

obtemos (ii). Portanto S : H → H é um anti-morfismo de álgebras.
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Agora, considere x = ∆ ◦ S, y = (S ⊗ S) ◦ τ ◦∆ ∈ Homk(H,H ⊗H), então

x(a) = S(a)1 ⊗ S(a)2 e y(a) = S(a2)⊗ S(a1),

portanto, para mostrar (iii), é suficiente mostrar que x e y satisfazem um sistema do tipo
(⋆). Escolha f = ∆, g = ∆ ◦ ϵs e h = ∆ ◦ ϵt, então

x(a) = ∆(S(a))

= ∆(S(a1)a2S(a3)) (W5)(a)

= ∆(S(a1))∆(a2)∆(S(a3)) (W3)

= (x ∗∆ ∗ x)(a),

e

(∆ ∗ x)(a) = ∆(a1)∆(S(a2))

= ∆(a1S(a2)) (W3)

= ∆(ϵt(a)) (W5)(c)

= (∆ ◦ ϵt)(a),

e, utilizando (W3) com (W5)(b), mostra-se x ∗∆ = ∆ ◦ ϵs. Portanto, x satisfaz o sistema
(⋆) para (f, g, h) = (∆,∆ ◦ ϵs,∆ ◦ ϵt). Por outro lado, temos

(∆ ∗ y)(a) = a1S(a4)⊗ a2S(a3)

= a1S(a3)⊗ ϵ(11a2)12 (W5)(c)

= a1ϵ(11a2)S(a3)⊗ 12 (im(uϵ) ⊆ Z(H), im(ϵ) ⊆ k)

= ϵs(11)a1S(a2)⊗ 12 1.4.7(iv)

= ϵs(11)ϵt(a)⊗ 12 (W5)(c)

= (ϵs(11)⊗ 12)(ϵt(a)⊗ 1H)

= (11 ⊗ 12)(ϵt(a)⊗ 1H) 1.4.6(ii)

= 11ϵt(a)⊗ 12

= ∆(ϵt(a)) 1.4.6(iii)

= (∆ ◦ ϵt)(a),

enquanto que, de (W5)(b), 1.4.7(ii), (W5)(b), 1.4.6(i) e 1.4.6(iv), obtemos y ∗∆ = ∆ ◦ ϵs.
Para mostrar que y ∗ ∆ ∗ y = y, temos por 1.4.6(ii) que 11 ⊗ 12 = ϵs(11) ⊗ 12, de onde,
aplicando S ⊗ idH e utilizando 1.4.9(iv), obtemos S(11) ⊗ 12 = ϵt(ϵs(11)) ⊗ 12. Usando
novamente 1.4.6(ii), resulta S(11)⊗ 12 = ϵt(11)⊗ 12, logo

S(11)⊗ S(12) = (idH ⊗ S)(S(11)⊗ 12)

= (idH ⊗ S)(ϵt(11)⊗ 12)

= ϵt(11)⊗ S(12)

= ϵ(1′111)1
′
2 ⊗ S(12)

= 1′2 ⊗ ϵ(1′111)S(12) (im(ϵ) ⊆ k)

= 1′2 ⊗ ϵs(1
′
1) 1.4.9(vii)

= τ(ϵs(1
′
1)⊗ 1′2)

= τ(1′1 ⊗ 1′2) 1.4.6(ii)
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= 1′2 ⊗ 1′1,

ou seja, vale a identidade

S(11)⊗ S(12) = 12 ⊗ 11. (∗∗)

Com isso, calculamos

(y ∗∆ ∗ y)(a) = (y ∗ (∆ ◦ ϵt))(a)
= (S(a2)⊗ S(a1))∆(ϵt(a3))

= (S(a2)⊗ S(a1))(ϵt(a3)11 ⊗ 12) 1.4.6(iii)

= S(a2)ϵt(a3)11 ⊗ S(a1)12

= S(a2)a3S(a4)11 ⊗ S(a1)12 (W5)(c)

= S(a2)11 ⊗ S(a1)12 (W5)(a)

= S(a2)S(12)⊗ S(a1)S(11) (∗∗)
= S(12a2)⊗ S(11a1) (i)

= ((S ⊗ S) ◦ τ)(∆(1)∆(a))

= ((S ⊗ S) ◦ τ)∆(a) (W3)

= S(a2)⊗ S(a1)

= y(a),

portanto y satisfaz (⋆) para (f, g, h) = (∆,∆ ◦ ϵs,∆ ◦ ϵt) e, pela unicidade da solução do
sistema, x = y, logo vale (iii). Por fim, temos

(ϵ ◦ S)(a) = ϵ(S(a1)a2S(a3)) (W5)(a)

= ϵ(ϵs(a1)S(a2)) (W5)(b)

= ϵ(a1S(a2)) 1.4.5(v)

= ϵ(1Hϵt(a)) (W5)(c)

= ϵ(a), 1.4.5(ii)

de onde vale (iv). Logo S é um anti-morfismo de coálgebras.

O último resultado dessa seção caracteriza quando uma álgebra de Hopf fraca é uma
álgebra de Hopf, no sentido da Definição 1.4.1. Nas referências citadas, este resultado é
enunciado como uma equivalência de seis itens, incluindo o item Ht = Hs = im(uϵ).

Quando k é um corpo, a hipótese adicional sobre u que aparece na proposição a seguir
é automaticamente satisfeita, e neste caso mostra-se que, se Ht = Hs = k1H , como
∆(1H) ∈ Hs ⊗Ht e ∆(1H) = ∆(1H)

2, deve valer

∆(1H) = α(1H ⊗ 1H) = α2(1H ⊗ 1H) ∴ α = α2,

de onde α ∈ {0, 1k} e portanto α = 1k. Logo Ht = Hs = k1H implica ∆(1H) = 1H ⊗ 1H .
No contexto de uma WHA sobre um anel comutativo, não vale em geral que α = α2

implica α ∈ {0, 1k}, portanto o último item da equivalência foi retirado, sendo substituído
por uma demonstração direta de S ∗ idH = uϵ = idH ∗ S implicar ∆(1H) = 1H ⊗ 1H .

Proposição 1.4.11. Seja H uma álgebra de Hopf fraca. São equivalentes:
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(i) ∆(1H) = 1H ⊗ 1H ;

(ii) ϵ(ab) = ϵ(a)ϵ(b);

(iii) S ∗ idH = u ◦ ϵ;

(iv) idH ∗ S = u ◦ ϵ.

Se u for injetiva, então H é uma álgebra de Hopf se, e somente se, vale (i)-(iv).

Demonstração. Se 11 ⊗ 12 = ∆(1) = 1H ⊗ 1H , então

ϵ(ab) = ϵ(a1b)

= ϵ(a11)ϵ(12b) (W4)

= ϵ(a1H)ϵ(1Hb)

= ϵ(a)ϵ(b),

logo (i) implica (ii). Se ϵ é multiplicativa,

(S ∗ idH)(a) = 11ϵ(a12) (W5)(b)

= 11ϵ(a)ϵ(12) (ii)

= 11ϵ(12)ϵ(a) (im(u) ⊆ Z(H))

= 1Hϵ(a) (id ∗ uϵ = id)

= (u ◦ ϵ)(a),

portanto (ii) implica (iii). Se S ∗ idH = u ◦ ϵ, temos

(idH ∗ S)(a) = ϵ(11a)12 (W5)(c)

= (S ∗ idH))(11a)12 (iii)

= S(11a1)12a213

= S(a1)S(11)12a213 1.4.10(i)

= S(a1)ϵ(11)a212 (iii)

= S(a1)a2ϵ(11)12 (im(u) ⊆ Z(H))

= ϵ(a)1H (uϵ ∗ id = id, (iii))

= (u ◦ ϵ)(a),

de onde (iii) implica (iv). Analogamente, utilizando (W5)(b), a Proposição 1.4.10(i) e
id ∗ uϵ = id, mostra-se que (iv) implica (iii). Supondo S ∗ idH = u ◦ ϵ = idH ∗ S, então

u(ϵ(1H)) = ϵt(1H) = 1H , (iv), 1.4.8

com isso, obtemos

∆(1H) = 11 ⊗ 12

= ϵs(11)⊗ 12 1.4.6(ii)

= (ϵs ⊗ idH)(11 ⊗ 12)

= (ϵs ⊗ idH)(11 ⊗ ϵt(12)) 1.4.6(i)

= ϵs(11)⊗ ϵt(12)

= ϵ(11)1H ⊗ ϵ(12)1H (iii), (iv)

= ϵ(11ϵ(12))1H ⊗ 1H (im(ϵ) ⊆ k)

= ϵ(1H)1H ⊗ 1H (id ∗ uϵ = id)
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= 1H ⊗ 1H , (uϵ(1H) = 1H)

ou seja, (iii) com (iv) implicam (i).
Por fim, se H é uma WHA com u injetiva e valem (i)-(iv), então u(ϵ(1H)) = 1H =

u(1k), portanto ϵ(1H) = 1k e H é uma álgebra de Hopf - o axioma (W3) com (i) diz que ∆
é morfismo de álgebras e (ii) com ϵ(1H) = 1k diz que ϵ é morfismo de álgebras, logo vale
(W3), e (iii)-(iv) são (H4) - enquanto que, se H é uma álgebra de Hopf, pela Definição
1.4.1 valem (i)-(iv).

Observamos que, no contexto de álgebras de Hopf fracas sobre anéis comutativos, a
hipótese sobre a injetividade de u é essencial para concluirmos que (i)-(uv) implicam H
ser uma álgebra de Hopf. De fato, considerando a estrutura de Z6-álgebra em Z2 definida
por u(1Z6) = 1Z2 , a estrutura de coálgebra dada por ∆(1Z2) = 1Z2 ⊗ 1Z2 e ϵ(1Z2) = 3Z6

e a antípoda S(1Z2) = 1Z2 , então (Z2, µ, u,∆, ϵ, S) é uma álgebra de Hopf fraca sobre Z6

satisfazendo (i)-(iv). Mas Z2 não é uma álgebra de Hopf sobre Z6, pois ϵ não é unitário.
Nesse caso ker(u) = {0, 2, 4} ≠ 0, ou seja, u não é injetora.

No próximo capítulo utilizaremos a Proposição 1.4.11 para motivar a generalização
das definições de elemento group-like e elemento primitivo para o contexto de álgebras de
Hopf fracas.



Capítulo 2

Extensões de Hopf-Ore primitivas
fracas

Neste capítulo vamos falar brevemente sobre o Teorema de Panov em álgebras de Hopf,
definir e apresentar os resultados necessários sobre elementos group-like fracos, elementos
primitivos fracos e caracteres fracos em álgebras de Hopf fracas. Ao final, apresentaremos
a demonstração da generalização do Teorema de Panov para álgebras de Hopf fracas e
a caracterização das extensões de Hopf-Ore primitivas fracas para as álgebras de Hopf
fracas de Kaplansky e de Hayashi.

2.1 Teorema de Panov para álgebras de Hopf
Nesta seção vamos falar sobre a caracterização das extensões de Hopf-Ore, publicada por
Panov em [20], apresentando a noção de elementos group-like, elementos primitivos e ca-
racteres em álgebras de Hopf. Para esta seção, (H,µ, u,∆, ϵ, S) denotará uma álgebra de
Hopf sobre um anel comutativo k.

Apesar dos resultados desta seção serem casos particulares dos resultados que serão
apresentados no restante do capítulo, mostraremos algumas construções e propriedades,
para fim de motivação e comparação com as generalizações para o contexto de álgebras
de Hopf fracas.

Na Seção 1.3, vimos que, dado um anel A, é possível obter uma extensão (R, i) de
A de forma que i seja injetiva, R ≃

⊕
n∈NAX

n e deg(pq) ≤ deg(p) + deg(q), para todo
p, q ∈ R, se, e somente se, R = A[X;σ, δ], onde σ : A → A é um endomorfismo de anéis
unitários e δ : A→ A é uma σ-derivação.

No contexto do artigo de Panov, estamos interessados em saber quando uma extensão
de Ore H[X;σ, δ] possui uma estrutura de álgebra de Hopf sobre k, estendendo a estrutura
de H. Em vista da Definição 1.4.1 e da Propriedade Universal das Extensões de Ore, é
suficiente determinar a imagem de X para estender os morfismos ∆, ϵ e S.

Definição 2.1.1. Sejam H e R = H[X;σ, δ] álgebras de Hopf sobre k. Dizemos que R
é uma extensão de Hopf-Ore (primitiva) de H se ∆(X) = g ⊗ X + X ⊗ h, onde
g, h ∈ H, e H é uma subálgebra de Hopf de R.

Se R é uma extensão de Hopf-Ore de H, vale o axioma da coassociatividade em R, de
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onde devem valer as igualdades

(∆⊗ idR)∆(X) = g1 ⊗ g2 ⊗X + g ⊗X ⊗ h+X ⊗ h⊗ h

∥
(idR ⊗∆)∆(X) = g ⊗ g ⊗X + g ⊗X ⊗ h+X ⊗ h1 ⊗ h2.

Como R é um H-módulo à esquerda com base {Xn : n ∈ N}, utilizando a Proposição
1.2.6, obtemos que R⊗R⊗R é um (H ⊗H ⊗H)-módulo à esquerda livre, portanto

∆(g)⊗ 1H = g1 ⊗ g2 ⊗ 1H = g ⊗ g ⊗ 1H .

Aplicando idH ⊗µ na igualdade acima, segue que ∆(g) = g⊗g. Analogamente, mostra-se
que ∆(h) = h⊗ h. Se fosse g = 0, então, pelo axioma da counidade em R, teríamos

X = (uϵ⊗ idR)∆(X) = ϵ(X)h ∈ H,

o que contradiz R ser um H-módulo à esquerda livre com base {Xn : n ∈ N}. Portanto
g ̸= 0. Pelo axioma da counidade em H, vale g = (uϵ⊗ idH)∆(g) = uϵ(g)g. No contexto
de álgebras de Hopf sobre um corpo k, esta identidade implica em u(1k − ϵ(g))g = 0.
Como g ̸= 0 e u é injetiva, resta que ϵ(g) = 1k e, portanto, uϵ(g) = 1H . De forma
análoga, mostra-se que h ̸= 0 e, sendo k um corpo, valem ϵ(h) = 1k e uϵ(h) = 1H .

Definição 2.1.2. Seja H uma álgebra de Hopf sobre um anel comutativo k. Um elemento
g ∈ H é chamado group-like se ∆(g) = g ⊗ g e ϵ(g) = 1k. O conjunto dos elementos
group-like de H será denotado por G(H).

Como consequência da condição ϵ(g) = 1k, temos g ̸= 0 e, utilizando os axioma da
antípoda, obtemos

gS(g) = (idH ∗ S)(g) = uϵ(g) = 1H e S(g)g = (S ∗ idH)(g) = uϵ(g) = 1H ,

de onde todo elemento group-like é inversível, com g−1 = S(g). Mais ainda, como ∆ e ϵ
são morfismos de anéis, dados g, h ∈ G(H), temos

∆(gh) = ∆(g)∆(h) = (g ⊗ g)(h⊗ h) = gh⊗ gh e ϵ(gh) = ϵ(g)ϵ(h) = 1k,

e como S é um anti-morfismo de coálgebras, vale ∆(S(g)) = (S⊗S)τ∆(g) = S(g)⊗S(g).
Ou seja, g, h ∈ G(H) implica em gh, g−1 ∈ G(H), logo G(H) é um grupo.

Definição 2.1.3. Seja H uma álgebra de Hopf sobre um anel comutativo k. Um elemento
X ∈ H é chamado (g, h)-primitivo se ∆(X) = g ⊗X +X ⊗ h, com g, h ∈ G(H).

Seja X ∈ H um elemento (g, h)-primitivo. Pelo axioma da counidade, temos

X = (uϵ⊗ idH)∆(X) = X + uϵ(X)h ∴ uϵ(X)h = 0.

Como h é um elemento group-like, portanto inversível, obtemos uϵ(X) = 0. Nesse caso,

0 = uϵ(X) = (S ∗ idH)(X) = S(g)X + S(X)h ∴ S(X) = −S(g)XS(h).

Como última observação antes de apresentar o Teorema de Panov, a fim de caracterizar
as extensões de Hopf-Ore geradas por um elemento (g, h)-primitivo, é suficiente considerar
as extensões geradas por um elemento (g, 1)-primitivo.

Proposição 2.1.4. Seja R = H[X;σ, δ] uma extensão de Hopf-Ore onde X é um ele-
mento (g, h)-primitivo. Então existem um elemento (r, 1)-primitivo Y ∈ R e nirfusnis
σ′, δ′ : H → H, tais que R = H[Y ;σ′, δ′].
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Demonstração. Defina Y = XS(h) ∈ R. Então, como ∆ é um morfismo de álgebras,
obtemos

∆(Y ) = ∆(X)∆(S(h))

= (g ⊗X +X ⊗ h)(S(h)⊗ S(h))

= gS(h)⊗XS(h) +XS(h)⊗ hS(h)

= gh−1 ⊗ Y + Y ⊗ 1.

Portanto, tomando r = gh−1 ∈ G(H), segue que Y é um elemento (r, 1)-primitivo. Como
R = H[X;σ, δ], para todo a ∈ H, vale

Y a = XS(h)a = σ(S(h)a)X + δ(S(h)a).

Por outro lado, se σ′, δ′ : H → H são morfismos tais que Y a = σ′(a)Y + δ′(a), então

Y a = σ′(a)Y + δ′(a) = σ′(a)XS(h) + δ′(a) = σ′(a)σ(S(h))X + σ′(a)δ(S(h)) + δ′(a).

Igualando as duas escritas de Y a e utilizando que R é uma H-módulo à esquerda livre de
base {Xn : n ∈ N}, obtemos

σ′(a)σ(S(h)) = σ(S(h)a) e δ′(a) + σ′(a)δ(S(h)) = δ(S(h)a).

Como σ é morfismo de anéis e S(h) = h−1, as igualdades acima equivalem a

σ′(a) = σ(S(h)ah) e δ′(a) = δ(S(h)a)− σ(S(h)ah)δ(S(h)).

As funções σ′ e δ′ definidas pelas expressões acima são, respectivamente, um morfismo
de anéis unitários e uma σ′-derivação. Para ver que R = H[Y ;σ′, δ′], vamos utilizar a
Propriedade Universal das Extensões de Ore. Considere j : H → H[Y ;σ′, δ′] o morfismo
inclusão, j(a) = a, para todo a ∈ H, e x = Y h = XS(h)h = X ∈ H[Y ;σ′, δ′]. Então

xj(a) = Y ha

= σ′(ha)Y + δ′(ha)

= σ(S(h)hah)Y + δ(S(h)ha)− σ(S(h)hah)δ(S(h))

= σ(ah)Y + δ(a)− σ(ah)δ(S(h))

= σ(ah)(Y − δ(S(h))) + δ(a).

Por outro lado, como δ(1) = 0, temos

j(σ(a))x+ j(δ(a)) = σ(a)Y h+ δ(a)

= σ(a)(σ′(h)Y + δ′(h)) + δ(a)

= σ(a)(σ(S(h)hh)Y + δ(S(h)h)− σ(S(h)hh)δ(S(h))) + δ(a)

= σ(a)(σ(h)Y + δ(1H)− σ(h)δ(S(h))) + δ(a)

= σ(a)σ(h)(Y − δ(S(h))) + δ(a),

de onde xj(a) = j(σ(a))x+j(δ(a)). Logo, existe um morfismo de anéis j′ : R → H[Y ;σ′, δ′]
tal que j′(a) = a, para todo a ∈ H, e j′(X) = Y h = X. Desta forma, j′ é uma inclusão
- portanto injetora - e j′(an(XS(h))n) = an(XS(h))

n = anY
n, para todo n ∈ N, de onde

j′ é sobrejetora. Isso mostra que R = H[Y ;σ′, δ′].
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Com isso, a caracterização das extensões de Hopf-Ore, a menos de uma mudança
de parâmetros explicitamente determinada, fica completa a partir da caracterização das
extensões geradas por elementos (g, 1)-primitivos. Por fim, um morfismo de álgebras
χ : H → k é chamado caracter de H.

Teorema 2.1.5 (Teorema de Panov). R = H[X;σ, δ] é uma extensão de Hopf-Ore onde
X um elemento (r, 1)-primitivo se, e somente se, existe um caracter χ de H tal que, para
todo a ∈ H, valem

(i) σ(a) = χ(a1)a2 = ra1S(r)χ(a2);

(ii) ∆(δ(a)) = δ(a1)⊗ a2 + ra1 ⊗ δ(a2).

Pode-se mostrar que, se R é uma extensão de Hopf-Ore de H, nas condições do Teo-
rema de Panov, então devem valer as identidades

rS(a)S(r) = σ(S(σ(a))) e S(δ(a)) = S(r)δ(S(σ(a)). (iii)

Reciprocamente, para que a antípoda S ∈ Endk(H) admita uma extensão S ∈ Endk(R),
a qual é obtida pela Propriedade Universal das Extensões de Ore considerando o morfismo
de álgebras S : H → Hop, as identidades em (iii) são necessárias. Mas, neste caso, (iii)
pode ser obtidos de (i) e (ii). Assim, as condições em (iii) são necessárias e suficientes
para o Toerema de Panov, mas sua menção é redundante.

O Teorema de Panov, bem como outros resultado de [20] envolvendo a classificação
de extensões de Hopf-Ore de álgebras de Hopf cocomutativas (quando ∆ = τ ◦ ∆), são
obtidos como corolários de resultados formulados no contexto de álgebras de Hopf fracas
em [16], os quais serão apresentados ao decorrer do texto.

2.2 Elementos group-like fracos e primitivos fracos
Nesta seção vamos motivar a generalização das noções de elemento group-like e primitivo,
utilizadas no Teorema de Panov, e as propriedades necessárias para a demonstração do
resultado central deste texto. As referências para esta seção são [8] e [16]. Para o res-
tante deste capítulo, (H,µ, u,∆, ϵ, S) denotará uma álgebra de Hopf fraca sobre um anel
comutativo k.

Seguindo a ideia em [20], estamos interessados em munir uma extensão de Ore R =
H[X;σ, δ] com uma estrutura de álgebra de Hopf fraca, contendo H como subálgebra
de Hopf fraca, e de modo que X seja um elemento (g, 1)-primitivo. Em particular, a
comultiplicação ∆: R → R⊗R deve ser um morfismo multiplicativo, de onde

g ⊗X +X ⊗ 1 = ∆(X) = ∆(1)∆(X) = ∆(1)(g ⊗X) + ∆(1)(X ⊗ 1).

Como R é um H-módulo à esquerda livre de base {Xn : n ∈ N}, aplicando a Proposição
1.2.6 e comparando os coeficientes de X ⊗ 1, obtemos ∆(1) = 1 ⊗ 1. Pela Proposição
1.4.11, se u for injetiva, então H deverá ser uma álgebra de Hopf. Portanto a noção de
elemento primitivo, definida em álgebras de Hopf, é muito restritiva para o contexto de
álgebras de Hopf fracas.

Lema 2.2.1. Sejam R = H[X;σ, δ], g1, g2 ∈ H e ∆: R → R ⊗ R um morfismo mul-
tiplicativo satisfazendo ∆(X) = ∆(1)(g1 ⊗ X + X ⊗ g2) = (g1 ⊗ X + X ⊗ g2)∆(1) e
∆|H = ∆H . Então ∆ satisfaz o axioma da coassociatividade se, e somente se, valem
∆(gi) = ∆(1)(gi ⊗ gi) = (gi ⊗ gi)∆(1), i = 1, 2.
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Demonstração. Utilizando que ∆(X) = ∆(1)(g1 ⊗X +X ⊗ g2), para que o morfismo ∆
seja coassociativo, devem ser iguais

(∆⊗ idR)∆(X) = ∆(11g1)⊗ 12X +∆(11X)⊗ 12g2

= ∆(11)∆(g1)⊗ 12X +∆(11)∆(X)⊗ 12g2 (∆ mult.)
= (11 ⊗ 12 ⊗ 13)(∆(g1)⊗X + g1 ⊗X ⊗ g2 +X ⊗ g2 ⊗ g2)

= ∆2(1)(∆(g1)⊗X + g1 ⊗X ⊗ g2 +X ⊗ g2 ⊗ g2),

e

(idR ⊗∆)∆(X) = 11g1 ⊗∆(12X) + 11X ⊗∆(12g2)

= 11g1 ⊗∆(12)∆(X) + 11X ⊗∆(12)∆(g2) (∆ mult.)
= (11 ⊗ 12 ⊗ 13)(g1 ⊗ g1 ⊗X + g1 ⊗X ⊗ g2 +X ⊗∆(g2))

= ∆2(1)(g1 ⊗ g1 ⊗X + g1 ⊗X ⊗ g2 +X ⊗∆(g2)).

Pela Proposição 1.2.6, podemos comparar os coeficientes de 1⊗1⊗X e X⊗1⊗1, obtendo
que, se ∆ é coassociativa, então

∆2(1H)(∆(g1)⊗ 1H) = ∆2(1H)(g1 ⊗ g1 ⊗ 1H), (i)
∆2(1H)(1H ⊗∆(g2)) = ∆2(1H)(1H ⊗ g2 ⊗ g2). (ii)

Aplicando idH⊗H ⊗ ϵ - e o isomorfismo H ⊗ k ≃ H - à primeira igualdade, obtemos

(11 ⊗ 12)∆(g1)uϵ(13) = 11g1 ⊗ 12g1uϵ(13)

⇐⇒ (11 ⊗ 12ϵ(13))∆(g1) = 11g1 ⊗ 12ϵ(13)g1 (im(u) ⊆ Z(H), im(ϵ) ⊆ k)

⇐⇒ ∆(g1) = ∆(1)∆(g1) = ∆(1)(g1 ⊗ g1). (id ∗ uϵ = id)

De forma análoga, aplicando ϵ ⊗ idH⊗H em (ii), obtemos ∆(g2) = ∆(1)(g2 ⊗ g2). Repe-
tindo o argumento acima para ∆(X) = (g1 ⊗ X + X ⊗ g2)∆(1), mostra-se que, se ∆ é
coassociativa, então ∆(gi) = (gi ⊗ gi)∆(1), i = 1, 2.

Reciprocamente, se ∆(gi) = ∆(1)(gi ⊗ gi) = (gi ⊗ gi)∆(1), i = 1, 2, então

∆2(1)(1⊗∆(gi)) = (11 ⊗∆(12))(1⊗ 1′1gi ⊗ 1′2gi)

= (11 ⊗∆(12))(1⊗∆(1))(1⊗ gi ⊗ gi)

= (11 ⊗∆(12)∆(1))(1⊗ gi ⊗ gi)

= (11 ⊗∆(12))(1⊗ gi ⊗ gi) (∆ mult.)
= ∆2(1)(1⊗ gi ⊗ gi),

e

∆2(1)(∆(gi)⊗ 1) = (∆(11)⊗ 12)(1
′
1gi ⊗ 1′2gi ⊗ 1)

= (∆(11)⊗ 12)(∆(1)⊗ 1)(gi ⊗ gi ⊗ 1)

= (∆(11)∆(1)⊗ 12)(gi ⊗ gi ⊗ 1)

= (∆(11)⊗ 12)(gi ⊗ gi ⊗ 1) (∆ mult.)
= ∆2(1)(gi ⊗ gi ⊗ 1).

Portanto valem (i) e (ii). Logo ∆ é coassociativa.
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Em vista do lema acima, temos a seguinte definição.

Definição 2.2.2. Seja H uma álgebra de Hopf fraca sobre um anel comutativo k. Então:

(i) Um elemento g ∈ H é chamado group-like fraco se

∆(g) = ∆(1)(g ⊗ g) = (g ⊗ g)∆(1).

O conjunto dos elementos group-like fracos de H é denotado Gw(H).

(ii) Para g, h ∈ H, um elemento X ∈ H é chamado (g, h)-primitivo fraco se

∆(X) = ∆(1)(g ⊗X +X ⊗ h) = (g ⊗X +X ⊗ h)∆(1).

Algumas observações sobre a definição de elemento group-like fraco: se um elemento
g ∈ H é group-like - no sentido de ∆(g) = g ⊗ g - então ele é group-like fraco, pois ∆ é
multiplicativa, de onde

∆(1)(g ⊗ g) = ∆(1)∆(g) = ∆(g) = ∆(g)∆(1) = (g ⊗ g)∆(1).

Assim, a noção de elemento group-like fraco é uma generalização da noção de elemento
group-like, e da mesma forma para os elementos primitivos. A unidade 1H é um elemento
group-like se, e somente se, ∆(1H) = 1H ⊗ 1H . Neste caso, se u for injetiva, então H deve
ser uma álgebra de Hopf. Por outro lado, como 1H⊗H = 1H ⊗ 1H , a unidade 1H é sempre
um elemento group-like fraco. Apesar da definição de elemento (g, h)-primitivo fraco pedir
apenas g, h ∈ H, o lema anterior mostra que, se existe um elemento (g, h)-primitivo fraco,
então g e h devem ser elementos group-like fracos.

Na Seção 2.1, a definição de elemento group-like pede que uϵ(g) = 1H , de forma que,
no contexto de álgebras de Hopf, os elementos group-like são inversíveis. No contexto de
álgebras de Hopf fraca, um elemento é chamado group-like se satisfaz as identidades de
elementos group-like fracos e possui alguma propriedade de inversibilidade - por exemplo,
em [4, Definition 4.11] é exigido que S(g)g = 1 - enquanto que, na álgebra de matrizes
Mn(k) com a estrutura do exemplo 1.4.4(2), as matrizes elementares eij, i, j = 1, . . . , n,
são elementos group-like fracos satisfazendo uϵ(eij) = 1, mas não são inversíveis.

Exemplo 2.2.3. Sejam H uma álgebra de Hopf e H ′ = ke⊕H a álgebra de Hopf fraca
de Kaplansky, com operações definidas por

u(r) = re, (re+ a)(se+ b) = rse+ (rb+ sa+ ab),

ϵ(re+ a) = 2r + ϵH(a), ∆(re+ a) = r(1H ⊗ 1H + f ⊗ f) + ∆H(a),

onde f = e− 1H , e antípoda definida por S(re+ a) = re+ SH(a). Vamos mostrar que

Gw(H
′) = {rf + a : r2 = r, a ∈ Gw(H)}.

Vamos mostrar que re+ a ∈ Gw(H
′) se, e somente se, r2 = r ∈ k e a ∈ H satisfaz

∆H(a) = a⊗ a+ r(a⊗ 1H + 1H ⊗ a). (∗)

Em seguida, mostraremos que a ∈ H satisfaz (∗) se, e somente se, a+ r1H = b ∈ Gw(H).
Assim, os elementos de Gw(H

′) serão da forma re+ a = re+ (b− r1H) = rf + b.
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Como ∆(e) é um elemento central em H ′ ⊗ H ′, é suficiente considerar os elementos
x ∈ H ′ tais que ∆(x) = ∆(e)(x⊗ x). Se re+ a ∈ Gw(H

′), então

∆(re+ a) = ∆(e)([re+ a]⊗ [re+ a])

= (1H ⊗ 1H + f ⊗ f)(r2e⊗ e+ re⊗ a+ ra⊗ e+ a⊗ a)

= r21H ⊗ 1H + r1H ⊗ a+ ra⊗ 1H + a⊗ a+ r2f ⊗ f (fH = Hf = 0)

= r2∆(e) + r(a⊗ 1H + 1H ⊗ a) + a⊗ a.

Pelo axioma da counidade, segue que re+ a = r2e+ r(ϵH(a)1H + a) + ϵH(a)a, ou ainda,

(r2 − r)e+ [rϵH(a)1H + ϵH(a)a+ (r − 1H)a] = 0.

Como o termo entre colchetes pertence a H e H ′ = ke⊕H, deve ser r2 − r = 0. Logo

r∆(e) + ∆H(a) = ∆(re+ a)

= r2∆(e) + r(a⊗ 1H + 1H ⊗ a) + a⊗ a

= r∆(e) + r(a⊗ 1H + 1H ⊗ a) + a⊗ a.

Subtraíndo r∆(e) da igualdade acima, obtemos que a satisfaz (∗). Reciprocamente, su-
ponha que r2 = r e a ∈ H satisfaz (∗), então

∆(e)([re+ a]⊗ [re+ a]) = ∆(e)(r2e⊗ e+ r(a⊗ e+ e⊗ a) + a⊗ a)

= r2∆(e) + r(a⊗ 1H + 1H ⊗ a) + a⊗ a

= r∆(e) + ∆H(a)

= ∆(re+ a).

Portanto re+ a ∈ Gw(H
′). Agora, suponha que a ∈ Gw(H) e r2 = r, então

(a− r1H)⊗ (a− r1H) + r[(a− r1H)⊗ 1H + 1H ⊗ (a− r1H)]

= [a⊗ a− a⊗ r1H − r1H ⊗ a+ r1H ⊗ r1H ]

+ r[a⊗ 1H − r1H ⊗ 1H ] + r[1H ⊗ a− 1H ⊗ r1H ]

= [a⊗ a− ra⊗ 1H − r1H ⊗ a+ r21H ⊗ 1H ]

+ [ra⊗ 1H − r21H ⊗ 1H ] + [r1H ⊗ a− r21H ⊗ 1H ]

= a⊗ a− r21H ⊗ 1H

= ∆H(a− r1H),

de onde a− r1H satisfaz (∗). Por outro lado, se a ∈ H satisfaz (∗), então

(a+ r1H)⊗ (a+ r1H) = a⊗ a+ a⊗ r1H + r1H ⊗ a+ r1H ⊗ r1H

= a⊗ a+ ra⊗ 1H + r1H ⊗ a+ r21H ⊗ 1H

= a⊗ a+ r[a⊗ 1H + 1H ⊗ a] + r1H ⊗ 1H

= ∆H(a+ r1H),

de onde a+ r1H ∈ Gw(H), ou ainda, deve valer a = b− r1H , para algum b ∈ Gw(H).

Exemplo 2.2.4. Sejam n ≥ 1 e H =
⊕n

i,j=1 keij a álgebra de Hopf fraca de Hayashi,
com morfismos definidos por

µ(eij ⊗ ers) = [i = r, j = s]eij, u(1k) =
n∑

i,j=1

eij,
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ϵ(eij) = [i = j], ∆(eij) =
n∑

p=1

eip ⊗ epj e S(eij) = eji.

Vamos mostrar que x =
∑n

i,j=1 aijeij ∈ H é um elemento group-like fraco se, e somente
se, existe um idempotente e ∈ k e elementos λ1, . . . , λn ∈ U(ke) tais que aij = λiλ

∗
j , onde

λ∗j denota o inverso de λj no anel unitário ke.

Como H é comutativa, ∆(1H)(x⊗ x) = (x⊗ x)∆(1H), para todo x ∈ H. Denotando
x =

∑n
i,j=1 aijeij, temos

∆(1H)(x⊗ x) =

(
n∑

u,v,p=1

eup ⊗ epv

)(
n∑

i,j,r,s=1

aisarj[eis ⊗ erj]

)
=

n∑
i,j,p=1

aipapj[eip ⊗ epj].

Enquanto que ∆(x) =
∑n

i,j,p=1 aij[eip ⊗ epj]. Assim, x ∈ Gw(H) se, e somente se,

aipapj = aij, ∀i, j, p = 1, . . . , n.

Em particular, tomando p = 1 e j = i, temos aii = ai1a1i = a1iai1 = a11 e a11 = a211. Seja
e := a11 ∈ k, então e é um idempotente e, tomando p = j = i, vale

aij = aijajj = aija11 = aije ∈ ke, ∀i, j = 1, . . . , n.

Note que ke é um ideal bilateral unitário de k, assim, ke é um anel com unidade 1ke = e.
De e = aii = ai1a1i, temos que a1i é um inverso de ai1 em ke. Denote ai1 = λi e
a1i = λ∗i ∈ ke, então aij = λiλ

∗
j ∈ ke.

Reciprocamente, sejam e ∈ k um idempotente e λ1, . . . , λn ∈ U(ke). Denote o inverso
de λi em ke por λ∗i e considere aij = λiλ

∗
j . Então x =

∑n
i,j=1 aijeij é um elemento

group-like fraco de H, pois aipapj = λiλ
∗
pλpλ

∗
j = λieλ

∗
j = λiλ

∗
j = aij.

Vamos apresentar algumas propriedades dos elementos group-like fracos.

Lema 2.2.5. Seja g ∈ Gw(H). Então:

(i) g é inversível à direita se, e somente se, ϵt(g) = 1H se, e somente se, gS(g) = 1H .

(ii) g é inversível à esquerda se, e somente se, ϵs(g) = 1H se, e somente se, S(g)g = 1H .

Demonstração. Se g ∈ Gw(H), então ∆(g) = 11g⊗ 12g. Pelo axioma da counidade, segue
que g = (uϵ ∗ idH)(g) = ϵ(11g)12g. Com isso, se existe h ∈ H tal que gh = 1H , então

ϵt(g) = ϵt(g)gh = ϵ(11g)12gh = gh = 1H .

Se ϵt(g) = 1H , então, lembrando que 1H ∈ Ht, e portanto 1H = ϵt(1H), temos

1H = ϵt(g)

= (idH ∗ S)(g) (W5)(c)

= g11S(g12)

= g11S(12)S(g) 1.4.10(i)

= gϵt(1H)S(g) (W5)(c)

= gS(g).

Por fim, se gS(g) = 1H , então g é inversível à direita. Isso mostra (i). A demonstração
de (ii) é análoga, utilizando ∆(g) = g11 ⊗ g12, (W5)(b) e 1H = ϵs(1H).
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No contexto de álgebras de Hopf definidas sobre um corpo k, sabemos que G(H), com a
multiplicação de H, tem estrutura de grupo. Tendo em vista que elementos group-like fra-
cos não são necessariamente inversíveis, tal propriedade não é mais possível, Ainda assim,
podemos garantir que Gw(H) é um conjunto com unidade, fechado para a multiplicação
e invariante por S. Pela observação após a Definição 2.2.2, sabemos que 1H ∈ Gw(H).
Agora, dados g, h ∈ Gw(H), temos

∆(gh) = ∆(g)∆(h) (W3)

=
(
∆(1)(g ⊗ g)

)(
∆(1)(h⊗ h)

)
= ∆(1)

(
(g ⊗ g)∆(1)

)
(h⊗ h)

= ∆(1)
(
∆(1)(g ⊗ g)

)
(h⊗ h)

= ∆(1)(g ⊗ g)(h⊗ h) (W3)

= ∆(1)(gh⊗ gh).

Analogamente ∆(gh) = (gh ⊗ gh)∆(1), portanto gh ∈ Gw(H). Como S é um anti-
morfismo de álgebras e de coálgebras, obtemos

∆(S(g)) = S(g)1 ⊗ S(g)2

= S(g2)⊗ S(g1) 1.4.10(iii)

= S(12g)⊗ S(11g)

= S(g)S(12)⊗ S(g)S(11) 1.4.10(i)

= (S(g)⊗ S(g))(S(12)⊗ S(11))

= (S(g)⊗ S(g))∆(S(1H)) 1.4.10(iii)

= (S(g)⊗ S(g))∆(1H).

Analogamente, utilizando ∆(g) = g11⊗g12, mostra-se que ∆(S(g)) = ∆(1H)(S(g)⊗S(g)).
Portanto S(g) ∈ Gw(H). Em particular, o conjunto dos elementos group-like fracos in-
versíveis é um grupo com a multiplicação de H.

O próximo resultado não requer a noção de elemento group-like fraco, mas será utili-
zado com elementos group-like fracos, juntamente do Lema 2.2.5.

Lema 2.2.6. Seja g ∈ H. Então:

(i) São equivalentes:

(a) ϵt(g) = 1H ;

(b) ϵ(agn) = ϵ(a),∀n ∈ N, a ∈ H;

(c) ϵ′s(g) = 1H .

(ii) São equivalentes:

(a) ϵs(g) = 1H ;

(b) ϵ(gna) = ϵ(a),∀n ∈ N, a ∈ H;

(c) ϵ′t(g) = 1H .

Demonstração. Vamos provar (i). A demonstração de (ii) é análoga, utilizando os resul-
tados correspondentes da Seção 1.4. Suponha que vale a propriedade em (b). Então

ϵt(g) = ϵ(11g)12 = ϵ(11)12 = 1H e ϵ′s(g) = 11ϵ(12g) = 11ϵ(12) = 1H ,

ou seja, valem (a) e (c). Suponha (a), vamos provar que vale (b) utilizando indução. Para
n = 0 o resultado é trivial, enquanto que, para n = 1, temos

ϵ(ag) = ϵ(a12)ϵ(11g) (W4)
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= ϵ(aϵ(11g)12) (ϵ morfismo)
= ϵ(aϵt(g))

= ϵ(a). (hip.)

Supondo que vale (b) para algum n ≥ 1, então

ϵ(agn+1) = ϵ((agn)g)

= ϵ(agn) (n = 1)

= ϵ(a). (h.i.)

Portanto (a) implica (b). A demonstração de (c) implica (b) se faz por indução de forma
análoga à (a) implica (b), utilizando ϵ(ag) = ϵ(a11)ϵ(12g).

Vamos tratar agora dos elementos primitivos fracos. Na seção anterior mostramos que,
no contexto de álgebras de Hopf, se X é um elemento primitivo de H, então uϵ(X) = 0.
Consequentemente, como uϵ é multiplicativo, obtemos uϵ(HXH) = 0 e, se u for injetiva,
ϵ(HXH) = 0.

Lema 2.2.7. Seja X ∈ H. Então:

(i) ϵ(aX) = 0 para todo a ∈ H se, e somente se, ϵt(X) = 0 se, e somente se, ϵ′s(X) = 0;

(ii) ϵ(Xa) = 0 para todo a ∈ H se, e somente se, ϵs(X) = 0 se, e somente se, ϵ′t(X) = 0.

Demonstração. Se ϵ(aX) = 0 para todo a ∈ H, então

ϵt(X) = ϵ(11X)12 = 0 · 12 = 0 e ϵ′s(X) = 11ϵ(12X) = 11 · 0 = 0.

Reciprocamente, se ϵt(X) = 0, então

ϵ(aX) = ϵ(a12)ϵ(11X) (W4)

= ϵ(aϵ(11X)12) (ϵ morfismo)
= ϵ(aϵt(X))

= ϵ(a · 0) = 0,

enquanto que ϵ′s(X) = 0 implica

ϵ(aX) = ϵ(a11)ϵ(12X) (W4)

= ϵ(a11ϵ(12X)) (ϵ morfismo)
= ϵ(aϵ′s(X))

= ϵ(a · 0) = 0.

Isso mostra (i). A demonstração de (ii) é análoga.

Continuando a comparação com a Seção 2.1, vimos que um elemento (g, h)-primitivo
X, em consequência dos axiomas da antípoda e da inversibilidade dos elementos group-
like, deve satisfazer S(X) = −S(g)XS(h).

Lema 2.2.8. Seja X ∈ H um elemento (g, h)-primitivo fraco. Então:

(i) Se ϵs(X) = 0 e ϵt(h) = 1H , então S(X) = −S(g)XS(h);
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(ii) Se ϵt(X) = 0 e ϵs(g) = 1H , então S(X) = −S(g)XS(h).

Demonstração. Vamos mostrar (i). Lembrando que 1H ∈ Hs, de onde 1H = ϵs(1H), temos

ϵs(X) = S(X1)X2 (W5)(b)

= S(11g)12X + S(11X)12h

= S(g)S(11)12X + S(X)S(11)12h 1.4.10(i)

= S(g)ϵs(1H)X + S(X)ϵs(1H)h (W5)(b)

= S(g)X + S(X)h.

Se ϵs(X) = 0, então S(x)h = −S(g)X. Se ϵt(h) = 1, segue do Lema 2.2.5 que hS(h) = 1H ,
e consequentemente S(x) = −S(g)XS(h). A demonstração de (ii) é análoga, utilizando
∆(X) = (g ⊗X +X ⊗ h)∆(1), (W5)(c) e 1H ∈ Ht.

Para o último resultado desta seção, vamos relacionar a inversibilidade lateral dos
elementos g e h com a propriedade de um elemento (g, h)-primitivo fraco ser anulado
por ϵt ou ϵs, o qual será usado em conjunto com o Lema 2.2.7 para a demonstração dos
resultados principais deste texto.

Lema 2.2.9. Seja X ∈ H um elemento (g, h)-primitivo fraco. Então:

(i) Se ϵt(g) = 1H e ϵt(h) = 1H , então ϵt(X) = 0;

(ii) Se ϵs(g) = 1H e ϵs(h) = 1H , então ϵs(X) = 0.

Demonstração. Segue do axioma da counidade que

X = (uϵ ∗ idH)(X) = ϵ(11g)12X + ϵ(11X)12h = ϵt(g)X + ϵt(X)h.

Se ϵt(g) = 1H , a igualdade acima equivale a ϵt(X)h = 0. Se ϵt(h) = 1H , segue do Lema
2.2.5 que hS(h) = 1H , logo ϵt(X) = 0. Isso mostra (i). De maneira análoga, utilizando
idH ∗ uϵ = idH , mostra-se que X = gϵs(X) +Xϵs(h). Portanto ϵs(g) = 1H e ϵs(h) = 1H
implicam ϵs(X) = 0, demonstrando (ii).

Gostaríamos de observar que, apesar da definição de elemento group-like fraco não
exigir qualquer tipo de inversibilidade, os resultados desta seção, que tentam reobter as
propriedades conhecidas no contexto de álgebras de Hopf, dependem da inversibilidade
lateral dos elementos group-like fracos envolvidos.

Tendo em vista o Lema 2.2.1 e o parágrafo inicial da Seção 2.1, mesmo no contexto
de álgebras de Hopf, para construir extensões de Hopf-Ore geradas por um elemento
primitivo, seria suficiente considerar elementos satisfazendo ∆(g) = g ⊗ g e g ̸= 0, mas
utiliza-se para a definição de elemento group-like que, quando k é um corpo, deve valer
ϵ(g) = 1. Pelo Lema 2.2.5, isto equivale a exigir que tais elementos sejam inversíveis.

Em contraste com o contexto de álgebras de Hopf fracas, onde, a princípio, a inver-
sibilidade à esquerda e à direita de elementos group-like fracos são independentes, no
contexto de álgebras de Hopf vale ϵt = uϵ = ϵs, de onde um elemento group-like fraco ou
é inversível, ou não possui inversos laterais, ou seja, G(H) = Gw(H) ∩ U(H).

Encerraremos esta seção mostrando que, se um anel comutativo A possui idempo-
tentes não triviais, então a estrutura de álgebra de Hopf trivial em A contém elementos
satisfazendo ∆(g) = g ⊗ g e g ̸= 0, mas que não são inversíveis. Ao final do capítulo
veremos que, apesar deste exemplo, o Teorema de Panov para álgebras de Hopf não fica
incompleto por assumir a inversibilidade dos elementos group-like fracos.
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Exemplo 2.2.10. No contexto de álgebras de Hopf sobre anéis comutativos, podem exis-
tir elementos group-like fraco que não são inversíveis.

Seja A um anel comutativo. Considere a estrutura de álgebra de Hopf trivial em A,
dada pelo Exemplo 1.4.2(1). Seja g ∈ Gw(A), então

g ⊗ g = ∆(1A)(g ⊗ g) = ∆(g) = g ⊗ 1A.

Aplicando µ à igualdade acima, obtemos que g2 = g. Portanto todo elemento group-like
fraco de A é um idempotente. Reciprocamente, se g ∈ A é um idempotente, então

∆(g) = g ⊗ 1A = gg ⊗ 1A = g ⊗ g,

onde, na última igualdade, utilizamos que (a, b) 7→ a⊗ b é uma aplicação A-bilinear. Isso
mostra que, em A, os elementos group-like fracos são os elementos idempotentes. Por
fim, se e ∈ A é um idempotente não trivial, então ϵt(e) = ϵs(e) = ϵ(e) = e ̸= 1A. Pela
contrapositiva do Lema 2.2.5, segue que e não possui inversos laterais. Em particular, no
anel comutativo H = A⊕A, visto como álgebra de Hopf sobre H, o elemento (1A, 0) ∈ H
é um elemento group-like fraco não inversíveis.

2.3 Caracteres fracos e coderivações
Nesta seção vamos apresentar algumas propriedades de caracteres fracos e coderivações
em álgebras de Hopf fracas, as quais serão necessárias para o desenvolvimento dos resul-
tados principais deste texto. As referências para esta seção são [8] e [16].

No contexto de álgebras de Hopf, o Teorema de Panov caracteriza as extensões de
Hopf-Ore H[X;σ, δ] de uma álgebra de Hopf H em termos dos caracteres de H, ou seja,
utilizando os morfismos de álgebras H → k, no sentido da Definição 1.2.12. Nesse caso, a
counidade ϵ : H → k é sempre um caracter de H, o qual é utilizado pelo teorema quando
σ = idH . No contexto de álgebras de Hopf fracas, a counidade não é necessariamente um
morfismo de álgebras, mas ainda vale idH(a) = uϵ(a1)a2, para todo a ∈ H.

Definição 2.3.1. SejaH uma álgebra de Hopf fraca sobre um anel comutativo k. Dizemos
que um morfismo de módulos χ ∈ Homk(H, k) é um caracter à esquerda fraco se
τ lχ = uχ ∗ idH ∈ Endk(H) é um morfismo de álgebras. O morfismo τ lχ é chamado twist
à esquerda por χ. O conjunto dos caracteres à esquerda fracos de H será denotado por
X l

w(H).

Analogamente, chamaremos de caracter à direita fraco todo morfismo de módulos
χ ∈ Homk(H, k) tal que o twist à direita por χ, definido por τ rχ = idH ∗uχ ∈ Endk(H),
é um morfismo de álgebras. O conjunto dos caracteres à direita fracos será denotado por
Xr

w(H).

Exemplo 2.3.2. Seja H uma álgebra de Hopf e H ′ = ke⊕H a álgebra de Hopf fraca de
Kaplansky, com operações definidas por

u(r) = re, (re+ a)(se+ b) = rse+ (rb+ sa+ ab),

ϵ(re+ a) = 2r + ϵH(a), ∆(re+ a) = r(1H ⊗ 1H + f ⊗ f) + ∆H(a),
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onde f = e− 1H , e antípoda definida por S(re+ a) = re+ SH(a). Vamos mostrar que

χ ∈ X l
w(H

′) ⇐⇒ χ|H ∈ X l
w(H) e χ(e) = χ|H(1H) + 1k.

Como H ′ = ke ⊕ H ∈ kM, se f ∈ Homk(H
′, k) é um morfismo de módulos, então

f |H : H → k é um morfismo de módulos, enquanto que, se g ∈ Homk(H, k) é um morfismo
de módulos e x ∈ k, então f(g,x)(re + a) := rx + g(a) define um morfismo de módulos
f(g,x) : H

′ → k. Mais ainda, se f ∈ Homk(H
′, k), então

f(f |H,f(e))(re+ a) = rf(e) + f |H(a) = f(re+ a),

e, para quaisquer g ∈ Homk(H, k) e x ∈ k, temos

f(g,x)|H(a) = fg,x(0e+ a) = 0x+ g(a) = g(a).

Ou seja, Homk(H
′, k) ≃ k ×Homk(H, k), como conjuntos. Seja χ ∈ X l

w(H
′), então

e = τ lχ(e)

= uχ(1H)1H + uχ(f)f

= χ(1H)e1H + χ(f)ef

= χ(1H)1H + χ(f)f

= [χ(1H)− χ(f)]1H + χ(f)e.

Como e ∈ H ′ tem escrita única, e = 1ke+ 0H , segue que χ(f) = 1k e

0 = [χ(1H)− χ(f)]1H = uH(χ(1H)− 1k) =⇒ uχ(1H) = u(1k).

Com isso, χ(e) = χ(1H) + χ(f) = χ(1H) + 1k e τ lχ(1H) = uχ(1H)1H = u(1k)1H = 1H . O
morfismo τ lχ|H = (τ lχ)|H : H → H é multiplicativo, pois a multiplicação de H ′ estende a
multiplicação de H. Logo χ|H é um caracter à esquerda fraco de H.

Reciprocamente, se ξ ∈ X l
w(H), então χ(re + a) = r(ξ(1H) + 1k) + ξ(a) define um

morfismo de módulos. Temos que τ lχ : H ′ → k é unitário, pois

τ lχ(e) = uχ(1H)1H + uχ(f)f

= uξ(1H)1H + u(χ(e)− χ(1H))f

= uHξ(1H)1H + u(1k)f

= τ lξ(1H) + ef

= 1H + f = e.

Como τ lχ(a) = τ lξ(a), segue que τ lχ(a)τ lχ(b) = τ lχ(ab), para todo a, b ∈ H. Logo

τ lχ(re+ a)τ lχ(se+ b) = τ lχ(re)τ
l
χ(se) + τ lχ(re)τ

l
χ(b) + τ lχ(a)τ

l
χ(se) + τ lχ(a)τ

l
χ(b)

= re · se+ reτ lχ(b) + τ lχ(a)se+ τ lχ(a)τ
l
χ(b)

= rse+ rτ lχ(b) + sτ lχ(a) + τ lχ(ab)

= τ lχ(rse) + τ lχ(rb) + τ lχ(sa) + τ lχ(ab)

= τ lχ(rse+ [rb+ sa+ ab])

= τ lχ((re+ a)(se+ b)).

Ou seja, τ lχ é multiplicativo. Portanto χ ∈ X l
w(H

′).
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Exemplo 2.3.3. Sejam n ≥ 1 e H =
⊕n

i,j=1 keij a álgebra de Hopf fraca de Hayashi,
com morfismos definidos por

µ(eij ⊗ ers) = [i = r, j = s]eij, u(1k) =
n∑

i,j=1

eij,

ϵ(eij) = [i = j], ∆(eij) =
n∑

p=1

eip ⊗ epj e S(eij) = eji.

Vamos mostrar que χ ∈ Homk(H, k) é um caracter à esquerda fraco de H se, e somente
se, para cada j = 1, . . . , n, o conjunto {χ(eij) : i = 1, . . . , n} é formado por idempotentes
ortogonais tais que

∑n
i=1 χ(eij) = 1k.

Seja χ ∈ Homk(H, k) e considere τ lχ(eij) = (uχ ∗ idH)(eij), então

τ lχ(eijers) = [i = r, j = s]τ lχ(eij) = [i = r, j = s]
n∑

p=1

χ(eip)epj.

Enquanto que,

τ lχ(eij)τ
l
χ(ers) =

(
n∑

p=1

χ(eip)epj

)(
n∑

q=1

χ(erq)eqs

)
= [j = s]

n∑
p=1

χ(eip)χ(erp)epj.

Portanto, τ lχ é multiplicativo se, e somente se, para cada p = 1, . . . , n, vale χ(eip)χ(erp) =
[i = r]χ(eip), ou seja, se o conjunto {χ(e1p), . . . , χ(enp)} é formado por idempotentes dois
a dois ortogonais. Por outro lado, temos

τ lχ(1H) =
n∑

i,j=1

τ lχ(eij) =
n∑

i,j,p=1

χ(eip)epj =
n∑

p,j=1

(
n∑

i=1

χ(eip)

)
epj,

de onde vale τ lχ(1H) = 1H =
∑n

p,j=1 eij se, e somente se,
∑n

i=1 χ(eip) = 1k, para todo
p = 1, . . . , n. Assim, χ ∈ X l

w(H) se, e somente se, para cada j = 1, . . . , n, o conjunto
{χ(eij) : i = 1, . . . , n} é formado por idempotentes ortogonais cuja soma é 1k.

No contexto de álgebras de Hopf, todo caracter é um caracter à esquerda fraco, pois

τ lχ(ab) = uχ(a1b1)a2b2 = uχ(a1)a2uχ(b1)b2 = τ lχ(a)τ
l
χ(b),

e τ lχ(1H) = uχ(1H)1H = 12H = 1H . Pelo Exemplo 2.3.2, todo caracter ξ de H define um
caracter à esquerda fraco χ de ke⊕H, satisfazendo χ(e) = ξ(1H) + 1k = 2 ∈ k.

De modo geral, todo resultado que apresentaremos para X l
w(H) possui um resultado

correspondente para Xr
w(H), cuja demonstração é essencialmente igual. Assim, apresen-

taremos as demonstrações completas para X l
w(H), indicando as alterações necessárias pra

Xr
w(H).

Lema 2.3.4. Seja χ ∈ X l
w(H). Então:

(i) χ ∗ ξ ∈ X l
w(H), para todo ξ ∈ X l

w(H);
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(ii) τ lχ(s) = s, para todo s ∈ Hs;

(iii) Se χ é inversível na álgebra de convolução Homk(H, k) e χ−1 = ξ, então ξ ∈ X l
w(H)

e (τ lχ)
−1 = τ lξ;

(iv) Se (τ lχ)
−1 = σ, então χ ∗ ϵσ = ϵ.

Demonstração. Para todo morfismo de módulos ξ ∈ Homk(H, k), temos que uξ : H → H
é um morfismo de módulos, logo τ lξ = uξ ∗ idH : H → H é um morfismo de módulos.
Sejam ξ ∈ X l

w(H) e a ∈ H, então

τ lχ∗ξ(a) = (u(χ ∗ ξ))(a1)a2
= (uχ ∗ uξ)(a1)a2
= uχ(a1)uξ(a2)a3

= uχ(a1)τ
l
ξ(a2)

= τ lξ(uχ(a1)a2) (τ lξ morf.)

= (τ lξ ◦ τ lχ)(a).

Como a composição de morfismos de álgebras é um morfismo de álgebras, vale (i). Seja
s ∈ Hs, pelo Lema 1.4.6(iv), temos que ∆(s) = 11 ⊗ 12s, de onde

τ lχ(s) = uχ(s1)s2 = uχ(11)12s = τ lχ(1H)s = s.

Portanto vale (ii). Se ξ é o inverso de χ na álgebra de convolução Homk(H, k), pela
identidade obtida no item (i), temos que

τ lξ ◦ τ lχ = τ lχ∗ξ = τ luϵ = uϵ ∗ idH = idH e τ lχ ◦ τ lξ = τ lξ∗χ = τ luϵ = uϵ ∗ idH = idH .

Ou seja, τ lξ é o inverso de τ lχ, portanto um morfismo de álgebras. Logo, vale (iii). Por fim,
se σ = (τ lχ)

−1, então σ é, em particular, um morfismo de módulos, logo, ϵσ : H → k é um
morfismo de módulos, e vale

(χ ∗ ϵσ)(a) = χ(a1)(ϵ ◦ σ)(a2) = (ϵ ◦ σ)(χ(a1)a2) = (ϵ ◦ σ ◦ τ lχ)(a) = ϵ(a).

De onde obtemos (iv).

Lema 2.3.5. Seja χ ∈ Xr
w(H). Então:

(i) χ ∗ ξ ∈ Xr
w(H), para todo ξ ∈ Xr

w(H);

(ii) τ rχ(t) = t, para todo t ∈ Ht;

(iii) Se χ é inversível na álgebra de convolução Homk(H, k) e χ−1 = ξ, então ξ ∈ Xr
w(H)

e (τ rχ)
−1 = τ rξ ;

(iv) Se (τ rχ)
−1 = σ, então ϵσ ∗ χ = ϵ.

Demonstração. (ideia) Análogo ao lema anterior. Mostra-se que τ rχ∗ξ = τ rχ◦τ rξ , o que prova
(i). Para t ∈ Ht, do Lema 1.4.6(iii) segue que τ rχ(t) = t11uχ(12) = t, de onde vale (ii). O
item (iii) utiliza a igualdade τ rχ∗ξ = τ rχ ◦τ rξ . O item (iv) segue de ϵσ ∗χ = ϵ◦σ ◦τ rχ = ϵ.
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Quando H é cocomutativa, temos τ lχ(a) = uχ(a1)a2 = uχ(a2)a1 = a1uχ(a2) = τ rχ(a),
de onde segue que τ rχ é um automorfismo se, e somente se, χ for inversível na álgebra de
convolução Homk(H, k).

Lema 2.3.6. Seja σ ∈ Endk(H). Então:

(i) ∆ ◦ σ = (σ ⊗ idH) ◦∆ se, e somente se, existe χ ∈ Homk(H, k) tal que σ = τ lχ;

(ii) ∆ ◦ σ = (idH ⊗ σ) ◦∆ se, e somente se, existe χ ∈ Homk(H, k) tal que σ = τ rχ.

Em ambos os casos, pode-se considerar χ = ϵ ◦ σ.

Demonstração. Suponha que σ = τ lχ, então

∆(σ(a)) = ∆(uχ(a1)a2) = uχ(a1)a2 ⊗ a3 = τ lχ(a1)⊗ a2 = (σ ⊗ idH)∆(a),

onde, na segunda igualdade, utilizamos que im(χ) ⊆ k e ∆ é morfismo de módulos.
Reciprocamente, se ∆ ◦ σ = (σ ⊗ idH) ◦∆, definindo χ = ϵ ◦ σ ∈ Homk(H, k), temos

τ lχ(a) = uχ(a1)a2

= uϵσ(a1)a2

= µ(uϵ⊗ idH)(σ ⊗ idH)∆(a)

= µ(uϵ⊗ idH)∆σ(a)

= (uϵ ∗ idH)(σ(a))
= σ(a), (uϵ = 1Endk(H))

de onde vale (i). A demonstração de (ii) é análoga.

No contexto de álgebras de Hopf, se χ é um caracter à esquerda (resp. à direita) fraco
de H, então, pelo resultado acima, χ = ϵ ◦ σ, onde σ é um morfismo de álgebras. Como
ϵ é um morfismo de álgebras, segue que χ é um morfismo de álgebras. Assim, χ é um
caracter à esquerda fraco se, e somente se, é um caracter se, e somente se, é um caracter
à direita fraco. Com isso, denotando o conjunto dos caracteres de uma álgebra de Hopf
H por X(H), podemos reescrever o Exemplo 2.3.2 como

χ ∈ Xw(ke⊕H) ⇐⇒ χ|H ∈ X(H) e χ(e) = 2.

Definição 2.3.7. Sejam g, h ∈ Gw(H). Um morfismo de módulos δ : H → H é uma
(g, h)-coderivação se ∆(δ(a)) = ga1 ⊗ δ(a2) + δ(a1)⊗ ha2, para todo a ∈ H.

Apesar da definição acima considerar δ apenas um morfismo de módulos, na pró-
xima seção, estaremos interessados particularmente em (g, 1H)-coderivações que são τ lχ-
derivações, onde ϵt(g) = 1H e χ ∈ X l

w(H).

Exemplo 2.3.8. Sejam H uma álgebra de Hopf e H ′ = ke⊕H a álgebra de Hopf fraca
de Kaplansky, com operações

u(r) = re, (re+ a)(se+ b) = rse+ (rb+ sa+ ab),

ϵ(re+ a) = 2r + ϵH(a), ∆(re+ a) = r(1H ⊗ 1H + f ⊗ f) + ∆H(a),

onde f = e − 1H , e antípoda definida por S(re + a) = re + SH(a). Sejam χ ∈ X l
w(H

′)
e g = sf + b ∈ Gw(H

′). Vamos mostrar que δ ∈ Endk(H
′) é uma τ lχ-derivação e uma
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(g, e)-coderivação se, e somente se, δ|H é uma τ lχ|H-derivação e uma (b, 1H)-coderivação.
Mais ainda, mostramos que g é inversível à esquerda se, e somente se, s = 1k e uϵ(b) = 1H .

Primeiramente, como δ é um morfismo de módulos e uma derivação, dado x = re+a ∈
H ′, temos

δ(x) = rδ(e) + δ(a) = δ(a).

Pelo Exemplo 2.3.2, temos que χ|H ∈ X l
w(H), de onde τ lχ(1H) = 1H . Como 1H ∈ Z(H ′),

δ(1H) = δ(12H) = δ(1H)1H + τ lχ(1H)δ(1H) = 2 · 1Hδ(1H).

Multiplicando por 1H e subtraindo 1Hδ(1H) da igualdade acima, obtemos 1Hδ(1H) = 0.
Por outro lado, denotando δ(x) = rxe+ ax ∈ H ′, para cada x ∈ H, temos

0 = 1Hδ(1H) = 1H(r1He+ a1H ) = r1H1H + a1H ∴ δ(1H) = r1He− r1H1H = r1Hf.

Mas fH = Hf = 0, de onde r1He− r1H1H = δ(1H) = 2 · 1Hδ(1H) = 2r1H1Hf = 0. Como
a escrita de 0 ∈ H ′ em termos de e e H é única, segue que r1H = 0, portanto δ(1H) = 0.
Com isso, calculamos

rxe+ ax = δ(x) = δ(x1H) = δ(x)1H + τ lχ(x)δ(1H) = (rxe+ ax)1H = rx1H + ax.

Ou seja, rxe − rx1H = 0, portanto rx = 0. Isso mostra que δ(H) ⊆ H, de onde δ|H é
uma τ lχ|H-derivação. Do Exemplo 2.2.3, todo g ∈ Gw(H) é da forma g = sf + b, onde
s ∈ k é um idempotente e b ∈ Gw(H). Lembrando que fH = Hf = 0, f 2 = f e ϵ(f) = 1,
calculamos

ϵt(g) = ϵt(sf + b)

= ϵ(1H(sf + b))1H + ϵ(f(sf + b))f

= ϵ(b)1H + ϵ(sf 2)f

= ϵ(b)1H + sf

= se+ ϵ(b)1H − s1H

= se+ [uHϵ(b)− uH(s)].

Com isso, ϵt(se+ b) = e se, e somente se, s = 1k e uϵ(b) = uϵ(s) = uϵ(1k) = 1H . Por fim,
como δ é uma (g, e)-coderivação e g = f + b, temos

∆(δ(x)) = (f + b)x1 ⊗ δ(x2) + δ(x1)⊗ ex2

= bx1 ⊗ δ(x2) + δ(x1)⊗ 1Hx2,

de onde δ|H é uma (b, 1H)-coderivação.

Reciprocamente, sejam ξ ∈ X l
w(H), b ∈ Gw(H) e δ′ : H → H uma τ lξ-derivação que

é uma (b, 1H)-coderivação. Pelo Exemplo 2.3.2, definindo χ : H ′ → k por χ(re + a) =
2e + ξ(a), temos que χ ∈ X l

w(H
′) e χ|H = ξ. Defina δ : H ′ → H ′ por δ(re + a) = δ′(a).

Assim, δ ∈ Homk(H
′, H ′), δ|H = δ′ e, para quaisquer re+ a, te+ c ∈ H ′, temos

δ(re+ a)(te+ c) + τ lχ(re+ a)δ(te+ c)

= δ′(a)(te+ c) + [re+ τ lξ(a)]δ
′(c)

= tδ′(a) + δ′(a)c+ rδ′(c) + τ lξ(a)δ
′(c)
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= δ′(ta+ rc) + δ′(a)c+ τ lξ(a)δ
′(c)

= δ′(ta+ rc) + δ′(ac)

= δ′(ta+ rc+ ac)

= δ(rte+ [ta+ rc+ ac])

= δ([re+ a][te+ c]),

logo δ é uma τ lχ-derivação. Pelo Exemplo 2.2.3, para todo idempotente s ∈ k, temos
sf + b ∈ Gw(H

′). Como fH = 0 e, para todo a ∈ H, ea = a = 1Ha, temos

∆(δ(re+ a)) = ∆(δ′(a))

= ba1 ⊗ δ(a2) + δ(a1)⊗ 1Ha2

= (sf + b)a1 ⊗ δ(a2) + δ(a1)⊗ ea2,

logo δ é uma (sf + b, e)-coderivação.

Exemplo 2.3.9. Sejam n ≥ 2 e H =
⊕n

i,j=1 keij a álgebra de Hopf fraca de Hayashi,
com morfismos definidos por

µ(eij ⊗ ers) = [i = r, j = s]eij, u(1k) =
n∑

i,j=1

eij,

ϵ(eij) = [i = j], ∆(eij) =
n∑

p=1

eip ⊗ epj e S(eij) = eji.

Seja χ ∈ X l
w(H). Vamos mostrar que δ ∈ Endk(H) é uma τ lχ-derivação se, e somente se,

existem drs ∈ k tais que χ(err)drs = 0 e δ(eij) = dijeij −
∑n

r=1 χ(eir)drjerj. Mais ainda,
se g ∈ Gw(H) satisfaz ϵt(g) = 1H e δ é uma (g, 1H)-coderivação, então δ ≡ 0.

Pelo Exemplo 2.3.3, se χ ∈ X l
w(H) então, para cada j = 1, . . . , n, {χ(eij) : i = 1, . . . , n}

é uma família de idempotentes ortogonais tais que χ(e1j) + · · · + χ(enj) = 1k. Seja
δ ∈ Endk(H) uma τ lχ-derivação e denote δ(eij) =

∑n
r,s=1 d

ij
rsers. Então

δ(eij) = δ(eijeij) = δ(eij)eij + τ lχ(eij)δ(eij)

=

(
n∑

r,s=1

dijrsers

)
eij +

(
n∑

p=1

χ(eip)epj

)(
n∑

r,s=1

dijrsers

)
= dijijeij +

n∑
p=1

χ(eip)d
ij
pjepj.

Comparando as escritas de δ(eij), obtemos que: dijrs = 0, para todo s ̸= j; dijrj = χ(eir)d
ij
rj,

para todo r ̸= i; e dijij = dijij + χ(eii)d
ij
ij, de onde χ(eii)dijij = 0. Fixe u ̸= i, então

0 = δ(eijeuj) = δ(eij)euj + τ lχ(eij)δ(euj)

=
n∑

r=1

dijrjerj · euj +
n∑

p,r=1

χ(eip)epj · dujrj erj

= dijujeuj +
n∑

p=1

χ(eip)d
uj
pjepj

= dijujeuj + χ(eiu)d
uj
ujeuj +

∑
p ̸=u

χ(eip)χ(eup)d
uj
pjepj
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= (dijuj + χ(eiu)d
uj
uj)euj,

onde a última igualdade segue de χ(e1j), . . . , χ(enj) serem idempotentes ortogonais. As-
sim, temos que dijuj + χ(eiu)d

uj
uj = 0, para todo u ̸= i, ou ainda, dijuj = −χ(eiu)dujuj. Como

χ(eii)d
ij
ij = 0, temos que

δ(eij) = dijijeij −
n∑

r=1

χ(eir)d
rj
rjerj, χ(epj)d

pj
pj = 0,∀i, j, p = 1, . . . , n.

Reciprocamente, para cada i, j = 1, . . . , n, escolha dij ∈ k tal que χ(eij)dij = 0. Defina
δ ∈ Endk(H) por δ(eij) = dijeij −

∑n
r=1 χ(eir)drjerj, então

δ(eij)euv + τ lχ(eij)δ(euv)

=

(
dijeij −

n∑
r=1

χ(eir)drjerj

)
euv +

(
n∑

p=1

χ(eip)epj

)(
duveuv −

n∑
r=1

χ(eur)drverv

)

= [j = v]

(
[i = u]dijeij − χ(eiu)dujeuj + χ(eiu)dujeuj −

n∑
r=1

χ(eir)χ(eur)drjerj

)

= [j = v]

(
[i = u]dijeij −

n∑
r=1

[i = u]χ(eir)drjerj

)

= [i = u, j = v]

(
dijeij −

n∑
r=1

χ(eir)drjerj

)
= [i = u, j = v]δ(eij)

= δ(eijeuv),

ou seja, δ é uma τ lχ-derivação. Nesse caso, temos que

∆(δ(eij)) =
n∑

p=1

(
dij[eip ⊗ epj]−

n∑
r=1

χ(eir)drj[erp ⊗ epj]

)
.

Por outro lado, se δ é uma (g, 1H)-coderivação, então

∆(δ(eij)) =
n∑

p=1

geip ⊗ δ(epj) + δ(eip)⊗ epj

=
n∑

p=1

geip ⊗

(
dpjepj −

n∑
r=1

χ(epr)drjerj

)
+

(
dipeip −

n∑
r=1

χ(eir)drperp

)
⊗ epj

=
n∑

p=1

(
geip ⊗ dpjepj + dipeip ⊗ epj −

n∑
r=1

(geip ⊗ χ(epr)drjerj + χ(eir)drperp ⊗ epj)

)
.

Pelo Exemplo 2.2.4, se g ∈ H é um elemento group-like fraco, então existem um idempo-
tente e ∈ k e escalares λ1, . . . , λn ∈ U(ke) tais que g =

∑n
i,j=1 λiλ

∗
jeij, onde λ∗j denota o

inverso de λj em ke. Com isso, calculamos

ϵt(g) =
n∑

i,j=1

λiλ
∗
jϵt(eij) =

n∑
i,j,p,r,s=1

λiλ
∗
jϵ(erpeij)eps =

n∑
i,s=1

λiλ
∗
i eis =

n∑
i,s=1

eeis.
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Assim, ϵt(g) = 1H se, e somente se, e = 1k. Consequentemente, λ1, . . . , λn ∈ U(k) e
λ∗j = λ−1

j , e daí geip = λiλ
−1
p eip. Substituindo na escrita de ∆(δ(eij)), obtemos que δ é

uma (g, 1H)-coderivação se, e somente se,

n∑
p=1

(
dij[eip ⊗ epj]−

n∑
r=1

χ(eir)drj[erp ⊗ epj]

)

=
n∑

p=1

(
λiλ

−1
p dpj[eip ⊗ epj] + dip[eip ⊗ epj]

−
n∑

r=1

(
λiλ

−1
p χ(epr)drj[eip ⊗ erj] + χ(eir)drp[erp ⊗ epj]

) )
.

Cancelando o termo em comum no segundo somatório e colocando em evidência o somando
eip ⊗ epj, segue que δ é uma (g, 1H)-coderivação se, e somente se,

n∑
p=1

dij[eip ⊗ epj] =
n∑

p=1

(
(λiλ

−1
p dpj + dip)[eip ⊗ epj]−

n∑
r=1

λiλ
−1
p χ(epr)drj[eip ⊗ erj]

)
.

Se r ̸= p, então o termo eip⊗ erj aparece apenas no lado direito da igualdade, assim, deve
ser λiλ−1

p χ(epr)drj = 0. Como λ1, . . . , λn ∈ k são inversíveis, segue que χ(epr)drj = 0, para
todo p ̸= r. Mas χ(err)drj = 0, pois δ é uma τ lχ-derivação, e χ(e1r) + · · · + χ(enr) = 1k,
pois χ é um caracter à esquerda fraco de H. De onde

drj = [χ(e1r) + · · ·+ χ(enr)]drj = χ(e1r)drj + · · ·+ χ(enr)drj = 0, ∀r, j = 1, . . . , n.

Portanto a única τ lχ-derivação que é uma (g, 1H)-coderivação, quando ϵt(g) = 1, é o
morfismo nulo, δ ≡ 0.

Apresentaremos agora algumas propriedades de coderivações.

Lema 2.3.10. Seja δ uma (g, h)-coderivação. Se ϵs(g) = ϵs(h) = 1, então ϵ ◦ δ = 0.

Demonstração. Como δ é uma (g, h)-coderivação, temos

δ(a) = (idH ∗ uϵ)(δ(a)) (idH ∗ uϵ = idH)

= ga1uϵ(δ(a2)) + δ(a1)uϵ(ha2)

= ga1uϵ(δ(a2)) + δ(a1)uϵ(a2) 2.2.6(ii)

= ga1uϵ(δ(a2)) + δ(a1uϵ(a2)) (δ morf.)
= ga1uϵ(δ(a2)) + δ(a), (idH ∗ uϵ = idH)

subtraindo δ(a) da igualdade acima, obtemos ga1uϵ(δ(a2)) = 0. Aplicando ϵ, segue que

0 = ϵ(ga1uϵ(δ(a2)))

= ϵ(ga1)ϵ(δ(a2)) (ϵ morf.)
= ϵ(a1)ϵ(δ(a2)) 2.2.6(ii)

= ϵ(δ(uϵ(a1)a2)) (ϵδ morf.)
= ϵ(δ(a)). (uϵ ∗ idH = idH)

Logo ϵ ◦ δ ≡ 0.
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Lembramos que, conforme observando antes do Lema 1.3.7, dada uma σ-derivação
δ de H, o submódulo à esquerda de HH gerado por im(δ), denotado U(δ), é um ideal
bilateral que satisfaz δ(U(δ)) ⊆ U(δ).

Lema 2.3.11. Seja δ uma (g, h)-coderivação que é uma τ lχ-derivação, onde χ é um ca-
racter à esquerda fraco de H. Se ϵ ◦ δ ≡ 0 e δ(Hs) = 0, então ϵ(U(δ)) = 0.

Demonstração. Como χ ∈ X l
w(H), segue do Lema 2.3.4 que τ lχ(ϵs(a)) = ϵs(a), para todo

a ∈ H. Como δ é uma τ lχ-derivação, obtemos

δ(ϵs(a)b) = δ(ϵs(a))b+ τ lχ(ϵs(a))δ(b) = δ(ϵs(a))b+ ϵs(a)δ(b).

Aplicando ϵ à igualdade acima, resulta

0 = (ϵ ◦ δ)(ϵs(a)b)

= ϵ
(
δ(ϵs(a))b

)
+ ϵ
(
ϵs(a)δ(b)

)
= ϵ(ϵs(a)δ(b)) (δ(Hs) = 0)

= ϵ(aδ(b)). 1.4.5(v)

Por fim, como todo elemento em U(δ) é da forma
∑n

i=1 anδ(bn), segue que ϵ(U(δ)) = 0.

O último resultado desta seção será especialmente útil no capítulo seguinte, permitindo
a simplificação do cálculo para a classificação das extensões de Hopf-Ore primitivas fracas
das álgebras de grupóide conexo.

Lema 2.3.12. Sejam σ ∈ Endk(H) e g, h ∈ Gw(H). O conjunto Dσ,g,h(H), dos morfis-
mos δ : H → H que são σ-derivações e (g, h)-coderivações, é um submódulo de Endk(H).

Demonstração. Lembramos que a ação de k em Endk(H) é dada por (r ▷f)(a) = f(a)◁r,
para todo a ∈ H. Assim, se H é uma álgebra sobre k, (rf)(a) = f(a)u(r) = u(r)f(a).
Por simplicidade, omitiremos o morfismo u da notação.

Sejam δ ∈ Dσ,g,h, r ∈ k e a, b ∈ H. Então

(rδ)(ab) = r[δ(ab)]

= r[δ(a)b+ σ(a)δ(b)] (δ ∈ Dσ,g,h(H))

= rδ(a)b+ rσ(a)δ(b)

= rδ(a)b+ σ(a)rδ(b) (im(u) ⊆ Z(H))

= (rδ)(a)b+ σ(a)(rδ)(b).

Ou seja, rδ é uma σ-derivação.

∆((rδ)(a)) = ∆(rδ(a))

= r∆(δ(a)) (∆ morf.)
= r[g ⊗ δ(a1) + δ(a2)⊗ h] (δ ∈ Dσ,g,h(H))

= g ⊗ rδ(a1) + rδ(a2)⊗ h

= g ⊗ (rδ)(a1) + (rδ)(a2)⊗ h,

de onde rδ é uma (g, h)-coderivação. Agora, se δ, δ′ ∈ Dσ,g,h(H), então

(δ + δ′)(ab) = δ(ab) + δ′(ab)
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= [δ(a)b+ σ(a)δ(b)] + [δ′(a)b+ σ(a)δ′(b)] (δ, δ′ ∈ Dσ,g,h(H))

= (δ(a) + δ′(a))b+ σ(a)(δ(b) + δ′(b))

= (δ + δ′)(a)b+ σ(a)(δ + δ′)(b).

Portanto δ + δ′ é uma σ-derivação. Por fim,

∆((δ + δ′)(a)) = ∆(δ(a)) + ∆(δ′(a))

= [g ⊗ δ(a1) + δ(a2)⊗ h] + [g ⊗ δ′(a1) + δ′(a2)⊗ h]

= g ⊗ (δ(a1) + δ′(a1)) + (δ(a2) + δ′(a2))⊗ h

= g ⊗ (δ + δ′)(a1) + (δ + δ′)(a2)⊗ h.

Assim, δ + δ′ é uma (g, h)-coderivação. O morfismo nulo é sempre uma derivação e uma
coderivação. Logo, Dσ,g,h(H) é um submódulo de Endk(H).

2.4 Teorema de Panov para WHA’s
Nesta seção vamos apresentar condições necessárias e suficientes para obter extensões de
Hopf-Ore (g, 1)-primitivas fracas, além de reobter o Teorema de Panov para álgebras de
Hopf e caracterizar tais extensões para as álgebras de Hopf fracas dos Exemplos 1.4.4(4)
e 1.4.4(5). As referências para esta seção são [8] e [16].

Definição 2.4.1. Sejam H e R álgebras de Hopf fracas sobre um anel comutativo k. Di-
zemos que R é uma extensão de Hopf-Ore fraca de H se R contém H como subálgebra
de Hopf fraca e R = H[X;σ, δ], para algum σ, δ ∈ Endk(H). Diremos ainda que R é uma
extensão de Hopf-Ore primitiva fraca de H se for uma extensão de Hopf-Ore fraca
com X um elemento (g, h)-primitivo fraco, onde g, h ∈ Gw(H).

Para o restante desta seção, k denotará um anel comutativo, H uma álgebra de Hopf
fraca sobre k e R = H[X;σ, δ] uma extensão de Ore de H, onde σ ∈ Autk(H) e δ ∈
Endk(H) são morfismos de módulos.

Exemplo 2.4.2. Podemos obter extensões de Hopf-Ore primitivas fracas a partir das
extensões de Hopf-Ore, caracterizadas pelo Teorema de Panov para álgebras de Hopf.

Seja A uma álgebra de Hopf sobre k. Suponha válido o Teorema de Panov e considere
B = A[X;σ, δ] uma extensão de Hopf-Ore de A, onde X é um elemento (g, 1A)-primitivo.
Sejam g = g⊗ 1H ∈ A⊗H e σ, δ : A⊗H → A⊗H as funções definidas, respectivamente,
por

σ(a⊗ b) = σ(a)⊗ b e δ(a⊗ b) = δ(a)⊗ b.

Considere a estrutura de álgebra de Hopf fraca em A ⊗ H dada pelo Exemplo 1.4.4(3).
Então g é um elemento group-like fraco, pois

∆A⊗H(1A⊗H) = ∆A⊗H(1A ⊗ 1H) = 1A ⊗ 11 ⊗ 1A ⊗ 12,

de onde

∆A⊗H(g) = ∆A⊗H(g ⊗ 1H) = g ⊗ 11 ⊗ g ⊗ 12

= (1A ⊗ 11 ⊗ 1A ⊗ 12)(g ⊗ 1H ⊗ g ⊗ 1H) = ∆A⊗H(1A⊗H)(g ⊗ g)



CAPÍTULO 2. EXTENSÕES DE HOPF-ORE PRIMITIVAS FRACAS 72

= (g ⊗ 1H ⊗ g ⊗ 1H)(1A ⊗ 11 ⊗ 1A ⊗ 12) = (g ⊗ g)∆A⊗H(1A⊗H).

A função σ é um endomorfismo de anéis, pois σ(1A⊗H) = σ(1A)⊗ 1H = 1A ⊗ 1H = 1A⊗H ,
enquanto que, para a⊗ r, b⊗ s ∈ A⊗H, temos

σ([a⊗ r][b⊗ s]) = σ(ab⊗ rs)

= σ(ab)⊗ rs

= σ(a)σ(b)⊗ rs

= (σ(a)⊗ r)(σ(b)⊗ s)

= σ(a⊗ r)σ(b⊗ s).

Mais ainda, σ é morfismo de módulos, pois σ e idH são morfismos de módulos. Analoga-
mente, δ é um morfismo de módulos que é uma σ-derivação, pois

δ([a⊗ r][b⊗ s]) = δ(ab⊗ rs)

= δ(ab)⊗ rs

= (δ(a)b+ σ(a)δ(b))⊗ rs

= (δ(a)⊗ r)(b⊗ s) + (σ(a)⊗ r)(δ(b)⊗ s)

= δ(a⊗ r)(b⊗ s) + σ(a⊗ r)δ(b⊗ s).

Com isso, R = (A⊗H)[Y ;σ, δ] é uma extensão de Ore de A⊗H. Considere o morfismo
i = (i⊗ idH) : A⊗H → B ⊗H, onde i : A → B é o monomorfismo da Proposição 1.3.2,
e y = X ⊗ 1H ∈ B ⊗H. Então

yi(a⊗ r) = (X ⊗ 1H)(a⊗ r)

= Xa⊗ r

= (σ(a)X + δ(a))⊗ r

= (σ(a)⊗ r)(X ⊗ 1H) + δ(a)⊗ r

= i(σ(a⊗ r))y + i(δ(a⊗ r).

Segue da Proposição 1.3.3 que existe um único morfismo de álgebras f : R → B ⊗H tal
que f(Y ) = X ⊗ 1H . O morfismo f é um isomorfismo, pois, se

∑n
i=0 riY

i ∈ ker(f), onde
r0, . . . , rn ∈ A⊗H, então

0 = f

(
n∑

i=0

riY
i

)
=

n∑
i=1

ri(X ⊗ 1H)
n =

n∑
i=0

ri(X
i ⊗ 1H).

Notando que B⊗H é um (A⊗H)-módulo à esquerda livre de base {Xn⊗1H : n ∈ N}, segue
que ri = 0, para todo i = 0, . . . , n, ou seja, ker(f) = 0. Por fim, dado p(X)⊗ r ∈ B ⊗H,
onde p(X) = a0 + a1X + · · ·+ anX

n, então

f

(
n∑

i=0

(ai ⊗ r)Y i

)
=

n∑
i=0

(ai ⊗ r)(X ⊗ 1H)
i =

n∑
i=0

aiX
n ⊗ r = p(X)⊗ r.

Portanto, f é sobrejetora e A[X;σ, δ]⊗H ≃ (A⊗H)[Y ;σ, δ] como álgebras. Definindo a
estrutura de álgebra de Hopf fraca em R através do isomorfismo, ou seja, tomando

∆R = (f−1 ⊗ f−1) ◦∆B⊗H ◦ f, ϵR = ϵB⊗H ◦ f e SR = f−1 ◦ SB⊗H ◦ f,
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obtemos que A⊗H é uma subálgebra de Hopf fraca de R, onde

∆R(Y ) = ((f−1 ⊗ f−1) ◦∆B⊗H ◦ f)(Y )

= (f−1 ⊗ f−1)(∆B⊗H(X ⊗ 1H))

= (f−1 ⊗ f−1)((X ⊗ 1H ⊗ g ⊗ 1H + 1A ⊗ 1H ⊗X ⊗ 1H)∆B⊗H(1A ⊗ 1H))

= (Y ⊗ f−1(g) + 1R ⊗ Y )∆R(1R),

e, analogamente, ∆R(Y ) = ∆R(1R)(Y ⊗ f−1(g) + 1R ⊗ Y ). Logo, R = (A⊗H)[Y ;σ, δ] é
uma extensão de Hopf-Ore (f−1(g), 1R)-primitiva fraca da álgebra de Hopf fraca A⊗H.

Na Seção 2.1 mostramos que, dada uma extensão de Hopf-Ore R = H[X;σ, δ] de uma
álgebra de Hopf H, se X é um elemento (g, h)-primitivo, g, h ∈ G(H), então existem um
endomofismo de anéis σ′ e uma σ′-derivação δ′ tais que R = H[Y ;σ′, δ′], onde Y = XS(h)
é um elemento (gS(h), 1)-primitivo. Observamos ainda que tal caracterização foi possível
pois, em [20], foram consideradas apenas elementos group-like, ou seja, elementos que
satisfazem ∆(g) = g ⊗ g e são inversíveis.

Lema 2.4.3. Seja R = H[X;σ, δ] uma extensão de Hopf-Ore primitiva fraca de H, onde
X é um elemento (g, h)-primitivo fraco e σ ∈ Autk(H). Então ϵt(g) = ϵs(h) = 1.

Demonstração. Como R é uma álgebra de Hopf fraca, vale o axioma da counidade, logo

X = (uϵ⊗ idR)∆(X)

= (uϵ⊗ idR)(11g ⊗ 12X + 11X ⊗ 12h)

= ϵ(11g)12X + ϵ(11X)12h

= ϵt(g)X + ϵt(X)h.

Como ϵt(X) ∈ H e R ≃
⊕

n∈NHX
n como H-módulos à esquerda, a igualdade acima

implica em ϵt(g) = 1H e ϵt(X)h = 0. Analogamente,

X = (idR ⊗ uϵ)∆(X)

= (idR ⊗ uϵ)(g11 ⊗X12 +X11 ⊗ h12)

= g11ϵ(X12) +X11ϵ(h12)

= gϵs(X) +Xϵs(h).

Como σ ∈ Autk(H), segue da Proposição 1.3.9 que R ≃
⊕

n∈NX
nH como H-módulos à

direita, de onde obtemos gϵs(X) = 0 e ϵs(h) = 1H .

Tendo em vista o Lema 2.2.5, o resultado acima mostra que, se σ é um automorfismo,
então, para obtermos uma extensão de Hopf-Ore primitiva fraca de H, o elemento g deve
ser inversível à direita, enquanto o elemento h deve ser inversível à esquerda.

Observamos que, no contexto de álgebras de Hopf, a hipótese sobre σ é desnecessária,
pois, como ϵs(h) = uϵ(h) ∈ Z(R), os cálculos acima mostram que X = guϵ(X) + uϵ(h)X,
de onde concluímos que ϵs(h) = uϵ(h) = 1H . Consequentemente, no contexto de álgebras
de Hopf sobre anéis comutativos, apesar de existirem elementos group-like fracos não nulos
e não inversíveis, vide Exemplo 2.2.10, ao tratarmos de extensões de Hopf-Ore, podemos
considerar apenas elementos group-like.

Proposição 2.4.4. Seja R = H[X;σ, δ] uma extensão de Hopf-Ore fraca de H, onde
σ ∈ Autk(H) e X é um elemento (g, h)-primitivo fraco. Então:
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(i) gS(g) = 1H e S(h)h = 1H ;

(ii) δ é uma (g, h)-coderivação;

(iii) ∆(σ(a))(1H ⊗ h) = (1H ⊗ h)(σ(a1)⊗ a2), para todo a ∈ H;

(iv) ∆(σ(a))(g ⊗ 1H) = (g ⊗ 1H)(a1 ⊗ σ(a2)), para todo a ∈ H.

Demonstração. O item (i) segue do lema anterior juntamente do Lema 2.2.5. Agora, como
∆ é multiplicativa, devem ser iguais

∆(X)∆(a) = (g ⊗X +X ⊗ h)∆(1H)∆(a)

= (g ⊗X +X ⊗ h)(a1 ⊗ a2)

= ga1 ⊗Xa2 +Xa1 ⊗ ha2

= ga1 ⊗ [σ(a2)X + δ(a2)] + [σ(a1)X + δ(a1)]⊗ ha2

= ga1 ⊗ σ(a2)X + ga1 ⊗ δ(a2) + σ(a1)X ⊗ ha2 + δ(a1)⊗ ha2

= (ga1 ⊗ σ(a2))(1H ⊗X) + (σ(a1)⊗ ha2)(X ⊗ 1H)

+ (ga1 ⊗ δ(a2) + δ(a1)⊗ ha2)(1H ⊗ 1H),

e

∆(Xa) = ∆(σ(a)X + δ(a))

= ∆(σ(a))(g ⊗X +X ⊗ h) + ∆(δ(a))

= [∆(σ(a))(g ⊗ 1H)](1H ⊗X) + [∆(σ(a))(1H ⊗ h)](X ⊗ 1H)

+ ∆(δ(a))(1H ⊗ 1H).

Como R ≃
⊕

n∈NHX
n, segue da Proposição 1.2.6 que R⊗R é um (H⊗H)-módulo livre

com base {X i⊗Xj : i, j ∈ N}. Assim, podemos igualar os coeficientes de 1H ⊗X, X⊗1H
e 1H ⊗ 1H nas escritas acima, obtendo respectivamente

∆(σ(a))(g ⊗ 1H) = ga1 ⊗ σ(a2),

∆(σ(a))(1H ⊗ h) = σ(a1)⊗ ha2,

∆(δ(a)) = ga1 ⊗ δ(a2) + δ(a1)⊗ ha2.

Ou seja, valem (ii), (iii) e (iv).

Os resultados acima mostram que, para obtermos uma extensão de Hopf-Ore pri-
mitiva fraca de H, o elemento h ∈ Gw(H) deve ser inversível à esquerda. Caso h
seja inversível, podemos reproduzir os cálculos feitos na Proposição 2.1.4, obtendo que
H[X;σ, δ] = H[XS(h);σ′, δ′], ondeXS(h) é um elemento (gS(h), 1H)-primitivo fraco. Por
outro lado, se S(h)h = 1H mas hS(h) = ϵt(h) ̸= 1H , obteremos que XS(h) é um elemento
(gS(h), ϵt(h))-primitivo fraco. Mais ainda, a função σ′, definida por σ′(a) = σ(S(h)ah),
para todo a ∈ H, não é necessariamente um morfismo de anéis, pois

σ′(a)σ′(b) = σ(S(h)aϵt(h)bh) e σ′(ab) = σ(S(h)abh).

Assim, vamos nos restringir ao caso em que h ∈ Gw(H) é inversível, ou equivalentemente,
ao estudo das extensões de Hopf-Ore (g, 1H)-primitivas fracas.

Proposição 2.4.5. Seja R = H[X;σ, δ] uma extensão de Hopf-Ore fraca de H, onde
σ ∈ Autk(H) e X é um elemento (g, 1H)-primitivo fraco. Então:
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(i) gS(g) = 1H ;

(ii) δ é uma (g, 1H)-coderivação;

(iii) σ = τ lχ, para algum χ ∈ X l
w(H);

(iv) ∆(σ(a))(g ⊗ 1H) = (g ⊗ 1H)(a1 ⊗ σ(a2)), para todo a ∈ H;

(v) S(a)S(g) = S(g)(σ ◦ S ◦ σ)(a), para todo a ∈ H;

(vi) (S ◦ δ)(a) = S(g)(δ ◦ S ◦ σ)(a), para todo a ∈ H.

Nesse caso, valem ϵ(RX) = ϵ(XR) = 0 e S(X) = −S(g)X.

Demonstração. Os itens (i), (ii) e (iv) seguem diretamente da Proposição 2.4.4. O item
(iii) segue da Proposição 2.4.4(iii), tomando h = 1H e aplicando o Lema 2.3.6.

Como X é um elemento (g, 1H)-primitivo fraco e ϵt(g) = 1H , temos

X = (uϵ ∗ idR)(X) = uϵ(11g)12X + uϵ(11X)12 = ϵt(g)X + ϵt(X) = X + ϵt(X),

X = (uϵ ∗ idR)(X) = uϵ(g11)X12 + uϵ(X11)12 = Xϵ′t(g) + ϵ′t(X).

Da primeira igualdade acima, segue que ϵt(X) = 0. Como σ ∈ Autk(H), temos da
Proposição 1.3.9 que {X i : i ∈ N} é uma H-base à direita para R. Assim, segue da
segunda igualdade acima que ϵ′t(X) = 0. Com isso, segue do Lema 2.2.7 que ϵ(RX) =
ϵ(XR) = 0. Mais ainda, o Lema 2.2.7 garante que ϵ′t(X) = 0 implica ϵs(X) = 0 e, como
ϵs(1H) = 1H = S(1H), temos do Lema 2.2.8 que S(X) = −S(g)X.

Por fim, como S deve ser um anti-morfismo de álgebras, temos

−S(a)S(g)X = S(a)S(X)

= S(Xa)

= S(σ(a)X + δ(a))

= S(X)S(σ(a)) + S(δ(a))

= −S(g)XS(σ(a)) + S(δ(a))

= −S(g)[σ(S(σ(a)))X + δ(S(σ(a)))] + S(δ(a))

= −S(g)σ(S(σ(a)))X + S(δ(a))− S(g)δ(S(σ(a))),

de onde, igualando os coeficientes de 1H e X, obtemos

S(a)S(g) = S(g)(σ ◦ S ◦ σ)(a) e S(δ(a)) = S(g)(δ ◦ S ◦ σ)(a).

Logo valem (v) e (vi).

Conforme observado após o Lema 2.4.3, no contexto de álgebras de Hopf, a hipótese
sobre σ ser um endomorfismo bijetor é supérflua. Assim, se H[X;σ, δ] é uma extensão de
Hopf-Ore de uma álgebra de Hopf, onde X é um elemento (g, 1)-primitivo, obtemos da
proposição acima que σ = τ lχ, para algum χ ∈ X l

w(H). Mais ainda, obtemos do Lema 2.3.6
que todo caracter à esquerda (direita) fraco de uma álgebra de Hopf é um caracter, ie, um
morfismo de álgebras. Nesse caso, sabemos que χ é inversível na álgebra de convolução
Homk(H, k), com inverso χ ◦ S, pois

(χ ∗ (χ ◦ S))(a) = χ(a1)χ(S(a2)) = χ(a1S(a2)) = χ(ϵ(a)) = ϵ(a)χ(1H) = ϵ(a).
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Analogamente, mostra-se (χ ◦ S) ∗ χ = ϵ = 1Homk(H,k). Segue do Lema 2.3.4 que σ = τ lχ
é inversível, com inversa τ lχS. Assim, no contexto de álgebras de Hopf, σ ∈ Autk(H) é
uma condição necessária para a existência das extensões de Hopf-Ore, apesar de não ser
explicitamente utilizada na demonstração do Teorema de Panov.

Para apresentar condições suficientes para a existência de extensões de Hopf-Ore
(g, 1H)-primitivas fracas, lembramos que: todo elemento a ∈ R = H[X;σ, δ] pode ser
escrito, de maneira única, como a =

∑n
i=0 aiX

i, onde ai ∈ H, i = 0, . . . , n; e U(δ) é um
ideal bilateral de H, gerado como submódulo à esquerda de HH por im(δ).

Lema 2.4.6. Seja ϵ ∈ Homk(H[X;σ, δ], k) tal que ϵ|H = ϵH , ϵ(RX) = 0 e ϵ(U(δ)) = 0.
Então ϵ(abc) = ϵH(a0b0c0), para quaisquer a, b, c ∈ H[X;σ, δ].

Demonstração. Pelo Lema 1.3.6, dados r ∈ H e n ∈ N, temos Xnr = δn(r) + pn(r)X,
onde pn(r) ∈ H[X;σ, δ] é um elemento de grau n− 1. Com isso, calculamos

ϵ(abc) =
n∑

i,j,l=0

ϵ(aiX
ibjX

jclX
l)

=
n∑

i,j,l=0

ϵ(aiX
ibj[δ

j(cl) + pj(cl)X]X l)

=
n∑

i,j,l=0

ϵ(aiX
ibjδ

j(cl)X
l) + ϵ([aiX

ibjpj(cl)X
l]X)

=
n∑

i,j,l=0

ϵ(aiX
ibjδ

j(cl)X
l) (ϵ(RX)) = 0)

=
n∑

i,j,l=0

ϵ(ai[δ
i(bjδ

j(cl)) + pi(bjδ
j(cl))X]X l)

=
n∑

i,j,l=0

ϵ(aiδ
i(bjδ

j(cl))X
l) + ϵ([aipi(bjδ

j(cl))X
l]X)

=
n∑

i,j=0

ϵH(aiδ
i(bjδ

j(c0))) (ϵ(RX)) = 0)

=
n∑

j=0

ϵH(a0bjδ
j(c0)) (ϵ(U(δ)) = 0)

= ϵH(a0b0c0). (ϵ(U(δ)) = 0)

Lembramos que uma biálgebra fraca é uma quintupla (H,µ, u,∆, ϵ) satisfazendo os
axiomas (W1)-(W4) da Definição 1.4.3. Assim, uma álgebra de Hopf fraca é uma biálgebra
fraca que admite uma antípoda S satisfazendo os axiomas em (W5). Ainda, consideramos
σ, δ ∈ Endk(H), de forma que, pelo Lema 1.3.8, R = H[X;σ, δ] é uma k-álgebra.

Proposição 2.4.7. Sejam g ∈ H um elemento group-like fraco com ϵt(g) = 1H , σ ∈
Autk(H) e δ ∈ Endk(H) uma σ-derivação satisfazendo ϵ(U(δ)) = 0. Se valem

(i) δ é uma (g, 1H)-coderivação;
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(ii) σ = τ lχ, para algum χ ∈ X l
w(H);

(iii) ∆(σ(a))(g ⊗ 1H) = (g ⊗ 1H)(a1 ⊗ σ(a2)), para todo a ∈ H,

então R = H[X;σ, δ] admite uma estrutura de biálgebra fraca, onde X é um elemento
(g, 1H)-primitivo fraco. Se valem adicionalmente δ(Hs) = 0 e, para todo a ∈ H,

(iv) S(a)S(g) = S(g)(σ ◦ S ◦ σ)(a);

(v) (S ◦ δ)(a) = S(g)(δ ◦ S ◦ σ)(a),

então R admite uma estrutura de álgebra de Hopf fraca, onde S(X) = −S(g)X.

Demonstração. Começamos observando que, sob as hipóteses (i), (ii) e (iii), vale

∆(1H)(g ⊗X +X ⊗ 1H) = (g ⊗X +X ⊗ 1H)∆(1H).

Por (ii), juntamente do Lema 2.3.6(i), temos que ∆ ◦ σ = (σ ⊗ idH) ◦∆. Como δ é uma
derivação, δ(1H) = 0, logo, (i) implica 0 = ∆(δ(1H)) = g11⊗ δ(12)+ δ(11)⊗12. Com isso,

(g ⊗X +X ⊗ 1H)∆(1H) = g11 ⊗X12 +X11 ⊗ 12

= g11 ⊗ (σ(12)X + δ(12)) + (σ(11)X + δ(11))⊗ 12

= (g11 ⊗ σ(12))(1H ⊗X) + (σ(11)⊗ 12)(X ⊗ 1H)

+ g11 ⊗ δ(12) + δ(11)⊗ 12

= (g11 ⊗ σ(12))(1H ⊗X) + (σ(11)⊗ 12)(X ⊗ 1H) (i)

= (g11 ⊗ σ(12))(1H ⊗X) + ∆(σ(1H))(X ⊗ 1H) (ii)

= (g11 ⊗ σ(12))(1H ⊗X) + ∆(1H)(X ⊗ 1H)

= ∆(σ(1H))(g ⊗ 1H)(1H ⊗X) + ∆(1H)(X ⊗ 1H) (iii)

= ∆(1H)(g ⊗X) + ∆(1H)(X ⊗ 1H)

= ∆(1H)(g ⊗X +X ⊗ 1H).

Assim, se for possível definir uma estrutura de biálgebra fraca em R = H[X;σ, δ] com
∆(X) = (g ⊗X +X ⊗ 1H)∆(1H), então X será um elemento (g, 1H)-primitivo fraco.

Para definir a estrutura de coálgebra em R, vamos utilizar a Propriedade Universal
das Extensões de Ore. Como H é uma álgebra de Hopf fraca, ∆: H → H ⊗ H é um
morfismo multiplicativo. Seja x = (g ⊗X +X ⊗ 1H)∆(1H) ∈ R⊗R, então

x∆(a) = (g ⊗X +X ⊗ 1H)∆(1H)∆(a)

= (g ⊗X +X ⊗ 1H)∆(a) (W3)

= ga1 ⊗Xa2 +Xa1 ⊗ a2

= ga1 ⊗ (σ(a2)X + δ(a2)) + (σ(a1)X + δ(a1))⊗ a2

= (ga1 ⊗ σ(a2))(1H ⊗X) + (σ(a1)⊗ a2)(X ⊗ 1H)

+ ga1 ⊗ δ(a2) + δ(a1)⊗ a2

= (ga1 ⊗ σ(a2))(1H ⊗X) + (σ(a1)⊗ a2)(X ⊗ 1H) + ∆(δ(a)) (i)

= (ga1 ⊗ σ(a2))(1H ⊗X) + ∆(σ(a))(X ⊗ 1H) + ∆(δ(a)) (ii)

= ∆(σ(a))(g ⊗ 1H)(1H ⊗X) + ∆(σ(a))(X ⊗ 1H) + ∆(δ(a)) (iii)

= ∆(σ(a))(g ⊗X +X ⊗ 1H) + ∆(δ(a))

= ∆(σ(a))∆(1H)(g ⊗X +X ⊗ 1H) + ∆(δ(a)) (W3)
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= ∆(σ(a))x+∆(δ(a)).

Segue da Propriedade Universal das Extensões de Ore que existe um único morfismo
multiplicativo ∆: R → R ⊗ R, não necessariamente unitário, satisfazendo ∆(a) = ∆(a),
para todo a ∈ H, e tal que

∆(X) = ∆(1H)x = ∆(1H)(g ⊗X +X ⊗ 1H)∆(1H) = (g ⊗X +X ⊗ 1H)∆(1H).

Como g, 1H ∈ Gw(R), segue do Lema 2.2.1 que ∆ é coassociativo.
Se ϵ : R → k estende ϵ de forma que R admita uma estrutura de álgebra de Hopf fraca,

então ϵt(g) = ϵt(g) = 1H = ϵt(1H). Assim, se X for um elemento (g, 1H)-primitivo fraco,
pelo Lema 2.2.9, deve ser ϵt(X) = 0, enquanto que, do Lema 2.2.7(i), obtemos ϵ(RX) = 0.
Em particular, ϵ(Xn) = 0, para todo n ≥ 1.

Como ϵ : H → k não é um morfismo multiplicativo, não podemos utilizar a Propriedade
Universal das Extensões de Ore. Por outro lado, como R é um H-módulo à esquerda livre
de base {Xn : n ∈ N}, podemos utilizar a Proposição 1.1.5 para obter um morfismo de
H-módulos, ϵ′ : R → H, tal que ϵ′(1H) = 1H e ϵ′(Xn) = 0, para todo n ≥ 1. Considere
ϵ = ϵ ◦ ϵ′, então ϵ é um morfismo de k-módulos tal que

ϵ(a) = (ϵ ◦ ϵ′)(a1H) = ϵ(aϵ′(1H)) = ϵ(a), ∀a ∈ H,

ϵ(aXn) = (ϵ ◦ ϵ′)(aXn) = ϵ(aϵ′(Xn)) = ϵ(0) = 0, ∀n ≥ 1.

Ou seja, ϵ estende ϵ e satisfaz ϵ(RX) = 0. Para mostrar que (R,∆, ϵ) é uma coálgebra,
resta provar o axioma da counidade. Como ϵ|H = ϵ, vale o axioma da counidade para
elementos a ∈ H, assim, é suficiente considerar o axioma para elementos da forma aXn,
para n ≥ 1. Começamos calculando

µ(uϵ⊗ idR)∆(aXn) = µ(uϵ⊗ idR)
(
∆(a)∆(X)n

)
= µ(uϵ⊗ idR)

(
n∑

i,j=0

a1C
(n)
i,j X

i ⊗ a2X
j

)
1.3.7

=
n∑

i,j=0

uϵ
(
a1C

(n)
i,j X

i
)
a2X

j

=
n∑

j=0

uϵ
(
a1C

(n)
0,j

)
a2X

j.

Pelo Lema 1.3.7, temos que C(n)
0,j ∈ U(δ), para j = 0, . . . , n− 1, e C(n)

0,n = gn. Como U(δ)
é um ideal bilateral, ϵ(U(δ)) = 0 e ϵt(g) = 1, obtemos

µ(uϵ⊗ idR)∆(aXn) =
n∑

j=0

uϵ
(
a1C

(n)
0,j

)
a2X

j

= uϵ (a1g
n) a2X

n

= uϵ(a1)a2X
n 2.2.6(i)

= aXn. (uϵ ∗ idH = idH)

Por outro lado, temos que C(n)
i,0 = 0, para i = 0, . . . , n− 1, e C(n)

n,0 = 1H , de onde

µ(idR ⊗ uϵ)∆(aXn) =
n∑

i,j=0

a1C
(n)
i,j X

iuϵ(a2X
j) 1.3.7
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=
n∑
i

a1C
(n)
i,0 X

iuϵ(a2)

= a1X
nuϵ(a2)

= a1uϵ(a2)X
n (im(u) ⊆ Z(R))

= aXn. (idH ∗ uϵ = idH)

Portanto, (R,∆, ϵ) é uma coálgebra. Mais ainda, ∆ é multiplicativa por construção e,
como 1R = 1H , ∆(1H) = ∆(1H) e H é uma álgebra de Hopf fraca, vale o axioma (W3)
em R. Para que R seja uma biálgebra fraca, resta verificar o axioma (W4). Para isso,
observamos que ϵ(RXR) = 0. De fato, dados a, b ∈ H e m,n ∈ N, calculamos

ϵ (aXnXbXm) = ϵ
(
a[δn+1(b) + pn+1(b)X]Xm

)
1.3.6

= ϵ
(
aδn+1(b)Xm

)
+ ϵ
(
apn+1(b)X

m+1
)

= ϵ
(
aδn+1(b)Xm

)
. (ϵ(RX) = 0)

Assim, se m ≥ 1, então ϵ(aδn+1(b)Xm) = 0, pois ϵ(RX) = 0, enquanto que, se m = 0,
então ϵ(aδn+1(b)Xm) = ϵ(aδn+1(b)) ∈ ϵ(U(δ)) = 0. Em todo caso, obtemos ϵ(RXR) = 0.
Agora, dado a ∈ R, podemos escrever, de forma única, a = a′ + a′′X, onde a′ ∈ H e
a′′ ∈ R é um polinômio de grau deg(a)− 1. Assim,

∆(a) = ∆(a′) + ∆(a′′)∆(X)

= a′1 ⊗ a′2 +∆(a′′)∆(1H)(g ⊗X +X ⊗ 1H)

= a′1 ⊗ a′2 + a′′1g ⊗ a′′2X + a′′1X ⊗ a′′2.

Por fim, dados a, b, c ∈ R, com a notação acima calculamos

ϵ(ab1)ϵ(b2c) = ϵ(ab′1)ϵ(b
′
2c) + ϵ(ab′′1g)ϵ(b

′′
2Xc) + ϵ(ab′′1X)ϵ(b′′2c)

= ϵ(ab′1)ϵ(b
′
2c) (ϵ(RXR) = 0)

= ϵ(a′b′1)ϵ(b
′
2c

′) 2.4.6

= ϵ(a′b′c′) (W4)

= ϵ(abc). 2.4.6

e, analogamente, ϵ(ab2)ϵ(b1c) = ϵ(abc). Logo, vale (W4), e segue que (R, µ, u,∆, ϵ) é
uma biálgebra fraca. Para definir uma antípoda S : R → R que estende S e satisfaz
(W5), observamos que, pela Proposição 1.4.10(i), S : H → Hop ⊆ Rop é um morfismo de
álgebras, logo, podemos utilizar a Propriedade Universal das Extensões de Ore.

Mostramos que ϵ(XR) = 0, logo, do Lema 2.2.7(ii), temos que ϵs(X) = 0. Como
X é um elemento (g, 1H)-primitivo fraco com ϵt(1H) = 1H , segue do Lema 2.2.8 que,
se R possuir uma estrutura de álgebra de Hopf fraca, deve ser S(X) = −S(g)X. Seja
x = −S(g)X ∈ Rop, então

S(σ(a)) •op x+ S(δ(a)) = −S(g)XS(σ(a)) + S(δ(a))

= −S(g)[σ(S(σ(a)))X + δ(S(σ(a))] + S(δ(a))

= −S(g)σ(S(σ(a)))X − S(g)δ(S(σ(a)) + S(δ(a))

= −S(a)S(g)X − S(g)δ(S(σ(a))) + S(δ(a)) (iv)

= −S(a)S(g)X − S(δ(a) + S(δ(a)) (v)
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= −S(a)S(g)X
= x •op S(a).

Segue da Propriedade Universal das Extensões de Ore que existe um único morfismo de
álgebras S : R → Rop que estende S e satisfaz S(X) = S(1H)(−S(g)X) = −S(g)X. Para
verificar os axiomas em (W5), é suficiente considerar os elementos da forma aXn para
n ≥ 1. Por um lado, de ϵ(RXR) = 0, temos que

ϵt(aX
n) = ϵ(11aX

n)12 = 0 e ϵs(aX
n) = 11ϵ(aX

n12) = 0.

Por outro, denotando p = aXn−1, calculamos

(idR ∗ S)(aXn) = µ(idR ⊗ S)(p1g ⊗ p2X + p1X ⊗ p2)

= p1gS(p2X) + p1XS(p2)

= p1gS(X)S(p2) + p1XS(p2)

= −p1gS(g)XS(p2) + p1XS(p2)

= −p1XS(p2) + p1XS(p2) (gS(g) = 1H)

= 0.

Portanto, idR ∗ S = ϵt, logo vale (W5)(c). Para (W5)(b), observamos que, se s ∈ Hs,
então

Xs = σ(s)X + δ(s)

= τ lχ(s)X + δ(s) (ii)

= sX + δ(s) 2.3.4(ii)

= sX. (δ(Hs) = 0)

Vamos prosseguir por indução em n ≥ 1. Se n = 1, então p = aXn−1 = a ∈ H, de onde

(S ∗ idR)(aX) = (S ∗ idR)(pX)

= S(p1g)p2X + S(p1X)p2

= S(g)S(p1)p2X + S(X)S(p1)p2

= S(g)S(p1)p2X − S(g)XS(p1)p2

= S(g)ϵs(p)X − S(g)Xϵs(p) (p ∈ H)

= S(g)ϵs(p)X − S(g)ϵs(p)X (Xs = sX)

= 0 = ϵs(aX).

Agora, suponha que (S ∗ idR)(aXn) = ϵs(aX
n) = 0, para algum n ≥ 1, então

(S ∗ idR)(aXn+1) = (S ∗ idR)(pX)

= S(g)S(p1)p2X − S(g)XS(p1)p2

= S(g)ϵs(aX
n)X − S(g)Xϵs(aX

n) (hip.)

= 0.

Portanto, vale (W5)(b). Para (W5)(a), observamos que

(∆⊗ idR)∆(pX) = (∆⊗ idR)(p1g ⊗ p2X + p1X ⊗ p2)
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= ∆(p1g)⊗ p2X +∆(p1X)⊗ p2

= ∆(p1)∆(g)⊗ p2X +∆(p1)∆(X)⊗ p2

= p111g ⊗ p212g ⊗ p3X + p1g ⊗ p2X ⊗ p3 + p1X ⊗ p2 ⊗ p3

= p1g ⊗ p2g ⊗ p3X + p1g ⊗ p2X ⊗ p3 + p1X ⊗ p2 ⊗ p3,

onde na terceira igualdade utilizamos que ∆ é um morfismo multiplicativo, e na última
igualdade utilizamos que p1⊗p2⊗p3 = ∆(p1)⊗p2 = ∆(p1)∆(1H)⊗p2 = p111⊗p212⊗p3.
Vamos argumentar por indução em n ≥ 1, novamente. Se n = 1, então aXn = pX, com
p = a ∈ H, logo

(S ∗ idR ∗ S)(aX) = (S ∗ idR ∗ S)(pX)

= S(p1g)p2gS(p3X) + S(p1g)p2XS(p3)

+ S(p1X)p2S(p3)

= S(g)S(p1)p2gS(X)S(p3) + S(g)S(p1)p2XS(p3) (S anti-morf.)

+ S(X)S(p1)p2S(p3)

= −S(g)S(p1)p2gS(g)XS(p3) + S(g)S(p1)p2XS(p3) (S(X) = −S(g)X)

+ S(X)S(p1)p2S(p3)

= −S(g)S(p1)p2XS(p3) + S(g)S(p1)p2XS(p3) (gS(g) = 1H)

+ S(X)S(p1)p2S(p3)

= S(X)S(p1)p2S(p3)

= S(X)S(p1)p2S(p3) (p ∈ H)

= S(X)S(p) (W5)(a)

= S(X)S(p) (S|H = S)

= S(pX) = S(aX).

Note que, do cálculo acima, obtemos a identidade (S ∗ idR ∗S)(pX) = S(X)S(p1)p2S(p3),
independentemente da escolha de p ∈ R. Agora, suponha que, para algum n ≥ 1, vale
(S ∗ idR ∗ S)(aXn) = S(aXn), então, denotando p = aXn, temos

(S ∗ idR ∗ S)(aXn+1) = (S ∗ idR ∗ S)(pX)

= S(X)S(p1)p2S(p3)

= S(X)(S ∗ idR ∗ S)(aXn)

= S(X)S(aXn) (hip.)

= S(aX+1). (S anti-morf.)

Logo, vale (W5)(a) e (R, µ, u,∆, ϵ, S) é uma álgebra de Hopf fraca.

Nas condições do resultado anterior, se g ∈ Gw(H) for um elemento inversível, então
ϵs(g) = 1H e, pelo Lema 2.3.10, ϵ◦δ = 0. Assim, supondo δ(Hs) = 0, temos do Lema 2.3.11
que ϵ(U(δ)) = 0. Ainda, tendo em vista o Lema 1.3.8, como σ = τ lχ fixa os elementos de
Hs, a hipótese δ(Hs) = 0 equivale a Xs = sX, para todo s ∈ Hs. Assim, tais hipóteses
são desnecessárias no contexto de álgebras de Hopf, pois neste caso g ∈ G(H) é inversível
e Hs = k1H ⊆ Z(R), de onde δ(Hs) = 0. Dado um elemento inversível g ∈ H, denotando
Adg(a) = gag−1, das observações acima temos o seguinte.
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Teorema 2.4.8. Sejam H uma álgebra de Hopf fraca sobre um anel comutativo k, g ∈
G(H) = Gw(H) ∩ U(H) um elemento group-like fraco inversível, σ ∈ Autk(H) um mor-
fismo de álgebras e δ ∈ Endk(H) uma σ-derivação tal que δ(Hs) = 0. São equivalentes:

(1) A estrutura de H pode ser estendida para uma estrutura de álgebra de Hopf fraca
em H[X;σ, δ], de forma que X seja (g, 1H)-primitivo fraco e S(X) = −S(g)X.

(2) g, σ e δ satisfazem:

(i) σ = τ lχ = Adg ◦ τ rχ, para algum χ ∈ X l
w(H);

(ii) δ é uma (g, 1H)-coderivação;

(iii) (Adg ◦S)(a) = (σ ◦S ◦σ)(a) e (S ◦ δ)(a) = S(g)(δ ◦S ◦σ)(a), para todo a ∈ H.

Demonstração. [(1) =⇒ (2)] Segue da Proposição 2.4.5. Como o caracter χ ∈ X l
w(H) de

2.4.5(iii) é dado por χ = ϵ◦σ, multiplicando a identidade 2.4.5(iv) à direita por g−1⊗1H ,
obtemos que

σ(a) = (idH ∗ uϵ)(ga1g−1 ⊗ σ(a2)) = ga1g
−1uχ(a2) = ga1uχ(a2)g

−1 = (Adg ◦ τ rχ)(a).

Juntamente com a Proposição 2.4.5(iii), obtemos o item (i). Os itens (ii) e (iii) são (ii),
(v) e (vi) da Proposição 2.4.5.

[(2) =⇒ (1)] Segue da Proposição 2.4.7. Como observado anteriormente, a hipótese
g ∈ Gw(H) ∩ U(H) implica ϵs(g) = 1H , portanto ϵ(U(δ)) = 0. Assim, resta verificar que
vale o item (iii) da Proposição 2.4.7. Como g−1 = S(g) e S(Gw(H)) ⊆ Gw(H), temos que
∆(g−1) = ∆(1H)(g

−1 ⊗ g−1), logo

∆(σ(a)) = ∆((Adg ◦ τ rχ)(a)) (i)

= ∆(ga1uχ(a2)g
−1)

= ∆(g)∆(a1)∆(g−1))uχ(a2)

= (g ⊗ g)∆(1H)∆(a1)∆(1H)(g
−1 ⊗ g−1)uχ(a2)

= (g ⊗ g)∆(a1)(g
−1 ⊗ g−1)uχ(a2) (∆ mult.)

= (g ⊗ g)(a1 ⊗ a2)(g
−1 ⊗ g−1)uχ(a3)

= ga1g
−1 ⊗ ga2g

−1uχ(a3)

= ga1g
−1 ⊗ ga2uχ(a3)g

−1 (im(u) ⊆ Z(H))

= ga1g
−1 ⊗ gτ rχ(a2)g

−1

= ga1g
−1 ⊗ Adg ◦ (τ rχ)(a2)

= ga1g
−1 ⊗ σ(a2).

Por fim, multiplicando a identidade acima por g ⊗ 1H à direita, segue que

∆(σ(a))(g ⊗ 1H) = (ga1g
−1 ⊗ σ(a2))(g ⊗ 1H) = ga1 ⊗ σ(a2) = (g ⊗ 1H)(a1 ⊗ σ(a2)).

Assim, podemos aplicar a Proposição 2.4.7 para obter (1).

Conforme observado anteriormente, no contexto de álgebras de Hopf, a hipótese
σ ∈ Autk(H) é supérflua para a demonstração, porém é uma condição necessária para a
obtenção de extensões de Hopf-Ore. Os elementos g ∈ Gw(H) ∩ U(H) são exatamente os
elementos group-like de uma álgebra de Hopf e a hipótese δ(Hs) = 0 é sempre satisfeita.
Assim, o Teorema de Panov para álgebras de Hopf é um corolário do Teorema 2.4.8.
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Exemplo 2.4.9. Sejam H uma álgebra de Hopf e H ′ = ke⊕H a álgebra de Hopf fraca
de Kaplansky, com operações

u(r) = re, (re+ a)(se+ b) = rse+ (rb+ sa+ ab),

ϵ(re+ a) = 2r + ϵH(a), ∆(re+ a) = r(1H ⊗ 1H + f ⊗ f) + ∆H(a),

onde f = e− 1H , e antípoda definida por S(re+ a) = re+ SH(a). Vamos caracterizar as
extensões de Hopf-Ore primitivas fracas de H ′.

Pelo Exemplo 2.2.3, os elementos group-like fracos de H são da forma g = sf + b,
onde b ∈ H é um elemento group-like fraco. Mais ainda, no Exemplo 2.3.8, mostramos
que vale ϵt(g) = e se, e somente se, s = 1k e uHϵ(b) = 1H . Mas então b é inversível em H
com b−1 = S(b), de onde obtemos

S(f + b)(f + b) = (f + S(b))(f + b) (S(f) = f)

= f 2 + fb+ S(b)f + S(b)b

= f + 1H (f 2 = f, fH = Hf = 0)

= e− 1H + 1H

= e.

Portanto g = f + b é inversível à esquerda e, como ϵt(g) = e, segue do Lema 2.2.5 que
g é inversível com g−1 = S(f + b) = f + S(b). Assim, a caracterização das extensões de
Hopf-Ore primitivas fracas de H ′ pode ser feita pelo Teorema 2.4.8.

Por outro lado, dado re+ a ∈ H ′, temos

ϵs(re+ a) = 1Hϵ((re+ a)1H) + fϵ((re+ a)f)

= 1Hϵ(r1H + a) + f(ϵ(rf))

= r1H + ϵ(a)1H + rf

= re+ ϵ(a)1H ,

portanto H ′
s = ke⊕k1H . Pelo Exemplo 2.3.8, se δ ∈ Endk(H

′) é uma τ lχ-derivação, então
δ|H ∈ Endk(H) é uma τ lχ|H-derivação. Em particular, δ(e) = δ(1H) = 0, logo, δ(H ′

s) = 0.

Suponha que R′ = H ′[X;σ, δ] seja uma extensão de Hopf-Ore (g, e)-primitiva fraca de
H ′. Então, pelo Teorema 2.4.8, σ = τ lχ = Adg ◦τ rχ, para algum χ ∈ X l

w(H
′), δ ∈ Endk(H

′)
é uma (g, e)-coderivação e valem

(Adg ◦ S)(a) = (σ ◦ S ◦ σ)(a) e (S ◦ δ)(a) = S(g)(σ ◦ S ◦ δ)(a), ∀a ∈ H ′.

Pelos Exemplos 2.3.2 e 2.3.8, σ|H = τ lχ|H = τ lχ|H ∈ Autk(H) é um morfismo de álgebras
e δ|H ∈ Endk(H) é uma σ|H-derivação, assim, podemos considerar a extensão de Ore
R = H[Y ;σ|H , δ|H ]. Como a inclusão i : H → R′, definida por i(a) = (0e + a)X0, para
todo a ∈ H, é um morfismo multiplicativo e

Xi(a) = Xa = σ(a)X + δ(a) = σ|H(a)X + δ|H(a) = i(σ|H(a))X + i(δ|H(a)),

obtemos da Propriedade Universal das Extensões de Ore que existe um único morfismo
multiplicativo i : R → R′ tal que i(a) = a ∈ R′, para todo a ∈ H, e i(Y ) = i(1H)X =
1HX. O morfismo i é injetor, pois, se

0 = i

(
n∑

j=0

ajY
j

)
=

n∑
j=0

aj(1HX)j =
n∑

j=0

(0e+ aj)X
j ∈ R′,
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então aj = 0, para todo j = 0, . . . , n, pois {Xn : n ∈ N} é linearmente independente
à esquerda sobre ke ⊕ H. Ainda, im(i) =

⊕
n∈NHX

n = 1HR
′ é um ideal unitário de

H ′[X;σ, δ]. Assim, vamos considerar R = im(i) ⊆ H ′[X;σ, δ] = R′. Vamos mostrar que
R possui uma estrutura de álgebra de Hopf fraca, induzida por R′. Calculamos

∆(1HX) = ∆(1H)∆(e)(g ⊗X +X ⊗ e)

= ∆(1H)(g ⊗X +X ⊗ e) (∆ mult.)
= (1H ⊗ 1H)((f + b)⊗X +X ⊗ e)

= 1H(f + b)⊗ 1HX + 1HX + 1He

= b⊗ 1HX + 1HX ⊗ 1H . (Hf = 0)

De onde ∆(1HX) ∈ R ⊗ R e 1HX é um elemento (b, 1H)-primitivo fraco. Mais ainda,
como R é um ideal de R′, segue que R⊗R é um ideal de R′ ⊗R′. Com isso

∆(a(1HX)n) = ∆(a(1HX)n−1)∆(1HX) ∈ R⊗R, ∀a ∈ H,n ≥ 1,

enquanto que ∆(H) ⊆ H ⊗H ⊆ R⊗R, portanto ∆(R) ⊆ R⊗R. Por outro lado,

S(1HX) = S(X)1H 1.4.10(i)

= −S(g)X1H 2.4.8

= −S(f + b)X1H

= −(f + S(b))X1H

= −(f + S(b))1HX (1H ∈ Z(R′))

= −S(b)1HX, (fH = 0)

de onde S(1HX) ∈ R. Portanto, S(aXn) = S(1HX)S(aXn−1) ∈ R, para todo a ∈ H e
n ≥ 1, enquanto que S(H) ⊆ R. Assim, S(R) ⊆ R. Como R é fechado para a multipli-
cação, comultiplicação, convolução e antípoda, os axiomas da Definição 1.4.3, bem como
a identidade (1HX)a = σ|H(a)(1HX) + δ|H(a), para todo a ∈ H, são herdados de R′.
Assim, R = H[1HX;σ|H , δ|H ] é uma extensão de Hopf-Ore (b, 1H)-primitiva de H.

Reciprocamente, suponha que H[Y ;σ, δ′] seja uma extensão de Hopf-Ore (b, 1H)-
primitiva de H. Pelo Teorema de Panov para álgebras de Hopf, g ∈ G(H) é um ele-
mento inversível, σ = τ lξ = Adb ◦ τ rξ , para algum caracter ξ de H, δ′ ∈ Endk(H) é uma
(b, 1H)-coderivação e valem as identidades

(Adb ◦ S)(a) = (σ ◦ S ◦ σ)(a) e (S ◦ δ′)(a) = S(b)δ′(S(σ(a)), ∀a ∈ H.

Pelos Exemplos 2.3.2 e 2.3.8, temos que: χ : H ′ → k, definido por χ(re+a) = 2r+ ξ(a), é
um caracter à esquerda fraco de H ′ tal que χ|H = ξ; g = f+b ∈ Gw(H) satisfaz ϵt(g) = e,
logo gS(g) = e; e δ : H ′ → H ′, definido por δ(re + a) = δ′(a), é uma τ lχ-derivação que é
uma (g, e)-coderivação. Agora, para todo a ∈ H, temos

(Adg ◦ τ rχ)(a) = gτ rχ(a)S(g)

= gτ rξ (a)S(g) (χ|H = ξ)

= (f + b)τ rξ (a)(f + b−1)

= bτ rξ (a)b
−1 (fH = Hf = 0)

= (Adb ◦ τ rξ )(a)
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= τ lξ(a) = τ lχ(a), 2.1.5(i)

enquanto que, de χ(1H) = 1k, χ(f) = χ(e− 1H) = 2− 1k = 1k e u(1k) = e, temos

(Adg ◦ τ rχ)(e) = g1Huχ(1H)S(g) + gfuχ(f)S(g)

= g1HS(g) + gfS(g)

= 1HgS(g) + fgS(g) (1H , f ∈ Z(H ′))

= 1H + f (gS(g) = e)

= e = τ lχ(e).

Assim, como Adg, τ rχ, τ lχ e σ são morfismos de k-módulos, obtemos

(Adg ◦ τ rχ)(re+ a) = r(Adg ◦ τ rχ)(e) + (Adg ◦ τ rχ)(a) = rτ lχ(e) + τ lχ(a) = τ lχ(re+ a).

Ou seja, vale 2.4.8(i). Por fim, verificamos

(Adg ◦ S)(a) = (f + b)S(a)(f + S(b))

= bS(a)S(b) (fH = Hf = 0)

= (Adb ◦ S)(a)
= (τ lξ ◦ S ◦ τ lξ)(a) 2.1.5(iii)

= (τ lχ ◦ S ◦ τ lχ)(a), (χ|H = ξ)

e

(Adg ◦ S)(e) = gS(e)S(g)

= geS(g)

= gS(g)

= e = (τ lχ ◦ S ◦ τ lχ)(e),

de onde (Adg ◦ S)(re+ a) = (τ lχ ◦ S ◦ τ lχ)(re+ a), para todo re+ a ∈ H ′. Ainda,

(S ◦ δ)(a) = (S ◦ δ′)(a)
= S(b)(δ′ ◦ S ◦ τ lξ)(a)
= S(b)(δ ◦ S ◦ τ lχ)(a) (χ|H = ξ)

= (f + S(b))(δ ◦ S ◦ τ lχ)(a) (fH = 0)

= S(g)(δ ◦ S ◦ τ lχ)(a),

e, como δ(e) = 0 e S(e) = e = τ lχ(e),

(S ◦ δ)(e) = 0 = S(g)(δ ◦ S ◦ τ lχ)(e),

portanto, (S ◦ δ)(re+a) = S(g)(δ ◦S ◦σ)(re+a), para todo re+a ∈ H ′. Assim, obtemos
do Teorema 2.4.8 que g = f + b, χ e δ definem uma estrutura de extensão de Hopf-Ore
(g, e)-primitiva fraca de H ′.

Em suma, as extensões de Hopf-Ore primitivas fracas de H ′ correspondem às extensões
de Hopf-Ore de H, onde cada extensão (f+b, e)-primitiva fraca de H ′ define uma extensão
(b, 1H)-primitiva de H, restringindo a estrutura de H ′[X;σ, δ] para H[1HX;σ|H , δ|H ], e
cada extensão (b, 1H)-primitiva de H define uma extensão (f + b, e)-primitiva de H ′, onde
ξ ∈ X(H) é estendido para H ′ tomando χ(e) = 2 e χ|H = ξ, enquanto que δ′ ∈ Endk(H)
é estendido para H ′ tomando δ(e) = 0 e δ|H = δ′.
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Exemplo 2.4.10. Vamos utilizar o exemplo anterior e a classificação das extensões de
Hopf-Ore das álgebras de grupo, feita por Panov em [20, Proposition 2.2] e reobtida no
Corolário 3.3.15, para obter uma extensão de Hopf-Ore primitiva fraca de ke⊕ kG.

Sejam k = C, G = {1G, g, . . . , gr−1} e H = kG com a estrutura de álgebra de Hopf de
grupo. Considere H ′ = ke⊕H a álgebra de Hopf fraca de Kaplansky. Então as extensões
de Hopf-Ore primitivas fracas de H ′ são determinadas por

- Um elemento group-like fraco da forma r = (e− 1H) + gs, s = 0, . . . , r − 1;

- Um morfismo de grupos ρ : G→ C \{0}, o qual fica bem determinado se, e somente
se, ρ(g)r = 1, ou seja, se ρ(g) = e2niπ/r =: qnr , para algum n = 0, . . . , r − 1;

- Um 1-cociclo γ : G → C associado a ρ (ver Definição 3.3.12). Considere a função
definida por, γ(gt) = 1− ρ(gt), então γ é um 1-cociclo, pois, se h, h′ ∈ G, então

γ(h) + ρ(h)γ(h′) = (1− ρ(h)) + ρ(h)(1− ρ(h′))

= 1− ρ(h) + ρ(h)− ρ(h)ρ(h′) = 1− ρ(hh′) = γ(hh′).

Mais ainda, mostra-se que o conjunto dos 1-cociclos associados a um morfismo de
grupos ρ : G→ U(k) é um módulo sobre k, com ação (a ▷ γ)(h) = aγ(h), para todo
h ∈ G e a ∈ k, e soma pontual.

Assim, temos um caracter à esquerda fraco χ : H ′ → k, definido por χ(e) = 2, χ(gt) =
ρ(gt) = (qnr )

t, e uma derivação δ : H ′ → H ′, definida por por δ(e) = 0, e

δ(gt) = γ(gt)(e− r)gt = (1C − (qnr )
t)(gs − 1G)g

t.

Como H ′
s = ke ⊕ k1 e δ(e) = δ(1) = 0, segue que R = H ′[X; τχ, δ] possui uma estrutura

de álgebra de Hopf fraca, onde X é um elemento (e − 1H + gs, e)-primitivo fraco, e cuja
multiplicação é dada por

X

(
ae+

r−1∑
t=0

atg
t

)
= aeX +

r−1∑
t=0

(qnr )
tgtX +

r−1∑
t=1

(1C − (qnr )
t)(gs − 1G)g

t.

Exemplo 2.4.11. Sejam n ≥ 1 e H =
⊕n

i,j=1 keij a álgebra de Hopf fraca de Hayashi,
com morfismos definidos por

µ(eij ⊗ ers) = [i = r, j = s]eij, u(1k) =
n∑

i,j=1

eij,

ϵ(eij) = [i = j], ∆(eij) =
n∑

p=1

eip ⊗ epj e S(eij) = eji.

Vamos mostrar que R = H[X;σ, δ] é uma extensão de Hopf-Ore primitiva fraca de H se,
e somente se, R = H[X] é o anel de polinômios usual, onde X é um elemento (g, 1H)-
primitivo fraco e g =

∑n
i,j=1 λiλ

−1
j eij, onde λ1, . . . , λn ∈ U(k).

Como H é comutativa, um elemento g ∈ Gw(H) satisfaz ϵt(g) = 1H se, e somente se,
gS(g) = 1H se, e somente se, S(g) = g−1. Assim as extensões de Hopf-Ore primitivas
fracas de H ficam determinadas pelo Teorema 2.4.8. Pelo Exemplo 2.3.9, se g ∈ Gw(H)
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satisfaz ϵt(g) = 1H e χ ∈ X l
w(H), então a única τ lχ-derivação que é uma (g, 1H)-coderivação

é o morfismo nulo. Assim, basta determinar os pares (χ, g) ∈ X l
w(H)× (Gw(H) ∩ U(H))

tais que τ lχ é um automorfismo, τ lχ = Adg ◦ τ rχ e Adg ◦S = τ lχ ◦S ◦ τ lχ. Novamente, como H
é comutativa, Adg(x) = gxg−1 = idH(x), portanto, devem valer τ lχ = τ rχ e S = τ lχ ◦ S ◦ τ lχ.

Pelo Exemplo 2.3.3, χ ∈ X l
w(H) se, e somente se, para cada j = 1, . . . , n, o conjunto

{χ(e1j), . . . , χ(enj)} é formado por idempotentes ortogonais tais que
∑n

i=1 χ(eij) = 1k.
Assim, vale τ lχ = τ rχ se, e somente se, para cada i, j = 1, . . . , n, temos

n∑
p=1

χ(eip)epj = τ lχ(eij) = τ rχ(eij) =
n∑

p=1

χ(epj)eip.

O único termo que aparece tanto à esquerda quanto à direita na igualdade acima é eij.
Assim, deve ser χ(epj) = 0, para todo p ̸= i, e χ(eip) = 0, para todo p ̸= j, ou seja,
χ(eij) = 0, sempre que i ̸= j. Mas então, fixado j = 1, . . . , n, deve valer χ(ejj) =∑n

i=1 χ(eij) = 1k. Portanto

τ lχ(eij) =
n∑

p=1

χ(eip)epj = χ(eii)eij = eij = idH(eij).

Assim, uma tripla (g, σ, δ) satisfaz o Teorema 2.4.8 se, e somente se, g ∈ Gw(H) ∩ U(H),
σ = idH e δ = 0. Por fim, pelos Exemplos 2.2.4 e 2.3.9, temos que g ∈ Gw(H)∩U(H) se, e
somente se, g =

∑n
i,j=1 λiλ

−1
j eij, onde λ1, . . . , λj ∈ U(k) podem ser escolhidos livremente.

No Exemplo 2.4.2 mostramos que, se A é uma álgebra de Hopf e H é uma álgebra
de Hopf fraca, então, para cada extensão de Hopf-Ore de A, obtemos uma extensão de
Hopf-Ore primitiva fraca da álgebra de Hopf fraca A ⊗ H. No próximo capítulo vamos
classificar as extensões de Hopf-Ore primitivas fracas das álgebras H = kG⊗Mn(k), onde
mostraremos que existem extensões de Hopf-Ore primitivas fracas que não são obtidas
através do Teorema de Panov para álgebras de Hopf, juntamente do Exemplo 2.4.2.

O próximo resultado mostra que as hipóteses δ(Hs) = 0 e χ ◦ S = χ−1, na álgebra de
convolução Endk(H), são supérfluas para [16, Proposition 5.1].

Lema 2.4.12. Sejam H uma álgebra de Hopf fraca cocomutativa e R = H[X;σ, δ] uma
extensão de Hopf-Ore primitiva fraca de H, onde X é um elemento (g, 1H)-primitivo
fraco. Então g é um elemento central de H. Em particular Adg = idH .

Demonstração. Por definição, σ ∈ Autk(H). Pela Proposição 2.4.5(3), temos σ = τ lχ, para
algum χ ∈ Xw(H). Segue do Lema 2.3.4(iv) que χ′ = ϵ ◦ σ−1 é um inverso convolutivo
à direita de χ. Mais ainda, multiplicando a identidade (iv) da Proposição 2.4.5 à direita
por S(g), segue da Proposição 2.4.5(i) que

uχ(a1)a2 ⊗ a3 = ∆(τ lχ(a)) = ga1S(g)⊗ τ lχ(a2) = ga1S(g)⊗ uχ(a2)a3. (∗)

Com isso, para todo a ∈ H, temos

a = uϵ(a1)a2 (uϵ ∗ idH = idH)

= u(χ ∗ χ′)(a1)a2 (χ ∗ χ′ = ϵ)

= uχ(a1)uχ
′(a2)a3
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= uχ(a1)a3uχ
′(a2) (im(u) ⊆ Z(H))

= uχ(a1)a2uχ
′(a3) (cocomut.)

= ga1S(g)uχ(a2)uχ
′(a3) (∗)

= ga1S(g)u(χ ∗ χ′)(a2)

= ga1S(g)uϵ(a2) (χ ∗ χ′ = ϵ)

= ga1uϵ(a2)S(g) (im(u) ⊆ Z(H))

= gaS(g) (idH ∗ uϵ = idH).

Substituindo a por ag no cálculo acima, segue da Proposição 2.4.5(i) que g ∈ Gw(H)
satisfaz ag = gagS(g) = ga, ou seja, g ∈ Z(H). Consequentemente,

Adg(a) = gaS(g) = agS(g) = a, ∀a ∈ H.

Como consequência do lema acima, para classificarmos as extensões de Hopf-Ore pri-
mitivas fracas de álgebras de Hopf fracas cocomutativas, o elemento g ∈ Gw(H) deve ser
inversível. Neste caso, podemos utilizar o Teorema 2.4.8 para obter uma caracterização
simplificada das extensões de Hopf-Ore primitivas fracas de H.

Teorema 2.4.13. Sejam H uma álgebra de Hopf fraca cocomutativa, g ∈ H um elemento
group-like fraco, central e inversível, χ ∈ X l

w(H) tal que σ := τ lχ ∈ Autk(H) e δ ∈
Endk(H) uma σ-derivação tal que δ(Hs) = 0. Então os seguintes são equivalentes:

(1) R = H[X;σ, δ] admite uma estrutura de extensão de Hopf-Ore de H, onde X é um
elemento (g, 1H)-primitivo fraco.

(2) Valem os seguintes itens:

(i) δ é uma (g, 1H)-coderivação.

(ii) (S ◦ δ)(h) = S(g)(δ ◦ S ◦ σ)(h), para todo h ∈ H.

(iii) χ ∗ (χ ◦ S) = ϵ.

Demonstração. Como g ∈ Gw(H) é inversível, σ ∈ Autk(H) e δ(Hs) = 0, segue do
Teorema 2.4.8 que vale (1) se, e somente se, valem os seguintes itens:

(i’) σ = τ lχ = Adg ◦ τ rχ;

(ii’) δ é uma (g, 1H)-coderivação;

(iii’) (Adg ◦ S)(h) = (σ ◦ S ◦ σ)(h) e (S ◦ δ)(h) = S(g)(δ ◦ S ◦ σ)(h), ∀h ∈ H.

[(2) =⇒ (1)] Temos σ = τ lχ por definição e, como g é central, Adg = idh. Mais ainda,
como H é cocomutativa, a1χ(a2) = χ(a2)a1 = χ(a1)a2, para todo a ∈ H. Portanto
σ = τ lχ = Adg ◦ τ rχ, de ibde vale (i’). O item (ii’) segue de (i), enquanto que a segunda
igualdade em (iii’) segue de (ii). Para a primeira igualdade em (iii’), dado a ∈ H, temos

(τ lχ ◦ S ◦ τ lχ)(a) = (τ lχ ◦ S)(uχ(a1)a2)
= uχ(a1)(τ

l
χ ◦ S)(a2) (τ lχ, S morf.)

= uχ(a1)uχ(S(a2)1)S(a2)2
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= uχ(a1)u(χ ◦ S)(a3)S(a2) 1.4.10(iii)

= uχ(a1)u(χ ◦ S)(a2)S(a3) (cocomut.)

= u(χ ∗ χS)(a1)S(a2)
= uϵ(a1)S(a2) (iii)

= S(uϵ(a1)a2) (S morf.)
= S(a). (uϵ ∗ idH = idH)

Ou seja, σ ◦ S ◦ σ = S. Segue de Adg = idH que vale (iii’) e, portanto, (1).

[(1) =⇒ (2)] O item (i) segue de (ii’), enquanto que (ii) segue de (iii’). Como σ = τ lχ,
onde χ ∈ X l

w(H) ⊆ Homk(H, k), segue do Lema 2.3.6(i) que σ = τ lϵσ. Como a extensão
depende apenas de σ, podemos considerar χ = ϵ ◦σ. Como σ ∈ Autk(H), temos do Lema
2.3.4(iv) que χ ∗ (ϵ ◦ σ−1) = ϵ. Por fim, dado a ∈ H, calculamos

(χ ◦ S)(σ(a)) = ϵ((σ ◦ S ◦ σ)(a))
= ϵ((Adg ◦ S)(a)) (iii′)

= ϵ(S(a)) (Adg = idH)

= ϵ(a). 1.4.10(iv)

Como σ ∈ Autk(H), podemos substituir a por σ−1(a) no cálculo acima, obtendo a igual-
dade (χ ◦ S)(a) = (ϵ ◦ σ−1)(a), para todo a ∈ H. Ou seja, ϵ = χ ∗ (ϵ ◦ σ−1) = χ ∗ (χ ◦ S).
Assim, vale (iii) e, portanto, (2).

Mesmo queH não seja cocomutativa, se g for um elemento group-like fraco e inversível,
σ = τ lχ ∈ Autk(H), para algum χ ∈ X l

w(H), e vale Adg ◦ S = σ ◦ S ◦ σ, então deve valer
χ ∗ (χ ◦ S) = ϵ. Neste caso, como g é um elemento group-like e inversível, segue do Lema
2.2.5 que ϵs(g) = ϵt(g) = 1H , enquanto que, pelo Lema 2.2.6(ii), um elemento x ∈ H
satisfaz ϵs(x) = 1H se, e somente se, ϵ(xnh) = ϵ(h), para todo n ∈ N e h ∈ H. Assim,
para todo a ∈ H, temos que

ϵ((Adg ◦ S)(a)) = ϵ(gS(a)S(g))

= ϵ(S(a)S(g)) 2.2.5, 2.2.6

= ϵ(S(ga)) 1.4.10(i)

= ϵ(ga) 1.4.10(iv)

= ϵ(a). 2.2.5, 2.2.6

Assim como na demonstração anterior, podemos considerar χ = ϵ ◦ σ, de onde segue que
ϵ((σ ◦ S ◦ σ)(a)) = (χ ◦ S)(σ(a)) e, como σ ∈ Autk(H), obtemos

(ϵ ◦ σ−1)(a) = ϵ((Adg ◦ S)(σ−1(a))) = ϵ((σ ◦ S ◦ σ)(σ−1)(a)) = (χ ◦ S)(a).

Portanto ϵ = χ ∗ (ϵ ◦ σ−1) = χ ∗ (χ ◦ S). Isto mostra que, nas condições do Teorema
2.4.8, toda extensão de Hopf-Ore primitiva fraca vêm de um caractere à esquerda fraco
satisfazendo χ ∗ (χ ◦ S) = ϵ. Porém, sem a hipótese sobre a cocomutatividade de H, não
é conhecido se todo caracter à esquerda fraco tal que χ ∗ (χ ◦ S) = ϵ e τ lχ ∈ Autk(H)
satisfaz também Adg ◦ S = τ lχ ◦ S ◦ τ lχ.

Terminamos esta seção apresentando um método de obter exemplos de extensões de
Hopf-Ore primitivas fracas de álgebras de Hopf fracas cocomutativas.
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Proposição 2.4.14. Sejam H uma álgebra de Hopf fraca cocomutativa, χ ∈ X l
w(H) tal

que χ ◦S = χ−1 na álgebra de convolução Endk(H) e g ∈ Gw(H) um elemento group-like
fraco, central e inversível. Suponha que α : H → k seja um morfismo satisfazendo as
identidades α ◦ ϵs = 0 e

α(ab) = α(a)ϵ(b) + χ(a)α(b), ∀a, b ∈ H. (∗)

Então δ : H → H, definida por δ(h) = (1H − g)τ lα(h), é um morfismo de k-módulos,
uma τ lχ-derivação e uma (g, 1H)-coderivação. Mais ainda, H[X; τ lχ, δ] é uma extensão de
Hopf-Ore primitiva fraca de H.

Demonstração. A função δ definida no enunciado é um morfismo, pois τ lα é um morfismo.
Para verificar que δ é uma τ lχ-derivação e uma (g, 1H)-coderivação, calculamos

δ(ab) = (1H − g)τ lα(ab)

= (1H − g)α(a1b1)a2b2

= (1H − g)[α(a1)ϵ(b1) + χ(a1)α(b1)]a2b2 (∗)
= (1H − g)α(a1)ϵ(b1)a2b2 + (1H − g)χ(a1)α(b1)a2b2

= (1H − g)α(a1)a2ϵ(b1)b2 + (1H − g)χ(a1)a2α(b1)b2 (im(α) ⊆ k)

= (1H − g)τ lα(a)b+ (1H − g)τ lχ(a)τ
l
α(b)

= (1H − g)τ lα(a)b+ τ lχ(a)(1H − g)τ lα(b) (1H − g ∈ Z(H))

= δ(a)b+ τ lχ(a)δ(b),

de onde δ é uma τ lχ-derivação, e

∆(δ(a)) = ∆((1H − g)τ lα(a))

= ∆((1H − g)α(a1)a2)

= α(a1)∆(1− g)∆(a2) (W3)

= α(a1)(1H ⊗ 1H − g ⊗ g)∆(1H)∆(a2) (1H , g ∈ Gw(H))

= α(a1)((1H − g)⊗ 1H + g ⊗ (1H − g))∆(a2)

= (1H − g)α(a1)a2 ⊗ a3 + ga2 ⊗ (1H − g)α(a1)a3 (im(α) ⊆ k)

= (1H − g)α(a1)a2 ⊗ a3 + ga1 ⊗ (1H − g)α(a2)a3 (H cocomut.)

= (1H − g)τ lα(a1)⊗ a2 + ga1 ⊗ (1H − g)τ lα(a2)

= δ(a1)⊗ a2 + ga1 ⊗ δ(a2),

de onde δ é uma (g, 1H)-coderivação. Como χ ∈ X l
w(H) é inversível na álgebra de convo-

lução, com inverso χ ◦ S, segue do Lema 2.3.4(iii) que σ = τ lχ ∈ Autk(H). Por hipótese,
temos α(Hs) = 0, ou seja, α ◦ ϵs = 0. Assim, se h ∈ Hs, então

δ(h) = (1H − g)α(h1)h2

= (1H − g)α(11)h12 1.4.6(iv)

= (1H − g)α(ϵs(11))h12 1.4.6(ii)

= 0.

Tendo em vista o teorema anterior, para mostrar que H[X;σ, δ] é uma extensão de Hopf-
Ore primitiva fraca, resta verificar que (S ◦ δ)(a) = S(g)(δ ◦ S ◦ τ lχ)(a), para todo a ∈ H.
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Para isso, seja t ∈ Ht, então, pelo Lema 1.4.6(iii), temos que ∆(t) = t11 ⊗ 12. Como H é
cocomutativa, isto implica que

∆(t) = (τ ◦∆)(t) = 12 ⊗ t11 = 11 ⊗ t12.

Pelo Lema 1.4.6(iv), segue que t ∈ Hs. Logo, α ◦ ϵs = 0 implica α ◦ ϵt = 0. Com isso,

0 = (α ◦ ϵt)(a)
= α(a1S(a2)) (W5)(c)

= α(a1)ϵ(S(a2)) + χ(a1)α(S(a2)) (∗)
= α(a1)ϵ(S(a2)) + α(S(τ lχ(a))) (im(χ) ⊆ k)

= α(a1)ϵ(a2) + α(S(τ lχ(a))) 1.4.10(iv)

= α(a1ϵ(a2)) + α(S(τ lχ(a))) (im(ϵ) ⊆ k)

= α(a) + α(S(τ lχ(a))). (idH ∗ uϵ = idH)

Em suma, para todo a ∈ H, vale a identidade

α(a) = −(α ◦ S ◦ τ lχ)(a). (∗∗)

Por fim, calculamos

S(g)(δ ◦ S ◦ τ lχ)(a) = S(g)(1H − g)τ lα(S(τ
l
χ(a)))

= −S(1H − g)τ lα(S(τ
l
χ(a))) (S(g)g = 1H)

= −S(1H − g)α(S(τ lχ(a))1)S(τ
l
χ(a))2

= −S(1H − g)α(S(τ lχ(a)2))S(τ
l
χ(a)1) 1.4.10(iii)

= −S(1H − g)α(S(τ lχ(a)1))S(τ
l
χ(a)2) (H cocomut.)

= −S(1H − g)α(S(τ lχ(a1)))S(a2) 2.3.6(i)

= S(1H − g)α(a1)S(a2) (∗∗)
= S(1H − g)S(α(a1)a2) (im(α) ⊆ k)

= S(1H − g)S(τ lα(a))

= S(τ lα(a)(1H − g)) 1.4.10(i)

= S((1H − g)τ lα(a)) (1H − g ∈ Z(H))

= S(δ(a)).

Portanto H[X;σ, δ] é uma extensão de Hopf-Ore primitiva fraca de H.



Capítulo 3

Exemplos

Neste capítulo, discutiremos a existência de elementos group-like fracos tais que ϵs(g) = 1
mas ϵt(g) ̸= 1 e as iteradas de extensões de Hopf-Ore primitivas fracas, apresentaremos as
álgebras de Hopf fracas de unidade sobrejetora - que, no caso de k ser um corpo, reduz-se
ao Exemplo 1.4.2(1) - e a construção das álgebras de grupóide conexo H ≃Mn(kG), bem
como a classificação das extensões de Hopf-Ore primitivas fracas destas.

3.1 Extensões de Ore Noetherianas
Nesta seção, vamos apresentar a classe dos anéis Dedekind-finitos. Mostraremos que todo
anel noetheriano, à direita ou à esquerda, é Dedekind-finito, e que extensões de Ore de
anéis noetherianos, quando σ é um automorfismo, são anéis noetherianos. As referências
desta seção são [14], para os resultados sobre anéis Dedekind-finitos, e [11], para os resul-
tados sobre anéis noetherianos e extensões de Ore.

Na Seção 2.1, mostramos que toda extensão de Hopf-Ore (g, h)-primitiva de uma
álgebra de Hopf H é equivalente a uma extensão de Hopf-Ore (r, 1H)-primitiva, cuja
demonstração se baseia em considerar a mudança de variáveis Y = Xh−1. No contexto de
álgebras de Hopf fracas, o Lema 2.4.3 garante que, para termos uma extensão de Hopf-Ore
(g, h)-primitiva fraca, deve ocorrer S(h)h = 1H . Porém, se hS(h) ̸= 1H , não há garantia
que a mudança de variáveis do Lema 2.1.4 defina uma extensão de Ore.

Definição 3.1.1. Um anel A é chamado Dedekind-finito quando os elementos de A são
inversível à direita se, e somente se, são inversível à esquerda. Ou seja, quando, dados
a, b ∈ A, ab = 1 implica ba = 1.

Se uma álgebra de Hopf fraca H (ou a subálgebra de H gerada por h e S(h)) é um anel
Dedekind-finito, então podemos repetir a demonstração do Lema 2.1.4, garantindo que
toda extensão de Hopf-Ore (g, h)-primitiva fraca corresponde a uma extensão de Hopf-
Ore (gh−1, 1H)-primitiva fraca. Mais ainda, quando H é Dedekind-finito, a caracterização
das extensões de Hopf-Ore (g, h)-primitivas fracas de H, a menos de uma mudança de
variáveis, fica completamente determinada pelo Teorema 2.4.8.

Definição 3.1.2. Seja (P,≺) um conjunto parcialmente ordenado.

• Dizemos que P satisfaz a condição de cadeia ascendente (ACC) se, para toda
família enumerável e completamente ordenada p1 ≺ p2 ≺ · · · ≺ pn ≺ . . . , existe
n ∈ N tal que pn+j = pn, pra todo j ∈ N.

92
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• Dizemos que um elemento m ∈ P é maximal se todo elemento comparável com m
é menor ou igual que m, ou seja, se m ≺ p implica m = p.

Sejam A um anel e M um A-módulo, à esquerda ou à direita, então o conjunto P ,
dos A-submódulos de M , é um conjunto parcialmente ordenado pela inclusão. Ou seja,
dados N,N ′ ⊆ M submódulos, temos N ≺ N ′ se N ⊆ N ′. Assim, dizemos que um
A-módulo M satisfaz ACC em submódulos se, para toda cadeia N1 ⊆ N2 ⊆ . . . de
submódulos de M , existe n ∈ N tal que Nn+j = Nn, para todo j ∈ N. Quando M = AA,
os A-submódulos de M são exatamente os ideais à esquerda de A, enquanto que, para
M = AA, os A-submódulos de M são os ideais à direita de A.

Lema 3.1.3. Sejam A um anel e M ∈ MA. São equivalentes:

(i) M satisfaz ACC em submódulos;

(ii) Toda família não vazia de submódulos de M admite um elemento maximal;

(iii) Todo submódulo de M é finitamente gerado.

Demonstração. [(i) =⇒ (ii)] Seja P uma família não vazia de submódulos deM . Suponha
que P não admite um elemento maximal. Então, fixado N1 ∈ P , deve existir N2 ∈ P
tal que N1 ⊊ N2. Recursivamente, devem existir Ni ∈ P tais que Ni ⊊ Ni+1. Mas então
N1 ⊆ N2 ⊆ . . . é uma cadeia completamente ordenada de submódulos de M para a qual
não existe n ∈ N tal que Nn+1 = Nn, o que contradiz M satisfazer ACC em submódulos.
Portanto P admite um elemento maximal.

[(ii) =⇒ (iii)] Sejam N ⊆ M um submódulo de M e P a família dos submódulos
finitamente gerados de N . Então 0 ∈ P , e todo submódulo de N é um submódulo de
M , assim, por hipótese, P admite um elemento maximal P . Se P ⊊ N , então existe
x0 ∈ N \ P , de onde P ′ = P + x0A é um submódulo finitamente gerado de N . Mas
P ⊊ P ′, o que contradiz P ser maximal em P . Portanto, deve ser P = N , de onde N é
finitamente gerado.

[(iii) =⇒ (i)] Sejam N1 ⊆ N2 ⊆ . . . uma cadeia completamente ordenada de sub-
módulos de M e N =

⋃
i∈NNi. Então N é um submódulo de M , de onde existem

n1, . . . , nr ⊆ N tais que N =
∑r

j=1 njA. Como nj ∈ N =
⋃

i∈NNi, existem ij ∈ N tais
que nj ∈ Nij . Seja n = max{i1, . . . , ir}, então nj ∈ Nij ⊆ Nn, para todo j = 1, . . . , r. Por-
tanto N =

∑r
j=1 njA ⊆

∑
j=1Nij ⊆ Nn. Assim, se j ∈ N, então Nn+j ⊆ N ⊆ Nn ⊆ Nn+j,

de onde Nn+j = Nn. Logo, M satisfaz ACC em submódulos.

Um enunciado análogo ao lema acima pode ser enunciado e provado para A-módulos
à esquerda, tomando P ′ = P +Ax0 em (ii) =⇒ (iii), e N =

∑r
j=1Anj em (iii) =⇒ (i).

Definição 3.1.4. Um módulo é dito noetheriano se satisfaz um dos itens do lema
acima. Dizemos que um anel A é: noetheriano à esquerda, se AA é um módulo
noetheriano; noetheriano à direita, se AA é um módulo noetheriano; e noetheriano,
se for noetheriano à direita e à esquerda.

Poderíamos considerar uma condição de cadeia descendente (DCC) para cadeias com-
pletamente ordenadas pi+1 ≺ pi, i ∈ N. O Teorema de Hopkins-Levitzki mostra que a
DCC em ideais à direita (esquerda) implica a ACC em ideais à direita (esquerda). Mais
ainda, em [14], são discutidas ambas as condições de cadeia sobre famílias menores de ide-
ais unilaterais - como ideais principais e anuladores - obtendo, em [14, Proposition 6.60],



CAPÍTULO 3. EXEMPLOS 94

vinte condições de cadeia que implicam num dado anel ser Dedekind-finito. O argumento
geral é semelhante ao que será apresentado abaixo, mas, nesta seção, vamos considerar
exclusivamente a condição de cadeia ascendente em ideais à direta ou à esquerda.

Proposição 3.1.5. Se A é noetheriano à direita ou à esquerda, então A é Dedekind-finito.

Demonstração. Vamos mostrar que, se A não é Dedekind-finito, então não é noetheriano
à direita nem à esquerda. Neste caso, devem existir a, b ∈ A tais que ab = 1, mas ba ̸= 1.
O elemento ba ∈ A é um idempotente não trivial, pois (ba)2 = b(ab)a = ba, ba ̸= 1 por
hipótese e, se ba = 0, então a = 1a = (ab)a = a(ba) = 0, contradizendo ab = 1. Ainda,

(1− ba)b = b− b(ab) = b− b = 0 e a(1− ba) = a− (ab)a = a− a = 0.

Considere os elementos eij = bi(1− ba)aj ∈ A, então eijers = [j = r]eis. De fato, se j > r,
então j − r − 1 ≥ 0, de onde

eijers = bi(1− ba)aj · br(1− ba)as

= bi(1− ba)aj−r(1− ba)as

= bi(1− ba)aj−r−1[a(1− ba)]as = 0.

Se j < r, então aj ·br = br−j = b ·br−j−1, de onde eijers = bi[(1−ba)b]br−j−1(1−ba)as = 0.
Por outro lado, como ba ∈ A é um idempotente, 1 − ba é um idempotente. Assim, se
j = r, então aj · bj = 1, de onde obtemos eijejs = bi(1 − ba)2as = bi(1 − ba)as = eis. Os
elementos eij são não nulos, pois

bi(1− ba)aj = 0 =⇒ ai[bi(1− ba)aj]bj = 0 =⇒ 1− ba = 0 =⇒ ba = 1,

o que contradiz A não ser Dedekind-finito. Denote ei := eii e considere os ideais à direita
definidos por In =

∑n
i=1 eiA, então I1 ⊆ I2 ⊆ . . . é uma cadeia de ideais completamente

ordenada em A. Mais ainda, en+1 ∈ In+1 \ In, para todo n ∈ N, pois e2n+1 = en+1, mas
en+1ei = 0, para todo i ̸= n+ 1, de onde

en+1In =
n∑

i=1

en+1eiA =
n∑

i=1

0A = 0.

Assim, não pode ocorrer en+1 ∈ In, pois neste caso teríamos en+1 ∈ en+1In = 0, o que
contradiz os elementos eij serem todos não nulos. Isso mostra que A não é noetheriano
à direita, pois I1 ⊊ I2 ⊊ . . . é uma cadeia estrita de ideais à direita. De forma análoga,
considerando os ideais à esquerda Jn =

∑n
j=1Aej, temos que J1 ⊊ J2 ⊊ . . . , pois ocorre

en+1 ∈ Jn+1 \ Jn, uma vez que Jnen+1 = 0. Logo, A não é noetheriano à esquerda nem à
direita.

Utilizando o Lema 3.1.3(iii), obtemos que todo domínio de ideais principais D é um
anel noetheriano, portanto Dedekind-finito. Neste caso, os submódulos de DD e de DD

são, respectivamente, os ideais à esquerda e à direita de D. Assim, os submódulos de
DD e DD são gerados por um único elemento, portanto ambos são módulos noetheria-
nos. Mais geralmente, todo domínio (independente de ser PID à direita ou à esquerda)
é Dedekind-finito, pois, como visto na demonstração acima, anéis que não são Dedekind-
finitos possuem idempotentes não triviais, portanto divisores de zero não nulos. O próximo
lema nos permite obter mais exemplos de módulos noetherianos.
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Lema 3.1.6. Seja A um anel. Então:

(i) Se M1, . . . ,Mn ∈ MA são módulos noetherianos, então M = M1 ⊕ · · · ⊕Mn é um
módulo noetheriano;

(ii) Se M é um módulo noetheriano e f ∈ HomA(M,N) é um epimorfismo, então N é
um módulo noetheriano;

(iii) Se A é um anel noetheriano à direita (esquerda) e N é um A-módulo à direita
(esquerda) finitamente gerado, então N é noetheriano.

Demonstração. (i) Seja N um submódulo de M =M1⊕· · ·⊕Mn. Utilizando as projeções
πi : M →Mi ⊆M , definidas por πi(m1+· · ·+mn) = mi, obtemos N = N(1)⊕· · ·⊕N(n),
onde N(i) := πi(N) é um submódulo de Mi.

Seja N1 ⊆ N2 ⊆ . . . uma cadeia completamente ordenada de submódulos de M .
Então, para cada i ∈ N, temos Ni = Ni(1) ⊕ · · · ⊕ Ni(n), onde Ni(j) ⊆ Mj. Fixado
j ∈ {1, . . . , n}, como Ni ⊆ Ni+1, temos Ni(j) = πj(Ni) ⊆ πj(Ni+1) = Ni+1(j), de onde
N1(j) ⊆ N2(j) ⊆ . . . é uma cadeia completamente ordenada de submódulos de Mj. Como
Mj é um módulo noetheriano, existe mj ∈ N tal que Nmj+k(j) = Nmj

(j), para todo k ∈ N.
Seja m = max{m1, . . . ,mn}, então, para todo j = 1, . . . , n, temos

Nm+k(j) = Nmj+(m−mj+k)(j) = Nm(j) = Nmj+(m−mj)(j) = Nm(j), k ∈ N,

de onde Nm+k = Nm+k(1) ⊕ · · · ⊕ Nm+k(n) = Nm(1) ⊕ · · · ⊕ Nm(n) = Nm, para todo
k ∈ N. Logo, M satisfaz ACC em submódulos, portanto é um módulo noetheriano.

(ii) Seja f : M → N um epimorfismo. Se P é um submódulo de N , então f−1(P ) =
{m ∈M : f(m) ∈ P} é um submódulo de M . Se P ⊆ P ′, então f−1(P ) ⊆ f−1(P ′). Mais
ainda, se n ∈ P ′\P , então existe m ∈M tal que f(m) = n. Assim, m ∈ f−1(P ′)\f−1(P ).

Suponha que N não é noetheriano. Então existe uma cadeia completamente ordenada
N1 ⊊ N2 ⊊ . . . de submódulos de N , de onde f−1(N1) ⊊ f−1(N2) ⊊ . . . é uma cadeia
completamente ordenada de submódulos de M . Mas isso contradiz M ser noetheriano.
Portanto N deve ser noetheriano.

(iii) Suponha que A é noetheriano à direita e seja N =
∑n

i=1 niA um módulo à direita
finitamente gerado. Sejam M =

⊕n
i=1 eiA ≃ AA ⊕ · · · ⊕ AA e f : M → N , definido por

f(ei) = ni. Então M é um módulo noetheriano, pois é soma direta finita dos módulos
noetherianos AA, e f é um epimorfismo de módulos. Portanto N é noetheriano. Analoga-
mente, se A é noetheriano à esquerda eN =

∑n
i=1Ani é um módulo à esquerda finitamente

gerado, então existe um epimorfismo AA⊕ · · · ⊕ AA→ N . Logo N é noetheriano.

Com isso podemos mostrar que, se A é um anel noetheriano e comutativo - neste caso
A é noetheriano à direita se, e somente se, é noetheriano à esquerda - e (R, u) uma álgebra
sobre A que é finitamente gerada como A-módulo, então R é um anel noetheriano. De
fato, pelo Lema 3.1.6(iii), temos que R é um módulo noetheriano sobre A. Seja I ⊆ R
um ideal à direita de R, então I é um A-submódulo de R, pois I ◁ A = Iu(A) ⊆ IR = I.
Segue do Lema 3.1.3(iii) que I é finitamente gerado como A-módulo. Sejam r1, . . . , rn ∈ I
geradores de I como A-módulo, então

I =
n∑

i=1

ri ◁ A =
n∑

i=1

riu(A) ⊆
n∑

i=1

riR ⊆ I ∴ I =
n∑

i=1

riR.
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Portanto I é finitamente gerado como R-submódulo de RR. Logo, R é noetheriano à
direita. Analogamente, se J é um ideal à esquerda de R e s1, . . . , st ∈ J é um conjunto
gerador de J como A-módulo, então J =

∑t
i=1Rsi. Portanto R é noetheriano à esquerda.

Em particular, se k é um corpo e R é uma álgebra de dimensão finita sobre k, então k é
noetheriano e R é finitamente gerado, logo R é um anel Dedekind-finito.

No contexto da Seção 2.4, consideramos apenas extensões de Ore onde σ é um au-
tomorfismo. Para mostrar que a propriedade de ser noetheriano à direita (esquerda) é
preservada por extensões de Ore, tal hipótese também é necessária - se k é um corpo,
k[t] é um domínio, portanto noetheriano à esquerda e à direita, mas a extensão de Ore
R = k[t][X;σ], onde σ(t) = 0, σ|k = idk, não é noetheriana à direita ou à esquerda.

De fato, considerando os ideais à direita In =
∑n

i=0 t
iXR. Então In ⊆ In+1, para todo

n ∈ N, e um elemento genérico x ∈ In é da forma

x =
n∑

i=0

∑
r,s

tiX · arstrXs =
n∑

i=0

∑
r,s

arst
iσ(tr)Xs+1 =

n∑
i=0

∑
s

a0st
iXs+1.

Assim, segue que tn+1X ∈ In+1 mas tn+1X /∈ In. Portanto In ⊊ In+1 é uma cadeia
estritamente ascendente de ideais à direita de R, de onde segue que R não é noetheriano
à direita. Por outro lado, considerando os ideais à esquerda Jn =

∑n
i=0RtX

i, temos que
Jn ⊆ Jn+1, para todo n ∈ N, e um elemento genérico y ∈ Jn é da forma

y =
n∑

i=0

∑
r,s

arst
rXs · tX i =

n∑
i=0

∑
r,s

arst
rσs(t)Xs+i =

n∑
i=0

∑
r

arst
t+1X i,

onde, na última igualdade, utilizamos que σ0(t) = idR(t) = t. Em particular, temos que
tXn+1 ∈ Jn+1, mas tXn+1 /∈ Jn. Portanto R não é noetheriano à esquerda.

Lembrando que, dado um anel A, denotamos por Aop seu anel oposto, o qual consiste
no conjunto A munido de uma nova multiplicação, definida por a•b = ba. Desta forma, se
I é um ideal à esquerda de A, x ∈ I e a ∈ A, então x•a = ax ∈ I. Ou seja, I é um ideal à
direita de Aop. Reciprocamente, se I é um ideal à direita de A, então A • I = IA ⊆ I, de
onde I é um ideal à esquerda de Aop. Portanto, um anel A é noetheriano à esquerda se,
e somente se, Aop é noetheriano à direita. Assim, para mostrarmos que extensões de Ore
R = A[X;σ, δ] de anéis noetherianos são também noetherianos, à direita ou à esquerda,
será útil conhecermos o anel oposto Rop. Quando σ é um automorfismo, o próximo lema
mostra que Rop é novamente uma extensão de Ore.

Lema 3.1.7. Sejam A um anel e R = A[X;σ, δ] uma extensão de Ore de A. Se σ é
inversível, então Rop = Aop[X;σ−1,−δ ◦ σ−1] é uma extensão de Ore ed Aop.

Demonstração. Como σ ∈ Aut(A), segue que σ−1 : A → A é um morfismo de anéis, de
onde σ−1 : Aop → Aop é um morfismo de anéis, ou seja, σ−1 ∈ Aut(Aop). Agora, como δ é
uma σ-derivação, dados a, b ∈ Aop, temos

−(δ ◦ σ−1)(a • b) = −δ(σ−1(ba))

= −δ(σ−1(b)σ−1(a))

= −δ(σ−1(b))σ−1(a)− σ(σ−1(b))δ(σ−1(a))

= (−δ ◦ σ−1)(a) • b+ σ−1(a) • (−δ ◦ σ−1)(b).
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Portanto, −δ ◦ σ−1 : Aop → Aop é uma σ−1-derivação. Assim, existe a extensão de Ore
S = Aop[Y ;σ−1,−δ ◦ σ−1]. Considere a inclusão j : Aop → Rop, definida por j(a) = a.
Então j é um morfismo de anéis, pois j(a • b) = j(ba) = ba = a • b = j(a) • j(b). Ainda,

σ−1(a) •X − (δ ◦ σ−1)(a) = Xσ−1(a)− (δ ◦ σ−1)(a)

= [σ(σ−1(a))X + δ(σ−1(a))]− (δ ◦ σ−1)(a)

= aX

= X • a.

Assim, segue da Propriedade Universal das Extensões de Ore que existe um único mor-
fismo de anéis j′ : S → Rop tal que j′(a) = a e j′(Y ) = j(1Aop)X = X.

Desta forma j′ é uma bijeção. De fato, j leva a base {Y n : n ∈ N} de S como Aop-
módulo à esquerda na base B = {Xn : n ∈ N} de R como A-módulo à esquerda. Como σ
é um automorfismo, segue da Proposição 1.3.9 que B é uma base para R como A-módulo
à direita, ou ainda, como Aop-módulo à esquerda. Como j′ é, em particular, um morfismo
de Aop-módulos, segue que j′ é uma bijeção. Identificando X = Y , temos que S = Rop

como conjuntos, de onde podemos considerar Rop = S = Aop[X;σ−1,−δ ◦ σ−1].

Na literatura, o Teorema da Base de Hilbert afirma que, se A é um anel noetheriano,
à direita ou à esquerda, então o anel de polinômios usual A[X] é noetheriano, à direita
ou à esquerda, respectivamente. Em [11, Theorem 2.6] este resultado é generalizado
para extensões de Ore A[X;σ, δ], onde σ é um automorfismo, e chamado de Teorema da
Skew-Base de Hilbert Generalizada.

Teorema 3.1.8 (Base de Hilbert). Sejam A um anel noetheriano à direita (esquerda) e
R = A[X;σ, δ]. Se σ ∈ Aut(A), então R é um anel noetheriano à direita (esquerda).

Demonstração. Esta demonstração será dividida em quatro (pequenas) partes: Na pri-
meira parte, supomos que AA é noetheriano e I é um ideal à direita de R, criaremos J ,
um ideal à direita de A. Em seguida, tomando geradores de J como A-módulo, definire-
mos I0, um ideal à direita finitamente gerado de R. Na terceira parte, mostraremos que
I = I0, de onde seguirá que todo ideal à direita de R é finitamente gerado, e portanto RR

é noetheriano. Por fim, utilizaremos o anel oposto para concluir o enunciado para anéis
noetherianos à esquerda.

Parte 1. Suponha que A é um anel noetheriano à direita e sejam I ̸= 0 um ideal à direita
de R e p ∈ I \ {0}. Então, podemos escrever p, de maneira única, como p =

∑n
i=0 aiX

i,
onde an ̸= 0. Neste caso, denotamos por deg(p) = n o grau de p, por cl(p) = an o
coeficiente livre de p, e

p = anX
n +O(Xn−1).

Seja J = {cl(p) : p ∈ I \ {0}} ∪ {0}. Vamos mostrar que J é um ideal à direita de A.
Se a, b ∈ J , então existem p, q ∈ I tais que a = cl(p) e b = cl(q). Sejam n = deg(p) e
m = deg(q). Suponha sem perda de generalidade que n ≤ m. Então,

pXm−n + q =
(
aXn +O(Xn−1)

)
Xm−n + (bXm +O(Xm−1)) = (a+ b)Xm +O(Xm−1).

Como p, q ∈ I e I é um ideal à direita deR, pXm−n+q ∈ I. Logo a+b = cl(pXm−n+q) ∈ J .
Seja r ∈ A. Se ar = 0, então ar ∈ J . Caso contrário, temos

pσ−n(r) = aXnσ−n(r) +O(Xn−1)
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= a
(
σn(σ−n(r))Xn +O(Xn−1)

)
+O(Xn−1) 1.3.6

= arXn +O(Xn−1).

Como ar ̸= 0, segue que cl(pσ−n(r)) = ar ∈ J . Assim, J é um ideal à direita de A.

Parte 2. Como A é um anel noetheriano à direita, segue que J é finitamente gerado
como A-módulo à direita. Sejam a1, . . . , ak ∈ J tais que J =

∑k
i=1 aiA. Então existem

p1, . . . , pk ∈ I tais que cl(pi) = ai, para cada i = 1, . . . , k. Vamos mostrar que podemos es-
colher pi ∈ I todos com mesmo grau. De fato, sejam ni = deg(pi) e n = max{n1, . . . , nk}.
Então

piX
n−ni =

(
aiX

ni +O(Xni−1)
)
Xn−ni = aiX

n +O(Xn−1).

Ou seja, piXn−ni ∈ I, deg(piXn−ni) = n e cl(piXn−ni) = cl(pi) = ai. Assim, podemos
assumir deg(pi) = n. Seja N =

∑n−1
i=0 X

iA ⊆ R, então N é um A-módulo à direita
finitamente gerado. Pelo Lema 3.1.6 temos que N é noetheriano, de onde I ∩ N ⊆ N é
um A-submódulo finitamente gerado de N . Dados q1, . . . , qt ∈ I∩N um conjunto gerador
de I ∩ N como A-módulo à direita, defina I0 =

∑k
i=1 piR +

∑t
i=1 qiR. Então I0 é um

R-módulo à direita finitamente gerado, e valem

I ∩N =
t∑

i=1

qiA ⊆
t∑

i=1

qiR ⊆ I0 =
k∑

i=1

piR +
t∑

i=1

qiR ⊆ I,

onde a última contenção segue de pi, qi ∈ I e I ser um ideal à direita de R.

Parte 3. Vamos mostrar que I0 = I. Para isso, utilizaremos indução em deg(p), p ∈ I.
Se deg(p) < n, então, pela definição de N , temos p ∈ I ∩ N ⊆ I0. Seja p ∈ I tal que
deg(p) = m ≥ n e suponha que, para todo q ∈ I com deg(q) < m, vale q ∈ I0. Escreva
p = rXm +O(Xm−1) ∈ I, então r = cl(p) ∈ J , de onde r =

∑k
i=1 airi, ri ∈ A. Seja

q =
k∑

i=1

piσ
−n(ri)X

m−n

=
k∑

i=1

(
aiX

n +O(Xn−1)
)
σ−n(ri)X

m−n

=
k∑

i=1

aiX
nσ−n(ri)X

m−n +O(Xm−1)

=
k∑

i=1

ai
(
riX

n +O(Xn−1)
)
Xm−n +O(Xm−1)

=

(
k∑

i=1

airi

)
Xm +O(Xm−1)

= rXm +O(Xm−1).

Então deg(q) = m, cl(q) = r e q ∈ I0, pois p1, . . . , pk ∈ I0 e I0 é um R-módulo à direita.
Com isso, obtemos deg(p− q) < m, logo, pela hipótese de indução, p− q ∈ I0. Portanto
p = (p− q) + q ∈ I0. Logo I = I0 e I é finitamente gerado como R-módulo à direita. Isso
conclui que R é noetheriano à direita.
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Parte 4. Suponha que A é um anel noetheriano à esquerda, então Aop é um anel noethe-
riano à direita. Utilizando do Lema 3.1.7, segue que Rop = Aop[X;σ−1,−δ ◦ σ−1] é um
anel noetheriano à direita. Portanto R = (Rop)op é um anel noetheriano à esquerda.

Tendo em vista a Proposição 3.1.5, o teorema acima mostra que, se H é uma álgebra
de Hopf fraca que é um anel noetheriano, à direita ou à esquerda, então as extensões
de Hopf-Ore (g, h)-primitivas fracas de H - e também das extensões de Ore de H - cor-
respondem a extensões de Hopf-Ore (r, 1H)-primitivas fracas, e são relevantes para sua
caracterização apenas os elementos group-like fracos inversíveis. Em particular, pode-
mos construir iteradas Rn+1 = Rn[Xn;σn, δn] = H[X0;σ0, δ0][X1;σ1, δ1] . . . [Xn;σn, δn] de
extensões de Hopf-Ore primitivas fracas utilizando o Teorema 2.4.8.

Por outro lado, ressaltamos que, até o presente momento, é desconhecido para o autor
qualquer exemplo de álgebra de Hopf fraca que não seja Dedekind-finita. A condição
∆(1)(g ⊗ g) = (g ⊗ g)∆(1) não aparenta implicar gt = tg, para todo t ∈ Ht, mas, se isto
ocorre e g ∈ Gw(H) é inversível à esquerda, então

gϵs(g) = g = ϵt(g)g = gϵt(g) =⇒ ϵs(g) = 1H = ϵt(g),

de onde g é inversível. O exemplo clássico de uma álgebra que não é Dedekind-finita é
a k-subálgebra de Endk(V ), onde V é um k-módulo livre com base {ei : i ∈ N}, gerada
pelos morfismos h, g ∈ Endk(V ), definidos por h(ei) = ei+1, para todo i ∈ N, g(e1) = 0
e g(ei) = ei−1, se i ≥ 2. Nesse caso, gh = idV , mas hg = idV − p1 ̸= idV , onde
p1(ei) = [i = 1]e1 é a projeção linear em ke1.

Vamos terminar esta seção observando que endomorfismos vindos de caracteres à es-
querda fracos de uma extensão de Hopf-Ore primitiva fraca, mesmo em casos razoavel-
mente simples, podem ser bastante complexos.

Sejam k = C, G = {e, g, . . . , gr−1} e n > 1. Considere H = kG ⊗Mn(k) ≃ Mn(kG),
via g⊗eij 7→ geij, com a estrutura do Exemplo 1.4.4(3) e qr = e2iπ/r ∈ C. Então ρ(g) = qr
define um morfismo de grupos G→ C \ {0}. Utilizando o Exemplo 2.4.2 e a classificação
das extensões de Hopf-Ore de kG - [20, Proposition 2.2] ou Corolário 3.3.15 - obtemos
que R = H[X;σ] é uma extensão de Hopf-Ore (g, 1H)-primitiva fraca de H, onde

Xgteij = σ(gteij)X = qtrg
teijX, ∀i, j = 1, . . . , n, t = 0, . . . , r − 1.

Utilizando-se coeficientes q-binomiais [21, Section 7.2] e técnica semelhante àquelas que
serão utilizadas no Lema 3.3.10, podemos mostrar que, se χ ∈ X l

w(R), então

τ lχ(g
teijX

m) =
m∑
s=0

[(
m

s

)
qr

χ(gms−s2−teij)C
s

]
gteijX

m−s,

onde χ|H ∈ X l
w(H) e C = χ(e11X) ∈ C.

3.2 WHA’s de unidade sobrejetora
Nesta seção vamos apresentar a caracterização das álgebras de Hopf fracas de unidade
sobrejetora, obtida durante a tentativa de encontrar exemplos de álgebras de Hopf fracas
satisfazendo (1)-(4) da Proposição 1.4.11, mas com ϵ(1H) ̸= 1k. Como corolário, mostra-
mos que todo idempotente não trivial define uma estrutura de álgebra de Hopf fraca e
classificaremos as álgebras de Hopf fracas da forma Zn, vistas como álgebras sobre Zm.
As referências para os resultados da teoria de anéis utilizados nesta seção são [1] e [15].
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Proposição 3.2.1. Sejam k um anel comutativo e (H,µ, u) uma álgebra sobre k, onde
u é sobrejetora. Então H admite uma estrutura de álgebra de Hopf fraca sobre k se, e
somente se, ∆(1H) = 1H ⊗ 1H , S = idH e ϵ(1H) = x, onde x ∈ k é um idempotente
satisfazendo u(x) = 1H e ker(u)x = 0. Em particular, temos que ker(u) = k(1k − x) e
H ≃ kx, como anéis.

Demonstração. De forma geral, como H = im(u) ⊆ Z(H), segue que H é um anel co-
mutativo. Como u é sobrejetora, dado a ∈ H, existe a′ ∈ k tal que a = u(a′). Desta
forma, dado M ∈ Mk, temos que f : H →M é um morfismo de k-módulos se, e somente
se, f(a) = f(u(a′)1H) = a′f(1H). Assim, todo morfismo fica completamente determinado
por f(1H), e está bem determinado se, e somente se, ker(u) anula f(1H).

Suponha que H admite uma estrutura de álgebra de Hopf fraca sobre k. Sejam
ai, bi ∈ H tais que ∆(1H) =

∑
i ai ⊗ bi e b′i ∈ k tais que bi = u(b′i). Como o produto

tensorial é k-bilinear, temos que

∆(1H) =
∑
i

ai ⊗ bi =
∑
i

ai ⊗ u(b′i)1H =
∑
i

aiu(b
′
i)⊗ 1H =

(∑
i

aibi

)
⊗ 1H .

Denote e =
∑

i aibi ∈ H. Como ∆ é multiplicativa, temos

e⊗ 1H = ∆(1H) = ∆(1H)
2 = e2 ⊗ 1H .

Aplicando µ à igualdade acima, obtemos que e = e2 é um idempotente, portanto vale
(1H −e)e = 0. Com isso, ∆(1H −e) = (1H −e)e⊗1H = 0. Segue do axioma da counidade
que 1H − e = 0, ou seja, e = 1H e ∆(1H) = 1H ⊗ 1H . Assim, vale a equivalência da
Proposição 1.4.11. Em particular, temos que ϵ deve ser um morfismo multiplicativo, de
onde x := ϵ(1H) ∈ k deve ser um idempotente. Pelo axioma da counidade, temos que

1H = (uϵ ∗ idH)(1H) = uϵ(1H)1H = u(x),

e, como ϵ : H → k é um morfismo de módulos, ker(u)x = ker(u)ϵ(1H) = ϵ(u(ker(u))) = 0.
Logo, x ∈ k é um idempotente satisfazendo u(x) = 1H e ker(u)x = 0. Por fim, pela
Proposição 1.4.11, temos que S ∗ idH = uϵ, portanto

1H = u(x) = uϵ(1H) = (S ∗ idH)(1H) = S(1H)1H = S(1H).

Assim, S(a) = S(u(a′)) = u(a′)S(1H) = u(a′)1H = a, para todo a ∈ H. Isso mostra a
primeira implicação do enunciado.

Por outro lado, suponha que x ∈ k é um idempotente satisfazendo u(x) = 1H e
ker(u)x = 0. Considere o morfismo ∆: H → H ⊗H, dado por ∆(a) = a⊗ 1H . Então ∆
é um morfismo bem definido, é coassociativo, pois

(∆⊗ idH)(∆(a)) = a⊗ 1H ⊗ 1H = (idH ⊗∆)(∆(a)),

é multiplicativo, pois, dados a, b ∈ H, temos que

∆(a)∆(b) = (a⊗ 1H)(b⊗ 1H) = ab⊗ 1H = ∆(ab),

e satisfaz a identidade em 1.4.3(W3), pois, neste caso, todos os termos são 1H ⊗ 1H ⊗ 1H .
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Agora, dado a ∈ H, seja a′ ∈ k tal que u(a′) = a. Considere a função ϵ : H → k,
dada por ϵ(a) = a′x. Então ϵ está bem definida, pois, se a = u(a′) = u(a′′), então
a′′ − a′ ∈ ker(u), de onde (a′′ − a′)x ∈ ker(u)x = 0, ou ainda, a′′x = a′x. Desta forma, a
função ϵ é um morfismo de k-módulos, pois, dados a ∈ H e b ∈ k, temos u(ba′) = u(b)a,
de onde podemos considerar (u(b)a)′ = ba′. Com isso, calculamos ϵ(u(b)a) = (ba′)x =
b(a′x) = bϵ(a). O morfismo ϵ : H → k satisfaz (W4), pois, como u(1k) = 1H , temos

ϵ(abc) = a′b′c′x = (a′b′x)(1kc
′x) = ϵ(ab)ϵ(1Hc) = ϵ(ab1)ϵ(b2c),

e, analogamente, ϵ(abc) = (a′1kx)(b
′c′x) = ϵ(ab2)ϵ(b1c). A tripla (H,∆, ϵ) satisfaz o

axioma da counidade, pois (uϵ ∗ idH)(a) = uϵ(a)1H = u(a′x) = au(x) = a, onde, na
última igualdade, utilizamos que u(x) = 1H . Analogamente, mostra-se a identidade
(idH ∗ uϵ)(a) = 1Huϵ(a) = a. Com isso, (H,∆, ϵ) é uma coálgebra. Logo vale (W2). Por
fim, considerando S : H → H o morfismo identidade, temos que

(S ∗ idH ∗ S)(a) = S(a)1HS(1H) = a = S(a),

uϵ(11a)12 = uϵ(1Ha)1H = uϵ(a) = a = S(a)1H = (S ∗ idH)(a),

e

11uϵ(a12) = 1Huϵ(a1H) = uϵ(a) = aS(1H)a = (idH ∗ S)(a),

de onde vale (W5). Assim, H é uma álgebra de Hopf fraca com morfismos definidos por
∆(1H) = 1H ⊗ 1H , S = idH e ϵ(1H) = x.

Por fim, note que, como u(x) = 1H = u(1k), temos que 1k − x ∈ ker(u). Como u é
um morfismo de k-módulos, k(1k − x) ⊆ ker(u). Por outro lado, para que ϵ : H → k seja
um morfismo bem definido, deve valer ker(u)ϵ(a) = ϵ(u(ker(u))a) = 0, para todo a ∈ H.
Em particular, temos que 0 = ker(u)ϵ(1H) = ker(u)x. Seja r ∈ ker(u), então rx = 0, de
onde

r = r(x+ (1k − x)) = rx+ r(1k − x) = r(1k − x).

Portanto r ∈ k(1k − x). Ou seja, k(1k − x) ⊆ ker(u) ⊆ k(1k − x). Isso mostra que
ker(u) = k(1k − x). Consequentemente, a restrição u|kx : kx ⊆ k → H é injetora. Como
u é sobrejetora, dado a ∈ H e a′ ∈ k tal que u(a′) = a, temos que a′x ∈ kx e

u(a′x) = u(a′x) + u(a′(1k − x)) = u(a′) = a.

Portanto a restrição u|kx é também sobrejetora e H ≃ kx, como anéis.

Nas condições da proposição anterior, temos que H é uma álgebra de Hopf (conforme
Definição 1.4.1) se, e somente se, x = ϵ(1H) = 1k se, e somente se, ker(u) = k(1k−1k) = 0
se, e somente se, H ≃ k como anéis, e portanto como álgebras de Hopf. Em particular,
se k é um corpo (ou não possui idempotentes não triviais), então a única estrutura de
álgebra de Hopf fraca em H ocorre quando H ≃ k, e nesse caso H é uma álgebra de
Hopf. Assim, somente conseguimos utilizar a proposição acima para obter exemplos de
álgebras de Hopf fracas que não são algebras de Hopf no contexto de álgebras sobre anéis
comutativos.

Corolário 3.2.2. Sejam k um anel comutativo, e ∈ k um idempotente e I = k(1 − e)
o ideal gerado por 1 − e. Então H = k/I possui uma estrutura de álgebra de Hopf fraca
sobre k, com ϵ(1H) = e.
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Demonstração. O morfismo quociente u = π : k → k/I é um morfismo de anéis com
núcleo ker(u) = I = k(1− e). Por hipótese, e ∈ k é um idempotente, de onde

ker(u)e = k(1− e)e = 0 e u(e) = u(e) + u(1− e) = u(1) = 1k/I .

Segue da Proposição 3.2.1 que H = k/I possui uma estrutura de álgebra de Hopf fraca,
definida por ∆(a) = a⊗ 1H , ϵ(a) = ae e S ≡ idH , para todo a ∈ H.

Definição 3.2.3. Sejam R um anel e I, J ⊊ R ideais bilaterais de R.

(i) Se R é comutativo, dizemos que I é um ideal primário se, para a, b ∈ R,

ab ∈ I, a /∈ I =⇒ ∃n ∈ N : bn ∈ I.

(ii) Dizemos que I e J são ideais comaximais se I + J = R.

Sejam P é um ideal primário de R e a, b ∈ R tais que ab+ P = (a+ P )(b+ P ) = P ,
mas a + P ̸= P . Então ab ∈ P e a /∈ P , de onde existe n ∈ N tal que bn ∈ P , logo
(b + P )n = bn + P = P . Ou seja, se P é ideal primário, os divisores de zero não nulos
de R/P são nilpotentes. Em particular, R/P não possui elementos idempotentes não
triviais, pois todo elemento idempotente não trivial é divisor de zero - x ̸= 0, 1 e x2 = x
implicam x(1− x) = 0 com x, 1− x ̸= 0 - e, nesse caso, x+ P = xn + P = (x+ P )n = P .

Lema 3.2.4 (Teorema do Homomorfismo para Anéis). Sejam f : R → S um morfismo
de anéis e I um ideal de R. Se I ⊆ ker(f), então existe um único morfismo de anéis
f : R/I → S tal que f = f ◦ π, onde π : R → R/I denota o morfismo quociente.

Demonstração. Um morfismo de anéis f : R → S é, em particular, um morfismo de grupos
abelianos (R,+) → (S,+), e um ideal I de R é, em particular, um subgrupo (normal) de
(R,+). Como I ⊆ ker(f), podemos aplicar o Teorema do Homomorfismo para Grupos,
obtendo que existe um único morfismo de grupos f : (R/I,+) → (S,+) tal que f = f ◦π.
Resta verificar que f é um morfismo de anéis. Para x ∈ R, denote π(x) = x + I ∈ A/I.
Então, dados a, b ∈ R, temos

f((a+ I)(b+ I)) = f(ab+ I) = f(ab) = f(a)f(b) = f(a+ I)f(b+ I),

de onde f é multiplicativo, e f(1A/I) = f(1A+ I) = f(1A) = 1B, de onde f é unitário.

No contexto do lema acima, se I = ker(f), então f é injetora, pois a + ker(f) ∈
ker(f) se, e somente se, 0 = f(a + ker(f)) = f(a) se, e somente se, a ∈ ker(f) se, e
somente se, a+ ker(f) = ker(f). Logo, se f : A→ B é um morfismo de anéis sobrejetor,
f : A/ker(f) → B é um isomorfismo de anéis.

Proposição 3.2.5 (Teorema do Resto Chinês). Sejam R um anel, I e J ideais bilaterais
de R. Se I e J são comaximais, então R/(I ∩ J) ≃ R/I ×R/J como anéis.

Demonstração. Dados x, a ∈ R, vamos denotar

x ≡ a (mod I) ⇐⇒ x− a ∈ I ⇐⇒ x+ I = a+ I ∈ R/I.

Considere a função f : R → R/I ×R/J , definida por f(r) = (r+ I, r+ J). Então f é um
morfismo de anéis. A aplicação f é sobrejetora se, e somente se, para quaisquer a, b ∈ R,
existe x ∈ R satisfazendo

x ≡ a (mod I) e x ≡ b (mod J).



CAPÍTULO 3. EXEMPLOS 103

Como I + J = R, existem e ∈ I e f ∈ R tais que e+ f = 1. Defina x = af + be, então

x ≡ af + be ≡ af ≡ af + ae ≡ a(f + e) ≡ a (mod I)

e, analogamente, x ≡ b (mod J). Portanto f é sobrejetora e, pelo Teorema do Homomor-
fismo para Anéis, obtemos que g : R/ker(f) → R/I×R/J , dada por g(r+ker(f)) = f(r),
é um isomorfismo. Por fim, note que r ∈ ker(f) se, e somente se, (r + I, r + J) =
(0 + I, 0 + J) se, e somente se, r ∈ I e r ∈ J . Ou seja, ker(f) = I ∩ J , de onde segue o
resultado.

Utilizando a proposição acima, se I e J são ideais comaximais, um elemento x ∈
R/(I ∩ J) é idempotente se, e somente se, (x+ I, x+ J) ∈ R/I ×R/J é um idempotente
se, e somente se, x+I ∈ R/I e x+J ∈ R/J são idempotentes. Em particular, se os ideais I
e J são primários, então os idempotentes de R/I×R/J são 0 = (0, 0), 1 = (1, 1), e = (1, 0)
e 1− e = (0, 1). Argumentando por indução, se J = J1∩ · · · ∩Jn, onde cada Ji é um ideal
primário e Ji+Jj = R, para quaisquer i, j = 1, . . . , n, então R/J possui 2n idempotentes,
os quais correspondem aos elementos da forma (δ1, . . . , δn) ∈ R/J1 × · · · × R/Jn, onde
δi ∈ {0, 1}.

Corolário 3.2.6. Sejam A um anel comutativo e J1, . . . , Jn ideais primários de A. Con-
sidere k = A/J1×· · ·×A/Jn e H = A/J1×· · ·×A/Jr, para algum r ∈ {1, . . . , n}. Então
H possui uma única estrutura de álgebra de Hopf fraca sobre k compatível com a projeção
linear u : k → H, dada por (a1 . . . , an) 7→ (a1, . . . , ar).

Demonstração. Pela observação anterior, os idempotentes de k são da forma x = (δ1, . . . , δn),
onde δi ∈ {0, 1}. Como u : k → H é a projeção linear nas r primeiras coordenadas de k,
temos que u(x) = 1H se, e somente se,

(δ1, . . . , δr) = u(x) = u(1) = (1, . . . , 1).

Ou seja, deve ser x = (1, . . . , 1, δr+1, . . . , δn). Por outro lado, temos que

ker(u) = {(a1, . . . , an) : (a1, . . . , ar) = 0}
= {(0, . . . , 0, ar+1, . . . , an) : ar+1, . . . , an ∈ A},

de onde, tomando ar+1, . . . , an = 1, segue que

ker(u)x = 0 =⇒ (0, . . . , 0, 1, . . . , 1)(1, . . . , 1, δr+1, . . . , δn) = 0

=⇒ (0, . . . , 0, δr+1, . . . , δn) = (0, . . . , 0)

=⇒ δr+1 = · · · = δn = 0.

Portanto, deve ser x = (1, . . . , 1, 0, . . . , 0), com 1 nas r primeiras coordenadas. Logo,
existe e é único o elemento x ∈ k satisfazendo a Proposição 3.2.1.

Por fim, vamos apresentar a classificação das estruturas de álgebra de Hopf fraca
em Zn, vista como álgebra sobre Zm. Para fins de completude, vamos listar algumas
definições e resultados clássicos sobre a estrutura de domínio de ideais principais de Z, os
quais podem ser encontrados em mais detalhes em [10].

Sejam a, b, p ∈ Z, onde p ̸= ±1. Dizemos que a divide b, e denotamos a | b, se existe
q ∈ N tal que b = aq. O elemento p é dito primo se p | ab implica p | a ou p | b.
Chamamos de maior divisor comum de a e b um elemento d ∈ Z+ tal que

(i) d | a e d | b, e (ii) c | a e c | b =⇒ c | d.
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Mostra-se que dois elementos d e d′ satisfazendo as duas condições acima são associados,
ou seja, existe um elemento inversível u ∈ Z tal que d′ = ud. Como U(Z) = {1,−1}, a
condição d ≥ 0 garante a unicidade de d. Assim, podemos denotar d = mdc(a, b). Por
fim, os elementos a e b são ditos coprimos se mdc(a, b) = 1.

Vamos utilizar, sem demonstração: que Z é um domínio de ideais principais, ou seja,
se I é um ideal de Z, então existe n ∈ Z tal que I = nZ; que todo elemento n ∈ Z admite
uma fatoração única em elementos primos, n = pe11 . . . perr ; e que os únicos divisores de
um número primo p são ±1 e ±p. O primeiro resultado é consequência da existência do
algoritmo de divisão euclidiana em Z, o segundo é o Teorema Fundamental da Aritmética,
e o último é uma aplicação direta da definição de elemento primo. Em termos de ideais,
b ∈ aZ se, e somente se, a | b. Utilizaremos ainda o seguinte lema, o qual pode ser provado
utilizando a definição de mdc, e o fato de Z ser um domínio de ideais principais.

Lema 3.2.7 (Identidade de Bézout). Sejam a, b ∈ Z. Então mdc(a, b) = 1 se, e somente
se, existem x, y ∈ Z tais que ax+ by = 1.

Como uma consequência do resultado acima, os ideais I = aZ e J = bZ de Z são
comaximais se, e somente se, a e b são coprimos. A Identidade de Bézout mostra que,
se mdc(a, b) = 1, então 1 ∈ aZ + bZ, de onde Z ⊆ aZ + bZ ⊆ Z. A outra implicação é
análoga à demonstração do teorema: se aZ + bZ = Z, então 1 é uma combinação linear
de a e b, de onde mdc(a, b) = 1.

Seja I = aZ um ideal de Z e suponha que a é composto, com pelo menos dois fatores
primos distintos. Então existe um número primo p tal que a = pnb, onde mdc(p, b) = 1,
mas b ̸= 1. Então pnb = a ∈ I, mas pn /∈ I - pois não é divisível por b - e, para todo
m ∈ N, bm /∈ I - pois não é divisível por p - ou seja, se a é composto com pelo menos
dois fatores primos distintos, então aZ não é um ideal primário. Por contrapositiva, se
um ideal I de Z é primário, então I = pnZ para algum primo p ∈ Z.

Reciprocamente, se p ∈ Z é um número primo e n ∈ N, então I = pnZ é um ideal
primário. De fato, sejam a, b ∈ Z tais que ab ∈ I mas a /∈ I, então podemos escrever
a = pea′ e b = pfb′, onde mdc(p, a′) = mdc(p, b′) = 1. Como ab = pe+fa′b′ ∈ I temos que
e+ f ≥ n, mas a /∈ I implica em e < n. Logo, deve ser f ≥ 1, portanto

bn = pnfb′n = pn · pn(f−1)b′n ∈ I.

Ou seja, um ideal aZ de Z é primário se, e somente se, a = pn, para algum primo p ∈ Z
e n ∈ N. Por fim, vamos chamar de menor múltiplo comum de dois inteiros a e b, um
número m ∈ Z+, satisfazendo

(i) a | m e b | m, e (ii) a | m′ e b | m′ =⇒ m | m′.

A existência de um menor múltiplo comum se dá pela existência e unicidade da fatoração
em primos de qualquer número inteiro, e a unicidade é análoga à unicidade do maior
divisor comum. Mais precisamente, denotaremos mmc(a, b) = m = ab/mdc(a, b), onde,
por /, entende-se tomar o complemento q de mdc(a, b) na escrita ab = mdc(a, b)q. Em
particular, se mdc(a, b) = 1, então mmc(a, b) = ab/mdc(a, b) = ab.

Sejam a, b ∈ Z e m = mmc(a, b), então aZ∩ bZ = mZ. De fato, se n ∈ aZ∩ bZ, então
n é divisível por a e b. Por definição, n é divisível por m, logo aZ ∩ bZ ⊆ mZ. Por outro
lado, se n ∈ mZ, então n = mn′ para algum n′ ∈ Z. Mas m, por definição, é divisível por
a e por b, ou seja, existem m′,m′′ ∈ Z tais que n = am′n′ = bm′′n′, de onde n ∈ aZ ∩ bZ.
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Corolário 3.2.8. Sejam n,m ∈ N. Então Zn admite uma estrutura de álgebra de Hopf
fraca sobre Zm se, e somente se, m = nr, onde mdc(n, r) = 1. Nesse caso, a estrutura de
álgebra de álgebra de Hopf fraca em Zn é única.

Demonstração. Se m = nr com mdc(n, r) = 1, podemos escrever n = pe11 . . . pess e r =
p
es+1

s+1 . . . p
es+j

s+j , notando que as escritas não possuem primos em comum, pois n e r não
admitem divisores em comum. Como mdc(peii , p

ej
j ) = 1, para todo i ̸= j, e mZ =

pe11 Z∩ · · · ∩ pes+j

s+j Z, podemos aplicar o Teorema do Resto Chinês s+ j − 1 vezes, obtendo

Zm ≃ Zn × Zr ≃
(

Z
pe11 Z

× · · · × Z
pess Z

)
×

(
Z

p
es+1

s+1 Z
× · · · × Z

p
es+j

s+j Z

)
.

Com isso, o morfismo unidade Zm → Zn ≃ Z
p
e1
1 Z × · · · × Z

pess Z é dado pela projeção linear
nas s primeiras coordenadas de Zm. Segue do Corolário 3.2.2 que Zn admite uma única
estrutura de álgebra de Hopf fraca sobre Zm.

Reciprocamente, suponha que Zn admite uma estrutura de álgebra de Hopf fraca sobre
Zm. Então existe um morfismo de anéis unitários u : Zm → Zn. Como (Zm,+) e (Zn,+)
são grupos cíclicos gerados por 1 e u : (Zm,+) → (Zn,+) é um morfismo de grupos, segue
que tal morfismo existe se, e somente se, n = |Zn| divide |Zm| = m, ou seja, se m = nr,
para algum r ∈ N, e nesse caso temos ker(u) = nZnr. Agora, pela Proposição 3.2.1,
temos que Zn admite uma estrutura de álgebra de Hopf fraca sobre Znr se, e somente
se, existir x ∈ Znr tal que x2 = x, u(x) = 1Zn e ker(u)x = 0. Nesse caso, temos que
1Zm − x ∈ ker(u), de onde

1− x ≡ ns (mod nr) ⇐⇒ 1− x = ns+ nrs′ = n(s+ rs′), s, s′ ∈ Z,

ou seja, x = 1+ ny, para algum y ∈ Z. Por outro lado, de 0 = ker(u)x = (nZnr)x, temos

nx ≡ 0 (mod nr) ⇐⇒ nx = nrs, s ∈ Z n̸=0⇐⇒ x = rs.

Igualando as duas escritas de x, segue que 1 + ny = x = rs, ou ainda, 1 = rs− ny. Pela
Identidade de Bézout, obtemos que mdc(n, r) = 1.

Apesar da demonstração acima ser existencial, mostramos que existe um elemento
x ∈ Zm satisfazendo as condições da Proposição 3.2.1 se, e somente se, m = nr com
mdc(n, r) = 1, e nesse caso x = rs = 1 + ny, onde s, y ∈ Z são tais que 1 = rs− ny.

Por um lado, temos que a Identidade de Bézout não admite solução única, pois, se
1 = rs− ny e q ∈ Z, então

1 = rs− ny = rs+ rnq − rnq − ny = r(s+ nq)− n(y + rq).

Por outro lado, se 1 = rs−ny = rs′−ny′, então r(s−s′) = n(y−y′). Comomdc(r, n) = 1 e
n divide r(s−s′), segue que n deve dividir s−s′, de onde s = s′+ns′′. Consequentemente,

rs ≡ r(s′ + ns′′) ≡ rs′ + rns′′ ≡ rs′ (mod nr).

Ou seja, x ∈ Znr fica completamente determinado pela classe de rs em Znr, onde s ∈ Z é
qualquer inteiro satisfazendo a identidade 1 = rs− ny.
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Exemplo 3.2.9. Tomando n = 2 e r = 3, como mdc(2, 3) = 1, temos que Z2 admite uma
única estrutura de álgebra de Hopf fraca sobre Z6. Mais ainda, de

1r − 1n = 3− 2 = 1,

temos que ϵ(1Z2) = 3 + 6Z, reobtendo o exemplo mencionado após a Proposição 1.4.11.

Exemplo 3.2.10. Sejam n = 289 = 172 e r = 458 = 2 · 229, então mdc(289, 458) = 1.
Vamos utilizar o algoritmo de Euclides para obter o elemento x que define a estrutura de
álgebra de Hopf fraca de Z289 sobre Z289·458 = Z132362. Começamos calculando as divisões
ri = ri+1qi + ri+2 e escrevendo na forma ri+2 = ri − ri+1qi,

458 = 289 · 1 + 169, 169 = 458− 289 · 1,
289 = 169 · 1 + 120, 120 = 289− 169 · 1,
169 = 120 · 1 + 49, 49 = 169− 120 · 1,
120 = 49 · 2 + 22, 22 = 120− 49 · 2,
49 = 22 · 2 + 5, 5 = 49− 22 · 2,
22 = 5 · 4 + 2, 2 = 22− 5 · 4,
5 = 2 · 2 + 1, 1 = 5− 2 · 2.

Substituindo recursivamente os restos obtidos na coluna à direita, obtemos

1 = 5− 2 · 2
= 5− (22− 5 · 4) · 2 = 5 · 9− 22 · 2
= (49− 22 · 2) · 9− 22 · 2 = 49 · 9− 22 · 20
= 49 · 9− (120− 49 · 2) · 20 = 49 · 49− 120 · 20
= (169− 120) · 49− 120 · 20 = 169 · 49− 120 · 69
= 169 · 49− (289− 169) · 69 = 169 · 118− 289 · 69
= (458− 289) · 118− 289 · 69
= 458 · 118− 289 · 187,

de onde x ≡ 458 · 118 ≡ 54044 ∈ Z132362. Pode-se verificar que, de fato, valem

540442 − 54044 = 132362 · 22066 ≡ 0 · 22066 (mod 132362) =⇒ x2 ≡ x,

54044 = 1 + 54043 = 1 + 187 · 289 ≡ 1 (mod 289) =⇒ u(x) = 1Z289 ,

289n · 54044 = 118n · (289 · 458) ≡ 118n · 0 (mod 132362) =⇒ ker(u)x = 0.

Portanto, a única estrutura de álgebra de Hopf fraca de Z289 sobre Z132362 fica completa-
mente determinada por ∆(a) = a⊗ 1, ϵ(a) = 54044a e S ≡ idZ289 .

Por fim, observamos que, se H é uma álgebra de Hopf fraca sobre k, nas condições da
Proposição 3.2.1, então H[X], onde ∆(X) = X⊗1H+1H⊗X, é a única extensão de Hopf-
Ore primitiva fraca deH. De fato, se σ ∈ Autk(H) é um morfismo de anéis, então σ(1H) =
1H . Como H é gerado, como k-módulo, por 1H , segue que σ(a) = uϵ(a)σ(1) = uϵ(a) = a,
para todo a ∈ H, de onde σ = idH . Analogamente, se δ ∈ Endk(H) é uma derivação,
então δ(1H) = 0, de onde δ(a) = 0, para todo a ∈ H. Por fim, os elementos group-like
fracos de H são precisamente os idempotentes de H, mas o único idempotente inversível
é 1H . Portanto, a única escolha compatível com o Teorema 2.4.8 é (σ, δ, g) = (idH , 0, 1H),
de onde H[X;σ, δ] = H[X] com X um elemento (1H , 1H)-primitivo fraco.
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3.3 WHA’s de grupóide conexo
Nesta seção, vamos apresentar um teorema de estrutura para grupóides conexos, a cons-
trução das álgebras de Hopf fracas de grupóide e a classificação das extensões de Hopf-Ore
primitivas fracas de grupóides conexos. As referências para esta seção são [12] e [2], para
os resultados sobre grupóides, [16], para a caracterização da álgebra de grupóide conexo
e seus caracteres, e [20], para a classificação das extensões de Hopf-Ore das álgebras de
grupo.

Definição 3.3.1. Seja G um conjunto não vazio e munido de uma operação parcialmente
definida, denotada pela concatenação de símbolos, de forma que

(G1) Existe (gh)l se, e somente se, existe g(hl), e nesse caso (gh)l = g(hl);

(G2) Existe g(hl) se, e somente se, existem gh e hl.

Dizemos que um elemento x ∈ G é uma identidade se ∃xg implica xg = g e ∃gx implica
gx = g. Considere G2 o conjunto dos pares (g, h) tais que existe gh. Se, para todo g ∈ G,

(G3) existem identidades t(g) e s(g), tais que (t(g), g), (g, s(g)) ∈ G2;

(G4) e existe g−1 ∈ G, tal que existem e valem gg−1 = t(g) e g−1g = s(g),

dizemos que G é um grupóide. Denotamos por G0 = {e ∈ G : ∃g ∈ G, e = s(g) = t(g−1)}
o conjunto das identidades de G associadas a algum elemento g ∈ G.

Observamos que, na notação da definição acima, os elementos t(g), s(g) e g−1 são
únicos. De fato, dado g ∈ G, se x e y são identidades tais que (x, g), (y, g) ∈ G2, então
(y, xg) = (y, g) ∈ G2, ou seja, existe y(xg). Por (G2), existe yx. Como x e y são
identidades, segue que x = yx = y. Logo t(g) é unicamente determinado. Analogamente,
se x e y são identidades tais que (g, x), (g, y) ∈ G2, então existe xy e portanto x = xy = y.
Logo s(g) é unicamente determinado. Por fim, se h, h′ ∈ G satisfazem (G4), então existem
hg e gh′. Por (G1), existem ht(g) = h(gh′) = (hg)h′ = s(g)h′ e, como s(g) e t(g) são
identidades, obtemos que

h = ht(g) = s(g)h′ = h′.

Logo g−1 é unicamente determinado.
Para o restante desta seção, G denotará um grupóide.

Exemplo 3.3.2. São exemplos de grupóides:

(1) Todo grupo G é um grupóide. Nesse caso, todos os produtos existem, a operação
é associativa e, para todo g ∈ G, s(g) = t(g) = eG é o elemento neutro de G, de
forma que gg−1 = eG = g−1g, onde g−1 denota o inverso usual de g ∈ G.

(2) Seja {Gi : i ∈ I} uma família de grupóides. Então
∐

i∈I Gi = {(g, i) : i ∈ I, g ∈ Gi}
admite uma estrutura de grupóide, onde existe (g, i)(h, j) se, e somente se, i = j e
existe gh ∈ Gi, e nesse caso (g, i)(h, i) = (gh, i). Assim, para cada (g, i) ∈

∐
i∈I Gi

temos s((g, i)) = (si(g), i) e t((g, i)) = (ti(g), i), e (g, i)−1 = (g−1, i). Em particular,
se G1 e G2 são grupos, então

∐
i=1,2Gi é um grupóide que não é um grupo.



CAPÍTULO 3. EXEMPLOS 108

(3) SejamX um conjunto e G o conjunto das bijeções f : A→ B, onde A,B ⊆ X. Então
G possui uma estrutura de grupóide, onde existe fg se, e somente se, dom(g) =
im(f), e nesse caso fg = f ◦ g. Para cada f : A → B, s(f) = idA e t(f) = idB.
Ainda, como f : A → B é bijeção, existe a função inversa f−1 : B → A. Neste
exemplo, G é um grupo se, e somente se, X = ∅. Nesse caso G = {id : ∅ → ∅}.

(4) Sejam A um anel, M ∈ AM um módulo à esquerda de A e G o conjunto dos
isomorfismos de módulos f : N → N ′, onde N e N ′ são submódulos de M . Então
G possui uma estrutura de grupóide, com a operação definida de forma análoga
ao exemplo (3). Nesse caso, todo isomorfismo f : N → N ′ é, em particular, uma
bijeção, de onde existe a função inversa f−1 : N ′ → N , a qual é um isomorfismo de
módulos.

(5) Seja I um conjunto. Então G(I) = I × I possui uma estrutura de grupóide, onde
existe (i, j)(r, s) se, e somente se, j = r, e nesse caso (i, j)(r, s) = (i, s). Assim,
s((i, j)) = (j, j), t((i, j)) = (i, i) e (i, j)−1 = (j, i).

(6) Sejam G e H grupóides. Então G × H possui uma estrutura de grupóide, onde
existe (g, h)(g′, h′) se, e somente se, existem gg′ ∈ G e hh′ ∈ H, e nesse caso
(g, h)(g′, h′) = (gg′, hh′). Assim, s((g, h)) = (s(g), s(h)), t((g, h)) = (t(g), t(h)) e
(g, h)−1 = (g−1, h−1).

Vamos demonstrar algumas propriedades necessárias para o cálculo em grupóides.

Proposição 3.3.3. Sejam g, h ∈ G. Então:

(i) (g, h) ∈ G2 se, e somente se, s(g) = t(h);

(ii) Valem s(gh) = s(h), t(gh) = t(g), s(g) = t(g−1), t(g) = s(g−1) e (g−1)−1 = g;

(iii) Existe gh se, e somente se, existe h−1g−1. Nesse caso (gh)−1 = h−1g−1;

(iv) e ∈ G0 se, e somente se, e = s(e) = t(e);

(v) Seja e ∈ G0. O conjunto Ge = {g ∈ G : e = s(g) = t(g)} é um grupo.

Demonstração. (i) Suponha s(g) = t(h), então existem gs(g) e t(h)h = s(h)h. Por (G2),
existe g(s(g)h) = g(t(h)h) = gh. Reciprocamente, suponha que existe gh. Como existe
g−1g, segue de (G2) que existe (g−1, gh). Com isso, temos

g−1(gh)
(G1)
= (g−1g)h

(G4)
= s(g)h.

Como s(g) é um identidade e (s(g), h) ∈ G2, segue da unicidade da identidade à esquerda
de h que s(g) = t(h).

(ii) Por (G4), existe gg−1 e g−1g. Pelo item (i) segue que s(g) = t(g−1) e t(g) = s(g−1).
Assim, se existe gh, por (G2) existe (gh)h−1. Segue de (i) que s(gh) = t(h−1) = s(h).
Ainda, existe g−1(gh), logo t(gh) = s(g−1) = t(g). Consequentemente temos que gg−1 =
t(g) = s(g−1) e g−1g = s(g) = t(g−1). Assim, segue da unicidade do elemento satisfazendo
(G4) que (g−1)−1 = g.

(iii) Suponha que existe gh. Utilizando (i) e (ii) obtemos t(g−1) = s(g) = t(h) =
s(h−1), portanto existe h−1g−1. A recíproca é análoga. Nesse caso, como existem gh,
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hh−1, g−1g e h−1g−1, obtemos de (G2) que existem ((gh)h−1)g−1 e h−1(g−1(gh)). Mais
ainda, valem

(gh)(h−1g−1) = ((gh)h−1)g−1 (G1)

= (g(hh−1))g−1 (G1)

= (gt(h))g−1 (G4)

= (gs(g))g−1 (i)

= gg−1 (G3)

= t(g) (G4)

= t(gh). (ii)

Analogamente, mostra-se (h−1g−1)(gh) = s(gh). Pela unicidade do elemento satisfazendo
(G4) segue que (gh)−1 = h−1g−1.

(iv) Se e ∈ G0, então existe g ∈ G tal que e = s(g) = t(g−1). Assim, (g, e) = (g, s(g)) ∈
G2. Por (i), segue que t(e) = s(g) = e. Analogamente, (e, g−1) = (t(g−1), g−1) ∈ G2, de
onde s(e) = t(g−1) = e. Por outro lado, se e = s(e) = t(e), então (e, e) ∈ G2. Como e é
uma identidade, temos s(e) = e = ee = e = t(e). Pela unicidade do elemento satisfazendo
(G4), segue que e = e−1. Ou seja, e = s(e) = t(e−1) e e ∈ G0.

(v) Sejam e ∈ G0 e Ge = {g ∈ G : e = s(g) = t(g)}. Por (iv), temos que e = s(e) = t(e),
portanto e ∈ Ge. Se g, h ∈ Ge, então s(g) = e = t(h). Por (i) segue que existe gh,
enquanto que por (iii) temos s(gh) = s(h) = e = t(g) = t(gh). Portanto gh ∈ Ge. Se
g ∈ Ge, segue de (ii) que s(g−1) = t(g) = e = s(g) = t(g−1), de onde g−1 ∈ Ge. Por
fim, para todo g ∈ Ge temos eg = t(g)g = g = gs(g) = ge, de onde e ∈ Ge é o elemento
neutro. Com isso, Ge é um grupo e vale (v).

Sejam f, g ∈ G. Dizemos que f e g são conectados se existe h ∈ G tal que existe fhg.
Assim, a relação f ∼ g se f e g são conectados é de equivalência. De fato, existe gg−1g, de
onde g ∼ g. Se f ∼ g, então existe h tal que existe fhg, portanto existe g[g−1h−1f−1]f ,
de onde g ≃ f . Por fim, se f ∼ g e g ∼ h, então existem p e q tais que existem gpf e hqg.
Portanto existe h[qgg−1gp]f , ou seja, f ∼ h. Ainda, todo elemento g ∈ G é conectado
às suas identidades s(g) e t(g), pois s(g)s(g) = s(g) e t(g)t(g) = t(g), de onde existem
t(g)t(g)g e gs(g)s(g), ou seja, g ∼ t(g) e s(g) ∼ g.

Com isso, toda classe de equivalência [g] = {h ∈ G : h ∼ g} no conjunto quociente
G/ ∼ pode ser representada por uma identidade e = s(g) ∈ G0. Mais ainda, cada classe
[e], e ∈ G0, é um subgrupóide de G. De fato, como observado acima, g ∈ [e] implica
s(g), t(g) ∈ [e]. Se g ∈ [e] e (g, h) ∈ G2, então existem gh = gs(g)h e (gh)h−1h, de onde
g ≃ h e h ≃ gh, ou seja h, gh ∈ [e]. Por fim, temos g(g−1g)g−1, de onde g ∼ g−1. Assim,
cada classe de equivalência [e] contém as identidades, produtos - quando definidos - e
inversos de seus elementos. Portanto [e] é um grupóide. Cada [e] ∈ G/ ∼ é chamado de
componente conexa de G.

Como ∼ é uma relação de equivalência, temos G =
⋃

[e]∈G/∼[e]. Por outro lado, do
Exemplo 3.3.2(2), temos que

∐
[e]∈G/∼[e] é um grupóide, onde existe (g, [e])(h, [f ]) se, e

somente se, [e] = [f ] e existe gh ∈ [e], e nesse caso (g, [e])(h, [e]) = (gh, [e]). Como os
conjuntos [e] ∈ G/ ∼ são dois a dois disjuntos, obtemos uma bijeção entre G =

⋃
[e]∈G/∼[e]

e o grupóide
∐

[e]∈G/∼[e]. Mais ainda, esta bijeção preserva a operação parcial de G, de
forma que todo grupóide pode ser visto como a união das suas componentes conexas.

Definição 3.3.4. Dizemos que um grupóide G é conexo se quaisquer dois elementos de
G são conectados. Ou seja, quando ocorre G/ ∼ = {G}.
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Do ponto de vista da teoria de grupóides, às vezes é suficiente considerar propriedades
sobre grupóides conexos, de forma que o caso geral pode ser recuperado através da união
das suas componentes conexas. Para o próximo lema, utilizaremos a notação do Exemplo
3.3.2(5).

Lema 3.3.5. Seja G um grupóide conexo. Então para quaisquer e, f ∈ G0, temos Ge ≃ Gf ,
como grupos. Mais ainda, G ≃ Ge × G(G0) como grupóides.

Demonstração. Sejam e, f ∈ G0. Como G é conexo, existem g ∈ G tal que existe egf , ou
seja, tal que s(g) = f e t(g) = e. Defina φg : Ge → Gf por φg(h) = g−1hg. A função φg

está bem definida, pois s(h) = e = t(g) e t(h) = e = t(g) = s(g−1), de onde existem g−1h e
hg, portanto g−1hg, ainda, s(ghg−1) = s(g−1) = t(g) = e e t(ghg−1) = t(g) = e, portanto
Im(φg) ⊆ Gf . A função φg é bijetiva, pois existe fg−1e, de onde podemos definir φg−1 e
ocorre φ−1

g = φg−1 . Sejam h, h′ ∈ Ge, então

φg(h)φg(h) = (g−1hg)(g−1h′g)

= g−1h(gg−1)h′g (G1)

= g−1ht(g)h′g

= g−1heh′g

= g−1hh′g h ∈ Ge

= φg(hh
′).

Lembrando que e ∈ Ge e f ∈ Gf são elementos neutros, temos

φg(e) = g−1eg = g−1t(g)g = g−1g = s(g) = f.

Logo φg é bijetiva, preserva neutro e produtos, portanto é um isomorfismo de grupos.
Lembrando que Ge ×G(G0) é um grupóide, cujos elementos são da forma (g, e1, e2), onde
g ∈ Ge e e1, e2 ∈ G0, com operação definida por

(g, e1, e2)(h, e3, e4) = (gh, e1, e4), se e2 = e3.

Para cada ei ∈ G0, fixe um elemento gi ∈ G tal que existe egiei. Defina Φ: Ge×G(G0) → G
por Φ(g, e1, e2) = (e1g

−1
1 e)g(eg2e2) = g−1

1 gg2. Então Φ é um morfismo de grupóides, pois

Φ(g, e1, e2)Φ(h, e2, e3) = (g−1
1 gg2)(g

−1
2 hg3)

= g−1
1 g(g2g

−1
2 )hg3 (G1)

= g−1
1 gt(g2)hg3 (G4)

= g−1
1 gehg3

= g−1
1 ghg3 e = s(g)

= Φ(gh, e1, e3),

ou seja, Φ preserva a operação, sempre que ela existe, e

Φ(g, e1, e2)
−1 = (g−1

1 gg2)
−1

= g−1
2 g−1g1 3.3.3(ii), (iii)

= Φ(g−1, e2, e1)

= Φ((g, e1, e2)
−1),
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de onde Φ preserva inversos. Portanto Φ é um morfismo de grupóides. Por outro lado,
Ψ: G → Ge × G(G0) definida por Ψ(g) = (gt(h)hg

−1
s(h), t(h), s(h)) é tal que

(Ψ ◦ Φ)(g, e1, e2) = Ψ(g−1
1 gg2) (Φ ◦Ψ)(g) = Φ(gs(h)hg

−1
t(h), t(h), s(h))

= (g1[g
−1
1 gg−1

2 ]g2, e1, e2) = g−1
t(h)[gt(h)hg

−1
s(h)]gs(h)

= (ege, e1, e2) = t(h)hs(h)

= (g, e1, e2), = h.

Assim, Φ é uma bijeção, portanto um isomorfismo de grupóides.

Uma observação que poderia ser feita a partir da definição de grupóide, mas que fica
clara com o resultado acima: um grupóide é um grupo se, e somente se, possui uma única
identidade. Nesse caso temos G ≃ Ge × {e} ≃ Ge. Para definir a álgebra de grupóide,
lembramos que, pela Proposição 1.1.5, se M é um módulo livre, então todo morfismo fica
completamente determinado pela imagem dos elementos da base de M .

Lema 3.3.6. Sejam k um anel comutativo e kG o módulo livre de base G. Então kG
admite uma estrutura de álgebra sobre k com operação definida por

agg · ahh =

{
agahgh, ∃gh
0, c.c.

, ∀g, h ∈ G, ag, ah ∈ k

se, e somente se, G possui finitas identidades. Nesse caso, kG possui uma estrutura de
álgebra de Hopf fraca, com morfismos

u(1k) =
∑
e∈G0

e, ∆(g) = g ⊗ g, ϵ(g) = 1k e S(g) = g−1.

Demonstração. A multiplicação definida acima sempre é associativa, pois

(agg · ahh) · all =

{
agahgh · all, ∃gh
0, c.c.

=

{
agahal(gh)l, ∃(gh)l
0, c.c.

=

{
agahalg(hl), ∃g(hl)
0, c.c.

(G1)

=

{
agg · ahalhl, ∃hl
0, c.c.

= agg · (ahh · all).

Por simplicidade, vamos denotar g · h = [s(g) = t(h)]gh, onde gh é um símbolo sem
significado quando não existe gh ∈ G, e neste caso [s(g) = t(h)]gh = 0gh = 0 = g · h.

Como observado anteriormente, se (g, h) ∈ G2, então g e h são conectados. Por
contrapositiva, se g e h pertencem a componentes conexas distintas, então (g, h) /∈ G2,
de onde αgg · αhh = 0. Assim, podemos considerar kG = k(

∐
i∈I Gi) =

⊕
i∈I kGi, onde

{Gi : i ∈ I} são as componentes conexas de G e
∏

denota o produto cartesiano de anéis.
Com isso, existe 1kG se, e somente se, I é finito e existe 1kGi

, para todo i ∈ I, e nesse
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caso 1kG =
∑

i∈I 1kGi
. Portanto, é suficiente considerar G um grupóide conexo. Seja

X =
∑

e∈G0
e, então, para todo h ∈ G, temos

Xh =
∑
e∈G0

e · h hX =
∑
e∈G0

h · e

=
∑
e∈G0

[s(e) = t(h)]eh =
∑
e∈G0

[s(h) = t(e)]he 3.3.3(i)

=
∑
e∈G0

[e = t(h)]eh =
∑
e∈G0

[s(h) = e]he 3.3.3(iv)

= h, = h. (G3)

Isso mostra que, para um grupóide conexo G com finitas identidades, 1kG =
∑

e∈G′
e.

Com isso, segue que G admite uma estrutura de álgebra (equivalentemente, um morfismo
unidade) se, e somente se, G possui finitas identidades. Agora, considere ∆, ϵ e S como
no enunciado. Então ∆ é coassociativa e multiplicativa, pois

(∆⊗ idkG)∆(g) = (g ⊗ g)⊗ g = g ⊗ (g ⊗ g) = (idkG ⊗∆)∆(g),

e
∆(g)∆(h) = (g ⊗ g)(h⊗ h) = [s(g) = t(h)](gh⊗ gh) = ∆(gh).

A tripla (kG,∆, ϵ) é counitária, pois, para todo g ∈ G,

µ(uϵ⊗ idkG)∆(g) = uϵ(g) · g µ(idkG ⊗ uϵ)∆(g) = g · uϵ(g)
= u(1k) · g = g · u(1k)
= 1kG · g = g · 1kG
= g, = g.

O morfismo ϵ é fracamente multiplicativo, pois dados g, h, l ∈ G, temos

ϵ(g · h1)ϵ(h2 · g) = ϵ(g · h)ϵ(h · l)
= [s(g) = t(h), s(h) = t(l)]ϵ(gh)ϵ(hl)

= [s(g) = t(h), s(h) = t(l)]

= [s(g) = t(h), s(h) = t(l)]ϵ(ghl)

= ϵ(g · h · l),

e

ϵ(g · h2)ϵ(h1 · g) = ϵ(g · h)ϵ(h · l)
= ϵ(g · h1)ϵ(h2 · g)
= ϵ(g · h · l).

De onde (kG, µ, u,∆, ϵ) é uma biálgebra fraca. Por fim, o morfismo S satisfaz os axiomas
de (W5). De fato, para todo g ∈ G segue que

ϵ(11 · g)12 =
∑
e∈G0

ϵ(e · g)e (idkG ∗ S)(g) = gS(g)

=
∑
e∈G0

[e = t(g)]ϵ(eg)e = gg−1
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= ϵ(t(g)g)t(g) = t(g),

= t(g),

11ϵ(g · 12) =
∑
e∈G0

eϵ(g · e) (S ∗ idkG)(g) = S(g)g

=
∑
e∈G0

[e = s(g)]eϵ(ge) = g−1g

= ϵ(gs(g))s(g) = s(g), = s(g),

e

(S ∗ idkG ∗ S)(g) = S(g)gS(g) = g−1gg−1 = s(g)g−1 = t(g−1)g−1 = g−1 = S(g).

Portanto (kG, µ, u,∆, ϵ, S) é uma álgebra de Hopf fraca.

Observamos que, se G é um grupóide que não é um grupo, então existem g, h ∈ G tais
que (g, h) /∈ G2, ou seja, tais que s(g) ̸= t(h). Com isso,

ϵ(g)ϵ(h) = 12k = 1k ̸= 0 = [s(g) = t(h)]ϵ(gh) = ϵ(g · h).

Ou seja, ϵ não é multiplicativo, portanto kG não pode ser uma álgebra de Hopf. Por outro
lado, se G for um grupo, então a estrutura de álgebra de Hopf fraca em kG coincide com
a estrutura álgebra de Hopf sobre a álgebra de grupo definida no Exemplo 1.4.2(2).

Exemplo 3.3.7. Sejam In = {1, . . . , n} e G = G(In) o grupóide do Exemplo 3.3.2(5).
Considere Mn(k) com a estrutura de álgebra de Hopf fraca dada pelo 1.4.4(2). Então
kG ≃Mn(k) como álgebras de Hopf fracas.

Demonstração. Como G2 = {((i, j), (j, r)), : i, j, r = 1, . . . , n} e a operação em G é defi-
nida por (i, j)(j, r) = (i, r), segue que G0 = {(i, i) : i = 1, . . . , n} possui n elementos. Mais
ainda, dados (i, j), (r, s) ∈ G, existe o produto (i, j)(j, r)(r, s), ou seja, quaisquer dois ele-
mentos de G são conectados. Portanto G é um grupóide conexo com finitas identidades.

Segue do Lema 3.3.6 que kG possui uma estrutura de álgebra de Hopf fraca, onde

∆((i, j)) = (i, j)⊗ (i, j), ϵ((i, j)) = 1k e S((i, j)) = (i, j)−1 = (j, i).

Defina Φ: kG → Mn(k) por Φ((i, j)) = eij. Então Φ é um isomorfismo, pois os conjuntos
{(i, j) : i, j = 1 . . . , n} e {eij : i, j = 1, . . . , n} são bases de kG e Mn(k), respectivamente.
Por fim, Φ é um morfismo de álgebras de Hopf fracas, pois

Φ((i, j) · (r, s)) = [j = r]Φ((i, s)) = [j = r]eis = eijers = Φ((i, j))Φ((r, s)),

Φ(1kG) =
n∑

i=1

Φ((i, i)) =
n∑

i=1

eii = 1Mn(k),

de onde Φ é um morfismo de álgebras,

(∆ ◦ Φ)((i, j)) = ∆(eij) = eij ⊗ eij = Φ((i, j))⊗ Φ((i, j)) = (Φ⊗ Φ)∆((i, j)),

(ϵ ◦ Φ)((i, j)) = ϵ(eij) = 1k = ϵ((i, j)),

de onde Φ é um morfismo de coálgebras, e

(Φ ◦ S)((i, j)) = Φ((j, i)) = eji = S(eij) = (S ◦ Φ)((i, j)),

de onde Φ preserva a antípoda. Assim, Φ é um isomorfismo de álgebras de Hopf fracas.
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Lema 3.3.8. Sejam G e H grupóides com finitas identidades. Considere G × H com a
estrutura de grupóide do Exemplo 3.3.2(6) e kG ⊗ kH com a estrutura de álgebra de Hopf
fraca do Exemplo 1.4.4(3). Então k(G ×H) ≃ kG ⊗ kH, como álgebras de Hopf fracas.

Demonstração. Como a operação em G × H é definida coordenada a coordenada, temos
que (g, h)(G × H)0 se, e somente se, (g, h) = t(g, h) = (t(g), t(h)) e (g, h) = s(g, h) =
(s(g), s(h)), ou seja, o conjunto das identidades de G ×H é precisamente G0 ×H0, o qual
é finito pois G0 e H0 são finitos. Assim, a estrutura de álgebra de Hopf fraca em k(G×H)
está bem definida.

Como kG e kH, como módulos sobre k, são livres de base G e H, respectivamente,
segue da Proposição 1.2.6, com A = B = k, que kG ⊗ kH é um k ⊗ k ≃ k módulo
livre com base {g ⊗ h : g ∈ G, h ∈ H}. Assim, definindo Φ: k(G × H) → kG ⊗ kH por
Φ((g,h)) = g⊗h, obtemos que Φ é um isomorfismo de módulos livres, pois leva base em
base. Observando que (G ×H)0 = G0 ×H0, temos

Φ((g,h) · (g′,h′)) = [s(g) = t(g′), s(h) = t(h′)]Φ((gg′,hh′))

= [s(g) = t(g′), s(h) = t(h′)](gg′ ⊗ hh′)

= (g ⊗ h)(g′ ⊗ h′)

= Φ((g,h))Φ((g′,h′)),

e

Φ(1k(G×H)) =
∑

(e,f)∈G0×H0

Φ((e, f)) =
∑

(e,f)∈G0×H0

e⊗ f

=

(∑
e∈G0

e

)
⊗

(∑
f∈H0

f

)
= 1kG ⊗ 1kH = 1kG⊗kH.

Portanto Φ é um morfismo de álgebras. Note agora que

(∆ ◦ Φ)((g,h)) = ∆(g ⊗ h) (ϵ ◦ Φ)((g,h)) = ϵ(g ⊗ h)

= (g ⊗ h)⊗ (g ⊗ h) = ϵ(g)ϵ(h)

= Φ((g,h))⊗ Φ((g,h)) = 1k

= (Φ⊗ Φ)∆((g,h)). = ϵ((g,h))

Portanto Φ é um morfismo de coálgebras. Por fim,

(S ◦ Φ)((g,h)) = S(g ⊗ h)

= S(g)⊗ S(h)

= g−1 ⊗ h−1

= Φ((g−1,h−1))

= (Φ ◦ S)((g,h)).

Assim, Φ é um isomorfismo de álgebras de Hopf fracas. Logo k(G ×H) ≃ kG ⊗ kH.

Como corolário dos Lemas 3.3.5, 3.3.6 e 3.3.8 e do Exemplo 3.3.7, se G é um grupóide
conexo com finitas identidades, então kG ≃ kG ⊗Mn(k), onde G ≃ Ge, para qualquer
e ∈ G0, e n = |G0|. Mais ainda, kG ⊗Mn(k) ≃ Mn(kG), como módulos sobre k, através
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do isomorfismo g⊗ eij 7→ geij. Assim, podemos considerar Mn(kG) como uma álgebra de
Hopf fraca sobre k com a estrutura induzida pelo isomorfismo, ou seja, com morfismos

geij · hers = [j = r]gheis, u(1k) =
n∑

i=1

eGeii,

∆(geij) = geij ⊗ geij, ϵ(geij) = 1k,

e antípoda definida por S(geij) = g−1eji. Como ∆(geij) = (τ ◦ ∆)(geij) para todo
elemento da base de Mn(kG), segue que ∆(x) = (τ ◦∆)(x), para todo x ∈ Mn(kG), ou
seja, esta álgebra de Hopf fraca é cocomutativa. Assim, para classificarmos as extensões de
Hopf-Ore primitivas fracas de H = Mn(kG), vide Teorema 2.4.8 e Lema 2.4.12, devemos
caracterizar os elementos group-like fracos centrais e inversíveis g; os caracteres à esquerda
fracos que definem automorfismos τ lχ e as τ lχ-derivações que são (g, 1H)-coderivações.

Lema 3.3.9. Seja H =Mn(kG). Então x ∈ H é um elemento group-like fraco, central e
inversível se, e somente se, x =

∑
i,j rjgjeii, onde g1, . . . , gm ∈ Z(G) e {r1, . . . , rm} ⊆ k é

uma família de idempotentes ortogonais satisfazendo
∑m

j=1 rj = 1k.

Demonstração. Seja x =
∑

i,j,g α
g
ijgeij um elemento genérico de Mn(kG). Se x é um

elemento central, então, em particular, deve valer xell = ellx, para todo l = 1, . . . , n.
Assim, deve valer a igualdade∑

i,g

αg
ilgeil =

∑
i,j,g

αg
ijgeij · ell = xell = ellx =

∑
i,j,g

ell · αg
ijgeij =

∑
j,g

αg
ljgelj.

Como H é um módulo livre sobre k com base {geij : g ∈ G, i, j = 1, . . . , n}, existe um
morfismo ql : H → H tal que ql(geij) = geij, se j ̸= l, e ql(geil) = 0. Aplicando este
morfismo à igualdade acima, obtemos

0 =
∑
i,g

αg
ilql(geil) =

∑
j,g

αg
ljql(gelj) =

∑
j ̸=l,g

αg
ljgelj.

Como o conjunto {gelj : g ∈ G, j = 1, . . . , n} é linearmente independente à esquerda
sobre k, segue que αg

lj = 0, para todo j ̸= l. Analogamente, definindo pl : H → H por
pl(geij) = geij, se i ̸= l, e pl(gelj) = 0, obtemos∑

i ̸=l,g

αg
ilgeil =

∑
i,g

αg
ilpl(geil) =

∑
j,g

αg
ljpl(gelj) = 0.

Portanto αg
il = 0, para todo i ̸= l. Assim, αg

ij = 0, sempre que (i, j) ̸= (l, l), de onde
x =

∑
i,g α

g
iigeii. Mais ainda, deve valer x(h1Mn(k)) = (h1Mn(k))x, para todo h ∈ G, de

onde∑
i,g

αg
iigheii =

∑
i,j,g

αg
iigeii · hejj = x(h1Mn(k)) = (h1Mn(k))x =

∑
i,j,g

hejj · αg
iigeii =

∑
i,g

αg
iihgeii.

Por outro lado, temos que H =Mn(kG) é um módulo à esquerda livre sobre kG com base
{eij : i, j = 1, . . . , n}. Assim, comparando as escritas acima, obtemos que αg

iigh = αg
iihg,

para todo i = 1, . . . , n. Como kG é um módulo livre sobre k com base {g : g ∈ G}, segue
que αg

ii = 0, para todo i = 1, . . . , n, sempre que gh ̸= hg. Ou seja, os termos geii na
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escrita de x com coeficiente não necessariamente nulo ocorrem quando g ∈ Z(G). Mais
ainda, como x ∈ Z(H), devem ser iguais

x · e1j =
n∑

i=1

∑
g∈Z(G)

αg
iigeii · e1j =

∑
g∈Z(G)

αg
11ge1j

e

e1j · x =
n∑

i=1

∑
g∈Z(G)

e1j · αg
iigeii =

∑
g∈Z(G)

αg
jjge1j,

logo, comparando os coeficientes de ge1j em cada escrita, obtemos que αg
jj = αg

11 =: rg,
para cada g ∈ Z(G). Como x é um elemento central de H, x⊗ x é um elemento central
de H ⊗H, de onde ∆(1H)(x⊗ x) = (x⊗ x)∆(1H) e vale

∆(1H)(x⊗ x) =

(
n∑

l=1

ell ⊗ ell

)((∑
i,g

rggeii

)
⊗

(∑
j,h

rhhejj

))
=
∑

i,j,l,g,h

rgrh(ell · geii ⊗ ell · hejj)

=
∑
l,g,h

rgrh(gell ⊗ hell).

Se x ∈ Z(H) for um elemento group-like fraco, então∑
l,g,h

rgrh(gell ⊗ hell) = ∆(1H)(x⊗ x) = ∆(x) =
∑
l,g

rg∆(gell) =
∑
l,g

rg(gell ⊗ gell).

Como H ⊗ H é um módulo livre sobre k com base {geij ⊗ hers}, podemos comparar os
termos gell ⊗ hell na igualdade acima, obtendo rgrh = [g = h]rg. Assim, os elementos
rg, g ∈ Z(G), são idempotentes ortogonais. Por fim, se x ∈ Z(H) ∩ Gw(H) é inversível,
temos do Lema 2.2.5 que x−1 = S(x). Logo

n∑
i=1

eeii = 1H = xS(x)

=
∑
i,j,g,h

rggeii · rhS(hejj)

=
∑
i,j,g,h

rggeii · rhh−1ejj

=
∑
i,g,h

rgrhgh
−1eii

=
∑
i,g

rgeeii,

onde, na última igualdade, utilizamos que os escalares rg, g ∈ Z(G), são idempotentes
ortogonais. Assim, comparando os coeficientes de eeii na igualdade acima, obtemos que∑

g rg = 1k. Em suma, se g1, . . . , gq ∈ Z(G) são os elementos tais que rgj ̸= 0, então,
denotando rj = rgj , temos que

x =
n∑

i=1

q∑
j=1

rjgjeii.
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Reciprocamente, suponha que x =
∑

i,j rjgjeii, onde gj ∈ Z(G) e {r1, . . . , rq} ⊆ k
é uma família de idempotentes ortogonais tal que

∑
j rj = 1k. Então x é um elemento

central de H, pois, dado um elemento base heps, temos

x · heps =
∑
i,j

rjgjeii · heps

=
∑
j

rjgjheps

=
∑
j

rjhgjeps (gj ∈ Z(G))

=
∑
i,j

heps · rjgjeii

= heps · x,

de onde x ∈ Z(H). O elemento x é group-like fraco, pois,

∆(1H)(x⊗ x) =
∑

i,j,p,q,l

(ell ⊗ ell)(rjgjeii ⊗ rqgqepp)

=
∑
j,q,l

rjrq(gjell ⊗ gqell)

=
∑
j,l

rj(gjell ⊗ gjell) =
∑
i,j

rj∆(gjeii) = ∆(x),

onde, na terceira igualdade, utilizamos que {rj}j ⊆ k é uma família de idempotentes
ortogonais. Como x ∈ Z(H), x ⊗ x é um elemento central em H ⊗ H, de onde vale
∆(x) = ∆(1H)(x⊗ x) = (x⊗ x)∆(1H). Portanto x ∈ Gw(H). Por fim, x ∈ U(H), pois

S(x)x = xS(x) =
∑
i,j,l,s

rjgjeii · rsS(gsell)

=
∑
i,j,l,s

rjgjeii · rsg−1
s ell

=
∑
i,j,s

rjrsgjg
−1
s eii

=
∑
i,j

rjgjg
−1
j eii

=
∑
i,j

rjeeii

=
∑
i

(∑
j

rj

)
eeii

=
∑
i

1keeii

= 1H ,

onde, na quarta igualdade, utilizamos que {rj}j ⊆ k é uma família de idempotentes
ortogonais e, na sexta igualdade, utilizamos que

∑
j rj = 1k.
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Quando k não possui idempotentes não triviais, a condição rjrs = [j = s]rj implica
em rj ∈ {0, 1k}, para todo j = 1, . . . , q. Mais ainda,

∑
j rj = 1k implica que existe

j ∈ {1, . . . , q} tal que rj ̸= 0, de onde rj = 1k e rs = rsrj = 0, para todo s ̸= j.
Neste caso, os elementos group-like fracos, centrais e inversíveis de Mn(kG) são da forma∑n

i=1 gieii, onde gi ∈ Z(G). Ou seja,

Gw(Mn(kG)) ∩ Z(Mn(kG)) ∩ U(Mn(kG)) =
n⊕

i=1

Z(G)eii. (∗)

Por outro lado, sejam k um anel comutativo que possui um idempotente não trivial f
e G um grupo com pelo menos um elemento central h ̸= e. Então, pelo lema acima,
x = [fe+(1−f)h]1Mn(k) é um elemento group-like fraco, central e inversível em Mn(kG).
Ou seja, vale (∗) se, e somente se, k não possui idempotentes não triviais ou Z(G) = {e}.

Quando n = 1, H = M1(kG) = kG é uma álgebra de Hopf e a igualdade (∗) torna-se
G(kG) ∩ Z(kG) = Z(G)1H . Esta igualdade foi utilizada em [20, Proposition 2.2] para
realizar a classificação das extensões de Hopf-Ore das álgebras de grupo. Assim, é possível
que esta classificação não seja completa, uma vez que, sob a hipótese de k ser um anel
comutativo, existem elementos group-like centrais que não foram considerados.

Para apresentar a caracterização dos caracteres à esquerda fracos das álgebras de gru-
póide conexo, lembramos que, como Mn(kG) é uma álgebra de Hopf fraca cocomutativa,
vale τ lχ = τ rχ, para todo χ ∈ Homk(H, k). Assim, χ é um caracter à esquerda fraco se, e
somente se, é um caracter à direita fraco. Diremos que χ ∈ X l

w(H) ∩Xr
w(H) é, simples-

mente, um caracter fraco. Neste caso, denotaremos τ lχ = τ rχ = τχ. Assim, todo caracter
à esquerda fraco de Mn(kG) é um caracter fraco.

Lema 3.3.10. Seja H = Mn(kG). Então χ ∈ Homk(H, k) é um caracter fraco de H
se, e somente se, χ(geij) = ρ(g)λiλ

−1
j , onde ρ : G → U(k) é um morfismos de grupos,

λi ∈ U(k), para todo i = 1, . . . , n, e λ1 = 1k.

Demonstração. Suponha que ρ : G → U(k) é um morfismo de grupos e λi ∈ U(k), onde
λ1 = 1k. Defina χ : H → k por χ(geij) = ρ(g)λiλ

−1
j . Então, dados geij e hers elementos

base de H, temos

τχ(geij)τχ(hers) = χ(geij)geij · χ(hers)hers τχ(1H) =
n∑

i=1

τχ(eGeii)

= [j = r]χ(geij)χ(hejs)gheis =
n∑

i=1

χ(eGeii)eGeii

= [j = r]ρ(g)λiλ
−1
j ρ(h)λjλ

−1
s gheis =

n∑
i=1

ρ(eG)λiλ
−1
i eGeii

= [j = r]ρ(g)ρ(h)λiλ
−1
s gheis =

n∑
i=1

1keGeii

= [j = r]ρ(gh)λiλ
−1
s gheis = 1H ,

= [j = r]χ(gheis)gheis

= [j = r]τχ(gheis)

= τχ(geij · hers),
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ou seja, τχ ∈ Endk(H) é um morfismo de álgebras, portanto χ é um caracter fraco de H.
Reciprocamente, suponha que χ é um caracter fraco de H. Como τχ é unitário,

n∑
i=1

eGeii = 1H = τχ(1H) =
n∑

i=1

τχ(eGeii) =
n∑

i=1

χ(eGeii)eGeii.

Como {geii : g ∈ G, i = 1, . . . , n} é um conjunto linearmente independente sobre k, segue
que χ(eGeii) = 1k, para todo i = 1, . . . , n. Mais ainda, dados i, j = 1, . . . , n, temos

χ(eGeij)eGeij = τχ(eGei1 · eGe1j)
= τχ(eGei1)τχ(eGe1j)

= χ(eGei1)eGei1 · χ(eGe1j)eGe1j
= χ(eGei1)χ(eGe1j)eGeij.

Comparando os coeficientes de eGeij obtemos χ(eGeij) = χ(eGei1)χ(eGe1j). Em particu-
lar, tomando i = j, segue que 1k = χ(eGei1)χ(eGe1i), ou seja, χ(eGei1) = χ(eGe1i)

−1.
Denotando λi = χ(eGei1) ∈ U(k), segue que

χ(eGeij) = χ(eGei1)χ(eGe1j) = χ(eGei1)χ(eGej1)
−1 = λiλ

−1
j .

Sejam g, h ∈ G e i, j ∈ {1, . . . , n}, então, para todo l = 1, . . . , n, temos

χ(gheij)gheij = τχ(gheij)

= τχ(geil · helj)
= τχ(geil)τχ(helj)

= χ(geil)geil · χ(helj)helj
= χ(geil)χ(helj)gheij.

Comparando os coeficientes de gheij obtemos que χ(gheij) = χ(geil)χ(helj), para todo
l = 1, . . . , n. Tomando i = j = l = 1 segue que χ(ghe11) = χ(ge11)χ(he11) e χ(eGe11) =
λ1 = 1k. Em particular 1k = χ(eGe11) = χ(ge11)χ(g

−1e11), ou seja, χ(g−1e11) = χ(ge11)
−1.

Assim, ρ(g) := χ(ge11) ∈ U(k) define um morfismo de grupos. Mais ainda

h = eG, j = i, l = 1 =⇒ χ(geii) = χ(gei1)χ(eGe1i),

e
g = eG, j = i = 1 =⇒ χ(ge11) = χ(eGe1l)χ(gel1).

Como k é um anel comutativo e a segunda identidade vale para todo l = 1, . . . , n, temos

χ(geii) = χ(gei1)χ(eGe1i) = χ(eGe1i)χ(gei1) = χ(ge11) = ρ(g).

Por fim, tomando h = eG e l = i, segue que

χ(geij) = χ(geii)χ(eGeij) = ρ(g)λiλ
−1
j .

Como consequência do lema acima, todo caracter fraco χ ∈ Homk(H, k) é inversível
no anel de convolução, com inverso χ ◦ S. De fato, temos

(χ ∗ (χ ◦ S))(geij) = χ(geij)χ(S(geij))
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= χ(geij)χ(g
−1eji)

= ρ(g)λiλ
−1
j · ρ(g−1)λjλ

−1
i

= ρ(g)ρ(g−1) · λiλ−1
i · λ−1

j λj

= ρ(eG) = 1k = ϵ(geij),

e analogamente (χ◦S)∗χ = ϵ. Pelo Lema 2.3.4, temos que τχ é sempre um automorfismo.

Exemplo 3.3.11. Sejam G um grupo, n ≥ 1, H = Mn(kG), χ ∈ X l
w(H) e g ∈ Z(G).

Suponha que α : H → k seja um morfismo de k-módulos satisfazendo α(eii) = 0, para
todo i = 1, . . . , n, e

α(ab) = α(a)ϵ(b) + χ(a)α(b), ∀a, b ∈ H.

Considere δ : H → H, dada por δ(a) = (1H − g)τ lα(a), para todo a ∈ H. Então δ é uma
τ lχ-derivação, uma (g, 1H)-coderivação e H[X;σ, δ] é uma extensão de Hopf-Ore primitiva
fraca de H.

Demonstração. Se g ∈ Z(G), então g := g1H ∈ H é um elemento group-like fraco, central
e inversível. Como Hs =

⊕n
i=1 keii, a hipótese α(eii) = 0, para todo i = 1, . . . , n, implica

em α(Hs) = 0, ou seja, α ◦ ϵs = 0. Como observado acima, χ ∈ X l
w(H) implica em

χ ◦ S = χ−1 na álgebra de convolução Endk(H). Assim, o exemplo segue da Proposição
2.4.14.

Este exemplo foi apresentado em [16, Theorem 5.2]. Quando n = 1 (neste casoH = kG
é uma álgebra de Hopf) e k não possui idempotentes não triviais, o exemplo acima contém
todas as derivações que definem extensões de Hopf-Ore primitivas de kG (vide [20, Pro-
position 2.2] ou Corolário 3.3.15 adiante). O próximo resultado desta seção caracteriza
as derivações de Mn(kG) que definem extensões de Hopf-Ore primitivas fracas de Mn(kG).

Dados g um elemento group-like fraco, central e inversível, e χ um caracter fraco
satisfazendo χ−1 = χ ◦ S, para obtermos as extensões de Hopf-Ore do Teorema 2.4.13,
resta determinar os morfismos δ ∈ Endk(H) que são τχ-derivações, (g, 1H)-coderivações,
satisfazem δ(Hs) = 0 e

(S ◦ δ)(x) = S(g)(δ ◦ S ◦ σ)(x), ∀x ∈ H.

Definição 3.3.12. Sejam G um grupo, A um grupo abeliano e ρ : G → Aut(A) um
morfismo de grupos. Dizemos que γ : G → A é um 1-cociclo associado a ρ se, para
quaisquer g, h ∈ G, vale γ(gh) = γ(g) + (ρg ◦ γ)(h).

Se G é um grupo e k é um anel comutativo, então U(k) com a multiplicação é um grupo
abeliano. Mais ainda, Γ: U(k) → Aut(k), definida por Γ(u)(r) = ur, para todo u ∈ U(k)
e r ∈ k, define um monomorfismo de grupos. Assim, podemos considerar U(k) ⊆ Aut(k),
via multiplicação. Nesse caso, com A = (k,+), um 1-cociclo associado a ρ : G → U(k) ⊆
Aut(k) é uma função γ : G→ k, tal que γ(gh) = γ(g) + (Γρ(g) ◦ γ)(h) = γ(g) + ρ(g)γ(h).

Proposição 3.3.13. Sejam H = Mn(kG), χ = (ρ, λ1, . . . , λn) ∈ X l
w(H) um caracter

fraco e x =
∑n

i=1

∑m
j=1 rjgjeii ∈ Gw(H) um elemento group-like fraco, central e inversível.

Então δ ∈ Endk(H) é uma τχ-derivação e uma (x, 1H)-coderivação se, e somente se, para
cada q ∈ {1, . . . ,m}, existem 1-cociclos γq : G→ rqk associados a ρ e elementos ωqi ∈ rqk,
onde ωq1 = 0, tais que

δ(a) =
m∑
q=1

(e− gq)ταq(a), ∀a ∈ H, onde αq(geij) = λiγq(g) + ωqi − ρ(g)λiλ
−1
j ωqj.
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Demonstração. Esta demonstração será feita em quatro partes. Na primeira parte, va-
mos utilizar um método semelhante ao apresentado por Panov em [20, Proposition 2.2],
obtendo uma expressão para δ nos conjuntos Geii ≃ G. Em seguida, vamos utilizar que
Mn(kG) é um módulo à esquerda livre sobre kG, com base B = {eij : i, j = 1, . . . , n},
para obter uma expressão para δ nos elementos de B. Na terceira parte, utilizamos as
propriedades de δ para relacionar as expressões de δ(aeii) e δ(eij), obtendo a equação
geral para δ. Na última parte, mostramos a recíproca do enunciado.

Parte 1. Seja a ∈ G, então a−1 =
∑

i a
−1eii é um elemento group-like fraco de H. Fixado

p ∈ {1, . . . , n}, denote c = δ(aepp)a
−1. Então

∆(c) = ∆(δ(aepp))∆(a−1)

= (xaepp ⊗ δ(aepp) + δ(aepp)⊗ aepp)(a
−1 ⊗ a−1)∆(1H) (δ (x, 1)− cod.)

= (xepp ⊗ c+ c⊗ epp)∆(1H).

Como ∆(1) ∈ Z(H ⊗ H), segue que c é um elemento (xepp, epp)-primitivo fraco. Pelo
Lema 3.3.9, o elemento x ∈ Gw(H) é da forma

∑n
i=1

∑m
j=1 rjgjeii. Assim, a igualdade

acima pode ser reescrita como

∆(c) =

(
n∑

i=1

m∑
j=1

rjgjeiiepp ⊗ c+ c⊗ epp

)
∆(1H)

=

((
m∑
j=1

rjgj

)
epp ⊗ c+ c⊗ epp

)
∆(1H).

Fixado q ∈ {1, . . . ,m}, multiplicando a igualdade acima por rq obtemos

∆(rqc) = rq

((
m∑
j=1

rjgj

)
epp ⊗ c+ c⊗ epp

)
∆(1H)

= (gqepp ⊗ rqc+ rqc⊗ epp)∆(1H)

= gqepp ⊗ rqcepp + rqcepp ⊗ epp.

Assim, rqc é um elemento (gqepp, epp)-primitivo fraco. Como Mn(kG) é um módulo livre
sobre k com base {geij : g ∈ G, i, j = 1, . . . , n}, podemos considerar morfismos πb

rs ∈
Homk(H, k) tais que πb

rs(geij) = [i = r, j = s, g = b]. Denotando rqc =
∑

i,j,g α
g
ijgeij ∈ H,

se r ̸= p, s ̸= p ou b /∈ {e, gq}, segue que

αb
ij = µ(πb

rs ⊗ πb
rs)

(∑
i,j,g

αb
ij(geij ⊗ geij)

)
= (πb

rs ∗ πb
rs)(rqc)

= rqπ
b
rs(gqepp)π

b
rs(cepp) + rqπ

b
rs(cepp)π

b
rs(eepp) = 0,

ou seja, rqc = (αe
ppe+α

gq
ppgq)epp = rq(α

e
ppe+α

gq
ppgq)epp. Substituindo na identidade anterior,

temos

αe
pp(eepp ⊗ eepp) + αgq

pp(gqepp ⊗ gqepp)

= ∆(rqc)

= gqepp ⊗ rqcepp + rqcepp ⊗ epp
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= gqepp ⊗ rq((α
e
ppe+ αgq

ppgq)epp)epp + rq((α
e
ppe+ αgq

ppgq)epp)epp ⊗ epp

= rpq[α
e
pp + αgq

pp](gqepp ⊗ eepp) + [rqα
gq
pp](gqepp ⊗ gqepp) + [rqα

e
pp](eepp ⊗ eepp).

Como Mn(kG)⊗Mn(kG) é um k ⊗ k ≃ k módulo livre com base {geij ⊗ hers}, obtemos

rqα
e
pp = αe

pp, rqα
gq
pp = αgq

pp e 0 = rq(α
e
pp + αgq

pp) = αe
pp + αgq

pp.

Denotando αq(aepp) = αe
pp = −αgq

pp, temos rqδ(aepp)a−1 = rqc = αq(aepp)(e − gq)epp, ou
ainda, rqδ(aepp) = αq(aepp)(e − gq)aepp. Segue do Lema 2.3.12 que δq := rqδ é uma
τχ-derivação de H. Se gq = e então δq = 0. Suponha que gq ̸= e e sejam a, b ∈ G, então

αq(abepp)abepp − αq(abepp)abgqepp

= αq(abepp)(e− gq)abepp

= δq(abepp)

= δq(aepp · bepp)
= δq(aepp)b+ τχ(aepp)δq(bepp)

= [αq(aepp)(e− gq)aepp] · b+ χ(aepp)aepp · [αq(bepp)(e− gq)bepp]

= [αq(aepp) + χ(aepp)αq(bepp)]abepp − [αq(aepp) + χ(aepp)αq(bepp)]gqabepp.

Como gq ̸= e, temos que ab ̸= abgq ∈ G, logo {abepp, abgqepp} é linearmente independente
sobre k. Assim, segue da igualdade acima que

αq(abepp) = αq(aepp) + χ(aepp)αq(bepp).

Em particular, tomando a = b = e e utilizando que χ(epp) = λpλ
−1
p = 1k, vide Lema 3.3.10,

obtemos αq(eepp) = αq(eepp) + αq(eepp), de onde αq(eepp) = 0, ou seja, δq(eepp) = 0, para
todo q = 1, . . . ,m. Mais ainda

δ(eepp) =
m∑
q=1

rqδ(eepp) =
m∑
q=1

δq(eepp) = 0.

Parte 2. Utilizando que Mn(kG) é um módulo à esquerda livre sobre kG com base {eij},
escreva δ(ers) =

∑
k,l g

rs
kl ekl, onde grskl ∈ kG. Como δ é uma τχ-derivação, temos

δ(eijers) = δ(eij)ers + τχ(eij)δ(ers)

= δ(eij)ers + λiλ
−1
j eijδ(ers) 3.3.10

=
∑
k,l

gijklekl · ers + λiλ
−1
j eij · grskl ekl

=
∑
k,l

[l = r]gijkreks + [k = j]λiλ
−1
j grsjl eil

=
∑
k

gijkreks + λiλ
−1
j

∑
l

grsjl eil.

No cálculo acima, se (i, j) = (s, r), então δ(eijers) = δ(eijeji) = δ(eeii) = 0. Por outro
lado, se j ̸= r, então δ(eijers) = [j = r]δ(eis) = 0. Em ambos os casos, a igualdade anterior
se torna

∑
k g

ij
kreks = −λiλ−1

j

∑
l g

rs
jl eil. Defina morfismos π−t, πt− ∈ HomkG(H, kG),

respectivamente, por π−t(ers) = [s = t] e πt−(ers) = [r = t]. Assim, se t ̸= s, então

0 = π−t

(∑
k

gijkreks

)
= π−t

(
−λiλ−1

j

∑
l

grsjl eil

)
= −λiλ−1

j grsjt .
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Como λi, λj ∈ U(k), segue que grsjt = 0, para todo t ̸= s. Analogamente, se t ̸= i, então

0 = πt−

(
−λiλ−1

j

∑
l

grsjl eil

)
= πt−

(∑
k

gijkreks

)
= gijtr.

Em suma, (i, j) = (s, r) ou j ̸= r implicam grsjt = 0, ∀t ̸= s e gijtr = 0, ∀t ̸= i.
Fixe u, v ∈ {1, . . . , n} e considere δ(euv) =

∑
k,l g

uv
kl ekl na sua representação matricial,

com coeficientes em kG. Escolhendo (r, s) = (u, v), j ̸= u e variando i ∈ {1, . . . , n}, temos
que j ̸= r, de onde segue que 0 = grsjt = guvjt , para todo t ̸= v, ou seja, todas as entradas
de δ(euv), exceto talvez pela u-ésima linha e pela v-ésima coluna, são nulas. Escolhendo
(i, j) = (u, v) e (r, s) = (v, u) temos (i, j) = (s, r), de onde segue que 0 = gijtr = guvtv , para
todo t ̸= u. Ou seja, na v-ésima coluna de δ(euv), todas as entradas, exceto talvez pela
u-ésima linha, são nulas. Escolhendo (r, s) = (u, v) e (i, j) = (v, u), temos (i, j) = (s, r),
de onde segue que 0 = grsjt = guvut , para todo t ̸= v. Ou seja, na u-ésima linha de δ(euv),
todas as entradas, exceto talvez pela v-ésima coluna, são nulas. Resta que δ(euv) = guvuveuv.

Fixado w ∈ {1, . . . ,m}, escreva rwguvuv =
∑

g∈G αgg ∈ kG. Então∑
g∈G

αg(geuv ⊗ geuv) =
∑
g∈G

∆(αggeuv) = ∆(rwg
uw
uweuv) = ∆(rwδ(euv))

= rwxeuv ⊗ rwδ(euv) + rwδ(euv)⊗ euv

=
∑
g∈G

rw

(∑
i,j

rjgjeii

)
euv ⊗ αggeuv + αggeuv ⊗ euv

=
∑
g∈G

(∑
j

rwrjgj

)
euv ⊗ αggeuv + αggeuv ⊗ euv

=
∑
g∈G

rwgweuv ⊗ αggeuv + αggeuv ⊗ euv.

Considere os morfismos ηbrs ∈ Homk(H, k) definidos por ηbrs(geij) = [i = r, j = s, g = b].
Então, para b /∈ {e, gw}, temos

αb =
∑
g∈G

αgη
b
uv(geuv)

2 = (ηbuv ∗ ηbuv)(δ(rveuv))

=
∑
g∈G

rvαgη
b
uv(gweuv)η

b
uv(geuv) + αgη

b
uv(geuv)η

b
uv(eeuv) = 0.

Logo rwδ(euv) = (αee+ αgwgw)euv = rw(αee+ αgwgw)euv. Com isso,

αe(eeuv ⊗ eeuv) + αgw(gweuv ⊗ gweuv)

= ∆(rwδ(euv)) = rwδ(euv)⊗ eeuv + gweuv ⊗ rwδ(euv)

= rw(αee+ αgwgw)euv ⊗ eeuv + gweuv ⊗ rw(αee+ αgwgw)euv

= rwαeeeuv ⊗ eeuv + rwαgwgweuv ⊗ eeuv

+ rwgweuv ⊗ αeeeuv + rweeuv ⊗ αgwgweuv

= [rwαe](eeuv ⊗ eeuv) + [rwαgw](gweuv ⊗ gweuv)

+ rw[αe + αgw ](gweuv ⊗ eeuv).
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Igualando os coeficientes na primeira e última escrita acima, segue que

rwαe = αe, rwαgw = αgw e 0 = rw(αe + αgw) = αe + αgw .

Denotando αw(euv) = αe = −αgw , temos que rwδ(euv) = αw(euv)(e− gw)euv.

Parte 3. Neste ponto, sabemos que

δ(aeii) =
m∑
q=1

rqδ(aeii) =
m∑
q=1

αq(aeii)(e− gq)aeii, ∀a ∈ G, i = 1, . . . , n,

δ(eeij) =
m∑
q=1

rqδ(eij) =
m∑
q=1

αq(eeij)(e− gq)eeij, ∀i, j = 1, . . . , n,

onde αq(aeii) ∈ rqk, αq(eeij) ∈ rqk e αq(eeii) = 0, para todo q = 1, . . . ,m. Quando
gq = e, as parcelas αq(eeij)(e − gq)eij e αq(aeii)(e − gq)aeij são nulas, assim, podemos
supor αq(eij) = αq(aeii) = 0, de forma que toda identidade cujo todo termo dependa de
αq é (nula, portanto) válida. Caso contrário, eeij e gqeij são linearmente independentes
sobre k. Neste caso, tomando i, j ∈ {1, . . . , n}, como δ é uma τχ-derivação, temos

m∑
q=1

αq(eij)(e− gq)eij

= δ(eij) = δ(eil · elj)
= δ(eil)elj + τχ(eil)δ(elj)

= δ(eil)elj + λiλ
−1
l eilδ(elj) 3.3.10

=
m∑
q=1

αq(eil)(e− gq)eil · elj + λiλ
−1
l eil · αq(elj)(e− gq)elj

=
m∑
q=1

[αq(eil) + λiλ
−1
l αq(elj)](e− gq)eij.

Ou seja, para todo l = 1, . . . , n e q = 1, . . . ,m, vale αq(eij) = αq(eil)+λiλ
−1
l αq(elj). Como

αq(eii) = 0, tomando j = i e l = 1 no cálculo acima, temos que αq(ei1) = −λiαq(e1i), ou
ainda, αq(e1i) = −λ−1

i αq(ei1). Assim

αq(eeij) = αq(eei1)− λiλ
−1
j αq(eej1), ∀q = 1, . . . ,m.

Agora, dados a ∈ G e i, j ∈ {1, . . . , n}, temos

δ(aeij) = δ(aeii · eeij)
= δ(aeii)eij + τχ(aeii)δ(eeij)

= δ(aeii)eij + ρ(a)λiλ
−1
j aeijδ(eeij)

=
m∑
q=1

αq(aeii)aeii · eij + ρ(a)aeii · αq(eeij)eeij

=
m∑
q=1

[αq(aeii) + ρ(a)αq(eeij)]aeij
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=
m∑
q=1

[αq(aeii) + ρ(a)[αq(eei1)− λiλ
−1
j αq(eej1)]aeij.

Por outro lado, temos

δ(aeij) = δ(ei1 · ae1j)
= δ(ei1)ae1j + τχ(ei1)δ(ae1j)

= δ(ei1)ae1j + λiei1δ(ae1j)

=
m∑
q=1

αq(ei1)(e− gq)ei1 · ae1j + λiei1 · α(ae1j)(e− gq)ae1j

=
m∑
q=1

αq(ei1)(e− gq)aeij + λi[αq(ae11)− ρ(a)λ−1
j αq(eej1)](e− gq)aeij

=
m∑
q=1

[αq(ei1) + λiαq(ae11)− ρ(a)λiλ
−1
j αq(eej1)](e− gq)aeij.

Igualando os coeficientes em ambas as escritas de δ(aeij), obtemos as igualdades

αq(aeii) + ρ(a)αq(eei1)− ρ(a)λiλ
−1
j αq(eej1) = αq(eei1) + λiαq(ae11)− ρ(a)λiλ

−1
j αq(eej1),

αq(aeii) + ρ(a)αq(eei1) = αq(eei1) + λiαq(ae11),

αq(aeii) = λiαq(ae11) + (1k − ρ(a))αq(eei1).

Substituindo a expressão para αq(aeii) na primeira escrita do coeficiente de δ(aeij), temos

αq(aeii) + ρ(a)αq(eei1)− ρ(a)λiλ
−1
j αq(eej1)

= [λiαq(ae11) + (1k − ρ(a))αq(eei1)] + ρ(a)αq(eei1)− ρ(a)λiλ
−1
j αq(eej1)

= λiαq(ae11) + αq(eei1)− ρ(a)λiλ
−1
j αq(eej1).

Em suma, para cada q = 1, . . . ,m, defina uma função γq : G → rqk, um morfismo αq ∈
Homk(H, k) e elementos ωqi ∈ rqk, por

γq(a) = αq(ae11), ∀a ∈ G,

ωqi = αq(eei1), ∀i = 1, . . . , n,

αq(aeij) = λiαq(ae11) + αq(eei1)− ρ(a)λiλ
−1
j αq(eej1), ∀a ∈ G, i, j = 1, . . . , n.

Então δ(aeij) =
∑m

q=1(e − gq)ταq(aeij). Ainda, para todo q = 1, . . . ,m, temos que vale
ωq1 = αq(ee11) = 0, e a função γq satisfaz

γq(ab) = αq(abe11) = αq(ae11) + χ(ae11)αq(be11) = γq(a) + ρ(a)γq(b).

Ou seja, cada γq : G→ rqk ⊆ k é um 1-cociclo associado a ρ. Isso mostra (⇒).

Parte 4. Para a recíproca, sejam γq : G → rqk ⊆ l 1-cociclos associados a ρ, para cada
i = 1, . . . , n, escolha ωqi ∈ rqk, onde ωq1 = 0, e defina δ(aeij) =

∑m
q=1(e − gq)ταq(aeij),

onde
αq(aeij) = λiγq(a) + ωqi − ρ(a)λiλ

−1
j ωqj.
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Para todo g ∈ G, temos

∆(e− g) =
n∑

i=1

eeii ⊗ eeii − geii ⊗ geii

=
n∑

i=1

(e⊗ e− g ⊗ g)∆(eii)

= (e⊗ e− g ⊗ g)∆

(
n∑

i=1

eii

)
= (e⊗ e− g ⊗ g)∆(1H)

= (e⊗ e− g ⊗ e+ g ⊗ e− g ⊗ g)∆(1H)

= ((e− g)⊗ e+ g ⊗ (e− g))∆(1H).

Como αq(aeij) ∈ rqk, temos αq(aeij) = αq(aeij)rq, para todo l = 1, . . . , n, logo

αq(aeij)rt = αq(aeij)rqrt = [t = q]αq(aeij)rq.

Consequentemente,

αq(aeij)x =
n∑

s=1

m∑
t=1

αq(aeij)rtgtess =
n∑

s=1

αq(aeij)rqgqess = αq(aeij)
n∑

s=1

gqess.

Ou ainda, αq(aeij)xaeij = αq(aeij)gqaeij. Com isso, calculamos

∆(δ(aeij)) =
m∑
q=1

αq(aeij)∆(e− gq)∆(aeij)

=
m∑
q=1

αq(aeij)((e− gq)⊗ e+ gq ⊗ (e− gq))∆(aeij)

=
m∑
q=1

αq(aeij)((e− gq)aeij ⊗ aeij + gqaeij ⊗ (e− gq)aeij)

=
m∑
q=1

(e− gq)αq(aeij)aeij ⊗ aeij + αq(aeij)gqaeij ⊗ (e− gq)aeij

=
m∑
q=1

(e− gq)αq(aeij)aeij ⊗ aeij + αq(aeij)xaeij ⊗ (e− gq)aeij

=
m∑
q=1

(e− gq)αq(aeij)aeij ⊗ aeij + xaeij ⊗ (e− gq)αq(aeij)aeij

=

(
m∑
q=1

(e− gq)ταq(aeij)

)
⊗ aeij + xaeij ⊗

(
m∑
q=1

(e− gq)ταq(aeij)

)
= δ(aeij)⊗ aeij + xaeij ⊗ δ(aeij)

= δ((aeij)1)⊗ 1H(aeij)2 + x(aeij)1 ⊗ δ((aeij)2).

Como δ ∈ Endk(H) satisfaz a identidade de (x, 1H)-coderivação para os elementos da base
{geij}, segue que δ é uma (x, 1H)-coderivação de H. Para ver que δ é uma τχ-derivação,
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por um lado temos

δ(aeij · bers) = [j = r]δ(abeis) = [j = r]
m∑
q=1

(e− gq)αq(abeis)abeis,

enquanto que

δ(aeij)bers + τχ(aeij)δ(bers)

=
m∑
q=1

αq(aeij)(e− gq)aeij · bers + χ(aeij)aeij · αq(bers)(e− gq)bers

= [j = r]
m∑
q=1

[αq(aeij) + χ(aeij)αq(bejs)](e− gq)abeis.

Como δ ∈ Endk(H), segue que δ é uma τχ-derivação se, e somente se, vale a identidade
de τχ-derivação para os elementos da base {geij} se, e somente se,

αq(abeis) = αq(aeij) + χ(aeij)αq(bejs), ∀q = 1, . . . ,m.

Para isso, calculamos

αq(aeij) + χ(aeij)αq(bejs)

= [λiγq(a) + ωqi − ρ(a)λiλ
−1
j ωqj] + ρ(a)λiλ

−1
j [λjγq(b) + ωqj − ρ(b)λjλ

−1
s ωqs]

= λiγq(a) + ωqi − ρ(a)λiλ
−1
j ωqj + ρ(a)λiγq(b) + ρ(a)λiλ

−1
j ωqj − ρ(a)λiρ(b)λ

−1
s ωqs

= λiγq(a) + ωqi + ρ(a)λiγq(b)− ρ(a)λiρ(b)λ
−1
s ωqs

= λi[γq(a) + ρ(a)γq(b)] + ωqi − ρ(a)ρ(b)λiλ
−1
s ωqs

= λiγq(ab) + ωqi − ρ(ab)λiλ
−1
s ωqs

= αq(abeis).

De onde segue que δ é uma τχ-derivação de H.

De volta à observação anterior, a fim de aplicarmos o Teorema 2.4.8, precisamos saber
quais derivações de H =Mn(kG), relevantes para a construção de uma extensão de Hopf-
Ore primitiva fraca, satisfazem δ(Hs) = 0 e (S ◦ δ)(geij) = S(x)(δ ◦ S ◦ σ)(geij), para
quaisquer g ∈ G, i, j = 1, . . . , n. Para isso, calculamos

(S ∗ idH)(geij) = S(geij)geij = g−1eji · geij = eejj.

De onde Hs = im(ϵs) = im(S ∗ idH) =
⊕n

i=1 keeii. Ainda, se ρ : G→ U(k) é um morfismo
de grupos e γ : G→ k é um 1-cociclo associado a ρ, então

γ(e) = γ(e2) = γ(e) + ρ(e)γ(e) = 2γ(e) ∴ γ(e) = 0.

Seja δ ∈ Endk(H) satisfazendo as hipóteses do resultado anterior. Então

δ(eeii) =
m∑
q=1

[λiγq(e) + ωqi − ρ(e)λiλ
−1
i ωqi](e− gq)eeii

=
m∑
q=1

[λi · 0 + ωqi − 1k · ωqi](e− gq)eeii = 0.
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Portanto toda τχ-derivação, χ ∈ X l
w(H), que é uma (x, 1H)-coderivação, x ∈ Gw(H)

central e inversível, satisfaz a condição δ(Hs) = 0. Por outro lado, se γ é um 1-cociclo
associado a ρ, então

0 = γ(e) = γ(gg−1) = γ(g) + ρ(g)γ(g−1).

De onde γ(g) = −ρ(g)γ(g−1). Consequentemente,

αq(S(geij))χ(geij) = αq(g
−1eji))χ(geij)

= [λjγq(g
−1) + ωqj − ρ(g−1)λjλ

−1
i ωqi][ρ(g)λiλ

−1
j ]

= λiρ(g)γq(g
−1) + ρ(g)λiλ

−1
j ωqj − ωqi

= −λiγq(g)− ωqi + ρ(g)λiλ
−1
j ωqj

= −[λiγq(g) + ωqi − ρ(g)λiλ
−1
j ωqj]

= −αq(geij).

Pela Parte 4 da demonstração da Proposição 3.3.13, se x =
∑n

s=1

∑m
t=1 rtgtess, então

αq(eij)x = αq(eij)
∑n

s=1 rqgqess. Com isso, calculamos

S(x)(δ ◦ S ◦ τχ)(geij) = χ(geij)S(x)(δ ◦ S)(geij)

=
m∑
q=1

χ(geij)S(x)αq(S(geij))(e− gq)S(geij)

=
m∑
q=1

n∑
s=1

αq(S(geij))χ(geij)S(gqess)(e− gq)S(geij)

=
m∑
q=1

n∑
s=1

αq(S(geij))χ(geij)S(gqess)S(e− g−1
q )S(geij)

=
m∑
q=1

n∑
s=1

αq(S(geij))χ(geij)S(geij · (e− g−1
q ) · gqess)

=
m∑
q=1

αq(S(geij))χ(geij)S(g(gq − e)eij)

=
m∑
q=1

αq(S(geij))χ(geij)S((gq − e)geij) (e, gq ∈ Z(G))

=
m∑
q=1

−αq(S(geij))χ(geij)S((e− gqe)geij)

=
m∑
q=1

αq(geij)S((e− gqe)geij)

= S

(
m∑
q=1

(e− gqe)αq(geij)geij

)
= (S ◦ δ)(geij).

Ou seja, toda derivação δ satisfazendo a Proposição 3.3.13 também satisfaz a identidade
S(x)(δ ◦ S ◦ τχ)(a) = (S ◦ δ)(a), para todo a ∈ H. Reunindo os resultados desta seção
com a Seção 2.4, obtemos o seguinte teorema.
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Teorema 3.3.14. Sejam G um grupo, n ≥ 1, k um anel comutativo e H = Mn(kG) ≃
k(G×G(In)) com a estrutura de álgebra de Hopf fraca. Sejam σ ∈ Autk(H) um morfismo
de álgebras e δ ∈ Endk(H) uma σ-derivação. As seguintes afirmações são equivalentes:

(1) H[X;σ, δ] é uma extensão de Hopf-Ore (x, 1H)-primitiva fraca de H;

(2) Valem:

(i) x ∈ H é um elemento group-like fraco, central e inversível;

(ii) σ = τχ, para algum caracter fraco χ de H;

(iii) δ é uma (x, 1H)-coderivação;

(3) Valem:

(i) x =
∑n

i=1

∑m
q=1 rqgqeii, onde gq ∈ Z(G) e {r1, . . . , rm} é uma família de idem-

potentes ortogonais em k satisfazendo
∑m

q=1 rq = 1k;

(ii) σ : H → H é definida por σ(geij) = ρ(g)λiλ
−1
j geij, onde ρ : G → U(k) é um

morfismo de grupos, λ1, . . . , λn ∈ U(k) e λ1 = 1k;

(iii) δ : H → H é definida por δ(geij) =
∑m

q=1(e − gq)ταq(geij), onde, para cada
q ∈ {1, . . . ,m}, αq ∈ Homk(H, k) é dada por

αq(geij) = λiγq(g) + ωqi − ρ(g)λiλ
−1
j ωqj,

onde γq : G→ rqk é um 1-cociclo associado a ρ, ωq1, . . . , ωqn ∈ rqk e ωq1 = 0.

Demonstração. Como H é uma álgebra de Hopf fraca cocomutativa, se X é um elemento
(x, 1H)-primitivo fraco, segue do Lema 2.4.12 que x ∈ Gw(H) deve ser um elemento
central. Pela Proposição 2.4.4 temos que xS(x) = 1H , portanto x é um elemento inversível.
Assim, segue do Teorema 2.4.8(2.i) que σ = τ lχ = Adx◦τ rχ, para algum caracter à esquerda
fraco χ de H. Mas H é cocomutativa e x ∈ Z(H) ∩ U(H), de onde

τ rχ(a) = (Adx ◦ τ rχ)(a) = xa1uχ(a2)x
−1 = uχ(a2)a1xx

−1 = uχ(a1)a2 = τ lχ(a).

Ou seja, χ é um caracter fraco deH. Pelo Teorema 2.4.8(2.ii), δ é uma (x, 1H)-coderivação.
Isso mostra (1) =⇒ (2). A implicação (2) =⇒ (3) segue dos Lemas 3.3.9 e 3.3.10, e da
Proposição 3.3.13. Por fim, utilizando estes mesmos três resultados, temos que x ∈ H é
um elemento group-like fraco, central e inversível, σ = τχ ∈ Autk(H) é um morfismo de
álgebras e δ ∈ Endk(H) é uma σ-derivação que é uma (x, 1H)-coderivação. Neste caso, χ
é inversível na álgebra de convolução Homk(H, k) com inverso χ−1 = χ ◦ S, assim, segue
do Lema 2.4.12 que vale

Adx ◦ S = σ ◦ S ◦ σ.

Por fim, da observação anterior, δ satisfaz δ(Hs) = 0 e

(S ◦ δ)(a) = S(x)(δ ◦ S ◦ σ)(a), ∀a ∈ H.

Aplicando o Teorema 2.4.8 obtemos que H[X;σ, δ] é uma extensão de Hopf-Ore primitiva
fraca de H, onde X é um elemento (x, 1H)-primitivo fraco. Logo (3) =⇒ (1).
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O teorema acima classifica as extensões de Hopf-Ore (g, 1H)-primitivas fracas das álge-
bras de Hopf fracas sobre anéis comutativos, provenientes de grupóides conexos. Quando
o grupóide é, na verdade, um grupo, a álgebra de grupóide é uma álgebra de Hopf. Assim,
quando k é um corpo, ou, mais geralmente, um anel comutativo sem idempotentes não
triviais, o teorema acima generaliza a classificação das extensões de Hopf-Ore das álgebras
de grupo, apresentada por Panov em [20, Proposition 2.2].

Corolário 3.3.15. Sejam G um grupo e k um anel comutativo sem idempotentes não
triviais. Então kG[X;σ, δ] é uma extensão de Hopf-Ore de kG com X um elemento
(r, 1kG)-primitivo se, e somente se, r ∈ Z(G) e existem: um morfismo de grupos ρ : G→
U(k) e um 1-cociclo α : G→ k associado a ρ, tais que

σ(g) = ρ(g)g e δ(g) = α(g)(e− r)g, ∀g ∈ G.

Demonstração. Quando n = 1, H = Mn(kG) = kG é uma álgebra de Hopf, assim,
um elemento group-like fraco inversível é um elemento group-like e um caracter fraco
é um caracter. Se k não possui idempotentes não triviais, segue do Lema 3.3.9 que
G(kG)∩Z(kG) = Z(G)1H . Pelo Lema 3.3.10 temos que todo caracter χ : kG→ k de kG
é definido por um morfismo de grupos ρ : G → U(k). Como r ∈ Z(G)1k, na Proposição
3.3.13 temos m = 1 e, como n = 1 e ω11 = 0, deve ser

α(g) := α1(g) = λ1γ1(g) + ω11 − ρ(g)λ1λ
−1
1 ω11 = γ1(g).

Assim, as τχ-derivações que são (r, 1H)-coderivações são definida por δ(g) = (e− r)τα(g),
onde α = γ1 é um 1-cociclo associado a ρ. O resultado segue do Teorema 3.3.14.

Seja H = Mn(k), então, pelo Lema 3.3.9, o único elemento group-like fraco, central e
inversível de H é g = 1H . Pela Proposição 3.3.13, se δ é uma τχ-derivação, χ ∈ X l

w(H), e
uma (1H , 1H)-coderivação, então δ ≡ 0. Assim, os resultados apresentados condizem com
[8, Observação 2.2.3], onde é afirmado que H = Mn(k) é uma coálgebra cosseparável e
cocomutativa, e, neste caso todas as (1H , 1H)-coderivações de H são nulas.

Antes de apresentar exemplos de extensões de Hopf-Ore primitivas fracas utilizando o
teorema anterior, gostaríamos de observar que, em posse deste resultado, vemos que, em
contraste com o caso n = 1, para as álgebras de Hopf fracas Mn(kG) que não são álgebras
de Hopf, o Exemplo 3.3.11 não contém todas as derivações que definem extensões de
Hopf-Ore primitivas fracas.

Quando k é um anel comutativo, a observação após o Lema 3.3.9 mostra que o Exemplo
3.3.11 não considera todos os elementos group-like fracos, centrais e inversíveis. Por
outro lado, quando k não possui idempotentes não triviais, os elementos group-like fracos,
centrais e inversíveis são de fato da forma

∑n
i=1 geii, onde g ∈ Z(G).

Exemplo 3.3.16. Sejam k um anel comutativo, G um grupo, n > 1, H = Mn(kG) a
álgebra de grupóide conexo, χ ∈ X l

w(H) e g ∈ Z(G). Suponha que α ∈ Homk(H, k)
satisfaz α ◦ ϵs = 0 e

α(ab) = α(a)ϵ(b) + χ(a)α(b),∀a, b ∈ H. (∗)

Seja δ ∈ Endk(H) a τ lχ-derivação do Exemplo 3.3.11.
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Na notação da Proposição 3.3.13, como x = g1Mn(k), temos que m = 1. Assim, devem
existir: um caracter ρ : G→ k; um 1-cociclo γ associado a ρ; elementos λ1, . . . , λn ∈ U(k),
onde λ1 = 1k; e elementos ω1, . . . , ωn ∈ k, onde ω1 = 0, tais que χ(geij) = ρ(g)λiλ

−1
j e

δ(geij) = (e− g)τβ(geij), ∀g ∈ G, i, j = 1, . . . , n,

onde β : H → k é definida por β(geij) = λiγ(g) + ωi − ρ(g)λiλ
−1
j ωj. Por construção,

β(geij) é o coeficiente de (e−g)geij na escrita de δ(geij). Pelo Exemplo 3.3.11, temos que

δ(geij) = (e− g)τ lα(geij) = α(geij)(e− g)geij,

ou seja, o coeficiente de (e− g)geij na escrita de δ(geij) é α(geij). Portanto α = β. Com
isso, fixado i > 1, temos que

0 = α(0) = α(e2i1) (i ̸= 1)

= α(ei1)ϵ(ei1) + χ(ei1)α(eij) (∗)
= ωi + λiωi (α = β)

= ωi(1k + λi).

Assim, se H[X;σ, δ] é uma extensão de Hopf-Ore primitiva fraca, onde δ é dada como no
enunciado, então os parâmetros λ2, . . . , λn ∈ U(k), que definem o caracter χ ∈ X l

w(H),
e os parâmetros ω2, . . . , ωn ∈ k, ficam condicionados à identidade ωi(1k + λi) = 0, para
todo i = 2, . . . , n. Assim, se n > 1, o Exemplo 3.3.11 não contém todas as τ lχ-derivações δ
que são (g, 1H)-coderivações e tais que H[X;σ, δ] é uma extensão de Hopf-Ore primitiva
fraca de H =Mn(k).

No contexto de álgebras de Hopf, os morfismos α : H → k satisfazendo (∗) foram
chamados, em [20], de 1-cociclos de uma álgebra de Hopf associados ao caracter χ. Neste
caso, os morfismos α generalizam os 1-cociclos de um grupo G associados a um caracter
ρ : G → k. De fato, se χ é um caracter de kG, então χ(g) = ρ(g), para algum caracter
ρ : G→ k e, dados g, h ∈ G, vale α(gh) = α(g)ϵ(h)+χ(g)α(h) = α(g)+ρ(g)α(h). Assim,
α|G define um 1-cociclo de G associado a ρ.

Se G = Mn(kG) é uma álgebra de grupóide, então sua base {geij} ≃ G × G(In)
é um grupóide. Neste caso, pode-se mostrar que, dados χ ∈ X l

w(H), αq : H → k um
morfismo satisfazendo o Teorema 3.3.14 e (x, y) ∈ (G×G(In))2, valem χ(xy) = χ(x)χ(y)
e αq(xy) = αq(x) + χ(x)αq(y). Mais ainda, χ(e) = 1k, para todo e ∈ (G × G(In))0. Ou
seja, poderíamos dizer que ρ = χ|(G×G(In)) é um caracter do grupóide G×G(In), enquanto
que αq|G×G(In) é um 1-cociclo do grupóide G× G(In) associado ao caracter ρ.

Exemplo 3.3.17. Vejamos um exemplo numérico utilizando o Teorema 3.3.14.

De maneira geral, para construirmos uma extensão de Hopf-Ore primitiva fraca de
H =Mn(kG), precisamos encontrar:

1 - O conjunto U(k) dos elementos inversíveis de k;

2 - Um morfismo de grupo ρ : G→ U(k);

3 - Elementos g1, . . . , gm no centro de G;

4 - Uma família r1, . . . , rm de idempotentes ortogonais cuja soma é 1k;
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5 - Para cada q = 1, . . . ,m, um 1-cociclos γq : G→ rqk associados a ρ;

6 - Elementos λ1, . . . , λn ∈ U(k) e ωq1, . . . , ωqn ∈ rqk, onde λ1 = 1 e ωq1 = 0.

Sejam k = Q, G = ⟨h⟩ um grupo cíclico infinito e n = 2.

1 - Como Q é um corpo, U(Q) = Q \ {0} =: Q×.

2 - Como G é um grupo cíclico infinito, gerado por h, para determinar um morfismo de
grupos ρ : G → Q×, basta escolher ρ(h). Ainda, o morfismo estará bem determinado
independente da escolha. Vamos considerar ρ(h) = 8.

3 e 4 - Todo grupo cíclico é abeliano, assim, Z(G) = G. Observe que, como Q é um corpo,
os únicos idempotentes de Q são 0 e 1. Assim, para que r1, . . . , rm seja uma família de
idempotentes ortogonais satisfazendo

∑m
q=1 rq = 1, deve existir l ∈ {1, . . . ,m} tal que

rl = 1 e rq = 0, para todo q ̸= l. Ou seja, deve ser necessariamente m = 1. Assim, vamos
escolher r = h5(e11 + e22).

5 - Como G é um grupo cíclico, para determinar um 1-cociclo γ : G→ Q associado a ρ, é
suficiente determinar γ(h). Escolha γ(h) = 4. Então, para todo s ≥ 0,

γ(hs) = 4
s∑

t=0

8s =
4

7
(8s − 1) e γ(h−s) = −ρ(h−s)γ(hs) = −4

7

8s − 1

8s
.

6 - Por fim, tome ω11 = 0 e λ1 = 1 e escolha ω12 = 9 ∈ Q e λ2 = 2 ∈ Q×.

Assim, M2(QG)[X;σ, δ] admite uma estrutura de álgebra de Hopf fraca sobre Q,
onde os elementos hseij, s ∈ Z e i, j = 1, 2, são group-like fracos, X é um elemento
(h5(e11 + e22), 1H)-primitivo fraco e a multiplicação é dada por

hseij · hters = [j = r]hs+teis e Xhseij = σ(hseij)X + δ(hseij),

onde os morfismos σ e δ são definidos por

σ(hse11) = 23shse11, σ(hse12) = 23s−1hse12,

σ(hse21) = 23s+1hse21, σ(hse22) = 23shse22.

e

δ(hse11) =
4

7

[
8s − 1

1− [s < 0](8s + 1)

]
(e− h5)hse11,

δ(hse12) =
4

7

[
8s − 1

1− [s < 0](8s + 1)
− 63

23(s+1)

]
(e− h5)hse12,

δ(hse21) =
8

7

[
8s − 1

1− [s < 0](8s + 1)
+

63

8

]
(e− h5)hse21,

δ(hse22) =
8

7

[
8s − 1

1− [s < 0](8s + 1)
+

63

8
− 63

8s+1

]
(e− h5)hse22.

Para terminar esta seção, gostaríamos de voltar ao Exemplo 2.4.2, onde mostra-
mos que, se B[X;σ, δ] é uma extensão de Hopf-Ore de uma álgebra de Hopf B, então
H[X;σ, δ]⊗H ≃ (B⊗H)[Y, σ, δ] é uma extensão de Hopf-Ore primitiva fraca da álgebra
de Hopf fraca B ⊗ H. Neste caso, Y = X ⊗ 1H , σ = σ ⊗ idH , δ = δ ⊗ idH e, se X é
(g, 1B)-primitivo, então Y é (g ⊗ 1H , 1B⊗H)-primitivo fraco. Com isso, temos
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Exemplo 3.3.18. A extensão de Hopf-Ore primitiva fraca do Exemplo 3.3.17 não pode
ser obtida diretamente do Exemplo 2.4.2.

Mais geralmente, sejam G um grupo, r ∈ Z(G), k um corpo e n > 1. Sejam
kG[X;σ, δ] uma extensão de Hopf-Ore de kG, onde X é um elemento (r, 1H)-primitivo,
e Mn(kG)[Y ;σ, δ] a extensão de Hopf-Ore primitiva fraca como no Exemplo 2.4.2. Utili-
zando o Corolário 3.3.15 e a notação do Teorema 3.3.14, segue que

ρ(g)gei1 = σ(gei1) = ρ(g)λigei1 ∴ λi = 1k, ∀i = 1, . . . , n,

enquanto que

α(g)(e− r)gei1 = δ(gei1)

= [λiα(g) + ω1i − ρ(g)λiλ
−1
j ω11]gei1

= [α(g) + ω1i](e− r)gei1,

de onde, se r ̸= e, obtemos ω1i = 0, para todo i = 1, . . . , n. Ou seja, as extensões de
Hopf-Ore primitivas fracas de Mn(kG) obtidas diretamente do Exemplo 2.4.2 são aquelas
em que r ∈ Z(G)I, λ1, . . . , λn = 1 e ω11, . . . , ω1n = 0.

No Exemplo 3.3.17 temos ω12 = 9 ̸= 0 e λ2 = 2 ̸= 1, portanto este não pode ser
obtido diretamente tomando o produto tensorial de uma extensão de Hopf-Ore de kG por
Mn(k). Mais ainda, neste exemplo temos ω12(1k + λ2) = 9 · 3 ̸= 0, portanto, este também
não pode ser obtido diretamente do Exemplo 3.3.16.

Utilizamos o termo “diretamente” nas frases acima, pois não são conhecidas as classes
de isomorfismo das extensões de Hopf-Ore primitivas fracas de Mn(kG). Assim, pode
ocorrer da álgebra de Hopf fraca do Exemplo 3.3.17 ser isomorfa, como álgebra de Hopf
fraca, a alguma álgebra de Hopf fraca obtida pelos Exemplos 3.3.16 ou 2.4.2.
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